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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñàìîâîñïðîèçâîäÿùåéñÿ ñèñòåìû, èññëåäóåòñÿ åå ïðå-
äåëüíîå ïîâåäåíèå, íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåøàþòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè äàííîé ñèñòåìû ïðè
íåîãðàíè÷åííîì âðåìåíè óïðàâëåíèÿ. Êðèòåðèè êà÷åñòâà â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ îòðà-
æàþò óâåëè÷åíèå â ñèñòåìå ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ îáúåêòîâ ñ îïðåäåëåííîé ïîâåäåí÷åñêîé
ñòðàòåãèåé. Äîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìèçàöèÿ íåêîòîðûõ êðèòåðèåâ ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ âñåé
ñèñòåìû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèåñÿ ñèñòåìû, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, íåîãðàíè-
÷åííîå âðåìÿ óïðàâëåíèÿ.

Ââåäåíèå

Ñàìîâîñïðîèçâîäÿùåéñÿ ñèñòåìîé (èëè ñèñòåìîé àâòîðåïðîäóêöèè) íàçûâàåòñÿ ñèñòå-
ìà, îáúåêòû êîòîðîé îáëàäàþò ñâîéñòâîì ãåíåðèðîâàòü ñâîè êîïèè â ïðîöåññå ñóùåñòâîâà-
íèÿ − ïåðåäàâàòü äðóãèì îáúåêòàì ñâîè êà÷åñòâåííûå ïðèçíàêè, îïðåäåëÿþùèå óñëîâèÿ
èõ ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå, â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò áûòü òîò èëè èíîé ñïîñîá ïîâåäå-
íèÿ [1, 2].

Àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè àâòîðåïðîäóêöèè, â
òîì ÷èñëå è â áèîýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ [3-8]. Â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ âàæíåéøóþ ðîëü
èìååò îïðåäåëåíèå öåëåé, êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ ïîñðåäñòâîì óïðàâëåíèÿ. Îäíîé èç îñ-
íîâíûõ öåëåé ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ñàìîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ
òåîðèè óïðàâëåíèÿ îò ïðîáëåìû ñîõðàíåíèÿ óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû îáû÷íî îòâëåêàþò-
ñÿ [9]. Íî åñëè ïåðåéòè ê áîëåå îáùèì ìîäåëÿì, òî ýòà ïðîáëåìà ïðèîáðåòàåò ðåøàþùåå
çíà÷åíèå. Îñîáåííî àêòóàëüíà îíà äëÿ ñîâðåìåííîé ýêîëîãèè, ïðè óïðàâëåíèè ýêîíîìè-
÷åñêèìè, äåìîãðàôè÷åñêèìè, ñîöèàëüíûìè ïðîöåññàìè è ò. ï.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèíèìàåìîå â ñîîòâåòñòâèè ñ èçáðàííûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå èìåëî ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë, íóæíî, ÷òîáû êðèòåðèé ñîäåðæàë èíôîðìàöèþ î ðåàëü-
íîé ýôôåêòèâíîñòè êàæäîé âîçìîæíîé àëüòåðíàòèâû ïîâåäåíèÿ. Èíòåðåñóþùàÿ ñèñòåìó
èíôîðìàöèÿ î âàðèàíòå ïîâåäåíèÿ ñîñòîèò ëèøü â ñëåäóþùåì: âîçìîæíî ëè áåñêîíå÷íîå
ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåìû ïðè îñóùåñòâëåíèè ýòîãî âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ èëè íåò. Ïîëó÷èòü
ýòó èíôîðìàöèþ ñèñòåìà ìîæåò, òîëüêî ðåàëèçóÿ åãî. Íî åñëè, ïðîâåðÿÿ äàííûé âàðè-
àíò, ñèñòåìà ðàçðóøàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, òî ïðèíèìàòü ðåøåíèå óæå áóäåò íåêîìó.
Òàêîå, êàçàëîñü áû, íåðàçðåøèìîå ïðîòèâîðå÷èå èñ÷åçàåò â ñèñòåìå ñàìîâîñïðîèçâîäÿ-
ùèõñÿ îáúåêòîâ. Çäåñü êàæäûé âàðèàíò ïîâåäåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ îòäåëüíûì îáúåêòîì;
òå îáúåêòû, ïîâåäåíèå êîòîðûõ íàèáîëåå áûñòðî ïðèâîäèò ê ñîáñòâåííîìó ðàçðóøåíèþ,
èñ÷åçàþò èç îáùåé ñèñòåìû â ïåðâóþ î÷åðåäü, è ïîñòåïåííî â ñèñòåìå îñòàþòñÿ òîëüêî òå
îáúåêòû, ÷üå ïîâåäåíèå ìîæåò áåñêîíå÷íî äîëãî ïîääåðæèâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà â öåëîì íàõîäèò äëÿ ýòîãî îïòèìàëüíûé âàðèàíò ïîâåäåíèÿ.

1 Äîöåíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
kuzenkov_o@mail.ru

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî; riabova-ea@rambler.ru

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 3



90 Î. À. Êóçåíêîâ, Å. À. Ðÿáîâà

Â òî æå âðåìÿ òàêîé ïîäõîä ê çàäàíèþ ïîðÿäêà ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè è ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî åìó êðèòåðèÿ êà÷åñòâà âàðèàíòîâ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû àâòîðåïðîäóêöèè òàèò â ñåáå
îïðåäåëåííûå îïàñíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõ-
ñÿ îáúåêòîâ â ñèñòåìå ïðè ëþáîì ñïîñîáå ïîâåäåíèÿ íå ìîæåò ñòàòü ìåíüøå íåêîòîðîãî
ìèíèìàëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïîðîãà, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà â öåëîì âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò, íåçàâèñèìî îò êà÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ èëè âàðèàíòîâ èõ ïîâåäåíèÿ.
Òîãäà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ íå èìååò ðåøåíèÿ, òàê êàê âàðèàíòû ïî-
âåäåíèÿ íåñðàâíèìû. Ñèñòåìà ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííî äîëãî ïðè ëþáîì èç íèõ. ×òîáû
çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìåëà ñìûñë, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ ñòðàòå-
ãèé ïîâåäåíèÿ ñèñòåìà ðàçðóøàëàñü. Çíà÷èò, íóæíî äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåíèÿ
÷èñëåííîñòè ñèñòåìû ê íóëþ.

Èç ýòîãî äîïóùåíèÿ ñëåäóåò âîçìîæíîñòü äëÿ âèäà ñ îïðåäåëåííîé ïîâåäåí÷åñêîé ñòðà-
òåãèåé âûòåñíÿòü äðóãèå âèäû, íî ïðè ýòîì óíè÷òîæàòü âñþ ñèñòåìó, ïîäîáíî òîìó, êàê
íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ðàêîâûõ êëåòîê ïðèâîäèò ê óíè÷òîæåíèþ âñåãî îðãàíèçìà. Òàêîå
ïîâåäåíèå ×åðíàâñêèé íàçâàë ¾ïîïóëèçìîì¿ [10]. Â èíòåðåñàõ ñàìîñîõðàíåíèÿ ñèñòåìà
äîëæíà èìåòü ìåõàíèçìû ïðîòèâîäåéñòâèÿ ¾ïîïóëèçìó¿.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ìîäåëè àâòîðåïðîäóêöèè, èçó÷åíèÿ åå
ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ, è íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
íåîãðàíè÷åííî äîëãîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé ñèñòåìû.

Ìîäåëüþ àâòîðåïðîäóêöèè ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà, ïîâåäåíèå êîòîðîé îïè-
ñûâàåòñÿ íåëèíåéíûìè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ôóíêöèîíàëû êà÷å-
ñòâà â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, çàäàâàåìûå â âèäå ïðåäåëà íåêîòîðîé âå-
ëè÷èíû ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòè, îòðàæàþò óâåëè÷åíèå â ñèñòåìå îáú-
åêòîâ ñ îïðåäåëåííîé ïîâåäåí÷åñêîé ñòðàòåãèåé. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè [??]
çäåñü ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîãî âðåìåíè óïðàâëåíèÿ.

1. Îïèñàíèå ìîäåëè àâòîðåïðîäóêöèè

Ïóñòü W − îáëàñòü îáèòàíèÿ íåêîòîðîé ïîïóëÿöèè. Ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî ðåøàòü
çàäà÷ó äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè, ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü n -ìåðíóþ îáëàñòü W ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé G ; x = (x1, . . . , xn) − òî÷êè îáëàñòè W . ×åðåç ãðàíèöó G
ïðîíèêíîâåíèå îñîáåé îòñóòñòâóåò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñîáè ðàññìàòðèâàåìîé ïîïóëÿöèè ìîãóò ðåàëèçîâûâàòü îäíó èç
äâóõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ − v1 èëè v2 . Ñòðàòåãèÿ v1 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïîâåäåíè-
åì, ñòðàòåãèÿ v2 ÿâëÿåòñÿ ïàòîëîãè÷åñêèì (àñîöèàëüíûì) ïîâåäåíèåì (èç-çà áîëåçíè èëè
íàðêîëîãè÷åñêîé çàâèñèìîñòè è ò.ï.). Ñëåäñòâèåì ïàòîëîãè÷åñêîé ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ óòðàòà ñïîñîáíîñòè ê âîñïðîèçâîäñòâó. Ñòðàòåãèÿ v2 íå ÿâëÿåòñÿ âðîæäåííîé è
ìîæåò áûòü ïåðåäàíû íîðìàëüíûì îñîáÿì (â ðåçóëüòàòå èíôåêöèè, êîïèðîâàíèÿ ïîâåäå-
íèÿ è ò.ï.).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñîáè, ñî ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ v1 , ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ðàâíîâå-
ðîÿòíî ñ ðàâíîé ñêîðîñòüþ s â ëþáîì íàïðàâëåíèè èç ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè îáëàñòè;
ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ îñîáåé, îñóùåñòâëÿþùèõ ñòðàòåãèþ v2 , ñóùåñòâåííî âûøå ñêîðî-
ñòè s ; îñîáè ñ àñîöèàëüíûì ïîâåäåíèåì ìîãóò âîçäåéñòâîâàòü íà íîðìàëüíûõ îñîáåé, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî íîðìàëüíûå îñîáè ìåíÿþò ñòðàòåãèþ ñâîåãî ïîâåäåíèÿ íà ïàòàëîãè÷å-
ñêóþ, ðåçóëüòàòèâíîñòü ýòîãî âîçäåéñòâèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ðàñïðîñòðàíåííîñòè ïîñëåä-
íåé ñòðàòåãèè â ïîïóëÿöèè (¾ïîïóëÿðíîñòè¿ àñîöèàëüíîãî ñïîñîáà ïîâåäåíèÿ).

Ïóñòü z1(x, t) − ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè îñîáåé, ðåàëèçóþùèõ ñòðàòåãèþ v1 â òî÷-
êå x ∈ W â ìîìåíò âðåìåíè t , z2(t) − îáùåå êîëè÷åñòâî îñîáåé, îñóùåñòâëÿþùèõ
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ñòðàòåãèþ v2 â ìîìåíò âðåìåíè t , a(x) − êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ îñîáåé ïåðâîãî
âèäà â òî÷êå x (êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ìåæäó êîýôôèöèåíòîì
ðîæäàåìîñòè è êîýôôèöèåíòîì ñìåðòíîñòè), b − ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè
îñîáåé âòîðîãî âèäà, r(t) − êîýôôèöèåíò ðåçóëüòàòèâíîñòè âîçäåéñòâèÿ îñîáåé âòîðîãî
âèäà.

Ïîõîæèå ãèïîòåçû áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè äèíàìèêè ïîïóëÿöèè
ñ ó÷åòîì ÿâëåíèÿ ïàðàçèòèçì [12]. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìîé óðàâíåíèé

∂z1
∂ t

= s∆z1 + az1 −
rz1z2∫

W

z1dx+ z2

,
dz2
dt

=

rz2

∫
W

z1dx∫
W

z1dx+ z2

− bz2 (1.1)

ñ êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

∂z1/∂n|G = 0, z1(x, 0) = f(x), z2(0) = z02 . (1.2)

Çäåñü ñèìâîë ∆ îçíà÷àåò îïåðàòîð Ëàïëàñà, ∂/∂n|G − ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè ê ãðà-
íèöå G . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè a(x) , f(x) , r(t) − íåïðåðûâíûå, ïîëîæèòåëüíûå,
r(t) − îãðàíè÷åííàÿ; ïàðàìåòðû b , s è z02 − ïîñòîÿííûå, ïîëîæèòåëüíûå; îïåðàòîð
s∆v + av îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé v(x), çàäàííûõ â îáëàñòè W, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ êðàåâîìó óñëîâèþ ∂v/∂n|G = 0; νi(x), i = 1,∞, − ïîëíàÿ ñèñòåìà îðòîíîðìèðî-
âàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà s∆v + av, çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λi, i = 1,∞, è êðàòíîñòü ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî
÷èñëà ðàâíà åäèíèöå: λ1 > λ2 > . . . > λi > . . . .

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (1.1) ïðè ïîñòàâëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èìååò ëèøü íåîò-
ðèöàòåëüíîå ðåøåíèå [13, 14], ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè ôóíêöèé
z1(x, t) è z2(t) . Ââåäåì ïåðåìåííóþ

z =

∫
W

z1dx+ z2, (1.3)

õàðàêòåðèçóþùóþ îáùóþ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t ; ñðåäíåâðåìåííîå
çíà÷åíèå ôóíêöèè r(t) îáîçíà÷èì

⟨r⟩ = lim
t→∞

1

t

t∫
o

r(τ)dτ . (1.4)

2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

2.1. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû àâòîðåïðîäóêöèè

Ò å î ð å ì à 2.1. Â ñèñòåìå (1.1) ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2) ïðå-
äåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé z2(t) , z(t) è èõ ÷àñòíîãî îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïðè λ1 > 0

lim
t→∞

z2 = 0, lim
t→∞

z = 0, lim
t→∞

(z2/z) = 1, eñëè ⟨r⟩ > λ1 + b;

lim
t→∞

z2 = +∞, lim
t→∞

z = +∞, lim
t→∞

(z2/z) = 0, åñëè b < ⟨r⟩ < λ1 + b;

lim
t→∞

z2 = 0, lim
t→∞

z = +∞, lim
t→∞

(z2/z) = 0, åñëè ⟨r⟩ < b;
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ïðè λ1 < 0

lim
t→∞

z2 = 0, lim
t→∞

z = 0, lim
t→∞

(z2/z) = 0, eñëè 0 < ⟨r⟩ < λ1 + b;

lim
t→∞

z2 = 0, lim
t→∞

z = 0, lim
t→∞

(z2/z) = 1, åñëè ⟨r⟩ > λ1 + b;

ïðè λ1 = 0
lim
t→∞

z2 = 0, lim
t→∞

(z2/z) = 0, eñëè 0 < ⟨r⟩ < b;

lim
t→∞

z2 = 0, lim
t→∞

(z2/z) = 1, åñëè ⟨r⟩ > b.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ1 > 0 , ⟨r⟩ > λ1 + b óäåëüíûé âåñ îñîáåé âòîðîãî (àñîöèàëü-
íîãî) òèïà ïîâåäåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ, ïðè ýòîì ÷èñëåííîñòü âñåé
ïîïóëÿöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Åñëè b < ⟨r⟩ < λ1 + b , òî óäåëüíàÿ ÷èñëåííîñòü îñîáåé
àñîöèàëüíîãî âèäà ñòðåìèòñÿ ê ìèíèìàëüíìó çíà÷åíèþ, òåì íå ìåíåå ïðîèñõîäèò íåîãðà-
íè÷åííîå óâåëè÷åíèå èõ ÷èñëåííîñòè è âñåé ïîïóëÿöèè â öåëîì. Ïðè ⟨r⟩ < b ïðîèñõîäèò
íåîãðàíè÷åííîå óâåëè÷åíèå îáùåé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, ÷èñëåííîñòü îñîáåé âòîðîãî
òèïà ïîâåäåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ r , λ1 è b , åñëè λ1 < 0 , íàáëþäàåòñÿ âûðîæäåíèå
îñîáåé âòîðîãî òèïà ïîâåäåíèÿ è âñåé ïîïóëÿöèè â öåëîì; åñëè λ1 = 0 , îñîáè âòîðîãî òèïà
ïîâåäåíèÿ âûðîæäàþòñÿ.

2.2. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìîé àâòîðåïðîäóêöèè ïðè íåîãðàíè÷åí-
íîì âðåìåíè óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1.1) ïðè
íåîãðàíè÷åííîì âðåìåíè óïðàâëåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè (1.1) âîç-
ìîæíî âëèÿíèå íà êîýôôèöèåíò âîçäåéñòâèÿ r(t) , êîòîðîå îêàçûâàþò îñîáè ñ ïàòàëîãè÷å-
ñêîé ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ v2 íà îñîáåé c íîðìàëüíûì ïîâåäåíèåì v1 . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ
r(t) èìååò âèä

r(t) = r0 + u(t), (2.5)

ãäå r0 − ïîñòîÿííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, u(t) − ðåçóëüòàò óïðàâëÿþùåãî âîçäåé-
ñòâèÿ, îêàçûâàåìîãî îñîáÿìè ñî ñòðàòåãèåé v2 íà îñîáåé ñ ïîâåäåíèåì v1 . Ïóñòü u(t) −
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèþ

|u(t)| 6 c, (2.6)

ãäå c − ïîñòîÿííàÿ, 0 < c < r0 .
Öåëü óïðàâëåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îñîáåé âòîðîãî âèäà ñîñòîèò â íåîãðàíè÷åííî äîë-

ãîì ñîõðàíåíèè ñâîåé ïîïóëÿöèè. Êðîìå òîãî, åñëè ðàññìàòðèâàòü äàííóþ ñèñòåìó, êàê
ñèñòåìó âçàèìíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïîâåäåíèÿ, òî ìîæíî ñðàâ-
íèâàòü âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ äðóã ñ äðóãîì. Â ýòîì ñëó÷àå ëó÷øèì áóäåò òîò âàðèàíò,
êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îñîáåé è, ñîîòâåòñòâåííî, óäåëüíûé âåñ êî-
òîðîãî â ïîïóëÿöèè áóäåò âûøå. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâûøåíèÿ öåííîñòè
âòîðîãî âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ áóäåò óâåëè÷åíèå ÷èñëåííîñòè îñîáåé, îñóùåñòâëÿþùèõ ñòðà-
òåãèþ v2 , èëè óâåëè÷åíèå óäåëüíîãî âåñà ýòèõ îñîáåé â ïîïóëÿöèè. Èñõîäÿ èç ýòèõ öåëåé,
îïòèìàëüíûì áóäåò óïðàâëåíèå, êîòîðîå îáåñïå÷èò ìàêñèìóì ïðåäåëîâ3

J1 = lim
t→∞

z2, J2 = lim
t→∞

(z2/z)

3 Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà z2 íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó, è ïðè ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ b < ⟨r⟩ < b+ λ îíà
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå J1 = +∞ , è óïðàâëåíèå, ïðè êîòîðîì ýòî âûïîëíÿåòñÿ áóäåò
îïòèìàëüíûì.
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èëè äâóõ äðóãèõ êðèòåðèåâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäûäóùèìè:

J3 = ⟨z′2/z2⟩ , J4 = ⟨η′/η⟩ .

Çäåñü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ η = z2/z . Ñìûñë ìàêñèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëîâ âòîðîé ãðóïïû − óâåëè÷åíèå ñðåäíåâðåìåííûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè âîñïðî-
èçâîäñòâà îñîáåé âòîðîãî âèäà è ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ óäåëüíîãî âåñà âòîðîãî âàðèàíòà
ïîâåäåíèÿ â ïîïóëÿöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèòåðèé êà÷åñòâà àäåêâàòíî âûðàæàåò âîçìîæíîñòü íåîãðàíè-
÷åííî äîëãîãî ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðîãî âèäà â ñèñòåìå, åñëè åãî âûïîëíåíèå (ìàêñèìè-
çàöèÿ) íå ïðîòèâîðå÷èò íåîãðàíè÷åííî äîëãîìó ñóùåñòâîâàíèþ âñåé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó
ïðè λ1 ≤ 0 îñîáè âòîðîãî âèäà âûðîæäàþòñÿ, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé,
êîãäà λ1 > 0 .

Ò å î ð å ì à 2.2. Â çàäà÷å (1.1) ñ êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.2), â êî-
òîðîé ôóíêöèÿ r(t) , èìåþùàÿ âèä (2.5), ñîäåðæèò óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðà-
íè÷åíèþ (2.6), ôóíêöèîíàëû J2 è J4 äîñòèãàþò ñâîåãî ìàêñèìóìà ïðè ⟨r⟩ > λ1 + b ,
ôóíêöèîíàë J3 − ïðè ⟨r⟩ < λ1 + b , J1 = +∞ ïðè b < ⟨r⟩ < λ1 + b .

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ðàçíûìè êðè-
òåðèÿìè − ðàçëè÷íû. Áîëåå òîãî, ðåêîìåíäàöèè ïðîòèâîïîëîæíû: äëÿ ìàêñèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëîâ J2 è J4 âåëè÷èíó ⟨r⟩ íóæíî âûáèðàòü áîëüøå λ1 + b , âûáîð ⟨r⟩ < λ1 + b
äàåò õóäøèé ðåçóëüòàò, äëÿ ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ J1 è J3 âåëè÷èíó ⟨r⟩ íóæíî
âûáèðàòü ìåíüøå λ1 + b (íî áîëüøå b äëÿ ìàêñèìèçàöèè J1 ).

Ñðàâíèâ ýòè ðåçóëüòàòû ñ äàííûìè òåîðåìû 2.1, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ìàêñèìè-
çàöèè ôóíêöèîíàëîâ J2 è J4 êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ ñ ïîâåäåíèåì v2 , òàêæå êàê è ñîâîêóï-
íàÿ ÷èñëåííîñòü ñèñòåìû, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. ñèñòåìà âûðîæäàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ôóíêöèîíàëû J2 è J4 íåàäåêâàòíî âûðàæàþò öåëü ñîõðàíåíèÿ ñèñòåìû.

3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ

Ë å ì ì à 3.1. Åñëè νi(x), i = 1,∞, − ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðà-
òîðà s∆v + a(x)v , îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé v(x), çàäàííûõ â n - ìåð-
íîé îáëàñòè W ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé G , óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâîìó óñëîâèþ
∂v/∂n|G = 0; λi, i = 1,∞, − ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë; ïî-
ñòîÿííûå ai =

∫
W

a(x)νi(x)dx − êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè a(x)

è wi =
∫
W

νi(x)dx − êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ åäèíèöû ïî ñèñòåìå νi(x), i = 1,∞, òî

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
ai = λiwi, i = 1,∞. (3.7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó νi(x), i = 1,∞, − ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðà s∆v+av , λi, i = 1,∞, − ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, òî
äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i = 1,∞ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà s∆νi(x)+ a(x)νi(x) = λiνi(x). Ïðîèí-
òåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî îáëàñòè W ñ ãðàíèöåé G . Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ai è wi ÷åðåç ôóíêöèè νi(x) , ïîëó÷èì: s

∫
W
∆νi(x) dx+ai = λiwi.

Íàéäåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà äëÿ ôóíêöèè v(x) èç ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè W , óäîâëå-
òâîðÿþùåé êðàåâîìó óñëîâèþ dv/dn|G = 0 . Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ
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ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì
∫
W

∂2v

∂x2i
dx =

∮
G

1 · ∂v
∂xi

cos( ˆxi, n) ds−
∫
W

∂v

∂xi
· 0 dx, ãäå ( ˆxi, n) − óãîë

ìåæäó îñüþ xi è âíåøíåé íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè G . Òîãäà ïî ñâîéñòâó àääèòèâíî-

ñòè èíòåãðàëîâ
∫
W

∆v(x) dx =

∫
W

n∑
i=1

∂2v

∂x2i
dx =

∮
G

dv

dn

∣∣∣
G
ds. Òàê êàê dv/dn|G = 0 , òî∫

W

∆v(x) dx = 0 , òàêæå êàê è
∫
W

∆νi(x) dx = 0 , ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî (3.7).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2.1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñèñòåìå(1.1) ñ íà÷àëüíûìè è

êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2) ôóíêöèè a(x) , f(x) , r(t) − íåïðåðûâíûå, ïîëîæèòåëüíûå,
êðîìå ýòîãî r(t) − îãðàíè÷åííàÿ; ïàðàìåòðû b , s è z02 − ïîñòîÿííûå, ïîëîæèòåëü-
íûå; îïåðàòîð s∆v + av îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé v(x), çàäàííûõ â îáëàñòè W,
óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâîìó óñëîâèþ ∂v/∂n|G = 0; νi(x), i = 1,∞, − ïîëíàÿ ñèñòåìà îð-
òîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà s∆v+ av, çàíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λi, i = 1,∞, è êðàòíîñòü ïåðâîãî ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà ðàâíà åäèíèöå: λ1 > λ2 > . . . > λi > . . . .

Ïóñòü ζi(t) − êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè z1(x, t) ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé νi(x) , i = 1,∞ ; φi = ζi(0) − ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ;
wi =

∫
W

νi(x)dx − êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ åäèíèöû; ai =
∫
W

a(x)νi(x)dx − êîýôôèöè-

åíòû Ôóðüå ôóíêöèè a(x) .
Òîãäà ôóíêöèè ζi(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ζ ′i = λiζi −
rz2ζi

(
∞∑
j=1

ζjwj + z2)
, i = 1,∞, z′2 =

rz2
∞∑
j=1

ζjwj

(
∞∑
j=1

ζjwj + z2)
− bz2. (3.8)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì îòíîøåíèå ζi/ζ1 ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

(ζi/ζ1)
′ = (λi − λ1)(ζi/ζ1), i = 2,∞.

Ðåøàÿ åãî, èìååì (ζi/ζ1) = (φi/φ1) exp (λi − λ1)t, i = 2,∞ . Òàê êàê âñå ðàçíîñòè λi − λ1
ïî óñëîâèþ ñòðîãî îòðèöàòåëüíû, òî âñå îòíîøåíèÿ ζi/ζ1 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, i = 2,∞ .

Áîëåå òîãî, äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑
i=2

(ζi/ζ1)wi íà ëó÷å [0,+∞) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∣∣∣ ∞∑
i=2

ζi
ζ1
wi

∣∣∣ 6
√√√√ ∞∑

i=2

( ζi
ζ1

)2√√√√ ∞∑
i=2

w2
i 6

√√√√ ∞∑
i=2

(φi

φ1

)2√√√√ ∞∑
i=2

w2
i .

Ïîñëåäíèå äâà ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè ñõîäÿòñÿ â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëó÷å [0,+∞) . Çíà÷èò, âîçìîæåí ïî÷ëåííûé
ïåðåõîä ê ïðåäåëó â ñóììå ýòîãî ðÿäà ïðè t, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîñêîëüêó
ïðåäåëû âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà ðàâíû íóëþ, òî è ïðåäåë ñóììû ðÿäà ðàâåí íóëþ:

lim
t→∞

∞∑
i=2

ζi
ζ1
wi = 0. (3.9)
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

lim
t→∞

∞∑
i=2

ζi
ζ1
ai = 0. (3.10)

Èç óðàâíåíèé (3.8) ñëåäóò, ÷òî îòíîøåíèå ζ1/z2 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
ζ1
z2

)′

=
ζ ′1z2 − ζ1z

′
2

z22
=
ζ1
z2
(λ1 − r + b),

ζ1
z2
(t) =

φ1

z02
exp
(
(λ1 + b)t−

t∫
o

r(τ)dτ
)
.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (1.4), ïîëó÷èì âûðàæåíèå

lim
t→∞

ζ1
z2
(t) =

φ1

z02
exp

(
lim
t→∞

t(λ1 + b− ⟨r⟩)
)
=

{
0, åñëè ⟨r⟩ > λ1 + b,

∞, åñëè ⟨r⟩ < λ1 + b.

Åñëè ⟨r⟩ = λ1 + b , òî âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäåë lim
t→∞

(ζ1/z2)

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå îò −∞ äî +∞ . Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà óêàçàííîãî
ïðåäåëà âîîáùå íå ñóùåñòâóåò.

Èç ñèñòåìû (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ z, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (1.3), óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

z′ =

∫
W

az1dx− bz2 =
∞∑
j=1

ζjaj − bz2 = z
((
a1 +

∞∑
j=2

ζj
ζ1
aj

)ζ1
z
− b

z2
z

)
, (3.11)

ãäå îòíîøåíèÿ ζ1/z è z2/z âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ζ1
z

= ζ1/(
∞∑
j=1

ζjwj + z2) =

(
w1 +

∞∑
j=2

ζj
ζ1
wj + z2/ζ1

)−1

,

z2
z

= z2/(
∞∑
j=1

ζjwj + z2) =

(
ζ1
z2

(
w1 +

∞∑
j=2

ζj
ζ1
wj

)
+ 1

)−1

.

Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû lim
t→∞

(ζ1/z2) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ:

lim
t→∞

ζ1
z
(t) = 0, lim

t→∞

z2
z
(t) = 1, åñëè lim

t→∞

ζ1
z2

= 0;

lim
t→∞

ζ1
z
(t) = 1/w1, lim

t→∞

z2
z
(t) = 0, åñëè lim

t→∞

ζ1
z2

= ∞.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë, òî åå âðåìåííîå ñðåäíåå ñîâ-
ïàäàåò ñ ýòèì ïðåäåëîì. Â ñèëó ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà (3.10) è îãðàíè÷åííîñòè îòíîøå-
íèÿ ζ1/z ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
t→∞

1

t

t∫
0

( ∞∑
j=2

ζj
ζ1
aj

)ζ1
z
dτ = 0, (3.12)

òîãäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (3.7) äëÿ i = 1 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

lim
t→∞

z = z(0) exp

(
lim
t→∞

t
(
a1

⟨
ζ1
z

⟩
− b

⟨z2
z

⟩))
=


0, åñëè lim

t→∞
(ζ1/z2) = 0,

0, åñëè lim
t→∞

(ζ1/z2) = ∞, λ1 < 0,

+∞, åñëè lim
t→∞

(ζ1/z2) = ∞, λ1 > 0.
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Åñëè λ1 = 0 , òî lim
t→∞

z ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå
çíà÷åíèå, ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü.

Íàêîíåö, âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé z2 â ñèñòå-
ìå (3.8). Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

z′2 = z2

(
r
(
w1 +

∞∑
j=2

ζj
ζ1
wj

)ζ1
z
− b

)
. (3.13)

Â ñèëó (3.9), îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé r è ζ1/z ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
t→∞

1

t

t∫
0

r
ζ1
z

∞∑
j=2

ζj
ζ1
wjdτ = 0, (3.14)

òîãäà lim
t→∞

z2(t) = z02 exp
(
lim
t→∞

t
(1
t

t∫
0

rw1
ζ1
z
dτ−b

))
. Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû lim

t→∞
(ζ1/z)

ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè z2(t) :

eñëè lim
t→∞

ζ1/z = 0, òî lim
t→∞

z2 = 0;

åñëè lim
t→∞

ζ1
z

= 1/w1, òî lim
t→∞

z2 =

{
0 ïðè ⟨r⟩ < b,

+∞ ïðè ⟨r⟩ > b.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ⟨r⟩ = b âåëè÷èíà lim
t→∞

z2 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå

êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå, ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü.
Ïðè ⟨r⟩ ≠ λ1 + b è ⟨r⟩ ≠ b ïîëó÷èì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé z2(t), z(t) è z2/z,

óêàçàííûå â òåîðåìå 2.1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2.2. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ êàæäîãî

èç ôóíêöèîíàëîâ J1 = lim
t→∞

z2, J2 = lim
t→∞

(z2/z), J3 = ⟨z′2/z2⟩ è J4 = ⟨η′/η⟩ , ãäå η = z2/z .

1. Êàê ñëåäóåò èç ïðîâåäåííîãî âûøå èññëåäîâàíèÿ, àáñîëþòíûé ìàêñèìóì êðèòåðèÿ êà-
÷åñòâà J1 = lim

t→∞
z2 , ðàâíûé ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè äâîéíîãî

íåðàâåíñòâà
b < ⟨r⟩ < λ1 + b. (3.15)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ðàâíî íóëþ − íàèìåíüøåìó âîçìîæ-
íîìó çíà÷åíèþ.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.5) è íåðàâåíñòâàì (2.6) âðåìåííîå ñðåäíåå ôóíêöèè r(t) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ r0 − c ≤ ⟨r⟩ ≤ r0 + c. Îòñþäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè êîíñòàí-
òà c , îãðàíè÷èâàþùàÿ ìîùíîñòü óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
0 < c < b − r0 èëè 0 < c < −λ1 − b + r0 , òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (3.15) íåâîçìîæíî,
ñëåäîâàòåëüíî, îñîáè âòîðîãî âèäà â ýòîì ñëó÷àå áóäóò âûìèðàòü ïðè ëþáîì âîçìîæíîì
óïðàâëåíèè. Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ b , r0 è λ1 íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííîå âûïîëíå-
íèå ýòèõ íåðàâåíñòâ.

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà −c ≤ b − r0 < c èëè −c < λ1 + b − r0 ≤ c , òî
ëþáîå óïðàâëåíèå, èìåþùåå âðåìåííîå ñðåäíåå (èëè ïðåäåë), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
b−r0 < ⟨u⟩ < λ1 + b− r0 , áóäåò îïòèìàëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîå
óïðàâëåíèå.
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Â îäíîì ñëó÷àå, êîãäà c < −b + r0 è c < λ1 + b − r0 , ëþáîå óïðàâëåíèå, èìåþùåå
âðåìåííîå ñðåäíåå (èëè ïðåäåë), áóäåò îïòèìàëüíûì

Åñëè c = b− r0 èëè c = −λ1 − b+ r0 , òî íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå óïðàâ-
ëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ïðåäåë z2 ðàâåí ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè, òàê êàê ðåçóëüòàò áóäåò ñóùå-
ñòâåííî çàâèñåòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J2 = lim

t→∞
(z2/z) . Êàê ñëåäóåò èç òåî-

ðåìû 2.1 äàííûé ôóíêöèîíàë ìîæåò äîñòèãàòü ñâîåãî àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà, ðàâíîãî
åäèíèöå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

⟨r⟩ > λ1 + b. (3.16)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ðàâíî íóëþ − íàèìåíüøåìó âîçìîæíîìó
çíà÷åíèþ.

Åñëè êîíñòàíòà c , îãðàíè÷èâàþùàÿ ìîùíîñòü óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó c < λ1 + b− r0 , òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (3.16) íåâîçìîæíî.

Åñëè c = λ1+b−r0 , òî íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
òàê êàê çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà lim

t→∞
(z2/z) áóäåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé è ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî −c ≤ λ1+b−r0 < c , òî äîñòè÷ü àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà

ìîæíî ñ ïîìîùüþ ëþáîãî óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ⟨u⟩ > λ1 + b − r0 , â
÷àñòíîñòè, ïðè u = c .

Åñëè c < −λ1− b+r0 , òî ëþáîå óïðàâëåíèå, èìåþùåå âðåìåííîå ñðåäíåå (èëè ïðåäåë),
äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé ìàêñèìóì ðàññìàòðèâàåìîìó ôóíêöèîíàëó.
3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J3 = ⟨z′2/z2⟩ . Èç óðàâíåíèÿ (3.13) è
ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà (3.14) âûòåêàåò, ÷òî ýòîò êðèòåðèé êà÷åñòâà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

⟨z′2/z2⟩ =
⟨
rw1

ζ1
z

⟩
− b, (3.17)

è, êàê ñëåäóåò èç àíàëèçà ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ âåëè÷èíû ζ1/z , çàâèñÿùåãî îò âðåìåí-
íîãî ñðåäíåãî ⟨r⟩ , ìîæåò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

⟨z′2/z2⟩ =

{
−b, åñëè ⟨r⟩ > λ1 + b,

⟨r⟩ − b, åñëè ⟨r⟩ < λ1 + b.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî âèäà ôóíêöèè r(t) è îãðàíè÷åííîñòè
óïðàâëåíèÿ êîíñòàíòîé c êðèòåðèé J3 = ⟨z′2/z2⟩ äîñòèãàåò ñâîåãî àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà
ïðè óñëîâèè

⟨r⟩ < λ1 + b. (3.18)

Ïðè ⟨r⟩ > λ1 + b êðèòåðèé êà÷åñòâà ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå −b .
Åñëè êîíñòàíòà c , îãðàíè÷èâàþùàÿ ìîùíîñòü óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, óäîâëåòâî-

ðÿåò íåðàâåíñòâó c ≤ −λ1 − b+ r0 , òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (3.18) íåâîçìîæíî.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî −c < λ1+b−r0 ≤ c , òî äîñòè÷ü àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà

ìîæíî ñ ïîìîùüþ ëþáîãî óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ⟨u⟩ < λ1 + b− r0 .
Åñëè c < λ1 + b− r0 , òî ëþáîå óïðàâëåíèå, èìåþùåå âðåìåííîå ñðåäíåå (èëè ïðåäåë),

äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé ìàêñèìóì ðàññìàòðèâàåìîìó ôóíêöèîíàëó, â ÷àñòíîñòè, u = c .
4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J4 = ⟨η′/η⟩ , ãäå η = z2/z . Ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî η′/η = z2

′/z2 − z′/z, òîãäà èç âûðàæåíèÿ (3.17) è óðàâíåíèÿ (3.11) ñ ó÷åòîì
ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà (3.12) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ôóíê-

öèîíàëà

⟨
η′

η

⟩
=

⟨
(rw1 − a1)

ζ1
z

⟩
+ b
(⟨z2

z

⟩
− 1
)
.
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Êàê ñëåäóåò èç àíàëèçà ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí ζ1/z è z2/z ýòîò ôóíêöèîíàë
â çàâèñèìîñòè îò âðåìåííîãî ñðåäíåãî ⟨r⟩ , ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

⟨η′/η⟩ =

{
0, åñëè ⟨r⟩ > λ1 + b,

⟨r⟩ − λ1 − b, åñëè ⟨r⟩ < λ1 + b.

Ìàêñèìóì êðèòåðèÿ êà÷åñòâà J4 = ⟨η′/η⟩ äîñòèãàåòñÿ, òàêæå êàê è äëÿ ôóíêöèîíà-
ëà J2 = lim

t→∞
(z2/z) , ëèøü ïðè âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.16) è ïðè òîì æå ñîîòíîøåíèè

ïàðàìåòðîâ λ1, b, r0 è c , êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ â ïóíêòå 2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñàìîâîñïðîèçâîäÿùàÿñÿ ñèñòåìà, îáúåêòû êîòîðîé ðåàëèçóþò
îäíó èç äâóõ âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ:

”
íîðìàëüíóþ“ (ñ äàëüíåéøèì ðàçìíî-

æåíèåì) èëè
”
ïàòàëîãè÷åñêóþ“ (áåç ðàçìíîæåíèÿ). Èññëåäîâàíî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå

ñèñòåìû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíà,
õàðàêòåðèçóþùàÿ ÷èñëåííîñòü âñåé ñèñòåìû, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûðîæ-
äåíèþ ñèñòåìû. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåøàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äàííîé
ñèñòåìîé ïðè íåîãðàíè÷åííîì âðåìåíè óïðàâëåíèÿ. Ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà â ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷àõ îòðàæàþò óâåëè÷åíèå â ñèñòåìå îáúåêòîâ ñ ¾ïàòàëîãè÷åñêîé¿ ñòðàòåãèåé
ïîâåäåíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè ìàêñèìèçàöèè íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ ñèñòåìà ñàìîðàç-
ðóøàåòñÿ. Óêàçàíû àäåêâàòíûå è íåàäåêâàòíûå êðèòåðèè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñèñòåìû.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò � 13-01-12452.
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Some aspects of the optimization of self-replicating systems

c⃝ O. A. Kuzenkov4, E. A. Ryabova5

Abstract. Model of self-replicating system and its limit behavior are studied. On this basis, the
problem of optimizing the system with unlimited time control are solved. Quality criteria in these
problems re�ect an increase replicating objects with selected behavioral strategy. It is proved
that maximization of some criteria leads to destruction of the whole system.
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