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1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ãåîôèçè÷åñêîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìàãíèòíûõ ïîëåé
àñòðîôèçè÷åñêèõ òåë (íàïðèìåð, Ñîëíöà, Çåìëè è ò.ï.). Îáùåïðèíÿòàÿ òî÷êà çðåíèÿ (ñì.
íàïðèìåð [3], [4]) ñîñòîèò â òîì, ÷òî âîçíèêíîâåíèå äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé
è èõ ýâîëþöèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïðîöåññàìè, ñâÿçàííûìè ñ íàëè÷èåì è äâèæåíèåì ýëåêòðî-
ïðîâîäÿùèõ ñðåä (ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè, ãàçà, ïëàçìû). Èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó äâèæóùåéñÿ ïëàçìîé è ìàãíèòíûì ïîëåì ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ìàãíèòíîé ãèäðî-
äèíàìèêè (ÌÃÄ), ñì., íàïðèìåð, êíèãè [7], [9] è îáçîð [11]. Ñîãëàñíî Õàííåñó Àëüôâåíó
[1], [12], áàçîâûì ïîñòóëàòîì ÌÃÄ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñèëîâûå ëèíèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ äâèæóòñÿ òàê, êàê åñëè áû îíè áûëè "âìîðîæåíû â ïëàçìó". Ïðè òà-
êîì ïðåäïîëîæåíèè âîçìîæíû ïîÿâëåíèÿ òàêèõ áëèçêèõ îáëàñòåé ïëàçìû, ÷òî ìàãíèòíûå
ïîëÿ íà èõ ãðàíèöàõ èìåþò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ. Â äàííûå ìîìåíòû âðåìåíè â ìàãíèò-
íîì ïîëå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ îñîáåííîñòè (íóëè èëè íåéòðàëüíûå òî÷êè) è ñâÿçàííûå ñ íèìè
îáðàçîâàíèÿ: øèïû è âååðíûå ïîâåðõíîñòè [10]. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì è òèïîì îñîáûõ òî÷åê, âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì øèïîâ è âååð-
íûõ ïîâåðõíîñòåé, à òàêæå ëèíèÿìè òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ âååðíûõ ïîâåðõíîñòåé.
Ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ âååðíûõ ïîâåðõíîñòåé, îòëè÷íûå îò çàìêíóòûõ êðèâûõ, íàçûâàþòñÿ
ñåïàðàòîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðåøåíèå ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
ñåïàðàòîðîâ è èõ êîëè÷åñòâà ïðè çàäàííîì ðàñïîëîæåíèè îñîáåííîñòåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äâèæåíèÿ ïëàçìû ðàçáèâàþòñÿ (ñ íåêî-
òîðîé äîëåé óñëîâíîñòè) íà ðåãóëÿðíûå è õàîòè÷åñêèå. Ïðè ýòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû êàê ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (ïîðîæäåííûå îäíèì ïðåîáðàçîâàíè-
åì), òàê è ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé).
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåïàðàòîðîâ ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â øàðîâîì ñëîå ïëàçìû ïîä äåéñòâèåì ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ, ïîðîæäåííîãî îäíèì
ïðåîáðàçîâàíèåì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè
äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íåñìîòðÿ íà ìåíÿþùååñÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ìàãíèòíîå ïîëå (êàê ïîä äåéñòâèåì äâèæåíèÿ ïëàçìû, òàê è â ñèëó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà),
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äâèæåíèå ïëàçìû ïðè ñäåëàííûõ íèæå ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî äèôôåî-
ìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà è ïðèìåíèòü ðàçâèòóþ ðàíåå àâòîðàìè òåõíèêó (ñì. êíèãó [5] è
îáçîð [6]).

Îïèøåì öåëü è ðåçóëüòàòû ñòàòüè áîëåå äåòàëüíî. Ïîä îñîáûìè òî÷êàìè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ îáû÷íî ïîíèìàþò òî÷êè â êîòîðûõ ïîëå ëèáî îáðàùàåòñÿ â íîëü, ëèáî íå ñóùå-
ñòâóåò, ïðè ýòîì â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ïîëå òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíî-
ìó ãèïåðáîëè÷åñêîìó ñåäëó. Äâóìåðíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü ñåäëîâîé òî÷êè íàçû-
âàåòñÿ âååðíîé ïîâåðõíîñòüþ (fun), à îäíîìåðíàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ñåäëîâîé òî÷êè
íàçûâàåòñÿ øèïîì (spine) [9]4. Çàìêíóòûì øàðîâûì ñëîåì S íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ãî-
ìåîìîðôíîå ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîé ñôåðû íà çàìêíóòûé ïðîìåæóòîê [−1;+1] , òî åñòü
S = S2 × [−1;+1] , ãäå S2 � äâóìåðíàÿ ñôåðà. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü S âëîæåííûì â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3 . Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî ñôåðà S2 × {−1} = Sint , êîòîðàÿ íàçû-
âàåòñÿ âíóòðåííåé, îãðàíè÷èâàåò â R3 øàð B3 , íå ñîäåðæàùèé øàðîâîé ñëîé. Ñôåðó
S2 × {+1} = Sext íàçîâåì âíåøíåé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè
ìàãíèòíîå ïîëå B⃗0 èìååò â øàðîâîì ñëîå îñîáûå òî÷êè. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ãèïåðáîëè÷-
íîñòè, ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê êîíå÷íî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî øèïû è âååðíûå ïîâåðõíîñòè
ëèáî íå ïåðåñåêàþò ãðàíèöó øàðîâîãî ñëîÿ, ëèáî ïåðåñåêàþò åå òðàíñâåðñàëüíî. Òàêèì
îáðàçîì, êîìïîíåíòû ïåðåñå÷åíèÿ øèïîâ è âååðíûõ ïîâåðõíîñòåé ñî ñôåðàìè Sint , Sext

ñóòü òî÷êè è êðèâûå (çàìêíóòûå, èëè íåçàìêíóòûå).
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåãóëÿðíîå äâèæåíèå ïëàçìû, ïîðîæäàåìîå ïðåîáðàçîâàíè-

åì R3 → R3 òàêèì, ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå f0 íà S îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (ñì.
ðèñ. 1.1):

• f0 : S → f0(S) ⊂ R3 ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîì íà
ñâîé îáðàç, ïðè÷åì íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f0 ñîñòîèò èç ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îñîáûõ òî÷åê
ìàãíèòíîãî ïîëÿ B⃗0 ;

• f0(Sint) ⊂ S , f0(Sext) ⊂ R3\(S ∪B3) òàê, ÷òî f0(Sint) ðàçáèâàåò S íà äâà øàðîâûõ
êîëüöà;

• âååðíûå ïîâåðõíîñòè è øèïû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî f0 , òðàíñâåðñàëüíû äðóã
äðóãó è ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèÿìè ñåïàðàòðèñ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà
f0 .

f

Sext)
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Sext (
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Ðåãóëÿðíîå äâèæåíèå øàðîâîãî ñëîÿ S .

Îòìåòèì, ÷òî ìû íå òðåáóåì òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ B⃗0 ñî ñôåðàìè Sint , Sext . Ïîýòîìó âååðíûå ïîâåðõíîñòè è øèïû ìîãóò, âîîáùå

4 Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èíâàðèàíòíûå ïîâåðõíîñòè è êðèâûå, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü, ÿâëÿþòñÿ èäåàëè-
çàöèÿìè òàê íàçûâàåìûõ "òîíêèõ"òîêîâûõ ñëîåâ.
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ãîâîðÿ, ïåðåñåêàòü Sint è Sext ïî íåñêîëüêèì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè. Ïðåäëîæåííàÿ ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ðåãóëÿð-
íîå äâèæåíèå ïëàçìåííîãî øàðîâîãî ñëîÿ â òå÷åíèå ñòîëü ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè,
â òå÷åíèå êîòîðîãî ñîõðàíÿþòñÿ îñîáûå òî÷êè ñ âååðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè è øèïàìè. Èç
ïðèâåäåííûõ ñâîéñòâ âûòåêàåò, ÷òî ñåïàðàòîðû (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) èíâàðèàíòíû îòíî-
ñèòåëüíî f0 è èõ ÷èñëî (âêëþ÷àÿ íîëü) íå ìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå íàáëþäàåìîãî ïðîìåæóòêà
âðåìåíè.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè äëÿ òàêèõ ìàãíèòíûõ ïîëåé è äâèæåíèé
ïëàçìû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò âûøå ïðèâåäåííûì ñâîéñòâàì.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå â S èìååò îñîáåííîñòè.
Òîãäà èõ íå ìåíüøå äâóõ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íà S èìååò ðîâíî äâå îñî-
áåííîñòè. Òîãäà èõ âååðíûå ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî êîíå÷íîìó íåíóëåâîìó ÷èñëó
ñåïàðàòîðîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00672-à, 13-01-12452-àôè-ì)
çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó. Îñîáàÿ áëàãîäàðíîñòü Êîíñòàíòèíó Âèòàëüåâè÷ó Êèðñåíêî
(áèçíåñìåíó è ìóçûêàíòó) çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû, êàñàþùèåñÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà.
Õîðîøèì èñòî÷íèêîì ÿâëÿþòñÿ êíèãè [5],[8], à òàêæå îáçîðíûå ñòàòüè [2], [15].

Ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
NW (f) . Äëÿ x ∈ NW (f) îáîçíà÷èì ÷åðåç W s(x) (ñîîòâ. W u(x) ) óñòîé÷èâîå (ñîîòâ.
íåóñòîé÷èâîå) ìíîãîîáðàçèå ýòîé òî÷êè. Äèôôåîìîðôèçì f íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèç-
ìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) ãèïåðáîëè÷åñêîå, ñîñòî-
èò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, è èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s(x) , W u(y) ïåðåñåêàþòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî (åñëè ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x , y ∈ NW (f) . Äèôôåîìîð-
ôèçì f Ìîðñà-Ñìåéëà íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíîïîäîáíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê p , q ∈ NW (f) èç W u(p) ∩W s(q) ̸= ∅ ñëåäóåò, ÷òî dimW s(p) < dimW s(q) .

Òî÷êà x ∈ M òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W s(p) ,
W u(q) , ãäå p , q ∈ NW (f) , íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé, åñëè dimW s(p) = dimW s(q) .
Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíîïîäîáíûì äèôôåîìîðôèçìîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê.

Åñëè W u(p) ∩W s(q) ̸= ∅ è dim W s(p) < dim W s(q) , òî êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïåðåñå-
÷åíèÿ W u(p) ∩W s(q) íàçîâåì ãåòåðîêëèíè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì. Åñëè ðàçìåðíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà 3 , òî ëþáîå ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðî-
ñòîé çàìêíóòîé êðèâîé (ãîìåîìîðôíîé îêðóæíîñòè), ëèáî íåçàìêíóòîé êðèâîé áåç ñà-
ìîïåðåñå÷åíèé (ãîìåîìîðôíîé îòêðûòîìó èíòåðâàëó). Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå êðèâûå
ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè.

Ïóñòü p - ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f . Èíäåêñîì Ìîðñà
òî÷êè p íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(p) ,

u(p)
def
= dimW u(p) . Èíäåêñîì Êðîíåêåðà-Ïóàíêàðå òî÷êè p íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ind (p, f)

def
=

(−1)u(p) .
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç S3 3-ìåðíóþ ñôåðó.
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Ë å ì ì à 2.1. Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå S ⊂ S3 è ïðîäîëæåíèå f0 äî ïîëÿðíîãî
äèôôåîìîðôèçìà f : S3 → S3 Ìîðñà-Ñìåéëà òàêîãî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
NW (f) åñòü îáúåäèíåíèå èñòî÷íèêà, ñòîêà è íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèêëåèì ê ãðàíè÷íûì êîìïîíåíòàì Sint , Sext øàðîâîãî ñëîÿ
S øàðû B3

int , B
3
ext ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìû ïîëó÷èì çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, äèôôåî-

ìîðôíîå 3-ìåðíîé ñôåðå S3 = S ∪ B3
int ∪ B3

ext , è åñòåñòâåííîå âëîæåíèå S ⊂ S3 . Â ñèëó
ñâîéñòâ äèôôåîìîðôèçìà f0 : S → f0(S) , äâóìåðíàÿ ñôåðà Sint îòîáðàæàåòñÿ âíóòðü
øàðîâîãî ñëîÿ. Ïîýòîìó f0 ìîæíî ïðîäîëæèòü íà øàð B3

int òàê, ÷òîáû âíóòðè B3
int ïî-

ÿâèëñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé èñòî÷íèê. Àíàëîãè÷íî, f0 ìîæíî ïðîäîëæèòü íà øàð B3
ext òàê,

÷òîáû âíóòðè B3
ext ïîÿâèëñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ïðîäîëæåíèå

äèôôåîìîðôèçìà f0 ÷åðåç f : S3 → S3 . ßñíî, ÷òî f0 ìîæíî ïðîäîëæèòü òàê, ÷òî-
áû f ÿâëÿëñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, ó êîòîðîãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç
íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f0 äîáàâëåíèåì äâóõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåîìîðôèçì f èìååò êîíå÷íîå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòî-
ÿùåå èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïî óñëîâèþ ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà. Òàê êàê f èìååò òîëüêî äâå óçëîâûå íåïîäâèæíûå òî÷êè, òî f
� ïîëÿðíûé äèôôåîìîðôèçì. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1..

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷èòûâàþ ëåììó 2.1., äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äèôôåîìîð-
ôèçì f : M3 → M3 Ìîðñà-Ñìåéëà íå ìîæåò èìåòü ðîâíî òðè ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè íà
çàìêíóòîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M3 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. òîãäà íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî ñåäëî, îäèí ñòîê è îäèí èñòî÷íèê. Ñëåäîâàòåëüíî, f
íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ. Â ñèëó [14], äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà, íå
èìåþùåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ, ñóùåñòâóåò öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî m òàêîå,
÷òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà l − k = 2 − 2m , ãäå l - ÷èñëî âñåõ ñòîêîâûõ è èñòî÷íèêîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, è k - ÷èñëî âñåõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Ïîýòîìó äëÿ f
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî 1 = 2− 2m , êîòîðîå íåâîçìîæíî íè ïðè êàêîì öåëîì m .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2..

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷èòûâàþ ëåììó 2.1., ìû äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
êëàññ MS1(S

3, 4) äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà S3 → S3 ñî ñëåäóþùèì íàáîðîì
íåïîäâèæíûõ òî÷åê: èñòî÷íèê- α , ñòîê - ω è äâà ñåäëà σ1 , σ2 . Ïîêàæåì, ÷òî ñåäëà σ1 ,
σ2 èìåþò ðàçíûé èíäåêñ Ìîðñà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà f íå èìååò ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèõ êðèâûõ. Â ðàáîòå [14] äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå M3 = S3 åñòü ñâÿçíàÿ ñóììà
m ≥ 1 ýêçåìïëÿðîâ S2 × S1 , ÷òî íåâîçìîæíî.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåïîäâèæíûå òî÷êè èìåþò ñëåäóþùèå èíäåêñû Êðîíåêå-
ðà-Ïóàíêàðå (ñîîòâ. Ìîðñà) ind (α, f) = −1 (u(α) = 3 ), ind (ω, f) = 1 ( u(ω) = 0 ),
ind (σ1, f) = −1 ( u(σ1) = 1 ), ind (σ2, f) = 1 (u(σ2) = 2 ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïîêàæåì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

W u(σ1)− σ1 ⊂ W s(ω), W s(σ2)− σ2 ⊂ W u(α).

Ïîñêîëüêó f íå ìîæåò èìåòü ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê, òî W s(σi)∩W u(σi) = ∅ ( i = 1, 2 ).
Òàê êàê f - ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì, òî W u(σ1) ∩ W s(σ2) = ∅ , èíà÷å
áû â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ íå âûïîëíÿëîñü ñèëüíîå óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè. Îòñþäà
âûòåêàþò òðåáóåìûå âêëþ÷åíèÿ, òàê êàê S3 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ
èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ, óñòîé÷èâûå èëè íåóñòîé÷èâûå ñîîòâåòñòâåííî.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â [13]. Ìû ïðèâîäèì åå äëÿ ññûëîê, îñòàâëÿÿ ÷èòàòåëþ

äîêàçàòåëüñòâî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ë å ì ì à 2.2. Èìååò ìåñòî âëîæåíèå W s(σ)− σ ⊂ W u(α) .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê, òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíîïîäîáíûì. Ïîñêîëüêó W u(σ1)−σ1 ⊂ W s(ω) è W s(σ2)−σ2 ⊂W u(α) ,
òî W u(σ1) íå ïåðåñåêàåò W s(σ2) . Åñëè æå W s(σ1) ∩W u(σ2) ̸= ∅ , òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî 2 = dimW s(σ1) > dimW u(σ2) = 1 , ÷òî îçíà÷àåò ãðàäèåíòíîïîäîáíîñòü.

Ñóùåñòâóåò C1 -èììåðñèÿ φ : R → W u(σ1) , ãäå φ(0) = σ1 , ÿâëÿþùàÿñÿ âçàèìíî
îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì íà ñâîé îáðàç. Åñëè ïîëîæèòü φ(±∞) = ω , òî ïîëó÷àåì, ÷òî
èììåðñèÿ φ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ãîìåîìîðôèçìà φ : S1 ∼= R ∪ {∞} → W u(σ1) ∪
{σ1}, òàê êàê W u(σ1)−σ1 ⊂ W s(ω) è ω -ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ëþáîé òî÷êè èç ìíîæåñòâà

W u(σ1)−σ1 åñòü òî÷êà ω . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Cω
def
= {ω}∪W u(σ1) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì

îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íî, Cα
def
= {α} ∪W s(σ2) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì îêðóæíîñòè.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî W s(σ1) ∩W u(σ2) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåçàìêíóòóþ ãåòåðî-
êëèíè÷åñêóþ êðèâóþ ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè σ1 , σ2 . Â óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè W s(σ1)
âîçüìåì ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü F s äèôôåîìîðôèçìà f |W s(σ1)−σ1 . Òàê êàê òî÷êà σ1
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü F s çàìêíóòûì êîëüöîì, îãðàíè÷åííûì ãëàäêè-
ìè êðèâûìè C1 è C2 , êîòîðûå îêðóæàþò òî÷êó σ1 â W s(σ1) . Âîçüìåì â F s ïðîñòóþ
çàìêíóòóþ êðèâóþ C , ãîìîòîïíóþ C1 è C2 . Äëÿ óäîáñòâà, ðàçîáüåì äàëüíåéøåå äîêàçà-
òåëüñòâî íà óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê øàãè. Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà
êàæäîãî øàãà îáîçíà÷èì ÷åðåç ⋄ .

Øàã 0 Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé C , ãîìîòîïíîé êðèâûì C1 è C2 , ïåðåñå÷åíèå
C ∩W u(σ2) íå ïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî øàãà 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C ∩ W u(σ2) = ∅ . Òîãäà C ⊂ W u(α) ,
ïîñêîëüêó S3−ω åñòü îáúåäèíåíèå òîëüêî òðåõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåóñòîé÷èâûõ
ìíîãîîáðàçèé W u(α) , W u(σ2) è W u(σ1) . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè Cω = {ω} ∪ W u(σ1) ,
ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(α) èñòî÷íèêà α , ÷òî U(α) ∩ Cω = ∅ . Èç âêëþ÷åíèÿ
C ⊂ W u(α) è êîìïàêòíîñòè C ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå öåëîãî îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n0

òàêîãî, ÷òî fn0(C) ⊂ U(α) .
Òàê êàê êðèâàÿ C ⊂ W s(σ1)− σ1 íåãîìîòîïíà íóëþ â W s(σ1)− σ1 , òî îíà îãðàíè÷è-

âàåò â W s(σ1) äèñê D , ñîäåðæàùèé òî÷êó σ1 . Ïîñêîëüêó f íå èìååò ãîìîêëèíè÷åñêèõ
òî÷åê, äèñê D ïåðåñåêàåòñÿ ñ Cω ðîâíî â îäíîé òî÷êå σ1 . Ïîýòîìó C è Cω îáðàçó-
þò íåòðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ −1 èëè +1 (â çàâèñèìîñòè
îò îðèåíòàöèé êðèâûõ). Òîãäà fn0(C) è fn0(Cω) òàêæå îáðàçóþò íåòðèâèàëüíîå çàöåï-
ëåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ −1 èëè +1 . Èç f(Cω) = Cω âûòåêàåò ðàâåíñòâî
fn0(Cω) = Cω . Ïîýòîìó fn0(C) è Cω îáðàçóþò íåòðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, fn0(C) ⊂ U(α) . Òàê êàê U(α) ∩ Cω = ∅ , òî îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ fn0(C) è Cω ðàâåí íóëþ. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. ⋄

Òàêèì îáðàçîì, W s(σ1)∩W u(σ2) ̸= ∅ . Òàê êàê W s(σ1) è W u(σ2) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñ-
âåðñàëüíî, òî ïåðåñå÷åíèå W s(σ1) ∩W u(σ2) ñîñòîèò èç êðèâûõ. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
êðèâîé C , ïåðåñå÷åíèå F s ∩W u(σ2) ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó äóãó d , ñ êîíöå-
âûìè òî÷êàìè a1 , a2 , ëåæàùèìè íà ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíòàõ C1 è C2 êîëüöà
F s . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì ai ∈ Ci ( i = 1, 2 ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D êðèâóþ èç
W s(σ1) ∩W u(σ2) , ñîäåðæàùóþ äóãó d .

Øàã 1 Äëÿ êîìïàêòíîãî (â òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ W s(σ1) ) ïîäìíîæåñòâà F ⊂
W s(σ1) è ëþáîé òî÷êè m0 ∈ int F ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(m0) , êîòîðàÿ ãîìåîìîðôíà
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äèñêó è êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé êðèâîé èç ïåðåñå÷åíèÿ F ∩W u(σ2) ,
ïðè ýòîì, åñëè U(m0) ïåðåñåêàåòñÿ ñ îäíîé êðèâîé, ñêàæåì l , òî ïåðåñå÷åíèå U(m0) ∩ l
ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû, ãîìåîìîðôíîé ïðîñòîé äóãå, êîòîðàÿ äåëèò U(m0) .

Äîêàçàòåëüñòâî øàãà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü U(m0) , ãîìåîìîðôíàÿ
äèñêó, ïåðåñåêàåòñÿ áîëåå ÷åì ñ îäíîé êðèâîé èç F ∩W u(σ2) . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê mk ∈ F ∩W u(σ2) , ñõîäÿùèõñÿ ê òî÷êå m0 ∈ int F , òàêàÿ, ÷òî mk ëåæàò
íà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ ïåðåñå÷åíèÿ F∩W u(σ2) . Îòñþäà è òðàíñâåðñàëüíîñòè
ïåðåñå÷åíèÿ F ∩W u(σ2) âûòåêàåò, ÷òî òî÷êè mk èçîëèðîâàíû â òîïîëîãèè íåóñòîé÷è-
âîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(σ2) . Ïîýòîìó m0 /∈ W u(σ2) , èíà÷å íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå
W u(σ2) áûëî áû ñàìîïðåäåëüíûì è ñóùåñòâîâàëè áû ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷êè. Òàê êàê
M3 − ω = W u(σ2) ∪W u(α) ∪W u(σ1) , òî ëèáî m0 ∈ W u(α) , ëèáî m0 ∈ W u(σ1) . Âêëþ÷å-
íèå m0 ∈ W u(α) íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(α) îòêðûòî è
íå ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷åê íàêîïëåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(σ2) . Âêëþ÷åíèå
m0 ∈ W u(σ1) òàêæå íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó â ñèëó m0 ∈ int F s ⊂ W u(σ1) , îíî âëå÷åò
íàëè÷èå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî U(m0) ïåðåñåêàåòñÿ ñ îäíîé êðèâîé, ñêàæåì l , íî ïåðåñå-
÷åíèå U(m0) ∩ l ñîäåðæèò êîìïîíåíòó, ãîìåîìîðôíóþ ïðîñòîé äóãå, êîòîðàÿ íå äåëèò
U(m0) . Èç âûøåïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ è òðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ F ∩W u(σ2)
âûòåêàåò, ÷òî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî êðèâîé l â U(m0) ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.
Ñíîâà ðàâåíñòâî M3 − ω = W u(σ2) ∪W u(α) ∪W u(σ1) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íè W u(α) , íè W u(σ1) . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-
ðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî øàãà 1. ⋄

Øàã 2 Ñåìåéñòâî äóã èç ïåðåñå÷åíèÿ F s ∩W u(σ2) , êîíöåâûå òî÷êè êîòîðûõ ëåæàò
íà ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíòàõ êîëüöà F s , êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî øàãà 2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà èìååòñÿ òî÷êà m0 ∈ int F s ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðåäåëîì ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êðèâûõ èç F s ∩W u(σ2) .
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò øàãó 1. ⋄

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d = d1 , . . . , dk çàíóìåðîâàííûå â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå äóãè èç ïåðå-
ñå÷åíèÿ F s∩W u(σ2) , êîíöåâûå òî÷êè êîòîðûõ ëåæàò íà ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ êîëüöà F s .
Ïóñòü D = D1 , . . . ,Dk - êðèâûå èç W s(σ1) ∩W u(σ2) , ñîäåðæàùèå äóãè d = d1 , . . . , dk
ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç êðèâûõ Di ìîãóò ñîâïàäàòü.

Øàã 3 Ñðåäè êðèâûõ D1 , . . . ,Dk ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà íåçàìêíóòàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî øàãà 3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ñîãëàñíî øàãó 1, òîïîëîãè÷åñêèé

ïðåäåë êðèâûõ èç ïåðåñå÷åíèÿ F s ∩W u(σ2) ñäåðæèòñÿ â ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíòàõ êîëü-
öà F s . Îòñþäà è çàìêíóòîñòè êðèâûõ D1 , . . . ,Dk ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ
êðèâàÿ, íåïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ êðèâûìè èç W s(σ1) ∩W u(σ2) è ñîäåðæàùàÿ íà óñòîé÷èâîì
ìíîãîîáðàçèè W s(σ1) âíóòðè ñåáÿ òî÷êó σ1 . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò øàãó 0. ⋄

Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ D = D1 íåçàìêíóòà.
Øàã 4 Êàæäàÿ íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ èç W s(σ1) ∩W u(σ2) ïåðåñåêàåò âñå êîëüöà âèäà

f i(F s) ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç îáúåäèíåíèé ∪i≥0f
i(F s) , ∪i≤0f

i(F s) .
Äîêàçàòåëüñòâî øàãà 4. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ êðèâîé D . Ïðåäïî-

ëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà D ëåæèò ñòðîãî âíóòðè êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ∪i=i2
i=i1

f i(F s) . Èç
íåçàìêíóòîñòè D âûòåêàåò, ÷òî âíóòðè ýòîãî îáúåäèíåíèÿ èìååòñÿ òî÷êà m0 òàêàÿ, ÷òî
ëèáî ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü U(m0) ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ïåðåñå÷åíèÿ
U(m0) ∩ D , ëèáî m0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé îäíîé èç ïîëóêðèâûõ
êðèâîé D . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò øàãó 1. ⋄

Øàã 5 Êàæäàÿ íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ èç ïåðåñå÷åíèÿ W s(σ1) ∩ W u(σ2) èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé èòåðàöèè äèôôåîìîðôèçìà f .

Äîêàçàòåëüñòâî øàãà 5. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ D . Áóäåì äëÿ îïðå-
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äåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî D ïåðåñåêàåò âñå êîëüöà èç îáúåäèíåíèÿ ∪i≥0f
i(F s) . Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî D íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî f i äëÿ ëþáîãî i ≥ 0 . Ñîãëàñíî øàãó 4, äëÿ
ëþáîãî i ≥ 0 ñóùåñòâóåò äóãà Ai êðèâîé D , ëåæàùàÿ â êîëüöå f i(F s) è èìåþùàÿ êîí-
öåâûå òî÷êè íà ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíòàõ f i(C1) è f i(C2) ýòîãî êîëüöà. Òàê êàê
D íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî f i , òî äóãè f−1(Ai) îáðàçóþò ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ äóã â êîëüöå F s , êîíöåâûå òî÷êè êîòîðûõ ëåæàò íà ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ
êîìïîíåíòàõ êîëüöà F s . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò øàãó 2. ⋄

Øàã 6 Êàæäàÿ íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ èç W s(σ1)∩W u(σ2) ÿâëÿåòñÿ êðèâîé áåç ñàìîïå-
ðåñå÷åíèé ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè σ1 , σ2 .

Äîêàçàòåëüñòâî øàãà 6. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êðèâóþ D . Íå óìåíüøàÿ îáù-
íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî D èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî f . Äóãà d ⊂ D ïåðåñåêà-
åò ôóíäàìåíòàëüíîå êîëüöî F s â ðàçíûõ îêðóæíîñòÿõ, îãðàíè÷èâàþùèõ F s . Òàê êàê∪
i∈Z

f i(F s) = W s(σ1)− σ1 , òî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç øàãà 5. ⋄

Øàã 7 Êàæäàÿ íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ èç ïåðåñå÷åíèÿ W s(σ1)∩W u(σ2) ïîñëå äîáàâëåíèÿ
êîíöåâûõ òî÷åê σ1 è σ2 ïðåâðàùàåòñÿ â íåïðåðûâíûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè σ1 , σ2 .

Äîêàçàòåëüñòâî øàãà 7 äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äëÿ D . Â ñèëó øàãà 1, â F s êðèâàÿ D íå
èìååò òî÷åê íàêîïëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå èìååò òî÷åê íàêîïëåíèÿ â ëþáîì êîëüöå
f i(F s) . Òàê êàê â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè σ1 ëåæàò âñå êîëüöà f i(F s) ,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, òî D äîîïðåäåëÿåòñÿ â íåïðåðûâíûé ïóòü â òî÷êå σ1 .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü íåïðåðûâíîãî äîîïðåäåëåíèÿ â σ2 . ⋄

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �
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On existence of separators of magnetic �elds in a spherical

layer of plasma
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Abstract. In the paper, one proves that there exist separators of magnetic �eld in a spherical
layer provided some conditions hold.
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