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Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äèôðàêöèè â ïðÿìîóãîëüíîì

âîëíîâîäå ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé

c⃝ À. À. Öóïàê1, Ì. Þ. Ìåäâåäèê2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îáúåìíîì
àíèçîòðîïíîì íåîäíîðîäíîì òåëå, ïîìåùåííîì â ïðÿìîóãîëüíûé âîëíîâîä. Äîêàçàíà òåîðåìà
îá àñèìïòîòèêå òåíçîðà Ãðèíà íà áåñêîíå÷íîñòè. Âûâåäåíà ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îïèñàí ìåòîä âðàùåíèé îáúåìíîãî òåëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîìïîíåíò òåíçîðîâ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè, òåíçîðû äèýëåêòðè÷å-
ñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé, òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà, àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,
ìåòîä âðàùåíèé

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ òåíçîðîâ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðî-
íèöàåìîñòåé îáúåìíîãî òåëà, ðàñïîëîæåííîãî â ïðÿìîóãîëüíîì ðåçîíàòîðå, ïî èçâåñòíûì
çíà÷åíèÿì ïàäàþùåãî è ïðîõîäÿùåãî ïîëåé - ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðÿäå ðàáîò,
íàïðèìåð â [1] - [3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå (â îòëè÷èå îò ïåðå÷èñëåííûõ) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
òåíçîð µ̂(x) ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûì. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òåíçîðíîé ôóíêöèè Ãðèíà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è âûâîä ñèñòåìû
àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îïèñûâàåòñÿ ìåòîä âðàùåíèé òå-
ëà, ïîçâîëÿþùèé ïðåîáðàçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íèõ
âõîäèëè ëþáûå êîìïîíåíòû íåèçâåñòíûõ òåíçîð-ôóíêöèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îáúåìíîì òåëå V, ðàñïî-
ëîæåííîì â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå P := {x ∈ R3 : x1 ∈ (0, a), x2 ∈ (0, b)} ñ èäåàëüíî
ïðîâîäÿùåé ãðàíèöåé ∂P . V õàðàêòåðèçóåòñÿ íåèçâåñòíûìè òåíçîð-ôóíêöèÿìè äèýëåê-
òðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé ε̂(x), µ̂(x); âíå V ñðåäà îäíîðîäíà è èçîòðîïíà
� ε̂ = ε0Î , µ̂ = µ0Î . Ïîòðåáóåì òàêæå âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

ε̂(x), µ̂(x), ε̂−1(x), µ̂−1(x) ∈ L∞(V ).

Ïàäàþùåå ïîëå E0, H0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
â îäíîðîäíîì âîëíîâîäå è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ x3.

Òðåáóåòñÿ ïî èçâåñòíûì àìïëèòóäàì ïðèõîäÿùåãî èç −∞ ïîëÿ è ïðîøåäøåãî ïîëÿ
îïðåäåëèòü äèýëåêòðè÷åñêóþ è ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòè òåëà V .

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Ïåíçà; altsupak@yandex.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Ïåíçà; _medv@mail.ru.
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Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ïî îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè [4]:

E(x) = E0(x) + (k20 + grad div)
∫
V

ĜE(x, y)ξ̂(y)E(y)dy + iωµ0rot
∫
V

ĜH(x, y)η̂(y)H(y)dy

H(x) = H0(x) + (k20 + grad div)
∫
V

ĜH(x, y)η̂(y)H(y)dy − iωε0rot
∫
V

ĜE(x, y)ξ̂(y)E(y)dy

ãäå ξ̂ = ε̂
ε0

− Î , η̂ = µ̂
µ0

− Î ; ε̂, µ̂ � íåèçâåñòíûå ïðîíèöàåìîñòè; ĜE(x, y) , ĜH(x, y) �
òåíçîðíûå ôóíêöèè Ãðèíà (ÒÔÃ), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà è îáåñïå÷è-
âàþùèå âûïîëíåíèå êðàåâûõ óñëîâèé íà ∂P äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

3. Òåíçîðíûå ôóíêöèè Ãðèíà. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÒÔÃ.

Òåíçîðíûå ôóíêöèè Ãðèíà èìåþò äèàãîíàëüíûé âèä [5]:

G1
E = i

ab

∞∑
n=0

∞∑
m=1

2−δn0

γnm
cos πnx1

a
sin πmx2

b
cos πny1

a
sin πmy2

b
eiγnm|x3−y3|

G2
E = i

ab

∞∑
n=1

∞∑
m=0

2−δm0

γnm
sin πnx1

a
cos πmx2

b
sin πny1

a
cos πmy2

b
eiγnm|x3−y3|

G3
E = i

ab

∞∑
n=1

∞∑
m=1

2
γnm

sin πnx1

a
sin πmx2

b
sin πny1

a
sin πmy2

b
eiγnm|x3−y3|

G1
H = G2

E, G2
H = G1

E

G3
H = i

ab

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(2−δn0)(2−δm0)
γnm

cos πnx1

a
cos πmx2

b
cos πny1

a
cos πmy2

b
eiγnm|x3−y3|

(3.1)

Ïðèíÿòàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàïèñü ôóíêöèé Ãðèíà îòëè÷àåòñÿ îò îáîçíà÷åíèé â [5]
îïðåäåëåíèåì γnm; ïîëàãàåì

γnm =

√
k20 −

(πn
a

)2
−
(πm
b

)2
.

Âûáåðåì âåòâü êâàäðàòíîãî êîðíÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ê
íóëþ ÷ëåíîâ ðÿäîâ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, m. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì ðàçðåç êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè îò òî÷êè âåòâëåíèÿ w0 = 0 âäîëü íèæíåé ÷àñòè ìíèìîé îñè. Îòîáðàæåíèå

z =
√
w =

√
|w|
(
cos

φ

2
+ i sin

φ

2

)
, φ = arg(w) ∈

[
−π
2
,
3π

2

)
ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíûì, ïðè÷åì

w ∈ R+ ⇒
√
w ∈ R+; w ∈ R− ⇒

√
w ∈ iR+.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå êîìïîíåíò ÒÔÃ, à òàêæå èõ ïðîèçâîäíûõ ïðè x3 → ±∞.
Áîëüøèíñòâî âîëíîâîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ â èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí è

ñâîéñòâ ìàòåðèàëüíûõ ñðåä ðàáîòàþò â òàê íàçûâàåìîì îäíîìîäîâîì ðåæèìå, ïðè êî-
òîðîì ñâîáîäíî ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ îäíà âîëíà íà íåêîòîðîé ÷àñòîòå. ×àùå âñåãî
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå øèðèíû è âûñîòû âîëíîâîäà: a = 2b.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷àñòîòà ω âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî k0 ∈
(
π
a
, π

b

)
. Òîãäà

γnm ∈
{

R+, åñëè m = n = 0 èëè m = 0, n = 1,
iR+ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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Çíà÷åíèþ γ10 îòâå÷àåò íåçàòóõàþùàÿ â âîëíîâîäå ìîäà; âîëí, îòâå÷àþùèõ ïàðå n =
m = 0, íå ñóùåñòâóåò [6].

Ðàññìîòðèì îñíîâíîå óòâåðæäåíèå îá àñèìïòîòèêå ÒÔÃ, ïî àíàëîãèè ñ êîòîðûì âûâî-
äÿòñÿ è îñòàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Ë å ì ì à 3.1. G1
E(x, y) → 0 ïðè x3 → ∞ ðàâíîìåðíî ïî y ∈ V.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóììèðîâàíèå ïî m âåäåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû, ïîýòîìó
÷ëåíû ðÿäà G1

E ðàâíîìåðíî óáûâàþò ê íóëþ ïðè x3 → ∞. Ïóñòü G1
E = Σ′ +Σ′′; ïðè÷åì

â ïåðâîé ñóììå n, m òàêîâû, ÷òî(πn
a

)2
+
(πm
b

)2
>

4

3
k20, (3.2)

à âî âòîðîì - ïî âñåì îñòàëüíûì n, m. Îöåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ.
Òàê êàê â Σ′′ ïðèñóòñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ N , òî

|Σ′′| ≤ C ·N
∣∣eiγ∗

nm|x3−y3|
∣∣⇒ 0, y3 ∈ V,

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à γ∗nm � çíà÷åíèå êîðíÿ, îáåñïå÷èâàþùåå îöåíêó ñâåðõó.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä Σ′. Â ñèëó óñëîâèÿ ((3.2)) äëÿ n, m âåðíî

|γnm| >
1

2

∣∣∣∣∣
√(πn

a

)2
−
(πm
b

)2∣∣∣∣∣ ,
ïîýòîìó

|Σ′| ≤ C1

∑
e−

1
2

√
(πn

a )
2
+(πm

b )
2
|x3−y3| ≤ C1

∑
e−

1
4(

πn
a
+πm

b )|x3−y3|

; â ñèëó èíòåãðàëüíîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè çíàêîïîñòîÿííîãî ðÿäà ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

|Σ′| ≤ C1

+∞∫
u0

+∞∫
v0

e−(u+v)|x3−y3|dudv ≤ C2

 +∞∫
u∗

e−u|x3−y3|du

2

=
C2

|x3 − y3|2
e−2u∗|x3−y3| ⇒ 0,

ãäå u0, v0 > 0, u∗ := min{u0, v0}.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùèõ âàæíûõ ïðåäåëîâ:

G3
E ⇒ 0, G2

H ⇒ 0,

G2
E − i

abγ10
sin πx1

a
sin πy1

a
eiγ10|x3−y3| ⇒ 0,

G1
H − i

abγ10
sin πx1

a
sin πy1

a
eiγ10|x3−y3| ⇒ 0

G3
H − i

abγ00
eiγ00|x3−y3| − 2i

abγ10
cos πx1

a
cos πy1

a
eiγ10|x3−y3| ⇒ 0.

(3.3)

Âèäíî, ÷òî íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ÒÔÃ íå èìåþò ïðåäåëà ïðè x3 → ∞, îäíàêî âïðåäü
áóäåì ïèñàòü, íàïðèìåð, òàê:

G2
E ⇒ i

abγ10
sin

πa

x1
sin

πa

y1
eiγ10|x3−y3|,

ïîíèìàÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ñìûñëå ôîðìóë (3.3)
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Âñå ðàâíîìåðíî óáûâàþùèå ê íóëþ ÷ëåíû ðÿäîâ ÒÔÃ èìåþò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî
ïîðÿäêà ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, òàêæå ðàâíîìåðíî èñ÷åçàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïî-
ýòîìó íåñëîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò ÒÔÃ. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðîâ ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ:

∂G1
E

∂xk
,
∂G3

E

∂xk
,
∂G2

H

∂xk
,
∂G2

E

∂x2
,
∂G3

H

∂x2
⇒ 0,

∂G3
H

∂x1
⇒ − 2πi

a2bγ10
sin

πx1
a

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|,

∂G3
H

∂x3
⇒ sign(y3 − x3)

[
eiγ10|x3−y3|

a
b+

2

ab
cos

πx1
a

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

]

4. Àñèìïòîòè÷åñêèå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ

Çàïèñàííûå âûøå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê
ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ E(x), H(x) âíå V îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïàäàþùå-
ãî ïîëÿ E0, H0 è ïîëåé â îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè (E, H â èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðàõ). Â òàê ïîíèìàåìûõ óðàâíåíèÿõ è îñóùåñòâèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.

Â ïîëó÷åííûõ íèæå ôîðìóëàõ, âûòåêàþùèõ èç äîêàçàííîé ëåììû, ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó è ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñòðåìëåíèå ïðè x3 → ±∞
ðàâíîìåðíî ïî y ∈ V.

ĜE ξ̂E ⇒ i

abγ10
sin

πx1
a

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
ξ2lE

l
)
· e2, grad div ĜE ξ̂E ⇒ 0

rot ĜE ξ̂E ⇒ sign(x3 − y3)

ab
sin

πx1
a

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
ξ2lE

l
)
· e1+

+
πi

a2bγ10
cos

πx1
a

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
ξ2lE

l
)
· e3

ĜE η̂H ⇒ i

abγ10
sin

πx1
a

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η1lH

l
)
· e1+

+

(
i

abγ00
eiγ00|x3−y3| +

2i

abγ10
cos

πx1
a

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

)(
η3lH

l
)
· e3

rot ĜE η̂H ⇒ sign(y3 − x3)

ab
sin

πx1
a

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η1lH

l
)
· e2+

+
2πi

a2bγ10
sin

πx1
a

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η3lH

l
)
· e2

grad div ĜH η̂H ⇒ −iπ2

a3bγ10
sin

πx1
a

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η1lH

l
)
· e1+

+
2π sign(x3 − y3)

a2b
sin

πx1
a

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η3lH

l
)
· e1+

+
π sign(y3 − x3)

a2b
cos

πx1
a

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η1lH

l
)
· e3−

−
(
iγ00
ab

eiγ00|x3−y3| +
2iγ10
ab

cos
πx1
a

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

)(
η3lH

l
)
· e3

(4.1)
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Èç ïîñëåäíèõ ôîðìóë âûòåêàþò óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ïîëÿ:

E1
∞ = E1

0 , E3
∞ = E3

0 , H2
∞ = H2

0

E2
∞ = E2

0 +
ik20
abγ10

sin
πx1
a

∫
V

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
ξ2lE

l
)
dy+

+
iωµ0sign(y3 − x3)

ab
sin

πx1
a

∫
V

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η1lH

l
)
dy−

− 2πωµ0

a2bγ10
sin

πx1
a

∫
V

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η3lH

l
)
dy

H1
∞ = H1

0 +
ik20
abγ10

sin
πx1
a

∫
V

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η1lH

l
)
dy−

− iπ2

a3bγ10
sin

πx1
a

∫
V

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η1lH

l
)
dy+

+
2π sign(x3 − y3)

a2b
sin

πx1
a

∫
V

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η3lH

l
)
dy+

+
iωε0sign(y3 − x3)

ab
sin

πx1
a

∫
V

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
ξ2lE

l
)
dy

H3
∞ = H3

0 +
2ik20
abγ10

cos
πx1
a

∫
V

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η3lH

l
)
dy−

− 2iγ10
ab

cos
πx1
a

∫
V

cos
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η3lH

l
)
dy+

+
π sign(y3 − x3)

a2b
cos

πx1
a

∫
V

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
η1lH

l
)
dy+

+
πωε0
a2bγ10

cos
πx1
a

∫
V

sin
πy1
a
eiγ10|x3−y3|

(
ξ2lE

l
)
dy

(4.2)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îêîí÷àòåëüíîì âèäå îïðåäåëèì âèä ïîëÿ
E0, H0 è ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåäóÿ [6], çàïèøåì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â âèäå:

E0 =

[
0,
iπωµ0

a
sin

πx1
a
eiγ10x3 , 0

]T
,

à ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ìàãíèòíîå ïîëå ïîëó÷èì èç îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â
ïîëîì âîëíîâîäå:

H0 =
1

iωµ0

rotE0 =
−iπγ10
a

sin
πx1
a
eiγ10x3 · e1 + 0 · e2 +

π2

a2
cos

πx1
a
eiγ10x3 · e3

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ïàäàþùåãî ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

E1
0 = E3

0 = H2
0 = 0; E2

0 = F (+) iπωµ0

a
sin

πx1
a
eiγ10x3

H1
0 = F (+)−iπγ10

a
sin

πx1
a
eiγ10x3 ; H3

0 = F (+)π
2

a2
cos

πx1
a
eiγ10x3

(4.3)

Çäåñü êîýôôèöèåíò F (+) îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó ïàäàþùåé âîëíû è ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì.
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Ïðîøåäøåå ïîëå òàêæå ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, à åãî àìïëèòóäà ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íà ýêñïåðèìåíòàëüíî; îáîçíà÷èì åå T (+). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ ïðîøåäøåãî ïîëÿ
ñîõðàíÿåòñÿ, çàïèøåì åãî â âèäå:

E1
+∞ = E3

+∞ = H2
+∞ = 0; E2

+∞ = T (+) iπωµ0

a
sin

πx1
a
eiγ10x3

H1
+∞ = T (+)−iπγ10

a
sin

πx1
a
eiγ10x3 ; H3

+∞ = T (+)π
2

a2
cos

πx1
a
eiγ10x3

(4.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.3) è (4.4) â èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñîêðàùàÿ îáùèå
ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé âèä àñèìïòîòè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âîëíîâîäå ñ ëîêàëüíîé àíèçîòðîïíîé íåîäíîðîäíîñòüþ:

T (+) = F (+) +
k20

ωµ0πγ10

∫
V

sin
πy1
a
e−iγ10y3

(
ξ2lE

l
)
dy−

− 1

bπ

∫
V

sin
πy1
a
e−iγ10y3

(
η1lH

l
)
dy+

+
2i

abγ10

∫
V

cos
πy1
a
e−iγ10y3

(
η3lH

l
)
dy

T (+) = F (+) − k20
πbγ210

∫
V

sin
πy1
a
e−iγ10y3

(
η1lH

l
)
dy−

− π

a2bγ210

∫
V

sin
πy1
a
e−iγ10y3

(
η1lH

l
)
dy+

+
2i

abγ10

∫
V

cos
πy1
a
e−iγ10y3

(
η3lH

l
)
dy+

+
ωε0
bπγ10

∫
V

sin
πy1
a
e−iγ10y3

(
ξ2lE

l
)
dy

T (+) = F (+) +
2iak20
bπ2γ10

∫
V

cos
πy1
a
e−iγ10y3

(
η3lH

l
)
dy−

− 1

bπ

∫
V

sin
πy1
a
e−iγ10y3

(
η3lH

l
)
dy+

+
2iaγ10
bπ2

∫
V

cos
πy1
a
e−iγ10y3

(
η1lH

l
)
dy+

+
ωε0
bπγ10

∫
V

sin
πy1
a
e−iγ10y3

(
ξ2lE

l
)
dy

(4.5)

Óðàâíåíèÿ (4.5) íå ñîäåðæàò âñåõ êîìïîíåíò èñêîìûõ òåíçîðîâ � îòñóòñòâóþò ýëå-
ìåíòû 2-îé ñòðîêè òåíçîðà η̂, à òàêæå êîìïîíåíòû 1-îé è 3-åé ñòðîê äëÿ ε̂. Ïîýòîìó
ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà, åñëè çàäàí íåêîòîðûé èçâåñòíûé çàðàíåå
êëàññ ìàòåðèàëîâ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ñòðóêòóðà òåíçîðà: íàïðèìåð, ìîãóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ òîëüêî êðèñòàëëû ôèêñèðîâàííîãî òèïà èëè òîëüêî èçîòðîïíûå òåëà. Ýòà ïðîáëåìà
ðåøàåòñÿ âðàùåíèåì òåëà V .
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Ïðîâåäåì ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òåíçîðà ε̂. Ïðè ñàìûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà V åãî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü õàðàêòåðè-
çóåòñÿ äâóõâàëåíòíûì òåíçîðîì:

ε̂ =

 ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

 (4.6)

Åñëè [P ] � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî îðòîíîðìàëüíîãî áàçèñà B ê íîâîìó B′,
îïðåäåëÿþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî

ε̂′(x′) = [P ]−1 ε̂(x) [P ] .

ïðè óñëîâèè, ÷òî òåëî V íå ìåíÿåò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ (åñëè æå âìåñòå ñ îñÿìè ïîâîðà÷è-
âàåòñÿ è òåëî, òî êîìïîíåíòû åãî òåíçîðà íå ìåíÿþòñÿ). Îáðàòíî, åñëè ïî îòíîøåíèþ ê
îñÿì èçìåíèòü ïîëîæåíèå òåëà V , òî ïîëó÷èòñÿ íîâûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ.

Ïóñòü V ñîäåðæèòñÿ â îáúåìå Q = {x : x1 ∈ (0, a), x2 ∈ (0, b), x3 ∈ (−c, c)}. Áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ïîâîðîòû òåëà âîêðóã öåíòðà îáëàñòè Q íà óãîë φ â ïëîñêîñòÿõ,
ïàðàëëåëüíûõ òðåì êîîðäèíàòíûì. Òàêèå ïîâîðîòû ðàâíîñèëüíû êîìïîçèöèè òðåõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé: ñäâèã òåëà íà âåêòîð (−a/2,−b/2, 0)T , åãî ïîâîðîò âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò
â íóæíîé ïëîñêîñòè è îáðàòíûé ñäâèã; ïðè ýòîì ñäâèãè íå ìåíÿþò ñòðóêòóðû òåíçîðà.

Ïîñìîòðèì, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ òåíçîð ε̂ ïðè ïîâîðîòå òåëà íà óãîë φ ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå âîêðóã îñè Ox3. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ðàâíîñèëüíî ïîâîðîòó ñèñòåìû êîîðäèíàò òåëà
íà óãîë φ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé (ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñîâ)

[
P (3)

]
=

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

 .
Îáîçíà÷èâ cosφ =: c, sinφ =: s , âû÷èñëèì

ε̂(3) =

 ε11c
2 + ε21cs+ ε12cs+ ε22s

2 −ε11cs+ ε21c
2 − ε12s

2 + ε22cs ε31c+ ε32s

−ε11cs− ε21s
2 + ε12c

2 + ε22cs ε11s
2 − ε21cs− ε12cs+ ε22c

2 −ε31s+ ε32c

ε13c
2 + ε23s −ε13s+ ε23c ε33

 .
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöû ïîâîðîòîâ âîêðóã äâóõ äðóãèõ êîîðäèíàòíûõ îñåé.
Ïðè ïîâîðîòå òåëà íà óãîë φ = π/2 âîêðóã îñåé Ox3, Ox2, Ox1 ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî
âèä ïðåîáðàçîâàííîãî òåíçîðà:

ε̂(3) =

 ε22 −ε12 ε32

−ε21 ε11 −ε31
ε23 −ε13 ε33

 , ε̂(2) =

 ε33 −ε23 −ε13
−ε32 ε22 ε12

−ε31 ε21 ε11

 , ε̂(1) =

 ε11 ε31 −ε21
ε13 ε33 −ε23

−ε12 −ε32 ε22

 .
Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ âõîæäåíèåì â íèõ
âñåõ òðåáóåìûõ êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, ïðè ïîâîðîòå âîêðóã îñè Ox3 óðàâíåíèÿ áóäóò
ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå εj1 è µj

2.
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5. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé

Íà ïðèâåäåííûõ íèæå ãðàôèêàõ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äëÿ òåë, èìåþùèõ ñëîæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Íà ðèñóíêå 5.1
èçîáðàæåíî íåîäíîðîäíîå òåëî � ïåðâàÿ ïîëîâèíà òåëà, èçîáðàæåííàÿ ñâåòëî ñåðûì öâå-
òîì, èìååò ïðîíèöàåìîñòü ε̂ = 1.1Î , à âòîðàÿ ïîëîâèíà òåëà � ïðîíèöàåìîñòü ε̂ = 1.4Î .
Îáå ÷àñòè òåëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû ñ ïðÿìîóãîëüíûìè
îòâåðñòèÿìè, îðèåíòèðîâàííûìè âäîëü îñè 0x3 è ðàâíîîòñòîÿùèìè îò îñåé 0x1 è 0x2 . Íà
ðèñóíêå 5.2 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê âîññòàíîâëåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè òåëà ïî
êîýôôèöèåíòó ïðîõîæäåíèÿ � âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü ïðè âîëíîâûõ ÷èñëàõ k0 = 1.6
è k0 = 1.7. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè êàæäîé ïîëîâèíû
òåëà ðàâíÿëîñü ε̂ = 1.2Î , è ε̂ = 1.3Î ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñóíêå 5.4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ òåëà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå
5.3, è õàðàêòåðèçóþùåãî ïðîíèöàåìîñòÿìè ε̂ = 1.1Î è ε̂ = 1.6Î . Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäè-
ëèñü ïðè âîëíîâûõ ÷èñëàõ k0 = 1.6 è k0 = 1.7. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè êàæäîé ïîëîâèíû òåëà ðàâíÿëîñü ε̂ = 1.2Î , è ε̂ = 1.5Î ñîîòâåòñòâåííî.

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Ôîðìà òåëà: a=2, b=1, c=2, l=1

Ð è ñ ó í î ê 5.2

Ãðàôèê âîññòàíîâëåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 3



156 À. À. Öóïàê, Ì. Þ. Ìåäâåäèê

Ð è ñ ó í î ê 5.3

Ôîðìà òåëà: a=2, b=1, c=2, l=1

Ð è ñ ó í î ê 5.4

Ãðàôèê âîññòàíîâëåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
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Solving the inverse electromagnetic di�raction problem in

rectangular waveguide using the method of asymptotic

integral equations

c⃝ A. A. Tsupak3, M. Yu. Medvedik4

Abstract. Inverse electromagnetic di�raction problem on anisotropic heterogeneous dielectric
body in rectangular waveguide is considered. Theorem considering Green's tensor asymptotic
behavior is proved. The system of asymptotic integral equations for electromagnetic �eld is
obtained. Rotation method for tensor permittivity and permeability determination is described.
Numerical results
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