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Äèôôåîìîðôèçìû 3-ìíîãîîáðàçèé ñ îäíîìåðíûìè

áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûìè

íà 2-òîðàõ

c⃝ Þ. À. Ëåâ÷åíêî1, À. À. Øèëîâñêàÿ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G äèôôåîìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àê-
ñèîìå A Ñ. Ñìåéëà, çàäàííûõ íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è òàêèõ ÷òî, íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà èç G ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà äâó-
ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì äâóìåðíîãî òîðà è ñîäåðæèò
îäíîìåðíîå ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî. Ïðè åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà ñòðóêòóðó ïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê èç òàêèõ áàçèñíûõ
ìíîæåñòâ, óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîëóñîïðÿæåííîñòü ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà èç G ìîäåëüíîìó
äèôôåîìîðôèçìó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: À-äèôôåîìîðôèçì, áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ïîëóñîïðÿæåííîñòü

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòîâ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìû f , çàäàííûå
íà çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì ñâÿçíîì 3 -ìíîãîîáðàçèè M3 è óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå
A Ñ.Ñìåéëà (òî åñòü ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê NW (f) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì
è ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â NW (f) ). Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà [14]
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) äèôôåîìîðôèçìà f ïpåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî
îáúeäèíåíèÿ ïîïàpíî íåïåpåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpèàíòíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ,
êàæäîå èç êîòîpûõ ñîäåpæèò âñþäó ïëîòíóþ òpàåêòîpèþ. Òèïîì áàçèñíîãî ìíîæåñòâà
B íàçûâàþò ïàðó íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë (a, b) òàêèõ, ÷òî a = dim W u

x , b =
dim W s

x , x ∈ B .
Â ñèëó [3], íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû) áàçèñíîå ìíîæåñòâî B

äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò f -èíâàðèàíòíîé
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2

B òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â 3-ìíîãîîáðàçèå M3 è íàçûâàåìîé
íîñèòåëåì ìíîæåñòâà B .

Òåñíàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèÿ M3 è äèíàìèêîé ðàññìàòðèâàå-
ìîãî äèôôåîìîðôèçìà íàáëþäàåòñÿ òîãäà, êîãäà âñå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåî-
ìîðôèçìà f : M3 → M3 ñîñòîèò òîëüêî èç ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ áàçèñíûõ ìíî-
æåñòâ, à èìåííî, â [5] äîêàçàíî, òî ìíîãîîáðàçèå M3 â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì òîð. Â ðàáîòàõ [6]-[8] âûäåëåí
êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ïîâåðõíîñòíûìè äâóìåðíûìè áàçèñ-
íûìè ìíîæåñòâàìè, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíà ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ À-äèôôåîìîðôèçìîâ òðåõìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, âñå íåòðèâèàëüíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè
è ïîâåðõíîñòíûìè. Ôóíäàìåíòîì äëÿ íàñòîÿùèõ èññëåäîâàíèé ïîñëóæèëè ðåçóëüòàòû ïî
òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè A -äèôôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, íåáëóæ-
äàþùèå ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàò îäíîìåðíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå â

1 Ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; ulev4enko@gmail.com
2 Àñïèðàíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;

vesnann@mail.ru
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ðàáîòàõ Õ. Áîíàòòè, Ð. Ëàíæåâåíà, Ãðèíåñà Â.Ç., Æèðîâà À.Þ., Êàëàÿ Õ.Õ., Ïëûêèíà
Ð.Â. (äëÿ ññûëîê ñìîòðè, íàïðèìåð [1], [9], [13]).

Ïóñòü f :M3 →M3 äèôôåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå A Ñ. Ñìåéëà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f : M3 → M3 ñîäåðæèò îä-
íîìåðíîå ïîâåðõíîñòíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B ñ íîñèòåëåì M2

B . Ïîñêîëüêó B íåòðèâè-
àëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî, òî îíî èìååò òèï (1, 2) èëè (2, 1) . Äëÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà
B òèïà (1, 2) ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

i) B =
∪
x∈B

W u
x ;

ii) B =M2
B ∩ (

∪
x∈B

W s
x) .

Cîãëàñíî [12], â ñëó÷àå i) áàçèñíîå ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, à â ñëó÷àå
ii) � íå ÿâëÿåòñÿ íè àòòðàêòîðîì, íè ðåïåëëåðîì è ìû íàçûâàåì åãî ñåäëîâûì. Áóäåì
íàçûâàòü îäíîìåðíîå ïîâåðõíîñòíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B òèïà (1, 2) êàíîíè÷åñêè âëî-
æåííûì, åñëè
â ñëó÷àå i), W s

x , x ∈ B ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ M2
B ïî åäèíñòâåííîé êðèâîé;

â ñëó÷àå ii), W u
x ⊂M2

B, x ∈ B .
Îäíîìåðíîå ïîâåðõíîñòíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B òèïà (2, 1) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêè

âëîæåííûì â M2
B , åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1 .

Ïóñòü áàçèñíîå ìíîæåñòâî B êàíîíè÷åñêè âëîæåíî â ïîâåðõíîñòü M2
B . Ïîëîæèì Ŵ s

x =
W s

x ∩M2
B è Ŵ u

x = W u
x ∩M2

B äëÿ x ∈ B . Ñëåäóÿ [12], ìíîæåñòâî B íàçîâåì ïðîñòîðíî
ðàñïîëîæåííûì íà M2

B , åñëè äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ B ëþáàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ,
ñîñòàâëåííàÿ èç äóã [x, y]s ⊂ Ŵ s

x è [x, y]u ⊂ Ŵ u
x íå ãîìîòîïíà íóëþ íà M2

B .
Êîãäà íîñèòåëü ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ

òîðîâ, áóäåì îáîçíà÷àòü åãî T 2
B . Òîïîëîãèÿ îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ M3 â ýòîì ñëó÷àå

óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç MĴ � ìíîîãîîáðàçèå, ÿâëÿþùååñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì, ïîëó-

÷åííûì èç T 2 × [0, 1] îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê (z, 1) è (Ĵ(z), 0) , ãäå Ĵ � àëãåáðàè÷å-
ñêèé àâòîìîðôèçì òîðà, çàäàííûé ìàòðèöåé J , êîòîðàÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé, ëèáî ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé I =

(
1 0
0 1

)
, ëèáî ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé

−I =

(
−1 0
0 −1

)
.

Â [11] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [2], [10].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü f : M3 → M3 äèôôåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé àêñèîìå A , çàäàííûé íà çàìêíóòîì, íåïðèâîäèìîì, îðèåíòèðóåìîì òðåõìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè M3 , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèò îäíîìåðíîå ïðîñòîð-
íî ðàñïîëîæåííîå íà T 2

B áàçèñíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå M3 ãîìåîìîðôíî ìíî-
ãîîáðàçèþ MĴ .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ G A -äèôôåîìîðôèçìîâ f : M3 → M3 ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî f ñîäåðæèò íåïóñòîå ìíîæåñòâî B ïðîñòîðíî ðàñïîëî-
æåííûõ áàçèñíûå ìíîæåñòâ;

2) M2
B = T 2

B äëÿ ëþáîãî B ∈ B ;
3) NW (f) ⊂ (

∪
B∈B

T 2
B) ;

4) äëÿ ëþáîé òî÷êè x áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B1 ∈ B òèïà (1, 2) ((2, 1)) ñóùåñòâóåò
òî÷êà y áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B2 ∈ B òèïà (2, 1) ((1, 2)) òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ W s

x∩W u
y (W u

x ∩W s
y ) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé äóãîé, èìåþùåé â òî÷íîñòè
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äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò B1 , äðóãàÿ B2 , ïðè ýòîì îáúåäèíå-
íèå çàìûêàíèé âñåõ òàêèõ äóã îïðåäåëÿåò f -èíâàðèàíòíóþ îäíîìåðíóþ ëàìèíàöèþ íà
ìíîãîîáðàçèè M3 .

Ñëåäóÿ [4] ââåäåì êëàññ Φ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåä-
ñòàâèì ìíîãîîáðàçèå MĴ êàê ïðîñòðàíñòâî îðáèò MĴ = (T2 × R)/Γ , ãäå Γ = {γk, k ∈ Z}
ãðóïïà ñòåïåíåé äèôôåîìîðôèçìà γ : T2 × R → T2 × R , çàäàííîãî ôîðìóëîé γ(z, r) =

(Ĵ(z), r − 1) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç p
Ĵ
: T2 × R →MĴ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.

Ïóñòü C ∈ SL(2,Z) ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî CJ = JC . Äëÿ n, k ∈ N îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ψn,k : R → R äèôôåîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ñäâèãîì íà åäèíèöó âðåìåíè
ïîòîêà ṙ = sin 2πnkr . Äëÿ k = 1 ïîëîæèì l = 0 è äëÿ k > 1 ïóñòü l ∈ {1, . . . , k − 1}
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç χk,l : R → R äèôôåîìîð-
ôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé χk,l(r) = r− l

k
. Ïîëîæèì φn,k,l = ψn,kχk,l : R → R . Îáîçíà÷èì

÷åðåç φ̃C,n,k,l : T2 × R → T2 × R äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé φ̃C,n,k,l(z, r) =

(Ĉ(z), φn,k,l(r)) , ãäå Ĉ � ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî φ̃C,n,k,lγ = γφ̃C,n,k,l , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå φC,n,k,l : MĴ → MĴ , çà-
äàííîå ôîðìóëîé φC,n,k,l = p

Ĵ
φ̃C,n,k,lp

−1

Ĵ
, ãäå p−1

Ĵ
(x) ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè x , ÿâëÿåòñÿ

äèôôåîìîðôèçìîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìíîæåñòâî òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G ïîëóñîïðÿæåí íåêîòîðîìó äèô-
ôåîìîðôèçìó φ ∈ Φ .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 12-01-00672 è 13-01-12452-îôè-ì). Àâòîðû òàê-
æå áëàãîäàðÿò Â. Ç. Ãðèíåñà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è Î. Â. Ïî÷èíêó çà ïëîäîòâîðíûå
îáñóæäåíèÿ.
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Di�eomorphisms on 3-manifolds with 1-dimensional basic

sets which are spaciously situated on 2-torus

c⃝ Y. A. Levchenko3, A. A. Shilovskaya4

Abstract. We consider the class G of di�eomorphisms satisfying Smale's Axiom A on 3-
manifolds, such that the nonwandering set of any di�eomorphism from G belongs to the �nite
union of surfaces. Every surface is an embedding of torus and contains a one-dimensional spaciously
situated basic set. Under certain restrictions on the structure of intersection of two-dimensional
invariant manifolds of points from this basic sets, it is established the semiconjugacy of any
di�eomorphism from G to a model di�eomorphism.
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