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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä áûñòðîãî ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ, îáùèé ÷ëåí êîòîðûõ � ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, çàòóõàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ñóììèðîâàíèåì
ìåòîä ïîçâîëÿåò íà ïîðÿäêè ñîêðàòèòü ÷èñëî ñëàãàåìûõ ðÿäà, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ
çàäàííîé òî÷íîñòè. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä, óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè, ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
ìóëüòèïîëü.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî, òåðìîäèíàìè÷åñêîãî èëè ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â äèñïåðñíîé ñðåäå ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü ðåøàòü
óðàâíåíèå Ëàïëàñà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Åñëè ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ñòðóêòóðó, îá-
ðàçóåìóþ ÷àñòèöàìè âçâåñè, ïðàêòè÷åñêè ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íîé [1]. Â ýòîì ñëó-
÷àå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâóþùåé
â äèñïåðñíîé ñðåäå ñòðóêòóðû è ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû åãî îáùèé ÷ëåí íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèëñÿ ê
íóëþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñëàãàåìûå áåñêî-
íå÷íîé ñóììû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ò.í. ìóëüòèïîëåé � ôóíêöèé âèäà

Li1···iM (x⃗) =
∂

∂xi1
· · · ∂

∂xiM

( 1

|x⃗|

)
, (1.1)

ãäå M � ðàíã ìóëüòèïîëÿ, x⃗ = (x1, x2, x3) � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò O .

Åñëè äèñïåðñíûå ÷àñòèöû îáðàçóþò òðåõìåðíóþ ðåøåòêó Áðàâý ñ ïåðèîäàìè τ⃗1 , τ⃗2 ,
τ⃗3 , òî öåíòð ëþáîé èç íèõ èìååò ðàäèóñ-âåêòîð âèäà r⃗ n = nsτ⃗s , ãäå ns � öåëûå ÷èñëà.
Ïî îäèíàêîâûì èíäåêñàì çäåñü è íèæå ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3. Â
ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ íàéòè

L∞
i1···iM (x⃗) =

∞∑
n1=−∞

∞∑
n2=−∞

∞∑
n3=−∞

Li1···iM (x⃗− r⃗ n). (1.2)

Èíîãäà (íàïðèìåð, ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ) ÷àñòèöû âçâåñè îáðàçóþò îäíî-
ìåðíóþ öåïî÷êó [2]. Ïóñòü îíà âûòÿíóòà âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè Ox1 è èìååò ïåðèîä r .
Òîãäà ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö çàäàþòñÿ âåêòîðàìè r⃗N = (rN, 0, 0) , ãäå N � öåëîå, è ñëåäóåò
ïðîñóììèðîâàòü ðÿä

L∞
i1···iM (x⃗) =

∞∑
N=−∞

Li1···iM (x⃗− r⃗N). (1.3)

Íàèáîëåå ïðîñòûì ïîäõîäîì ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé ôóíêöèé âèäà (1.2), (1.3) ñëóæèò
ïðÿìîå ñóììèðîâàíèå: îáùèé ÷ëåí ðÿäà îñòàåòñÿ ïðåæíèì, à ïåðåìåííûå n1 , n2 , n3 èëè

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; syal1@yandex.ru.
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N èçìåíÿþòñÿ â áîëüøèõ, íî êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ äîñòèæåíèå çàäàííîé
òî÷íîñòè. Íàïðèìåð,

∞∑
N=−∞

uN ≈
N0∑

N=−N0

uN . (1.4)

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïðè ìàëûõ ðàíãàõ ìóëüòèïîëåé M íåâåëèêà,
òàêîé ìåòîä ìàëîýôôåêòèâåí.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ ñóììèðîâàíèå ìîæíî óñêîðèòü, íàçíà÷èâ
êàæäîìó óçëó ñèñòåìû äèàïàçîí çíà÷åíèé N , ëåæàùèé â ðàìêàõ èñõîäíîãî −N0 . . . N0 .
Íî áîëåå ýôôåêòèâåí ñïîñîá óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè, ýêîíîìÿùèé âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóð-
ñû. Îí îñíîâàí íà çàìåíå ðÿäà äðóãèì, èìåþùèì òó æå ñóììó, ïðè ýòîì ñëàãàåìûå ïî-
ëó÷åííîãî ðÿäà óáûâàþò ãîðàçäî áûñòðåå. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ðÿäîâ (1.2) ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî òåòà-ïðåîáðàçîâàíèå [3, 4].

Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñóììàì (1.3) çàòðóäíåíî, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà è ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè íå ñîâïàäàþò: â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî �âêëà-
äûâàåòñÿ� îäíîìåðíàÿ, à íå òðåõìåðíàÿ, êàê â (1.2), ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Ïîìèìî
ýòîãî, â ñëó÷àå òðåõìåðíîé ðåøåòêè àðãóìåíò x⃗ ìîæíî ñ÷èòàòü îãðàíè÷åííûì ÿ÷åéêîé
ïåðèîäè÷íîñòè. Åñëè ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî îäíîìåðíîé öå-
ïî÷êè, òî îãðàíè÷åíà ëèøü îäíà èç êîîðäèíàò: |x1| ≤ r/2 .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1.3), íå îñíî-
âàííûé íà òåòà-ïðåîáðàçîâàíèè.

2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìóëüòèïîëåé

Ïðåäâàðèòåëüíî ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ôóíêöèé (1.1), êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû âïî-
ñëåäñòâèè.

Î÷åâèäíî, çíà÷åíèå (1.1) íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì,
ïîýòîìó ìóëüòèïîëü ñèììåòðè÷åí ïî âñåì ñâîèì èíäåêñàì.

Ïîñêîëüêó ëþáîé ìóëüòèïîëü åñòü ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è

∂2

∂xj∂xk
Li1···iM (x⃗) = Li1···iM jk(x⃗),

òî åãî ñâåðòêà ïî äâóì ëþáûì èíäåêñàì ðàâíà íóëþ:

Li1···iM jj(x⃗) = 0. (2.1)

Òàê êàê |x⃗| � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ x⃗ , òî ôóíêöèè (1.1) ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè, åñëè M (÷èñëî
îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòå) äåëèòñÿ íà 2, è íå÷åòíûìè â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå. Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ôóíêöèé (1.2), (1.3), ïðè÷åì äëÿ ðÿäîâ (1.2) îíî
äîêàçàíî â [5]. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ðÿäîâ (1.3) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî; â íåì èñïîëüçóåòñÿ
áåñêîíå÷íîñòü öåïî÷êè, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå.

Â ÿâíîì âèäå ìóëüòèïîëü M -ãî ðàíãà (1.1) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Li1···iM = (−1)M
⌈M/2⌉∑
k=0

(−1)k
(2M − 2k − 1)!!

|x⃗|2M−2k+1
δ(i1i2 . . . δi2k−1i2kxi2k+1

. . . xiM)
. (2.2)

Çäåñü ⌈y⌉ � öåëàÿ ÷àñòü y , âçÿòàÿ ñ èçáûòêîì, δjk � äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïî èí-
äåêñàì, âçÿòûì â êðóãëûå ñêîáêè, ïðîèçâîäèòñÿ ñèììåòðèçàöèÿ áåç äåëåíèÿ íà ÷èñëî
ñëàãàåìûõ.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè M = 1, 2, 3 ðàâåíñòâî (2.2) äàåò

Li1(x⃗) = − xi1
|x⃗|3

, Li1i2(x⃗) = 3
xi1i2
|x⃗|5

− 1

|x⃗|3
δi1i2 ,

Li1i2i3 = −15
xi1i2i3
|x⃗|7

+
3

|x⃗|5
(δi1i2xi3 + δi1i3xi2 + δi2i3xi1).

Ñ óâåëè÷åíèåì M ñëîæíîñòü âûðàæåíèé áûñòðî ðàñòåò.
Èç (1.1) è (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ìóëüòèïîëü M -ãî ðàíãà åñòü îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ x⃗ ïî-

ðÿäêà −(M + 1) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C(M) , ÷òî

|Li1···iM (x⃗)| ≤ C(M)

|x⃗|M+1
. (2.3)

Îöåíèì ýòó ïîñòîÿííóþ.
Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ êàæäîìó k â (2.2), ðàâíî

CM−2k
M · (2k)!

(2!)kk!
=

M !

2kk!(M − 2k)!
.

Â ñàìîì äåëå, èç M âîçìîæíûõ èíäåêñîâ M −2k âûäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòàì âåêòîðà x⃗ , à
îñòàëüíûå 2k � ñèìâîëàì Êðîíåêåðà. Ýòè 2k íîìåðîâ i1, . . . , i2k íàäî ðàçáèòü íà k ïàð
è ó÷åñòü ñèììåòðèþ äåëüòà-ñèìâîëîâ, ÷òî è äàåò óêàçàííîå âûøå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Ñëàãàåìûå (2.2) ìàêñèìàëüíû ïî ìîäóëþ, åñëè âåêòîð x⃗ = (|x⃗|, 0, 0) . Â ýòîì ñëó÷àå

Li1···iM (x⃗) =
(−1)MM !

2M |x⃗|M+1

⌈M/2⌉∑
k=0

(−1)kAk, Ak =
(2M − 2k)!

k!(M − k)!(M − 2k)!
.

Ïîñêîëüêó âñå Ak ïîëîæèòåëüíû, ñóììà ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùåéñÿ è ïî ìîäóëþ íå
ïðåâûøàåò Ak0 � íàèáîëüøåãî èç Ak . Òåì ñàìûì,

C(M) =
M !

2M
· (2M − 2k0)!

k0!(M − k0)!(M − 2k0)!
(2.4)

×òîáû âû÷èñëèòü k0 , íàéäåì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå k , ïðè êîòîðîì Ak+1/Ak ≥ 1 , è
ó÷òåì, ÷òî 0 ≤ k0 ≤ ⌈M/2⌉ . Â èòîãå

k0 =

{
0, M ≤ 4;⌈

2M−2−
√

2M(M+1)

4

⌉
, M ≥ 5.

(2.5)

3. Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà áûñòðîãî ñóììèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
óçëû öåïî÷êè, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå, ðàçáèâàþòñÿ íà �áëèæíþþ� è �äàëü-
íþþ� ãðóïïû. Ïî óçëàì �áëèæíåé� ãðóïïû ñóììèðóþòñÿ ñàìè ìóëüòèïîëè, à ïî óçëàì
�äàëüíåé� � èõ òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì x⃗ :

L∞
i1···iM (x⃗) ≈

N0∑
N=−N0

Li1···iM (x⃗− r⃗N) +
∑

|N |>N0

D∑
K=0

1

K!
Li1···iM j1···jk(−r⃗N)xj1 · . . . · xjK . (3.1)
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×èñëî N0 , çàäàþùåå ãðàíèöó äâóõ ãðóïï, ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì: ðàçëî-
æåíèÿ ìóëüòèïîëåé â ðÿä Òåéëîðà äîëæíû ñõîäèòüñÿ, à çíà÷èò, |x⃗| äîñòàòî÷íî ìàë ïî
ñðàâíåíèþ ñ |r⃗N | . Ó÷åò �äàëüíèõ� ñëàãàåìûõ äîëæåí ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ (1.4); ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòè ýòî ïðè-
âåäåò ê ñíèæåíèþ êîëè÷åñòâà çàäåéñòâîâàííûõ óçëîâ 2N0 + 1 .

Èçáàâèìñÿ îò ñóììèðîâàíèÿ â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî ââå-
äåì îáîçíà÷åíèå

L′
i1···iM (⃗0) =

∑
N ̸=0

Li1···iM (−r⃗N). (3.2)

Ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò ëèøü îò íàáîðà èíäåêñîâ è îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öåïî÷êè
óçëîâ, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå. Ñ öåëüþ áîëåå ïîäðîáíîãî åå èññëåäîâàíèÿ
ïðèìåíèì òåîðèþ òåíçîðíûõ ôóíêöèé [6].

Äëÿ èçó÷àåìîé öåïî÷êè Ox1 � ïîâîðîòíàÿ îñü áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè Ox1x2 è Ox1x3 , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íåå, ñëóæàò ïëîñêîñòÿìè çåðêàëüíîé ñèì-
ìåòðèè. Çåðêàëüíîé ÿâëÿåòñÿ è ïëîñêîñòü Ox2x3 , ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè Ox1 . Òåì ñàìûì,
âåëè÷èíà (3.2) èìååò ñèììåòðèþ òåêñòóðû m · ∞ : m , êîòîðàÿ çàäàåòñÿ òåíçîðíûì áà-

çèñîì δ⃗ , b⃗ . Çäåñü è äàëåå δ⃗ = e⃗ 21 + e⃗ 22 + e⃗ 23 � ñèìâîë Êðîíåêåðà, b⃗ = e⃗1 , âåêòîðû e⃗1 ,
e⃗2 , e⃗3 � îðòû êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.1) è ñèììåòðèè ìóëüòèïîëåé ïî
èíäåêñàì ìîæíî çàïèñàòü

L′
i1i2

(⃗0) =
A2

r3
(δi1i2 − 3bi1bi2),

(3.3)

Li1i2i3i4 (⃗0) =
A4

r5
(δ(i1i2δi3i4) − 5δ(i1i2bi3bi4) + 35bi1bi2bi3bi4).

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìóëüòèïîëåé ëþáîãî ïîðÿäêà ìîãóò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíû
ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

×òîáû íàéòè ìíîæèòåëè A2 , A4 , íàäî ïîäñòàâèòü â (3.2) è (3.3) êàêîé-ëèáî êîíêðåò-
íûé íàáîð èíäåêñîâ. Íàïðèìåð,

L′
11(⃗0) = −2A2

r3
=
∑
N ̸=0

1

|rN |3
.

Â èòîãå A2 = −2ζ(3) ; äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ζ(q) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ζ(q) =
∞∑
N=1

N−q.

Òàêèì æå îáðàçîì, A4 = 6ζ(5) ; êîýôôèöèåíò A6 äëÿ òåíçîðà 6-ãî ðàíãà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ζ(7) è ò.ä.

Î÷åâèäíî, ïðè íå÷åòíûõ ðàíãàõ M çíà÷åíèå (3.2) ðàâíî íóëþ.
Òåïåðü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü �äàëüíþþ� ÷àñòü (3.1):

L∞
i1···iM (x⃗) ≈

N0∑
N=−N0

Li1···iM (x⃗− r⃗N) +

(3.4)

+
∑

even(K+M),K≤D

1

K!

[
L′
i1···iM j1···jk (⃗0)− 2

N0∑
N=1

Li1···iM j1···jk(r⃗N)
]
xj1 · . . . · xjK .

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè ìóëüòèïîëåé. Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ
ëèøü ïî òàêèì K , ÷òî K +M � ÷åòíîå ÷èñëî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ìóëüòèïîëÿ
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(K +M) -ãî ïîðÿäêà, ïðîñóììèðîâàííûå â ñèììåòðè÷íûõ ïðåäåëàõ, äàþò íóëü. Âåëè÷è-
íû L′

i1···iM j1···jk (⃗0) óæå èçâåñòíû èç (3.3), à çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèé Ðèìàíà ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû çàðàíåå ñ ëþáîé òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ (3.1) â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ x⃗ , M è âûáðàí-
íûõ N0 , D :

R(x⃗,M,D,N0) =

∣∣∣∣∣ ∑
|N |>N0

[
Li1···iM (x⃗− r⃗N)−

M∑
K=0

1

K!
Li1···iM j1···jK (−r⃗N)xj1 · . . . · xjK

]∣∣∣∣∣.
Èñïîëüçóÿ îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ â ôîðìå Ëàãðàíæà [7], ïîëó÷èì

R(x⃗,M,D,N0) =
1

(D + 1)!

∣∣∣∣∣ ∑
|N |>N0

Li1···iM j1···jD+1
(−r⃗N + θN x⃗)xj1 · . . . · xjD+1

∣∣∣∣∣,
ãäå |θN | ≤ 1 äëÿ êàæäîãî óçëà N .

×èñëî N0 ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïîýòîìó îïðåäåëÿþùèé âêëàä â çíà÷åíèå
ìóëüòèïîëÿ âíîñèò ñëàãàåìîå −r⃗N â àðãóìåíòå; âåêòîðîì θN x⃗ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Çàìå-
íèì ìóëüòèïîëü åãî íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ çíà÷åíèåì ñîãëàñíî (2.3). Ïîñêîëüêó ñâåðòêà
ïî èíäåêñàì j1, . . . , jD+1 ïðîèñõîäèò â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3, òî

R(x⃗,M,D,N0) ≤
|x1 + x2 + x3|D+1

(D + 1)!

∑
|N |>N0

C(M +D + 1)

|r⃗N |M+D+2
.

Íàêîíåö, ó÷òåì, ÷òî |x1+x2+x3| ≤ |x⃗|
√
3 , |r⃗N | = r|N | , è çàìåíèì áåñêîíå÷íóþ ñóììó

èíòåãðàëîì ïî dN â òàêèõ æå ïðåäåëàõ. Â èòîãå

R(x⃗,M,D,N0) ≤
2

rM+D+2NM+D+1
0

·
(
|x⃗|

√
3
)D+1

(D + 1)!
· C(M +D + 1)

M +D + 1
(3.5)

Èòàê, îñíîâíîé ðàñ÷åòíîé ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî (3.4), à ïîãðåøíîñòü îöåíèâà-
åòñÿ ñîãëàñíî (3.5). Âåëè÷èíà C(M +D + 1) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.4) è (2.5).

4. Ðåàëèçàöèÿ è òåñòèðîâàíèå ìåòîäà

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ x⃗ , M , íàáîð
èíäåêñîâ i1, . . . , iM . Ñþäà æå ñëåäóåò îòíåñòè è ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé D .
Êðîìå òîãî, ïîëüçîâàòåëü ââîäèò æåëàåìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé δ .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ N0 ñëåäóåò ïðèìåíèòü ôîðìóëó (3.5): åñëè R(x⃗,M,D,N0) < δ , òî

N0 >

[
2

rM+D+2
·
(
|x⃗|

√
3
)D+1

(D + 1)!
· C(M +D + 1)

M +D + 1
· 1
δ

]1/(M+D+1)

. (4.1)

Ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû ðÿäà ñíà÷àëà ñëåäóåò íàéòè N0 èç (4.1), à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðàñ÷åòíîé ôîðìóëîé (3.4).

Ñîîòâåòñòâóþùèé êîä áûë íàïèñàí â ñðåäå Delphi 2009 Embarcadero [8]. Â ïðîãðàì-
ìó áûëè âíåñåíû çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèé ζ(3), . . . , ζ(9) , à òàêæå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
ìóëüòèïîëåé äî 8-ãî ðàíãà âêëþ÷èòåëüíî. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî øàã ðåøåòêè r = 1 .
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Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñëîæíîñòü âûðàæåíèé (2.2) áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì
M , ïîýòîìó ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé áûëè ïðîäåëàíû óïðîùåíèÿ. Âî-
ïåðâûõ, îäèíàêîâûå ñòåïåíè |x⃗| è ñèìâîëû Êðîíåêåðà âûíîñèëèñü çà ñêîáêó. Âî-âòîðûõ,
â (3.4) ñâåðòêà ïî j1, . . . , jK �â ëîá� ïðèâåëà áû ê ìíîãîêðàòíîìó âû÷èñëåíèþ ìóëüòèïî-
ëåé, ó êîòîðûõ íàáîðû èíäåêñîâ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè. Âìåñòî ýòîãî
íàáîð èç K èíäåêñîâ ðàçáèâàëñÿ âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè íà òðè ïîäìíîæåñòâà:
k1 èíäåêñîâ �1�, k2 èíäåêñîâ �2�, k3 èíäåêñîâ �3�. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà (k1, k2, k3) íàäî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

Li1···iM1···12···23···3(r⃗N)x
k1
1 x

k2
2 x

k3
3

è óìíîæèòü åãî íà êîëè÷åñòâî îäíîòèïíûõ ñëàãàåìûõ. Âìåñòî òàêîãî óìíîæåíèÿ äîñòà-
òî÷íî çàìåíèòü ìíîæèòåëü 1/K! â ôîðìóëå (3.4) íà 1/(k1!k2!k3!) .

Ñ öåëüþ ìèíèìèçèðîâàòü ïîãðåøíîñòü, âûçâàííóþ êîíå÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñåë
â ÝÂÌ, ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò 1 äî N0 ïðîèçâîäèëîñü â îáðàòíîì ïîðÿäêå: for
N:=N0 downto 1 do... Ïîñêîëüêó ïðè óâåëè÷åíèè |N | àðãóìåíò ìóëüòèïîëÿ ðàñòåò, ñàìî
çíà÷åíèå ÷ëåíà ðÿäà óáûâàåò; ïîýòîìó îáðàòíûé ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò �íå
ïîòåðÿòü� ìàëûå ñëàãàåìûå. Ïðè ñóììèðîâàíèè Li1···iM (x⃗−r⃗N) ÷èñëî N òàêæå èçìåíÿëîñü
â ïðåäåëàõ îò N0 äî 1, íà êàæäîì øàãå ó÷èòûâàëèñü ñëàãàåìûå ñ íîìåðàìè N è −N .
Ñëó÷àé N = 0 ðàññìàòðèâàëñÿ îòäåëüíî.

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäà áûñòðîãî ñóììèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ÝÂÌ ñ ïðîöåññî-
ðîì Intel Core i3 Duo 2.27GHz, 4 GB RAM ïîä óïðàâëåíèåì Win 7 Home Basic (32bit).
Òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿëà δ = 10−14 äëÿ âåêòîðîâ ñ äëèíàìè |x⃗| â äèà-
ïàçîíå îò 1 äî 10 è ìóëüòèïîëåé 1�8 ðàíãà ñ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè èíäåêñîâ. Ðåçóëüòàòû
âû÷èñëåíèé ñðàâíèâàëèñü ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ïðÿìîãî
ñóììèðîâàíèÿ (1.4). Äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ïîñëåäíåãî ïðèìåíÿëîñü óäâîåíèå ïðåäåëîâ
ñóììèðîâàíèÿ N0 . Â õîäå ñðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ðåçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ îáîèìè ìåòîäàìè ñõîäÿòñÿ ê îäíèì è òåì æå ïðåäåëàì.
Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, ýòî
ïîäòâåðæäàåò è êîððåêòíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà.

2. Ïðè ìàëûõ ðàíãàõ M âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (3.4) ìíîãîêðàòíî îïåðåæàþò ìåòîä
ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ ïî áûñòðîäåéñòâèþ. Íàïðèìåð, ïðè |x⃗| = 1 äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ L∞

1 (x⃗) ïî ôîðìóëå (1.4) ïîòðåáîâàëîñü îêîëî 7 ñåêóíä ìàøèííîãî âðåìåíè, ïðè
ýòîì N0 = 20480000 . Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà (3.4) ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò
ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî, ïðè÷åì çíà÷åíèå N0 ñîñòàâèëî 1708 (ïðè D = 3 ).

3. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà áûñòðîãî ñóììèðîâàíèÿ âåëè÷èíà N0 áûñòðî óìåíüøà-
åòñÿ ñ ðîñòîì D . Òàê, äëÿ M = 1 îíà ñîñòàâëÿåò 1708 ïðè D = 3 è 41 � ïðè D = 7 .
Ïðè òàêîì ñíèæåíèè ÷èñëà óçëîâ ñóììèðîâàíèÿ ïîòåðè òî÷íîñòè íå ïðîèçîøëî.

Èòàê, ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûì è áûñòðûì.
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà 14.B37.21.0176 ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-

ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009-2013 ãã.
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Summing of harmonic functions' series.

c⃝ A. O. Syromyasov2

Abstract. Functional series with harmonic general term tending to zero when the argument tends
to in�nity are considered, and the fast summation method for such series is proposed. As compared
with direct summation, the method decreases the number of series' terms required for obtaining
given accuracy on several orders. Numeric experiments con�rm the method's convergence.

Key Words: functional series, improvement of convergence, harmonic function, multipole.
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