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ÓÄÊ 517.9

Î ïðèìåíåíèè ðàçðûâíîãî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìåòîäà

Ãàë¼ðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé

äèôôóçèîííîãî òèïà íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ

c⃝ Â. Ô. Ìàñÿãèí1, Ð. Â. Æàëíèí2, Â. Ô. Òèøêèí3

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííî-
ãî òèïà íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà, êîòîðûé îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ è òî÷íîñòüþ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíîé ñõåìû. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåò-
ñÿ èñïîëüçîâàíèå äâîéñòâåííîé ñåòêè äëÿ îòûñêàíèÿ ÷àñòè ïàðàìåòðîâ. Èññëåäîâàíèå ìåòîäà
ïðîâîäèòñÿ íà ïðèìåðå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè. Ðàñ÷åòû äâóìåðíûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïîêàçûâàþò õîðîøóþ òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ðàçðûâíûå ìåòîäû Ãàë¼ðêèíà, ñõîäèìîñòü
è òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà

íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà

Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà
íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ïðîâåäåì íà ïðèìåðå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

ρCν
∂u

∂t
= div(κ · gradu), (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T,

u(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y) ∈ γ, (1.1)

u(x, y, 0) = u0(x, y),

ãäå Cν - êîýôôèöèåíò òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, ρ - ïëîòíîñòü, κ - êîýôôè-
öèåíò òåïëîåìêîñòè, u - òåìïåðàòóðà â òî÷êå (x, y) â ìîìåíò âðåìåíè t, f - ïëîòíîñòü
òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ, γ - ãðàíèöà îáëàñòè ðàñ÷åòà, g(x, y, t), u0(x, y) - çàäàííûå ôóíê-
öèè. Îáëàñòü G ∪ γ - ïðîèçâîëüíàÿ îäíîñâÿçíàÿ. Â îáëàñòè G ∪ γ - ââåäåì òðåóãîëüíóþ
ñåòêó ωp = {Pi = (xi, yi), i = 1, 2, . . . , N} , ñîäåðæàùóþ âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå òî÷-
êè îáëàñòè. Íà ωp ïîñòðîèì òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå: T (ωp) = {Tk = T (T 1

k : {x1, y1}, T 2
k :

{x2, y2}, T 3
k : {x3, y3})}. Ïóñòü T (ωp) ñîäåðæèò âñå óçëû ωp ; âñå òðåóãîëüíèêè Tk èìå-

þò íåíóëåâóþ ïëîùàäü è ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî îáðàçóþùèì èõ âåðøèíàì èëè
ðåáðàì. Â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ îïðåäåëèì öåíòð è ñåðåäèíû ñòîðîí. Â òðåóãîëü-
íèêå Tk ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ T 1

k : {x1, y1}, T 2
k : {x2, y2}, T 3

k : {x3, y3} öåíòð (xc, yc)
îïðåäåëèì êàê: xc = x1+x2+x3

3
, yc = y1+y2+y3

3
. Òàêæå ïðèìåì â ðàññìîòðåíèå äâîéñòâåí-

íóþ ñåòêó, ñîñòàâëåííóþ èç áàðèöåíòðè÷åñêèõ îáúåìîâ âîêðóã êàæäîé èç òî÷åê ωp , îá-
ðàçîâàííûõ îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ñ ñåðåäèíàìè ñòîðîí. Òî÷-
êà èç ωp áóäåò ÿâëÿòüñÿ öåíòðîì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åé ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ñåòêè.
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Äâîéñòâåííàÿ ñåòêà

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç (1.1) íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü åãî ê ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà [1]. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå [2]: qx = ∂u

∂x
, qy = ∂u

∂y
. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå â èñõîäíîé

ñèñòåìå (1.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

ρCν
∂u

∂t
=

∂

∂x
kqx +

∂

∂y
kqy + f, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T,

qx =
∂u

∂x
, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T, (1.2)

qy =
∂u

∂y
, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T,

Òàêèì îáðàçîì, (1.2) � ýòî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðåøå-
íèÿ òàêîé ñèñòåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà
Ãàë¼ðêèíà.
Íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå Tk ∈ T (ωp) ââåäåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé
{φi} ∈ P 1, i = 0, 1, 2, φ0 = 1, φ1 = x − xc, φ2 = y − yc , ãäå (xx, yc) - öåíòð òðåóãîëüíè-
êà Tk . Íà êàæäîé ÿ÷åéêå äâîéñòâåííîé ñåòêè Dk ââåäåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ áàçèñíûõ
ôóíêöèé {ψi} ∈ P 1, i = 0, 1, 2, ψ0 = 1, ψ1 = x− xc, ψ2 = y − yc , ãäå (xc, yc) - öåíòð ÿ÷åéêè
Dk .
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uk áóäåì èñêàòü â òðåóãîëüíèêå Tk â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó:
uk = u0k+ u1k(x− xc)+ u2k(y− yc) , uik = uik(t), uik ∈ Tk, i = 0, 2, (xc, yc) - öåíòð òðåóãîëü-
íèêà , ãäå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè.
Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ qxk, qyk áóäåì èñêàòü â ÿ÷åéêå Dk â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó:
qxk = qx0k+qx1k(x−xc)+qx2k(y−yc) , qxik = qxik(t), qxik ∈ Dk, i = 0, 2, (xc, yc) - öåíòð ÿ÷åéêè
Dk, qyk = qy0k + qy1k(x − xc) + qy2k(y − yc) , qyik = qyik(t), qyik ∈ dk, i = 0, 2, (xc, yc) - öåíòð
ÿ÷åéêè Dk, ãäå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè.
Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå èç (1.2) íà áàçèñíóþ ôóíêöèþ φi, i = 0, 1, 2, è ïðîèíòåãðè-
ðóåì ïðîèçâåäåíèå ïî òðåóãîëüíèêó Tk , k = 1, N , ãäå N - ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ. Òî÷íîå
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ðåøåíèå u çàìåíèì ïðèáëèæåííûì uk [3]. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì:

(ρCν)k

2∑
i=0

∂uik
∂t

∫
Tk

φiφmds =

∮
∂Tk

nxκqxφmdl +

∮
∂Tk

nyκqyφmdl−

−
∫
Tk

κqx
∂φm
∂x

ds−
∫
Tk

κqy
∂φm
∂y

ds+

∫
Tk

Φkφmds, m = 0, 2, k = 1, N. (1.3)

Óìíîæèì âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ èç (1.2) íà áàçèñíóþ ôóíêöèþ ψi, i = 0, 1, 2, è ïðî-
èíòåãðèðóåì ïðîèçâåäåíèå ïî ÿ÷åéêå Dk, k = 1,M, ãäå M− ÷èñëî ÿ÷ååê äâîéñòâåííîé
ñåòêè. Ïîëó÷èì:

2∑
i=0

qxik

∫
Tk

φiφmds =

∮
∂Dk

nxuψmdl −
∫
Tk

uk
∂ψm
∂x

ds, m = 0, 2, k = 1,M, (1.4)

2∑
i=0

qyik

∫
Tk

φiφmds =

∮
∂Dk

nyuψmdl −
∫
Tk

uk
∂ψm
∂y

ds, m = 0, 2, k = 1,M. (1.5)

Ñíà÷àëà èç ñèñòåì (1.4) è (1.5) íàõîäèì qx0k, qx1k, qx2k, qy0k, qy1k, qy2k íà òåêóùåì âðåìåííîì
ñëîå, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ uk ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ, à ïîñëå ïîäñòàâëÿåì èõ â
ñèñòåìó (1.3) äëÿ íàõîæäåíèÿ u0k, u1k, u2k íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéíûõ è êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû Ãàóññà.

2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ïî ãðàíè-

öå òðåóãîëüíèêà Tk è ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ñåòêè Dk

Ïóñòü A : {x1, y1} è B : {x2, y2} - êîîðäèíàòû íà÷àëà è êîíöà ðåáðà òðåóãîëüíèêà èëè
ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ñåòêè.

B∫
A

f(x, y)dl =
x2 − x1

2

√
1 +

(
y2 − y1
x2 − x1

)2

×

×

f
x2 + x1

2
+
x2 − x1

2
√
3
,

(
x2+x1

2
+ x2−x1

2
√
3

− x1

)
(y2 − y1)

x2 − x1
+ y1

+

+ f

x2 + x1
2

− x2 − x1

2
√
3
,

(
x2+x1

2
− x2−x1

2
√
3

− x1

)
(y2 − y1)

x2 − x1
+ y1


Åñëè x2 = x1

B∫
A

f(x, y)dl =
y2 − y1

2

[
f

(
x1,

y2 + y1
2

− y2 − y1

2
√
3

)
+ f

(
x1,

y2 + y1
2

+
y2 − y1

2
√
3

)]
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3. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî òðåóãîëüíèêó Tk è ÿ÷åéêå

äâîéñòâåííîé ñåòêè Dk

Äâîéíîé èíòåãðàë ïî ÿ÷åéêå äâîéñòâåííîé ñåòêè ñ÷èòàåì êàê ñóììó äâîéíûõ èíòåãðà-
ëîâ ïî òðåóãîëüíèêàì, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò. Ñëåäóÿ ðàáîòå [4] âîçüìåì òðè òî÷êè íà
êàíîíè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå:

t̃1 :

(
ζ1 =

2

3
, η1 =

1

6

)
, ω1 =

1

3
,

t̃2 :

(
ζ2 =

1

6
, η2 =

2

3

)
, ω2 =

1

3
,

t̃3 :

(
ζ3 =

1

6
, η3 =

1

6

)
, ω3 =

1

3
.

Çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî òðåóãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ T 1
k : {x1, y1}, T 2

k : {x2, y2}, T 3
k :

{x3, y3} ðàâíî

∫
Tk

f(x, y)ds = J

1∫
0

1−ζ∫
0

f(ζ, η)dζdη ≈ J
1

2

3∑
i=1

f̃(ζi, ηi)ωi,

ãäå J = |(x1 − x3)(y2 − y3) − (x2 − x3)(y1 − y3)| - ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîìó òðå-

óãîëüíèêó, f̃ - çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â îáðàçàõ òî÷åê t̃1, t̃2 è t̃3 â èñõîäíîì
òðåóãîëüíèêå {T 1

kT
2
kT

3
k } .

4. Âû÷èñëåíèÿ íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

Çíà÷åíèÿ u(x, y, t) íà ãðàíèöå γ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áðàëèñü èñõîäÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Íà ãðàíè÷íûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîèçâîäèëàñü ðåêîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿ. Ïîñëå êàæäîé èòå-
ðàöèè ïî âðåìåíè ìîäèôèöèðîâàëèñü êîýôôèöèåíòû u0k, u1k, u2k òàê, ÷òîáû íà ãðàíè÷íîé
ñòîðîíå â òî÷íîñòè âûïîëíÿëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèÿ u(x, y, t) â
öåíòðå òðåóãîëüíèêà (xc, yc) . Ðåêîíñòðóêöèÿ ïðîèçâîäèëàñü ïî ôîðìóëàì:

ũ0k = u0k,

ũ1k =
(g(x1, y1, t)− u0k) (y2 − yc)− (g(x2, y2, t)− u0k) (y1 − yc)

(x1 − xc)(y2 − yc)− (x2 − xc)(y1 − yc)
,

ũ2k =
g(x1, y1, t)− u0k − u1k(x1 − xc)

y1 − yc
,

ãäå k - íîìåð ãðàíè÷íîãî òðåóãîëüíèêà, u0k, u1k, u2k - çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äî ðåêîí-
ñòðóêöèè, ũ0k, ũ1k, ũ2k - çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîñëå ðåêîíñòðóêöèè, (x1, y1) è (x2, y2)
- êîîðäèíàòû íà÷àëà è êîíöà ãðàíè÷íîãî ðåáðà òðåóãîëüíèêà, g(x1, y1, t), g(x2, y2, t) - çíà-
÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.
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5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòîâ ðÿäà äâóìåðíûõ
ìîäåëüíûõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå çàäà÷è 1 ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
, 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T,

u(x, y, 0) = sin(πx)sin(πy), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

u(0, y, t) = 0, u(1, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0, t) = 0, u(x, 1, t) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîé uT = e−2π2tsin(πx)sin(πy) . Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ äî çíà÷åíèÿ
T = 0.0001 ñ ÷èñëîì K = τ/h2 = 4, 48 · 10−7, ãäå h - õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ðàçìåð ñåòêè.

Â òàáëèöå 1 óêàçàíî çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
N∑
i=1

(
ui − uT

)2
Si , ãäå Si - ïëîùàäü i -

ãî òðåóãîëüíèêà. Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñ ðåêîíñòðóêöèåé íà ãðàíè÷íûõ òðåóãîëü-
íèêàõ (ñõåìà 1) è áåç ðåêîíñòðóêöèè (ñõåìà 2) è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäà êîíå÷íûõ
îáúåìîâ (FVM). Â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòðîêàõ ïîêàçàí ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïî
îòíîøåíèþ ê ðåçóëüòàòó íà ïðåäûäóùåé áîëåå ãðóáîé ñåòêå.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè
N∑
i=1

(
ui − uT

)2
Si , ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1.

ñõåìà 1 ñõåìà 2 FVM
N=1964 h=0.091 0.0000025821 0.0000033594 0.0000066337
N=7773 h=0.047 0.0000006664 1.95 0.0000006357 2.40 0.0000035176 0.92
N=31074 h=0.024 0.0000001569 2.09 0.0000001507 2.08 0.0000016554 1.09

Ðåøàëàñü òàêæå íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè [5]:

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
κ
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
κ
∂u

∂y

)
, 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T,

u(x, y, 0) = 1 + x+ y, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

u(0, y, t) = 1 + y, u(1, y, t) = 2 + y, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0, t) = 1 + x, u(x, 1, t) = 2 + x, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

ãäå k = 1 + 0.3sin(10πx). Ðåøåíèå ñðàâíèâàëîñü ñ ðåøåíèåì uH , ïîëó÷åííûì ïî ÷è-
ñòî íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ [6] íà ñòðóêòóðèðîâàí-
íîé ñåòêå 2001 × 2001 óçëîâ. Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ äî çíà÷åíèÿ T = 0.0001 ñ ÷èñëîì
K = τ/h2 = 4, 48 · 10−7, ãäå h - õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ðàçìåð ñåòêè. Â òàáëèöå 2 óêàçà-

íî çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
N∑
i=1

(
ui − uT

)2
Si , ãäå Si - ïëîùàäü i -ãî òðåóãîëüíèêà.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñ ðåêîíñòðóêöèåé íà ãðàíè÷íûõ òðåóãîëüíèêàõ (ñõåìà 1)
è áåç ðåêîíñòðóêöèè (ñõåìà 2) è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ (FVM). Â
òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòðîêàõ ïîêàçàí ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïî îòíîøåíèþ ê ðåçóëü-
òàòó íà ïðåäûäóùåé áîëåå ãðóáîé ñåòêå.

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè
N∑
i=1

(
ui − uT

)2
Si , ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 2.
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ñõåìà 1 ñõåìà 2 FVM
N=1964 h=0.091 0.0000009262 0.0000011705 0.0000029433
N=7773 h=0.047 0.0000004442 1.06 0.0000004358 1.43 0.0000017046 0.79
N=31074 h=0.024 0.0000001057 2.07 0.0000001042 2.09 0.0000006992 1.29

Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îáëàäàåò áîëåå âûñîêèì ïîðÿä-
êîì òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ, à òàêæå ìîæíî íàáëþäàòü ñõî-
äèìîñòü ìåòîäà ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðåêîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿ íà
ãðàíè÷íûõ òðåóãîëüíèêàõ äàåò âûãîäó òîëüêî íà ãðóáûõ ñåòêàõ, íà áîëåå ïîäðîáíûõ ñåò-
êàõ ëó÷øèé ðåçóëüòàò äàåò ðåøåíèå áåç ðåêîíñòðóêöèè.
Âûâîä. Èòàê, ñîçäàí íîâûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî
òèïà íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà. Íà ïðèìåðå ìîäåëüíûõ çà-
äà÷ ÷èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ è õîðîøåé òî÷íî-
ñòüþ. Ñîçäàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü îáúåì àðèôìèòè÷åñêîé ðàáîòû
íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåÿâíîé ñõåìû íà ïîäðîáíîé
ñåòêå.
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Discontinuous �nite-element Galerkin method for

numerical solution of two-dimensional di�usion problems

on unstructured grids

c⃝ V. F. Masyagin4, R. V. Zhalnin5, V. F. Tishkin6

Abstract. The new e�ective solution algorithm for parabolic equations on base of discontinuous
Galerkin method is o�ered, which has convergence and accuracy when using the explicit scheme.
Distinctive feature of the o�ered method is the use of the dual grid for �nding a part of
the parameters. The research method is exempli�ed by the initial-boundary problem for two-
dimensional heat conduction equation. Ñalculations of two-dimensional modeling problems have
shown a good accuracy of o�ered method.

Key Words: parabolic equations, discontinuous Galerkin methods, ñonvergence and accuracy of
the method.
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