
Ðàçðóøåíèå ñîëåíîèäîâ Ñìåéëà-Âèëüÿìñà 65

ÓÄÊ 517.938

Ðàçðóøåíèå ñîëåíîèäîâ Ñìåéëà-Âèëüÿìñà

c⃝ Ñ. Â. Ãîí÷åíêî1, Å. Â. Æóæîìà2, Í.Â. Èñàåíêîâà3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ fν : S3 → S3 , −1 ≤ ν ≤ 1 ,
ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ν , òàêèõ, ÷òî 1) ïðè ëþáîì −1 ≤ ν < 0 íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fν ñîñòîèò èç îäíîìåðíîãî ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà è
îäíîìåðíîãî ñæèìàþùåãîñÿ ðåïåëëåðà, ÿâëÿþùèõñÿ ñîëåíîèäîì Ñìåéëà-Âèëüÿìñà; 2) äèô-
ôåîìîðôèçì f0 èìååò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ íóëü-ìåðíûõ òðàíçè-
òèâíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ Λ1 è Λ2 òàêèõ, ÷òî êàæäîå èõ ýòèõ ìíîæåñòâ ëîêàëüíî
ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ, è îãðàíè÷åíèå f0|Λ1∪Λ2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷-
íî ãèïåðáîëè÷åñêèì äèôôåîìîðôèçìîì; 3) ïðè ëþáîì 0 < ν ≤ 1 íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
äèôôåîìîðôèçìà fν ñîñòîèò èç èç äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ íóëü-ìåðíûõ òðàíçèòèâíûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûõ ïðîèçâåäåíèþ äâóõ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Àòòðàêòîð, ðåïåëëåð, ñîëåíîèä Ñìåéëà-Âèëüÿìñà

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èìåþùèõ
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, â êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèä Ñìåéëà-Âèëüÿìñà. Íàïðèìåð, ïðè
èçó÷åíèè äâèæåíèÿ êåëüñòñêîãî êàìíÿ [1] è â ìîäåëÿõ ñâÿçàííûõ ñ íåéðîííûìè ñåòÿìè
[6]. Ñåðèÿ ãåíåðàòîðîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ðàñòÿãèâàþùèìè-
ñÿ àòòðàêòîðàìè ñîëåíîèäàëüíîãî òèïà ïîñòðîåíà Ñ.Ï.Êóçíåöîâûì è åãî ñîðàòíèêàìè [4],
[5]. Òàêèå ãåíåðàòîðû èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ ñêðûòîé ïåðåäà÷è èí-
ôîðìàöèè (î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ øóìîâ ïðè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé
ñì. [3], [12]). Óêàçàííûå ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàò (äèíàìè÷åñêóþ) íàäñòðîéêó íàä îòîáðàæåíèåì
ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå, ïåðåâîäÿùåãî ïîëíîòîðèé â ñåáÿ òàê, ÷òî åãî îáðàç ïðîêðó÷èâàåò-
ñÿ âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ íå ìåíåå äâóõ ðàç. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêîãî îòîáðàæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå Ñìåéëà ñ ðàâíîìåðíûì ñæàòèåì â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì
îñè ïîëíîòîðèÿ, è ðàâíîìåðíûì ðàñòÿæåíèåì âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ [11]. Îòîáðàæåíèå
Ñìåéëà èìååò ñîëåíîèäàëüíûé ðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð, êîòîðûé ëîêàëü-
íî ãîìåîìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà îòðåçîê (â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà,
àòòðàêòîð Ñìåéëà îòíîñÿò â ñïèñîê ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ) [13]. Àíàëèç íåêîòîðûõ ðàáîò,
â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [5], ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ íå îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñòÿãèâàþùèì. Ïîýòîìó âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàòü áî-
ëåå îáùèé êëàññ îòîáðàæåíèé ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ. Â [2] áûë ðàññìîòðåí êëàññ îòîáðàæåíèé
(íàçâàííûõ îòîáðàæåíèÿìè Ñìåéëà-Âèåòîðèñà), êîòîðûå îòëè÷àëèñü îò ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ñìåéëà îñëàáëåíèåì óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñòÿæåíèÿ íà îòîáðàæåíèå âäîëü îñè ïîëíî-
òîðèÿ: òðåáîâàëîñü òîëüêî ÷òîáû îíî áûëî íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì. Â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðî-
ìå ñîëåíîèäàëüíîãî àòòðàêòîðà Ñìåéëà íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü
ñîáîé ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîãî íàáîðà èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è íåòðèâèàëü-
íîãî íóëüìåðíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âîçìîæíîñòè
ïëàâíîãî ïåðåõîäà (áèôóðêàöèè) îò îäíîãî ñëó÷àÿ ê äðóãîìó. Áèôóðêàöèè òàêîãî âèäà

1 Çàâåäóþùèé îòäåëîì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî,
Íèæíèé Íîâãîðîä;

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè è ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íèæíèé Íîâãîðîä; zhuzhoma@mail.ru.

3 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäà-
ãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íèæíèé Íîâãîðîä; nisaenkova@mail.ru.
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ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê áèôóðêàöèè ðàçðóøåíèÿ (èëè âîçíèêíîâåíèÿ) èíâàðèàíò-
íûõ ìíîæåñòâ (â ÷àñòíîñòè, àòòðàêòîðîâ èëè ðåïåëëåðîâ) ñîëåíîèäàëüíîãî òèïà.

Ñîãëàñíî [1], â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå êåëüòñêîãî
êàìíÿ, ïðè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ èìåþòñÿ îáëàñòè ñî ñòðàííûì àòòðàêòîðîì è ñòðàí-
íûì ðåïåëëåðîì ñîëåíîèäàëüíîãî òèïà, à ïðè äðóãèõ ïàðàìåòðàõ èìåþòñÿ òàê íàçûâàå-
ìûå îáëàñòè Êàðàïåòÿíà ñ èçîëèðîâàííûìè ïåðèîäè÷åñêèìè îðáèòàìè. Ïðåäïîëàãàåìûå
áèôóðêàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìîæíûå ñöåíàðèè ïåðåõîäà îò îäíîãî òèïà äâè-
æåíèÿ êåëüòñêîãî êàìíÿ ê äðóãîìó. Êðîìå ýòîãî, ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå êåëüò-
ñêîãî êàìíÿ, èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè [1]. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à
íàéòè â ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé ïóòè, êîòîðûå îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèì áèôóðêà-
öèÿì è êîòîðûå áûëè áû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê îáðàòíûì îòîáðàæåíèÿì.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ fν : S3 → S3 , −1 ≤
ν ≤ 1 , ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ν , òàêèõ, ÷òî

• ïðè ëþáîì −1 ≤ ν < 0 íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fν ñîñòî-
èò èç îäíîìåðíîãî ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà è îäíîìåðíîãî ñæèìàþùåãîñÿ
ðåïåëëåðà, ÿâëÿþùèõñÿ ñîëåíîèäîì Ñìåéëà-Âèëüÿìñà;

• äèôôåîìîðôèçì f0 èìååò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ íóëü-
ìåðíûõ òðàíçèòèâíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ Λ1 è Λ2 òàêèõ, ÷òî êàæäîå
èõ ýòèõ ìíîæåñòâ ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ, è
îãðàíè÷åíèå f0|Λ1∪Λ2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèì äèôôåîìîðôèçìîì;

• ïðè ëþáîì 0 < ν ≤ 1 íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fν ñîñòîèò èç
èç äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ íóëü-ìåðíûõ òðàíçèòèâíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ,
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûõ ïðîèçâåäåíèþ äâóõ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ.

Áîëåå òîãî, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ñåìåéñòâà îáðàòíûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ f−1

ν : S3 → S3 , −1 ≤ ν ≤ 1 .

Åå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé òåîðåìå, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê áèôóðêàöèÿì
ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè S1 è êîòîðàÿ èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ãëàäêèõ íåîñîáûõ d -ýíäîìîðôèçìîâ
gν : S1 → S1 , −1 ≤ ν ≤ 1 , ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ν , ãäå d ≥ 2 , òàêèõ,
÷òî

• ïðè ëþáîì −1 ≤ ν < 0 ýíäîìîðôèçì gν ãèïåðáîëè÷åñêèé (ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âûé) è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà gν ñîñòîèò èç êàíòîðîâà òðàí-
çèòèâíîãî ìíîæåñòâà è èçîëèðîâàííîé ïðèòÿãèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êè;

• íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà g0 êàíòîðîâî, è â íåì ñîäåðæèòñÿ íåãè-
ïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà;

• ïðè ëþáîì 0 < ν ≤ 1 ýíäîìîðôèçì gν ãèïåðáîëè÷åñêèé (ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé)
òðàíçèòèâíûé è ñîïðÿæåí ëèíåéíîìó ðàñòÿãèâàþùåìó d -ýíäîìîðôèçìó.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òåîðåìà 1.2. âåðíà, òî îñíîâíàÿ òåîðåìà 1.1. âûòåêàåò èç íåå è
òåõíèêè, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ [2], [7], [8]. Ïîýòîìó ìû ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
1.2..
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Ïóñòü S1 = [0; 1]/(0 ∼ 1) � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, íàäåëåííàÿ åñòåñòâåííîé ïàðàìåò-
ðèçàöèåé, êîòîðàÿ èíäóöèðóåòñÿ ïðîåêöèåé [0; 1] → S1 . Ñþðüåêòèâíîå C1 îòîáðàæåíèå
g : S1 → S1 íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì. Ýíäîìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè åãî
ïðîèçâîäíàÿ Dg ̸= 0 . Ìû äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîõðàíÿþùèå îðè-
åíòàöèþ íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû ñ ïîëîæèòåëüíîé Dg . Çàôèêñèðóåì d ∈ N . Íåîñîáûé
ýíäîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èììåðñèåé, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó d -íàêðûòèé (ò.å., îòîáðàæå-
íèé îêðóæíîñòè â ñåáÿ ñòåïåíè d , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ãîìåîìîðôèçìàìè)
[9]. Äëÿ êðàòêîñòè ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ìû áóäåì íàçûâàòü d -ýíäîìîðôèçìîì. Íàñ
áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé d ≥ 2 (ïðè d = 1 íåîñîáûé d -ýíäîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ äèô-
ôåîìîðôèçìîì). Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íåîñîáîãî d -ýíäîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé
ýíäîìîðôèçì Ed(x) = dx mod 1 , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì [10]. Èçâåñòíî, ÷òî
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî òàêîãî ýíäîìîðôèçìà ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ.

Ïóñòü Uδ(x) � ñòàíäàðòíàÿ áàìï-ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå íà ïðîìåæóòêå [− δ
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Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì δ = 1
8
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Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè âèäà

gµ(x) = (x3 + αx+ µ)U(x) + [1 − U(x)] dx mod 1. (1.1)

Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà µ è ïîñòîÿííóþ 0 < α < 1 ìû óòî÷íèì íèæå. Ïðîèçâîäíàÿ
èìååò âèä

g′µ(x) = (3x2 + α)U(x) + [1 − U(x)] d+ (x3 + αx+ µ)U ′(x) − dU ′(x)x mod 1. (1.2)

Íà ïðîìåæóòêå
[
− 1

16
; 1
16

]
ïðè µ = 0 èìååì ðàâåíñòâà g0(x) = x3 + αx , g′0(x) = 3x2 + α .

Åñëè √
1 − α ≤ 1

16
, (1.3)

òî g0 íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè

x− = −
√

1 − α, x0 = 0, x+ =
√

1 − α, ïðè÷åì g′0(x±) = 3 − 2α > 1, g′0(0) = α < 1. (1.4)

Ñèñòåìà {
gµ(x) = x
g′µ(x) = 1

èìååò ðåøåíèÿ

µcrit = −2

(
1 − α

3

) 3
2

, ±xcrit = ±
√

1 − α

3
. (1.5)
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε1 > 0 îòîáðàæåíèå (1.1) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì d -
ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ïðè µ ∈ [−ε1 + µcrit; 0] . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåðàâåíñòâà g′µ(x) > 0 ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ (1.2) â âèäå

g′µ(x) = (3x2 + α)U(x) + [1 − U(x)] d+ (x2 + α− d)xU ′(x) + µU ′(x) mod 1. (1.6)

Ïîñêîëüêó âíå îòðåçêà [−1
8
; +1

8
] ïðîèçâîäíàÿ g′µ = d ≥ 2 , òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ïðîèçâîäíóþ íà [−1
8
; +1

8
] . Íà îòðåçêå

[
− 1

16
; 1
16

]
èìååì g′µ(x) = 3x2 +α ≥ α > 0 . Îñòàëîñü

ðàññìîòðåòü g′µ(x) ïðè 1
16

≤ |x| ≤ 1
8
. Äàëåå áóäåì ó÷èòûâàòü íåðàâåíñòâî xU ′(x) ≤ 0 ,

êîòîðîå ñëåäóåò èç ñâîéñòâ áàìï-ôóíêöèè. Òàê êàê d ≥ 2 è 0 < α < 1 , òî x2 + α − d ≤
1 +α− d ≤ 0 . Ïîýòîìó (x2 +α− d)xU ′(x) ≥ 0 . Îòñþäà è (1.6) ïðè 5

48
≤ |x| ≤ 1

8
ïîëó÷àåì

g′µ(x) ≥ (3x2 + α)U(x) − |µU ′(x)| ≥ 25

12
· 1

64
+ α− |µU ′(x)|.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè µ = µcrit ðàâíà

25

12
· 1

64
+ α− 2

(
1 − α

3

) 3
2

.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè ìàëîì ν1 > 0 è áëèçêîì ê åäèíèöå α âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
g′µ(x) > 0 , åñëè µ ∈ [−ν1 + µcrit; 0] . Àíàëîãè÷íûé âûâîä ïîëó÷àåì ïðè 3

48
≤ |x| ≤ 4

48
. Äëÿ

4
48

≤ |x| ≤ 5
48

èìååì

(3x2 + α)U(x) ≥ (3 · 4

9
· 1

64
+ α)

1

3
=

1

144
+
α

3
,

(x2 + α− d)xU ′(x) ≥ |x2 + α− d| · |xU ′(x)| ≥
(
d− 25

36
· 1

64
+ α

)
1

2
· 2

3
· 1

8
≥ d

12
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |U ′(x)| ≤ 48 , ïîëó÷àåì

g′µ(x) ≥ 1

144
+
α

3
+

d

12
− 48|µ|.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè µ = µcrit ðàâíà

1

144
+
α

3
+

d

12
− 96

(
1 − α

3

) 3
2

.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè ìàëîì ν2 > 0 è áëèçêîì ê åäèíèöå α òàêæå âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî g′µ(x) > 0 , åñëè µ ∈ [−ν2 + µcrit; 0] . Îñòàëîñü âçÿòü ε1 = min{ν1; ν2} .

Èç íåðàâåíñòâà g′µ(x) > 0 âûòåêàåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå [−1
8
; +1

8
] ïðåîáðàçîâàíèå

gµ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì [−1
8
; +1

8
] → [−d

8
; +d

8
] . Òàê êàê âíå ýòîãî îòðåçêà gµ =

dx mod 1 , òî ïðåîáðàçîâàíèå gµ ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì d -ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì µcrit < µ ≤ 0 íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (gµ) ñîñòîèò èç

ïðèòÿãèâàþùåé èçîëèðîâàííîé òî÷êè xattrµ ∈ [−1
8
; +1

8
] è êàíòîðîâà òðàíçèòèâíîãî ìíîæå-

ñòâà Kµ , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ïðèòÿãèâàþùåìó ìíîæåñòâó (áàññåéíó) òî÷êè
xattrµ , Kµ = S1 \ W s(xattrµ ) (îòñþäà è [9] áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî gµ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî

óñòîé÷èâûì ýíäîìîðôèçìîì). Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (1.4), g0 íà ïðîìåæóòêå
[
− 1

16
; 1
16

]
èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè, ïðè÷åì òî÷êà x0 = 0 ïðèòÿãèâàþùàÿ, à òî÷êè x± îòòàë-
êèâàþùèå. Âíå ïðîìåæóòêà [−xcrit; xcrit] ïðîèçâîäíàÿ g′0(x) > 1 . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
g0 óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó óòâåðæäåíèþ.
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Èç âèäà (1.1) ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå
[
− 1

16
; 1
16

]
ãðàôèê ôóíêöèè gµ ïîëó÷àåòñÿ

æåñòêèì ñäâèãîì ãðàôèêà g0 . Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè µcrit < µ < 0 ýíäî-
ìîðôèçì gµ èìååò òàêæå ïðè íåïîäâèæíûå òî÷êè x−µ , x

attr
µ , x+µ . Ó÷èòûâàÿ (1.4) è (1.5),

íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òî÷êè x−µ , x
+
µ ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè íåïîäâèæ-

íûìè è îòòàëêèâàþùèìè òî÷êàìè, à xattrµ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé ïðè-
òÿãèâàþùåé òî÷êîé. Ïîýòîìó äîïîëíåíèå Kµ ê ïðèòÿãèâàþùåìó ìíîæåñòâó (áàññåéíó)
òî÷êè xattrµ ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì, íà êîòîðîì gµ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî.

Ïðè µ = µcrit íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (gµ) ïî ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì
òðàíçèòèâíûì ìíîæåñòâîì Kµ , â êîòîðîì ëåæèò íåãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
xcrit , ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ gcrit(xcrit)

′ = 1 . Èç (1.2) ñëåäóåò, ÷òî xcrit ÿâëÿåòñÿ íåãèïåð-
áîëè÷åñêîé òî÷êîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó gcrit(xcrit)

′′ ̸= 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî xcrit
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ gµ .

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε2 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè −ε2 +µcrit ≤ µ <
µcrit îòîáðàæåíèå gµ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì òðàíçèòèâíûì ýíäîìîðôèçìîì
(íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñî âñåé îêðóæíîñòüþ). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 1.2..

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíò 12-01-00672-à, çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.
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The destruction of the Smale-Williams solenoids

c⃝ S. V. Gonchenko4, E.V. Zhuzhoma5, N.V. Isaenkova 6

Abstract. In the paper, one represents the family of di�eomorphisms fν : S3 → S3 , −1 ≤ ν ≤ 1 ,
depending smoothly on the parameter ν such that 1) given any −1 ≤ ν < 0 , the non-wandering
set of fν consists of one-dimensional expanding attractor and one-dimensional contracting repeller
that are Smale-Williams solenoid; 2) the di�eomorphism f0 has a non-wandering set consisting of
the two zero-dimensional transitive invariant sets Λ1 and Λ2 such that each is homeomorphic to
the product of Cantor sets, and the restriction f0|Λ1∪Λ2 is a partially hyperbolic di�eomorphism;
3) given any 0 < ν ≤ 1 , the non-wandering set of fν consists of two hyperbolic zero-dimensional
transitive invariant sets each is homeomorphic to the product of Cantor sets.

Key Words: Attractor, repeller, solenoid Smale-Williams
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