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×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è

ðåøåíèåì

c⃝ Ô. Â. Ëóáûøåâ1, À. Ð. Ìàíàïîâà2, Ì. Ý. Ôàéðóçîâ3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè è ðåøåíèåì, ñ óïðàâëåíèÿìè â êîýôôèöèåíòàõ. Èçëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçíîñòíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ è
ôóíêöèîíàëó, äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèé ïî óïðàâëåíèþ. Ïðîâåäåíà ðåãó-
ëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèììàöèé ïî Òèõîíîâó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîëóëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå, ìåòîä ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè.

1. Ââåäåíèå

Ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ âàæíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ,
â ñèëó õàðàêòåðà èññëåäóåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ íåëèíåé-
íûìè óðàâíåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ÓÌÔ) ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è,
êðîìå òîãî, èçíà÷àëüíî ïî ñâîåé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, ñàìè ðåøåíèÿ ÓÌÔ
äîïóñêàþò ðàçðûâû. Òàêèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìàëî èçó÷åíû, õîòÿ ðàçâèòèå òåîðèè è
ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ âûçâàíî ïîòðåáíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ
îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ, áîëüøîé ïðèêëàäíîé âàæíîñòüþ òàêèõ çàäà÷.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà è èññëåäîâàíà íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè â íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì
(ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ òèïà íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà [1]-[3]). Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû
ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, óñòàíîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ è ôóíêöèîíàëó, ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïî óïðàâëåíèþ. Ïðî-
âåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé. Ïðè ýòîì èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèé ïðîâîäÿòñÿ
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàçðûâíûå ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññîâ óïðàâ-
ëåíèÿ ñ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè èç êëàññîâ Ñîáîëåâà, ïðè åñòåñòâåííûõ íåçàâûøåííûõ
àïðèîðíûõ òðåáîâàíèÿõ ê ãëàäêîñòè âõîäíûõ äàííûõ è óïðàâëåíèé.

Â òåïëîôèçè÷åñêèõ òåðìèíàõ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîîòäà÷è d1(x) è d2(x) , âõîäÿùèìè â íåëèíåé-
íûå ñëàãàåìûå d1(x)q1(u) è d2(x)q2(u) , õàðàêòåðèçóþùèå ìîùíîñòü íåëèíåéíûõ ñòîêîâ
òåïëà, çàâèñÿùèõ îò òåìïåðàòóðû è ðàñïðåäåëåííûõ â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 .

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Óôà.

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò, ã. Óôà; aygulrm@mail.ru.

3 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò, ã. Óôà; fairuzovme@mail.ru.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ýëëèïòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì

è èõ êîððåêòíîñòü

Ïóñòü Ω =
{
x = (x1, x2) ∈ R2 : 0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2

}
� ïðÿìîóãîëüíèê â R2

ñ ãðàíèöåé ∂Ω = Γ . È ïóñòü îáëàñòü Ω ðàçäåëåíà ïðÿìîé x1 = ξ , ãäå 0 < ξ < l1
(¾âíóòðåííåé ãðàíèöåé¿ S =

{
x1 = ξ, 0 ≤ x2 ≤ l2

}
, ãäå 0 < ξ < l1 ) íà ïîäîáëàñòè

Ω1 ≡ Ω− =
{

0 < x1 < ξ, 0 < x2 < l2} è Ω2 ≡ Ω+ =
{
ξ < x1 < l1, 0 < x2 < l2}

(íà ëåâóþ è ïðàâóþ ïîäîáëàñòè Ω− è Ω+ ) ñ ãðàíèöàìè ∂Ω1 ≡ ∂Ω− è ∂Ω2 ≡ ∂Ω+ .
Òàê ÷òî îáëàñòü Ω åñòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé Ω1 è Ω2 è âíóòðåííèõ òî÷åê ¾êîíòàêòíîé
ãðàíèöû S ¿ ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , à ∂Ω � âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω (â îòëè÷èå îò S -
âíóòðåííåé ãðàíèöû îáëàñòè Ω ). Äàëåå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γk � ãðàíèöû îáëàñòåé
Ωk áåç S , k = 1, 2 , òàê ÷òî ∂Ω1 = Γ1 ∪ S , ∂Ω2 = Γ2 ∪ S , ãäå ÷àñòè Γk , k = 1, 2 �
îòêðûòûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà â ∂Ωk , k = 1, 2 (Γk � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ∂Ωk ïîñëå
âû÷åòà S ), Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω = Γ . ×åðåç nα , α = 1, 2 áóäåì îáîçíà÷àòü âíåøíþþ íîðìàëü
ê ãðàíèöå ∂Ωα îáëàñòè Ωα , α = 1, 2 . Ïóñòü, äàëåå, n = n(x) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê S
â êàêîé-ëèáî åå òî÷êå x ∈ S , îðèåíòèðîâàííàÿ, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîðìàëü
n ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ ê S ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω1 , òî åñòü íîðìàëü n
íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè Ω2 . Íèæå ïðè ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷, S � ýòî ïðÿìàÿ,
âäîëü êîòîðîé ðàçðûâíû êîýôôèöèåíòû è ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûå â îáëàñòÿõ

Ω1 è Ω2 îáëàäàþò íåêîòîðîé ãëàäêîñòüþ. Â äàëüíåéøåì íà êóñêàõ
◦
Γk , k = 1, 2 ãðàíèö

∂Ωk ïîëîæèòåëüíîé ìåðû áóäóò çàäàâàòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëåííîãî òèïà.
Ïóñòü óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü åãî â îá-

ëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ S , ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , ðàçáèòîé íà ÷àñòè
âíóòðåííåé ãðàíèöåé S , ñëåäóþùåé çàäà÷åé, à èìåííî:

òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω âèäà u(x) = u1(x) , x ∈ Ω1 = Ω− ,
u(x) = u2(x) , x ∈ Ω2 = Ω− , ãäå êîìïîíåíòû u1(x) è u2(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
1) ôóíêöèè uk(x) , k = 1, 2 , îïðåäåëåííûå íà Ωk = Ωk ∪ ∂Ωk , óäîâëåòâîðÿþò â Ωk óðàâ-
íåíèÿì

Lk uk = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
k(k)α (x)

∂uk
∂xα

)
+ dk(x)qk(uk) = fk(x), â Ωk, k = 1, 2, (2.1)

à íà ãðàíèöàõ ∂Ωk \ S = Γk óñëîâèÿì

uk(x) = 0, x ∈ Γk, k = 1, 2; (2.2)

2) èñêîìûå ôóíêöèè uk(x) , k = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþò åùå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì íà S
� ãðàíèöå ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ è ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèì ¾cøèòü¿ ðåøåíèÿ u1(x) è
u2(x) âäîëü êîíòàêòíîé ãðàíèöû S îáëàñòåé Ω1 è Ω2 :

G(x) = k
(1)
1 (x)

∂u1
∂x1

= k
(2)
1 (x)

∂u2
∂x1

= θ(x2) (u2(x) − u1(x)) , x ∈ S. (2.3)

Åñëè ââåñòè ôóíêöèè âèäà

u(x) =

{
u1(x), x ∈ Ω1;
u2(x), x ∈ Ω2,

(2.4)

kα(x), d(x), f(x), q(ξ) =

{
k
(1)
α (x), d1(x), f1(x), q1(ξ), x ∈ Ω1;

k
(2)
α (x), d2(x), f2(x), q2(ξ), x ∈ Ω2, α = 1, 2,

(2.5)
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òî çàäà÷ó (2.1)− (2.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω , óäîâëåòâîðÿþùóþ â êàæäîé èç

îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ïîëóëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

Lu(x) = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂u

∂xα

)
+ d(x)q(u) = f(x), x ∈ Ω1 ∪ Ω2, (2.6)

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà âíåøíåé ãðàíèöå ∂Ω è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà âíóòðåííåé ãðà-
íèöå S (íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé Ω1 è Ω2 )

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 = (∂Ω1 \ S) ∪ (∂Ω2 \ S) ,[
k1(x)

∂u

∂x1

]
= 0, G(x) =

(
k1(x)

∂u

∂x1

)
= θ(x2)[u], x ∈ S,

(2.7)

ãäå [u] = u2(x) − u1(x) = u+ − u− � ñêà÷îê ôóíêöèè u(x) íà S , à kα(x), f(x) è q(ξ) ,
α = 1, 2 � èçâåñòíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ïî-ðàçíîìó â Ω1 è Ω2 , îáëàäàþùèå íåêîòî-
ðûìè óñëîâèÿìè ãëàäêîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ Ωk , k = 1, 2 , ïðåòåðïåâàþùèìè
ðàçðûâ íà S ïåðâîãî ðîäà; θ(x2) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ; g(x) =

(
d1(x), d2(x)

)
� óïðàâëå-

íèå. Îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü: kα(x) ∈ W 1
∞(Ω1) ×W 1

∞(Ω2) ,
0 < ν ≤ kα(x) ≤ ν , α = 1, 2 , x ∈ Ω1 ∪ Ω2 , θ(x2) ∈ L∞(S) , 0 < θ0 ≤ θ(x2) ≤ θ0 , x ∈ S ,
f(x) ∈ L2(Ω1)×L2(Ω1) , ν, ν, θ0, θ0 � çàäàííûå êîíñòàíòû; ôóíêöèè qα(ξ) îïðåäåëåíû íà R

ñî çíà÷åíèÿìè â R è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: qα(0) = 0, 0 < q0 ≤ qα(ξ1) − qα(ξ2)

ξ1 − ξ2
≤

Lq <∞, äëÿ âñåõ ξ1, ξ2 ∈ R, ξ1 ̸= ξ2 .
Ââåäåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

Uk =
{
gk(x) = dk(x) ∈ H(k) : 0 < d0 ≤ dk(x) ≤ d0 ï.â. íà Ωk

}
, k = 1, 2, (2.8)

ãäå H(k) = L2(Ωk) � ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé, Uk ⊂ H(k) , U =
2∏

k=1

Uk , H = H(1) ×H(2) ,

d0 , d0 � çàäàííûå ÷èñëà, à ï.â. � ïî÷òè âñþäó. Çàäàäèì ôóíêöèîíàë öåëè J : U → R â
âèäå

g → J(g) =

∫
Ω1

∣∣∣u(x1, x2; g) − u
(1)
0 (x)

∣∣∣2 dΩ1 = I(u(x, g)), (2.9)

ãäå u
(1)
0 ∈ W 1

2 (Ω1) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå g∗ ∈ U , êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò íà ìíîæåñòâå U ⊂ H
ôóíêöèîíàë öåëè g → J(g) , òî÷íåå, íà ðåøåíèÿõ u(x) = u(x; g) çàäà÷è (2.6) − (2.7) ,
îòâå÷àþùèõ âñåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì g =

(
d1, d2

)
∈ U , òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü

ôóíêöèîíàë öåëè (2.9) .
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî V (Ω(1,2)) , Ω(1,2) = Ω1 ∪ Ω2 ïàð ôóíêöèé u(x) =

(u1(x), u2(x)) :

V (Ω(1,2)) =
{
u(x) = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1) ×W 1
2 (Ω2)

}
. (2.10)

Çäåñü W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 � Ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, çàäàííûõ â ïîäîáëàñòÿõ

Ωk , k = 1, 2 , ñ ãðàíèöàìè ∂Ωk , k = 1, 2 è íîðìîé [4]

∥uk∥W 1
2 (Ωk) =

∫
Ωk

[ 2∑
α=1

(
∂u

∂xα

)2

+ u2k

]
dΩk, k = 1, 2. (2.11)
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Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(u, ϑ)V = (u1, ϑ1)W 1
2 (Ω1) + (u2, ϑ2)W 1

2 (Ω2), ∥u∥2V =
2∑

k=1

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

, (2.12)

V = V (Ω(1,2)) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V (Ω(1,2)) ìîæíî ââåñòè ýêâèâà-

ëåíòíóþ íîðìó

∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

u2k dΓk +

∫
S

[u]2 dS. (2.13)

Ïóñòü
◦
Γk � ÷àñòü ∂Ωk . ×åðåç W 1

2

(
Ωk;

◦
Γk

)
îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà W 1
2 (Ωk) , ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç

C1(Ωk) , ðàâíûõ íóëþ âáëèçè
◦
Γk⊂ ∂Ωk , k = 1, 2 � êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà

◦
Γk ãðàíèöû ∂Ωk .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) ïàð ôóíêöèé u(x) = (u1(x), u2(x)) :

◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) =

{
u(x) = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1; Γ1) ×W 1
2 (Ω2; Γ2)

}
(2.14)

ñ íîðìîé:

∥u∥ ◦
V Γ1,Γ2

= ∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +

∫
S

[u]2 dS. (2.15)

Ïîä ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (2.6) − (2.6) ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g(x) =(
d1(x), d2(x)

)
ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x) ∈

◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëü-

íîìó òîæäåñòâó

Q(u, ϑ) =

∫
Ω1∪Ω2

[ 2∑
α=1

kα(x)
∂u

∂xα

∂ϑ

∂xα
+ d(x) q(u)ϑ

]
dΩ(1,2) +

∫
Ω1∪Ω2

θ(x)[u][ϑ]dS =

=

∫
Ω1∪Ω2

f(x)ϑdΩ(1,2) = l(ϑ), ∀ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)).

(2.16)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïðè ëþáîì g ∈ U ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðå-

øåíèå u(x) ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) çàäà÷è (2.6) − (2.6) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (2.16) . Çàäà÷à î íà-

õîæäåíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç (2.16) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíå-

íèÿ Au = F , ãäå íåëèíåéíûé îïåðàòîð A :
◦
V Γ1,Γ2→

◦
V Γ1,Γ2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(Au, ϑ) ◦
V Γ1,Γ2

= Q(u, ϑ) , ∀u, ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) , à ïðàâàÿ ÷àñòü F ∈

◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèåì (F, ϑ) ◦
V Γ1,Γ2

= l(ϑ) , ∀ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà àïðèîð-

íàÿ îöåíêà ∥u(x, g)∥ ◦
V Γ1,Γ2

≤ C
2∑

k=1

∥fk(x)∥L2(Ωk)
.

Â äàëüíåéøåì, ïðè èññëåäîâàíèè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ è ôóíêöèîíàëó ñäåëàåì îòíîñèòåëüíî ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïðÿ-
ìîé çàäà÷è ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå (àíàëîãè÷íîå ïðåäïîëîæåíèþ, ñäåëàííîìó â ðàáîòå
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[14], ñ.16 ïðè èññëåäîâàíèè òàì ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ çàäà÷è ñ òàêèìè æå óñëîâèÿìè ñîïðÿ-
æåíèÿ), à èìåííî: ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.6)− (2.6) ïðèíàäëåæèò W 2

2 (Ω1) ×W 2
2 (Ω2) ,

òî÷íåå, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

◦

V̂ Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) =
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) ∩ {u = (u1, u2) ∈ W 2

2 (Ω1) ×W 2
2 (Ω2)}, (2.17)

è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g ∈ U ñïðàâåäëèâà îöåíêà

2∑
k=1

∥uk(x, g)∥W 2
2 (Ωk) ≤M

2∑
k=1

∥fk(x)∥L2(Ωk), ∀g ∈ U, (2.18)

ãäå M = Const > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò óïðàâëåíèÿ g(x) =
(
d1(x), d2(x)

)
∈ U .

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.6)-(2.9). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9).

Ò å î ð å ì à 2.2. Ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
g∗ ∈ U çàäà÷è (2.6)-(2.9), ò.å. J∗ = inf

{
J(g) : g ∈ U

}
> −∞ , U∗ =

{
g∗ ∈ U : J(g∗) =

J∗
}

̸= ∅ . Ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà U∗ ôóíêöèîíàëà öåëè J(g) â ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷å (2.6)-(2.9) ñëàáî áèêîìïàêòíî â H = L2(Ω1) × L2(Ω2) . Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
g(n)
}∞
n=1

⊂ U ôóíêöèîíàëà J(g) ñëàáî â H ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó
U∗ .

3. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Êîððåêòíîñòü àïïðîêñèìàöèé

Â ñâÿçè ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè (2.6)-(2.9)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ àïïðîêñèìà-
öèè çàäà÷è (2.6)-(2.9) è èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñåòêè íà [0, lα] , α = 1, 2 , è â Ω , ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû â
Ω (ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ ñåòîê, íîðì è ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñì. [11] ).

Îïðåäåëèì ñåòî÷íûå àíàëîãè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñëåäîâ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé yk(x)
è νk(x) , x ∈ ω(k) íà ãðàíèöàõ ∂ω(k) ñåòîê ω(k) , k = 1, 2 :

(yk, νk)L2(∂ω(k)) =
∑

x∈∂ω(k))

yk(x) νk(x) τk(x), k = 1, 2,

è ñåòî÷íûå àíàëîãè íîðì L2(∂ω
(k)) , ïîðîæäàåìûå ýòèìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

∥yk∥2L2(∂ω(k)) = (yk, yk)L2(∂ω(k)) =
∑
∂ω(k)

y2k(x)τk(x), k = 1, 2,

τ1(x) =


h1(x1), x1 ∈ ω

(1)
1 , x2 = 0, l2;

h2(x2), x2 ∈ ω2, x1 = 0, ξ;
h1(x1) + h2(x2)

2
, x ∈ γ̃(1),

τ2(x) =


h1(x1), x1 ∈ ω

(1)
1 , x2 = 0, l2;

h2(x2), x2 ∈ ω2, x1 = ξ, l1;
h1(x1) + h2(x2)

2
, x ∈ γ̃(2),
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γ̃(k) � ìíîæåñòâî óãëîâûõ òî÷åê ïðÿìîóãîëüíèêà Ωk , k = 1, 2 . Â ïîäðîáíîé çàïèñè,
íàïðèìåð, ñåòî÷íûé àíàëîã íîðìû áóäåò L2(∂ω

(1)) îïðåäåëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

∥y1∥2L2(∂ω(1)) =
∑
x2∈ω2

[
y21(0, x2) + y21(ξ, x2)

]
~2(x2) +

∑
x1∈ω1

[
y21(x1, 0) + y21(x1, l2)

]
~1(x1).

Ïóñòü òåïåðü
0
γ (k) = ∂ω(k)∩

0

Γ k ≡ ∂ω(k) \ Sξ � ïîäìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ ∂ω(k)

ñåòêè ω(k) ⊂ Ωk , k = 1, 2 . ×åðåç L2

(
ωk), γ(k)

)
îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà

ñåòî÷íûõ ôóíêöèé L2

(
ω(k)

)
, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà γ(k) ñ íîðìàìè

∥yk∥2L2(ω(k);γ(k))
=
∑

x∈ω(k)

y2k(x)h1h2 +
1

2

∑
x∈Sξ

y2k(x)h1h2 =
∑

x∈ω(k)

y2k(x)h1h2 +
1

2

∑
x2∈ω2

y2k(ξ, x2)h1h2,

k = 1, 2 , èíäóöèðîâàííûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(yk, νk)L2(ω(k);γ(k)) =
∑

x∈ω(k)

yk(x)νk(x)h1h2 +
1

2

∑
x∈Sξ

yk(x)νk(x)h1h2, k = 1, 2.

Â äàëüíåéøåì ∥yk∥2L2(Sξ)
=
∑
x∈Sξ

y2(x)h2 =
∑

x2∈ω2

y2(ξ, x2)h2 . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

(y1, ν1)L2(ω(1);γ(1)) = (y1, ν1)L2(ω(1)+×ω2), (y2, ν2)L2(ω(2);γ(2)) = (y2, ν2)L2(ω(2)−×ω2).

×åðåç W 1
2

(
ω(k), γ(k)

)
îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé

W 1
2

(
ω(k)

)
, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà γ(k) , k = 1, 2 . Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥yk∥2L2(ω(k))
≤ C ∥∇yk∥2 , C = Const > 0, k = 1, 2.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
0

Hγ(1),γ(2) (ω(1,2)) è
0

V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) ïàð ñåòî÷íûõ

ôóíêöèé y = (y1, y2) :
0

Hγ(1),γ(2) (ω(1,2)) =
{
y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈ L2(ω

(1), γ(1))

×L2(ω
(2), γ(2))

}
,

0

V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) =
{
y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈ W 1

2 (ω(1), γ(1)) ×W 1
2 (ω(2), γ(2))

}
,

ñ íîðìàìè

∥y∥20
H

γ(1),γ(2)

=
2∑

k=1

∥yk∥2L2(ω(k);γ(k) , ∥y∥20
V

γ(1),γ(2)

=
2∑

k=1

∥∇yk∥2 + ∥[y]∥2L2(Sξ)
. (3.1)

×åðåç e
(1)
1 (x1) áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îòðåçêà [0, ξ] : e

(1)
1 (x1) = {r1 : x1 −

0.5h1 ≤ r1 ≤ x1 + 0.5h1} , x1 ∈ ω
(1)
1 ⊂ [0, ξ] , e

(1)
1 (0) = {r1 : 0 ≤ r1 ≤ 0.5h1} , e(1)1 (ξ) =

{r1 : ξ− 0.5h1 ≤ r1 ≤ ξ} , à ÷åðåç e(2)1 (x1) � ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îòðåçêà [ξ, l1] : e
(2)
1 (x1) =

{r1 : x1 − 0.5h1 ≤ r1 ≤ x1 + 0.5h1} , x1 ∈ ω
(2)
1 ⊂ [ξ, l1] , e

(2)
1 (ξ) = {r1 : ξ ≤ r1 ≤ ξ + 0.5h1} ,

e
(1)
1 (l1) = {r1 : l1 − 0.5h1 ≤ r1 ≤ l1} . Ââåäåì òàêæå ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îòðåçêà [0, l2] :
e2(x2) = {r2 : x2 − 0.5h2 ≤ r2 ≤ x2 + 0.5h2} , x2 ∈ ω2 ⊂ [0, l2] , e2(0) = {r2 : 0 ≤ r2 ≤ 0.5h2} ,
e2(l2) = {r2 : l2−0.5h2 ≤ r2 ≤ l2} . Äàëåå, ÷åðåç e(1)(x) ≡ e(1)(x1, x2) = e(1)(x1)×e2(x2) , x ∈
ω(1) = ω

(1)
1 ×ω2 ⊂ Ω1 áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îáëàñòè Ω1 , à ÷åðåç e

(2)(x) ≡
e(2)(x1, x2) = e(2)(x1) × e2(x2) , x ∈ ω(2) = ω

(2)
1 × ω2 ⊂ Ω2 � ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îáëàñòè

Ω2 . Ïóñòü ν(x) = ν1(x) , x ∈ Ω1 . Îïðåäåëèì äëÿ ôóíêöèé ν1(x) , x ∈ Ω1 óñðåäíÿþùèå
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îïåðàòîðû ïî Ñòåêëîâó Sxα ïî ïåðåìåííûì xα :

Sx1ν1(x) =
1

~1

∫
e
(1)
1 (x1)

ν1(r1, x2)dr1, x1 ∈ ω
(1)
1 , ~1 = ~1(x1) =

{
h1, x1 ∈ ω

(1)
1 ,

0.5h1, x1 = 0, ξ,

Sx2ν1(x) =
1

~2

∫
e2(x2)

ν1(x1, r2)dr2, x2 ∈ ω2, ~2 = ~2(x2) =

{
h2, x2 ∈ ω2,
0.5h2, x2 = 0, l2,

C ïîìîùüþ îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ Sxα , äåéñòâóþùèõ ïî íàïðàâëåíèþ xα , α = 1, 2 ,
îïðåäåëèì óñðåäíÿþùèé îïåðàòîð Sx = Sx1Sx2 êàê ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ óñðåäíÿ-
þùèõ îïåðàòîðîâ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ óñðåäíÿþùèå îïåðàòîðû ïî Ñòåêëîâó äëÿ
ôóíêöèé ν2(x) , x ∈ Ω2 . Â äàëüíåéøåì ÷åðåç H

(k)
h (ω(k)∪Sξ) ≡ L2(ω

(k)∪Sξ) áóäåì îáîçíà-
÷àòü ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé Φkh(x) , x ∈ ω(k)∪Sξ , çàäàííûõ íà ñåòêå ω

(k)∪Sξ

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé:(
Φkh, Φ̃kh

)
H

(1)
h

=
(
Φkh, Φ̃kh

)
H

(k)
h (ω(k)∪Sξ)

=
∑

x∈ω(k)

Φkh(x)Φ̃kh(x)h1h2 + 1
2

∑
x∈Sξ

Φkh(x)Φ̃kh(x)h1h2,∥∥Φkh

∥∥2
H

(k)
h (ω(k)∪Sξ)

=
(
Φkh,Φkh

)
H

(k)
h

.

Çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.6) − (2.9) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèå
ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè: ìèíèìèçèðîâàòü ñåòî÷íûé ôóíêöèîíàë

Jh(Φh) =
∑

x∈ω(1)

∣∣y(x; Φh) − u
(1)
0h (x)

∣∣2~1~2 =
∥∥y(x; Φh) − u

(1)
0h (x)

∥∥2
L2(ω(1))

, (3.2)

ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y(x) ≡ y(x; Φh) =
(
y1(x; Φh), y2(x; Φh)

)
∈

0

V γ(1),γ(2) ,
íàçûâàåìàÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ çàäà÷è (2.6)− (2.7) , óäîâëåòâîðÿåò

äëÿ ëþáîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè ν(x) =
(
ν1(x), ν2(x)

)
∈

0

V γ(1),γ(2) ñóììàòîðíîìó òîæäåñòâó

Qh(Φh, y, v) =

{∑
ω
(1)+
1

∑
ω2

a
(1)
1h (x) y1x1 v1x1h1h2 +

(∑
ω
(1)
1

∑
ω+
2

a
(1)
2h (x) y1x2 v1x2h1h2+

+
1

2

∑
ω+
2

a
(1)
2h (ξ, x2) y1x2(ξ, x2) v1x2(ξ, x2)h1h2

)}
+

{∑
ω
(2)+
1

∑
ω2

a
(2)
1h (x) y2x1 v2x1h1h2+

+

(∑
ω
(2)
1

∑
ω+
2

a
(2)
2h (x) y2x2 v2x2h1h2 +

1

2

∑
ω+
2

a
(2)
2h (ξ, x2) y2x2(ξ, x2) v2x2(ξ, x2)h1h2

)}
+

+

{(∑
ω(1)

Φ1h(x) q1(y1(x)) ν1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

Φ1h(ξ, x2) q1(y1(ξ, x2)) ν1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

{(∑
ω(2)

Φ2h(x) q2(y2(x)) ν2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

Φ2h(ξ, x2) q2(y2(ξ, x2)) ν2(ξ, x2)h1h2

)}
+

+
∑
ω2

θh(x2)
[
y(ξ, x2)

] [
ν(ξ, x2)

]
h2 =

{(∑
ω(1)

f1h(x) ν1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f2h(ξ, x2) ν1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

(∑
ω(2)

f2h(x) ν2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f2h(ξ, x2) ν2(ξ, x2)h1h2

)}
= lh(v),

(3.3)
à ñåòî÷íûå óïðàâëåíèÿ Φh =

(
Φ1h,Φ2h

)
òàêîâû, ÷òî

Φkh(x) ∈ Ukh =
{

Φkh(x) ∈ H
(k)
h = L2(ω

(k) ∪ Sξ) : 0 < d0 ≤ Φkh(x) ≤ d0,

x ∈ ω(k) ∪ Sξ

}
, k = 1, 2.

(3.4)
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Çäåñü a
(1)
αh(x) , a

(2)
αh(x) , fαh(x) , α = 1, 2 , θh(x2) , u

(1)
0h (x) � ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ôóíê-

öèé k
(1)
α (x) , k

(2)
α (x) , fα(x) , α = 1, 2 , θ(x2) , u

(1)
0 (x) , îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç óñðåäíåíèÿ ïî

Ñòåêëîâó:

a
(α)
1h (x1, x2) =

1

h2

∫
e2(x2)

k
(α)
1 (x1 − 0.5h1, r2) dr2, x ∈ ω

(α)+
1 × ω2, α = 1, 2;

a
(α)
2h (x1, x2) =

1

h1

∫
e
(α)
1 (x1)

k
(α)
2 (r1, x2 − 0.5h2) dr1, x ∈ ω

(α)
1 × ω+

2 , α = 1, 2;

a
(1)
2h (ξ, x2) =

2

h1

ξ∫
ξ−0.5h1

k
(1)
2 (r1, x2 − 0.5h2) dr1, x2 ∈ ω+

2 ;

a
(2)
2h (ξ, x2) =

2

h1

ξ+0.5h1∫
ξ

k
(2)
2 (r1, x2 − 0.5h2) dr1, x2 ∈ ω+

2 ;

fαh(x) =
1

h1h2

∫ ∫
e(α)(x)

dα(r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω(α), α = 1, 2;

f1h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ∫
ξ−0.5h1

∫
e2(x2)

d1(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2;

f2h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ+0.5h1∫
ξ

∫
e2(x2)

d2(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2;

θh(x2) =
1

h2

∫
e2(x2)

θ(r2) dr2, x2 ∈ ω2;

u
(1)
0h (x) =

1

h1h2

∫ ∫
e(1)(x)

u
(1)
0 (r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω(1) = ω

(1)
1 × ω2.

(3.5)

Ò å î ð å ì à 3.1. Çàäà÷à î íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.3) ïðè ëþ-
áîì ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè Φh ∈ Uh ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíå-

íèÿ Ah y = Fh , ãäå Ah � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç
◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) â

◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) è ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ Fh ∈

◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(Ah y, ϑ) ◦
V

γ(1),γ(2)

= Qh(y, ϑ) , (Fh, ϑ) ◦
V

γ(1),γ(2)

= lh(ϑ) , ∀y, ϑ ∈
◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) ; çàäà÷à (ðàç-

íîñòíàÿ ñõåìà) (3.3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî ñåòî÷íîãî óïðàâëåíèÿ Φh ∈ Uh ,
ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà∥∥y(x,Φh)

∥∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω(1,2))

≤M
(
∥f2h∥L2(ω(2)∪Sξ)

+ ∥f1h∥L2(ω(1)∪Sξ)

)
. (3.6)

Ò å î ð å ì à 3.2. Äëÿ êàæäîãî h > 0 ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå Φh∗ ∈ Uh â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòî÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
(3.2)− (3.5) , ò.å. Jh∗ = inf

{
Jh(Φh) : Φh ∈ Uh

}
> −∞ , Uh∗ =

{
Φh∗ ∈ Uh : Jh(Φh∗) = Jh∗

}
̸=

∅ .
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4. Àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñåòî÷-

íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïî ñîñòîÿíèþ

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó u(r; g) � ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (2.6) ñ ðàçðûâíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì è y(x,Φh) =

(
y1(x,Φh), y2(x,Φh)

)
� ðåøåíèåì àïïðîêñèìè-

ðóþùåé åå ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ (3.3) ïðè h → 0 , äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàí-
íûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh , ãäå U è Uh � ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëå-
íèé â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.6)-(2.9) è (3.2)− (3.5) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

u(r; g) =
(
u1(r; g), u2(r; g)

)
∈

◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (2.6), îòâå÷àþùåå

äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ g ∈ U , à y(x,Φh) =
(
y1(x,Φh), y2(x,Φh)

)
∈

◦
V Γ1,Γ2 (ω(1,2)) �

ðåøåíèå çàäà÷è (3.3) , îòâå÷àþùåå ñåòî÷íîìó óïðàâëåíèþ Φh ∈ Uh . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
z(x) ≡ z(x; g,Φh) =

(
z1(x; g,Φh), z2(x; g,Φh)

)
=
(
y1(x; Φh) − u1(x; g), y2(x; Φh) − u2(x; g)

)
�

ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ.
Àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ óñòàíàâëèâàåò

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü g ∈ U è Φh ∈ Uh � ïðîèçâîëüíûå óïðàâëåíèÿ, à u(r; g)
è y(x,Φh) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîñòîÿíèÿ â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ
(2.6)-(2.9) è (3.2)−(3.5) . Òîãäà äëÿ ëþáûõ h > 0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåòîê ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9):

∥z(x; g,Φh)∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω(1,2))

= ∥y(x; Φh) − u(x; g)∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω(1,2))

≤ C

{
|h|
[ 2∑
α=1

(
∥k(α)1 ∥L∞(Ωα)

+

+
2∑

α=1

∥k(α)2 ∥L∞(Ωα)
+ L qα∥dα∥L∞(Ωα)

)
∥uα∥W 2

2 (Ωα) + ∥θ∥L∞(0,l2)

2∑
α=1

∥uα∥W 2
2 (Ωα)

]
+

+ ∥Sxd1(x) − Φ1h(x)∥L2(ω(1)∪Sξ)
+ ∥Sxd2(x) − Φ2h(x)∥L2(ω(2)∪Sξ)

}
.

(4.1)

5. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà è ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ïî ôóíêöèîíàëó, ñõîäèìîñòü

ïî óïðàâëåíèþ. Ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ñåòî÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.2)−
(3.5) ïî ôóíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ íåîáõîäèìî, ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó
ôóíêöèîíàëàìè Jh(Φh) è J(g) ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (2.6)-(2.9) è (3.2)−(3.5) , äëÿ ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh , è ëþáûõ h > 0 .

Îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.2)−(3.5)
óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 5.1. Äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
(2.6)-(2.9) è (3.2) − (3.5) ñîîòâåòñòâåííî è ëþáûõ h > 0 äëÿ ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî
ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.2)− (3.5) ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∣∣J(g) − Jh(Φh)

∣∣ =
∣∣I(u(r; g)) − Ih(y(x; Φh))

∣∣ ≤M
[
|h|+

+ ∥Sxd1(x) − Φ1h(x)∥L2(ω(1)∪Sξ)
+ ∥Sxd2(x) − Φ2h(x)∥L2(ω(2)∪Sξ)

]
,

(5.1)

ãäå M = Const > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò h , y , u , Φh , g .
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Ðàññìîòðèì ñåòî÷íûå óïðàâëåíèÿ Φkh(x) , x = (x1, x2) ∈ ω(k)∪Sξ è îïðåäåëèì êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ íà Ωk ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé Φkh(x) , x ∈ ω(k) ∪ Sξ , k = 1, 2 ïî
ôîðìóëàì

ĝ
(k)
h (r) = P̂khΦkh(r) = Φkh(x), r ∈ ê(k)(x), x ∈ ω(k) ∪ Sξ, (5.2)

ãäå ê(k)(x) ⊂ Ωk � ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îáëàñòè Ωk , k = 1, 2 (ñì. [11] ):
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ (2.6)-(2.9) ïî ôóíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàç-
íîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (3.2) − (3.5) , çàâèñÿùèõ îò øàãà h = (h1, h2) ñåòêè ω =
ω(1)∪ω(2) = ω(1,2) ⊂ Ω1∪Ω2 ïðè |h| → 0 . Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâÿçè ìåæäó ýêñòðåìàëüíûìè
çàäà÷àìè (2.6)-(2.9) è (3.2)− (3.5) ââåäåì îòîáðàæåíèÿ:

Rh : H → Hh, P̂h : Hh → H, (5.3)

êîòîðûå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: Rhg = Φh , ãäå g = (d1, d2) , Φh =(
R1hg1, R2hg2

)
=
(
Sxd1(x), Sxd2(x)

)
, Rkhdk = Sxdk(x) , x ∈ ω(k) ∪ Sξ � äèñêðåòèçàöèè

íà ñåòêàõ x ∈ ω(k) ∪ Sξ óïðàâëåíèé gk(r) ≡ dk(r) = dk(r1, r2) , r ∈ Ωk , k = 1, 2 , ãäå

Sx = Sx1Sx2 � îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ ïî Ñòåêëîâó; à P̂hΦh = g , ãäå Φh =
(
Φ1h,Φ2h

)
,

g =
(
P̂1hΦ1h(r), P̂2hΦ2h(r)

)
, P̂khΦkh(r) � êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ íà Ωk ñåòî÷íûõ

óïðàâëåíèé Φkh(x) , x ∈ ω(k) ∪ Sξ , k = 1, 2 , îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (5.2) .

Ò å î ð å ì à 5.2. Ïóñòü J∗ è Jh∗ � íèæíèå ãðàíè ôóíêöèîíàëîâ J(g) è Jh(Φh)
â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (2.6)-(2.9) è (3.2)− (3.5) ñîîòâåòñòâåííî. Ñåìåéñòâî ñåòî÷íûõ
çàäà÷ (3.2) − (3.5) , çàâèñÿùèõ îò øàãà h = (h1, h2) ñåòêè ω = ω(1) ∪ ω(2) = ω(1,2) ⊂
Ω1 ∪ Ω2 ïðè |h| → 0 àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (2.6)-(2.9) ïî
ôóíêöèîíàëó, ò.å. lim Jh∗ = J∗ ïðè |h| → 0 , è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè∣∣Jh∗ − J∗

∣∣ ≤M |h|. (5.4)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè êàæäîì h = (h1, h2) è ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòêè ω = ωh =
ω(1) ∪ω(2) ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
Jh∗ + εh íèæíåé ãðàíè Jh∗ ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) íà Uh â çàäà÷å (3.2) − (3.5) è íàéäåíî
ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φhεh(x) ∈ Uh , äàþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.2)− (3.5) â
ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Jh∗ ≤ Jh(Φhεh) ≤ Jh∗ + εh, Φhεh ∈ Uh, (5.5)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εh òàêîâà, ÷òî εh ≥ 0 è εh → 0 ïðè |h| → 0 . Çäåñü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü εh õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Jh(Φh)
íà Uh .

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè ïðèíÿòü ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φhεh(x) ∈ Uh èç (5.5) â
êà÷åñòâå íåêîòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàäà÷è (2.6)-(2.9).

Ò å î ð å ì à 5.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé
{

Φhεh

}
⊂ Uh

îïðåäåëåíà èç óñëîâèé (5.5). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé
{
P̂hΦhεh(r)

}
, ãäå

P̂h : Hh → H � îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå èç (5.3), ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ

ôóíêöèîíàëà J(g) èñõîäíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9), òî åñòü lim J(P̂hΦhεh) = J∗ ïðè |h| → 0
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

0 ≤ J(P̂hΦhεh) − J∗ ≤ C |h| + εh.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
P̂hΦhεh(r)

}
ñëàáî â H = L2(Ω1) × L2(Ω2) ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó

U∗ ̸= ∅ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9).
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.1. Èç îöåíêè (5.4) è íåðàâåíñòâà (5.5) íåòðóäíî ïîëó÷èòü,
÷òî lim Jh(Φhεh) = J∗ ïðè |h| → 0 , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè∣∣Jh(Φhεh) − J∗

∣∣ ≤M |h| + εh.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â H ïî àðãóìåíòó (óïðàâëåíèþ) ðàç-
íîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé (3.2)− (3.5) . Â ñèëó òåîðåìû 2.2. çàäà÷à (3.2)− (3.5) êîððåêòíî
ïîñòàâëåíà â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H . Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, îíà ÿâëÿåòñÿ
íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè ïî À.Í. Òèõîíîâó â ñèëüíîé òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà H , òî åñòü íåò îñíîâàíèÿ îæèäàòü, ÷òî ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (â òîì ÷èñëå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òåîðåìû 5.3. ) áóäåò ñõîäÿùåéñÿ â íîðìå
H êî ìíîæåñòâó U∗ . Äëÿ ðàçðàáîòêè óñòîé÷èâûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî ñõî-
äÿùèõñÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ èçâåñòíûé ìåòîä
ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà [15], [16] . Ðàññìîòðèì îäèí âàðèàíò ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè
À.Í. Òèõîíîâà, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü äëÿ èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ìèíèìèçè-
ðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷àåìóþ íà îñíîâå ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè, ñèëüíî
ñõîäÿùóþñÿ ê ìíîæåñòâó ¾Ω -íîðìàëüíûõ ðåøåíèé¿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
(2.6)-(2.9). Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ Jh(Φh) âåäóòñÿ ïðè-
áëèæåííî, êàê â ñèëó ïðèáëèæåííîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè, òàê è â ñèëó òîãî, ÷òî ñ÷åò
âåäåòñÿ ñ îêðóãëåíèÿìè, òàê ÷òî âìåñòî ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) , ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ
ïðèáëèæåííûé ôóíêöèîíàë Jhδh(Φh) , êîòîðûé ñâÿçàí ñ Jh(Φh) ñîîòíîøåíèÿìè

Jhδh(Φh) = Jh(Φh) + θδh(Φh),
∣∣θδh(Φh)

∣∣ ≤ δh, ∀Φh ∈ Uh, δh → +0 ïðè |h| → 0.

Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ñåìåéñòâà ñåòî÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (3.2) − (3.5) ââåäåì íà U
ôóíêöèîíàë-ñòàáèëèçàòîð Ω(g) = ∥g∥2H , g ∈ U è åãî ñåòî÷íûé àíàëîã Ωh(Φh) = ∥Φh∥2Hh

,
Φh ∈ Uh . Ïðè êàæäîì h = (h1, h2) ðàññìîòðèì íà Uh ñåòî÷íûé ôóíêöèîíàë Òèõîíîâà çà-
äà÷è (3.2)−(3.5) : Thδhαh

(Φh) = Jhδh(Φh)+αhΩ(Φh), Φh ∈ Uh , ãäå {αh} � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè |h| → 0 . Ðàññìîòðèì
òåïåðü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Thδhαh

(Φh) íà Uh : ïðè êàæäîì h = (h1, h2)

îïðåäåëèì ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φ̂h = Φhδhαhνh ∈ Uh , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

Thδhαh∗ = inf
{
Thδhαh

(Φh) : Φh ∈ Uh

}
≤ Thδhαh

(Φ̂h) ≤ Thδhαh∗ + νh, (5.6)

ãäå νh ≥ 0 è νh → +0 ïðè |h| → 0 . Ââåäåì ìíîæåñòâî Ω -íîðìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.6)-(2.9): U∗∗ = {g∗∗ ∈ U∗ : Ω(g∗∗) = inf Ω(g∗) : g∗ ∈ U∗} .

Ò å î ð å ì à 5.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé
{

Φ̂h

}
îïðå-

äåëåíà èç óñëîâèé (5.6) . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
P̂hΦ̂h(r)

}
, ãäå îòîáðàæåíèå P̂h :

Hh → H îïðåäåëåíî â (5.3) , ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ ôóíêöèîíàëà J(g) èñõîäíîé

ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9), òî åñòü lim J(P̂hΦ̂h) = J∗ ïðè |h| → 0 è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

0 ≤ J(P̂hΦ̂h) − J∗ ≤M
(
|h| + δh + νh + αh

)
.

Åñëè, êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
αh

}
,
{
δh
}
,
{
νh
}
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì αh ,

δh , νh > 0 , αh, δh, νh → 0 ïðè |h| → 0 , ïðè÷åì
{
αh

}
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñîãëàñîâàíî ñ

âåëè÷èíàìè |h| , δh , νh òàê, ÷òî
(
|h|+ νh + δh

)
/αh → 0 ïðè |h| → 0 , òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü
{
P̂hΦ̂h

}
ñèëüíî â H ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó Ω -íîðìàëüíûõ (â ñìûñëå ìèíèìàëü-

íîé íîðìû) îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé U∗∗ çàäà÷è (2.6)-(2.9), òî åñòü

lim ρ
(
P̂hΦ̂h;U∗∗

)
= lim inf

{
∥P̂hΦ̂h − g∗∗∥H : g∗∗ ∈ U∗∗

}
= 0, ïðè|h| → 0,

lim Ω
(
P̂hΦ̂h

)
= lim

∥∥P̂hΦ̂h

∥∥2
H

= Ω∗ = inf Ω(g∗), g∗ ∈ U∗, ïðè |h| → 0.
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî limThδhαh∗ = J∗ , limThδhαh
(Φ̂h) = J∗

ïðè |h| → 0 , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:∣∣Thδhαh∗ − J∗
∣∣ ≤M

[
|h| + δh + αh

]
,

∣∣Thδhαh
(Φ̂h) − J∗

∣∣ ≤M
[
|h| + νh + δh + αh

]
.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.3. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ðåøåíèÿ
ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (3.2)− (3.5) .
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Numerical method of one optimal control problem solution

for semilinear elliptic equation with discontinuous

coe�cients and solution

c⃝ F. V. Lubyshev4, A. R. Manapova5, M. E. Fairuzov6

Abstract. Non-linear optimal control problem for semilinear elliptic equation with discontinuous
coe�cients and solution, with controls involved in the coe�cients is considered and investigated in
the work. Method of di�erence approximation of extremum problem is stated. The convergence rate
of the approximations with respect to the state and the functional is estimated, weak convergence
with respect to the control is established. The approximations are regularized by Tikhonov.

Key Words: optimal control problem, semilinear elliptic equation, method of di�erence
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