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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Mn � ãëàäêîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Íàïîìíèì,
÷òî ãëàäêèé ïîòîê f t íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè îí çàäàåòñÿ ãëàäêèì âåê-
òîðíûì ïîëåì5 v : Mn → TMn è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà Ω(f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ îñîáûõ òî÷åê p1, . . . , pl (ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåàðèçàöèè ïîëÿ v(x) â îñîáûõ
òî÷êàõ èìååþò íåíóëåâûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè) è êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé γ1(t), . . . , γm(t) (ìóëüòèïëèêàòîðû6 ëþáîé çàìêíóòîé
òðàåêòîðèè ïî ìîäóëþ íå ðàâíû 1);

2. óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ îñîáûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
èìåþò òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî íå ñîäåðæèò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé.

A.Ì. Ëÿïóíîâ ðàçðàáîòàë ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè, ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû, ÷òî è ëåãëî â îñíî-
âó îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ïîòîêà.

Ïóñòü f t � ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûé íà ìíîãîîáðàçèè Mn è Ω(f t) åãî íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé Ëÿïóíîâà ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t íà Mn , åñëè îíà óäîâëåòîâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
vgrines@yandex.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; olga-pochinka@yandex.ru
3 Còóäåíò 5-ãî êóðñà, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
4 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-

ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ansakharov2008@yandex.ru.
5 Êàê âñåãäà, ñèìâîëû TMn è NMn îáîçíà÷àþò êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ðàññëîåíèÿ íàä ãëàäêèì

ìíîãîîáðàçèåì Mn.
6 Ìóëüòèïëèêàòîðû ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ëèíåéíîé ÷àñòè îòîá-

ðàæåíèÿ çà ïåðèîä, îïðåäåëåííîãî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ.
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1. φ(f t(x)) < φ(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ̸∈ Ω(f t) è ëþáîãî t > 0 ;

2. φ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà êàæäîé òðàåêòîðèè èç Ω(f t)

Ñîãëàñíî ×. Êîíëè [2] ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ïîòîêà Ìîðñà-
Ñìåéëà7. Ïðè ýòîì, åñëè äëÿ äàííîãî ïîòîêà ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà èçâåñòíà èç êàêèõ-ëèáî
ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ýíåðãèè äëÿ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì â ìå-
õàíèêå), òî çíàÿ ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ýòîé ôóíêöèè, ìîæíî (â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå) âîññòàíîâèòü äèíàìèêó ñàìîãî ïîòîêà. Áîëåå òîãî, ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà êëàññû ïîòîêîâ è ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ìîæíî èçâëå÷ü è áîëåå äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ
î âçàèìîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà è äèíàìèêîé ïîòîêà. Â ÷àñòíîñòè, ôóíê-
öèÿ Ëÿïóíîâà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ñèñòåì èç íåêîòî-
ðîãî êëàññà.

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè ìíî-
æåñòâî åå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîíå÷íî è ñîñòîèò èç íåâûðîæäåííûõ òî÷åê, òî åñòü òî÷åê

â êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

(
∂2φ

∂xi∂xj

)
(ãåññèàí) îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êè p ôóíêöèè Ìîðñà φ ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû(
∂2φ

∂xi∂xj

)
, âû÷èñëåííîé â òî÷êå p , íàçûâàþò èíäåêñîì êðèòè÷åñêîé òî÷êè p è îáî-

çíà÷àþò ind (p). Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû y1, . . . , yn íàçûâàåìûå êîîðäèíàòàìè Ìîðñà, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ φ èìååò
âèä

φ(y1, . . . , yn) = φ(p) − y21 − · · · − y2k + y2k+1 + · · · + y2n,

ãäå k = ind(p) (ëåììà Ìîðñà, [5], ëåììà 2.2).
Åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà φ äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà

f t ñîñòîèò â òðåáîâàíèè, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà. Â ýòîì ñëó÷àå, àíàëîãè÷íî
[7] (Proposition), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p ïîòîêà f t ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè φ , ïðè ýòîì èíäåêñ Ìîðñà dim W u

p ðàâåí ind(p) .
Åñëè ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãëàäêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà φ äëÿ ïîòîêà f t ñîâ-

ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Ω(f t) , òî φ íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ f t. Ôàêò
ñóùåñòâîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ïîòîêîâ èç çàäàííîãî êëàññà òðåáóåò îáîñ-
íîâàíèÿ. Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïîëó÷åí Ñ. Ñìåéëîì [8], êîòîðûé â
1961 ãîäó äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé Ìîð-
ñà äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ, çàäàííûõ íà ãëàäêîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì
ìíîãîîáðàçèè Mn, n ≥ 1 . Â 1968 ãîäó K. Ìåéåð [4] îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò, ïîñòðî-
èâ ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ìîðñà-Áîòòà8 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà
Mn .

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ñëóæèòü äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò âàæíîå ïîíÿòèå, ïðè-
íàäëåæàùåå Ð. Òîìó [10].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Äâå ãëàäêèå ôóíêöèè φ : Mn → R è ψ : Mn → R íàçû-
âàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû G : Mn →
Mn è χ : R → R òàêèå, ÷òî

ψ ◦G = χ ◦ φ.
7 Íà ñàìîì äåëå Êîíëè äîêàçàë áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîãî ïîòîêà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.
8 Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-Áîòòà, åñëè åå ãåññèàí â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå íåâû-

ðîæäåí â íàïðàâëåíèè íîðìàëüíîì ê êðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó óðîâíÿ.
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Ê. Ìåéåð äîêàçàë ([4], theorem 2), ÷òî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïîòîêè Ìîðñà-
Ñìåéëà èìåþò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè. Â ðàáîòå [4]
(proposition) óòâåðæäàëîñü, ÷òî äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà îðèåíòèðóåìûõ
ïîâåðõíîñòÿõ, íåêîòîðàÿ ñïåöèàëüíàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïî-
ëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Îäíàêî, êàê áûëî îòìå÷åíî À.À. Îøåìêîâûì è Â.Â. Øàðêî
[6], ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí òîëüêî äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ. Â [6] óêàçàíû ïðèìå-
ðû òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè
íà òîðå, èìåþùèìè ýêâèâàëåíòíûå ñïåöèàëüíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ñïåöèàëüíàÿ
ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà f t : Mn → Mn � ýòî ñàìî-
èíäåêñèðóþùàÿñÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà, òî åñòü ôóíêöèÿ Ìîðñà φ : Mn → [0, n] òàêàÿ, ÷òî
φ(p) = ind(p) äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ïîòîêà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ, èìåþùèõ
ñåäëîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îäèíàêîâîãî èíäåêñà Ìîðñà è çàäàííûõ íà îðèåíòèðóåìîì
çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 3, ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(M3) êëàññ òàêèõ ïî-
òîêîâ è äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå ñåäëîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïîòîêîâ èìåþò èíäåêñ Ìîðñà 1.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t ∈ Φ(M3) . Òîãäà íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f t) ñî-
äåðæèò ðîâíî îäèí èñòî÷íèê, k ≥ 0 ñåäåë è k + 1 ñòîê, à îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå
M3 äèôôåîìîðôíî 3-ñôåðå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïîòîêè f t, f ′t ∈ Φ(M3) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâèâàëåíòíû èõ ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ 12-01-00672,
13-01-12452-îôè-ì ÐÔÔÈ è ãðàíòà Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ
íà îêàçàíèå óñëóã â 2012-2014 ãã. ïîäâåäîìñòâåííûìè âûñøèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè
(øèôð çàÿâêè 1.1907.2011).

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Ïóñòü f t ∈ Φ(M3) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ≥ 0 ÷èñëî ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà
f t è ÷åðåç f ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà f t . Òîãäà f : M3 → M3 � äèôôåîìîð-
ôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà c k ñåäëîâûìè òî÷êàìè èíäåêñà Ìîðñà 1 è áåç ñåäëîâûõ òî÷åê ñ
èíäåêñîì Ìîðñà 2. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k ïîêàæåì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f)
ñîäåðæèò ðîâíî îäèí èñòî÷íèê, k ≥ 0 ñåäåë è k + 1 ñòîê, à îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå
M3 äèôôåîìîðôíî 3-ñôåðå.

Åñëè k = 0 , òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f) äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò â òî÷íî-
ñòè èç îäíîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî ñòîêà, à îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî S3

(ñì., íàïðèìåð, [3], òåîðåìà 2.2.1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû èìååò ìåñòî äëÿ k < n , äîêàæåì åãî ñïðà-

âåäëèâîñòü äëÿ k = n .
Âûáåðåì íåêîòîðóþ ñåäëîâóþ òî÷êó σ äèôôåîìîðôèçìà f . Òîãäà 2-ñôåðà S =

cl (W s
σ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ðåïåëëåðîì, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

U(S) ∈ M3 è öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r(S) òàêîå, ÷òî U(S) ⊂ int f r(S)(U(S)) . Íå
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óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r(S) = 1 äëÿ ëþáîãî σ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïå-
ðåéäåì ê íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f , ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå M3 îñòàíåòñÿ
ïðåæíèì).

Èç ðàáîòû [1] (Proposition 0.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîð-
ôèçìà f ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü V (S) ⊂ U(S) ñôåðû S , îãðàíè÷åííàÿ ãëàä-
êî âëîæåííûìè 2-ñôåðàìè S1 , S2 è ãîìåîìîðôíàÿ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S2 × [−1, 1] .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1 è l2 íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû òî÷êè σ , ÷åðåç ω1 è ω2 � ñòîêîâûå
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå çàìûêàíèÿì l1 è l2 ñîîòâåòñòâåííî (âîçìîæíî, ω1 = ω2 ). Èç ëî-
êàëüíîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ñëåäóåò, ÷òî äóãè
cl l1 ∩ V (S) è cl l2 ∩ V (S) ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà V (S) \ S .

Óäàëèì èç ìíîãîîáðàçèÿ M3 âíóòðåííîñòü îêðåñòíîñòè V (S) . Ìíîãîîáðàçèå M3 \
int V (S) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, ñîñòîÿùèì èç ñôåð S1 ,
S2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃3 êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, ïîëó÷åííîå èç ìíîãîîáðàçèÿ
M3 \ int V (S) ïðèêëåèâàíèåì âäîëü åãî êðàÿ äâóõ çàìêíóòûõ 3-øàðîâ B3

1 è B3
2 . Çàäàäèì

äèôôåîìîðôèçì f̃ : M̃3 → M̃3 òàêèì îáðàçîì, ÷òî:
1) äèôôåîìîðôèçì f̃ |M̃3\(B3

1∪B3
2)

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì

f |M3\int V (S) ;

2) f̃ |B3
1∪B3

2
èìååò òîëüêî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè α1 ∈ B3

1 , α2 ∈ B3
2 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì èñòî÷íèêîì.
Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f̃) äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f̃ ñîäåðæèò n− 1

ñåäëîâûõ òî÷åê ñ èíäåêñîì Ìîðñà 1 è íå ñîäåðæèò ñåäëîâûõ òî÷åê ñ èíäåêñîì Ìîðñà 2.
Ïîñêîëüêó Ω(f̃) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè äâà èñòî÷íèêà, òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
ìíîãîîáðàçèå M̃3 ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè M̃3

1 , M̃
3
2 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ

äèôôåîìîðôíà S3 .
Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîãîîáðàçèå M3 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé äâóõ ýêçåìïëÿðîâ 3 -ñôåð9.

Ïîýòîìó M3 ãîìåîìîðôíî 3− ñôåðå. Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì f̃ |M̃3\(B3
1∪B3

2)
òîïîëîãè-

÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì f |M3\int V (S) , òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåî-
ìîðôèçìà f ñîäåðæèò ðîâíî îäèí èñòî÷íèê, n ñåäåë è n+ 1 ñòîê. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü φ è φ′ � ñàìîèäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè òî-
ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà f t è f ′t èç ìíîæåñòâà Φ(M3) è
h : M3 → M3 ãîìåîìîðôèçì, ïðåîáðàçóþùèé òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïî-
òîêà f ′t . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ñàìîèäåêñèðóþùåéñÿ ôóíêöèè è ñâîéñòâ ãîìåîìîðôèçìà
h ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ïîòîêà f t èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
φ(p) = φ′(h(p)) . Ïîýòîìó âûáåðåì â êà÷åñòâå ãîìåîìîðôèçìà χ òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå, è ñêîíñòðóèðóåì ãîìåîìîðôèçì G , óäîâëåòâîðÿþùèé îïðåäåëåíèþ 1.2.

Ïóñòü x ∈ Mn ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îòëè÷íàÿ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç lx òðàåêòîðèþ ïîòîêà f t (f ′t) , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x è ÷åðåç
α(lx) (ω(lx) ) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿþùååñÿ α -ïðåäåëüíûì (ω -ïðåäåëüíûì) ìíî-
æåñòâîì òðàåêòîðèè lx . Ïîëîæèì x′ = h(x) . Òîãäà lx′ = h(lx) . Èç ñâîéñòâ ãîìåîìîð-
ôèçìà h ñëåäóåò, òî÷êà α(lx′) = h(α(lx)) (ω(lx′) = h(ω(lx)) ). Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà: φ(α(lx)) = φ′(α(lx′)) è φ(ω(lx)) = φ′(ω(lx′)) . Ïóñòü c ∈ (φ(ω(lx)), φ(α(lx)))

9 Ñâÿçíîé ñóììîé M3
1 ♯M

3
2 äâóõ îðèåíòèðóåìûõ ñâÿçíûõ 3 -ìíîãîîáðàçèé M3

1 , M3
2 íàçûâàåòñÿ ìíî-

ãîîáðàçèå M3
1 ♯M

3
2 , ïîëó÷åííîå óäàëåíèåì èç M3

1 ,M
3
2 øàðîâ B3

1 ⊂ M1
3 , B3

2 ⊂ M3
2 è ñêëåèâàíèåì îñòàâ-

øèõñÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà φ : ∂B3
1 → ∂B3

2 , îáðàùàþùåãî åñòåñòâåííóþ
îðèåíòàöèþ ∂B3

1 .
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è Σc = φ−1(c) (Σ′
c = (φ′)−1(c)) . Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè

ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Σc ∩ lx (Σ′
c ∩ lx′) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Òîãäà íà ìíî-

æåñòâå M3 \Ω(f t) êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå G̃ , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå
y = Σc∩ lx òî÷êó y′ = Σ′

c∩ lx′ . Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå G̃ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
ìåæäó ìíîæåñòâàìè M3 \ Ω(f t) è M3 \ Ω(f ′t) , ïðåîáðàçóþùèì òðàåêòîðèè ïîòîêà f t è
ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ óðîâíåé ôóíêöèè φ â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t è ìíîæåñòâî ðåãó-
ëÿðíûõ óðîâíåé ôóíêöèè φ′ 10. Â ñèëó ñâîéñòâà φ(α(lx)) = φ′(α(lx′) è φ(ω(lx)) = φ′(ω(lx′)
äëÿ ëþáîé òî÷êè x , îòëè÷íîé îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ãîìåîìîðôèçì îäíîçíà÷íî ïðî-
äîëæàåòñÿ äî èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà G , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ: φ(x) = φ′(G(x)) .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f t è f ′t ïîòîêè èç ìíîæåñòâà Φ(M3) , èìåþùèå ýêèâàëåíòíûå
ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè φ è φ′ , ñîîòâåòñòâåííî. Èç îïðåäåëåíèÿ
ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû G : M3 → M3 è χ :
[0, 3] → [0, 3] , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå φ′ ◦G = χ ◦ φ.

Ðèñ. 1: Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ h1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3 ðàáîòû [9], M3 =
∪

p∈Ω(f t)

W s
p . Äëÿ q = 0, 1, 2, 3 îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ωq(f
t) ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t ñ èíäåêñîì Ìîðñà q . Èç òåîðåìû

1.1. ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ω3(f
t) ñîñòîèò èç îäíîãî èñòî÷íèêà α . Äëÿ ëþáîãî c ∈ [0, 3]

ïîëîæèì Σc = φ−1(c), Σ′
c = (φ′)−1(c) è Mc = φ−1([0, c]), M ′

c = (φ′)−1([0, c]) . Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà óáûâàåò âäîëü áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé ïîòîêà, òî M1 ∩ W s

Ω1(f t) =

Ω1(f
t) . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Q ìíîæåñòâà M1 \Ω1(f

t)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñòîê ω

Q
∈ Ω0(f

t) òàêîé, ÷òî Q ⊂ W s
ω
S
. Ïóñòü x ∈ (∂Q\Ω1(f

t)) .

Òîãäà òðàåêòîðèÿ lx ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x èìååò ω -ïðåäåëüíóþ òî÷êó
ω

Q
è α -ïðåäåëüíóþ òî÷êó α . Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, 3) ìíîæåñòâî Σc∩lx ñîñòîèò

èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.
Ïîëîæèì x′ = G(x) è ñíàáäèì øòðèõîì îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ ïîòîêà f ′t , àíàëîãè÷-

íûõ ââåäåííûì âûøå îáúåêòàì ïîòîêà f t . Òîãäà íà ìíîæåñòâå W s
Ω0(f t)\cl W u

Ω1(f t) êîððåêò-

íî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå h̃1 , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó Σc∩ lx â òî÷êó Σ′
χ(c)∩ lx′ (ñì. ðèñóíîê

10 Ðåãóëÿðíûì óðîâíåì ôóíêöèè Ìîðñà íàçûâàåòñÿ óðîâåíü, íå ñîäåðæàùåé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
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1). Ïîñêîëüêó ω
Q′ = G(ω

Q
) è îòîáðàæåíèå h̃1 ïåðåâîäèò ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ

â ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ′ , òî h̃1 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåî-
ìîðôèçìà h1 : W s

Ω0(f t) → W s
Ω0(f ′t) , îñóùåñòâëÿþùåãî òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü

îãðàíè÷åíèé ïîòîêîâ f t è f ′t íà ìíîæåñòâà W s
Ω0(f t) è W s

Ω0(f ′t) .

Ðèñ. 2: Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ h2.

Ïîëîæèì C = Σ2 ∩ W u
Ω1(f t) è C ′ = Σ′

2 ∩ W u
Ω1(f ′t) . Ñîãëàñíî òåîðèè Ìîðñà, ëèíèÿ

óðîâíÿ Σ2 (Σ′
2) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé 2-ñôåðîé. Ïîñêîëüêó φ (φ′) ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé

ôóíêöèåé ïîòîêà f t (f ′t) è Σ′
2 = G(Σ2) , òî ìíîæåñòâî C (C ′) ñîñòîèò èç k îêðóæíîñòåé,

ïî îäíîé íà êàæäîì óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ìíîæåñòâà W s
Ω1(f t) (W s

Ω1(f ′t)) . Ïîñêîëüêó

h1(Σ2 \ C) = Σ′
2 \ C ′ è h1|Ω0(f t) = G|Ω0(f t) , òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : Σ2 → Σ′

2 ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) g(C) = C ′ ;
b) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V (C) ìíîæåñòâà C òàêàÿ, ÷òî g|Σ2\V (C) = h0|Σ2\V (C) .
Ïóñòü x ∈ Σ2 , c ∈ (0, 3) . Òîãäà íà ìíîæåñòâå W u

α \ α êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîá-
ðàæåíèå h̃2 , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó Σc ∩ lx â òî÷êó Σ′

χ(c) ∩ lx′ (ñì. ðèñóíîê 2). Ïîñêîëü-

êó α′ = G(α) , òî îòîáðàæåíèå h̃2 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîð-
ôèçìà h2 : W u

α → W u
α′ , îñóùåñòâëÿþùåãî òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîòîêîâ

f t è f ′t íà ìíîæåñòâàõ W u
α è W u

α′ . Ïîñêîëüêó ãîìåîìîðôèçì h2 ïåðåâîäèò ìíîæå-
ñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ â ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ′ , òî h2 åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà h : M3 → M3 ôîðìóëîé

h(x) =

{
h2(x), åñëè x ∈ W u

α ;
h1(x), åñëè x ∈ cl W u

Ω1(f t).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Energy function as complete topological invariant for the

gradient-like �ows with the saddle points of the same

Morse index on 3-manifolds

c⃝ V. Z. Grines11, O. V. Pochinka12, A. V. Ruzaev13, A.N. Sakharov14.

Abstract. It is shown that for gradient-like �ows with the same Morse index on closed 3-manifolds
the energy function is a complete invariant.
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