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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ ãðóáûõ ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ëîòêè-Âîëüòåððà, êî-
òîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîãíèòèâíûõ è ýìîöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ìîçãà â
ðàáîòàõ [5],[6].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåéðîííûå ñåòè, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå öåïî÷êè, ñèñòåìà Ëîòêè-Âîëüòåððà.

1. Ââåäåíèå

Òðàäèöèè ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ìûøëåíèÿ íà áàçå òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
áåðóò ñâî¼ íà÷àëî ñ ðîæäåíèÿ êèáåðíåòèêè â êîíöå 1940-õ ãîäîâ [1]. Îäíàêî â òî âðåìÿ
ïðåîáëàäàëî âëèÿíèå ñèìâîëè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è ïðèìåíåíèå
÷èñòî èíôîðìàöèîííîãî ïîäõîäà ê ïñèõîëîãè÷åñêèì çàäà÷àì. Êðîìå òîãî, åù¼ â 1960-1970-
x ãîäàõ îòñóòñòâîâàëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå òåõíîëîãèè èññëåäîâàíèÿ ìîçãà ñ äîñòàòî÷íî
âûñîêèì ïðîñòðàíñòâåííûì è âðåìåííûì ðàçðåøåíèåì. Ïîýòîìó ïîïûòêè äèíàìè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ �æèâîãî èíòåëëåêòà� â òî âðåìÿ îñîáîãî óñïåõà íå èìåëè.

Â êîíöå XX âåêà äèíàìè÷åñêèå èäåè ïðèìåíèòåëüíî ê ìîçãó âíîâü ñòàëè ïîïóëÿð-
íû. Ê ïðèìåðó, àâòîðû [2] îïèñàëè ðàçâèòèå îïðåäåë¼ííîãî ïîâåäåíèÿ íîâîðîæä¼ííîãî,
òàêîãî êàê �ëÿãàíèå� è �ïîòÿãèâàíèå� ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêèõ ïîíÿòèé óñòîé÷èâîñòè,
àòòðàêòîðîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è èõ áèôóðêàöèé. Ïîèñêè äèíàìè÷åñêèõ ìåõàíèç-
ìîâ ýìîöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ âåäóòñÿ ìíîãèå äåñÿòèëåòèÿ. Íàïðèìåð, óæå â 1935 ã. âû-
ñêàçûâàëèñü ìíåíèÿ, ÷òî ýìîöèè � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäíûõ ñîñòîÿíèé [3]. Â
ðàáîòå [4] ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé è ïîëîæèòåëüíûå, è îòðèöàòåëüíûå ýìî-
öèè ðàññìàòðèâàþòñÿ è èçìåðÿþòñÿ êàê ñîñóùåñòâþùèå è êîíêóðèðóþùèå äèíàìè÷åñêèå
ïðîöåññû.

Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [5],[6] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîãíèòèâíûõ è ýìîöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé ìîçãà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ëîòêè-
Âîëüòåððà. Ïðè îñîáûõ óñëîâèÿõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû óäàåòñÿ îáíàðóæèòü
íåãðóáóþ ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ öåïî÷êó ñîåäèíÿþùóþ ñåäëîâûå òî÷êè ñèñòåìû.

Íàñòîÿùàÿ æå ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèñòåìû Ëîòêè-Âîëüòåððà è ïîèñêó óñëî-
âèé, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ãðóáûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé â ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòîé ñèñòåìû.

2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Äèíàìèêó ïðîöåññà êîíêóðåíöèè êîãíèòèâíûõ èëè ýìîöèîíàëüíûõ ìîä ìåæäó ñîáîé
è ýìîöèîíàëüíûõ è êîãíèòèâíûõ ìîä äðóã ñ äðóãîì áóäåì îïèñûâàòü ñèñòåìîé óðàâíåíèé
òèïà Ëîòêè-Âîëüòåððà. Â îáîáù¼ííîé ôîðìå ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððà èìååò âèä

1 Ñòóäåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; igor.kl@mail.ru
2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; olga-pochinka@yandex.ru
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∂

∂t
xi(t) = xi

{
µi(E)−

n∑
j=1

φij(E)xj(t)

}
+ xi(t)η(t), i ∈ N, i = 1, n, (2.1)

ãäå xi ≥ 0 õàðàêòåðèçóåò àêòèâíîñòü i -é ìîäû (÷èñëåííîñòü i -é ïîïóëÿöèè â ýêî-
ëîãèè), n � ÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìîä (ïîïóëÿöèé), µi(E) � èêðåìåíò i -é ìîäû,
E � ïîñòóïàþùàÿ â ñèñòåìó èíôîðìàöèÿ èëè äîñòóïíûå ðåñóðñû, φij(E) � ýëåìåíòû
ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ, η(t) � ìóëüòèïëèêàòèâíûé øóì, ïðèñóòñòâóþùèé â ñèñòåìå.

Ïîëîæèì µi(E) = 1, i = 1, n è ðàññìîòðèì äàííóþ ìîäåëü â ïðîñòðàíñòâå R3 ïðè
îòñóòñòâèè ìóëüòèïëèêàòèâíîãî øóìà. Òîãäà ñèñòåìà ïðèìåò âèä

∂

∂t
xi(t) = xi

{
1−

3∑
j=1

φij(E)xj(t)

}
, i ∈ N, i = 1, 3, (2.2)

Àâòîðàìè [5],[6] áûëà èññëåäîâàíà äèíàìèêà ñèñòåìû (2.2) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàò-
ðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ (φij(E)) èìååò âèä

(φij(E)) =

 1 α β
β 1 α
α β 1

 (2.3)

À èìåííî, ïðè óñëîâèè β > 1 > α , β + α > 2 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû òî÷-
êà (0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, à òî÷êè (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) � ñåäëàìè, êàæäîå èç
êîòîðûõ èìååò îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå. Êðèâûå ïî êîòîðûì ïåðåñåêàþòñÿ
ñåäëà îáðàçóþò íåãðóáóþ ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ öåïî÷êó. Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, ïîïàâ â íåêî-
òîðóþ îêðåñòíîñòü ãåòåðîêëèíè÷åñêîé öåïî÷êè, ïðîõîäèò âñþ öåïî÷êó îò ñåäëà ê ñåäëó,
íå ïîêèäàÿ ýòîé îêðåñòíîñòè.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëè Ëîòêè-Âîëüòåððà íà ïðåäìåò íà-
ëè÷èÿ â íåé ãðóáûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé â ïðîñòðàíñòâå R3 ïðè îòñóòñòâèè
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî øóìà äëÿ ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ (φij(E)) ñëåäóùåãî âèäà

(φij(E)) =

 1 µ µ
µ 1 µ
µ µ 1

 (2.4)

Ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà µ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû óäàëîñü îáíà-
ðóæèòü ãðóáûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ, à èìåííî, áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêà-
çàíà ñëåäóùàÿ òåîðåìà

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ (2.4) è äëÿ ëþáûõ µ ∈ (−1
2
, 1) â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû Ëîòêè-Âîëüòåððà (2.2) ñóùåñòâóþò ãðóáûå ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèå êðèâûå.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ãðàíòû 12-01-00672, 11-01-12056-îôè-ì ÐÔÔÈ,
ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039 è ãðàíò Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â
ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ íà îêàçàíèå óñëóã â 2012-2014 ãã. ïîäâåäîìñòâåííûìè
âûñøèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè (øèôð çàÿâêè 1.1907.2011) çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ
ïîääåðæêó.
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3. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:
ẋ1 = P (x1, x2, x3)

ẋ2 = Q(x1, x2, x3)

ẋ3 = R(x1, x2, x3)

(3.1)

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå:

ẋ = F (x), x = (x1, x2, x3) ∈ R3 (3.2)

Ðåøåíèåì òàêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîòîê. Äàäèì áîëåå
ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîòîêà íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ïîòîêîì íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R3, d) íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : R3 × R → R3 ñ ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè

1. f(x, 0) = x,∀x ∈ R3

2. f(f(x, t), s) = f(x, t+ s),∀x ∈ R3; ∀s, t ∈ R

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïîòîêà áóäåì ïîëàãàòü f(x, t) = f t(x), t ∈ R . Ìíîãèå ñâîéñòâà
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæåíèåì è àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì åå òðà-
åêòîðèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Òðàåêòîðèåé èëè îðáèòîé òî÷êè p ∈ R3 íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî Op = f t(p), t ∈ R .

Âûäåëÿþò íåñêîëüêî âèäîâ òðàåêòîðèé:

1. Íåîñîáûå, ãîìåîìîðôíûå R1 .

2. Ïåðèîäè÷åñêèå, ãîìåîìîðôíûå S1 .

3. Íåïîäâèæíûå òî÷êè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. 1. Òî÷êà p íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ∃
per(p) > 0, òàêîå ÷òî f per(p)(p) = p, f t(p) ̸= p ∀t ∈ (0, per(p)).

2. Òî÷êà p ∈ R3 íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé, åñëè Op = p .

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêîãî âèäà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.4. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p ïîòîêà f t íàçûâàåòñÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêîé, åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ßêîáè (∂F

∂x
)|p íåò ÷èñåë ñ íóëåâîé

âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

Ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

• ñòîêîâûå (âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü),
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• èñòî÷íèêîâûå (âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü,

• ñåäëîâûå (íåïîäâèæíûå òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ íè ñòîêîâûìè, íè èñòî÷íèêîâûìè)

Ãèïåðáîëè÷íîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ òàê íàçûâàåìûõ èí-
âàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

W s
p =

{
y ∈ R3 : d(p, fk(y)) → 0, k → ∞

}
� óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

W s
u =

{
y ∈ R3 : d(p, f−k(y)) → 0, k → ∞

}
� íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

Ðèñ. 1: Ãðóáîå ïåðåñå÷åíèå

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.5. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè p óñòîé÷è-
âîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ýòîé òî÷êè,
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè W s

p \ p (W u
p \ p) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé (íåóñòîé÷èâîé) ñåïàðà-

òðèñîé, à ÷èñëî, ðàâíîå ðàçìåðíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì
Ìîðñà ýòîé òî÷êè.

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ñåäëîâûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè èíòåðåñåí îñîáûé âèä
äâèæåíèå îò ñåäëà ê ñåäëó, ÿâëÿþùååñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì ïåðåñå÷åíèåì èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé. Åñëè èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, òî òàêîå
ïåðåñå÷åíèå íàçûâàþò ãðóáûì (ðèñ. 1).

Åñëè èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ íåòðàíñâåðñàëüíî, òî òàêîå ïåðåñå÷å-
íèå íàçûâàþò íåãðóáûì (ðèñ. 2).

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.

Çàïèøåì ñèñòåìó (2.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ (φij(E)) èìååò âèä (2.4)
ẋ1 = x1(1− x1 − µx2 − µx3)

ẋ2 = x2(1− µx1 − x2 − µx3)

ẋ3 = x3(1− µx1 − µx2 − x3)

(4.3)

Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû (4.3) è èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà â ñèëó îñîáîãî âèäà ìàò-
ðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ (φij(E)) íàõîäÿòñÿ ïóòåì íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé. Èòàê, â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èìååì ñëåäóùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè: O = (0, 0, 0), A1 = (1, 0, 0),
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Ðèñ. 2: Íåãðóáîå ïåðåñå÷åíèå

A2 = (0, 1, 0), A3 = (0, 0, 1), B1 = (0, 1
µ+1

, 1
µ+1

), B2 = ( 1
µ+1

, 0, 1
µ+1

), B3 = ( 1
µ+1

, 1
µ+1

, 0),

C = ( 1
2µ+1

, 1
2µ+1

, 1
2µ+1

)
Äëÿ òî÷êè O ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà: λ1 = λ2 = λ3 = 1 . Òî÷êè A1, A2, A3 èìåþò

ñîáñòâåííûå ÷èñëà: λ1 = λ2 = 1− µ, λ3 = −1− µ , à òî÷êè B1, B2, B3 : λ1 = λ2 =
−1
µ+1

,

λ3 =
1−µ
1+µ

. Íàêîíåö, äëÿ òî÷êè C ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áóäóò ñëåäóùèìè: λ1 =
−1

2µ+1
,

λ2 =
µ−1
2µ+1

, λ3 =
−1−µ
2µ+1

.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû µ ∈ (−1
2
, 1) . Òîãäà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû

èìååì: O � èñòî÷íèê, C � ñòîê, A1, A2, A3 � ñåäëà ñ èíäåêñîì 2, B1, B2, B3 � ñåäëà ñ
èíäåêñîì 1.

Ðàññìîòðèì ñåäëîâûå òî÷êè A1, A2, B3 è îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (4.3) íà ïëîñêîñòü
x3 = 0 {

ẋ1 = x1(1− x1 − µx2)

ẋ2 = x2(1− µx1 − x2)
(4.4)

Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (4.4) òî÷êè A1, A2 èìåþò ñîáñòâåííûå ÷èñëà:
λ1 = 1 − µ, λ2 = −1 − µ , à òî÷êà B3 : λ1 = λ2 =

−1
µ+1

. Òî åñòü, ïðè µ ∈ (−1
2
, 1) ïîëó÷àåì,

÷òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (4.4) òî÷êè A1, A2 � ñåäëà, à òî÷êà B3 � ñòîê.
Ïîñêîëüêó äðóãèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (4.4) íåò, ëþáàÿ
òðàåêòîðèÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåäëà A1, A2 äîëæíà äâèãàòüñÿ ê ñòîêó B3 , ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü îçíà÷àåò íàëè÷èå ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó ïàðàìè òî÷åê A1, B3

è A2, B3 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (4.3). Ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ
ýòèõ òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì.

Äëÿ îñòàëüíûõ ïàð òî÷åê ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íûìè â ñèëó ñèììåòðèè ñèñòåìû
(4.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ðèñ. 3: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
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Rough heteroclinic curves in neural networks
c⃝ I. S. Klykov3, O. V. Pochinka4

Abstract. The result is a proof of the existence of rough heteroclinic curves in the system of
di�erential equations of Lotka-Volterra model, which was proposed to model the cognitive and
emotional functions of the brain in papers [5], [6].
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