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Î òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ïîñðåäñòâîì
òðåõöâåòíîãî ãðàôà
c⃝ Ñ. Õ. Êàïêàåâà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå íàéäåíû óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç
íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â êà÷åñòâå ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà èñïîëüçóåòñÿ òðåõöâåò-
íûé ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì àíàëîãè÷íîãî ïîíÿòèÿ ââåäåííîãî â ðàáîòå [4] äëÿ ïîòî-
êîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-
ôèçì, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå äèôôåîìîðôèçìû, òðåõöâåòíûé ãðàô

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f áóäåì îáîçíà÷àòü Ωf . Ïðåäñòàâèì
Ωf = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2 , ãäå Ωi(f) - ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f èí-
äåêñà i ( i = 0, 1, 2 ), òî åñòü Ω0(f) , Ω1(f) , Ω2(f) - ìíîæåñòâà ñòîêîâûõ, ñåäëîâûõ,
èñòî÷íèêîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ñîîòâåòñòâåííî.

×åðåç Lf îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîð-
ôèçìà f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîì Ìîðñà - Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèè Mn , åñëè:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ãèïåðáîëè÷íî è êîíå÷íî (òî åñòü ñîñòîèò èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèöû ßêîáè íå ðàâíû åäèíèöå);

2. äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p , q óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
p è

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u
q ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî òðàíñâåðñàëüíû â êàæ-

äîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà ïåðåñå÷åíèå W s
p∩W u

p ñîñòî-
èò â òî÷íîñòè èç îäíîé òî÷êè p , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ïðèâåëî áû ê áåñêîíå÷íî-
ñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî äëÿ ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p , q ïåðåñå-
÷åíèå W s

p ∩W u
q ìîæåò áûòü íåïóñòûì ìíîæåñòâîì. Åñëè dimW s

p+dimW
u
q = n , òî êàæäàÿ

òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ W s
p ∩W u

q , íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé, åñëè dimW s
p+dimW

u
q >

n , êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè W s
p ∩W u

q íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êîìïîíåíòîé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà íàçûâàåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩ W u
q ̸= ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p, q ∈ Ωf

ñëåäóåò, ÷òî dimW u
p < dimW u

q .

1 Ñòóäåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãà-
ðåâà, ã. Ñàðàíñê; kapkaevasvetlana@yandex.ru
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Äâà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà f , f ′ :
Mn → Mn íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþ-
ùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì h :Mn →Mn òàêîé, ÷òî f ′ = hfh−1 .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåðíîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M2 , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ìíîæåñòâî Ωf (f ∈ G) ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê è îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîð-
ôèçìà íà íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ëþáîé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ.

2. äèôôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì.2

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåðíîì ìíîãîîá-
ðàçèè íà ïîâåðõíîñòÿõ Ì. Ïåéêøîòî [5] ââåë ïîíÿòèå ðàçëè÷àþùåãî ãðàôà. Ýòîò èíâà-
ðèàíò ÿâèëñÿ îáîáùåíèåì ñõåìû ïîòîêà, ââåäåííîé Å.À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé è À.Ã.
Ìàéåðîì äëÿ ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé, îïðåäåëåííûõ â îãðàíè-
÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè [3]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [5] ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî ðàçëè÷àþùèé ãðàô, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äëÿ ïîòîêîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (ñ òî÷íîñòüþ äî òðàåêòîðíîé òîïîëîãè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè). Ðåçóëüòàò Ïåéêøîòî áûë îáîáùåí Â. Ç. Ãðèíåñîì è À. Í. Áåçäåíåæ-
íûõ äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ êàñêàäîâ íà îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ [1]. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ïðîâåðêà èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ Ïåéêøîòî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì
ïðîöåññîì, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ðàçëè÷àþùèõ ïîäìíîæåñòâ. Â ðàáîòå [4] À. À. Îøåì-
êîâ è Â. Â. Øàðêî ïðåäëîæèëè ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîìó ïîòîêó
Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòè òðåõöâåòíûé ãðàô, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òî-
ïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, íî ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðàôîì Ïåéêøîòî, îïèñàíèå è ïðîâåðêà
èçîìîðôíîñòè òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîé.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [4], ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó äèôôåîìîðôèçìó f ∈ G òðåõ-
öâåòíûé ãðàô è äîêàæåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, êëàññè-
ôèöèðóþùèì ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Ãðàô T íàçûâàåòñÿ òðåõöâåòíûì ãðàôîì, åñëè âñå åãî
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3, à ðåáðà ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â
êàæäîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ ðåáðà òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ. Öâåòà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè
s , t , u .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Äâà òðåõöâåòíûõ ãðàôà T è T ′ íàçîâåì èçîìîðôíû-
ìè, åñëè îíè èçîìîðôíû ñ ñîõðàíåíèåì ðàñêðàñêè (ò.å. ïðè èçîìîðôèçìå ðåáðà ïîìå÷åí-
íûå áóêâàìè s , t , u ïåðåõîäÿò â ðåáðà ïîìå÷åííûå òåìè æå áóêâàìè). Äëÿ êðàòêîñòè
áóäåì íàçûâàòü ýòè ðåáðà s -ðåáðàìè, t -ðåáðàìè è u -ðåáðàìè.

Îïèøåì ïðîöåäóðó ñîïîñòàâëåíèÿ êàæäîìó ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîìó äèôôåîìîðôèçìó
íåêîòîðîãî òðåõöâåòíîãî ãðàôà.

Ïóñòü f - ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåìîðôèçì íà ïîâåðõíîñòè M2 , èìåþùèé õî-
òÿ áû îäíó ñåäëîâóþ îñîáóþ òî÷êó. Óäàëèì èç ïîâåðõíîñòè M2 çàìûêàíèå îáúåäè-
íåíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

2 Òàê êàê M2 äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òî óñëîâèå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîñòè ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå W s

p ∩Wu
q ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p, q èç ìíîæåñòâà Ω(f) .
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äèôôåîìîðôèçìà f è îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî ÷åðåç M̃ , òî åñòü M̃ =
M2\

∪
p∈Ω1

(W u
p ∪W s

p ) , ãäå Ω1 � ìíîæåñòâî âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê. Òîãäà ìíîæåñòâî M̃ ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ îáëàñòåé (ÿ÷ååê), ãîìåîìîðôíûõ îòêðûòîìó
ñòàíäàðòíîìó äèñêó, òî åñòü ìíîæåñòâó {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} . Àíàëîãè÷íî [3] óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà êàæäîé îáëàñòè èç ìíîæåñòâà M̃ èìååò îäèí èç âèäîâ, èçîáðà-
æåííûõ æèðíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 1.1 è ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí èñòî÷íèê, îäèí ñòîê,
îäíó èëè äâå ñåäëîâûå òî÷êè è íåêîòîðûå èç èõ ñåïàðàòðèñ.

α

α

ω ω

1σ 2σ

α

ω

а) б) в)

f x( )
x

f x( )
x f x( )

x

σ σ

Ð è ñ ó í î ê 1.1
Ðàçáèåíèå ÿ÷ååê íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè

Ïóñòü A - ëþáàÿ ÿ÷åéêà èç ìíîæåñòâà M̃ , α è ω - èñòî÷íèê è ñòîê, âõîäÿùèå â åå
ãðàíèöó, ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Äëÿ ëþáîé ñòîêîâîé òî÷êè ω äèôôåîìîðôèçìà
f îáîçíà÷èì ÷åðåç Lω -ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõ
ω â ñâîåì çàìûêàíèè.

Èç ëåììû 3.2.1 ðàáîòû [2] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêèé äèñê Bω òàêîé, ÷òî
ω ∈ Bω ⊂ W s

ω , ïðè÷åì intf(Bω) ⊂ Bω , è ëþáàÿ ñåïàðàòðèñà l ∈ Lω ïåðåñåêàåò ∂Bω â
åäèíñòâåííîé òî÷êå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x íà ãðàíèöå äèñêà Bω , ïðèíàäëåæà-
ùóþ âíóòðåííîñòè ÿ÷åéêè A . Ïîëîæèì y = f(x) è ñîåäèíèì òî÷êè x è y ïðîèçâîëüíîé
ïðîñòîé êðèâîé µ (êðèâîé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé). Ïîëîæèì I =

∪
n∈Z

fn(µ) . Òîãäà çàìû-

êàíèå I ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé, ãðàíè÷íûå òî÷êè êîòîðîé ñîñòîÿò èç òî÷åê α è ω .
Áóäåì íàçûâàòü åå t - êðèâîé (ðèñ. 1.1).

α

σ

ω

s

σ
l

u

σ
l

I

s-кривая

u-кривая

t-кривая

Ð è ñ ó í î ê 1.2
Òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü

Ìíîæåñòâî A\I â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, â ãðàíèöó êàæäîé
èç êîòîðûõ âõîäÿò: òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè - èñòî÷íèê α , ñåäëî σ , ñòîê ω , à òàêæå
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óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà lsσ (áóäåì íàçûâàòü åå s -êðèâîé) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α è σ ,
íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà luσ (u -êðèâàÿ) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ω è σ è êðèâàÿ I ( t -
êðèâàÿ) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α è σ (ðèñ. 1.2).

Êàæäóþ èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà A\I áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëüíîé îá-
ëàñòüþ èëè ïðîñòî òðåóãîëüíèêîì. Ïîëîæèì ∆ ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé
äèôôåîìîðôèçìà f .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî t -êðèâûõ, ïîñòðîåííûõ âî âñåõ ÿ÷åéêàõ ìíîæåñòâà
M̃ . Ïîëîæèì M1 = M̃\T , òîãäà M1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåóãîëüíûõ
îáëàñòåé.

Ñòîðîíîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè íàçîâåì çàìûêàíèå îäíîé èç s , u èëè t êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ãðàíèöû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå òðåóãîëüíûå îáëàñòè, èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, åñëè îíà ïðè-
íàäëåæèò çàìûêàíèÿì îáåèõ òðåóãîëüíèêîâ.

a
1

a
2

w

s

I

I

s s

u

u

f T(f)

tt

Ð è ñ ó í î ê 1.3

Ïîñòðîèì òðåõöâåòíûé ãðàô T (f) , ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëó÷åííîìó ðàçáèåíèþ M1 íà
òðåóãîëüíèêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) âåðøèíû ãðàôà T âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíèêàì ðàçáèåíèÿ
M1 ;

2) äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t èëè u , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì âåðøèíàì òðåóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó s , t èëè u òèïà.

Íà ðèñ. 1.3 ïðèâåäåí ôàçîâûé ïîðòðåò ïðîñòåéøåãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà
íà äâóìåðíîé ñôåðå è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó òðåõöâåòíûé ãðàô.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.1.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ òðåõöâåòíûå ãðàôû T (f), T (f ′) èçîìîðôíû.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Íåîáõîäèìîñòü

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíû äâà òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ äèôôåîìîð-
ôèçìà f, f ′ ∈ G , òî åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h , òàêîé, ÷òî f ′ = hfh−1 . Ïîñòðîèì
äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f òðåõöâåòíûé ãðàô è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç T (f) . Äëÿ êàæäîé
èíâàðèàíòíîé t -êðèâîé I , ó÷àñòâóþùåé â ïîñòðîåíèè ãðàôà T (f) è ïðèíàäëåæàùåé
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íåêîòîðîé ÿ÷åéêå A èç ìíîæåñòâà M̃f = M2 \
∪
p∈Ω1

(W u
p ∪W s

p ) , ïîëîæèì I ′ = h(I) . Òàê

êàê h ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì, òî îí ïðåîáðàçóåò ÿ÷åéêó A â ÿ÷åéêó A′ = h(A)
èç ìíîæåñòâà M̃f ′ = M2 \

∪
h(p)∈Ω′

1

(W u
h(p) ∪W s

h(p)) . Ïî ïîñòðîåíèþ êðèâàÿ I ′ ïðèíàäëåæèò

ÿ÷åéêå A′ . Òàê êàê h ïðåîáðàçóåò çàìûêàíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé
ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôåîìîðôèçìà f â çàìûêàíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷è-
âûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ′ , òî îí îòîáðàæàåò
êàæäóþ òðåóãîëüíóþ îáëàñòü ðàçáèåíèÿ M̃f â òðåóãîëüíóþ îáëàñòü ðàçáèåíèÿ M̃f ′ ñ
ñîõðàíåíèåì òèïà åå ãðàíèöû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (f ′) ãðàô, ïîcòðîåííûé äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ′ ïî ðàçáèåíèþ ñ
èñïîëüçîâàíèåì êðèâûõ I . Ïîêàæåì, ÷òî ãðàôû T (f) è T (f ′) èçîìîðôíû. Ïóñòü ∆(∆′)
� ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé äèôôåîìîðôèçìà f(f ′) , Γ(Γ′) � ìíîæåñòâî
âñåõ âåðøèí òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f)(T (f ′)) è π : ∆ → Γ (π′ : ∆′ → Γ′) îòîáðàæåíèå,
êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f(f ′) âåð-
øèíó ãðàôà T (f)(T (f ′)) . Òîãäà îòîáðàæåíèå η = π′hπ−1 ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì
ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè Γ è Γ′ . Ïîêàæåì, ÷òî η ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå âåðøèíû a , b èíöè-
äåíòíû ðåáðó γν (îïðåäåëåííîãî öâåòà ν ∈ {s, t, u} ), òî âåðøèíû a′ = η(a) è b′ = η(b)
èíöèäåíòíû íåêîòîðîìó ðåáðó γ′ν òîãî æå öâåòà.

Âåðøèíàì a è b èíöèäåíòíûì ðåáðó γν ñîîòâåòñòâóþò äâå òðåóãîëüíûå îáëàñòè ∆a =
π−1(a) è ∆b = π−1(b) , èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó τ ν ( τ òîãî æå öâåòà, ÷òî è γν ). Îáëàñòè
∆a è ∆b ïðåîáðàçóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà h â òðåóãîëüíûå îáëàñòè h(∆a)
è h(∆b) ñ îáùåé ñòîðîíîé τ ′ν . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû a è b , èíöèäåíòíûå ðåáðó
τ ν , ïîä äåéñòâèåì η = π′hπ−1 ïðåîáðàçóþòñÿ â âåðøèíû a′ = π′(h(∆a)) è b′ = π′(h(∆b))
ãðàôà T (f ′) , èíöèäåíòíûå ðåáðó γ′ν .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîñòàòî÷íîñòü

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè, äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ïîëîæèì M2 =M2 \

∪
σ∈Ω1

W s
σ , M

′
2 =M2 \

∪
σ′∈Ω1

W s
σ′ .

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü òðåõöâåòíûå ãðàôû T (f) è T (f ′) äèôôåîìîðôèçìîâ f è
f ′ ñîîòâåòñòâåííî èçîìîðôíû, òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ : M2 → M ′

2 , òàêîé
÷òî h̃f = f ′h̃ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ñòîêîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ω äèôôåîìîðôèçìà f
îáîçíà÷èì ÷åðåç Lω ìíîæåñòâî âñåõ t è u êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ ω ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé
òî÷êîé è ÷åðåç nω - ÷èñëî êðèâûõ ïðèíàäëåæàùèõ Lω .

3 Ââåäåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
Lω′ è nω′ äëÿ ñòîêà ω′ äèôôåîìîðôèçìà f ′ .

Àíàëîãè÷íî ëåììå 3.2.1 ðàáîòû [2], óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêèé çàìêíó-
òûé äèñê Bω ⊂ W s

ω , òàêîé ÷òî ω ∈ intBω , f(Bω) ⊂ Bω è ëþáàÿ êðèâàÿ τ νω ∈ Lω (ãäå
ν - öâåò ðåáðà, ν ∈ {u, t} ) ïåðåñåêàåò êðèâóþ cω = ∂Bω â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Çàäàäèì

â íåêîòîðîé òî÷êå êðèâîé cω ïàðó âåêòîðîâ (
−→
θ ;−→n ) òàêóþ, ÷òî âåêòîð −→n íàïðàâëåí

âíóòðü äèñêà Bω , âåêòîð
−→
θ êàñàåòñÿ êðèâîé cω è çàäàåò íà íåé íàïðàâëåíèå îáõîäà,

3 Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî nω ÷åòíîå. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêà-
íèè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê ìíîæåñòâà M̃ , òàêæå ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêàíèè. Â êàæäîé òàêîé
ÿ÷åéêå áûëà âûáðàíà â òî÷íîñòè îäíà t -êðèâàÿ. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî nω ñîâïàäàåò ñ óäâîåííûì ÷èñëîì
ÿ÷ååê ìíîæåñòâà M̃ , ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêàíèè.
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ïðè êîòîðîì äèñê Bω îñòàåòñÿ ñëåâà (íàçîâåì òàêîé îáõîä ïîëîæèòåëüíûì). Çàíóìåðóåì
êðèâûå, ïåðåñåêàþùèå cω : τ

ν1
ω , τ ν2ω ,... τ

νnω
ω â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì, â êîòîðîì îíè âñòðå-

÷àþòñÿ ïðè âûáðàííîì îáõîäå âäîëü cω , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé êðèâîé èç ìíîæåñòâà Lω .
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî τ ν1ω èìååò öâåò t . Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíóþ îáëàñòü,
ñòîðîíàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êðèâûå τ

ν2k−1
ω è τ ν2kω k = 1, nω/2 è óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà

lsσ , ãäå σ ∈ τ ν2kω , ïðèñâîèì ýòîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè íîìåð 2k− 1 è îáîçíà÷èì åå ∆2k−1 .
Îáëàñòè ñî ñòîðîíàìè τ ν1ω è τ

νnω
ω ïðèñâîèì íîìåð nω . Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå τ

ν2k−1
ω è

τ ν2kω k = 1, nω/2 èìåþò ðàçíûé öâåò, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè îäíîé òðåóãîëüíîé
îáëàñòè (ðàíåå áûëî óêàçàíî ÷òî, âñå ñòîðîíû îäíîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè èìåþò ðàçíûé
öâåò). Òàêèì îáðàçîì âñå τ

ν2k−1
ω êðèâûå áóäóò t -êðèâûìè, τ ν2kω - u -êðèâûìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γω ⊂ Γ ìíîæåñòâî âåðøèí òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) , êîòîðûì ñîîò-
âåòñòâóþò òðåóãîëüíûå îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f , ñîäåðæàùèå ω â ñâîèõ çàìûêàíèÿõ
è ïîëîæèì ψi = π−1(∆i) , ãäå i = 1, nω .

Îòîáðàæåíèå π ïåðåâîäèò òðåóãîëüíûå îáëàñòè ∆2k−1 è ∆2k , èìåþùèå îáùóþ ñòî-
ðîíó τ ν2kω , â âåðøèíû ψ2k−1 = π(∆2k−1) è ψ2k = π(∆2k) òðåõöâåòíîãî ãðàôà, êîòîðûå
èíöèäåíòíû íåêîòîðîìó ðåáðó, êîòîðîå îáîçíà÷èì γν2k . Â ñèëó èçîìîðôèçìà ãðàôîâ âåð-
øèíû ψ2k−1 è ψ2k ãðàôà T (f) ïåðåéäóò â âåðøèíû ψ′

2k−1 = η(ψ2k−1) è ψ′
2k = η(ψ2k)

ãðàôà T (f ′) , èíöèäåíòíûå ðåáðó γ′ν2k = η(γν2k) . Âåðøèíàì ψ′
2k−1 è ψ′

2k òðåõöâåòíîãî
ãðàôà T (f ′) ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûå îáëàñòè ∆′

2k−1 = π′−1(ψ′
2k−1) è ∆′

2k = π′−1(ψ′
2k)

äèôôåîìîðôèçìà f ′ , ãðàíè÷àùèå ïî ðåáðó τ ′ν2kω′ .

f fˊ

T( )fˊT( )f

α1

wσ2 2ν
τ

nω
ν

τ

ωB¶

ωnD

1D

1ν
τ

ω
ψn

1ν
γ

ω
ν

γ n

2ν
γ

2ψ

1ψ

2D

α3

ω( )f B¶

ω 1n -
D

n -1ω
ν

τ

3ν
τ

ω
σn

ω 1αn -

α2k+1σ2k

y2k

f y( 2k)

y2k+2
f y( 2k+2)

2kD

αˊ1

w`σˊ2
2ν

τ`

nω`
ν

τ`

ω`B¶

ω`ǹD

1̀D

1ν
τ`

2̀D

αˊ3

ω`( )f B¶

ω` 1ǹ -
D

n -1ω`
ν

τ`

3ν
τ`

ω`
σ ǹ ω` 1α ǹ -

αˊ2k+1

σˊ2k

y`2k

f y``( 2k)

y`2k+2
f y``( 2k+2)

2̀kD

ω 1ψn -

2ψ k

2 1ν
γ k+

ω`
ψ ǹ

1ν
γ`

ω`
ν

γ` n
1ψ`

ω` 1ψ ǹ -

2ψ` k

2 1ν
γ` k+

σ2k+2

2 1k +
D

2 1` k +
D

2 1ψ k +

2ψ`

ω`-1
ν

γ` n

2 1ψ` k +

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå h = π′−1ηπ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì
∆2k−1 è ∆2k , ãðàíè÷àùèì ïî ñòîðîíå τ ν2kω , äèôôåîìîðôèçìà f òðåóãîëüíûå îáëàñòè
∆′

2k−1 = h(∆2k−1) è ∆′
2k = h(∆2k) , ãðàíè÷àùèå ïî ñòîðîíå τ ′ν2kω′ , äèôôåîìîðôèçìà f ′ ,

ãäå k = 1, nω/2 . Òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì ∆nω è ∆1 , ãðàíè÷àùèì ïî ñòîðîíå τ ν1ω , ñòàâÿòñÿ

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 4



40 Ñ. Õ. Êàïêàåâà

â ñîîòâåòñòâèå òðåóãîëüíûå îáëàñòè ∆′
nω′ = h(∆nω) è ∆′

1 = h(∆1) , ãðàíè÷àùèå ïî ñòîðîíå

τ ′ν1ω′ .

Äëÿ êðèâûõ cω = ∂Bω è cω′ = ∂Bω′ ïîëîæèì, ÷òî y2k = (cω ∩ τ ν2kω ) (k = 1, nω\2) è

y′2k = (cω′ ∩ τ ν
′
2k

ω′ ) (k = 1, nω′\2) .
Ïóñòü hc ïðîèçâîëüíûé ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì hc : cω → cω′ , òàêîé,

÷òî hc(y2k) = y′2k , ãäå k = 1, nω\2 .
Ðàññìîòðèì ãðàíèöó äèñêà c̃ω = ∂f(Bω) , òîãäà f(y2k) = (c̃ω ∩ τ ν2kω ) (k = 1, nω\2) .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå hc̃ : c̃ω → c̃ω′ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì hc̃(f(y2k)) = f ′(y′2k) ,

ãäå k = 1, nω\2 .
Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ξ ∈ c̃ω ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ξ′ ∈ c̃′ω , ãäå ξ

′ = f ′hc̃f
−1(ξ) . ×àñòü

ñåïàðàòðèñû τ ν2kω , íàõîäÿùóþñÿ ìåæäó òî÷êàìè y2k è f(y2k) îáîçíà÷èì ÷åðåç b2k . Ïóñòü
hτ2k : b2k → b′2k ïðîèçâîëüíûé ãîìåîìîðôèçì , óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1. hτ2k(y2k) = hc(y2k) ; 2. hτ2k(f(y2k)) = hc̃(y2k) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a2k äóãó (y2k; y2k+2) ⊂ cω è ÷åðåç ã2k äóãó (f(y2k); f(y2k+2)) ⊂ c̃ω .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç O2k îáëàñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ∂O2k = a2k ∪ ã2k ∪
b2k ∪ b2k+2 (ðèñ. 2.2). Ïóñòü hO2k

: ∂O2k → ∂O′
2k ãîìåîìîðôèçì, çàäàííûé ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

hO2k
(x) =


hc(x), åñëè x ∈ a2k;

hc̃(x), åñëè x ∈ ã2k;

hτ2k(x), åñëè x ∈ b2k;

hτ2k+2(x), åñëè x ∈ b2k+2,

σ2k

w

f y( 2k)

y2k

f y( 2k+2)

y2k+2

2ν
τ k

σ2k+2

2 2ν
τ k+

ωc

ωc%

2ka

2ka%
2kb

2 2kb
+

2kO

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì HO2k
: O2k → O′

2k òàêîé, ÷òî HO2k
|∂O2k

= hO2k
|∂O2k

.

Ïîëîæèì Kω = Bω\f(Bω)(Kω′ = Bω′\f ′(Bω′)) . Ïî ïîñòðîåíèþ Kω =
nω\2∪
k=1

O2k è îáîçíà÷èì

÷åðåç
Hcω : Kω → Kω′

ãîìåîìîðôèçì, ñîâïàäàþùèé ñ HO2k
íà ìíîæåñòâå O2k .

Çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì hω : Bω → Bω′ , ïîëàãàÿ, hω(x) = f ′k(Hcω(f
−k(x))) äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ∈ Bω , ãäå f
−k(x) ∈ Kω , k ∈ Z . Òîãäà ãîìåîìîðôèçì h̃ :M2 →M ′

2 , ñîñòàâëåííûé
èç ãîìåîìîðôèçìîâ hω äëÿ âñåõ ω ∈ Ω0 , ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ñõåìû äèôôåîìîðôèçìà,
ââåäåííîå â [2].
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Ïîëîæèì Vf = W s
Ω0

\ Ω0 - ïðîñòðàíñòâî îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f , íàçâàííîå â [2]

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì è V̂f = Vf/f - õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
îðáèò äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f . Â ñèëó [2] (ïðåäëîæåíèå 2.1.5, òåîðåìà 2.1.3) ìíîãîîáðà-
çèå V̂f ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó T2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç pV̂f : Vf → V̂f åñòåñòâåííóþ

ïðîåêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóùèì îòîáðàæåíèå ζf : π−1(V̂f ) → Z , êîòî-
ðîå ñîñòîèò èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ â ãðóïïó Z íà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
êàæäîãî òîðà èç ìíîæåñòâà V̂f .

Äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ω1 ïîëîæèì. Ŵ u
σ = pf (W

u
σ \ σ) è Wu

f =
∪
σ∈LΩ1

W u
σ .

Íàáîð Sf = (V̂f ,Wu
f , ζf ) íàçîâåì ñõåìîé äèôôåîìîðôèçìà f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ íàçîâåì ýêâèâà-

ëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ , òàêîé ÷òî:

1. ζf ([c]) = ζf ′([φ̂(c)]) äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé c ⊂ V̂f ;

2. äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ω1 ñóùåñòâóåò σ′ ∈ Ω′
1 , òàêàÿ ÷òî φ̂(Ŵ u

σ ) = Ŵ u
σ′ .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò âçàèìîñâÿçü ñõåìû è òðåõöâåòíîãî ãðàôà:

Ë å ì ì à 2.2. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f , f ′ èìåþò èçîìîðôíûå òðåõöâåòíûå
ãðàôû Tf , T

′
f , òî èõ ñõåìû Sf , Sf ′ ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 2.1. ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ :
M2 \

∪
σ∈Ω1

W s
σ → M2 \

∪
σ′∈Ω1

W s
σ′ , ñîïðÿãàþùèé îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ýòèõ

ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå φ̂ = πh̃π′−1 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, îñóùåñòâëÿþùèì ýêâè-
âàëåíòíîñòü ñõåì V̂f è V̂f ′ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â ñèëó ëåììû 3.2.3 êíèãè [2] èç èçîìîðôíîñòè ñõåì Sf è Sf ′ ñëåäóåò ãîìåîìîðôèçì
äèôôåîìîðôèçìîâ f è f ′ .

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1. äîêàçàíà.

3. Íåêîòîðûå ïðèìåðû

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òðåõöâåòíîãî ãðàôà äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè.

Íà ðèñ. 3.1 ïðåäñòàâëåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû íåñîïðÿæåííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåðíîé ñôåðå (òî÷êàì, îáîçíà÷åííûì áóêâîé α äëÿ f (α′ äëÿ
f ′ ), ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà èñòî÷íèêîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà äâóìåðíîé ñôå-
ðû). Ãðàôû Ïåéêøîòî, ïîñòðîåííûå äëÿ ýòèõ äèôôåîìîðôèçìîâ, ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíû-
ìè (ðèñ. 3.2), à òðåõöâåòíûå ãðàôû - íåèçîìîðôíûìè (ðèñ. 3.3).
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Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â. Ç. Ãðèíåñó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðà-
áîòå.
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On topological classi�cation of grad-like di�eomorphisms
on surfaces by means of three-color graph.
c⃝ S. H. Kapkaeva4

Abstract. The paper is devoted to �nding of necessary and su�cient conditions for topological
conjugacy of gradient-like di�eomorphisms on surfaces whose non-wandering set consists of �xed
points. It is shown that three-color graph (deneralising the similar concept introduced in paper
[4]) associated with given di�eomorphism is complete topological invariant of di�eomorphism from
considered class.
Key Words: Morse-Smale di�eomorphisms, gradient-like di�eomorphisms, topological conjugate
di�eomorphisms, three-color graph.
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