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Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè íà 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
c⃝ Å. Â. Æóæîìà1, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ2

Àííîòàöèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà âîïðîñó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà çàìêíóòûõ 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Äîêàçàíî,
÷òî åñëè f t

1 , f
t
2 � ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç òðåõ

òî÷åê, íà çàìêíóòûõ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ M4
1 , M4

2 ñîîòâåòñòâåííî, òî f t
1 , f t

2

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, 4-ìåðíûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ

Ïóñòü f t - ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñì. â [1], [18]) íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì (n ≥ 3 ) ìíîãîîáðàçèè Mn . Â [14] áûëî äî-
êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòûõ n -ìíîãîîáðàçèé (è èññëåäîâàíèå òàêèõ ìíîãîîáðàçèé),
äîïóñêàþùèõ ôóíêöèè Ìîðñà ðîâíî ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè. Â ÷àñòíîñòè, áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü n = dimMn ìíîãîîáðàçèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî îäíî èç
ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé n ∈ {2, 4, 8, 16} . Èç [14], [17] âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîòîêîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà ðîâíî ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ óêàçàííûìè
ðàçìåðíîñòÿìè. Èçâåñòíî [14], ÷òî M2 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ. Ïîòîêè Ìîðñà-
Ñìåéëà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè òîïîëîãè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíû. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà âîïðîñó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà çàìêíóòûõ 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t1 , f
t
2 � ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæå-

ñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç òðåõ òî÷åê, íà çàìêíóòûõ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
M4

1 , M
4
2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà f t1 , f

t
2 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ÷àñòíîñòè,

ìíîãîîáðàçèÿ M4
1 , M

4
2 ãîìåîìîðôíû.

Ñïåðâà ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn) , âåê-

òîðíîå ïîëå V⃗s , êîòîðîå çàäàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ1 = −x1, . . . , ẋk = −xk, ẋk+1 = xk+1, . . . , ẋn = xn. (1.1)

ßñíî, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò O = (0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì ïîëÿ V⃗s ñ k -ìåðíîé óñòîé-
÷èâîé ñåïàðàòðèñîé W s(O) è (n − k) -ìåðíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé W u(O) , ãäå
W s(O) = {(x1, . . . , xn) | xk+1 = 0, . . . , xn = 0} ⊂ Rn , W u(O) = {(x1, . . . , xn) | xk+1 =
0, . . . , xn = 0} ⊂ Rn . Â [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ F (x1, . . . , xn) =

∑k
i=1 x

2
i

∑n
j=k+1 x

2
j

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû (1.1).
Èç âèäà F ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî c > 0 ãèïåðïîâåðõíîñòü F = c ÿâëÿåòñÿ (n− 1) -

ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn−1
c . Ýòî ìíîãîîáðàçèå ðàçáèâàåò

Rn íà äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà

{x⃗ = (x1, . . . , xn) |F (x⃗) < c} def
= U0, {x⃗ = (x1, . . . , xn) |F (x⃗) > c} def

= U∞.

1 ïðîôåññîð, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íèæíèé Íîâãîðîä;
zhuzhoma@mail.ru.

2 ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä;
medvedev@unn.ac.ru.
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Îáúåäèíåíèå W s(O) ∪W u(O) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé
ðàâåíñòâîì F = 0 . Ïîñêîëüêó O ∈ W s(O) ∪W u(O) , òî O ∈ U0 . Òàêèì îáðàçîì, U0 -
èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü ñåäëà O , êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ñïåöèàëüíîé.

Ðàññìîòðèì (n− 1) -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Cn−1
1,k (r) = {(x1, . . . , xn) |

∑k
i=1 x

2
i = r2} , r >

0 . Ïåðåñå÷åíèå Cn−1
1,k (r)∩Hn−1

c åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò

ðàâåíñòâàì x21+· · ·+x2k = r2 , r2(x2k+1+· · ·+x2n) = c . Ïîýòîìó Cn−1
1,k (r)∩Hn−1

c åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåð Sk−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n , ãäå

Sk−1
1,k = {(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) |

k∑
i=1

x2i = r2} ⊂ Rk
1,k,

Sn−k−1
k+1,n = {(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) |

n∑
j=k+1

x2j =
c

r2
} ⊂ Rn−k

k+1,n.

Ñîãëàñíî [7], êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗s , ïðèíàäëåæàùàÿ Hn−1
c , ïåðåñåêàåò

Cn−1
1,k (r) ∩ Hn−1

c ðîâíî îäèí ðàç, ïðè÷åì êâàçè-òðàíñâåðñàëüíî3. Ïîýòîìó Hn−1
c äèôôåî-

ìîðôíî Sk−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n × R .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç clos N òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà N .

Ë å ì ì à 1.1. Ïåðåñå÷åíèå (clos U0) ∩ Cn−1
1,k ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

Sk−1
1,k ×Dn−k

k+1,n, ãäå Dn−k
k+1,n = {(x1, . . . , xn) |x2k+1 + · · ·+ x2n ≤ c

r2
}

äèôôåîìîðôíî (n − k) -ìåðíîìó çàìêíóòîìó øàðó. Áîëåå òîãî, (clos U0) ∩ Cn−1
1,k ðàçáè-

âàåò clos U0 íà äâå êîìïîíåíòû, è âåêòîðíîå ïîëå V⃗s íà ìíîæåñòâå (clos U0) ∩ Cn−1
1,k

íàïðàâëåíî âíóòðü êîìïîíåíòû, â êîòîðîé ëåæèò ñåäëî O .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç óðàâíåíèé, çàäàþùèõ
Cn−1

1,k è Hn−1
c . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî Cn−1

1,k ðàçáè-

âàåò Rn íà äâå êîìïîíåíòû, ïðè÷åì, â ñèëó (1.1), âåêòîðíîå ïîëå V⃗s íà C
n−1
1,k íàïðàâëåíî

âíóòðü êîìïîíåíòû, â êîòîðîé ëåæèò ñåäëî O . Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
�

Àíàëîãè÷íî ìíîãîîáðàçèþ Cn−1
1,k (r) ðàññìîòðèì (n− 1) -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå

Cn−1
k+1,n

(√
ec

r

)
= {(x1, . . . , xn) |

n∑
j=k+1

x2i =
ec

r2
}.

Ïåðåñå÷åíèå Cn−1
k+1,k

(√
ec
r

)
∩Hn−1

c åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿ-

þò ðàâåíñòâàì x21+· · ·+x2k = r2

e
, r2(x2k+1+· · ·+x2n) = ec

r2
. Ïîýòîìó Cn−1

k+1,n

(√
ec
r

)
∩Hn−1

c åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåð Sk−1
1,k

(
r√
e

)
×Sn−k−1

k+1,n (
√
ec
r
) , ãäå

Sk−1
1,k

(
r√
e

)
= {(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) |

k∑
i=1

x2i =
r2

e
} ⊂ Rk

1,k,

Sn−k−1
k+1,n

(√
ec

r

)
= {(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) |

n∑
j=k+1

x2j =
ec

r2
} ⊂ Rn−k

k+1,n.

3 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â íóëå.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç fτ ñäâèã âäîëü òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗s íà âðåìÿ τ . Ïîñêîëüêó
f1(C

n−1
1,k (r) ∩Hn−1

c ) = f1(S
k−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n ) , òî èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî

f1(C
n−1
1,k (r) ∩Hn−1

c ) = Sk−1
1,k

(
r√
e

)
× Sn−k−1

k+1,n

(√
ec

r

)
= Cn−1

k+1,n

(√
ec

r

)
∩Hn−1

c . (1.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn−1
c (0 ≤ τ ≤ 1) îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ òðàåêòîðèé ïîëÿ V⃗s , íà÷è-

íàþùèõñÿ íà Sk−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n è îêàí÷èâàþùèõñÿ íà Sk−1
1,k

(
r√
e

)
× Sn−k−1

k+1,n

(√
ec
r

)
. Äðóãèìè

ñëîâàìè,

Hn−1
c (0 ≤ τ ≤ 1) =

∪
0≤τ≤1

fτ (S
k−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n ).

Ñîãëàñíî (1.2), Hn−1
c (0 ≤ τ ≤ 1) åñòü ÷àñòü (n− 1) -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Hn−1

c , ñîñòîÿ-

ùàÿ èç åäèíè÷íûõ ïî âðåìåíè îòðåçêîâ òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗s .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïåðåñå÷åíèå (clos U0) ∩

Cn−1
k+1,n

(√
ec
r

)
ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

Dk
1,k

(
r√
e

)
× Sn−k−1

k+1,n

(√
ec

r

)
, ãäå Dk

1,k

(
r√
e

)
= {(x1, . . . , xn) |x21 + · · ·+ x2k ≤

r2

e
}

äèôôåîìîðôíî k -ìåðíîìó çàìêíóòîìó øàðó. Áîëåå òîãî, (clos U0)∩Cn−1
k+1,n

(√
ec
r

)
ðàçáè-

âàåò clos U0 íà äâå êîìïîíåíòû, è âåêòîðíîå ïîëå V⃗s íà (clos U0)∩Cn−1
k+1,n

(√
ec
r

)
íàïðàâ-

ëåíî íàðóæó êîìïîíåíòû, â êîòîðîé ëåæèò ñåäëî O . Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò,
êîòîðûé ìû äëÿ ññûëîê ñôîðìóëèðóåì â âèäå ëåììû.

Ë å ì ì à 1.2. (n− 1) -ìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

(clos U0) ∩ Cn−1
1,k (r), Hn−1

c (0 ≤ τ ≤ 1), (clos U0) ∩ Cn−1
k+1,n

(√
ec

r

)
îãðàíè÷èâàþò îòêðûòóþ îáëàñòü W0 ⊂ U0 , ñîäåðæàùóþ ñåäëî O .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ äâóõ ëåììàõ (îïðåäåëåíèÿ äèêîãî
âëîæåíèÿ è çàóçëåííîñòè ñì. â ìîíîãðàôèÿõ [8], [13]).

Ë å ì ì à 1.3. Ïóñòü M4
∗ - êîìïàêòíîå 4-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãðàíèöà êîòîðîãî

ñîñòîèò èç äâóõ 3-ìåðíûõ ñôåð S3
1 , S

3
2 , ∂M

4
∗ = S3

1 ∪ S3
2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M4

∗ çà-

äàíî âåêòîðíîå ïîëå V⃗ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) V⃗ èìååò ðîâíî îäíî ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèå s∗ , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ñåäëîì òèïà (2, 2) ; 2) V⃗ òðàíñâåð-
ñàëüíî ãðàíèöå ∂M4

∗ è íàïðàâëåíî âíóòðü M4
∗ íà S3

1 è íàðóæó M4
∗ íà S3

2 ; 3) êàæäàÿ

òðàåêòîðèÿ ïîëÿ V⃗ , íå ïðèíàäëåæàùàÿ ñåïàðàòðèñàì W s(s∗) , W
u(s∗) ñåäëà s∗ , ïåðåñå-

êàåò îáå ñôåðû S3
1 , S

3
2 ; 4) óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà W

s(s∗) è íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà
W u(s∗) ñåäëà s ïåðåñåêàþò ñîîòâåòñòâåííî ñôåðû S3

1 è S3
2 âäîëü çàìêíóòûõ êðèâûõ

W s(s∗)∩S3
1 è W u(s∗)∩S3

2 . Òîãäà êàæäàÿ êðèâàÿ W s(s∗)∩S3
1 è W u(s∗)∩S3

2 íå çàóçëåíà
ñîîòâåòñòâåííî â S3

1 è S3
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì êðèâûå W s(s∗) ∩ S3
1 è W u(s∗) ∩ S3

2 ÷åðåç C1 è C2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ýòè êðèâûå íà ñåïàðàòðèñàõ W s(s∗) , W

u(s∗) îãðàíè÷èâàþò çàìêíóòûå äâóìåð-
íûå äèñêè D1 , D2 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ñôåðû S3

1 , S
3
2 òðàíñâåðñàëüíû âåêòîðíîìó
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ïîëþ, òî ñåäëî s ëåæèò âíóòðè êàæäîãî äèñêà D1 , D2 . Èç òîãî, ÷òî â ïîòîêàõ Ìîðñà-
Ñìåéëà îòñóòñòâóþò ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñëåäóåò, ÷òî D1 , D2 ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé
òî÷êå s∗ = D1 ∩D2 .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ
C1 îáðàçóåò íåòðèâèàëüíûé óçåë â S3

1 (ñëó÷àé, êîãäà C2 îáðàçóåò íåòðèâèàëüíûé óçåë
â S3

2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ñîãëàñíî ðàñøèðåííîé âåðñèè òåîðåìû Ãðîáìàíà-
Õàðòìàíà, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà D1∪D2 , â êîòîðîé ïîòîê òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòåí ëèíåéíîìó ïîòîêó, îïðåäåëÿåìîìó ëèíåéíîé ÷àñòüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗ â
òî÷êå s∗ . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.15 [9], ëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ òîïî-
ëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé òèï ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó ïîëå V⃗ â U òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî âåêòîðíîìó ïîëþ V⃗s , êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1) ïðè n = k = 2 . Â ÷àñòíîñòè,
U ãîìåîìîðôíà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷àñòè ñïåöèàëüíîé îêðåñòíîñòè U0 , ñîäåðæàùåé ñåä-
ëî O . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U ãîìåîìîðôíà îêðåñòíîñòè W0 ⊂ U0

(â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 1.2.).
Ïî óñëîâèþ ëåììû (ñâîéñòâî 3), âñå ïîëîæèòåëüíûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â

S3
1 − C1 , äîñòèãàþò S3

2 − C2 ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè âðåìåíè, è îáðàòíî, âñå
îòðèöàòåëüíûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â S3

2 − C2 , äîñòèãàþò S3
1 − C1 ïðè íåîãðà-

íè÷åííîì óìåíüøåíèè âðåìåíè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ : S3
1 − C1 → S3

2 − C2 îòîáðàæåíèå

Ïóàíêàðå, èíäóöèðóåìîå ïîëåì V⃗ . Èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ξ - äèôôåîìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, C1 è C2 - äâà óçëà ñ ãîìåî-
ìîðôíûìè äîïîëíåíèÿìè. Â ñèëó [15], íåòðèâèàëüíîñòü óçëà C1 âëå÷åò íåòðèâèàëüíîñòü
óçëà C2 .

Ðàññìîòðèì ïîëíîòîðèé P1 ⊂ U ∩ S3
1 , ÿâëÿþùèéñÿ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ êðèâîé

C1 â S3
1 . Ïîñêîëüêó C1 - ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò. Èç ýêâè-

âàëåíòíîñòè ïîëÿ V⃗ â îêðåñòíîñòè U ñ ïîëåì V⃗s âûòåêàåò, ÷òî ξ(P1 − C1) ñîâìåñòíî
ñ C2 îáðàçóþò òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç P2 ) êðèâîé C2 . Óìåíüøèâ,
åñëè íåîáõîäèìî, ïîëíîòîðèè P1 è P2 , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P1 , P2 ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå
îêðåñòíîñòè U . Ïîñêîëüêó U ãîìåîìîðôíà îêðåñòíîñòè W0 ⊂ U0 , òî ãðàíèöû ïîëíîòî-
ðèé P1 , P2 ñîåäèíåíû îòðåçêàìè òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗ , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå
ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 ïåðåâîäèò ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ P1 â ïàðàëëåëü ïîëíîòîðèÿ P2 , à
ïàðàëëåëü P1 - â ìåðèäèàí P2 .

Ïîêàæåì, ÷òî ñôåðà S3
2 ãîìåîìîðôíà ìíîãîîáðàçèþ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïå-

ðåñòðîéêè ñôåðû S3
1 âäîëü óçëà C1 . Äåéñòâèòåëüíî, óäàëèì èç S3

1 ïîëíîòîðèé P1 è
âêëåèì âìåñòî íåãî ïîëíîòîðèé P2 ñ ïîìîùüþ ãîìåîìîðôèçìà ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 . Ïî-
ñêîëüêó ïðèêëåèâàþùèé ãîìåîìîðôèçì ξ|∂P1 ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ãîìåîìîðôèçìà
ξ|S3

1 \ P1 : S3
1 \ P1 → S3

2 \ P2 , òî îòîáðàæåíèå ξ∗ : (S3
1 \ P1) ∪ξ P2 → S3

2 , êîòîðîå ñîâ-
ïàäàåò ñ ξ íà S3

1 \ P1 è ñóòü òîæäåñòâåííîå íà P2 , ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì
ãîìåîìîðôèçìîì.

Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà S3
2 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîéêè ñôåðû S3

1 âäîëü óçëà
C1 ñ ïîìîùüþ íåòðèâèàëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 . Òàê êàê C1 - íåòðèâè-
àëüíûé óçåë, òî â ðåçóëüòàòå òàêîé ïåðåñòðîéêè âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, îòëè÷íîå
îò 3-ñôåðû [15] (ñì. òàêæå [16]). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó. �

Íàïîìíèì, ÷òî â 1977 ãîäó Ïèêñòîí ïîñòðîèë ïðîñòåéøèé ãðàäèåíòíîïîäîáíûé äèô-
ôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíîé ñôåðå ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿ-
ùåì èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ïðèìåðà ñîñòîÿëà â íàëè÷èè
ñåäëà, ó êîòîðîãî òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå äâóìåðíîé ñåïàðàòðèñû îáðàçîâûâàëî äè-
êî âëîæåííóþ äâóìåðíóþ ñôåðó (îòìåòèì, ÷òî èç [11] âûòåêàåò, ÷òî íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ
íå ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñî-
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ñòîèò èç òðåõ òî÷åê). Àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû áûëè ïîñòðîåíû â [2] - [5], [6], [10], [12],
ãäå ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå âîïðîñû êëàññèôèêàöèè. Ïðîñòåéøèõ ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïîäîáíûìè ñåïàðàòðèñàìè íå
ñóùåñòâóåò.

Ë å ì ì à 1.4. Ïóñòü íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn , n ≥ 4 , çàäàí ïîòîê
Ìîðñà-Ñìåéëà f t áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ðîâíî ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíî-
âåñèÿ (äâà óçëà è ñåäëî). Òîãäà òîïîëîãè÷åñêèå çàìûêàíèÿ íåóñòîé÷èâîãî è óñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèé ñåäëà ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêèìè âëîæåííûìè n

2
-ñôåðàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α , ω è σ èñòî÷íèê, ñòîê è ñåäëî ïîòîêà
f t ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà íå èìåþò ñåïàðàòðèñíûõ ïåòåëü, òî
íåóñòîé÷èâîå W u(σ) è óñòîé÷èâîå W s(σ) ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëà σ ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî
â îäíîé òî÷êå σ . Ïîñêîëüêó äðóãèõ ñåäåë, êðîìå σ , íåò, òî W u(σ) è W s(σ) íå èìåþò
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïå-
ðåñå÷åíèé, òî åãî òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ñîäåðæèò ðîâíî îäèí óçåë è ãîìåîìîðôíî
ñôåðå, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ðàâíà ðàçìåðíîñòè èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîýòîìó

îáà òîïîëîãè÷åñêèõ çàìûêàíèÿ clos W u(σ)
def
= Sω , clos W

s(σ)
def
= Sα ñóòü òîïîëîãè÷å-

ñêè âëîæåííûå 2 -ñôåðû. Äîêàæåì, ÷òî Sω ÿâëÿåòñÿ ðó÷íî âëîæåííîé ñôåðîé. Òàê êàê
èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäåë ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, òî
åäèíñòâåííîé òî÷êîé äèêîãî âëîæåíèÿ ñôåðû Sω ìîæåò áûòü òîëüêî òî÷êà ω . Òàê êàê ω -
ãèïåðáîëè÷åñêèé óçåë, òî ñóùåñòâóåò ãëàäêî âëîæåííàÿ 3-ñôåðà S , îêðóæàþùàÿ B ⊂M4

ñ òî÷êîé ω è òðàíñâåðñàëüíàÿ ïîòîêó. Ïîýòîìó W u(σ) ïåðåñåêàåò S ïî çàìêíóòîé ïðî-
ñòîé êðèâîé, ñêàæåì C . Èç ëåììû 1.3. âûòåêàåò, ÷òî C íå çàóçëåíà â S . Îáîçíà÷èì
÷åðåç K ïåðåñå÷åíèå Sω ñ B . Ïîñêîëüêó S òðàíñâåðñàëüíà ïîòîêó, òî K ãîìåîìîðôíî
òîïîëîãè÷åñêîé íàäñòðîéêå íàä C . Èç íåçàóçëåííîñòè C ñëåäóåò, ÷òî K åñòü ëîêàëüíî
ïëîñêèé âî âñåõ òî÷êàõ äèñê.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Sα ëîêàëüíî ïëîñêàÿ (âî âñåõ òî÷êàõ) àíàëîãè÷íîå. �
Ïóñòü òåïåðü f t1 , f

t
2 � ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñî-

ñòîèò èç òðåõ òî÷åê, íà çàìêíóòûõ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ M4
1 , M

4
2 ñîîòâåòñòâåí-

íî. Îêðóæèì óçëû ýòèõ ïîòîêîâ 3-ìåðíûìè ñôåðàìè, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò â M4
1 , M

4
2

4-ìåðíûå øàðû B1
α , B

1
ω è B2

α , B
2
ω ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóþò ñîõðàíÿþùèå îðèåíòà-

öèþ ãîìåîìîðôèçìû hα : B1
α → B2

α , hω : B1
ω → B2

ω ïåðåâîäÿùèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå
ïîòîêà f t1 â èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîòîêà f t2 . Èç ëåìì 1.3., 1.4. âûòåêàåò, ÷òî ãîìåîìîð-
ôèçìû hα è hω ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìåîìîðôèçìà M4

1 \(B1
α ∪B1

ω) →M4
2 \(B2

α ∪B2
ω) ,

ïåðåâîäÿùåãî òðàåêòîðèè ïîòîêà f t1 â òðàåêòîðèè ïîòîêà f t2 . Ñëåäîâàòåëüíî, f
t
1 , f

t
2 òî-

ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèÿ M4
1 , M

4
2 ãîìåîìîðôíû.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïëîäîòâîð-
íûå îáñóæäåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ
ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, äîãîâîð � 11.G34.31.0039, à òàêæå â ðàìêàõ ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 11-01-12056 îôè-ì,
12-01-00672-à.
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Equivalence of Morse-Smale �ows on 4-manifolds
c⃝ E.V. Zhuzhoma4, V.S. Medvedev5

Abstract. The paper concerns to the question of a topological classi�cation of Morse-Smale �ows
with three critical points on closed 4-manifolds. One proves that if f t

1 , f t
2 are Morse-Smale �ows

with the non-wandering set consisting of three points on closed 4-manifolds M4
1 , M

4
2 respectively,

then f t
1 , f t

2 are topologically equivalent.
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