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Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ â íåàâòîíîìíûõ ìîäåëÿõ

íåéðîííûõ ñåòåé

c⃝ Ì.Ë. Êîëîìèåö1, À.Í. Ñàõàðîâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷à î còðóêòóðå èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ â íåàâòîíîìíûõ
ñèñòåìàõ, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó íåéðîííûõ ñåòåé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íîðìàëüíî ãèïåðáî-
ëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ íåëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà òîðå ÿâëÿ-
þòñÿ ðàññëîåíèÿ ñ áàçîé òîð è ñëîåì îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíîé ìàòðè÷íîé ãðóïïû
Ëè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñøèðåíèÿ ïîòîêîâ íà êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íîðìàëüíî ãèïåð-
áîëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà, íåéðîííûå ñåòè.

1. Ââåäåíèå

Íåéðîííàÿ ñåòü � ýòî íàïðàâëåííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî �íåéðîíû�, à ðåáðà � ñâÿçè
ìåæäó �íåéðîíàìè�. Â äàííîì êîíòåêñòå ñëîâî �íåéðîí� îáîçíà÷àåò ñèñòåìó, ôóíêöèî-
íèðóþùóþ ïî èçâåñòíîìó çàêîíó è, âîîáùå ãîâîðÿ, íèêàê íå ñâÿçàííîå c íàñòîÿùèìè
íåéðîíàìè. Îïèñàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé íà ÿçûêå äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ïðèíÿòî íàçûâàòü íåéðîäèíàìèêîé. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàáîòà îòäåëüíîãî
�íåéðîíà� â ñåòè îïèñûâàåòñÿ íåêîòoðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (ìîäåëüþ �íåéðîíà�), êî-
òîðàÿ îäíà è òà æå äëÿ âñåõ �íåéðîíîâ�. Òàêèì îáðàçîì, íåéðîííàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
ñâÿçàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (íàïðèìåð, ñèñòåìîé ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ).

Íåéðîííûå ñåòè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè èíôîðìàöèè: àíà-
ëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ, êîäèðîâàíèå è ïåðåäà÷à äàííûõ, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ (ïðèëîæå-
íèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ïîäðîáíî îïèñàíû â [1]).

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè íåéðîííûõ ñåòåé äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíàÿ
ìîäåëü Õîïôèëäà [2], ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé àâòîíîìíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âèäà

ẋ = Ax+Ba(x) + b, x ∈ Rn, (1.1)

ãäå x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñåòè èç n íåéðîíîâ, A � îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, B � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà (òàê íàçûâàåìàÿ ìàòðèöà
ñèíàïòè÷åñêèõ âåñîâ), a(x) = (a1(x1), . . . , an(xn)). Ýòà ìîäåëü óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è îáó÷åíèÿ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èíûõ ðåæèìîâ ðàáîòû íåéðîííûõ ñåòåé íåîáõîäèìî, êàê ïðàâèëî,
ðàññìàòðèâàòü íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû (îáû÷íî, ýòî ñèñòåìû ñ çàäàííûì âíåøíèì âîç-
äåéñòâèåì, çàâèñÿùèì îò âðåìåíè). Àíàëîãîì ñèñòåìû Õîïôèëäà â íåàâòîíîìíîì ñëó÷àå
áóäåò ñèñòåìà

ẋ = A(t)x+B(t)a(x, t) + b(t). (1.2)

Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïðåâðàòèòü â àâòîíîìíóþ ñèñòåìó
íà êîñîì ïðîèçâåäåíèè [3]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêîé c âåêòîðîì íåçàâèñèìûõ ÷àñòîò ω ∈ Rm. Ïóñòü Tm � m -ìåðíûé òîð,
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φ = (φ1, . . . , φm) � óãëîâûå êîîðäèíàòû íà Tm, {φt = ωt + φ} � êâàçèïåðèîäè÷åñêèé
ïîòîê íà òîðå3 ñ âåêòîðîì ÷àñòîò ω. Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó

φ̇ = ω, ẋ = A(φ)x+B(φ)a(x, φ) + b(φ), (φ, x) ∈ Tm × Rn. (1.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò φ∗ òàêîå, ÷òî ïðè φt = ωt+φ∗ ïîëó÷àåì ñèñòåìó (1.2). Ñèñòåìà
(1.3) ïîðîæäàåò ïîòîê {f t} , ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì ïîòîêà íà òîðå Tm : f t(φ, x) =
(φt, F (t, φ, x)). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x, φ) = ax(φ)x + r(x, φ), ãäå íåëèíåéíîñòü ïî x
óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ∥r(x, φ)∥ ≤ c ïðè âñåõ φ è x ∈ Rn. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (1.3)
ïðåäñòàâèìà â âèäå âîçìóùåíèÿ ëèíåéíîé

φ̇ = ω, ẋ = C(φ)x+ b(φ), C(φ) = A(φ) +B(φ)ax(φ). (1.4)

Àíàëîãîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.3) ÿâëÿþòñÿ, â èçâåñòíîì ñìûñëå, ìèíè-
ìàëüíûå ìíîæåñòâà. Êàêîâà ñòðóòóðà ìèíèìàëüíûõ (è, âîîáùå, êîìïàêòíûõ èíâàðèàíò-
íûõ) ìíîæåñòâ ýòîé ñèñòåìû? ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íàïîìíèì
íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó

φ̇ = ω, ẋ = D(φ)x. (1.5)

Îíà îïðåäåëÿåò ïîòîê (ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ïîòîêà íà òîðå) (φ, x) 7→ (φt, U(t, φ)x), ãäå
U(t, φ) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû ẋ = D(φ+ωt)x. Èçâåñòíî [4], ÷òî äëÿ ýòîãî ïîòîêà ñóùå-
ñòâóåò ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Tm × Rn â ñóììó Óèòíè èíâàðèàíòíûõ ïîäðàññëîåíèé:

Tm × Rn = W u ⊕W s ⊕W c, (1.6)

ãäå W u � ðàâíîìåðíî íåóñòîé÷èâîå, W s � ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîå, W c � öåíòðàëüíîå
èíâàðèàíòíûå ïîäðàññëîåíèÿ. Ðàâíîìåðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü (óñòîé÷èâîñòü) îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå α > 0 è λ > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-
ñòâà

∥U(−t, φ)x∥ ≤ αe−λt∥x∥ x ∈ W u,

∥U(t, φ)x∥ ≤ αe−λt∥x∥ x ∈ W s.
(1.7)

Åñëè W c = ∅, òî ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ñóæåíèå ëèíåé-
íîãî ðàñøèðåíèÿ íà W c íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè W c ñîñòîèò èç îãðàíè÷åííûõ
òðàåêòîðèé, ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè â W c åñòü íåîãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè, íîðìà êîòî-
ðûõ ðàñòåò íå áûñòðåå, ÷åì tβ, β > 0, íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè â W c åñòü
íåîãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè, íîðìà êîòîðûõ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ïóñòü M � êîìïàêòíîå èíâàðèàíòîå ìíîæåñòâî ïîòîêà {f t}, ïîðîæäàåìîãî (1.3). ßñ-
íî, ÷òî îãðàíè÷åíèå {f t

M} ýòîãî ïîòîêà íà M òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîòîêà íà
òîðå Tm, ò.å. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p :M → Tm òàêîå, ÷òî p◦f t

M = φt◦p.
Ïóñòü Df t îáîçíà÷àåò èíäóöèðóåìûé f t ïîòîê, äåéñòâóþùèé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
T (Tm×Rn). Åñëè M � ìíîãîîáðàçèå, òî ñóæåíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà M äîïóñêà-
åò ðàçëîæåíèå â èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Df t

M = Df t
∣∣
M

ñóììó êàñàòåëüíîãî
T (M) è íîðìàëüíîãî N(M) ïîäðàññëîåíèé

T (Tm × Rn) = T (M)⊕N(M).

3 Âåðíåå, íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè òîðà.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. ([5], [6]) Èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå M íàçâàåòñÿ íîð-
ìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè N(M) ðàçëàãàåòñÿ â èíâàðèàíòíóþ ñóììó ïîäðàññëîåíèé
N(M) = W u(M)⊕W s(M) è ñóùåñòâóþò ÷èñëà µ > 0, λ > 0 òàêèå, ÷òî4

∥Df t
Mv∥ ∈ (e−λt∥v∥, eµt∥v∥), v ∈ T (M),

∥Df t
Mv∥ ≥ eµt∥v∥, v ∈ W u(M),

∥Df t
Mv∥ ≤ e−λt∥v∥, v ∈ W s(M).

(1.8)

Íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âîçìóùåíèÿõ èñõîäíîé ñè-
ñòåìû [6].

ßñíî, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ïîòîêà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè.
Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà ïîòîêîâ íà êîñûõ ïðîèçâåäåíè-
ÿõ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé.
Ïîýòîìó óòî÷íåíèå ïîñòàâëåííîãî âûøå âîïðîñà òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: êà-
êîâà ñòðóêòóðà íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîòîêà {f t} ?
Îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå, ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé
çàìåòêè.

Ò å î ð å ì à 1.1. Èçîëèðîâàííîå íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ïîòî-
êà {f t}, ïîðîæäàåìîãî ñèñòåìîé (1.3), ãîìåîìîðôíî ðàññëîåíèþ ñ áàçîé Tm è ñëîåì Hk,
ÿâëÿþùèìñÿ îäíîðîäíûì k -ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì (0 ≤ k ≤ n) íåêîòîðîé êîíå÷íîìåð-
íîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà äëÿ îäíîìåðíûõ ðàñøèðåíèé êâàçèïåðè-
îäè÷åñêèõ ïîòîêîâ [11].

2. Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.3) ñòðóêòóðà èíâàðèàíò-
íûõ åå ìíîæåñòâ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ ñèñòåìû (1.4). Îïèñàíèå ïîñëåäíèõ ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé ïðèâîäèìîñòè îäíîðîäíîé
ñèñòåìû ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó (ïðèâîäèìîñòè â ñìûñëå Ó. Êîïïåëÿ) ñ ïîìîùüþ
ëÿïóíîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ5. Ó. Êîïïåëü [7] ðàññìàòðèâàë çàäà÷ó ïðèâîäìîñòè äëÿ íåàâ-
òîíîìíîé ñèñòåìû ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A(t), ò.å. ëèíåéíîãî
ðàñøèðåíèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîãî ïîòîêà íà ñîëåíîèäå6. Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [7],
âûãëÿäèò òàê: åñëè ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ïîòîêà íà ñîëåíîèäå ãèïåðáîëè÷íî, òî ñèñòåìà
áëî÷íî-äèàãîíàëèçóåìà ñ ïîìîùüþ ëÿïóíîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îäíàêî, îñòàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ: áóäåò ëè ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì.
Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì. Á.Ô. Áûëîâ, Ð.Ý. Âèíîãðàä, Â.ß. Ëèí è
Î.Â. Ëîêóöèåâñêèé â ðàáîòå [8] ïðåäñòàâèëè ïðèìåð âåùåñòâåííîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé

4 Îòëè÷èå óñëîâèé ãèïåðáîëè÷íîñòè (1.7) îò óñëîâèé (1.8) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ïîòîê
íà òîðå ëèíåéíûé è ∥Df t

Tmv∥ = ∥v∥, òîãäà êàê âî âòîðîì ñëó÷àå ïîòîê íà ìíîãîîáðàçèè M ïðîèçâîëüíûé.
5 Çäåñü ïîä ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì áóäåì ñëåäóþùåå: ïóñòü ïîòîê θt ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

ïîòîêà φt, ò.å. ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : X → Tm

òàêîå, ÷òî p◦θt = φt◦p. Òîãäà çàìåíà ïåðåìåííûõ x = L(θt)y íàçûâàåòñÿ ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì.
6 Ñîëåíîèä ðàçìåðíîñòè m � ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïû � îáðàòíûé ïðåäåë

lim
←

(Tm, αk) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïïîâûõ ãîìîìîðôèçìîâ m -ìåðíîãî òîðà αn : Tm → Tm. Íà

óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè òîðà êàæäîìó òàêîìó ãîìîìîðôèçìó ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
An ∈ GL(m,Z). Ãîìîìîðôèçì αn ÿâëÿåòñÿ qn -ëèñòíûì íàêðûòèåì Tm, qn = detAn. Cîëåíîèä ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä Tm ñî ñëîåì ãîìåîìîðôíûì êàíòîðîâó ìíîæåñòâó.
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ñèñòåìû ïîðÿäêà 8 ñ ðàçëîæåíèåì íà èíâàðèàíòíûå ÷åòûðåõìåðíûå ïîäðàññëîåíèÿ, êîòî-
ðàÿ íå ïðèâîäèìà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì (äàæå êîìïëåêñ-
íûì) ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó, ñîãëàñîâàííîìó ñ èíâàðèàíòíûì ðàçëîæåíèåì. Â ýòîé
æå ðàáîòå îíè ïîñòðîèëè ïðèìåð êîìïëåêñíîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ïîðÿäêà 2 ñ
ðàçëîæåíèåì íà îäíîìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäðàññëîåíèÿ, êîòîðàÿ íå ïðèâîäèòñÿ ê äèà-
ãîíàëüíîìó âèäó íèêàêèì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêîé íåòðèâèàëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâàðèàíòíûõ ðàññëîåíèé.

Ïîñòðîåííûå â [8] ïðèìåðû íåïðèâîäèìûõ ñèñòåì íå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Ïðî-
ñòîé ïðèìåð êîìïëåêñíîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ïîðÿäêà ñ îäíî-
ìåðíûìè íåòðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòíûìè ïîäðàññëîåíèÿìè ïîñòðîåí Ê. Ïàëìåðîì [9].

Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Â. Êîïïåëÿ áûëî ïîëó÷åíî Ð. Ýëëèñîì è Ð. Äæîíñîíîì [10].
Îíè ïîñòðîèëè ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå {θt} ïîòîêà {φt} òàêîå, ÷òî èíäóöèðîâàííîå
ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ïîòîêà θt ïðèâîäèìî ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ôîðìå, ñîãëàñóþùåéñÿ
ñ ðàçëîæåíèåì (1.6), ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì x = L(θt)y.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíò-
íûõ ìíîãîîáðàçèé ó íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (1.4).

Ïóñòü îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (1.5) � íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîòîêà {φt}
íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè M, P (φ) è E − P (φ) � ïðîåêòîðû íà ïîäðàññëîåíèÿ W s,
W u ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà G : R×M → GL(n,R) :

G(t, φ) =

{
U(t, φ)P (φt), t ≥ 0;

−U(t, φ)(E − P (φt)), t ≤ 0.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ó ñèñòåìû (1.4) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íîðìàëüíî ãèïåðáî-
ëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå

u(φ) =

∞∫
−∞

G(s, φ)b(φs)ds, (2.1)

ãîìåîìîðôíîå M, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà (1.5) ïðèâîäèìà ê áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîìó âèäó ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì x = L(φt)y :

φ̇ = ω, ẏ = diag(Ds(φ),−Du(φ))y,

ãäå Ds(φ), Du(φ) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà φt � ïîòîê íà òîðå Tm, èçëîæåíî â [12],
ãë. 3, � 6,7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ òðåáóåòñÿ íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî
äîêàçàòåëüñòâà.

Âåðíåìñÿ ê èçó÷åíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà íà
òîðå. Åñëè èíâàðèàíòíûå ïîäðàññëîåíèÿ W s, W u íåòðèâèàëüíû, òî ëÿïóíîâñêîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó îïðåäåëåíî íà íåêîòîðîì ãðóïïîâîì ðàñøèðå-
íèè ïîòîêà íà òîðå [10]. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå � ýòî ïðîèçâåäåíèå ãðóïï âðàùåíèé
SO(ns,R)× SO(nu,R), ãäå ns = dimW s, nu = dimW u. Òðàåêòîðèè ýòîãî ãðóïïîâîãî ðàñ-
øèðåíèÿ ëåæàò íà èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà, èíäóöèðîâàííîãî
ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì [13]. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàññëîåíèÿìè ñ áàçîé Tm è
ñëîåì, ÿâëÿþùèìñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì SO(ns,R) × SO(nu,R) 7. Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâà

7 Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëíîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå òîëü-

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



78 Ì.Ë. Êîëîìèåö, À.Í. Ñàõàðîâ

Ò å î ð å ì à 2.2. Ëþáîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî (1.4),
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîìïàêòíîì èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè ýòîãî ïîòîêà.

Ïóñòü, òåïåðü, W c ̸= ∅.

Ë å ì ì à 2.1. Åñëè ñóæåíèå ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ (1.5) íà W c ÿâëÿåòñÿ ýëëèï-
òè÷åñêèì, òî èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû íå áóäåò èçîëèðîâàí-
íûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëÿïóíîâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå,
îïðåäåëåííîå íà òîðå Tm, ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó (1.5) ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó

φ̇ = ω, ẏ = diag(Du(φ), Ds(φ), Dc(φ))y,

ñîîòâåòñòâóþùåìó èíâàðèàíòíîìó ðàçëîæåíèþ (1.6). Ðàññìîòðèì ïîäñèñòåìó íà èíâàðè-
àíòíîì ïîäðàññëîåíèè W c :

φ̇ = ω, ż = Dc(φ)z + p(φ). (2.2)

Âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíû, òî ìàòðèöà Êîøè ýòîé ñèñòåìû Uc(t, φ)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ãðóïïå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö. Çàìåíà z = Uc(t, φ)w ïðèâîäèò
ñèñòåìó (2.2) ê âèäó

φ̇ = ω, ẇ = U−1
c (t, φ)p(φ)Uc(t, φ).

Ïîýòîìó ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèáî âñå îãðàíè÷åíû, ëèáî âñå íåîãðàíè÷åíû,
ò.å. èíâàðèàíòíûå ìíîãîáðàçèÿ íå áóäóò èçîëèðîâàííûìè8.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 2.2. Åñëè ñóæåíèå ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ (1.5) íà W c ÿâëÿåòñÿ ïàðà-
áîëè÷åñêèì èëè íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, òî íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà íå èìååò èí-
âàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå z(t, φ) îäíîðîä-
íîé ñèñòåìû íå îòäåëåíî îò íóëÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}, tk → ∞, òàêàÿ,
÷òî lim

k→∞
z(tk, φ) = 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 èç [16] íè îäíî èç îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé íåîäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû íå ìîæåò áûòü êâàçèïåðèîäè÷åñêèì. Çàìûêàíèå îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ òîðîì (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ áûëè áû êâàçèïåðèîäè÷åñêèå).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èç ýòèõ ëåìì ñëåäóåò îòñóòñòâèå èçîëèðîâàííûõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ â ñëó÷àå, êîãäà
W c ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ýëëèïòè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ è íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ ïîäðàññëîåíèé.

êî îïèñàíèå äèíàìèêè íà ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâàõ, íî è îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé áëóæäàþùåãî
ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêî-
ãî ïîòîêà íà òîðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòè óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ïîäðàññëîåíèé ó îáîèõ
ïîòîêîâ îäèíàêîâû, íî îäíî ðàñøèðåíèå èìååò òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ, à äðóãîå � íåòðèâèàëüíûå. ßñ-
íî, ÷òî îíè íå áóäóò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, òàê êàê èõ ïîâåäåíèå íà áëóæäàþùåì ìíîæåñòâå
ðàçëè÷íî. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è äëÿ ãðóáûõ ñèñòåì [14].

8 Ñîãëàñíî òåîðèè Ôàâàðà [15] âñå îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ � êâàçèïåðèîäè÷åñêèå, ò.å. çàìûêàíèå ëþáîãî
îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ � òîð.
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3. Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû

Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà (1.3) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíîé.
Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èíâàðèàíòíûå íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãîîáðà-
çèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ñèñòåìû. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåä-
ïîëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå òîð Tm â êíèãå À.Ì. Ñàìîé-
ëåíêî [12], ãë. IV, òåîðåìà 1.

Íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííûé èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñèñòåìû (1.3) îñíîâàíî íà
ñëåäóþùåì ïðèåìå. Ïóñòü x = u(φ) = u0 + v(φ) � èíâàðèàíòíûé òîð ñèñòåìû

φ̇ = ω, ẋ = C(φ)x+ b(φ) +R(φ, x), (3.1)

ãäå u0 =
∫
Tm

u(φ)dφ. Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòñÿ ðàâåíñòâî

∫
Tm

[C(φ)u(φ) +R(φ, u(φ)]dφ = 0.

Ïóñòü óðàâíåíèå (ïîðîæäàþùåå óðàâíåíèå)∫
Tm

[C(φ)u+ b(φ) +R(φ, x)]dφ = 0 (3.2)

èìååò ℓ ðàçëè÷íûõ êîðíåé u1, . . . , uℓ. Áóäåì èñêàòü èíâàðèàíòíûé òîð ñèñòåìû (3.1) â
âèäå uk(φ) = uk+vk(φ). Òîãäà â êà÷åñòâå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ vk(φ) áåðåòñÿ ëèíåéíàÿ
cèñòåìà

φ̇ = ω, v̇k = C(φ)vk + C(φ)uk + b(φ) +R(φ, uk).

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (3.1) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, èíâàðèàíòíûé
òîð vk(φ) ïðåäñòàâèì ñîãëàñíî (2.1) â âèäå

vk(φ) =

∞∫
−∞

G(s, φ)(C(φs)uk + b(φs)R(φs, uk)ds =

= uk +

∞∫
−∞

G(s, φ)[b(φs) +R(φs, uk)]ds.

(3.3)

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ðîññèéñêîìó ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ýòîé ðàáîòû, ãðàíòû 11-01-12056-îôè-ì, 12-01-00672.
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Invariant manifolds of nonautonomous models neural

networks

c⃝ M.L. Kolomiets9, A.N. Sakharov10

Abstract. We consider the problem of the Structure of invariant sets in nonautonomous systems
describing the dynamics of neural networks. It is shown that normal hyperbolic manifolds of non-
linear extensions of quasiperiodic �ows on the torus is a bundle over the torus with a homogeneous
space of compact matrix Lie group as a �ber.

Key Words: �ows extensions on compact spaces, normally hyperbolic diversity, attractors,
minimal sets, neural networks
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