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äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç

ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé íà ñôåðå ðàçìåðíîñòè

áîëüøåé òðåõ

c⃝ Â.Ç. Ãðèíåñ1, Å.ß. Ãóðåâè÷2, Î.Â. Ïî÷èíêà,3

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåî-
ìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé íà ñôåðå Sn ðàçìåðíîñòè
n > 3 . Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èíñòðóìåíòà èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà äèôôåîìîðôèçìà � èíâàðè-
àíò, îïèñûâàþùèé ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà áëóæäàþùèõ îðáèò è âëîæåíèå â íåãî ïðîåêöèé
(n − 1) -ìåðíûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Ðàññìàòðèâàåìûå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè (íåéðîííûå ñåòè Õîïôèëäà), ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà, òîïîëîãè÷å-
ñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ñåòü Õîïôèëäà.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âîñõîäèò ê ðàáîòàì
À.À. Àíäðîíîâà, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å.À. Ëåîíòîâè÷, À.Ã. Ìàéåðà è Ì. Ïåéøîòî. À.À. Àí-
äðîíîâ è Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí â 1937 ãîäó âââåëè ïîíÿòèå ãðóáîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è
ïîêàçàëè, ÷òî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðóáîñòè ïîòîêà íà ïëîñêîñòè (äâó-
ìåðíîé ñôåðå) ñîñòîÿò â òðåáîâàíèè êîíå÷íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, åãî ãèïåð-
áîëè÷íîñòè è îòñóòñòâèÿ òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî. Â 1960 ãîäó Ñ. Ñìåéë
ââåë êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì, ïðè ýòîì óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç
ñåäëà â ñåäëî, òðàíñôîðìèðîâàëîñü â áîëåå îáùåå óñëîâèå òðàíñâåðàëüíîñòè ïåðåñå÷å-
íèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Òàêèå ñè-
ñòåìû ïîçäíåå ïîëó÷èëè íàçâàíèå ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà. Óñëîâèå êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà
îðáèò, ñîñòàâëÿþùèõ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, ïðèâîäèò ê èäåå
ñâåäåíèÿ ïðîáëåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ýòèõ ñèñòåì ê êîìáèíàòîðíîé çàäà-
÷å îïèñàíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ îðáèò â íåñóùåì ìíîãîîáðàçèè. Âïåðâûå ýòîò
ïîäõîä áûë ïðèìåíåí Å.À. Ëåîíòîâè÷ è À.Ã. Ìàéåðîì äëÿ êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ íà
äâóìåðíîé ñôåðå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé è áûë ðàçâèò â ðàáîòàõ Ì. Ïåé-
øîòî, ß.Ë. Óìàíñêîãî, C.Þ. Ïèëþãèíà, â êîòîðûõ ðåøàëàñü àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ïî-
òîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 2, 3 è âûøå, à òàêæå Â.Ç. Ãðèíåñîì,
À.Í. Áåçäåíåæíûõ äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò. Êàê îêàçàëîñü, ýòà èäåÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàáîòàåò â
ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 3 èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ ñ äèêî âëîæåííûìè èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäåë. Ýòîò ôàêò ïîòðå-

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, ã. Íèæ-
íèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; elena _ gurevich@list.ru.

3 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. È. Ëîáà-
÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; olga-pochinka@yandex.ru.
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áîâàë íîâîãî ÿçûêà äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ â êëàññå òàêèõ ñèñòåì.
Ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîèçâîëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëó÷åíà â öèêëå ðàáîò [1] � [6]. Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, ââåäåííûõ â ýòèõ ðàáîòàõ, îêàçàëàñü òàê íàçûâàåìàÿ ñõåìà
äèôôåîìîðôèçìà, îïèñûâàþùàÿ ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà áëóæäàþùèõ îðáèò è âëîæåíèå
â íåãî ïðîåêöèé (n− 1) -ìåðíûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå àíàëîãè÷íàÿ òåõíèêà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôè-
êàöèè â ìíîæåñòâå G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, çàäàííûõ íà ñôåðå Sn ðàçìåðíîñòè n > 3 . Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî èçó÷åíèå äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè
n > 3 íà÷àëîñü â ðàáîòàõ [7], [8], ãäå ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ñè-
ñòåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ îäíîìåðíî è íå ñîäåðæèò
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé.

Ïóñòü f ∈ G . Ïîëîæèì Ωi
f = {p ∈ Ωf | dim W u

p = i} , Af =
∪

σ∈Ω1
f

W u
σ , Rf =

∪
σ∈Ωn−1

f

W s
σ ,

Vf = Sn \ (Af ∪ Rf ) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂f = Vf/f ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ f

íà Vf , ÷åðåç p
f

: Vf → V̂f � åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ è ÷åðåç η
f

: π1(V̂f ) → Z �

ýïèìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèåì p
f
. Ïîëîæèì L̂s

f =
∪

σ∈Ω1
f

pf (W
s(σ) \ σ) ,

L̂u
f =

∪
σ∈Ωn−1

f

pf (W
u(σ) \ σ) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íàáîð Sf = (V̂f , ηf
, L̂s

f , L̂
u
f ) íàçîâåì ñõåìîé äèôôåîìîð-

ôèçìà f ∈ G .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G áóäåì íà-

çûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) η
f
= η

f ′ φ̂∗ ;

2) φ̂(L̂s
f ) = L̂s

f ′ è φ̂(L̂u
f ) = L̂u

f ′ .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-
æåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èõ ñõåì Sf , Sf ′ .

ÁËÀÃÎÄÀÐÍÎÑÒÈ

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ãðàíòû 12-01-00672, 11-01-12056-îôè-ì ÐÔÔÈ, ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039 è ãðàíò Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåí-
íîãî çàäàíèÿ íà îêàçàíèå óñëóã â 2012-2014 ãã. ïîäâåäîìñòâåííûìè âûñøèìè ó÷åáíûìè
çàâåäåíèÿìè (øèôð çàÿâêè 1.1907.2011) çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

2.1. Ðàçðûâíûå äåéñòâèÿ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ñâåäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé F =
{fn|

X
, n ∈ Z} äåéñòâóùåé ðàçðûâíî íà íåêîòîðîì ãëàäêîì (âîîáùå ãîâîðÿ íå êîìïàêò-

íîì) ìíîãîîáðàçèè X è ïîðîæäåííîé äèôôåîìîðôèçìîì f : X → X . Òàêèå ãðóïïû
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ïðåîáðàçîâàíèé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè îãðàíè÷åíèÿ èñõîä-
íîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà íà íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà áëóæäàþùèõ òî÷åê è
ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû òîïîëîãè-
÷åñêîé êëàññèôèêàöèè.

Ïóñòü f : X → X � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé íà ãëàäêîì ñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè
X (âîîáùå ãîâîðÿ íå êîìïàêòíîì), òàêîé, ÷òî ãðóïïà F = {fn|

X
, n ∈ Z} äåéñòâóåò íà X

ðàçðûâíî4.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X̂f = X/F ïðîñòðàíñòâî îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ è ÷åðåç pf :

X → X̂f åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.
Â ñèëó [9] (òåîðåìà 3.5.7) ïðîåêöèÿ pf : X → X̂f ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíè-

åì5, à ïðîñòðàíñòâî X̂f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηf : π1(X̂f ) → Z ãîìîìîðôèçì, îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü c ∈ X̂f � íå ãîìîòîïíàÿ íóëþ ïåòëÿ â X̂f è [c] ∈ π1(X̂f ) � êëàññ ãîìîòîïè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ïåòëè c . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x̂ ∈ c , îáîçíà÷èì ÷åðåç p−1

f (x̂)

ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè x̂ è çàôèêñèðóåì òî÷êó x̃ ∈ p−1
f (x̂) . Òàê êàê pf � íàêðûòèå,

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü c̃(t) ñ íà÷àëîì â òî÷êå x̃ ( c̃(0) = x̃ ), íàêðûâàþùèé
ïåòëþ c (òî åñòü òàêîé, ÷òî pf (c̃(t)) = ĉ ). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò n ∈ Z òàêîé, ÷òî
c̃(1) = fn(x̃) . Ïîëîæèì ηf ([c]) = n . Èç [10] (ãë. 18) ñëåäóåò, ÷òî ãîìîìîðôèçì ηf ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôèçìîì. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â [4].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü X , Y � ñâÿçíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ è f :
X → X , g : Y → Y � äèôôåîìîðôèçìû òàêèå, ÷òî ãðóïïû F = {fn, n ∈ Z} ,
G = {gn, n ∈ Z} äåéñòâóþò ðàçðûâíî íà X , Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü φ : X → Y �
ãîìåîìîðôèçì ( äèôôåîìîðôèçì ) , ñîïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçìû f è g . Òîãäà îòîá-

ðàæåíèå φ̂ : X̂f → Ŷg , çàäàííîå ôîðìóëîé φ̂ = pgφp
−1
f , ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì

( äèôôåîìîðôèçìîì ) . Êðîìå òîãî, ηf = ηgφ∗ , ãäå φ∗ : π1(X̂f ) → π1(Ŷg) � ãîìîìîðôèçì,
èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèåì φ .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü X , Y � ñâÿçíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ è f :
X → X , g : Y → Y � äèôôåîìîðôèçìû òàêèå, ÷òî ãðóïïû F = {fn, n ∈ Z} , G =

{gn, n ∈ Z} äåéñòâóþò ðàçðûâíî íà X , Y , ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü φ̂ : X̂f → Ŷg � ãî-

ìåîìîðôèçì ( äèôôåîìîðôèçì ) òàêîé, ÷òî ηf = ηgφ∗ . Ïóñòü x̂ ∈ X̂f , x̃ ∈ p−1
f (x) , y =

φ̂(x) è ỹ ∈ p−1
g (y) . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìåîìîðôèçì ( äèôôåîìîðôèçì )

φ : X → Y , ñîïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçìû f è g è òàêîé, ÷òî φ(x̃) = ỹ .

2.2. Êàíîíè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå

Áóäåì íàçûâàòü n -øàðîì ( n -äèñêîì ) ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðôíîå ñòàíäàðòíîìó
øàðó Bn = {(x1, ..., xn) ∈ Rn | x21 + ... + x2n ≤ 1} . Îòêðûòûì n -øàðîì ( ñôåðîé Sn−1 )

4 Ãðóïïà H äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè X , åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå ζ : H ×X → X , îáëàäàþùåå
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ζ(e, x) = x äëÿ âñåõ x ∈ X , ãäå e � íåéòðàëüíûé (åäèíè÷íûé) ýëåìåíò ãðóïïû H ;
2) ζ(g, ζ(h, x)) = ζ(gh, x) äëÿ âñåõ x ∈ X è g, h ∈ H .
Ãðóïïà H äåéñòâóåò ðàçðûâíî íà ìíîãîîáðàçèè X , åñëè äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà

K ⊂ X ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ h ∈ H òàêèõ, ÷òî ζ(h,K) ∩K ̸= ∅ � êîíå÷íî.
5 Íåïðåðûâíîå ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå pf : X → X/F íàçûâàåòñÿ íàêðûâàþùèì, åñëè äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ∈ X/F ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ∈ X/F òàêàÿ, ÷òî p−1
f (U) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ

ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ uj , j ∈ J , òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ J îãðàíè÷åíèå pf |uj
: uj → U

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
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áóäåì íàçûâàòü ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðôíîå âíóòðåííîñòè int Bn (ãðàíèöå ∂Bn = Sn−1 )
øàðà Bn .

Áóäåì íàçûâàòü ñôåðó Sn−1 ⊂Mn öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé â Mn , åñëè ñóùåñòâóåò
çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü V ⊂ Mn ñôåðû Sn−1 è ãîìåîìîðôèçì h : Sn−1 × [−1, 1] → V
òàêîé, ÷òî h(Sn−1 × {0}) = Sn−1 .

Ïóñòü b− : Rn → Rn � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, çàäàííîå
ôîðìóëîé b−(x1, ..., xn) = (−1

2
x1,

1
2
x2, ...,

1
2
xn) , B− � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îãðàíè÷åíè-

åì îòîáðàæåíèÿ b− íà ìíîæåñòâî Rn
0 = Rn \ (0, ..., 0) , è äåéñòâóþùàÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå

ðàçðûâíî.
Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Kn = R0/B− áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé n -ìåðíîé áóòûëêîé

Êëåéíà.

3. Ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G

Ïóñòü σ ∈ Ωj
f , 0 < j < n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç lsσ ( luσ ) óñòîé÷èâóþ (íåóñòîé÷èâóþ)

ñåïàðàòðèñó òî÷êè σ , òî åñòü êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s
σ \ σ (W u

σ \ σ ).
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ [11].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ìíîæåñòâî luσ \(luσ∪σ) ñîñòîèò èç ñòîêîâîé ïåðèîäè-
÷åñêîé òî÷êè; ìíîæåñòâî lsσ \ (lsσ ∪ σ) ñîñòîèò èç èñòî÷íèêîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ çàìûêàíèå å¼ îäíîìåðíîé ñå-
ïàðàòðèñû ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé äóãîé, à çàìûêàíèå j -ìåðíîé ñåïàðàòðèñû ïðè j > 1
� j -ñôåðîé.

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü f ∈ G , n > 3 . Òîãäà ìíîæåñòâà Ωj
f , 1 < j < (n − 1)

ïóñòû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü 1 < j < (n − 1) , Ωj
f ̸= ∅ ,

è σ ∈ Ωj
f . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1. çàìûêàíèÿ W u

σ ,W
s
σ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíî-

ãîîáðàçèé òî÷êè σ ÿâëÿþòñÿ ñôåðàìè ðàçìåðíîñòè j è n− j ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì
Sj = W u

σ , S
n−j = W s

σ . Èç óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ êëàññ G , ñëåäóåò, ÷òî ñôåðû Sj, Sn−j

ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â åäèíñòâåííîé òî÷êå σ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñôåð Sj, Sn−j , ðàññìàòðèâàåìûõ êàê êëåòî÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå öèêëû äóàëüíûõ
êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé ñôåðû Sn , ðàâåí ±1 (â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îðèåíòàöèè äóàëü-
íûõ êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé ñôåðû Sn ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ãðóïïû Hj(S

n,Z) ,
Hn−j(S

n,Z) òðèâèàëüíû, òî öèêëû Sj, Sn−j ãîìîëîãè÷íû íóëþ â Sn , è òîãäà, ñîãëàñ-
íî [14] (òåîðåìà 1 ïàðàãðàôà 70 ãëàâû X), èõ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâåí íóëþ. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî Ωj

f = ∅ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [12], [13], åãî äåòàëüíîå äîêà-
çàòåëüñòâî èçëîæåíî â [7] (ëåììà 3.2).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.2. Ñôåðà lδσ , ãäå δ = s åñëè σ ∈ Ω1
f è δ = u åñëè σ ∈

Ωn−1
f , ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé.

Êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êå σ ∈ Ω1
f ∪Ωn−1

f ïåðèîäà mσ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî νσ ,
êîòîðîå ðàâíî +1 , åñëè îòîáðàæåíèå fmσ |Wu

σ
ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è ðàâíî −1 , åñëè
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îòîáðàæåíèå fmσ |Wu
σ
ìåíÿåò îðèåíòàöèþ. ×èñëî νσ áóäåì íàçûâàòü òèïîì îðèåíòàöèè

òî÷êè σ .
Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì ñâîéñòâ 2.4

è 2.5 ðàáîòû [8].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.3. Ïóñòü f ∈ G . Òîãäà íåáëóæàþùåå ìíîæåñòâî Ωf

ñîäåðæèò ñàìîå áîëüøåå îäíó ñåäëîâóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó, èìåþùóþ îòðèöàòåëüíûé
òèï îðèåíòàöèè.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.4. Ìíîæåñòâî Af (Rf ) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì îäíîìåðíûì
ïîëèýäðîì, íå ñîäåðæàùèì ïîäìíîæåñòâ, ãîìåîìîðôíûõ îêðóæíîñòè.

Ë å ì ì à 3.2. Ñóùåñòâóåò öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ ñôåðà Sn−1 ⊂ Vf , îãðàíè-
÷èâàþùàÿ îòêðûòûé øàð Bn , Af ⊂ Bn ⊂ Sn \Rf , è òàêàÿ, ÷òî f(Sn−1) ⊂ Bn .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ω � ñòîêîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f
ïåðèîäà mω , γ1ω, ..., γ

k
ω � âñå îäíîìåðíûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, ..., σkω , ïðèíàä-

ëåæàùèå W s
ω . Èç ëåììû 4.1 ðàáîòû [7] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ

(n− 1) -ñôåðà Sω ⊂ W s
ω , îãðàíè÷èâàþùàÿ îòêðûòûé n -øàð Bω ⊂ W s

ω , Bω ⊃ ω , è òàêàÿ,
÷òî: à) fmω(Sω) ⊂ Bω ; á) äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, ..., k} ïåðåñå÷åíèå γiω ∩ Sω ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîé òî÷êè ziω , â) ñôåðà Sω ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Vziω òî÷êè ziω .
Ïóñòü B0

ω = Bω, B
1
ω, ..., B

mω−1
ω � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ, îãðàíè÷åííûõ ïîïàðíî íåïåðå-

ñåêàþùèìèñÿ ñôåðàìè S0
ω,0, S

1
ω,1, ..., S

mω−1
ω ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñâîéñòâàì,

àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâàì a)−b) è òàêèå, ÷òî B0
ω ⊂ B1

ω ⊂ ... ⊂ Bmω−1
ω ⊂ f−mω(Bω) . Âûáåðåì

ðîâíî ïî îäíîé òî÷êå èç êàæäîé ñòîêîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå

ìíîæåñòâî ÷åðåç Ω̃0
f . Äëÿ êàæäîé òî÷êè ω ∈ Ω̃0

f ïîëîæèì Bω =
mω−1∪
j=0

f j(Bj
ω) . Íåïîñðåä-

ñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f(Bω) ⊂ int Bω . Ïîëîæèì B =
∪

ω∈Ω̃0
f

Bω .

Ïóñòü Oσ � ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ïåðèîäà mσ . Èç ãèïåðáîëè÷íîñòè òî÷åê
σ ∈ Oσ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòè Uσ îðáèòû Oσ , â êîòîðîé îïðåäå-
ëåíà òàê íàçûâàåìàÿ ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà-Ëÿïóíîâà, òî åñòü òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
ψσ : Uσ → R , ÷òî: 1) ψσ(f(x)) < ψσ(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ f−1(Uσ)\Oσ , ψσ(f(σ)) = ψσ(σ) = 0
äëÿ ëþáîé òî÷êè σ ∈ Oσ ; 2) ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè ψσ ñîâïàäàåò ñ
ìíîæåñòâîì Oσ , ïðè ýòîì âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè èìåþò èíäåêñ 1 ; 3) äëÿ ëþáîé òî÷-
êè σ ∈ Oσ ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (x1, ..., xn) òàêèå, ÷òî W u

σ ∩ Uσ ⊂ Oxn ,
W s

σ ∩ Uσ ⊂ Ox1...xn−1 è ôóíêöèÿ ψσ èìååò âèä ψσ(x1, ..., xn) = x21 + ...+ x2n−1 − x2n . Íåïî-
ñðåäñòâåííîå ïîñòðîåíèå òàêîé ôóíêöèè èçëîæåíî â êíèãå [15] (ëåììà 2.2.1).

Âûáåðåì ðîâíî ïî îäíîé ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êå èç êàæäîé ñåäëîâîé îðáèòû
èíäåêñà 1 è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ÷åðåç Ω̃1

f . Âûáåðåì ãëàäêèå (n− 1) -äèñêè
D+, D− ⊂ ∂B , ñîäåðæàùèå òî÷êè z+ = ∂B ∩ W u

σ , z− = ∂B ∩ W u
σ ñîîòâåòñòâåííî. Â

ñèëó λ -ëåììû (ñì., íàïð., [15], ëåììà 1.2.1) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå
÷èñëî kσ òàêîå, ÷òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà f−kmσ(D+)∩Uσ ( f−kmσ(D−)∩Uσ ),
ñîäåðæàùàÿ òî÷êó f−kmσ(z+) ( f−kmσ(z−) ), è ìíîæåñòâî W s

σ ∩ Uσ ε − C1 -áëèçêè äëÿ
ëþáîãî k > kσ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå cσ > 0 , ÷òî ìíîæåñòâî
Hσ,c = {(x1, ..., xn) ∈ Uσ : x21+ ...+x

2
n−1−x2n ≤ c} ïåðåñåêàåòñÿ ñ K+ (K− ) òðàíñâåðñàëüíî

ïî (n− 1) -äèñêó äëÿ âñåõ c < cσ .

Ïîëîæèì k = max
σ∈Ω̃1

f

kσ , c = min
σ∈Ω̃1

f

cσ , Hσ =
mσ−1∪
i=0

f i(Hσ,c) . Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 1



Ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà . . . 21

Ìîðñà-Ëÿïóíîâà ñëåäóåò, ÷òî f(Hσ) ⊂ int Hσ . Ïîëîæèì H =
∪

σ∈Ω̃1
f

Hσ . Òîãäà èñêîìûå

îáúåêòû Bn, Sn−1 îïðåäåëÿþòñÿ êàê Bn = f−k(B) ∪H , Sn−1 = ∂Bn .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3.1. Ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü ñåäëîâîé òî÷êè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç aν : Rn → Rn , ν ∈ {1,−1} , ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé aν(x1, x2, ..., xn) = (ν 1

2
x1,

1
2
x2, . . . , 2νxn) . Íà÷àëî

êîîðäèíàò O ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé àâòîìîðôèçìà aν ,
óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè O ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü xn = 0 , íåóñòîé÷èâûì
ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè O ÿâëÿåòñÿ îñü Oxn .

Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷êè áóäåì èñïîëüçîâàòü ìíî-
æåñòâî U τ = {(x1, ..., xn) ∈ Rn|x2n(x21+ ...+x2n−1) ≤ τ 2} , τ ∈ (0, 1] , îñíàùåííîå äâóìÿ èíâà-
ðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî aν ñëîåíèÿìè T s , T u òàêèìè, ÷òî êàæäûé ñëîé T s(xn) ñëîåíèÿ
T s ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0, . . . , 0, xn) ïàðàë-
ëåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xn = 0 , ñ ìíîæåñòâîì U τ , à êàæäûé ñëîé T u(x1, ..., xn−1)
ñëîåíèÿ T u ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x1, ..., xn−1, 0) è ïà-
ðàëëåëüíîé îñè Oxn , ñ îêðåñòíîñòüþ U τ .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.3.1 êíèãè [15] (ñì.
ñëåäñòâèå 4.3.2).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.5. Ïóñòü θ : U τ \ Oxn → U1 \ Oxn � òîïîëîãè÷åñêîå
âëîæåíèå, òîæäåñòâåííîå íà U0 è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ θaν |Uτ = aνθ|Uτ , ν ∈
{1,−1} . Ïóñòü çíà÷åíèÿ 0 < τ1 < τ2 < τ âûáðàíû òàê, ÷òî U τ2 ⊂ θ(U τ ) , θ(U τ1) ⊂
int U τ2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì Θ : U1 → U1 , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
Θaν |U1 = aνΘ|

U1 , è òàêîé, ÷òî Θ|Uτ1 = θ|Uτ1 , Θ|U1\int Uτ2 = id|U1\int Uτ2 .

Ïóñòü f ∈ G , σ ∈ Ωi(f) , i ∈ {1, n− 1} , è νσ � òèï îðèåíòàöèè òî÷êè σ . Èç ãèïåðáî-
ëè÷íîñòè òî÷êè σ âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.6. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü vσ òî÷êè σ è ãîìåîìîð-
ôèçì χσ : vσ → U1 òàêèå, ÷òî:

1) åñëè i = 1 , òî χσf
mσ |vσ = aνσχσ|vσ .

2) åñëè i = n− 1 , òî χσf
mσ |vσ = a−1

νσ χσ|vσ .

Ïîëîæèì vτσ = χ−1
σ (U τ ) , T s

σ = χ−1
σ (T s) , T u

σ = χ−1
σ (T u) .

4. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-
æåííîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî âî ââåäåíèè îïðåäåëåíà ñõåìà Sf = (V̂f , ηf
, L̂s

f , L̂
u
f ) äèôôåîìîðôèçìà

f ∈ G , ãäå V̂f = Vf/f � ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ f íà ìíîæåñòâî Vf , pf
: Vf → V̂f

� åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ è η
f
: π1(V̂f ) → Z � ýïèìîðôèçì, L̂s

f =
∪

σ∈Ω1
f

pf (W
s(σ) \ σ) ,

L̂u
f =

∪
σ∈Ωn−1

f

pf (W
u(σ) \ σ) .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåììû 3.2.
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Ë å ì ì à 4.1. Ïðîñòðàíñòâî V̂f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, ãîìåîìîðô-
íûì ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Sn−1 × S1 .

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäëîæåíèÿ 4.1. ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.5 êíèãè [15].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.1. Ïóñòü σ ∈ Ω1 , (σ ∈ Ωn−1) � ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ïåðèîäà mσ ñ òèïîì îðèåíòàöèè νσ . Åñëè νσ = 1 , òî ïðîåê-
öèÿ ñåïàðàòðèñû l̂s = pf (W

s(σ)\σ) (l̂u = pf (W
u(σ)\σ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðà-

çèåì ìíîãîîáðàçèÿ V̂f , ãîìåîìîðôíûì ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Sn−2 × S1 . Åñëè νσ = −1
ïðîåêöèÿ ñåïàðàòðèñû ls = pf (W

s(σ) \ σ) (lu = pf (W
u(σ) \ σ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíî-

ãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ V̂f , ãîìåîìîðôíûì îáîáùåííîé áóòûëêå Êëåéíà Kn−1 . Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ãîìîìîðôèçì i∗ : π1(l

s) → Z , èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâè-
àëüíûì ýïèìîðôèçìîì, îïðåäåëÿåìûì ñîîòíîøåíèåì i∗(π1(l

s)) = mσZ .

4.1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Íåîáõîäèìîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì Sf , Sf ′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ f, f ′ ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñõåìû Sf

è Sf ′ ýêâèâàëåíòíû ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà φ̂ : V̂f → V̂f ′ . Ïîñòðîèì ïî øàãàì ãî-
ìåîìîðôèçì h : Sn → Sn , ñîïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ .

Øàã 1. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.2. ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå φ : Vf → Vf ′ ãîìåîìîðôèçìà
φ̂ , ÿâëÿþùååñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ñîïðÿãàþùèì äèôôåîìîðôèçìû f |

Vf
c f ′|

V ′
f

è òàêèì,

÷òî äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ω1
f (σ ∈ Ωn−1

f ) íàéäåòñÿ òî÷êà σ′ ∈ Ω1
f ′ (σ′ ∈ Ωn−1

f ′ )
òàêàÿ, ÷òî φ(W s

σ \ σ) = W s
σ′ \ σ′ (φ(W u

σ \ σ) = W u
σ′ \ σ′ ). Òàêèì îáðàçîì, ãîìåîìîðôèçì φ

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà ñåäëîâûå òî÷êè.
Øàã 2. Âûáåðåì ðîâíî ïî îäíîé òî÷êå èç êàæäîé ñåäëîâîé îðáèòû èíäåêñà 1 è îáî-

çíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ÷åðåç Ω̃1
f . Èç óòâåðæäåíèÿ 3.6. è óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ãåòå-

ðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îêðåñòíîñòåé {vσ} ({v′σ}) ñåäëîâûõ òî÷åê èç Ω̃1

f ( Ω̃1
f ′ ) è îòîáðàæåíèé χσ : vσ → U1

(χσ′ : vσ′ → U1 ), ñîïðÿãàþùèõ îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà fmσ ( f ′mσ′ ) íà vσ ( vσ′ ) c
äèôôåîìîðôèçìîì aν |U1 . Ïîëîæèì φu

σ = χ−1
σ′ χσ|Wu

σ
.

Âûáåðåì çíà÷åíèå τ ∈ (0, 1] òàê, ÷òîáû íà ìíîæåñòâå vτσ áûëî êîððåêòíî îïðåäåëåíî
òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå ψ : vτσ → vσ′ , çàäàâàåìîå ôîðìóëàìè ψ(p) = T s

σ(φ(π
s
σ(x))) ∩

T ′u
σ(φ

u
σ(π

u
σ(x))) , è òàêîå, ÷òî ψ(vτσ \W u

σ ) ⊂ φ(vτσ \W u
σ ).

Îïðåäåëèì òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå θσ : vτσ → vσ ôîðìóëîé θ = φ−1ψ . Èç ëåììû 3.5.
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò 0 < τ1 < τ è ãîìåîìîðôèçì Θ : vσ → vσ , ñîâïàäàþùèé ñ θ íà
ìíîæåñòâå vτ1σ è ÿâëÿþùèéñÿ òîæäåñòâåííûì íà ∂vσ .

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçìû hσ,σ′ : vσ → v′σ , hO(σ),O(σ′) :
mσ−1∪
i=0

Vf i(σ) →
mσ−1∪
i=0

Vf ′i(σ′) ôîð-

ìóëàìè hσ,σ′ = φΘ , hO(σ),O(σ′) = f ′ihσ,σ′f−i(x) äëÿ òî÷êè x ∈ Vf i(σ) .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H1 :

∪
σ∈Ω1

vσ →
∪

σ′∈Ω′
1

vσ′ ãîìåîìîðôèçì, ñîâïàäàþùèé äëÿ êàæäîé

òî÷êè σ ∈ Ω1 ñ ãîìåîìîðôèçìîì hO(σ),O(σ′) .
Øàã 3 Äëÿ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ òî÷åê èç ìíîæåñòâà Ωn−1 ïîâòîðèì ïîñòðîåíèÿ

øàãà 2 ñ ôîðìàëüíîé çàìåíîé s íà u , aν íà a−1
ν . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn−1 :

∪
σ∈Ωn−1

vσ →∪
σ′∈Ω′

n−1

vσ′ ïîëó÷åííûé ãîìåîìîðôèçì.

Øàã 4 Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì H : Sn \ (Ω0 ∪ Ωn−1) → Sn \ (Ω′
0 ∪ Ω′

n−1) ôîðìóëîé
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H(x) =

{
φ(x), åñëè x ∈M3 \

∪
σ∈Ω1∪Ωn−1

vσ;

Hδ(x), åñëè x ∈ vσ, ãäå σ ∈ Ωδ, δ ∈ {1, n− 1},
è ïðîäîëæèì ãîìåîìîðôèçì H íà ìíîæåñòâà Ω0,Ωn−1 òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé ãîìåî-

ìîðôèçì H : Sn → Sn óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ f ′ = H−1fH .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Complete topological invariant of Morse-Smale

Di�eomorphism without heteroclinical intersections on

Sphere Sn of dimensional greater than three.

c⃝ V.Z. Grines6, E.Ya. Gurevich7, O.V. Pochinka.8

Abstract. The paper is devoted to solution of the problem on topological classi�cation of Morse-
Smale di�eomorphisms without heteroclinical intersection on sphere Sn of dimension n > 3 . As
a basic instrument there is used a scheme of di�eomorphism, which is an invariant describing the
structure of orbit space of di�eomorphism.
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