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c⃝ Ì.Á. Àâäååâà1, À.Â. Çóáîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ýòîé ñòàòüå èçëîæåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà, ÿâëÿþùèéñÿ
íåêîòîðûì àíàëîãîì àëãîðèòìà Ðàóñà è ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü ÷èñëî êîðíåé èñõîäíîãî
ìíîãîã÷ëåíà, ëåæàùèõ êàê â ëåâîé, òàê è â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, íå áîëåå ÷åì çà 5/4n(n+1)
ýëåìåíòàðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëóïëîñêîñòü, êîýôôèöèåíò, óñòîé÷èâîñòü, âåùåñòâåííûå êîðíè, àáñî-
ëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü.

1. Ââåäåíèå

Â ýòîé ñòàòüå èçëîæåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà, ÿâëÿþùèéñÿ íåêî-
òîðûì àíàëîãîì àëãîðèòìà Ðàóñà è ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü ÷èñëî êîðíåé èñõîäíîãî
ìíîãî÷ëåíà, ëåæàùèõ êàê â ëåâîé Rez < 0 , òàê è ïðàâîé Rez > 0 ïîëóïëîñêîñòè, íå
áîëåå ÷åì çà 5

4
n(n+ 1) ýëåìåíòàðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé [4].

Èçâåñòíî, ÷òî àëãîðèòì Ðàóñà ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, ò.
å. äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè âñåõ êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè
Rez < 0 . Ýòîò àëãîðèòì íà êàæäîì øàãó ïîñëåäîâàòåëüíî ïîíèæàåò ïîðÿäîê ìíîãî÷ëåíà
fn(z) ñòåïåíè n ñ ïîëîæèòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

fn(z) = a0 + a1z + . . .+ an−1z
n−1 + anz

n (1.1)

ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà

fn−1(z) = fn(z)− αnzSn(z), αn = an \ an−1 > 0, (1.2)

ãäå Sn−1(z) = an−1z
n−1 + an−3z

n−3 + an−5z
n−5 + . . . .

Ðàóñ ïîêàçàë, ÷òî, åñëè ìíîãî÷ëåí fn(z) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, òî ìíîãî÷ëåí fn−1(z)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì è, îáðàòíî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí fn(z)
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, òî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà (1.2),
ïðèäåì ê ìíîãî÷ëåíó ïåðâîãî ïîðÿäêà, èìåþùåìó îòðèöàòåëüíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü,
ïðè ýòîì âñå αi > 0 , (i = n, . . . , 2) [1].

2. Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà
èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà

Ïîñòàâèì çàäà÷ó: ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà èñõîä-
íîãî ìíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà êîðíåé
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, ëåæàùèõ êàê â ëåâîé Rez < 0 , òàê è â ïðàâîé Rez > 0 ïîëóïëîñêîñòè
[5].
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ìíîãî÷ëåí f(z) ñòåïåíè n(n ≥ 1)

f(z) = a0 + a1z + . . .+ an−1z
n−1 + anz

n (2.1)

íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâûì, åñëè âñå åãî êîðíè ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè
Rez < 0 . Åñëè, êðîìå êîðíåé, ëåæàùèõ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ýòîò ìíîãî÷ëåí èìå-
åò è ÷èñòî ìíèìûå êîðíè åäèíè÷íîé êðàòíîñòè, òî îí íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì. Âî
âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ýòè òðè ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè, óñòîé÷èâîñòè (ïî Ëÿïóíîâó) è íåóñòîé÷èâîñòè, ïîðîæäàþùåé åãî ëèíåéíîé
ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå ïåðâûé òèï ïîëèíîìîâ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, à îñòàë-
íûå íåóñòîé÷èâûìè [2], [3] - ýòî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ãðóáîé êëàññèôèêàöèåé ïîëèíîìîâ ïî
ëîêàëèçàöèè êîðíåé, ÷åì ïðåäëàãàåòñÿ âûøå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ïóñòü çàäàí ìíîãî÷ëåí f(z) ñòåïåíè n , íå èìåþùèé
íóëåâûõ êîðíåé. Ìíîãî÷ëåí F (z) = Sαf(z) ñòåïåíè n+ 1 , íå èìåþùèé íóëåâûõ êîðíåé,
ãäå

F (z) = (1 + αz)f(z) + f(−z), α ̸= 0 (2.2)

áóäåì íàçûâàòü ïðèñîåäèíåííûì ê ìíîãî÷ëåíó f(z) , îïåðàöèþ Sα áóäåì íàçûâàòü îïå-
ðàöèåé ïðèñîåäèíåíèÿ, à ìíîãî÷ëåí f(z) íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ
ìíîãî÷ëåíà F (z) .

Óñòàíîâèì äëÿ îïåðàöèè ïðèñîåäèíåíèÿ äâà îñíîâíûõ ñâîéñòâà.

Ò å î ð å ì à 2.1. 1) Ìíîãî÷ëåí F (z) , ïðèñîåäèíåííûé ê ìíîãî÷ëåíó f(z) ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìååò îäíè è òå æå êîñîñèììåòðè÷íûå êîðíè (ñ ó÷å-
òîì èõ êðàòíîñòåé), ÷òî è ìíîãî÷ëåí f(z) . 2) Åñëè âåùåñòâåííîå ÷èñëî α > 0 (α < 0) ,
òî ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà F (z) , ëåæàùèõ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Re z < 0 (ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0 ), óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì òàêèõ æå
êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà f(z) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ýëåìåíòàðíî âûâîäèòñÿ èç
ðàâåíñòâà

F (z) = (1 + αz)r(z)f0(z) + r(−z)f0(−z) =
= r(z)((1 + αz)f0(z) + f0(−z)) = r(z)F0(z),

(2.3)

ãäå êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà r(z) ÿâëÿþòüñÿ òîëüêî êîñîñèììåòðè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
f(z) (r(z) = r(−z)) ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé, à êîðíè ìíîãî÷ëåíà f0(z) ñîâïàäàþò ñ
îñòàëüíûìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f(z) , òàêæå ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîãî÷ëåí

Φµ(z) = (1 + αz)f0(z) + µf0(−z), µ ∈ [0, 1], α ̸= 0.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè è íåïðåðûâ-
íûìè ôóíêöèÿìè âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà µ ∈ [0, 1] . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êîðíè ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà zj(µ) òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà µ ïðè µ ∈ [0, 1] .

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ðàâåíñòâ (2.3) è âèäà ìíîãî÷ëåíà Φµ(z) ñëåäóåò, ÷òî
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Φ1(z) = F0(z), F (z) = r(z)Φ1(z).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Φ0(z) = (1 + αz)f0(z) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîðíè zj(µ) ìíîãî÷ëåíà
Φµ(z) ïðè µ = 0 ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè zj ìíîãî÷ëåíà f0(z) , ò.å. ñ êîðíÿìè zj(0) = zj ñ
äîáàâëåíèåì êîðíÿ z = −1/α .

Ïîêàæåì, ÷òî íåïðåðûâíûå êðèâûå zj(µ) ïðè µ ∈ [0, 1] íå ïåðåñåêàþò ìíèìóþ îñü,
ò.å. zj(µ) ̸= iβ ïðè µ ∈ [0, 1] . Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå β ̸= 0 ,
÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φµ(iβ) = (1 + iαβ)f0(iβ) + µf0(−iβ) = 0 ïðè µ ∈ [0, 1].

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ìíîãî÷ëåí f0(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ äåéñòâèòåëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè è íå èìååò êîñîñèììåòðè÷íûõ êîðíåé, à òåì ñàìûì è ÷èñòî ìíèìûõ, òî
f0(iβ) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî β ̸= 0 . Òîãäà èç ñâîéñòâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñëåäóåò,
÷òî | ¯f0(z)| = |f0(z̄| è èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

|1 + iαβ| |f0(iβ)| = |µ| |f0(−iβ)| = |µ| |f0(iβ)|.
Ýòî ðàâåíñòâî, ðàçäåëèâ íà |f(iβ)| ̸= 0 îáå åãî ÷àñòè, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1 + α2β2 = µ2 . Òàê êàê âåëè÷èíû α ̸= 0 è β ̸= 0 , òî âåëè÷èíà |µ| > 1 , ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò óñëîâèþ µ ∈ [0, 1] . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà Φµ(z) íåò ÷èñòî ìíèìûõ
êîðíåé ïðè µ ∈ [0, 1] . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî íåïðåðûâíûå êðèâûå zj(µ) ïðè µ ∈ [0, 1] íå
ïåðåñåêàþò ìíèìóþ îñü, è, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàþòñÿ ïðè µ ∈ [0, 1] â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ÷òî è âåëè÷èíû zj(0) = zj , z = −1/α .

Òàê êàê êîðíè ìíîãî÷ëåíà Φ0(z) ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè zj ìíîãî÷ëåíà f0(z) ñ äîáàâ-
ëåíèåì êîðíÿ z = −1/α , òî ïðè α > 0 (α < 0) ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Φ0(z) , ëåæàùèõ
â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Rez < 0 (ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè), íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà òàêèõ
æå êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà f0(z) . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êðèâûå zj(µ) ïðè µ ∈ [0, 1] îñòàþò-
ñÿ â îäíîé è òîé æå ïîëóïëîñêîñòè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Φµ(z) ,
è, ñëåäîâàòåëüíî, è ìíîãî÷ëåí Φ1(z) , èìååò òàêîå æå ÷èñëî êîðíåé â ëåâîé è ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî è ìíîãî÷ëåí Φ0(z) . Èç ïðåäñòàâëåíèÿ F (z) = r(z)Φ0(z) âûòåêàåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 2.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà F (z) ñòåïåíè n + 1 , íå èìåþ-
ùåãî íóëåâûõ êîðíåé

F (z) = A0 + A1z + . . .+ An+1z
n+1, A1 ̸= 0, (2.4)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîðîæäàþùèé åãî ìíîãî÷ëåí f(z) ñòåïåíè n , êîýôôèöè-
åíòû êîòîðîãî ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ìåòîäîì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà (ÌÏÏ) çà
2n+ 1 àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(z) , ïîðîæäàþùèé ìíîãî-
÷ëåí F (z) , ñóùåñòâóåò, òîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.2) ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè
ïðèñîåäèíåíèÿ. Èç óðàâíåíèÿ (2.2) ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ èñêîìîãî ìíîãî÷ëåíà
f(z)

α2z2(z) = (αz − 1)F (z) + F (−z) =
= (αA0 − 2A1)z + αA1z

2 + . . .+ αAn+1z
n+2 (2.5)

Ïîëàãàÿ â óðàâíåíèè (2.5) α = 2A1/A0 , ïîëó÷èì, ÷òî â íåì ñïðàâà ñòîèò ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n + 2 , â êîòîðîì ìîæíî âûíåñòè çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü z2 . Ðàçäåëèâ îáå
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÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.5) íà α2z2 , ïîëó÷èì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(z) íå èìååò íóëåâûõ êîðíåé
è ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n , ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåí
F (z) . Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.5) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà äëÿ
ëþáîãî α . Åñëè âûáðàòü α ̸= 2A1/A0 , òî óðàâíåíèå (2.5) óæå íå áóäåò îïðåäåëÿòü ìíîãî-
÷ëåíà f(z) ñòåïåíè n . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(z) îäíîçíà÷íî
íàõîäÿòñìÿ ïî ðåêóððåòíûì ôîðìóëàì:

a2l =
A2l+1

α
, a2l−1 =

A2l

α
− 2A2l+1

α2 , α = 2A1

A0
,

a0 =
A0

2
, An+2 = 0, l = 0, 1, . . . , [n/2],

(2.6)

ãäå [n/2] - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà n/2 . Ýòîò àëãîðèòì â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ìåòî-
äîì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà (ÌÏÏ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(z)
âû÷èñëÿþòñÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà F (z) çà 2n+ 1 àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 2.3. Äëÿ ëþáîãî ñòàíäàðòíîãî ïîëèíîìà Ãóðâèöà ñòåïåíè n > 1
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîðîæäàþùèé åãî ñòàíäàðòíûé ïîëèíîì Ãóðâèöà ïåðâîãî
ïîðÿäêà a+ bz , a > 0 , b > 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñòàíäàðòíîãî ïîëè-
íîìà Ãóðâèöà F (z) ñòåïåíè n + 1 , n ≥ 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîðîæäàþùèé åãî
ñòàíäàðòíûé ïîëèíîì Ãóðâèöà ñòåïåíè n .

Ñîãëàñíî ëåììå 3 äëÿ ëþáîãî ñòàíäàòíîãî ïîëèíîìà Ãóðâèöà F (z) = A0 +A1z + . . .+
An+1z

n+1 ñòåïåíè n + 1 ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùèé åãî ñòàíäàðòíûé ïîëèíîì Ãóðâèöà
ñòåïåíè n f(z) = a0 + a1z + . . .+ anz

n , ò.å. F (z) = Sαf(z) . Òîãäà èç ôîðìóëû (2.7)

F (z) = (1 + αz)f(z) + f(−z), α > 0 (2.7)

âûòåêàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýòèõ ïîëèíîìîâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

A0 = 2a0, A1 = αa0, An+1 = αan, A2l = 2a2l + αa2l−1,

A2l+1 = αa2l + αa2l−1, (l = 1, . . . , [
n

2
]), (2.8)

ãäå [] - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâà ðàçëè÷íûõ ñòàíäàðòíûõ ïîëèíîìà
Ãóðâèöà ñòåïåíè n , ïîðîæäàþùèõ ïîëèíîì, F (z) , ò.å. F (z) = Sαf(z) = Aᾱf̄(z) . Òîãäà
èç ôîðìóë (2.8) ñëåäóþò î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

2A1

A0

=
2αa0
2a0

=
2ᾱā0
2ā0

= α = ᾱ.

Îòñþäà è èç ôîðìóë (2.8) âûòåêàåò, ÷òî ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì, ò.ê. ìåæäó ÷èñëîì α > 0 , êîýôôèöèåíòàìè ïîðîæäàþùåãî ïîëèíîìà f(z) è êîýô-
ôèöèåíòàìè ïðèñîåäèíåííîãî ïîëèíîìà F (z) åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ā2i =
A2l+1

α
, ā2i−1 = a2l−1 =

A2l

α
− 2A2l+1

α2
,

α = ᾱ =
2A1

A0

, a0 = ā0 =
A0

2
, l = 1, . . . , [

n

2
]. (2.9)

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñòàíäàðòíîãî ïîëèíîìà Ãóðâèöà F (z) ñòåïåíè
n+ 1 , n > 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîðîæäàþùèé åãî ñòàíäàðòíûé ïîëèíîì Ãóðâèöà
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f(z) ñòåïåíè n , êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (2.9). Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ
ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà, ò.å. ïåðåõîäÿ ïî ôîðìóëàì (2.9) ê ñòàíäàðòíîìó ïîëèíîìó Ãóðâèöà
íà åäèíèöó ìåíüøåé ñòåïåíè çà n øàãîâ, ìû ïîëó÷èì ñòàíäàðòíûé ïîëèíîì Ãóðâèöà
ïåðâîãî ïîðÿäêà a+ bz , a > 0 , b > 0 . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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The method of low to order and the operation of

displacement

c⃝ M.B. Avdeeva3, A.V. Zubov4

Abstract. In this article is expounds e�ective method of low to order, is appears same analog of
algorithm Rauses and is allows to de�ne the number of roots the previous polynom, is lies so in
left, that in right semi-plane, no more that for 5

4n(n+ 1) elementary arithmetical operations.

Key Words: semi-plane, coe�cient, stability, material roots, absolutes stability and nostability.

3 Post-graduate, SPbGU faculty of AM-PC, Saint-Petersburg; a_v_zubov@mail.ru
4 Lecturer, SPbGU faculty of AM-PC, Saint-Petersburg; a_v_zubov@mail.ru

MVMS journal. 2012. V. 14, No. 1


