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Ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ñäâèãà
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Àííîòàöèÿ. Â ýòîé ñòàòüå ïðåäëîæåí ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ ÌÏÏ â ñëó÷àå, êîãäà ïðè åãî èñ-
ïîëüçîâàíèè âñòðå÷àåòñÿ ìíîãî÷ëåí, ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò ïðè ïåðâîé ñòåïåíè àðãóìåíòà
ðàâåí íóëþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîýôôèöèåíò, îïåðàöèÿ ñäâèãà, êîðåíü, ñòåïåíü ÷åòíàÿ è íå÷åòíàÿ, ïðà-
âàÿ è ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòè.

1. Ââåäåíèå

Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ äèêòóåò-
ñÿ, âî-ïåðâûõ, ñîâðåìåííûìè ïîòðåáíîñòÿìè íàóêè è òåõíèêè è åå ïðèëîæåíèÿìè â ïðàê-
òè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ êîíñòðóèðîâàíèåì è ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññîâ óïðàâëå-
íèÿ â òåõíèêå, ýêîíîìèêå, áèîëîãèè è ò.ä., à âî-âòîðûõ, íàëè÷èåì áîëüøîãî ÷èñëà íåðå-
øåííûõ çàäà÷, ïðÿìî ñâÿçàííûõ ñ èíæåíåðíîé ïðàêòèêîé. Ôàêòè÷åñêè, ðåçóëüòàòû, ïî-
ëó÷åííûå â òåîðèè ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè, ïîçâîëÿþò îáåñïå÷èâàòü äèíàìè÷åñêóþ áåç-
îïàñíîñòü óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì íà ýòàïå èõ êîíñòðóèðîâàíèÿ è ýêñïëóàòàöèè.

2. Èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèè ñäâèãà

Ïóñòü çàäàí ìíîãî÷ëåí F (z) ñòåïåíè n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå èìå-
þùèé íóëåâûõ êîðíåé, ê êîòîðîìó ìåòîä ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà (ÌÏÏ) íå ïðèìåíèì

F (z) = a0 + a2z
2 + . . .+ a2p+1z

2p+1 + . . .+ anz
n, (2.1)

ò.å. äëÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî íå òîëüêî a1 = 0 , íî è

a3 = . . . = a2p−1 = 0, a2p+1 ̸= 0, p ≥ 1.

Ïåðåïèøåì ýòîò ìíîãî÷ëåí â âèäå

F (z) = g(z) + z2ph(z), (2.2)

g(z) = a0 + a2z
2 + a4z

4 + . . . , h(z) = a2p+1z + a2p+3z
3 + a2p+5z

5 + . . .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Îïåðàöèåé ñäâèãà áóäåì íàçûâàòü îïåðàöèþ, ïðåîáðàçó-
þùóþ ìíîãî÷ëåí (2.2) â ìíîãî÷ëåí âèäà

f(z) = g(z) + (−1)ph(z). (2.3)

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Êîñîñèììåòðè÷íûìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà F (z) ìû áó-
äåì íàçûâàòü êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà zj , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà F (zj) =
F (−zj) = 0 . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîñîñèììåòðè÷íûìè êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíî-
ñòè, âñå ÷èñòî ìíèìûå êîðíè.

1 Äîöåíò, ÑÏáÃÓ ôàêóëüòåò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; a_v_zubov@mail.ru
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Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 2.1. Îïåðàöèÿ ñäâèãà îñòàâëÿåò ìíîæåñòâî êîñîñèììåòðè÷íûõ
êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà áåç èçìåíåíèé, ò. å. êîñîñèììåòðè÷íûå êîðíè ìíîãî-
÷ëåíà (2.2) ñîâïàäàþò ñ êîñîñèììåòðè÷íûìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà (2.3) è îáðàòíî. Åñëè
îïåðàöèÿ ñäâèãà ïðèìåíåíà ê ìíîãî÷ëåíó, íå èìåþùåìó íóëåâûõ êîðíåé, òî ïîëó÷èòñÿ
ìíîãî÷ëåí, òàêæå íå èìåþùèé íóëåâûõ êîðíåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå êîñîñèììåòðè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
(2.3) ÿâëÿþòñÿ îáùèìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíîâ g(z) è z2ph(z) è íàîáîðîò. Òàê êàê îáùèå
êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ g(z) è (−1)ph(z) ñîâïàäàþò ñ îáùèìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíîâ g(z) è
z2ph(z) , òî êîñîñèììåòðè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà (2.3) ÿâëÿþòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûìè êîð-
íÿìè ìíîãî÷ëåíà (2.2) è îáðàòíî. Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî âñå êîñîñèììåòðè÷íûå êîðíè
ìíîãî÷ëåíà (2.3) ÿâëÿþòñÿ îáùèìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíîâ g(z) è (−1)ph(z) è íàîáîðîò
[1].

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí èñõîäíîãî
ìíîãî÷ëåíà ïðè îïåðàöèè ñäâèãà îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñäâèãà

Ò å î ð å ì à 3.1. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ c äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå èìå-
þùèõ íóëåâûõ êîðíåé, îïåðàöèÿ ñäâèãà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) åñëè îïåðàöèþ ñäâèãà (ÎÑ) ïðèìåíèòü ê ìíîãî÷ëåíó (2.2) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ÷åòíîé ñòåïåíè, òî ïîëó÷èâøèéñÿ ìíîãî÷ëåí (2.3) ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè èìååò òàêîå æå ÷èñëî êîðíåé, ëåæàùèõ â ïðàâîé (ëåâîé) ïîëóïëîñêî-
ñòè, ÷òî è èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí;

2) åñëè â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ñäâèãà (ÎÑ) ê ìíîãî÷ëåíó (2.2) ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íå÷åòíîé ñòåïåíè nF ïîëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåí (2.3) ñ
äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêæå íå÷åòíîé ñòåïåíè nf , òî ó ïîëó÷èâøåãî-
ñÿ ìíîãî÷ëåíà ÷èñëî êîðíåé, ëåæàùèõ â ëåâîé (ïðàâîé) ïîëóïëîñêîñòè, ïî ñðàâíåíèþ ñ
èñõîäíûì ìíîãî÷ëåíîì (2.2) óìåíüøàåòñÿ íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó (nF − nf )/2 ;

3) åñëè â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïðåàöèè ñäâèãà (ÎÑ) ê ìíîãî÷ëåíó (2.2) ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íå÷åòíîé ñòåïåíè nF ïîëó÷èëñÿ ìíîãî÷ëåí (2.3) ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ÷åòíîé ñòåïåíè nf , òî ÷èñëî êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, ëå-
æàùèõ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè mf , çàâèñèò îò çíàêîâ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòàðøèõ
÷ëåíàõ â ìíîãî÷ëåíàõ (2.2), (2.3) è âåëè÷èíû ñäâèãà p ñëåäóþùèì îáðàçîì:

mf = mF − (nF − nf − 1)/2

ïðè
sign(−1)p+(nF−1)/2anF

= sign(−1)nf/2anf
;

mf = mF − (nF − nf + 1)/2

ïðè
sign(−1)p+(nF−1)/2anF

̸= sign(−1)nf/2anf
,
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ìíîãî÷ëåí F (z) èìååò êîñîñèììåòðè÷íûå êîðíè, â
òîì ÷èñëå è ÷èñòî ìíèìûå, òî åãî ìîæíî íàïèñàòü â âèäå

F (z) = r(z)F0(z) = r(z)(g0(z) + z2ph0(z)),

ãäå r(z) - ìíîãî÷ëåí, ñîäåðæàùèé âñå êîñîñèììåòðè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà F (z) , â òîì
÷èñëå è ÷èñòî ìíèìûå, à ìíîãî÷ëåí F0(z) íå ñîäåðæèò òàêèõ êîðíåé. Åñëè ïðèìåíèòü ê
ýòîìó ìíîãî÷ëåíó ÎÑ, òî ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí [2]

f(z) = r(z)f0(z) = r(z)(g0(z) + (−1)ph0(z)).

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ñäâèãà (ÎÑ) ê ìíîãî÷ëåíó F (z) íå èç-
ìåíèòñÿ, åñëè îïåðàöèþ ñäâèãà (ÎÑ) ïðèìåíèòü âíà÷àëå ê ìíîãî÷ëåíó F0(z) , íå èìåþùèõ
÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé, à çàòåì óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà ìíîãî÷ëåí r(z) . Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî èçìåíåíèå ÷èñëà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà F (z) , ëåæàùèõ â ëåâîé (ïðàâîé) ïîëóïëîñêîñòè
â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ñäâèãà (ÎÑ), íå çàâèñèò îò òîãî, åñòü ëè ó ìíîãî÷ëå-
íà F (z) ÷èñòî ìíèìûå êîðíè. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà F (z) íåò
÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé Ìèõàéëîâà [3].

Äàëüíéøåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà àíàëèçå ïîâåäåíèÿ ãîäîãðàôîâ Ìè-
õàéëîâà ìíîãî÷ëåíîâ (2.2) è (2.3) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ è êðàòíîñòè âåëè÷èíû p

F (iω) = ḡ(ω) + i(−1)pω2ph̄(ω), f(iω) = ḡ(ω) + i(−1)ph̄(ω),

ḡ(ω) = a0 − a2ω
2 + . . .+ (−1)ka2kω

2k + . . . , (3.1)

h̄(ω) = a2p+1ω − a2p+3ω
3 + . . .+ (−1)ka2(p+k)+1ω

2k+1 + . . . .

Ïóñòü 0 = ω1 < . . . < ωs - âåùåñòâåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ḡ(ω) è (−1)ph̄(ω) , çàäàí-
íûå â ïîðÿäêå èõ âîçðàñòàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè êîðíè ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíîâ
ḡ(ω) è (−1)pω2ph̄(ω) è îáðàòíî.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòîâ ãîäîãðàôîâ Ìèõàéëîâà ýòèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ îòëè÷àåòñÿ ëèøü íà ó÷àñòêå îò ωs äî +∞ . Ïóòåì
àíàëèçà ýòîãî ïðèðàùåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà (ÌÏÏ) ëåãêî óñòà-
íîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü âñåõ óòâåðæäåíèé òåîðåìû [4].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Î÷åâèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà (ÌÏÏ) è, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, îïåðàöèè ñäâèãà (ÎÑ) ê ïðî-
èçâîëüíîìó ìíîãî÷ëåíó, íå èìåþùåìó íóëåâûõ êîðíåé, áóäåò ïîëó÷åí îñòàòîê - ïîðîæ-
äàþùèé ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè èëè, ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé òîëüêî êîñîñèììåòðè÷íûå
êîðíè. Â ïåðâîì ñëó÷àå çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ áóäåò ðåøåíà, ò. ê., îïèðàÿñü íà ñâîéñòâà
ìåòîäà ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà (ÌÏÏ) è îïåðàöèè ñäâèãà (ÎÑ), ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü
÷èñëî êîðíåé èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà, ëåæàùèõ â ëåâîé (ïðàâîé) ïîëóïëîñêîñòè, îïèðàÿñü
íà ñâîéñòâà ìåòîäà ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà (ÌÏÏ) è îïåðàöèè ñäâèãà (ÎÑ) (òåîðåìû 1, 2).
Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîëó÷åííûé â êà÷åñòâå îñòàòêà ìíîãî÷ëåí ìîæåò ñîäåðæàòü íå
òîëüêî ÷èñòî ìíèìûå, íî è äðóãèå êîñîñèììåòðè÷íûå êîðíè (äåéñòâèòåëüíûå èëè êîì-
ïëåêñíûå), òîãäà íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå ïîëîæåíèÿ êîðíåé ýòîãî ìíîãî-
÷ëåíà îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè.
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The application of operation displacement

c⃝ S.V. Zubov2

Abstract. In this article is supposes way of application method of low to order in case, when by
his using is meet polynom, by that coe�cient by �rst degree of argument equality zero.

Key Words: coe�cient, operation of displacement, root, degree even and noeven, right and left
semi-plane.
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