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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ó
äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæå-
ñòâîì. Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, òåñíî ñâÿçàííîé ñ äèíàìèêîé êàñêà-
äà ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Ïîñòðîåíèå äëÿ äàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ýíåðãåòè÷åñêîé
ôóíêöèè � ôóíêöèè, íåâîçðàñòàþùåé âäîëü òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê ïîíèìàíèþ ñòðóêòóðû èñêóñòâåííîé íåéðîííîé ñåòè. Èìåííî íà
ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ôóíêöèè îñíîâàí ìåòîä Õåááà îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî,
ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ Ìîðñà, îáó÷åíèå ïåðñåïòðîíà.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Mn � ãëàäêîå îðèåíòèðóåìîå çàìêíóòîå n -ìíîãîîáðàçèå ñ ìåòðèêîé d è
f :Mn →Mn � äèôôåîìîðôèçì. ε -öåïüþ äëèíû m , ñîåäèíÿþùåé òî÷êó x ∈Mn ñ òî÷-
êîé y ∈ Mn äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = x0, . . . , xm = y
òî÷åê â Mn òàêàÿ, ÷òî d(f(xi−1), xi) < ε äëÿ 1 ≤ i ≤ m . Òî÷êà x ∈Mn íàçûâàåòñÿ öåïíî
ðåêóððåíòíîé äëÿ f , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò m , çàâèñÿùåå îò ε > 0 , è ε -öåïü
äëèíû m , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó x c íåé ñàìîé. Ìíîæåñòâî âñåõ öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî-
÷åê f :Mn →Mn íàçûâàåòñÿ öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì f è îáîçíà÷àåòñÿ Rf .
Çàìåòèì, ÷òî öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíî è çàìêíóòî. Ââåäåì íà ìíîæå-
ñòâå Rf îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x ∼ y òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε -öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó x c òî÷êîé y è ε -öåïü,
ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó y c òî÷êîé x . Äâå òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ öåïíî ýêâèâàëåíòíûìè.
Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ öåïíîé êîìïîíåíòîé Rf .

Ñëåäóÿ èäåÿì À. Ì. Ëÿïóíîâà, Ê. Êîíëè ââåë ïîíÿòèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, êàê íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè, óáûâàþùåé âäîëü òðàåêòîðèé âíå öåïíî ðåêêóðåíòíîãî ìíîæåñòâà è
ïîñòîÿííîé íà öåïíûõ êîìïîíåíòàõ. Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ôóíêöèè ó ëþáîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû äîêàçàí Ê. Êîíëè [5] â 1978 ãîäó è íàçâàí ïîçæå ôóíäàìåíòàëüíîé
òåîðåìîé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà φ íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà f , åñëè ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ ñîâïàäàåò ñ öåïíî ðåêóððåíòíûì
ìíîæåñòâîì Rf .

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî ïîñòðîåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò Ñ. Ñìåéëó
[11], êîòîðûé â 1961 ãîäó äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ
ôóíêöèåé Ìîðñà (ñì. îïðåäåëåíèå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå), ó ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà

1 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî,
Íèæíèé Íîâãîðîä; tatiana.mitryakova@yandex.ru

2 Äîöåíò, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä;
olga-pochinka@yandex.ru

3 Äîöåíò, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä;
math@agri.sci-nnov.ru.
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(ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé). Ê. Ìåéåð [6] â 1968 ãîäó îáîùèë ýòîò
ðåçóëüòàò è ïîñòðîèë ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-Áîòòà4,
äëÿ ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà.

Â 1977 ãîäó Ä. Ïèêñòîí [9] óñòàíîâèë ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ÿâëÿ-
þùåéñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ. Êðîìå
òîãî, îí ïîñòðîèë äèôôåîìîðôèçì íà 3-ñôåðå, íå îáëàäàþùèé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöè-
åé è îáúÿñíèë, ÷òî ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí ñ äèêèì âëîæåíèåì ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê.
Â ðàáîòàõ [1], [2], [3] äîñòèãíóò çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â íàõîæäåíèè óñëîâèé ñóùåñòâî-
âàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ, à èìåííî ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà ó ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà
f : M3 → M3 ñâÿçàíû ñ òèïîì âëîæåíèÿ ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ çàìûêàíèÿìè îäíîìåðíûõ íåóñòîé÷èâûõ è óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñîîòâåòñòâåí-
íî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Φ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ f ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì, çàäàííûõ íà
îðèåíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ M2 . Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçà-
òåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

ÁËÀÃÎÄÀÐÍÎÑÒÈ

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ãðàíòû ÐÔÔÈ 11-01-12056-îôè-ì, 12-01-00672, ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039 è ãðàíò Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåí-
íîãî çàäàíèÿ íà îêàçàíèå óñëóã â 2012-2014 ãã. ïîäâåäîìñòâåííûìè âûñøèìè ó÷åáíûìè
çàâåäåíèÿìè (øèôð çàÿâêè 1.1907.2011) çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ôàêòû

2.1. Ôóíêöèÿ Ìîðñà-Ëÿïóíîâà

Òàê êàê öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî Rf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ êîíå÷íî, òî
îíî ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è åñòåñòâåííî èñêàòü ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ è
ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ f â êëàññå ôóíêöèé Ìîðñà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ìîðñà. Åñëè X � ãëàäêîå n -ìíîãîîáðàçèå è f :
X → R � Cr -ãëàäêàÿ ( r ≥ 2 ) ôóíêöèÿ, òî òî÷êà p ∈ X íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷-
êîé f , åñëè gradf(p) = 0 , òî åñòü ∂f

∂x1
(p) = · · · = ∂f

∂xn
(p) = 0 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

x1, . . . , xn òî÷êè p . Ïðè ýòîì, òî÷êà p íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ìàòðèöà âòîðûõ

ïðîèçâîäíûõ (ìàòðèöà Ãåññà)
(

∂2f
∂xi∂xj

)
|p íåâûðîæäåíà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � òî÷êà p

íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè âñå åå êðèòè÷å-
ñêèå òî÷êè íåâûðîæäåíû.

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè, ìàòðèöà Ãåññà èìååò òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ è ÷èñëî åå îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàçûâàþò èíäåêñîì êðèòè÷åñêîé
òî÷êè p è îáîçíà÷àþò Ip .

4 Cr -ãëàäêàÿ ( r ≥ 2 ) ôóíêöèÿ f : X → R íà ãëàäêîì n -ìíîãîîáðàçèè X íàçûâàåòñÿ ôóíêöè-

åé Ìîðñà-Áîòòà, åñëè Ãåññèàí â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå íåâûðîæäåí â íàïðàâëåíèè íîðìàëüíîì ê
êðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó óðîâíÿ.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. (Ëåììà Ìîðñà) Ïóñòü p � íåâûðîæäåííàÿ êðèòè-
÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ìîðñà f : X → R . Òîãäà ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
x1, . . . , xn â òî÷êå p , íàçûâàåìûå êîîðäèíàòàìè Ìîðñà, â êîòîðûõ ëîêàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå f èìååò âèä

fp(x1, . . . , xn) = f(p)− x21 − · · · − x2q + x2q+1 + · · ·+ x2n,

ãäå q = Ip � èíäåêñ f â òî÷êå p .

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè èçëîæåíû ñâîéñòâà ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ÿâëÿþùåéñÿ ôóíê-
öèåé Ìîðñà, äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f : Mn → Mn ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî
ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. ([2]) Ïóñòü φ : Mn → R � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f :Mn →Mn . Òîãäà

1) −φ � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ f−1 ;
2) åñëè p � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà f , òî φ(x) < φ(p) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ W u

p \ p è
φ(x) > φ(p) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ W s

p \ p ;
3) åñëè p � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà f , òî p � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà φ ñ èíäåêñîì

dimW u
p .

Ñîãëàñíî ïóíêòó 2) ïðèâåäåííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ, òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì
(ñîîòâ. ìèíèìóìîì) îãðàíè÷åíèÿ φ íà íåóñòîé÷èâîé (ñîîòâ. óñòîé÷èâîå) ìíîãîîáðàçèå
W u

p (ñîîòâ. W s
p ). Åñëè ïðè ýòîì ìàêñèìóì (ñîîòâ. ìèíèìóì) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì,

òî, ñëåäóÿ ðàáîòå [2], íàçîâåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà φ : M → R äëÿ äèôôåîìîðôèçìà
f : Mn → Mn ôóíêöèåé Ìîðñà-Ëÿïóíîâà. Âåçäå äàëåå ïîä ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé
äèôôåîìîðôèçìà f ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì ìû
áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ Ìîðñà-Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3. ([2]) Ïóñòü O � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îð-
áèòà äèôôåîìîðôèçìà f : Mn → Mn , p ∈ O è q = dimW u

p . Òîãäà ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü UO îðáèòû O è ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ : UO → R äëÿ f òàêàÿ,
÷òî (W u

p ∩ UO) ⊂ Ox1 . . . xq, (W s
p ∩ UO) ⊂ Oxq+1 . . . xn äëÿ êîîðäèíàò Ìîðñà x1, . . . , xn

ôóíêöèè φ â îêðåñòíîñòè òî÷êè p .

2.2. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Φ

Ïóñòü f :M2 →M2 � äèôôåîìîðôèçì êëàññà Φ . Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî [10], ãèïåð-
áîëè÷íîñòü öåïíî ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíîñèëüíà Ω -óñòîé÷èâîñòè äèôôåîìîð-
ôèçìà f ∈ Φ . Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû äèôôåîìîðôèçìà f äîïóñêàþò
íóìåðàöèþ O1, . . . ,Okf , ñîãëàñóþùóþñÿ ñ îòíîøåíèåì Ñ. Ñìåéëà, òî åñòü i ≤ j , åñëè
W s

Oi
∩ W u

Oj
̸= ∅ . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ îðáèò âûáðàíà

òàê, ÷òî íîìåð ëþáîé ñåäëîâîé îðáèòû áîëüøå íîìåðà ëþáîé ñòîêîâîé è ìåíüøå íîìåðà
ëþáîé èñòî÷íèêîâîé îðáèòû. Äëÿ i = 1, . . . , kf ïîëîæèì W s

i = W s
Oi
,W u

i = W u
Oi

è äëÿ

i = 1, . . . , kf − 1 ïîëîæèì Ai =
i∪

j=1

W u
j , Ri =

kf∪
j=i+1

W s
j .

Äëÿ i = 1, . . . , kf − 1 ïîëîæèì Vi = M2 \ (Ai ∪ Ri) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂i = Vi/f

ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâå Vi è ÷åðåç p
i
: Vi → V̂i

� åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 1



Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì . . . 101

Ïóñòü Ωq , q ∈ {0, 1, 2} � ïîäìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê r òàêèõ, ÷òî dim W u
r =

q , kq � ÷èñëî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñ èíäåêñîì Ìîðñà (èíäåêñ Ìîðñà ïåðèîäè÷åñêîé
òî÷êè r ðàâåí ðàçìåðíîñòè dim W u

r ), ìåíüøèì èëè ðàâíûì q .
Â ðàáîòå [7] óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ f ∈ Φ .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.4. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà

1) M2 =
kf∪
i=1

W u
i ;

2) W u
i ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 ;

3) ìíîæåñòâî Ai ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ;
4) (cl W u

i+1 \W u
i+1) ⊂ Ai .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.5. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà
1) ïðîåêöèÿ p

i
: Vi → V̂i ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóþùèì ñòðóêòóðó ãëàäêîãî

çàìêíóòîãî 2 -ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò V̂i è îòîáðàæåíèå ηi , ñîñòîÿùåå
èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ η

v̂i
: π1(v̂i) → Z íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè v̂i

ìíîãîîáðàçèÿ V̂i ;
2) ìíîãîîáðàçèå V̂i ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî ëåììå 3.2.1 êíèãè [4].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.6. Â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Vi , i =
k0, . . . , k1 − 1 ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü òàêàÿ, ÷òî îáúåäèíåíèå ýòèõ îêðóæíîñòåé ïå-
ðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé ñåïàðàòðèñîé ìíîæåñòâà W u

i+1 \ Oi+1 â îäíîé òî÷êå.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ àòòðàêòîðà, ìíîæåñòâî Ai îáëàäàåò çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíî-
ñòüþ Mi , ãäå Mi êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî f(Mi) ⊂ int Mi (Mi � f -ñæèìàåìà)
è
∩
k≥0

fk(Mi) = Ai (ñì., íàïðèìåð, [10]). Äëÿ i = 1, . . . , k1 îáîçíà÷èì ÷åðåç ci ÷èñëî êîì-

ïîíåíò ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà Ai , ÷åðåç ri � ÷èñëî ñåäëîâûõ òî÷åê è ÷åðåç si � ÷èñëî
ñòîêîâûõ òî÷åê â Ai . Ïîëîæèì gi = ci + ri − si .

Àíàëîãè÷íî ðàáîòå [3], äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Çàõâàòûâàþùóþ îêðåñòíîñòü Mi , i = 1, . . . , k1 àò-
òðàêòîðà Ai íàçîâåì òåñíîé, åñëè Mi ñîñòîèò èç ci äèñêîâ ñ äûðàìè, îáùåå ÷èñëî
êîòîðûõ ðàâíî gi .

Åñëè ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Oi ïåðåñå÷åíèå W s
σ ∩Mi ñîñòîèò â

òî÷íîñòè èç îäíîãî îòðåçêà, òî îêðåñòíîñòü Mi áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêîé.

Ë å ì ì à 2.1. Êàæäûé àòòðàêòîð Ai , i = 1, . . . , k1 äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ îá-
ëàäàåò êàíîíè÷åñêîé îêðåñòíîñòüþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èíäóêöèåé ïî i = 1, . . . , k1 äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå
êàíîíè÷åñêîé îêðåñòíîñòè Mi äëÿ Ai .

Ïóñòü i = 1 . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3., ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü UA1 ⊂ W s
A1

íóëü-
ìåðíîãî àòòðàêòîðà A1 è ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φA1 : UA1 → R äëÿ f òàêàÿ, ÷òî
φA1(A1) = 0 è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 êàæäàÿ êîìïîíåíèòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
M1 = φ−1

A1
((−∞, ε]) èìååò âèä {(x1, x2) ∈ UA1 : x21 + x22 ≤ ε} â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

x1, x2 . Òîãäà M1 � êàíîíè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü äëÿ íóëüìåðíîãî àòòðàêòîðà A1 , êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì c1 äâóìåðíûõ äèñêîâ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü Mi−1 àòòðàêòîðà Ai−1 . Äî-
êàæåì ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîé îêðåñòíîñòè äëÿ i . Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) i ≤ k0 ;
2) i > k0 .

Â ñëó÷àå 1), êàê âûøå, ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü Mi íóëüìåðíîãî àòòðàê-
òîðà Ai , ÿâëÿþùàÿñÿ îáúåäèíåíèåì ci ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ 2-äèñêîâ.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Â ñëó÷àå 2) ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3., ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü UOi
îðáèòû Oi è

ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φOi
: UOi

→ R äëÿ f òàêàÿ, ÷òî φOi
(Oi) = 0 è äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ε > 0 êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Hi = φ−1
Oi
((−∞, ε]) èìååò âèä {(x1, x2) ∈

UOi
: −x21+x22 ≤ ε} â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, x2 . Â ñèëó λ -ëåììû, ñóùåñòâóåò k ∈ N

òàêîå, ÷òî f−k(∂Mi−1) ïåðåñåêàåò êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Hi \W s
i è f(Hi \W s

i ) â
òî÷íîñòè ïî îäíîìó îòðåçêó è f(Hi) \ int f−k(Mi−1) ⊂ intHi (ñì. ðèñóíîê 2.1). Ïîëîæèì
Mi = f−k(Mi−1) ∪Hi .

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.2.2 êíèãè [4] ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Mi çàõâàòûâàþùàÿ îêðåñò-
íîñòü àòòðàêòîðà Ai . Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ci äèñêîâ ñ äûðàìè, îáùåå ÷èñëî êîòîðûõ
ðàâíî gi

Ïî ïîñòðîåíèþ Mi ñîñòîèò èç ci êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
äèñêîì ñ äûðàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g

Mi
îáùåå ÷èñëî äûð ìíîæåñòâà Mi . Ïîêàæåì, ÷òî

g
Mi

= gi .
Âî ââåäåííûõ, îáîçíà÷åíèÿõ ÷èñëî òî÷åê â îðáèòå Oi ðàâíî (ri−ri−1) . Ïîñêîëüêó Ai =

Ai−1 ∪W u
Oi

è cl W u
Oi

\W u
Oi

⊂ Ai−1 , òî ci ≤ ci−1 . Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà Hi \ int f−k(Mi−1) ðàâíî (ri− ri−1) . Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò
ÿâëÿåòñÿ äèñêîì è ñðåäè íèõ èìååòñÿ ((ri−ri−1)−(ci−1−ci)) äèñêîâ, óäàëåíèåì êîòîðûõ èç
ìíîæåñòâà Mi ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî, âíîâü ñîñòîÿùåå èç ci êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Òîãäà
îáùåå ÷èñëî äûð g

Mi−1
ìíîæåñòâà Mi−1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå g

Mi−1
= g

Mi
− ((ri −

ri−1) − (ci−1 − ci)) , îòêóäà g
Mi

= g
Mi−1

+ ri − ri−1 − ci−1 + ci . Ïîñêîëüêó g
Mi−1

= gi−1 , òî
g
Mi

= ci−1 + ri−1 − si−1 + ri − ri−1 − ci−1 + ci = ci + ri − si−1 . Òàê êàê si−1 = si , òî g
Mi

= gi .
Ñãëàæèâàÿ ìíîæåñòâî Mi ïîëó÷àåì èñêîìóþ êàíîíè÷åñêóþ îêðåñòíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Àíàëîãè÷íî ëåììå 7.2.1 êíèãè [4] ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.7. Ïóñòü i ∈ {1, . . . , k1} è Qi � çàõâàòûâàþùàÿ îêðåñò-
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íîñòü àòòðàêòîðà Ai òàêàÿ, ÷òî ∂Qi � ëèíèÿ óðîâíÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè φ
Qi

:
Qi → R . Òîãäà äëÿ ëþáîé òåñíîé îêðåñòíîñòè Pi àòððàêòîðà Ai ñóùåñòâóåò ýíåðãå-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ

Pi
: Pi → R äëÿ f ñ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ ∂Pi .

3. Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ f ∈ Φ

Ðàçîáüåì ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ f :M2 →M2 íà øàãè.
Øàã 1. Èíäóêöèåé ïî i = 1, . . . , k1 äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè

φ
Mi

íà êàíîíè÷åñêîé îêðåñòíîñòè Mi àòòðàêòîðà Ai ñ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ Si = ∂Mi .
Äëÿ i = 1 àòòðàêòîð A1 ñîâïàäàåò ñî ñòîêîâîé îðáèòîé O1 äèôôåîìîðôèçìà f .

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.3., ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü UO1 ⊂ M2 îðáèòû O1 , îñíàùåííàÿ
ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé φO1 : UO1 → R äëÿ f è òàêàÿ, ÷òî φO1(O1) = 1 . Â ñèëó ïðåä-
ëîæåíèÿ 2.7., ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ

M1
íà îêðåñòíîñòè M1 àòòðàêòîðà

A1 ñ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ S1 .
Ïóñòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ

Mi−1
íà

îêðåñòíîñòè Mi−1 àòòðàêòîðà Ai−1 ñ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ Si−1 . Ïîñòðîèì ôóíêöèþ φ
Mi
.

Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè: a) i ≤ k0 ; b) i > k0 .
Â ñëó÷àå a) îêðåñòíîñòü Mi ñîñòîèò èç ci ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ äâóìåðíûõ

äèñêîâ. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è ïðåäëîæåíèÿ 2.7. ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ φ

Mi−1
íà êàíîíè÷åñêîé îêðåñòíîñòè Mi−1 , ïîñòîÿííàÿ íà ∂Mi−1 . Àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ i = 1 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè φOi
íà UOi

ñ ìíîæå-
ñòâîì óðîâíÿ ∂UOi

. Òîãäà ôóíêöèÿ φ
Mi
, ñîñòàâëåííàÿ èç ôóíêöèé φ

Mi−1
è φOi

ÿâëÿåòñÿ
èñêîìîé.

Â ñëó÷àå b) îðáèòà Oi èìååò îêðåñòíîñòü UOi
⊂ M2 , îñíàùåííóþ ýíåðãåòè÷åñêîé

ôóíêöèåé φOi
: UOi

→ R äëÿ f ñ φOi
(Oi) = i . Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè Uσ , σ ∈ Oi ìíîæåñòâà UOi
ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû Ìîðñà (x1, x2) òàêèå, ÷òî

φOi
(x1, x2) = i − x21 + x22 , îñü Ox1 ñîäåðæèòñÿ â íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè, à îñü Ox2

ñîäåðæèòñÿ â óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè òî÷êè σ .
Èç ñâîéñòâ êàíîíè÷åñêîé îêðåñòíîñòè Mi è λ -ëåììû ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òðóá÷à-

òîé îêðåñòíîñòè N(Di) ⊂Mi äèñêîâ Di =Mi∩W s
Oi

òàêîé, ÷òî N(Di)∩Ai−1 = ∅ , ìíîæå-
ñòâî Pi−1 = Mi \ int N(Di) ÿâëÿåòñÿ f -ñæèìàåìûì è ∂Pi−1 òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò
êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà φ−1

Oi
(i) \ Oi ïî äâóì òî÷êàì. Ìíîæåñòâî Pi−1

ÿâëÿåòñÿ òåñíîé îêðåñòíîñòüþ àòòðàêòîðà Ai−1 . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è ïðåäëî-
æåíèþ 2.7. íà îêðåñòíîñòè Pi−1 ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ

Pi−1
ñ ìíîæåñòâîì

óðîâíÿ ∂Pi−1 .
Äëÿ εi ∈ (0, 1), t ∈ [−εi, εi] ïîëîæèì Pt = φ−1

Pi−1
([1, φ

Pi−1
(∂Pi−1) − εi + t]) , Ht = {x ∈

UOi
: φOi

(x) ≤ i+ t} è Eεi = (Pεi \ int P−εi)∩ (Hεi \ int H−εi) (ñì. ðèñóíîê 3.1). Çàìåòèì,
÷òî Pεi = Pi−1 è, ñëåäîâàòåëüíî, f(Pεi) ⊂ int Pεi . Òàê êàê φOi

� ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà
äëÿ f |UOi

, òî φOi
(f−1(φ−1

Oi
(i) \ Oi)) > i è, ñëåäîâàòåëüíî, (H0 \ Oi) ⊂ int f−1(H0 \ Oi) .

Îòñþäà è èç óñëîâèé âûáîðà îêðåñòíîñòè N(Di) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå çíà÷åíèÿ εi ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) f(Pεi) ⊂ int P−εi ;

(2) äëÿ ëþáîãî t ∈ [−εi, εi] ∂Pt òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿç-
íîñòè ìíîæåñòâà ∂Ht \Di ïî äâóì òî÷êàì;

(3) f−1(Eεi) ∩Hεi = ∅ .
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Äëÿ t ∈ [−εi, εi] ïîëîæèì Qt = Pt ∪ Ht . Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî Qt, t ̸= 0 ÿâëÿ-
åòñÿ f -ñæèìàåìûì. Áîëåå òîãî, Q−εi ïîñëå ñãëàæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåñíîé îêðåñòíîñòüþ
àòòðàêòîðà Ai−1 , à Qεi ïîñëå ñãëàæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåñíîé îêðåñòíîñòüþ àòòðàêòîðà Ai .
Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è ëåììû 2.7., íà ìíîæåñòâå Q−εi ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ

Q−εi
, ïîñòîÿííàÿ íà ∂Q−εi . Ïîñêîëüêó φ

Q−εi
(Ai−1) ≤ i − 1 , òî ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî φ
Q−εi

(Q−εi) = i− εi .
Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Qεi ôóíêöèþ φ

Qεi
: Qεi → R ôîðìóëîé:

φ
Qεi

(x) =

{
φ

Q−εi
(x), åñëè x ∈ Q−εi ;

i+ t, åñëè x ∈ Qt

Ïðîâåðèì, ÷òî φ
Qεi

ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ f , òîãäà ñóùåñòâîâàíèå
èñêîìîé ôóíêöèè φ

Mi
:Mi → R áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7..

Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî Qεi â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîäìíîæåñòâ ñ ïîïàðíî íåïåðåñå-
êàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè: Qεi = A ∪ B ∪ C , ãäå A = Q−εi , B = Pεi \ Q−εi è
C = Qεi \ (Pεi ∪ Q−εi) . Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ φ

Qεi
|A ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíê-

öèåé äëÿ f , φ
Qεi

(∂A) = i − εi , ôóíêöèÿ φ
Qεi

|B íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ôóíêöèÿ
φ

Qεi
|C ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé φOi

|C . Ïðîâåðèì ñâîéñòâî óáûâàíèÿ ôóíêöèè φ
Qεi

âäîëü
òðàåêòîðèé.

Åñëè x ∈ A , òî f(x) ∈ A è φ
Qεi

(f(x)) < φ
Qεi

(x) , ïîñêîëüêó φ
Qεi

|A � ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà. Åñëè x ∈ B , òî, â ñèëó óñëîâèÿ (1) âûáîðà εi , f(x) ∈ A è, ñëåäîâàòåëüíî,
φ

Qεi
(x) > i − εi , à φ

Qεi
(f(x)) < i − εi , îòêóäà φ

Qεi
(f(x)) < φ

Qεi
(x) . Åñëè x ∈ C , òî, â

ñèëó óñëîâèÿ (3) âûáîðà εi , ëèáî f(x) ∈ A è óáûâàíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
x ∈ B , ëèáî f(x) ∈ C è óáûâàíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî φ

Qεi
|C � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

Øàã 2. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ Ω2 ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ äèôôåî-
ìîðôèçìà f−1 è, ñëåäîâàòåëüíî èìååò êàíîíè÷åñêóþ îêðåñòíîñòü M̃ . Àíàëîãè÷íî øàãó 1
ïîñòðîèì ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φ̃M̃ äëÿ f−1 íà îêðåñòíîñòè M̃ ñ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ
S̃ = ∂M̃ .

Øàã 3. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî Pk1 = M2 \ int M̃ ÿâëÿåòñÿ òåñíîé îêðåñòíî-
ñòüþ àòòðàêòîðà Ak1 , îòêóäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîé ôóíêöèè φ . Äåéñòâèòåëüíî,
â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.7., èç ñóùåñòâîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè φ

Mk1
íà îêðåñò-

íîñòè Mk1 àòòðàêòîðà Ak1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè φ
Pk1

íà

Pk1 ñ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ ∂Pk1 . Ôóíêöèþ φ
Pk1

ìîæíî ïîñòðîèòü òàê, ÷òî φ
Pk1

(S̃) =
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kf + 1 − φ̃M̃(S̃) . Ïîñêîëüêó ∂Pk1 = S̃ , òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ φ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

φ(x) =

{
φ

Pk1
(x), åñëè x ∈ Pk1 ;

kf + 1− φ̃M̃(x), åñëè x ∈ M̃.
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Energy function for di�eomorphisms on surfaces with �nite

hyperbolic chain recurrent set

c⃝ T.M. Mitryakova5, O.V. Pochinka6, A.E. Shishenkova7.

Abstract. In the present paper the existence of energy function for di�eomorphisms of surfaces
with �nite hyperbolic chain recurrent set is established. The constructed function is Morse function
which closely connected with dynamic of the cascade and its existence allows to prove Poincare-Hopf
theorem for systems of the considered class. Construction of energy function for this dynamical
system, that is a function which is not increasing along trajectories, in many cases is key to
understanding of structure of arti�cial neural network. On the existence of such function Hebb's
method of training of perseptron is based.

Key Words: discrete dynamical systems, chain recurrent set, energy function, Morse function,
training of perseptron.
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