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Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ÷èñåë âðàùåíèÿ äëÿ

ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ îäíîìåðíûõ

îòîáðàæåíèé
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííûå, êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ âå-
ùåñòâåííîé ïðÿìîé, ìîäåëèðóþùèå äèíàìèêó íåêîòîðûõ íåéðîííûõ è òåëåêîììóíèêàöèîí-
íûõ ñåòåé. Äëÿ îòîáðàæåíèé èç ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíóþ ñóììó íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ äâóõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî
òèïà. Òåì ñàìûì ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ èçó÷àåìîãî îòîáðàæåíèÿ. Äîêàçà-
íî, ÷òî ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ çàìêíóòûõ èíòåðâàëîâ, ãðàíè÷íûå òî÷êè
êîòîðûõ íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò îòîáðàæåíèÿ (ñ õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèåé).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ×èñëà âðàùåíèÿ, îòîáðàæåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà, ìíîæåñòâà âðàùåíèÿ

1. Ââåäåíèå

×èñëî âðàùåíèÿ áûëî ââåäåíî À.Ïóàíêàðå äëÿ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîð-
ôèçìîâ îêðóæíîñòè. Îíî èçìåðÿåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ôàçîâóþ ñêîðîñòü òðàåêòîðèè, ïðè-
÷¼ì äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé ãîìåîìîðôèçìà ýòî ÷èñëî îäíî è òî æå. Ïîòîêè íà òîðå áåç ñî-
ñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïðè ïîìîùè ÷èñëà âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ
ïîñëåäîâàíèÿ (îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå) íà ñåêóùåé. Ó áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì (íàïðèìåð,
ñèñòåì ñ àòòðàêòîðîì Ëîðåíöà) ðàçíûå òðàåêòîðèè ìîãóò äàâàòü ðàçíûå àñèìïòîòè÷åñêèå
ñêîðîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæíî ââåñòè ìíîæå-
ñòâî âðàùåíèÿ - íàáîð ÷èñåë âðàùåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ òðàåêòîðèé, ïðè÷åì ìíîæåñòâî
âðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé (âîçìîæíî òðèâèàëüíûé) èíòåðâàë - èíòåðâàë
âðàùåíèÿ. Èíòåðâàë âðàùåíèÿ îòðàæàåò ñòåïåíü ðàçíîîáðàçèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå-
äåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé, îòðàæàþùåé ñòåïåíü
õàîòè÷íîñòè ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñòåïåíè 1 âèä èíòåð-
âàëà âðàùåíèÿ è åãî âåëè÷èíà â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè õàðàêòåðèçóþò äèíàìè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ýíäîìîðôèçìà: èç íåòðèâèàëüíîñòè èíòåðâàëà âðàùåíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíðñòü
òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè (à ñëåäîâàòåëüíî, õàîñ ïî Ëè-Éîðêó) è íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò âñåõ ïåðèîäîâ, êðîìå, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà (ñì. [14]). Èçìåíåíèå èíòåðâàëà
âðàùåíèÿ â îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ ýíäîìîðôèçìîâ ñâÿçàíî ñ âàæíûìè áèôóð-
êàöèîííûìè ñâîéñòâàìè ([3], [19], [18]). Ïîäîáíûå ñâîéñòâà èìåþò ìåñòî è äëÿ îäíîìåð-
íûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà è óíèìîäàëüíûõ îòîáðàæåíèé (ñì.[1], [2], [6], [12],
[13]). Áîëåå òîãî, ñ ïîìîùüþ ýòîãî èíâàðèàíòà óäàëîñü óñòàíîâèòü íåêîòîðûå ýôôåêòû,
ñâÿçàííûå ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì îðáèò (íàïðèìåð, Cr -ñòðóêòóðíóþ íåóñòîé÷èâîñòü
îòîáðàæåíèé, ó êîòîðûõ êîíöåâûå òî÷êè èíòåðâàëà âðàùåíèÿ � èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà,
ñì. [6], [13]).

Êóñî÷íî-ìîíîòîííûå, êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ïðÿìîé íàõîäÿò ïðèìåíåíèå
â êà÷åñòâå ìîäåëåé, äåìîíñòðèðóþùèõ ðàçëè÷íûå òèïû äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, èíòå-
ðåñíûå ñöåíàðèè ïåðåõîäà îò ïîðÿäêà ê õàîñó è ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèè. Îòìåòèì
â ýòîé ñâÿçè ìîäåëü èìïóëüñíîãî îñöèëëÿòîðà, ìîäåëü íåéðîíîâ ñ öèêëè÷åñêîé ïîäêà÷êîé

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä, malkin@mm.unn.ru
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[16], ìîäåëü áèîëîãè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [8], ìîäåëè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ è íåéðîííûõ
ñåòåé [5], [7], [11], ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ýêîíîìèêå, èñïîëüçóåìûå ïðè èçó÷åíèè öå-
íîâîé äèíàìèêè [17]. ×àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííûå, êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå
ìîäåëè èìåþò âèä

F (x) =


g1(x), x ≤ −1
f(x), −1 ≤ x ≤ 1
g2(x), x ≥ 1,

(1.1)

ãäå g1(x), g2(x) è f(x) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè (âåòâè), çàäàí-
íûå íà èíòåðâàëàõ (−∞,−1), (−1, 1) è (1,+∞) ñîîòâåòñòâåííî è f(0) = 0 (áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè çäåñü ïðèíÿòû çíà÷åíèÿ àáñöèññ òî÷åê ðàçðûâà ±1 , ò.ê. ê ýòèì çíà-
÷åíèÿì ëåãêî ïåðåéòè ïðè çàìåíå êîîðäèíàò). Â ÷àñòíîñòè, â ýêîíîìè÷åcêèõ ìîäåëÿõ
èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ñåìåéñòâî âèäà (1.1) äëÿ ôóíêöèé f1(x) = f2(x) = Ax + eBx − 1 ,
g(x) = Cx+ eDx − 1 , ãäå A,B,C,D � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû (îáû÷íî, ìåíüøèå åäè-
íèöû).

Äëÿ îòîáðàæåíèé (1.1) åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

g2(1) < 1 < f(1), f(−1) < −1 < g1(−1), (1.2)

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé èëè íà îäíîé
èç ïîëóîñåé òðèâèàëüíà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (1.2) èìåþòñÿ äâà
èíâàðèàíòíûõ èíòåðâàëà, à èìåííî I1 = [f(−1), g1(−1)] è I2 = [g2(1), f(1)] , à òðàåêòîðèè,
íà÷èíàþùèåñÿ âíå ýòèõ èíòåðâàëîâ, ëèáî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ïîïàäàþò â ýòè
èíòåðâàëû, ëèáî ñòðåìÿòñÿ ê íåïîäâèæíûì òî÷êàì, ëèáî óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü (ïðè
âûïîëíåíèè ëèøü îäíîãî èç äâîéíûõ íåðàâåíñòâ (1.2) èìååòñÿ îäèí èíâàðèàíòíûé èí-
òåðâàë, à òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ âíå ýòîãî èíòåðâàëà ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé
ïîïàäàþò â íåãî èëè ñòðåìÿòñÿ ê íåïîäâèæíûì òî÷êàì èëè óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü).
Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (1.1) íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ I1 è I2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îòîáðàæåíèå ëîðåíöåâñêîãî òèïà, ò.å. ðàçðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà ñ îäíîé òî÷êîé ðàç-
ðûâà è äâóìÿ ïðîìåæóòêàìè ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ âèäà (1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíóþ ñóììó íåáëóæäàþùèõ
ìíîæåñòâ äâóõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà è, âîçìîæíî, íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê.

Ðàññìàòðèâàÿ äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà ìíîæåñòâî
âðàùåíèÿ, êîòîðîå íà ñàìîì äåëå ìîæíî íàçâàòü èíòåðâàëîì âðàùåíèÿ (ñì. [12]), ìû ìî-
æåì îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ (1.1) êàê íàáîð èç ýòèõ äâóõ èíòåðâà-
ëîâ âðàùåíèÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èíòåðâàëû âðà-
ùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ (1.1) èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ôóíêöèé
g1, f, g2 (â C0 -òîïîëîãèè, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèè îòîáðàæåíèé
(1.1)). Òåì ñàìûì, â ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâàõ ïîëó÷àåò îáúÿñíåíèå ñèòóàöèÿ ñòðóêòóðíîé
íåóñòîé÷èâîñòè, êîãäà êîíöåâàÿ òî÷êà (õîòÿ áû îäíîãî èç) èíòåðâàëîâ âðàùåíèÿ ïðèíè-
ìàåò èððàöèîíàëüíîå çíà÷åíèå.

2. Íåïðåðûâíîñòü èíòåðâàëîâ âðàùåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé f : I → I èíòåðâàëà I = [0, 1] , èìåþùèõ îäíó
òî÷êó ðàçðûâà c = c(f) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

1. f íåïðåðûâíî è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëàõ [0, c) è (c, 1] ,
2. lim

x→c+
f(x) = 0, lim

x→c−
f(x) = 1.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 1



94 Ì.È. Ìàëêèí

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà ÷åðåç FL . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
äëÿ îòîáðàæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèøü ïåðâîìó óñëîâèþ, îãðàíè÷åíèå íà èíòåðâàë
J = [f(c + 0), f(c − 0)] åñòü îòîáðàæåíèå ëîðåíöåâñêîãî òèïà (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé
çàìåíû êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿùåé f(c+0) â 0 è f(c− 0) â 1 ), ïðè÷¼ì ëþáàÿ òî÷êà âíå J
(çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, òî÷åê 0 è 1, åñëè îíè íåïîäâèæíû) çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðà-
öèé ïîïàäàåò â J (ïîýòîìó âòîðîå óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ ëèøü äëÿ óäîáñòâà, à èíòåðâàë
J îáû÷íî íàçûâàþò èñòèííûì èíòåðâàëîì îòîáðàæåíèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùåãî âòîðîìó
óñëîâèþ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ : F → FL îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ, äåéñòâèå êîòîðîãî
ñâîäèòñÿ ê îãðàíè÷åíèþ f ∈ F íà èñòèííûé èíòåðâàë ñ ïîñëåäóùåé ëèíåéíîé çàìåíîé
êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ îò f ê φ(f) , ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå 2 âûïîë-
íåíî. Çàìåòèì, ÷òî f(0) 6 f(1) .

Ñèìâîëè÷åñêàÿ ìîäåëü îòîáðàæåíèÿ f ∈ F ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ëþáîé òî÷-
êå x ∈ I\D (ãäå D � ìíîæåñòâî ïðîîáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà c ïîä äåéñòâèåì âñåõ èòåðà-
öèé) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íèäèíã ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåç çíàêà U(x) = (Un(x))

∞
n=0 èç

ñèìâîëîâ −1 è 1 , ãäå

Un(x) =

{
−1, fn(x) ∈ [0, c)
1, fn(x) ∈ (c, 1].

Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå U èç I\D â îäíîñòîðîííþþ ñõåìó Áåðíóëëè Ω+
2 èç äâóõ ñèì-

âîëîâ +1 , −1 (ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì). Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå U ñîõðà-
íÿåò ïîðÿäîê. Ïîä ñèìâîëè÷åñêîé ìîäåëüþ îòîáðàæåíèÿ ïîíèìàåòñÿ σ+|Σ+

f , ãäå Σ+
f åñòü

çàìûêàíèå U(I\D) â Ω+
2 , è σ+ - îäíîñòîðîííèé ñäâèã. Ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

K+
f = lim

x→c+
U(x), K−

f = lim
x→c−

U(x)

íàçûâàåòñÿ íèäèíã-èíâàðèàíòàìè ëîðåíöåâîãî îòîáðàæåíèÿ f .
Îòîáðàæåíèå f ∈ FL ìîæíî ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè S1 , åñëè îòîæäå-

ñòâèòü êîíöû èíòåðâàëà I .Òîãäà îòîæäåñòâë¼ííàÿ òî÷êà ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà, à
c � òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè. Îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ÷åðåç F . Äëÿ F ,
êàê è äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîäíÿòèå, ò.å. òàêîå
îòîáðàæåíèå f̄ : R → R , äëÿ êîòîðîãî Fπ = πf̄ , ãäå π : R → S1 = R/Z - êàíîíè÷åñêàÿ
ïðîåêöèÿ. Äëÿ äàííîãî f ∈ FL çàôèêñèðóåì ïîäíÿòèå f̄ âèäà

f̄(x) =

{
[x] + f({x}), {x} ∈ [0, c)
f({x}) + [x] + 1, {x} ∈ [c, 1).

ãäå [x] , {x} ñîîòâåòñòâåííî öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà x (òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåì,
÷òî f̄ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â öåëûõ òî÷êàõ ïî íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà).

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè F ñ ïîäíÿòèåì f̄ ìîæíî ââåñòè ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ
ρ(f̄) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(f̄ , x) = lim
n→∞

f̄n(x)− x

n
, x ∈ I,

ρ(f̄) = {ρ(f̄ , x) : x ∈ I}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ρ(σ+,Σ

+
f ) ñèìâîëè÷åñêîé

ìîäåëè σ+|Σ+
f òàê

ρ(σ+, ω) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χ{+1}(ωi),
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ρ(σ+|Σ+
f ) = {ρ(σ+, ω) : ω ∈ Σ+

f },

ãäå χ - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôàêòè÷åñêè ýòè îïðåäåëåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

Â ñèëó òîãî, ÷òî èñêàòü ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ïî ïðèâåä¼ííûì îïðå-
äåëåíèÿì íå âñåãäà óäîáíî, ââåä¼ì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Äëÿ äàííî-
ãî ïîäíÿòèÿ f̄ è öåëîãî k ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ u

(k)
0 = f̄(k + 0) = f̄(k)

è u
(k)
1 = f̄(k − 0) . Òîãäà u

(k)
0 ≤ u(k) < u

(k)
0 + 1 è u

(k+1)
0 = u

(k)
0 + 1 ,u(k+1)

1 = u
(k)
1 + 1 . Åñëè

u
(k)
0 = u

(k)
1 , òî f̄ åñòü ïîäíÿòèå ãîìåîìîðôèçìà îêðóæíîñòè, è òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ ïëîò-

íîñòè ìíîæåñòâà D , f åñòü òðàíçèòèâíûé ãîìåîìîðôèçì îêðóæíîñòè ñ èððàöèîíàëüíûì
÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ïóñòü òåïåðü èíòåðâàë [u

(k)
0 , u

(k)
1 ] -íåòðèâèàëüíûé, è u ïðèíàäëåæèò

ýòîìó èíòåðâàëó.Òîãäà ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü òî÷êè a(u) ≤ k, b(u) ≥ k òàêèå,
÷òî f(a(u)) = f(b(u)) = u . Äëÿ ëþáîãî τ , 0 ≤ τ ≤ 1 , îïðåäåëèì èíòåðâàëû J

(k)
τ , k ∈ Z ,

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
J (k)
τ = [a(k)τ , b(k)τ ] = [a(u), b(u)],

ãäå u = u
(k)
0 + τ(u

(k)
1 − u

(k)
0 ) . Ïîñòðîèì òåïåðü îòîáðàæåíèå fτ : R → R âèäà

f̄τ (x) =

{
f̄(x), x /∈ J

(k)
τ

u
(k)
0 + τ(u

(k)
1 − u

(k)
0 ), x ∈ J

(k)
τ .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f̄τ ïðè ëþáîì τ , 0 ≤ τ ≤ 1 , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ
íåóáûâàþùóþ ôóíêöèþ íà R ñ èíòåðâàëàìè ïîñòîÿíñòâà J (k)

τ , è âûïîëíÿåòñÿ f̄τ (x+1) =
f̄τ (x) + 1 äëÿ âñåõ x ∈ R . Ïîýòîìó f̄τ åñòü ïîäíÿòèå äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
îêðóæíîñòè fτ : S1 → S1 ñòåïåíè 1.

Äëÿ íåîáðàòèìûõ ëîðåíöåâûõ îòîáðàæåíèé (îòîáðàæåíèé ñ ïåðåêðûòèåì) íåïðåðûâ-
íîñòü èíòåðâàëîâ âðàùåíèÿ äîêàçàíà â [12]. Äëÿ ëîðåíöåâûõ îòîáðàæåíèé f , ó êîòîðûõ
çíà÷åíèÿ â êîíöåâûõ òî÷êàõ ñîâïàäàþò (ò.å. f(0) = f(1) ) ðåçóëüòàò î íåïðåðûâíîñòè
÷èñëà âðàùåíèÿ ñëåäóåò èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ÷èñëå âðàùåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ
ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñòåïåíè 1. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò äàííîé ðàáîòû, òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü îáðàòèìûå ëîðåíöåâû îòîáðàæåíèÿ, ò.å.
îòîáðàæåíèÿ f , äëÿ êîòîðûõ f(0) > f(1) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Υ− ñåìåéñòâî ïîäíÿòèé f̄
ëîðåíöåâûõ îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé, ò.å. îòîáðàæåíèé f : [0, 1] → [0, 1] , äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ f(0) > f(1) . Â ðàáîòå [10] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ñóùåñòâóåò

÷èñëî âðàùåíèÿ ρ(f̄) = lim
n→∞

f̄ (n)(x)−x
n

, íå çàâèñåùåå îò íà÷àëüíîé òî÷êè x , è (òàê æå, êàê

äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñòåïåíè 1) îíî åäèíñòâåííî è ïðè èçìåíåíèè ïîäíÿòèÿ
f̄ ′ = f̄ +m ìåíÿåòñÿ íà öåëîå ÷èñëî : ρ(f̄ ′) = ρ(f̄) +m.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î ÷èñëå âðàùåíèÿ ñàìîãî ëîðåíöåâîãî îòîáðàæåíèÿ
f . Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà :

1) ρ(f̄m + k) = mρ(f̄) + k ,

2) Åñëè f̄ ≤ ḡ (ãäå f̄ , ḡ - ïîäíÿòèÿ ëîðåíöåâûõ îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé f, g ),
òî ρ(f̄) ≤ ρ(ḡ).

Äåéñòâèòåëüíî, âòîðîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî, à ïåðâîå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ: ρ(f̄m+k) =

ρ(f̄m) + k = k + lim
n→∞

f̄ (mn)(x)−x
n

= k + lim
mn→∞

f̄ (mn)(x)−x
mn

m = k + lim
l→∞

f̄ (l)(x)−x
l

m = mρ(f̄) + k

Òåïåðü ìû ãîòîâû óñòàíîâèòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû, äëÿ ýòîãî îñòàëîñü
äîêàçàòü ñëåäóþùèé ôàêò.
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Ò å î ð å ì à 2.1. ×èñëî âðàùåíèÿ ρ(f̄) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò f̄ ∈ Υ− , ãäå ìíî-
æåñòâî Υ− ðàññìàòðèâàåòñÿ â C0 òîïîëîãèè:

d(f̄ , ḡ) = sup
x∈R

|f̄ − ḡ| = sup
x∈[0,1]

|f̄ − ḡ|

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f̄ ∈ Υ− � ïîäíÿòèå äàííîãî ëîðåíöåâîãî îòîáðàæåíèÿ
f . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε âîçüì¼ì ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà p1

q1
è p2

q2
òàêèå, ÷òî p1

q1
< ρ(f̄) < p2

q2

è ρ(f̄)− p1
q1
< ε, p2

q2
− ρ(f̄) < ε . Òîãäà ôóíêöèÿ F (x) = f̄ q1(x)− p1 ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ

x ∈ R è ïîýòîìó ρ(F ) > 0 . Äëÿ ïîäíÿòèé ḡ , äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê f̄ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
G(x) = ḡq1(x)−p1 > 0 (òàê êàê F (x) ≥ δ äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 ). Çíà÷èò
ρ(G) > 0. Ïåðåõîäÿ ê èñõîäíûì ïîäíÿòèÿì f, g , â ñèëó ñâîéñòâà 1, ïîëó÷èì ρ(ḡ) > p1

q1
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ρ(g) < p2
q2
, åñëè ðàññìîòðèì ïîäíÿòèÿ f̄ q2−p2 è ḡq2−p2 .

Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü |ρ(g)− ρ(f)| < ε , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 12-01-00672, 11-01-12056-îôè-ì è
11.G34.31.00390
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Continuous dependence of rotation numbers for model

family of piecewise continuous one-dimensional maps

c⃝ M.I. Malkin2

Abstract.We consider a piecewise monotonic, piecewise continuous maps the real line, simulating
the dynamics of some neural and telecommunications networks. For maps of the classes
nonwandering set is the disjoint union of the sets of nonwandering two maps of Lorenz type.
Thus, we can de�ne the rotation rotation of the studied maps. It is proved that there are a lot
of rotation the union of two closed intervals, the boundary points are continuously depend on the
maps (with the Hausdor� topology).

Key Words: rotation numbers, maps of Lorentz type, rotation set
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