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ÓÄÊ 519.85

Ïðîåêöèîííûé äâóõøàãîâûé ÌÏÌ è ÷èñëåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

c⃝ Â.Ã. Ìàëèíîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîåêöèîííûé îáîáù¼ííûé äâóõøàãîâûé ìåòîä ïå-
ðåìåííîé ìåòðèêè (ÏÎÄÌÏÌ) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
En â ñëó÷àå ôóíêöèé ñ îâðàæíûìè âûòÿíóòûìè ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé. Ïîëó÷åíà îöåíêà
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà â ñëó÷àå âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ïðèâåä¼í ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âåðòèêàëüíûì ïîäú¼ìîì ðàêåòû ñâåäåíèåì
ê íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè; èìåþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ íà ýòîé òåñò çàäà÷å ÏÎÄÌÏÌ è äðóãèõ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèíèìèçàöèÿ íà ïðîñòîì ìíîæåñòâå, ïðîåêöèîííûé îáîáù¼ííûé äâóõ-
øàãîâûé äâóõýòàïíûé ìåòîä ïåðåìåííîé ìåòðèêè, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïòèìèçàöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÇÎÓ)

dz

dt
= F (x(t),u(t), t), 0 ≤ t ≤ T, x(0) = x1, (1.1)

ãäå g(x(t),u(t), t) = 0 , φ(x(t),u(t), t) ≤ 0 � îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è, ôàçîâûé âåêòîð
x(t) ∈ Eq , âåêòîð óïðàâëåíèÿ u(t) ∈ Er . ×èñëåííîå ðåøåíèå ÇÎÓ ñâÿçàíî ñ ïðåîäîëåíèåì
ðÿäà ïðîáëåì: ó÷¼òà îãðàíè÷åíèé íà ôàçîâûå êîîðäèíàòû è óïðàâëåíèÿ; óäîâëåòâîðåíèÿ
çàäàííûì êîíå÷íûì óñëîâèÿì; îâðàæíîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ âñïîìîãàòåëüíîé
ôóíêöèè, ìèíèìèçèðóåìîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) [1], [2]. Ïåðâóþ èç íèõ ìîæíî ðåøèòü
óäà÷íûì ïîäáîðîì âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, à óñïåøíîå ðåøåíèå âòîðîé è òðåòüåé ñó-
ùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè. Ïîýòîìó íàøà îñíîâíàÿ öåëü �
èññëåäîâàíèå ìåòîäà îïòèìèçàöèè.

Ìåòîäîì ðåäóêöèè ÇÎÓ (1.1) ê íåëèíåéíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè ïåðåéä¼ì ê "äèñêðåò-
íîé"ÇÎÓ [1]. Ðàçîáü¼ì îòðåçîê [0;T ] íà m−1 ÷àñòåé ñ ìàëûì øàãîì hi = δti = ti+1−ti è ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ ïîñòðîèì ñåòêó xi = x(ti) , ui = u(ti) , i ∈ [1 : m] ,
ti =

∑j=m−1
j=1 hj , F (zi) = F (xi,ui, ti) . Ïîëíûé ôàçîâûé âåêòîð x ∈ Emr , ïîëíûé âåêòîð

óïðàâëåíèé u ∈ Ems , ms = n . Ïîëó÷èì êîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íà âûïóê-
ëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q

f(x) −→ inf, x ∈ Q ⊂ En, (1.2)

ãäå n -ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En íîðìèðîâàíî, ∥x∥ = (x,x)1/2 ∀x ∈ En , âû-
ïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(Q) . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) åñòü âñïîìîãàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (1.1) â ìåòîäå øòðàôíûõ
ôóíêöèé (ÌØÔ), à ìíîæåñòâî Q îáðàçîâàíî êîîðäèíàòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ãèïåðïî-
âåðõíîñòè óðîâíåé ôóíêöèè f(x) îâðàæíîé ñòðóêòóðû è

inf f(x) = f∗ > −∞, x ∈ Q; Q∗ = {x ∈ Q : f(x) = f∗} ̸= ∅. (1.3)

1 Äîöåíò êàôåäðû ÝÌÌèÈÒ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; vgmalinov@mail.ru.
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Â ðàáîòàõ [3], [4] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âèäà (1.2), (1.3) áûëè ïðåäëîæåíû ïðîåêöèîí-
íûå äâóõýòàïíûå äâóõøàãîâûå ìåòîäû (ÏÎÄÌ) ïåðåìåííîé ìåòðèêè, îðèåíòèðîâàííûå
íà ðåøåíèå çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (ôóíêöèé ñ îâðàæíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé), ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïðèëîæåíèÿì ìåòîäîâ ê ÇÎÓ äâèæåíèåì ðàêåò è ñàìîë¼òîâ. Öåëüþ äàí-
íîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àïðîáàöèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2), (1.3) íà ÇÎÓ âèäà (1.1) è
îöåíêà ñêîðîñòè õîäèìîñòè íîâîãî ìåòîäà.

2. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè

Â ðàáîòàõ [3], [4] ðàññìàòðèâàëèñü äâå ìîäèôèêàöèè ÏÎÄÌ ïåðåìåííîé ìåòðèêè. Ïåð-
âàÿ èç äâóõ

1 ýòàï. yk = xk − xk−1; zk = PQ

(
xk + αky

k
)
; x−1 = x0 ∈ En

2 ýòàï. xk+1 = PQ

[
zk − βkB

−1(zk)∇f(zk)
]
, k = 0, 1, 2, ... (2.1)

å¼ äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÏÎÄÌÏÌ1, è âòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ � ÏÎÄÌÏÌ2

1 ýòàï.yk = xk − xk−1; zk = PQ

(
xk + αky

k/∥yk∥
)
; x−1 = x0 ∈ En

2 ýòàï. xk+1 = PQ

[
zk − βkB

−1(zk)∇f(zk)/∥∇f(zk)∥
]
, k = 0, 1, 2, ... (2.2)

ãäå PQ(v) � ïðîåêöèÿ âåêòîðà v íà ìíîæåñòâî Q ; αk , βk , γk , � ïàðàìåò-
ðû ìåòîäîâ; B(zk) = Bk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (æåëàòåëüíî) äèàãîíàëüíûõ ìàò-
ðèö, èçìåíÿþùèõ ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà â êàæäîé òî÷êå zk . Èñïîëüçóþòñÿ ðå-
àëèçàöèè ìåòîäîâ ñ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèåé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà äëè-
íû øàãà βk = argminβ>0f

(
zk − βB−1(zk)∇f(zk)

)
� äëÿ ìåòîäà (2.1), γk =

argminγ>0f
(
zk − γB−1(zk)∇f(zk)/∥∇f(zk)∥

)
� äëÿ ìåòîäà (2.2).

Â ðàáîòå [3] íàðÿäó ñ ñóùåñòâóþùåé ìåòðèêîé â En ââåäåíà íîâàÿ ìåòðèêà ñ ïîìîùüþ
íîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (B(x)u,u) ∀u,x ∈ En è ïîëó÷åíî åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ñ äâóìÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è îïðåäåëÿåìûìè èìè ìåòðèêàìè, îáîçíà÷åííîå
En

1 . Äàëåå è çäåñü ïîäðàçóìåâàåì çàäà÷ó âèäà (2.1) â í¼ì. Â En
1 î ñõîäèìîñòè ìåòîäà (2.1)

ñ ïàðàìåòðàìè êîíñòàíòàìè αk = α , βk = β äîêàçàíà [3]
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) ìíîæåñòâî Q ∈ En

1 âûïóêëî
è çàìêíóòî; 2) ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëàÿ è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.3); 3) îïåðàòîð
B(x) ∀ x ∈ En

1 òàêîâ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

m∥u∥2 ≤ (B(x)u,u), 0 < m, u, x ∈ En
1 ;

4) ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ varphi(x) ∈ C1,1(Q) òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî ∇φ(x) = B−1(x)∇f(x) ∀x ∈ En

1 ; 5) ïàðàìåòðû êîíñòàíòû ìåòîäà (2.1) òàêîâû,
÷òî:

0 < α < 1/
√
5, 0 < β < (4− 10α− 5α3)/(2L− 10Lα2). (2.3)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xk
}
, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì (2.1), (2.3), èç ëþáîé íà÷àëü-

íîé òî÷êè x0 ∈ En
1 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ ∈ Q∗ ,

∥xk − x∗∥ −→ 0, f(xk) −→ f(x∗), k → ∞.

Ñëåäñòâèå. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk−1 − x∗∥ ≤ · · · ≤ ∥x0 − x∗∥,
∥xk−1 − xk∥ ≥ ∥xk − xk+1∥ ≥ ∥xk+1 − xk+2∥ ≥ · · · .
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3. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (2.1) äëÿ âûïóêëûõ ôóíê-
öèé

Ïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄÌÏÌ (2.1) áåç òðàäèöèîííîãî äëÿ ìåòîäîâ
ïðîåêöèè ãðàäèåíòîâ ïðåäïîëîæåíèÿ î ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè f(x) . Ïðè ýòîì
ïîÿâëÿåòñÿ íåîáðåìåíèòåëüíîå äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå. Ñíà÷àëà â ëåììàõ ïîëó÷èì
èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì íåðàâåíñòâà, ïîëåçíûå äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ.

Ëåììà 1. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En
1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥u−w∥2 ≥ (1− ε)∥u− v∥2 + (1− ε−1)∥v −w∥2, ε > 0, u,v,w ∈ En
1 . (3.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 + 2(u− v,v −w) + ∥v −w∥2 ∀ u,v,w ∈ En
1 . (3.2)

çàïèøåì åãî â ôîðìå

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 − 2(u− v,w − v) + ∥v −w∥2∀ u,v,w ∈ En
1 . (3.3)

è âòîðîå ñëàãàåìîå â åãî ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî
è 2|ab| ≤ εa2 + ε−1b2, a, b, ε > 0 , èç êîòîðîãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

2|(u− v,w − v)| ≤ ε∥u− v∥2 ++ε−1)∥w − v∥2, ε > 0. (3.4)

Ïîëüçóÿñü (3.4) â (3.3), ïîëó÷èì, ∥u−w∥2 ≥ ∥u−v∥2−ε∥u−v∥2−ε−1∥v−w∥2+∥v−w∥2 .
Îòñþäà ñëåäóåò (3.1).

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà çàäà÷è (1.2), (1.3) Q∗ ̸= ∅.
Òîãäà äëÿ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xk
}
ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ â En

1 èìååò ìå-
ñòî íåðàâåíñòâî

∥xk+1 − xk∥2 ≥ (ε− 1)∥xk+1 − x∗∥2 − (1− ε−1)∥xk − x∗∥2, (3.5)

ãðàíèöû ÷èñëà ε > 0 ñëåäóþùèå: 0 < ε1 ≤ ε ≤ ε2 , ε1,2 =
(
(s∓ (s− 4l2l3)

1/2
)
/(2l2) , ãäå

s = l1 + l2 + l3 , l1 = ∥xk+1 − xk∥2 , l2 = ∥xk+1 − x∗∥2 , l3 = ∥xk − x∗∥2 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó En

1 ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé
ρ(u,v) = ∥u− v∥ ∀u,v ∈ En

1 , â í¼ì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ([6], ñ. 31)

|ρ(u,x)− ρ(v,y)| ≤ ρ(u,v) + ρ(x,y)∀u,v,x,y ∈ En. (3.6)

Îòñþäà ïðè u = xk+1, x = x∗, v = xk, y = x∗ , ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ ìåòðèêè ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî |∥xk+1 − x∗∥ − ∥xk − x∗∥| ≤ ∥xk+1 − xk∥+ ∥x∗ − x∗∥ . Âîçâåä¼ì åãî â êâàäðàò,
ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ðàñêðîåì êâàäðàò ðàçíîñòè,

|∥xk+1 − x∗∥2 − 2∥xk+1 − x∗∥∥xk − x∗∥+ ∥xk − x∗∥2| ≤ ∥xk+1 − xk∥2,

è óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ îöåíèì ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà
(3.4). Òîãäà ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

|∥xk+1 − x∗∥2 − ε|∥xk+1 − x∗∥2 −−ε−1∥xk − x∗∥2 + + ∥xk − x∗∥2| ≤ ∥xk+1 − xk∥2.
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Ðàçâåðí¼ì ìîäóëü è ïðåäñòàâèì â ôîðìå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

−∥xk+1 − xk∥2 ≤ (1− ε)∥xk+1 − x∗∥2 − (1− ε−1)∥xk − x∗∥2 ≤ ∥xk+1 − xk∥2. (3.7)

.Âîçüì¼ì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà è, óìíîæèâ íà −1 , ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó (3.5).
Ðåøèâ íåðàâåíñòâî l2ε

2 − sε + l3 ≤ 0 , ñëåäóþùåå èç (3.5), ïîëó÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòè-
ìûõ äëÿ (3.5) çíà÷åíèé ÷èñëà ε > 0 . Çàìåòèì, ÷òî ïðàâîå íåðàâåíñòâî (3.7) ñîâïàäàåò ñ
íåðàâåíñòâîì (3.1).

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 1. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ÷èñëà ε â (3.5) çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ

äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè xk,xk+1,x∗ (ñëó÷àé èõ ðàñïîëîæåíèÿ íà îäíîé
ïðÿìîé íå èñêëþ÷àåòñÿ). Çàäàäèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ îáåñïå÷è-
âàþòñÿ êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ε , èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì. Íàïðèìåð, íå
îáðåìåíèòåëüíû óñëîâèÿ: à) ∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ;

á)(21/10)∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥. (3.8)

Â ñëó÷àå à) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö ε ðåøàåì íåðàâåíñòâî l2ε
2 − sε+ l3 ≤ 0 , ñëåäóþùåå

èç (3.5), íî ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà (3.8à), ïîëàãàÿ l1 = l2 = l3 . Ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ε1,2 =
(3 ∓ 51/2)/2 , òî åñòü îêðóãë¼ííî ìîæíî ïðèíÿòü çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà 0.39 ≤ ε ≤ 2.6 .
Â ñëó÷àå á) ðåøàåì íåðàâåíñòâî àíàëîãè÷íî, ïîëîæèâ (21/10)2l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì
ãðàíèöû ε1,2 = (491∓ 196981/2)/100 ; òîãäà ïðèáëèæ¼ííûé èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
0.47 ≤ ε ≤ 9.3 äîñòàòî÷åí äëÿ ïðèìåíåíèÿ (3.5) â äàííîé ðàáîòå.

Ïðèìå÷àíèå 2. Íåðàâåíñòâî (3.1) îáúåäèíÿåò ðàçðîçíåííûå ïðîöåäóðû îöåíêè êâàä-
ðàòà íîðìû ðàçíîñòè âåêòîðîâ â En . Íåðàâåíñòâî (3.5) íîâîå, âûâåäåíî äëÿ îáîñíîâàíèÿ
ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ, � íåîáõîäèìûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò ïðè îöåíêå ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè. Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-
íèé íåðàâåíñòâ ïðè åãî ïðèìåíåíèè çäåñü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûì.
Cëó÷àé íåðàâåíñòâà (3.6) äëÿ òð¼õ òî÷åê èçâåñòåí êàê âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
äëÿ ìåòðèêè ([9], ñ. 27)

|ρ(x, z)− ρ(y, z)| ≤ ρ(x,y) ∀x,y, z ∈ X (3.9)

â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) .
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû íåðà-

âåíñòâà (3.8á), ïàðàìåòðû ìåòîäà (2.1), (2.3) òàêîâû, ÷òî

0 < α < 1/6, 0 < β < min[β31; β32], (3.10)

ãäå β31 = (6− 35α)/(2L− 20Lα2), β32 = (8− 10α)/(13L) .
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì (2.1), (2.3), (3.10), (3.8), ñî

ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.2) è

∥xk − x∗∥ ≤ qk∥x0 − x∗∥, (3.11)

ãäå q = [(6 + 10α/3− Lβ)/(13− 8Lβ) , 0 < q2 < 2/3 ïðè óñëîâèÿõ (3.10).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû âñå

ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè òåîðåìû 1 âåðíû è, â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî (ñì. [3])

∥xk+1 − x∗∥2 + a∥xk+1 − xk∥2 + α∥xk−1 − x∗∥2 ≤
≤ b∥yk∥2 + (1 + α)∥xk − x∗∥2, k ≥ 0,

(3.12)
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ãäå a = (4− 2Lβ)/5 , b = 2α + α2(3 + α− 2Lβ) . Ïðåäñòàâèì (3.12) â ôîðìå

∥xk+1 − x∗∥2 + b20∥xk+1 − xk∥2 + b21∥xk+1 − xk∥2+
+α∥xk−1 − x∗∥2 ≤ b31∥xk − x∗∥2 + b41∥yk∥2, k ≥ 0,

(3.13)

ãäå b20 = 1/5−Lβ/5 , b21 = 3/5−Lβ/5 , b31 = 1+α , b41 = 2α+4α2− 2Lα2β ïðè α3 < α2 .
Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.5) èç ëåììû 2 îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (3.13),
ïîëîæèâ â (3.5) ε = 9 ,

b20∥xk+1 − xk∥2 ≥ 8b20∥xk+1 − x∗∥2 + (8b20/9)∥xk − x∗∥2.

×åòâ¼ðòîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (3.13) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ (3.1) ïðè u = xk−1 ,
v = xk , w = x∗ , ε = 3/2 ,

α∥xk−1 − x∗∥2 ≥ −(α/2)∥yk∥2 + (α/3)∥xk − x∗∥2.

Òîãäà (3.13) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

b1∥xk+1 − x∗∥2 + b21∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ b3∥xk − x∗∥2 + b4∥yk∥2, k ≥ 0,

(3.14)

ãäå b1 = 1 + 8b20 = (13 − Lβ)/5 , b3 < 6/5 + 2α/3 − Lβ/5 , b4 = 7α/2 − 2Lα2β , 4α2 < α ;
b1 > 0 , b3 > 0 , b4 > 0 ïðè 0 < β < 1/L , 0 < α < 1/4 .

Äëÿ (3.14) ïîêàæåì, ÷òî b4∥yk∥2 − b21∥xk+1 − xk∥2 ≤ 0 . Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî èìåþò
ìåñòî íåðàâåíñòâà: ∥yk∥2 ≥ ∥xk+1 − xk∥2 (ââèäó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1); b21 > b4 − b21 ,
b4 − b21 < 7α/2 − 2Lα2β + Lβ/5 − 3/5 < 0 (ïðè 0 < α < 6/35 , 4α2 < α , 0 < β ≤ β31 =
(6− 35α)/(2L− 20Lα2) , (b4 − b21)

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥ 0 . Ñ èõ ïîìîùüþ ïîëó÷àåì

0 ≥ (b4 − b21)
(
∥yk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2

)
=

= b4∥yk∥2 − b4∥xk+1 − xk∥2 + b21
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ b4∥yk∥2 − b21∥xk+1 − xk∥2 + (b4 − b21)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ b4∥yk∥2 − b21∥xk+1 − xk∥2.

Ñ ó÷¼òîì ïîñëåäíåé îöåíêè èç (3.14) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ q2∥xk − x∗|2, k ≥ 0, (3.15)

ãäå q2 = b3/b1 , 0 < q2 < 2/3 ïðè óñëîâèÿõ (3.10) è (2.3); ïðè ýòîì 0 < β < (8 −
10α)/(13L) = β32 < β31 ïðè 0 < α < 1/6 . Èç (3.15) ñëåäóåò (3.11).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 3. Íåðàâåíñòâà (3.6) è (3.9) èìåþò ìåñòî ∀u,v,x,y ∈ En , ïîýòîìó (3.5)

è (3.8) ìîæíî çàïèñàòü â îáùåì âèäå. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äëÿ ìåòðèêè, èç (3.9) ïðè
x = x, z = x, y = v , ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðîâåä¼ííûì â ëåììå 2 ïîñëå
íåðàâåíñòâà (3.6), ïîëó÷èì

∥u− v∥2 ≥ (ε− 1)∥u− x∥2 − (1− ε−1)∥v − x∥2. (3.16)

Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå è ïîëåçíî ïðè îáîñíîâàíèè ìåòî-
äîâ êëàññà ÏÎÄÌ; èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü êîíêðåòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ òî÷åê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xk
}
. Ãðàíèöû ÷èñëà ε > 0 îïðåäåëÿþòñÿ èç (3.16) íåðàâåíñòâàìè

0 < ε1 ≤ ε ≤ ε2 , ε1,2 = [s ∓ (s − 4bc)1/2]/(2b) , ãäå s = a + b + c , a = ∥u − v∥2 ,
b = ∥u − x∥2 , c = ∥v − x∥2 . Èç (3.16) â ÷àñòíîñòè, ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè
∥u − x∥ ≤ ∥u − v∥ ≤ ∥v − x∥ , äëÿ ÷èñëà ε > 0 ïîëó÷àåì ïðèáëèçèòåëüíûé èíòåðâàë
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.39 ≤ ε ≤ 2.61 , âû÷èñëåííûé äëÿ (3.8a). Àíàëîã íåðàâåíñòâà (3.8á)
çàïèøåòñÿ â âèäå (21/10)∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v − x∥ , äëÿ ÷èñëà ε > 0 â (3.16) ïðèáëè-
æ¼ííûé èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.47 ≤ ε ≤ 9.3 .
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4. Òåñòîâûé ïðèìåð ÇÎÓ

Ïðîöåññ âåðòèêàëüíîãî ïîäú¼ìà ðàêåòû íà ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó íàä Çåìë¼é îïèñû-
âàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx1(t)

dt
= −u(t), dx2(t)

dt
= x3(t),

dx3(t)

dt
= [V u(t)−Q(x(t))]/x1(t)− g (4.1)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x1(0) = 1 , x2(0) = 0 , x3(0) = 0 . Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çàêîí
îïòèìàëüíîãî ðàñõîäà ìàññû (ãîðþ÷åãî) u(t) â ýòîì ïðîöåññå ñ ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì
T = 100c , 0 ≤ t ≤ T , ïðè óñëîâèè ðàñõîäà íå áîëåå 80 ïðîöåíòîâ çàïàñîâ òîïëèâà (÷òî
âëå÷¼ò êðàåâîå óñëîâèå äëÿ ìàññû x1(T ) = 0.2 èëè îãðàíè÷åíèå ðàâåíñòâî k2[x1(t) −
0.2] = 0 , k2 = 10 ), çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâîì óñëîâèè è îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå
0 ≤ u(t) ≤ 0.04 . Îáîçíà÷åíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (4.1): x1(t) � ìàññà ðàêåòû,
îòíåñ¼ííàÿ ê íà÷àëüíîé ìàññå; x2(t) � âûñîòà íàä Çåìë¼é (êì); x3(t) � ñêîðîñòü ðàêåòû
(êì/ñ); u(t) � ðàñõîä ìàññû â åäèíèöó âðåìåíè ( c−1 ); V = 2 êì/ñ � ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ
ãàçîâ èç ñîïëà äâèãàòåëÿ ðàêåòû; g = 0.01 êì/ñåê � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (const);
Q(x) = 0.05exp(−0.1x2)x

2
3 � âåëè÷èíà àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ; T = 100c �

ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîë¼òà; k1 = 0.01; k2 = 10 � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû.
Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ f(x,u) = −k1x2(T ) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è

êðàåâîì óñëîâèè.
Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à â [1] íàçâàíà êëàññè÷åñêîé òåñòîâîé çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÇÎÓ (4.1) áûëà ïðåîáðàçîâàíà ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà îò n-ìåðíîãî âåêòîðà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (n = ms , xi = u(ti) ,
i ∈ [1 : n] , ñì. ï.1) è ðåøàëàñü ÌØÔ. Ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ èíòåãðèðîâàëàñü ìî-
äèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Ýéëåðà

hi = ti+1 − ti; x
i+1/2 = xi + hi/2;

zi+1/2 = zi + (hi/2)f(z
i); zi+1 = zi + hif(z

i+1/2)

â äâóõ âàðèàíòàõ: îòðåçîê [0;T ] ðàçáèâàëñÿ íà ÷àñòè, ÷òî îïðåäåëÿëî ðàçìåðíîñòü n
ïðîñòðàíñòâà (n = 101, n = 125 ; ïðè ðàñ÷¼òàõ ñ ïîëîâèííûì øàãîì n = 201, n = 250 ).

5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ çàäà÷è (4.1) ñ
íåñêîëüêèìè ìåòîäàìè ìèíèìèçàöèè ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 è 2. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðè-
âåäåíû òàêæå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ò.Ì. Ýíååâûì, Ð.Ï. Ôåäîðåíêî, Þ.Ã. Åâòóøåíêî.
Îáîçíà÷åíèÿ ìåòîäîâ ïðèâåäåíû â ïåðâûõ êîëîíêàõ òàáëèö. Ïðèíÿòû ñîêðàùåíèÿ: ÌØÔ
� ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé, ÊÌ � êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä èç [1], íà ïåðâîì ýòàïå êîòîðî-
ãî ñ÷¼ò ïî ÌØÔ, à çàòåì � ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé; ÏÎÄÌÏÌ2 � ìåòîä (2.2); ÌÌÏÃ
� ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà xk+1 = PQ

[
xk − γk∇f(xk)/∥∇f(xk)∥

]
; ÌLe-

D � ïðîåêöèîííàÿ ìîäèôèêàöèÿ àâòîðà äàííîé ñòàòüè ìåòîäà èç ðàáîòû [5]. ÏÎÄÌ×1 �
ÏÎÄÌ ÷åòûð¼õïàðàìåòðè÷åñêèé [8]

1 ýòàï. yk = xk − xk−1; zk = PQ

(
xk + αky

k
)
;

2 ýòàï. xk+1 = PQ

[
zk + βk(γ1ky

k − γ2k∇f(zk)
]
, k = 0, 1, 2, ....
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ÏÎÄÌ×2 � äðóãàÿ âåðñèÿ ÏÎÄÌ ÷åòûð¼õïàðàìåòðè÷åñêîãî [8]

1 ýòàï. y1k = (xk − xk−1)/∥xk − xk−1∥; zk = PQ

(
xk + αky

1k
)
;

2 ýòàï. xk+1 = PQ

[
zk + βk(γ1ky

1k − γ2k∇f(zk)/∥∇f(zk)∥
]
, k ≥ 0.

ãäå x0 ∈ En � íà÷àëüíàÿ òî÷êà; PQ[v] � ïðîåêöèÿ âåêòîðà v íà ìíîæåñòâî Q ⊂ En ;
x−1 = x0 ; αk, βk, γk, γ1k, γ2k � ïàðàìåòðû äëèí øàãîâ âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ
â ìåòîäàõ; ïîèñê βk, γk (â òîì ÷èñëå â (2.1) è (2.2)) � îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèåé ïî
MUM ([7], ñ. 47). Â íèæåïðèâåäåííûõ òàáëèöàõ â ñòîëáöå " 1 − u(t) "(îñòàòîê ãîðþ÷åãî
èç 1.0) ïðèâåäåíû äàííûå î òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ ðàâåíñòâà; it � ÷èñëî
èòåðàöèé ìåòîäà îïòèìèçàöèè; x2(T ) � äîñòèãíóòàÿ ðàêåòîé âûñîòà. Íà÷àëüíûå òî÷êè
(A) = (.008; .008; .008; ....008) , è (B) = (.011; .011; .011; .011; .011; .011; .011; .008; ....008) çà-
äàþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé u(t) â òî÷êàõ äåëåíèÿ îòðåçêà [0;T ] .

Ìåòîä it t(sek.) x2(T ) 1− u(t) n è íà÷.òî÷êà
Ýíååâ Ò.Ì. [1] 50 - 132.346 .19967 51; -

Ôåäîðåíêî Ð.Ï. [1] 12 - 132.180 .20000 51; -
[1] ÌØÔ 5 - 132.898 .19838 51; (A)
[1] KM 3 233 132.133 .2000006 51; (A)
ÌÌÏÃ 80 121 132.2098 .19998669 101; (Â)

ÏÎÄÌ×1 8 20 132.2107 .200000094 101; (À)
ÌLe-D 7 18 132.2059 .200000095 101; (Â)

ÏÎÄÌ×2 2 14 132.2037 .200000028 125; (À)
[1] KM 5 420 132.167 .199996 201; (A)
ÌÌÏÃ 14 68 132.4349 .200000007 201; (Â)
ÌLe-D 7 53 132.4349 .200000009 201; (Â)

ÏÎÄÌ×1 4 53 132.4349 .200000006 201; (Â)
ÏÎÄÌÏÌ1 1 44 132.2154 .200000023 250; (À)
ÏÎÄÌ×2 4 54 132.2134 .200000046 250; (À)
ÏÎÄÌÏÌ1 2 50 132.4349 .200000006 250; (Â)

Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

ÇÎÓ (4.1) ðåøàëàñü òàêæå ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ïðèíöèïîì ìèíèìó-
ìà Þ.Ã. Åâòóøåíêî ([1], ñ. 80); íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2. Ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà- Ïîíòðÿãèíà H(x,u,p, t) = p1f1(x,u, t)+p2f2(x,u, t)+p3f3(x,u, t) äëÿ äàííîé
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè èñïîëüçîâàíà â ñîñòàâå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè FH(x,u,p, t) =
k2(x1(T ) − 0.2) − k1x2(T ) − H(x,u,p, t) , ãäå f1(x,u, t) = −u(t) ; f2(x,u, t) = x3(t) ;
f3(x,u, t) = [V u − Q(x)]/x1 − g , ïàðàìåòðû p1 = −1, p2 = 1, p3 = 1 âû÷èñëÿëèñü â
õîäå ìèíèìèçàöèè. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íû ïðèâåä¼ííûì â òàáëèöå 1 (ìíîãî
ñîâïàäàþùèõ).
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Ìåòîä it t(sek.) x2(T ) 1− u(t) n è íà÷.òî÷êà
ÌÌÏÃ 80 121 132.2098 .19998669 101; (À)

ÏÎÄÌÏÌ2 8 20 132.2107 .200000094 101; (À)
ÌLe-D 7 18 132.2059 .200000095 101; (À)
ÌLe-D 1 6 132.1431 .200000007 125; (À)

ÏÎÄÌÏÌ2 1 12 132.2065 .200000004 125; (À)
ÏÎÄÌ×2 4 53 132.4949 .200000006 201; (B)
ÌLe-D 21 180 132.2154 .200000042 250; (À)

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Âûâîäû. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ðåçóëüòàòû ïî îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄ-
ÌÏÌ íàðÿäó ñî âñïîìîãàòåëüíûìè íåðàâåíñòâàìè. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ìèíèìè-
çàöèè è èõ ñïîñîáíîñòü ðåøàòü ÇÎÓ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ è áûñòðîäåéñòâèåì.
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Projected two-step VMM and numerical solution of

optimal control problem

c⃝ V.G. Malinov 2

Abstract. This paper describes a new projection generalized two-step variable metric method
(PTVMM) for solving minimization problems in the Euclidean space En in the case when function
f(x) has prolate level surfaces. The estimate of rate of convergence of the method in the case of
convex functions is presented. Finally, we indicate, how these considered methods can be used to
solving of testing optimal control problem. Some results of comparative numerical experiments are
given.

Key Words: minimization on the simple set, projection generalized two-step two-stage variable
metric method, rate of convergence, di�erencial equations of movement, optimal control problem,
optimization.
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