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Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

ÓÄÊ 533.6.013.42

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñëîâèé äèíàìè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî ýëåìåíòà êàíàëà ïðè

âçàèìîäåéñòâèè ñ ïîòîêîì ñæèìàåìîé è íåñæèìàåìîé

ñðåäû

c⃝ À.Â. Àíêèëîâ1, Ï.À. Âåëüìèñîâ2, Þ.Ê. Ñàãäååâà3

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà ïðè
ïðîòåêàíèè â íåì äîçâóêîâîãî ïîòîêà èäåàëüíîé æèäêîñòè (ãàçà). Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâî-
ñòè óïðóãîãî òåëà ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó.
Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, íàëàãàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü ïîòî-
êà, ñæèìàþùåãî (ðàñòÿãèâàþùåãî) ýëåìåíò óñèëèÿ, èçãèáíóþ æåñòêîñòü óïðóãîãî ýëåìåíòà
è äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ
ñæèìàåìîé è íåñæèìàåìîé ñðåäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîãèäðîóïðóãîñòü, óñòîé÷èâîñòü, óïðóãàÿ ïëàñòèíà, äåôîðìàöèÿ, äî-
çâóêîâîé ïîòîê, ñæèìàåìàÿ è íåñæèìàåìàÿ ñðåäà.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé, îáòåêàåìûõ ïîòîêîì ãàçà èëè æèäêîñòè, âàæíîå
çíà÷åíèå èìååò èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðóåìûõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê âîçäåé-
ñòâèå ïîòîêà ìîæåò ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé, è, òåì ñàìûì, ê èõ
ðàçðóøåíèþ.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ÿâëåíèå âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè, óêàçàííîå âûøå â êà÷åñòâå
íåãàòèâíîãî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ïðèìåðàìè ïîäîáíûõ óñòðîéñòâ, îòíîñÿùèõñÿ ê âèá-
ðàöèîííîé òåõíèêå, èñïîëüçóåìûõ äëÿ èíòåíñèôèêàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿ-
þòñÿ óñòðîéñòâà äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ îäíîðîäíûõ ñìåñåé è ýìóëüñèé, íàïðèìåð, óñòðîéñòâ
äëÿ ïîäà÷è ñìàçî÷íî-îõëàæäàþùåé æèäêîñòè â çîíó îáðàáîòêè (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé è óñòðîéñòâ, íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìî-
äåéñòâèè ñ ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäîé, íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì
óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, òðåáóåìîé äëÿ èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è íàäåæíîñòè ýêñ-
ïëóàòàöèè.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà
ïðè ïðîòåêàíèè â íåì äîçâóêîâîãî ïîòîêà èäåàëüíîé ñæèìàåìîé èëè íåñæèìàåìîé ñðåäû
(æèäêîñòè èëè ãàçà). Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè

1 Äîöåíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; ankil@ulstu.ru.

2 Çàâ. êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru.

3 Àñïèðàíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; Julianna5361@rambler.ru.
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óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ
â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàëûì âîçìóùåíèÿì îäíîðîäíîãî äîçâóêîâîãî
ïîòîêà è ìàëûì ïðîãèáàì óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà. Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ôóíê-
öèîíàëîâ äëÿ ñâÿçàííûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé � ïðîãèáà óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà è ïîòåíöèàëà
ñêîðîñòè æèäêîñòè (ãàçà), ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ñæèìàåìîé ñðåäû

Ðàññìîòðèì ïëîñêîå òå÷åíèå â ïðÿìîëèíåéíîì êàíàëå J = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < x0,
0 < y < y0} . Ñêîðîñòü íåâîçìóùåííîãî îäíîðîäíîãî ïîòîêà ðàâíà V è íàïðàâëåíà âäîëü
îñè Ox . Óïðóãîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ñòåíêè y = y0 ïðè x ∈ [b, c] (ðèñ. [2.1] 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Êàíàë, ñòåíêà êîòîðîãî ñîäåðæèò äåôîðìèðóåìûé ýëåìåíò

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: w (x, t) � ôóíêöèÿ äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà;
φ (x, y, t) � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè âîçìóùåííîãî ïîòîêà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

φtt + 2V φxt + V 2φxx = a2 (φxx + φyy) , (x, y) ∈ J, t ≥ 0, (2.1)

φy (x, y0, t) = ẇ (x, t) + V w′ (x, t) , x ∈ (b, c) , t ≥ 0, (2.2)

φy (x, y0, t) = 0, x ∈ (0, b] ∪ [c, x0) , t ≥ 0, (2.3)

φy (x, 0, t) = 0, x ∈ (0, x0) , t ≥ 0, (2.4)

φ (0, y, t) = 0, φ (x0, y, t) = 0, y ∈ (0, y0) , t ≥ 0, (2.5)

L (w) = −ρ (φt (x, y0, t) + V φx (x, y0, t)) , x ∈ (b, c) , t ≥ 0. (2.6)

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L (w) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

L (w) ≡ Dw′′′′ (x, t) + β2ẇ
′′′′ (x, t) +Mẅ (x, t) +Nw′′ (x, t) + β1ẇ (x, t) + β0w (x, t) . (2.7)

Èíäåêñû x, y, t ñíèçó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x, y, t ; øòðèõ è òî÷êà �
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è t ñîîòâåòñòâåííî; ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè â îäíîðîäíîì
íåâîçìóùåííîì ïîòîêå; D , M � èçãèáíàÿ æåñòêîñòü è ïîãîííàÿ ìàññà óïðóãîãî ýëåìåíòà;
N � ñæèìàþùàÿ (ðàñòÿãèâàþùàÿ) óïðóãèé ýëåìåíò ñèëà; β1, β2 � êîýôôèöèåíòû âíåøíå-
ãî è âíóòðåííåãî äåìïôèðîâàíèÿ; β0 � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ; a � ñêîðîñòü
çâóêà â íåâîçìóùåííîì ïîòîêå æèäêîñòè ( a > V ).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíöû óïðóãîãî ýëåìåíòà çàêðåïëåíû ëèáî æåñòêî, ëèáî øàðíèðíî,
òîãäà ïðè x = b è x = c âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

1)w = w′ = 0, 2)w = w′′ = 0. (2.8)

Äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé � ïðîãèáà óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà w (x, t) è
ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ñæèìàåìîé æèäêîñòè (ãàçà) φ (x, y, t) èìååì ñâÿçàííóþ çàäà÷ó (2.1)
- (2.8).

3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñæèìàåìîé ñðåäû

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ φ (x, y, t) ≡ 0, w (x, t) ≡ 0 ñèñòåìû (2.1) -
(2.8) ïî Ëÿïóíîâó. Ââåäåì ôóíêöèîíàë

Φ (t) =

∫∫
J

(
φ2
t +

(
a2 − V 2

)
φ2
x + a2φ2

y

)
dxdy − 2a2V

c∫
b

φ (x, y0, t)w
′ (x, t) dx+

+
a2

ρ

c∫
b

(
Mẇ2 +Dw′′2 −Nw′2 + β0w

2
)
dx.

(3.1)

Äëÿ ôóíêöèé φ (x, y, t) è w (x, t) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (2.1) è (2.6), (2.7),
ïðîèçâîäíàÿ îò Φ ïî t ïðèìåò âèä

Φ̇(t) = 2

∫∫
J

(
φt

(
−2V φxt − V 2φxx + a2 (φxx + φyy)

)
+
(
a2 − V 2

)
φxφxt+

+ a2φyφyt

)
dxdy − 2a2V

c∫
b

(φt (x, y0, t)w
′ (x, t) + φ (x, y0, t) ẇ

′ (x, t)) dx+

+
2a2

ρ

c∫
b

(ẇ {−ρ (φt (x, y0, t) + V φx (x, y0, t))−Dw′′′′ − β2ẇ
′′′′ −Nw′′−

−β1ẇ − β0w}+Dw′′ẇ′′ −Nw′ẇ′ + β0wẇ) dx.

(3.2)

Ïðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.2)-(2.5), (2.8), ïîëó÷èì

Φ̇ (t) = −2a2

ρ

c∫
b

(
β2ẇ

′′2 + β1ẇ
2
)
dx.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
β2 ≥ 0, β1 ≥ 0, (3.3)

òîãäà èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

Φ̇ (t) ≤ 0 ⇒ Φ (t) ≤ Φ (0) . (3.4)

Äëÿ îöåíêè ôóíêöèîíàëà äëÿ ôóíêöèè w (x, t) çàïèøåì íåðàâåíñòâà Ðýëåÿ [2]

c∫
b

w′′2 (x, t) dx ≥ λ1

c∫
b

w′2 (x, t) dx,

c∫
b

w′′2 (x, t) dx ≥ µ1

c∫
b

w2 (x, t) dx, (3.5)
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ãäå λ1 , µ1 - íàèìåíüøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ψ′′′′ (x) = −λψ′′ (x) ,
ψ′′′′ (x) = µψ (x) , x ∈ (b, c) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.8), è íåðàâåíñòâî Ðýëåÿ

x0∫
0

φ2
x(x, y, t)dx ≥ η1

x0∫
0

φ2(x, y, t)dx, (3.6)

ãäå η1 = π2

x20
- íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è −ψ′′ = ηψ , x ∈ (0, x0) ñ

êðàåâûìè óñëîâèÿìè ψ (0) = 0, ψ (x0) = 0 , ñîîòâåòñòâóþùèìè (2.5).
Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (3.6) îò 0 äî y0 ïî ïåðåìåííîé y , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì∫∫

J

φ2
x(x, y, t)dxdy ≥ π2

x20

∫∫
J

φ2(x, y, t)dxdy. (3.7)

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè - Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

w2 (x, t) ≤ (c− b)

c∫
b

w′2 (x, t) dx, (3.8)

∫∫
J

φ2
ydxdy ≥ 2

y20

∫∫
J

(φ (x, y0, t)− φ (x, y, t))2 dxdy. (3.9)

Îöåíèì Φ (0) ñâåðõó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3.5) è î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî −2ab ≤
≤ a2 + b2

Φ (0) ≤
∫∫
J

(
φ2
t0 +

(
a2 − V 2

)
φ2
x0 + a2φ2

y0

)
dxdy + a2

c∫
b

φ2 (x, y0, 0) dx+

+
a2

ρ

c∫
b

(
Mẇ2

0+

(
D +

|N |+ ρV 2

λ1
+
β0
µ1

)
w′′

0
2

)
dx,

(3.10)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ φt0 = φt (x, y, 0) , φx0 = φx (x, y, 0) , φy0 = φy (x, y, 0) ,
ẇ0 = ẇ (x, 0) , w′′

0 = w′′ (x, 0) .
Îöåíèì Φ (t) ñíèçó. Ïðèìåíÿÿ (3.5), (3.7), (3.9) äëÿ (3.1), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

Φ (t) ≥
∫∫
J

(
φ2
t +

(
a2 − V 2

) π2

x20
φ2 +

2a2

y20
(φ (x, y0, t)− φ (x, y, t))2

)
dxdy−

−2a2V

c∫
b

φ (x, y0, t)w
′ (x, t) dx+

a2

ρ

c∫
b

(λ1D −N)w′2dx.

(3.11)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

f(x, t) =

{ 0, x ∈ (0, b] ,
w′(x, t), x ∈ (b, c),
0, x ∈ [c, x0),

òîãäà èç (3.11) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

Φ (t) ≥
∫∫
J

[
φ2
t (x, y, t) +

((
a2 − V 2

) π2

x20
+

2a2

y20

)
φ2 (x, y, t)− 4a2

y20
φ (x, y0, t)×

×φ (x, y, t) +
2a2

y20
φ2 (x, y0, t)−

2a2V

y0
φ (x, y0, t) f (x, t) +

a2 (λ1D −N)

ρy0
f 2 (x, t)

]
dxdy.

(3.12)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

d11 =
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

y20
, d22 = d12 =

2a2

y20
, d23 =

V

y20
, d33 =

a2 (λ1D −N)

ρy0
. (3.13)

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî
φ (x, y, t) , φ (x, y0, t) , f (x, t) â (3.12) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

λ1D −N > 0, (3.14)

λ1D −N

ρy0
· 2 (a

2 − V 2) π2

x20
− V 2

(
(a2 − V 2) π2

x20
+

2a2

y20

)
> 0. (3.15)

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (3.15)

N < λ1D − V 2x20ρy0
2 (a2 − V 2) π2

(
(a2 − V 2) π2

x20
+

2a2

y20

)
. (3.16)

Îöåíèâàÿ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â (3.12) îòíîñèòåëüíî w (x, t) ñ ó÷åòîì (3.8), ïîëó÷èì

Φ (t) ≥ ∆3y0
∆2 (c− b)

w2 (x, t) , (3.17)

ãäå ∆2 = d11d22 − d212 > 0 , ∆3 = d33∆2 − d223d11 > 0 .
Ó÷èòûâàÿ (3.4), (3.10), (3.17), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

w2 (x, t) ≤ ∆2 (c− b)

∆3y0

∫∫
J

(
φ2
t0 +

(
a2 − V 2

)
φ2
x0 + a2φ2

y0

)
dxdy + a2

c∫
b

φ2 (x, y0, 0) dx+

+
a2

ρ

c∫
b

(
Mẇ2

0 +

(
D +

|N |+ ρV 2

λ1
+
β0
µ1

)
w′′

0
2

)
dx,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò òåîðåìà

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.3), (3.14), (3.16). Òîãäà ðåøåíèå
w (x, t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1)-(2.8) óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëü-
íûõ äàííûõ φt0, φx0, φy0, φ (x, y0, 0) , ẇ0, w

′′
0 .

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàÿ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â (3.12) îòíîñèòåëüíî φ (x, y, t) , ïîëó÷èì

Φ (t) ≥ ∆3

d22d33 − d223

∫∫
J

φ2 (x, y, t) dxdy. (3.18)

Ó÷èòûâàÿ (3.4), (3.10), (3.18), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∫∫
J

φ2 (x, y, t) dxdy ≤ d22d33 − d223
∆3

∫∫
J

(
φ2
t0 +

(
a2 − V 2

)
φ2
x0 + a2φ2

y0

)
dxdy+

+a2
c∫

b

φ2 (x, y0, 0) dx+
a2

ρ

c∫
b

(
Mẇ2

0 +

(
D +

|N |+ ρV 2

λ1
+
β0
µ1

)
w′′

0
2

)
dx,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò òåîðåìà

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.3), (3.14), (3.16). Òîãäà ðåøåíèå
φ (x, y, t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1)-(2.8) óñòîé÷èâî â ñðåäíåì (â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå)
ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ φt0, φx0, φy0, φ (x, y0, 0) , ẇ0, w

′′
0 .
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4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåñæèìà-
åìîé ñðåäû

Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

φxx + φyy = 0, (x, y) ∈ J, t ≥ 0. (4.1)

Äîáàâëÿÿ óñëîâèÿ (2.2) - (2.8), ïîëó÷èì ñâÿçàííóþ çàäà÷ó äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíê-
öèé � ïðîãèáà óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà w (x, t) è ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè íåñæèìà-
åìîé ñðåäû φ (x, y, t) .

Àíàëîãè÷íî èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ φ (x, y, t) ≡ 0, w (x, t) ≡ 0
ñèñòåìû (4.1), (2.2) - (2.8) ïî Ëÿïóíîâó. Ââåäåì ôóíêöèîíàë

Φ (t) =

∫∫
J

(
φ2
x + φ2

y

)
dxdy − 2V

c∫
b

φ (x, y0, t)w
′ (x, t) dx+

+
1

ρ

c∫
b

(
Mẇ2 +Dw′′2 −Nw′2 + β0w

2
)
dx.

(4.2)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.3) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (3.4). Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(3.14), à òàêæå óñëîâèå

N < λ1D − ρV 2 (π2y20 + 2x20)

2π2y0
. (4.3)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∫∫
J

φ2 (x, y, t)dxdy ≤ d22d33 − d223
∆3

Ψ, w2 (x, t) ≤ ∆2 (c− b)

∆3y0
Ψ,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ ∆2 = d11d22 − d212 > 0 , ∆3 = d33∆2 − d223d11 > 0 , d11 =
π2

x20
+

+
2

y20
, d22 =

2

y20
, d12 = − 2

y20
, d23 = −V

y20
, d33 =

λ1D −N

ρy0
, Ψ =

∫∫
J

(
φ2
x0 + φ2

y0

)
dxdy+

+

c∫
b

φ2 (x, y0, 0) dx+
1

ρ

c∫
b

(
Mẇ2

0 +

(
D +

|N |+ ρV 2

λ1
+
β0
µ1

)
w′′

0
2

)
dx.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò òåîðåìà

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.3), (3.14), (4.3). Òîãäà ðåøåíèå
w (x, t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.1), (2.2)-(2.8) óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì
íà÷àëüíûõ äàííûõ φt0, φx0, φy0, φ (x, y0, 0) , ẇ0, w

′′
0 . Ïðè ýòîì ðåøåíèå φ (x, y, t) óñòîé-

÷èâî â ñðåäíåì (â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå).

5. Ñðàâíåíèå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñæèìàåìîé è íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðàáî÷àÿ ñðåäà - âîçäóõ ( ρ = 1 ), ïëàñòèíà
èçãîòîâëåíà èç àëþìèíèÿ (E = 7 · 1010 , ρpl = 8480 ). Äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé
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ñèñòåìû: a = 331 , x0 = 5, y0 = 0, 1, b = 2, c = 3, h = 0, 005, ν = 0, 31, D =
Eh3

12 (1− ν2)
=

806, 7 . Ïóñòü êîíöû óïðóãîé ïëàñòèíû çàêðåïëåíû øàðíèðíî, òîãäà λ1 =
π2

(c− b)2
= π2 .

Âñå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ñèñòåìå ÑÈ.
Äëÿ íåðàâåíñòâ (3.16), (4.3) ïîñòðîåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè ¾ñæèìàþ-

ùåå (ðàñòÿãèâàþùåå) óñèëèå N � ñêîðîñòü ïîòîêà V ¿ (ðèñ. 5.1). Íà ðèñ. 5.1 ñâåòëî ñåðàÿ
îáëàñòü - îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñæèìàåìîãî ïîòîêà (íåðàâåíñòâî (3.16)), ñâåòëî ñåðàÿ
ïëþñ òåìíî ñåðàÿ îáëàñòè � îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåñæèìàåìîãî ïîòîêà (íåðàâåíñòâî
(4.3)). Ðèñóíêè 5.1à è 5.1á ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè V ∈ [0, 30] îòëè÷èÿ îáëàñòåé íåçíà÷èòåëü-
íû. Ïðè V > 30 (ðèñ. 5.1â, 5.1ã) îòëè÷èÿ ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå ñóùåñòâåííûìè (ìîäåëü
íåñæèìàåìîé ñðåäû óæå íå ðàáîòàåò). Íà ðèñóíêå 5.1ã âèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ V = a (çîíà
òðàíñçâóêà) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ãðàíèöû îáëàñòè (3.16).

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè (N, V )
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The stability of an elastic element of the channel wall
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Abstract. The dynamic stability of an elastic element of the channel wall is studies. In the channel
�ow the subsonic the stream of an ideal compressible �uid (gas). Determination of the stability
of an elastic body corresponds to the concept of stability of dynamical systems by Lyapunov.
Obtained the su�cient conditions for stability. Conditions impose limitations on the speed of the
uniform stream of gas, compressed (tensile) element of e�orts, the elastic element sti�ness and
other parameters of the mechanical system.
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