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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñåïàðàòðèñ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-
Ñìåéëà n -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ( n ≥ 4 ), íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç
òðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ìíîãîîáðàçèå, óçëû, äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ñåïàðàòðèñû ñåä-
ëà.

Ïóñòü f : Mn → Mn - äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàê-
òû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [1], [21]) çàìêíóòîãî n -ìåðíîãî (n ≥ 3 ) ìíî-
ãîîáðàçèÿ Mn , è σ - ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ñ k -ìåðíûì
( 1 ≤ k ≤ n − 1 ) óñòîé÷èâûì W s(σ) èëè íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì W u(σ) . Ìíîæå-
ñòâî Sepτ (σ) = W τ (σ) \ {σ} íàçûâàåòñÿ ñåïàðàòðèñîé ( τ ëèáî s , ëèáî u ). Åñëè Sepτ (σ)
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñåïàðàòðèñàìè äðóãèõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, òî Sepτ (σ) ïðè-
íàäëåæèò íåóñòîé÷èâîìó (åñëè τ = s ) èëè óñòîé÷èâîìó (åñëè τ = u ) ìíîãîîáðàçèþ
íåêîòîðîé óçëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè, ñêàæåì N . Òîãäà òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå
ñåïàðàòðèñû Sepτ (σ) ðàâíî W τ (σ)∪{N} , è ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â Mn k -
ñôåðîé [5]. Âîçìîæíîñòü äèêîãî âëîæåíèÿ òàêîé k -ñôåðû âïåðâûå áûëà äîêàçàíà â [18]
äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ 3-ñôåðîé M3 = S3 , ïðè k = 1, 2 (àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû
áûëè ïîñòðîåíû â [2] - [5], [12], [14], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå âîïðîñû êëàññèôèêàöèè).
Áîëåå òî÷íî, â [18] áûë ïîñòðîåí ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì 3-ñôåðû ñ îäíèì
ñåäëîì è òðåìÿ óçëàìè. Èç [13] âûòåêàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îðèåíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ
3-ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ ïåðèîäè÷åñêèìè
òî÷êàìè. Ïîñêîëüêó íà ëþáîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà
èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó èñòî÷íèêîâóþ è îäíó ñòîêîâóþ ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè [21],
òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå n = 3 ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ñ óêàçàííûì
ýôôåêòîì äèêîãî âëîæåíèÿ çàìûêàíèÿ ñåïàðàòðèñû ðàâíî ÷åòûðåì.

Â [17] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòûõ n -ìíîãîîáðàçèé (è èññëåäîâàíèå òà-
êèõ ìíîãîîáðàçèé), äîïóñêàþùèõ ôóíêöèè Ìîðñà ðîâíî ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè
ïðè n ≥ 4 . Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå n ≥ 4 ñóùåñòâóþò äèôôåîìîðôèç-
ìû Ìîðñà-Ñìåéëà ðîâíî ñ òðåìÿ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè. Òàêîé äèôôåîìîðôèçì èìååò
ðîâíî îäíî ñåäëî (ëåììà 1.4.). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âîïðîñ î âîçìîæíîñòè
äèêîãî âëîæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ñåïàðàòðèñû ó (åäèíñòâåííîãî) ñåäëà. Íà-
ñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äàííîãî âîïðîñà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â
ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà çàìêíó-
òîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè n ≥ 4 , è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà
ñîñòîèò èç òðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: ñòîêà ω , èñòî÷íèêà α è ñåäëà s0 . Òîãäà
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• Mn îðèåíòèðóåìîå;

• ñåïàðàòðèñû ñåäëà s0 èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü (ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåð-
íîñòü n ìíîãîîáðàçèÿ Mn ÷åòíàÿ);

• çàìûêàíèÿ íåóñòîé÷èâîé Sepu(s0) è óñòîé÷èâîé Seps(s0) ñåïàðàòðèñ ÿâëÿþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè n

2
-ìåðíûìè ñôåðàìè W u(s0) ∪ {ω} = Sω , W

s(s0) ∪
{α} = Sα ñîîòâåòñòâåííî.

• åñëè n ≥ 6 , òî ñôåðû Sω è Sα ëîêàëüíî ïëîñêèå;

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ.
Ñïåðâà íàïîìíèì íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Äèôôåîìîðôèçì f ãëàäêîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ Mn (ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 ) íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè
åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
(ñëåäîâàòåëüíî, NW (f) = Per (f) ), âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ãèïåðáîëè÷åñêèå è èíâàðè-
àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s(x) , W u(y) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî (åñëè ïåðåñå÷åíèå íå
ïóñòî) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x , y ∈ NW (f) .

Èíäåêñ Êðîíåêåðà-Ïóàíêàðå åñòü ÷èñëî Indp(f) = (−1)dimWu(p)∆ , ãäå ∆ ñóòü +1 èëè
−1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî ñîõðàíÿåò èëè ìåíÿåò îðèåíòàöèþ îòîáðàæåíèå f |Wu(p) . Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç tr (f∗k) ñëåä (ëèíåéíîãî) îòîáðàæåíèÿ f∗k : Hk(M,R) , êîòîðîå èíäóöèðóåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì f â k -ìåðíîé ãðóïïå ãîìîëîãèé Hk(M,R) = Hk(M) , 0 ≤ k ≤ dimM .
Åñëè ìíîæåñòâî Fix (f) íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò èç ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ òî÷åê, òî äëÿ òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ëåôøåöà

dimM∑
k=0

(−1)ktr (f∗k) =
∑

p∈Fix (f)

Indp(f).

Äàäèì îïðåäåëåíèå äèêîãî è ëîêàëüíî ïëîñêîãî âëîæåíèé ïîäìíîãîîáðàçèé â íåêîòî-
ðîå ìíîãîîáðàçèå. Äëÿ íàòóðàëüíûõ 1 ≤ m ≤ n ìû ðàññìàòðèâàåì åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî Rm âëîæåííûì â Rn òàê, ÷òî ïîñëåäíèå (n − m) êîîðäèíàò òî÷åê èç Rm ðàâíû
0 . Ïóñòü e : Mm → Nn - âëîæåíèå çàìêíóòîãî m -ìíîãîîáðàçèÿ Mm âî âíóòðåííîñòü
n -ìíîãîîáðàçèÿ Nn . Òîãäà e(Mm) ëîêàëüíî ïëîñêî â òî÷êå e(x) , x ∈ Mm , åñëè ñó-
ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(e(x)) = U òî÷êè e(x) è ãîìåîìîðôèçì h : U → Rn òàêèå, ÷òî
h(U∩e(Mm)) = Rm ⊂ Rn . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå e(Mm) äèêî âëîæåíî â e(x) . Àíàëîãè÷íûå
îïðåäåëåíèÿ ââîäÿòñÿ â ñëó÷àå êîìïàêòíîãî Mm ñ êðàåì (â ÷àñòíîñòè, Mm = [0; 1] ).

Â [5] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû ñôîðìóëèðóåì äëÿ ññûëîê â âèäå ëåììû.

Ë å ì ì à 1.2. Ïóñòü f : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ó êîòîðîãî
ñåïàðàòðèñà Sepτ (σ) íåêîòîðîãî ñåäëà σ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñåïàðàòðèñàìè äðóãèõ ñå-
äåë. Òîãäà Sepτ (σ) ïðèíàäëåæèò íåóñòîé÷èâîìó (åñëè τ = s ) èëè óñòîé÷èâîìó (åñëè
τ = u ) ìíîãîîáðàçèþ íåêîòîðîé ñòîêîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè, ñêàæåì N , åå òîïî-
ëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ðàâíî W τ (σ) ∪ {N} , è ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â Mn

ñôåðîé ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî îðèåíòèðóåìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Mn áóäåò âûòåêàòü èç ñëåäóþùåé
ëåììû, êîòîðàÿ èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ë å ì ì à 1.3. Ïóñòü f : Mn → Mn - äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ó êîòîðîãî
íåò îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ è âñå ñåïàðàòðèñû íå èìåþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷å-
íèé. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå Mn îðèåíòèðóåìîå.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïåðåéäåì ê íåêîòîðîé èòåðàöèè). Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò äâó-

ëèñòíîå íàêðûòèå π̂ : M̂n → Mn , ãäå M̂n - îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå f̂ äèôôåîìîðôèçìà f îòíîñèòåëüíî íàêðûòèÿ π̂ . Ïîëîæèì f̂ = id
âî âñåõ òî÷êàõ π̂−1(Fix f) . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x̂ ∈ M̂n , x̂ /∈ π̂−1(Fix f) . Òî-
ãäà π̂(x̂) ïðèíàäëåæèò ëèáî óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ W s(ω) íåêîòîðîãî ñòîêà ω , ëèáî
óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå Seps(σ) íåêîòîðîãî ñåäëà σ . Â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó W s(ω)
îäíîñâÿçíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé ïðîîáðàç π̂−1(W s(ω)) ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà Ŵ s ïîëíîãî ïðî-
îáðàçà π̂−1(W s(ω)) , ñîäåðæàùàÿ x̂ . Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêæå åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
ω̂ ∈ π̂−1(ω) , ïðèíàäëåæàùàÿ òîé æå êîìïîíåíòå. Ïîëîæèì

f̂(x̂) = ŷ ∈ π̂−1(f(π̂(x̂))) ∩ Ŵ s.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà π̂(x̂) ∈ Seps(σ) , ñîãëàñíî ëåììå 1.2., çàìûêàíèå ñåïàðàòðèñû
Seps(σ) åñòü k -ñôåðà Sk0 . Ïî óñëîâèþ, k ≥ 2 . Ïîýòîìó Sk0 îäíîñâÿçíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëíûé ïðîîáðàç π̂−1(Sk0 ) ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ k -ñôåð, îäíà èç êîòîðûõ,

ñêàæåì Ŝk0 , ñîäåðæèò x̂ . Ïîëîæèì

f̂(x̂) = ŷ ∈ π̂−1(f(π̂(x̂))) ∩ Ŝk0 .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f̂ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèç-
ìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó π̂ ◦ f̂ = fπ̂ .

ßñíî, ÷òî f̂ íå èìååò îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ. Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî èç îòñóòñòâèÿ
îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ âûòåêàåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà èìååò ðîâíî îäèí
èñòî÷íèê è ðîâíî îäèí ñòîê. Òàê êàê f èìååò õîòÿ áû îäèí èñòî÷íèê è õîòÿ áû îäèí ñòîê,
òî f̂ äîëæåí èìåòü íå ìåíåå äâóõ èñòî÷íèêîâ è äâóõ ñòîêîâ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn îðèåíòèðóåìîå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñëåäóÿ [10], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåäëî σ èìååò òèï (µ, ν) , åñëè µ = dimW u(σ) ,
ν = dimW s(σ) . ×èñëî µ ( ν ) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì (óñòîé÷èâûì) èíäåêñîì Ìîðñà.

Ë å ì ì à 1.4. Ïóñòü f : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäà-
þùåå ìíîæåñòâî NW (f) êîòîðîãî ñîñòîèò èç òðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Òîãäà

• NW (f) ñîñòîèò èç ñòîêà, èñòî÷íèêà è ñåäëà, ñåïàðàòðèñû êîòîðîãî èìåþò îäè-
íàêîâóþ ðàçìåðíîñòü (ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü n ìíîãîîáðàçèÿ Mn ÷åòíàÿ);

• Mn îðèåíòèðóåìîå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì íåðàâåíñòâà Ìîðñà-Ñìåéëà [20]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Mj ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p äèôôåîìîðôèçìà f , ó êîòîðûõ óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðà-
çèå èìååò ðàçìåðíîñòü j = dimW s(p) . Ïóñòü βi(M

n) = βi � i -å ÷èñëî Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ
Mn , ò.å. βi(M

n) = rank Hi(M
n,Z) . Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [20]:

M0 ≥ β0, M1 −M0 ≥ β1 − β0, . . . ,Mn−1 −Mn−1 + · · · ≥ βn−1 − βn−1 + · · · (1.1)

n∑
i=0

(−1)iMi =
n∑
i=0

(−1)iβi. (1.2)
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Ïîñêîëüêó äëÿ ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ β0 = 1 , òî èç (1.1) âûòåêàåò, ÷òî f èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí ñòîê è ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èñòî÷íèê. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f
èìååò äâà ñòîêà ω1 , ω2 è îäèí èñòî÷íèê α , òî ïîëó÷èì, ÷òî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Mn \{α}
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ W s(ω1) è W s(ω2) .
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f íå ìîæåò èìåòü äâà èñòî÷íèêà è ñòîê. Òàêèì îáðàçîì,
NW (f) ñîñòîèò èç ñòîêà ω , èñòî÷íèêà α è ñåäëà σ . Ïóñòü σ èìååò òèï (n−k, k) . Òîãäà
M0 =Mn =Mk = 1 . Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1 èìååì M0 =Mn =Mn−k = 1 . Îñòàëüíûå
Mj = 0 ( j ̸= 0 , n , k , n − k ). Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè (1.2) äëÿ f è f−1 , ïîëó÷àåì
(−1)k = (−1)n−k è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî n = 2m ÷åòíîå. Áîëåå òîãî, n ≥ 4 .

Ïîêàæåì, ÷òî k ̸= 1 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèÿ W s(σ) ,
W u(σ) íå èìåþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, òî èõ òîïîëîãè÷åñêèå çàìûêàíèÿ ðàâ-

íû W s(σ) ∪ {α} def
= S1

α , W
u(σ) ∪ {ω} def

= Sn−1ω è ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè
îêðóæíîñòüþ è (n − 1) -ñôåðîé ñîîòâåòñòâåííî [5]. Èç n ≥ 4 è òîãî, ÷òî Sn−1ω ãëàäêî
âëîæåíà çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò îäíîé òî÷êè âûòåêàåò, ÷òî Sn−1ω èìååò îêðåñòíîñòü
Uω , ãîìåîìîðôíóþ Sn−1ω × (−1;+1) [15]. Áîëåå òîãî, Uω ìîæíî ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû
f(Uω) ⊂ Uω . Ïîñêîëüêó Sn−1ω è S1

α ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå σ , òî Sn−1ω íå ðàç-
áèâàåò Mn . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Mn

1 =Mn\Uω ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ äâóìÿ
ãðàíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè, ãîìåîìîðôíûìè Sn−1ω . Ïðèêëåèâ ê ýòèì êîìïîíåíòàì íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ n -ìåðíûå øàðû, ïîëó÷èì çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå Mn

2 . Èç f(Uω) ⊂ Uω
ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïðîäîëæèòü f íà Mn

2 äî äèôôåîìîðôèçìà ñ îäíèì èñòî÷íèêîì è
äâóìÿ ñòîêàìè. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà íå ñóùåñòâóåò. Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî k ̸= 1 . Ïðèìåíÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò ê f−1 ,
ïîëó÷àåì k ̸= n− 1 . Òàêèì îáðàçîì, M1 =Mn−1 = 0 .

Òàê êàê ó äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà ñåïàðàòðèñû îäíîãî ñåäëà íå ïåðåñåêàþòñÿ,
òî îáå ñåïàðàòðèñû (åäèíñòâåííîãî) ñåäëà äèôôåîìîðôèçìà f íå èìåþò ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêèõ ïåðåñå÷åíèé. Îòñþäà è ëåììû 1.3. ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn îðèåíòèðóåìîå.

Ïîêàæåì, ÷òî k = m . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì,
÷òî k > m (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðåéäåì ê äèôôåîìîðôèçìó f−1 ). Èç (1.1) âûòåêàåò
β1 = . . . = βn−k−1 = 0 , ïîñêîëüêó M1 = . . . = Mn−k−1 = 0 . Èç äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå
äëÿ îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. íàïðèìåð, [8], ñòð. 145) ñëåäóåò β1 = . . . = βk−1 = 0 .
Òîãäà βi = 0 äëÿ âñåõ i = 1 , . . . , n−1 . Ðàâåíñòâî (1.2) ïðèíèìàåò âèä 1+(−1)k+(−1)n =
1 + (−1)n , ÷åãî íå ìîæåò áûòü.

Ðàâåíñòâî k = m ìîæíî äîêàçàòü äðóãèì ñïîñîáîì, êîòîðûé íå èñïîëüçóåò îðèåíòè-
ðóåìîñòü Mn . Ñíîâà ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî
k < m . Â ýòîì ñëó÷àå êîðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ W s(σ) íå ìåíåå äâóõ. Ïîýòîìó äî-
ñòàòî÷íî áëèçêèì ê òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìîì κ :Mn →Mn ìîæíî ïåðåâåñòè
îáúåäèíåíèå W s(σ) ∪ α â κ (W s(σ) ∪ α) ñ κ (W s(σ) ∪ α) ∩ (W s(σ) ∪ α) = ∅ . Ïðè ýòîì
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî κ ðàâåí òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ñòîêà ω . Äèôôåîìîðôèçì κ−1 ◦ f ◦κ = κ′ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, ó
êîòîðîãî åñòü ñòîê ω , è çàìûêàíèå ñåïàðàòðèñû ñåäëà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ W s(σ)∪α . Òîãäà
óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ñòîêà ω äèôôåîìîðôèçìîâ f è κ′ ïîêðûâàþò âñå ìíîãîîá-
ðàçèå Mn . Òàê êàê óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñòîêà ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó n -øàðó, òî
Mn ÿâëÿåòñÿ n -ñôåðîé Sn [7]. Ïåðåéäÿ, åñëè íåîáõîäèìî ê íåêîòîðîé èòåðàöèè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî f è îãðàíè÷åíèå f |Wu(σ) ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ. Ïîñêîëüêó äëÿ n -ìåðíîé
ñôåðû Sn èìååì H0(S

n) = Hn(S
n) = 1 , Hk(S

n) = 0 , 1 ≤ k ≤ n−1 , òî ôîðìóëà Ëåôøåöà
äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà ñôåðû Sn ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

1 + (−1)n =
∑

p∈Fix (f)

Indp(f). (1.3)
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ßñíî, ÷òî Indα(f) = (−1)n , Indω(f) = 1 . Òîãäà èç (1.3) ïîëó÷àåì Indσ(f) = 0 =
(−1)dimWu(σ) , ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî k = m .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì îñíîâíîé òåîðåìû, âûøå áûëî
äîêàçàíî, ÷òî n = 2k , k ≥ 2 , è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) ñîñòîèò èç ñòîêà ω ,
èñòî÷íèêà α è ñåäëà s0 ñ òèïîì (k, k) . Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 1.5. Ïóñòü f :M2k →M2k � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäà-
þùåå ìíîæåñòâî NW (f) êîòîðîãî ñîñòîèò èç ñòîêà ω , èñòî÷íèêà α è ñåäëà s0 òèïà
(k, k) . Òîãäà çàìûêàíèÿ íåóñòîé÷èâîãî W u(s0) è óñòîé÷èâîãî W s(s0) ìíîãîîáðàçèé ÿâ-
ëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè k -ìåðíûìè ñôåðàìè W u(s0) ∪ {ω} , W s(s0) ∪ {α}
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëîæèì Skω = W u(s0) ∪ {ω} , Skα = W s(s0) ∪ {α} . Íåïîñðåäñòâåííî èç [9] (ñì. òàêæå
[19], [16]) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 1.6. Ïóñòü f : M2k → M2k � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) êîòîðîãî ñîñòîèò èç ñòîêà ω , èñòî÷íèêà α è ñåäëà s0 .
Åñëè k ≥ 3 , òî Skω , S

k
α ñóòü ïëîñêèå k -ñôåðû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü e : Mk → Rn - âëîæåíèå k -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
(âîçìîæíî, ñ êðàåì) â Rn . Â [15] è [16] äîêàçàíî, ÷òî ïðè n ≥ 5 , k ̸= n−2 âëîæåíèå e íå
èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê äèêîãî âëîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâîå è óñòîé÷èâîå ìíî-
ãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, òî k -ñôåðû Skω , S

k
α ìîãóò

èìåòü òî÷êè äèêîãî âëîæåíèÿ òîëüêî â óçëàõ. Åñëè âçÿòü îêðåñòíîñòü óçëà, ãîìåîìîðô-
íóþ Rn , òî ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû èç [9]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Skω , S

k
α ÿâëÿþòñÿ

ëîêàëüíî ïëîñêèìè òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè k -ñôåðàìè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ
ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, äîãîâîð � 11.G34.31.0039, à òàêæå â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ � 11-01-12056 îôè-ì.
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On the Morse-Smale di�eomorphisms with three �xed

points
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Abstract. We study the topological structure separatrices of Morse-Smale di�eomorphisms of
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