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Àííîòàöèÿ. Äàåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ î òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëÿþùèõñÿ îäíîìåðíûìè ðàñøèðåíèÿìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòî-
êîâ íà m -ìåðíîì òîðå. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà ëèáî
òîðû, ëèáî ñâÿçíûå, íî íå ëîêàëüíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà. Ïîñëåäíèå ìîãóò èãðàòü ðîëü ñòðàí-
íûõ íåõàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Àòòðàêòîðû, ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà, ïðîåêòèâíûå ïîòîêè, òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

1. Ââåäåíèå

Îäíî èç íàèáîëåå îáñóæäàåìûõ ïîíÿòèé â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïî-
íÿòèå ñòðàííîãî àòòðàêòîðà. Àòòðàêòîð � êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ò.å. âñå òðàåêòîðèè èç íåêîòîðîé
åãî îêðåñòíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íåìó ïðè t → ∞. Ìíîæåñòâî òî÷åê, àñèìïòîòè÷åñêèõ ê àò-
òðàêòîðó, íàçûâàåòñÿ åãî áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ. Àòòðàêòîðû ñèñòåìû ïðè îáðàùåíèè
âðåìåíè t → −t íàçûâàþòñÿ ðåïåëëåðàìè. Êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àòòðàêòîð
� òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ,
î÷åâèäíî, ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèì.

Òåðìèí ¾ñòðàííûé¿, ââåäåííûé Ðþýëåì è Òàêåíñîì [1], èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ
êëàññà àòòðàêòîðîâ, äâèæåíèå íà êîòîðûõ õàîòè÷íî, òî åñòü èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ
÷óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ
èìåþò ôðàêòàëüíóþ ãåîìåòðèþ è îïèñûâàþòñÿ ñïåêòðîì ñèíãóëÿðíûõ (ïî îòíîøåíèþ ê
åñòåñòâåííîé ëåáåãîâîé ìåðå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà) èíâàðèàíòíûõ ìåð. Îáíàðóæåííûå,
ãëàâíûì îáðàçîì, â èññëåäîâàíèÿõ ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ñòðàííûå àòòðàêòîðû íå ÿâ-
ëÿëèñü ãðóáûìè (ãèïåðáîëè÷åñêèìè èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè). Ê ìîìåíòó âûõîäà
ðàáîòû [1] óæå áûëî èçâåñòíî, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû (ñèñòåìû Àíîñîâà, ñèñòå-
ìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå À) íå ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå âñåõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ñòàëî ÿñíî, ÷òî íåîáõîäèìî îñëàáèòü óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè è ðàñøèðèòü ïîíÿòèå àò-
òðàêòîðà. Ïîÿâèëèñü ïîíÿòèÿ ÷àñòè÷íîé è íåðàâíîìåðíîé ãèïåðáîëè÷íîñòè è àòòðàêòîðà
Ìèëíîðà [2].

Âñå ýòè ïîíÿòèÿ â ïîëíîé ìåðå ïðèìåíèìû ê ïîñòðîåííûì â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ ïðè-
ìåðàì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [3]) ñ àòòðàêòîðàìè, êîòîðûå ÿâíî èìåþò
ôðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó, íî íå ÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèìè. Íàèáîëüøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíî-
âà, èçìåðÿþùèé ñêîðîñòü ðàñõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé ñ áëèçêèìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè,
ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî îòðèöàòåëåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áëàãîäàðÿ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðå
àòòðàêòîðà, äèíàìèêà íà íåì ïîõîæà íà õàîòè÷åñêóþ. Ýòè îáúåêòû � ñòðàííûå íåõàîòè-
÷åñêèå àòòðàêòîðû (ÑÍÀ), íàõîäÿòñÿ ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò â öåíòðå âíèìàíèÿ êàê
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òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Öåëüþ äàííîé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ
îïèñàíèå ïðîñòåéøåãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ìîãóò âîçíèêàòü ÑÍÀ.

Òàê êàê ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé ÑÍÀ (ñì. [4]), òî áóäåì ñ÷è-
òàòü ñèíîíèìîì ÑÍÀ àòòðàêòîð Ìèëíîðà.

Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå ñ íåïðåðûâíåì ïîòîêîì íà íåì, µ0 � ìåðà, ýêâèâàëåíòíàÿ
ìåðå Ëåáåãà íà X. Ñòðàííûé íåõàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà òàêîå, ÷òî

1. áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ B(A) := {x : ω(x) ⊂ A} èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà
è íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A′ ⊂ A òàêîãî, ÷òî ìåðà Ëåáåãà µ0(B(A′))
ïîëîæèòåëüíà;

2. A íå ÿâëÿåòñÿ íè êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì òî÷åê, íè êóñî÷íî-ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì;
3. A � íåõàîòè÷åñêèé: ìíîæåñòâî òî÷åê èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ, ó êîòîðûõ ïîêàçàòåëè

Ëÿïóíîâà ïîëîæèòåëüíû, èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà.
Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûì ÑÍÀ, ðàññìàòðèâàþòñÿ íåàâòîíîì-

íûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû c êâàçèïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè. Òàêèå ñèñòå-
ìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àâòîíîìíûå ðàñøèðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà íà
òîðå Tm, m ≥ 1. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ � ïîòîêîâ íà ïðîèçâå-
äåíèè Tm × S1 (S1 -ðàñøèðåíèé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ).

Ïóñòü φ = (φ1, . . . , φm) � óãëîâûå êîîðäèíàòû íà òîðå Tm, ω � âåêòîð, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì Q. Îïðåäåëèì ïîòîê f t íà Tm×S1 ðàâåíñòâîì
f t(φ, θ) = (φt, f

t
φ(θ)), ãäå φt = φ + ωt( mod 2π) � êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê íà áàçå,

θ ∈ S1, à f tφ � ãîìåîìîðôèçì ñëîÿ {φ} × S1 â ñëîé {φt} × S1 äëÿ âñåõ t è φ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ïîòîê ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì

φ̇ = ω, θ̇ = v(φ, θ). (1.1)

Ñòàíäàðíàÿ ïðîãðàììà èññëåäîâàíèÿ àòòðàêòîðîâ â òàêèõ ïîòîêàõ âêëþ÷àåò ðåøåíèå
äâóõ çàäà÷:

(1) òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ àòòðàêòîðîâ;
(2) ñòðîãîå îáîñíîâàíèå òèïè÷íûõ áèôóðêàöèé, ïðèâîäÿùèõ ê ðîæäåíèþ àòòðàêòîðîâ.

Â ëèòåðàòóðå îïèñàíî íåñêîëüêî ñöåíàðèåâ ðîæäåíèÿ ÑÍÀ â ñèñòåìàõ ñ êâàçèïåðèîäè÷å-
ñêèì âîçìóùåíèåì, îáîñíîâàííûõ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ïîýòîìó èíîãäà �ñòðàííîñòü�
íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ èíîãäà îáúÿñíÿåòñÿ îøèáêàìè ýêñïåðèìåíòà [5].

Íèæå îïèñûâàåòñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Íåïîñðåäòâåííî
ñ ýòîé çàäà÷åé ñâÿçàíà è çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ, ïîðîæäàåìûõ
(1.1). Òàê êàê ïîòîê íà áàçå ôèêñèðîâàí, òî äëÿ êëàññèôèêàöèè èñïîëüçóåòñÿ îòíîøåíèå
ïîñëîéíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. äâà òàêèõ ïîòîêà (φt, f

t
φ(θ)) è (φt, g

t
φ(θ))

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ
hφ : S1 → S1 òàêîå, ÷òî hφt ◦ f tφ = gtφ ◦ hφ.

Êàíäèäàòàìè â àòòðàêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûå çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà
ïîòîêà f t. Ïóñòü A � òàêîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóæåíèå gt ïîòîêà f t íà A ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
øèðåíèåì êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà íà áàçå, ò.å. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
p : A → Tm òàêîå, ÷òî p ◦ gt = φt ◦ p äëÿ âñåõ t ∈ R (ãîìîìîðôèçì ïîòîêîâ). ßñíî, ÷òî
p = π

∣∣
A, ãäå π : Tm × S1 → Tm � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Èç ìèíèìàëüíîñòè ïîòîêà íà

áàçå ñëåäóåò, ÷òî A èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáûì ñëîåì: Aφ = A∩ ({φ}×S1) ̸= ∅.
Ïîýòîìó ñòðóêòóðà A îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ñëîåâ Aφ.

Ïîòîê f t ìîæåò èìåòü êàê õàîòè÷åñêèå, òàê è íåõàîòè÷åñêèå ñòðàííûå àòòðàêòîðû.
Î÷åâèäíî, ëþáûå àòòðàêòîðû ñîäåðæàòñÿ â ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ öåïíî-ðåêóððåíòíîãî3

3Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà f t íà êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñòðîèò-
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ìíîæåñòâà R ïîòîêà f t. Â öåïíî-ðåêóððåíòíîì ìíîæåñòâå åñòåñòâåííî âûäåëèòü èíâà-
ðèàíòíûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, îáëàäàþùèå ïîëíîöåííîé ðåêóððåíòíîñòüþ. Â äàííîì
ñëó÷àå � ýòî ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü f t è gt � ïîòîêè íà êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X è Y
ñîîòâåòñòâåííî, p : Y → X � ãîìîìîðôèçì ïîòîêîâ. Ïîòîê gt íàçûâàåòñÿ ïî-
÷òè îäíîëèñòíûì ðàñøèðåíèåì ïîòîêà f t , åñëè ìíîæåñòâî D = {x ∈ X :
ñëîé p−1(x) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè â X.

Åñëè ïîòîê f t � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé, òî ïî÷òè îäíîëèñòíîå ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ
ïî÷òè àâòîìîðôíûì. Òî÷êè x ∈ D â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûìè
òî÷êàìè. Ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïî÷òè àâòîìîðôíîãî ðàñøèðåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïî÷òè
àâòîìîðôíûì ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Íàïîìíèì, ÷òî òðàåêòîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà � ðàâíîìåðíî ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêèå ôóíêöèè f t(x). Çàìûêàíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè X = {f t(x), t ∈ R}
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïû: ýòî ëèáî m -ìåðíûé òîð, ëèáî m -
ìåðíûé ñîëåíîèä4.

Ïóñòü gt � ïî÷òè àâòîìîðôíîå ðàñøèðåíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà f t. Òðà-
åêòîðèè òî÷åê y, y′ ∈ Y íàçûâàþòñÿ äèñòàëüíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî
ϱ(gt(y), gt(y′)) > ε äëÿ ëþáîãî t ( ϱ � ìåòðèêà íà Y ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè òðàåêòîðèè
íàçûâàþòñÿ ïðîêñèìàëüíûìè. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ïðîêñèìàëüíîñòè P(Y ), èíäóöèðó-
åìîå ïîòîêîì gt : òî÷êè y ∼ y′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ òðàåêòîðèè ïðîêñèìàëüíû.
Ñîãëàñíî ñòðóêòóðíîé òåîðåìå òåîðèè ïî÷òè àâòîìîðôíûõ ïîòîêîâ ([8], � 3) ìíîæåñòâî
äèñòàëüíûõ òî÷åê ïîòîêà gt � ýòî ïðîîáðàç ìíîæåñòâà ïî÷òè àâòîìîðôíûõ òî÷åê ïðè
ãîìîìîðôèçìå p, îòíîøåíèå ïðîêñèìàëüíîñòè P(X) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè è X = Y/P(Y ).

Ïîòîê íà òîðå Tm+1, îïðåäåëÿåìûé (1.1), îáëàäàåò òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì �
÷èñëîì âðàùåíèÿ ñëîÿ

ρ = lim
t→∞

t−1θ(t, φ0, θ0),
5

êîòîðîå íå çàâèñèò îò (φ0, θ0) ∈ Tm+1 [9], [10]. Âåêòîð (ω, ρ) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì âðà-
ùåíèÿ ïîòîêà f t. ×èñëî âðàùåíèÿ ñëîÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèñòèêó
ðàññìàòðèâàåìûõ ïîòîêîâ. Ïîòîê íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè cóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ
θ(t, φ0, θ0) è ÷èñëî c > 0 òàêèå, ÷òî

|θ(t, φ0, θ0)− θ0 − ρt| ≤ c (1.2)

äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ íåðåãóëÿðíûì6. Âûïîëíåíèå íåðà-
âåíñòâà (1.2) äëÿ îäíîé òðàåêòîðèè âëå÷åò åãî âûïîëíåíèå äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé ïîòîêà.

ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x, y ∈ X, ε, T > 0, òîãäà (ε, T ) -öåïü îò x ê y � ýòî ìíîæåñòâî òî-
÷åê {x0 = x, x1, . . . , xr = y} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè t0, t1, . . . , tr−1 > T òàêèå, ÷òî
ϱ(xk, f

tk(xk+1)) < ε äëÿ k = 0, 1, . . . , r − 1 ( ϱ � ìåòðèêà íà X ). Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ öåïíî-

ðåêóððåíòíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ε, T > 0 ñóùåñòâóåò (ε, T ) -öåïü îò x äî x. Ìíîæåñòâî R âñåõ öåïíî-
ðåêóððåíòíûõ òî÷åê ïîòîêà íàçûâàåòñÿ öåïíî-ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì. R � çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà [6].

4Ñîëåíîèäîì S íàçûâàåòñÿ îáðàòíûé ïðåäåë lim
←

(Tm, αk) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïïîâûõ ãîìîìîð-

ôèçìîâ αn : Tm → Tm. Íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè òîðà êàæäîìó òàêîìó ãîìîìîðôèçìó ñîîòâåòñòâóåò
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå An ∈ GL(m,Z). Ãîìîìîðôèçì αn ÿâëÿåòñÿ qn -ëèñòíûì íàêðûòèåì Tm, ãäå
qn = detAn. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê � ëèíåéíûé ïîòîê íà ñîëåíîèäå [7].

5Çäåñü θ � ïîäíÿòèå òðàåêòîðèè íà óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå òîðà.
6Ïðîñòîé ïðèìåð íåðåãóëÿðíîãî ïîòîêà � ïîòîê, ïîðîæäàåìûé âåêòîðíûì ïîëåì φ̇ = ω, θ̇ = v(φ), äëÿ

êîòîðîãî èíòåãðàë I(t, φ) =
t∫
0

(v(φ+ ωs)− ρ)ds, ãäå ρ =
∫
Tm

v(φ)dφ, íåîãðàíè÷åí.
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Åñëè Rt
(ω,ρ) � ëèíåéíûé ïîòîê íà òîðå Tm+1, îïðåäåëÿåìûé âåêòîðîì âðàùåíèÿ, òî óñëî-

âèå (1.2) îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè èìååò êîíå÷íîå îòêëîíåíèå
îò ïðÿìîé (ωt+φ0, ρt+ θ0), ÿâëÿþùåéñÿ ïîäíÿòèåì íà óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå òðàåêòî-
ðèè ëèíåéíîãî ïîòîêà Rt

(ω,ρ).

2. Ïîòîêè Äàíæóà

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïî÷òè àâòîìîðôíîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîí-
òèíóóì Äàíæóà � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà Äàíæóà íà òîðå T2. Ýòîò ïðèìåð çà-
ìå÷àòåëåí òåì, ÷òî äîïóñêàåò ïðîçðà÷íîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå.

Ïðè m = 1 ñèñòåìà (1.1) îïðåäåëÿåò íåîñîáûé ïîòîê íà òîðå T2 � S1 -ðàñøèðåíèå
ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà (äåòàëüíîå îïèñàíèå òàêèõ ïîòîêîâ è ïîäðîáíûé ñïèñîê ïåðâîèñ-
òî÷íèêîâ èìååòñÿ â îáçîðå [11]).

Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ïîòîê âñåãäà ðåãóëÿðåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî âðàùåíèÿ ñëîÿ
ρ (íàçûâàåìîå â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëîì âðàùåíèÿ À. Ïóàíêàðå) èððàöèîíàëüíî. Òîãäà ïîòîê
èìååò åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ëèáî ñîâïàäàåò ñ òîðîì T2 (ïîòîê
íàçûâàòñÿ òðàíçèòèâíûì), ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóóìîì Äàíæóà Dρ (ïîòîê íàçûâàåòñÿ
ïîòîêîì Äàíæóà). Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå òðàíçèòèâíûé ïîòîê òîïîëîãè÷åñêè cîïðÿæåí
ëèíåéíîìó ïîòîêó Rt

(1,ρ), â ñëó÷àå ïîòîêà Äàíæóà ñîïðÿæåííîñòü çàìåíÿåòñÿ ïîëóñîïðÿ-

æåííîñòüþ (ãîìîðôèçìîì ïîòîêîâ).
Ëîêàëüíî âñå êîíòèíóóìû Äàíæóà îäèíàêîâû: îíè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíû-

ìè ðàññëîåíèÿìè ñ áàçîé S1 è êàíòîðîâñêèì ìíîæåñòâîì C â êà÷åñòâå ñëîÿ. Îäíàêî,
ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íåãîìåîìîðôíûõ êîíòèíóóìîâ Äàíæóà: äâà ìíîæåñòâà
Dρ è Dρ′ ãîìåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

A =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z) òàêîå, ÷òî ρ′ =

aρ+ b

cρ+ d
, ò.å. ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïðÿìóþ

â R2 ñ íàêëîíîì ρ â ïðÿìóþ ñ íàêëîíîì ρ′ [12].

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïîòîê Äàíæóà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì
êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà Rt

(1,ρ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëþáîé ïîòîê Äàíæóà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç òðàíçèòèâ-
íîãî ïîòîêà îïåðàöèåé ðàçäóòèÿ7 íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé. Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ
íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé ñäóòèÿ. Áîëåå òî÷íî: ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ãîìîòîïíîå òîæäå-
ñòâåííîìó îòîáðàæåíèå p : T2 → T2 (îòîáðàæåíèå ñäóòèÿ) ñî ñâîéñòâàìè:

(1) p ◦ f t = Rt
(1,ρ) ◦ p ;

(2) p(Dρ) = T2 ;
(3) ïóñòü ∆ � êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà T2 \ Dρ, òîãäà

(a) ∆ îäíîñâÿçíà;
(b) ãðàíèöà ∆ cîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ òðàåêòîðèé O1, O2 ⊂ Dρ ;
(c) p(∆ ∪Q1 ∪O2) ÿâëÿåòñÿ îäíîé òðàåêòîðèåé ïîòîêà Rt

(1,ρ).

7Íåôîðìàëüíî ýòó îïåðàöèþ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äåëàåòñÿ ðàçðåç âäîëü òðàåêòîðèè íà
ïîâåðõíîñòè òîðà è ê åãî êðàÿì ïðèêëåèâàåòñÿ (áåñêîíå÷íàÿ) ïîëîñà êîíå÷íîé ïëîùàäè. Òàê êàê ïîëîñà
èìååò êîíå÷íóþ ïëîùàäü, òî ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ òîðó. Â ïîëîñå ïîòîê äîîïðåäåëÿåòñÿ
çàäàíèåì ñëîåíèÿ áåñêîíå÷íûõ êðèâûõ. Î÷åâèäíî, íà âêëååííîé ïîëîñå òðàåêòîðèè ïîëó÷åííîãî ïîòîêà
áóäóò îáëàäàòü ñâîéñòâîì ïðîêñèìàëüíîñòè.
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Òðàåêòîðèè, ïðèíàäëåæàùèå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ∆, îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïðîêñè-
ìàëüíîñòè ïî ïîñòðîåíèþ. Òàê êàê ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà T2 \ Dρ íå áî-
ëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî îáðàç ìíîæåñòâà äèñòàëüíûõ òðàåêòîðèé ïîòîêà Äàíæóà � ìíîæåñòâî
2-îé êàòåãîðèè â T2. Ïîýòîìó ñóæåíèå f t

∣∣
Dρ

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì

êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà Rt
(1,ρ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïóñòü ∆(f t) =

∪
k

∆k, ãäå ∆k � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà T2 \ Dρ ïîòîêà Äàí-

æóà f t. Äâà ìíîæåñòâà R, S ⊂ T2 íàçûâàþòñÿ ñîèçìåðèìûìè, åñëè èõ ïðîîáðàçû T , S
íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû: S = L(R), ãäå Lx = Ax + b, A ∈

SL(2,Z), b =

(
α
0

)
, α ∈ R. Äâà ïîòîêà Äàíæóà f t1 è f t2 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà ∆(f t1) è ∆(f t2) ñîèçìåðèìû. Òàêèì îáðàçîì, ïîë-
íûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïîòîêà Äàíæóà ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë (ρ, σ), ãäå σ �
êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ∆(f t)).

Ìíîæåñòâî Dρ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ïîòîêà Äàíæóà, öåïíî-
ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî êîòîðîãî � âåñü òîð. Ýòîò àòòðàêòîð � íåãðóáûé: â ëþáîé ε -
îêðåñòíîñòè ïîòîêà Äàíæóà íàéäåòñÿ òðàíçèòèâíûé ïîòîê, èìåþùèé òî æå ñàìîå ÷èñëî
âðàùåíèÿ ñëîÿ ρ. ×òîáû ýòî ïîêàçàòü, çàìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíûé ïîòîê Äàíæóà òîïî-
ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí C1 -ãëàäêîìó ïîòîêó. Èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîé äîñòàòî÷íî ìàëîé
C1 -îêðåñòíîñòè ãëàäêîãî ãîìåîìîðôèçìîìà îêðóæíîñòè ìîæíî íàéòè òðàíçèòèâíûé ãî-
ìåîìîðôèçì ñ òåì æå ñàìûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ ([13], òåîðåìà 12). Òåïåðü íàøå óòâåðæäå-
íèå äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì êîíñòðóêöèè íàäñòðîéêè íàä íàéäåííûì òðàíçèòèâíûì
ãîìåîìîðôèçìîì.

Êîíòèíóóì Äàíæóà äîïóñêàåò îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âëîæåíèé [14]. Ïóñòü dρ : S

1 → S1 � ãîìåîìîðôèçì Äàíæóà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ ρ,
ℓ � ïðÿìàÿ y = ρx ⊂ R2, Qr ⊂ ℓ � îòêðûòûé èíòåðâàë ðàäèóñà r > 0 c öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Ïóñòü ℓ è Qr îáîçíà÷àþò èõ ïðîåêöèè íà T2. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ êîìïîíåíò
δ, δ′ ⊂ S1 \ Cρ ñóùåñòâóåò n òàêîå, ÷òî dnρ(δ) = δ′, òî ∆ ≡ T2 \ Dρ � îòêðûòûé òîïîëî-
ãè÷åñêèé äèñê. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 < r0 < r1 < · · · < rn < · · · , rn → ∞,
è ∆n = ∆ ∩ p−1(Qrn) ( p � îòîáðàæåíèå ñäóòèÿ). Òîãäà ∆n � îòêðûòûé òîïîëîãè÷åñêèé

äèñê, ∆n ⊂ ∆n+1 è
∞∪
n=0

∆n = ∆. Òàêèì îáðàçîì, Dρ =
∞∩
n=0

(T2\∆n) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì

âëîæåííûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, òàê ÷òî Dρ ãîìåîìîðôíî îáðàòíîìó ïðåäåëó lim
←
in,

ãäå in : T2 \∆n → T2 \∆n−1, n = 1, 2, . . . , � âëîæåíèÿ.

3. S1 -ðàñøèðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ

Äëÿ S1 -ðàñøèðåíèé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ ñóùåñòâóåò êëàññèôèêàöèÿ, ïîõî-
æàÿ íà êëàññèôèêàöèè Ïóàíêàðå ïîòîêîâ íà äâóìåðíîì òîðå. Îíà îñíîâàíà íà òîïîëîãè-
÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ òàêèõ ïîòîêîâ.

Ïóñòü A ̸= Tm+1 � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà f t, Aφ = p−1(φ) � ñëîé íàä
òî÷êîé φ. Òàê êàê ìíîæåñòâî Aφ çàìêíóòî, òî S1 \ Aφ = ∪Nk=1Bk, ãäå 1 ≤ N ≤ +∞, Bk

� îòêðûòàÿ äóãà îêðóæíîñòè S1 (äîïoëíèòåëüíàÿ äóãà). Ïóñòü αk, βk � êîíöåâûå òî÷êè
äóãè Bk. Èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 3.1. Òðàåêòîðèè òî÷åê (φ, αk), (φ, βk) ∈ {φ}×S1 ïîñëîéíî ïðîêñèìàëü-
íû.
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå u : Tm → 2T
m+1

ôîðìóëîé8 u(φ) = Aφ. Ýòî îòîáðàæåíèå
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ìíîæåñòâî òî÷åê åãî íåïðåðûâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì 2-îé
êàòåãîðèè â Tm.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè A ̸= Tm+1 � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíîãî ïîòî-
êà, ïîðîæäàåìîãî (1.1), òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì êâàçèïåðè-
îäè÷åñêîãî ïîòîêà íà òîðå Tm.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñóùåñòâóåò, ïî-êðàéíåé ìåðå, îäíà
òî÷êà φ0 òàêàÿ, ÷òî cardAφ0 = 1 . Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

u+(φ) = sup
θ
{(φ, θ) ∈ Aφ}, u−(φ) = inf

θ
{(φ, θ) ∈ Aφ}.

Ýòè ôóíêöèè ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó è ñíèçó, ñîîòâåòñòâåííî, è óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ èíâàðèàíòíîñòè u±(φt) = F̃ t

φ(u
±(φ)), t ∈ R . Êðîìå òîãî, u−(φ) < u+(φ) äëÿ ëþ-

áîãî φ ∈ Tm . Ïóñòü U−, U+ � òî÷å÷íûå ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêàì ôóíê-
öèé u−(φ), u+(φ) . Òîãäà ìíîæåñòâà U−, U+ êîìïàêòíû, èíâàðèàíòíû è U− ∩ U+ = ∅ ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè A . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà φ0 òàêàÿ, ÷òî
u+(φ0) = u−(φ0) .

Ñëîè Aφ cîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì êîìïàêòíîì èíòåðâàëå I . Ðàññìîòðèì îòîáðàæå-
íèå u : Tm → 2I : u(φ) = Aφ . Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì 2-îé êàòåãîðèè. Ïóñòü φ0 � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè u . Åñëè u(φ0)
ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü B(φ0) ⊂ Tm è δ > 0 òàêèå, ÷òî
èç ñîîòíîøåíèÿ φ ∈ B(φ0) ñëåäóåò diam u(φ) ≥ δ > 0 . Íàéäåì t1, . . . , tr ∈ R+ òàêèå,
÷òî Tm = B(φ0)

∪
B(φt1)

∪
. . .
∪
B(φtr) . Èç èíâàðèàíòíîñòè A ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå

÷èñëà δ′ > 0 òàêîãî, ÷òî
diamu(φ) ≥ δ′ > 0

äëÿ ëþáîãî φ ∈ Tm . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî cardAφ = 1 äëÿ ëþáîé
òî÷êè íåïðåðûâíîñòè u.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Òèïè÷íûé ñëîé Aφ � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî îäíîãî èç ñëå-
äóþùèõ òðåõ òèïîâ: Aφ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê S1, Aφ = S1, Aφ = C, ãäå C �
êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Àíàëîã êëàññèôèêàöèè À. Ïóàíêàðå äëÿ S1 -ðàñøèðåíèé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ
ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè (Ò. Äæàãåð, ß. Ñòàðê, [15]9).

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü ïîòîê f t ñ âåêòîðîì âðàùåíèÿ (ω, ρ) ðåãóëÿðåí, òîãäà
(1) åñëè âåêòîð âðàùåíèÿ íåðåçîíàíñíûé, òî ïîòîê f t ïîëóñîïðÿæåí ëèíåéíîìó ïî-

òîêó Rt
(ω,ρ), ïðè÷åì åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî A � ìèíèìàëüíîå ìíîæå-

ñòâî ïî÷òè àâòîìîðôíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîòîêà Rt
(ω,ρ).

(2) åñëè âåêòîð âðàùåíèÿ ðåçîíàíñíûé, òî ëþáîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì ïîòîêà φt .

Åñëè ïîòîê f t íåðåãóëÿðåí, òî îí òðàíçèòèâåí è èìååò åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå
ìíîæåñòâî.

8Åñëè X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d, òî 2X � ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ X ñ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà dH íà 2X , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê: åñëè A,B êîìïàêòíûå ïîäìíî-
æåñòâà X, òî dH(A,B) = max{supa∈A d(a,B), supb∈B(A, b)}.

9Â ðàáîòå Ò. Äæàãåðà è ß. Ñòàðêà ðàññìàòðèâàëñÿ íå ïîòîê, à ãîìåîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðå-
íèåì èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà îêðóæíîñòè. Ïåðåíîñ ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ïîòîêè ïðîäåëàí â [16], [17].
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Ïóñòü F t îáîçíà÷àåò ïîäíÿòèå ïîòîêà f t íà íàêðûòèå Tm × R. Ïðåîáðàçîâàíèå êî-
îðäèíàò (íå ãîìîòîïíîå òîæäåñòâåííîìó) (φ, θ) → (φ, ⟨k |φ⟩ + nθ + u(φ)) ïðåîáðàçóåò
ëþáîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà f t â ãîìîòîïíîå íóëåâîìó ñå÷åíèþ
èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà íà êîñîì ïðîèçâåäåíèè ñ áàçîé, ÿâëÿþùåéñÿ n -ëèñòíûì
íàêðûòèåì òîðà Tm. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè èçó÷åíèå ñòðóêòóðû èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ
ïîòîêà f t ê èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ïîòîêà F t.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1) ðàâåíñòâîì

λ(φ, θ) = lim sup
t→∞

t−1
t∫

0

v′θ(φ+ ωs, f sφ(θ))ds.

Cïåêòðîì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
Λ(A) =

∪
(φ,θ)∈A

λ(φ, θ). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
λ∈Λ(A)

{λ} = α < 0

(
inf

λ∈Λ(A)
{λ} = α > 0

)
, (3.1)

òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì.
Ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ïîòîêà f t ìîãóò

áûòü òîëüêî èíâàðèàíòíûå òîðû.

Ò å î ð å ì à 3.3. Åñëè A � êîìïàêòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîæå-
ñòâî ïîòîêà F t, òî A � m -ìåðíûé òîð.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ρ = 0. Ïîêàæåì, ÷òî
ñèñòåìà (1.1) èìååò ðåøåíèå θ = u(φ), ãäå u(φ) � ôóíêöèÿ íà òîðå Tm.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

u+(φ) = sup
θ
{(φ, θ) ∈ Aφ}, u−(φ) = inf

θ
{(φ, θ) ∈ Aφ}.

Ýòè ôóíêöèè ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó è ñíèçó, ñîîòâåòñòâåííî, è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
èíâàðèàíòíîñòè u±(φt) = F t

φ(u±(φ)). Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |θ − u−(φ)| < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|F t
φ(θ)− u−(φt)| < ε

äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Ïóñòü ξ(t) = F t
φ(θ)− u−(φt). Ôóíêöèÿ ξ(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-

öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ξ̇ = v′θ(φt, u−(φt))ξ + r(t, φt, u−(φt), ξ), (3.2)

ãäå r(t, φt, u−(φt), ξ) = O(|ξ|2). Òàê êàê íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ξ̇ = v′θ(φt, u−(φt))ξ

ýêñïîíåíöèàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè t→ +∞ ( t→ −∞), òî íóëåâîå ðåøåíèå
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
òðåáóåìîãî δ(ε).

Ïóñòü (φ, θ) ∈ A è φ̃ � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè u−(φ). Ïóñòü tk → ∞ � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî φ̃ = lim

k→∞
φ−tk . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(φ−tk , F−tkφ (θ))} è

{(φ−tk , F−tkφ (u−(φ))}, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü tj → +∞ òàêàÿ, ÷òî

lim
j→∞
{(φ−tj , F−tjφ (θ)) = lim

j→∞
{(φ−tj , F−tjφ (u−(φ))) = (φ̃, u−(φ̃)),

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



60 Ì. Ë. Êîëîìèåö, À. Í. Ñàõàðîâ

òàê êàê Aφ̃ = {u−(φ̃)}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî íàéòè òàêîå s ∈ R−, ÷òî |F−sφ (θ) −
F−sφ (u−(φ))| < δ. Ñäåëàâ ñäâèã ïî òðàåêòîðèÿì ïîòîêà íà âðåìÿ s, ïîëó÷àåì |θ−u−(φ)| <
ε. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, Aφ = {u−(φ)}, òàê ÷òî u−(φ) íåïðåðûâíà â
òî÷êå φ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îòëè÷èòåëüíîå ñâîéñòâî íåòðèâèàëüíûõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ îïèñûâàåòñÿ â ñëåäó-
þùåì óòâåðæäåíèè (äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ â [25], óòâåðæäåíèå
3.11, äëÿ íåðåãóëÿðíûõ � â [17], òåîðåìà 8.5).

Ò å î ð å ì à 3.4. Åñëè ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ òîðîì, òî îíî
ñâÿçíîå, íî íå ëîêàëüíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè è ÷èñëå ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ äëÿ ñèñòåìû
(1.1) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ñóçèì êëàññ èçó÷àåìûõ ñèñòåì.

4. Ïðîåêòèâíûå ïîòîêè, èíäóöèðóåìûå äâóìåðíûìè ëèíåéíûìè
ðàñøèðåíèÿìè

Âàæíûì ïðèìåðîì S1 -ðàñøèðåíèé ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûå ïîòîêè, èíäóöèðîâàííûå
äâóìåðíûìè ëèíåéíûìè ðàñøèðåíèÿìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà òîðå. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå çàäàíî ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

φ̇ = ω, ẋ =

(
a(φ) b(φ)− c(φ)

b(φ) + c(φ) −a(φ)

)
x, x ∈ R2. (4.1)

Ïðîåêòèâíûé ïîòîê, èíäóöèðîâàííûé ýòèì ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì, ïîðîæäàåòñÿ âåêòîð-
íûì ïîëåì íà Tm × S1 :

φ̇ = ω, θ̇ = v(φ, θ) = 2c(φ) + 2b(φ) cos θ − 2a(φ) sin θ. (4.2)

Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî R òàêîãî ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà èìååò íå áîëåå äâóõ
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò (Äæ. Ñåëãðåéä, [18]), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîäðàññëîå-
íèÿìè Tm × S1 è îáðàçóþò íàèëó÷øåå ðàçëîæåíèå Ìîðñà10. Ðàçëîæåíèþ Ìîðñà ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàçëîæåíèå â èíâàðèàíòíóþ ñóììó Óèòíè ïðîñòðàíñòâà Tm×R2. Â äàííîì ñëó÷àå
ýòî ðàçëîæåíèå ëèáî òðèâèàëüíî, ëèáî ñóììà îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé W s ⊕W u.

Ñïåêòð ïîêàçàòåëé Ëÿïóíîâà Λ, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçëîæåíèþ Ìîðñà (è íàçûâàåìûé
ñïåêòðîì Ëÿïóíîâà-Ìîðñà), îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ôîðìóëîé (3.1). Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòð
Ëÿïóíîâà-Ìîðñà ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà (ò.å. ñèñòåì â âàðèàöèÿõ äëÿ òðàåêòîðèé ïîòîêà) ñ

10Ïóñòü ω(x), α(x) � ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïðè t→ ±∞ òðàåêòîðèè ïîòîêà f t íà êîìïàêòíîì
ïðîñòðàíñòâå X , íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå x ∈ X. Ðàçëîæåíèå Ìîðñà äëÿ ïîòîêà gt � êîíå÷íûé íàáîð
{M1, . . . ,Mk} íåïóñòûõ, äèçúþíêòíûõ, èçîëèðîâàííûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì:

1. α(x), ω(x) ⊂
∪r

k=1 Mk äëÿ ëþáîãî x ∈ X ;

2. åñëè Mk0 ,Mk1 , . . . ,Mkm � ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà èç óêàçàííîãî è òî÷êè x1, . . . , xm ∈ X \
∪m

i=1 Mi

òàêîâû, ÷òî α(xi) ⊂Mki−1 , ω(xi) ⊂Mki , òî Mk0 ̸= Mkm .

Ýëåìåíòû ðàçëîæåíèÿ Ìîðñà íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè Ìîðñà. Ðàçëîæåíèå Ìîðñà {M1, . . . ,Mk} ëó÷øå
{M ′1, . . . ,M ′n} , åñëè äëÿ äþáîãî 1 ≤ j ≤ k cóùåñòâóåò 1 ≤ l ≤ n òàêîå, ÷òî Mj ⊆ M ′l . Åñëè ñóùåñòâó-
åò íàèëó÷øåå ðàçëîæåíèå Ìîðñà, òî êàæäûé åãî ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì öåïíî-ðåêóððåíòíûì
ìíîæåñòâîì (ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà).

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



Ñòðàííûå íåõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû â ñèñòåìàõ ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèì . . . 61

òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ, ÷òî
ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïðîñòðàíñòâî ïðîåêòèâíûõ ïîòîêîâ íà ÷åòûðå êëàññà. Èòàê, ïîòîê
f t, ïîðîæäàåìûé ñèñòåìîé (4.1) íàçûâàåòñÿ

1. ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè Λ = {−α, α}, ãäå α > 0 ;
2. ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè Λ = {0} è ïîòîê f t ïîñëîéíî äèñòàëüíûé;
3. ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè Λ = {0} è åñòü ïàðû ïðîêñèìàëüíûõ òðàåêòîðèé;
4. íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè Λ = [−α, α], α > 0.
Òåîðèÿ Ñåëãðåéäà äàåò òàêæå îöåíêó êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà σ ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ

ìíîæåñòâ ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî (4.2): σ = 1, 2,∞ ([18], ñëåäñòâèå 5.4).
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óòî÷íÿåò òåîðåìó 3.2. äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïîòîêîâ.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïðîåêòèâíûé ïîòîê, èíäóöèðîâàííûé äâóìåðíûì ëèíåéíûì
ðàñøèðåíèåì, íå ìîæåò èìåòü ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ Äàíæóà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì íåðåãóëÿð-
íîãî ïîòîêà. Ïóñòü A � åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíîãî ïîòîêà. Òîãäà
âåêòîð âðàùåíèÿ ïîòîêà íåðåçîíàíñíûé è îí ïîëóñîïðÿæåí ëèíåéíîìó hφt◦f tφ = Rt

(ω,ρ)◦hφ.
Òàê êàê ïîòîê ïðîåêòèâíûé, òî ïîëóñîïðÿæåííîñòü hφ ïîðîæäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ì¼-
áèóñà A : Tm → PSL(2,R) 11. Ïîýòîìó åäèíñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ýêâèâàëåíòíà
ìåðå Ëåáåãà íà Tm+1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêòèâíûé ïîòîê ìèíèìàëåí. Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòîê íåðåãóëÿðåí è òðàíçèòèâåí.

Ïóñòü A � åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, R � ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå ñëå-
äóþùèìè óñëîâèÿìè: îòîáðàæåíèå φ → Aφ íåïðåðûâíî ïðè φ ∈ R, ñëîé {φ} × S1

ñîäåðæèò ìíîæåñòâî 2-îé êàòåãîðèè òàêîå, ÷òî òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ýòîì ìíîæå-
ñòâå, òðàíçèòèâíû. Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî R ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì 2-îé êàòåãîðèè. Ïóñòü
φ0 ∈ R òàêàÿ òî÷êà, ÷òî Aφ0 = C, (a, b) � äîïîëíèòåëüíûé èíòåðâàë Aφ0 . Ïóñòü M �
ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû SL (2,R) òàêîå, ÷òî òî÷êè a è b ÿâëÿþòñÿ íåïî-
äâèæíûìè òî÷êàìè M. Òàê êàê φ0 ∈ R, ñóùåñòâóåò θ0 ∈ (a, b) òàêóþ, ÷òî òðàåêòîðèÿ
òî÷êè (φ0, θ0) � òðàíçèòèâíà.

Ðàññìîòðèì òî÷êó (φ0,M(θ0)). Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}, tk → ∞, òàêàÿ,
÷òî f tkφ0

(θ0) ñòðåìèòñÿ ê (φ0,M(θ0)) ïðè tk →∞. Òîãäà f tkφ0
(Aφ0) ñõîäèòñÿ ê Aφ0 . Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî f tkφ0
(a) cõîäèòñÿ ê a , f tkφ0

(b) cõîäèòñÿ ê b. Ïîýòîìó f tkφ0
cõîäèòñÿ ê M è

M(Aφ0) = Aφ0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, SL (2,R) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà óïîðÿäî÷åííûõ
òðîéêàõ θ1, θ2, θ3, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàë [b, a] öåëèêîì äîëæåí ñîäåðæàòüñÿ â Aφ0 .
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 4.2. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðîåêòèâíûé ïîòîê èìååò äâà ìèíèìàëüíûõ
ìíîæåñòâà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì áàçû Tm.

Ýëëèïòè÷åñêèé ïðîåêòèâíûé ïîòîê ïîñëîéíî äèñòàëåí, ò.å. äëÿ ëþáûõ θ, θ′ ∈
S1, θ ̸= θ′, ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî |θ(t, φ, θ)− θ(t, φ, θ′)| > ε äëÿ âñåõ t ∈ R.

Êðîìå òîãî, îí ëèáî ìèíèìàëåí, ëèáî ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî Tm × S1 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñëîåíèå ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ n -ëèñòíûì íàêðûòèåì
áàçû Tm.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òåîðåìû 3.3. ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðîåê-
òèâíûé ïîòîê èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûé èíâàðèàíòíûé òîð (àòòðàêòîð). Ìåíÿÿ

11Ýòî ñëåäñòâèå òåîðåìû Ô. Òèëåíà [20]: ëèíåéíîå äâóìåðíîå ðàñøèðåíèå ñòðîãî ýðãîäè÷åñêîãî ãîìåî-
ìîðôèçìà êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èçìåðèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ì¼áèóñà ïðèâîäèòñÿ ê
îäíîé èç ÷åòûðåõ íîðìàëüíûõ ôîðì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòûðåì âûäåëåííûì êëàññàì.
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çíàê âðåìåíè, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíî íåóñòîé÷èâîãî èíâàðèàíòíîãî òî-
ðà (ðåïåëëåðà). Îáà îíè ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ìíîæåñòâàìè ïîòîêà è, ñëåäîâàòåëüíî,
äðóãèõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ íåò. Î÷åâèäíî, âåêòîð âðàùåíèÿ ïîòîêà � ðåçîíàíñíûé,
ò.å. ⟨k |ω ⟩ + nρ = 0 äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ Zm è n ∈ N. Ìèíèìàëüíîå n, óäîâëåòâîðÿþùåå
ýòîìó ñîîòíîøåíèþ áóäåò êðàòíîñòüþ íàêðûòèÿ áàçû.

Âòîðàÿ ÷àñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ � ñëåäñòâèå òåîðåìû Ð. Êàìåðîíà [19]: äèñòàëüíûé
ïðîåêòèâíûé ïîòîê ïîðîæäàåòñÿ ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì, êîòîðîå ïîñëîéíî ëèíåéíî ýê-
âèâàëåíòíî ïîòîêó

(φ, θ) 7→
(
φt, exp

(
0 −θ − ρt− I(t, φ)

θ + ρt+ I(t, φ) 0

)
x

)
, I(t, φ) =

t∫
0

[v(φs)− ρ]ds).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêòèâíûé ïîòîê ýêâèâàëåíòåí ïîòîêó (φ, θ) 7→ (φt, θ + ρt + 2I(t, φ)).
Åñëè îí ðåãóëÿðåí (èíòåãðàë I(t, φ) îãðàíè÷åí), òî ïîòîê ëèáî ìèíèìàëåí (âåêòîð âðà-
ùåíèÿ (ω, ρ) íåðåçîíàíñíûé), ëèáî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî � íåñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå èíâà-
ðèàíòíûõ m -ìåðíûõ òîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ n -ëèñòíûìè íàêðûòèÿìè áàçû äëÿ íåêîòîðîãî
öåëîãî n ≥ 1 (âåêòîð âðàùåíèÿ ðåçîíàíñíûé). Åñëè ïîòîê íåðåãóëÿðåí, òî îí ìèíèìàëåí:
ïîòîê ñîõðàíÿåò ìåðó Ëåáåãà íà Tm+1, ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàíêàðå î âîçâðàùå-
íèè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òî÷åê 2-îé êàòåãîðèè, òðàåêòîðèè êîòîðûõ òðàíçèòèâíû. Åñëè
ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî èíòðàíçèòèâíûõ òðàåêòîðèé, òî åãî çàìûêàíèå ÿâëÿåò-
ñÿ êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì Tm+1, ñîäåðæàùèì ìèíè-
ìàëüíîå ìíîæåñòâî A. Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî A � ïî÷òè êîíå÷íîëèñòíîå
ðàñøèðåíèå ïîòîêà íà áàçå. Òàê êàê ïîòîê äèñòàëåí, òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñëîÿ Aφ ñî-
ñòîÿùåãî èç n òî÷åê ñëåäóåò, ÷òî A � êîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå áàçû, ò.å. m -ìåðíûé
òîð [21], è ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî Tm+1 � îáúåäèíåíèå èíâàðèàíòíûõ m -ìåðíûõ òîðîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêòèâíûé ïîòîê ðåãóëÿðåí. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
èíòðàíçèòèâíûõ òðàåêòîðèé íåò, ò.å. ïîòîê ìèíèìàëåí.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûå ïî÷òè àâòîìîðôíûå ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà ìîãóò
èìåòü òîëüêî íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷åñêèå ïðîåêòèâíûå ïîòîêè.

Â êëàññå ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîåêòèâíûõ ïîòîêîâ ïðèìåð ïîòîêà ñ ïî÷òè àâòîìîðôíûì
ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ïîñòðîåí Ð. Äæîíñîíîì [22]12. Ïîçæå Äæ. Ñåëë ïîêàçàë [23],
÷òî åñëè ïðîåêòèâíûé ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ñèñòåìîé

φ̇ = ω, θ̇ = b(φ)(cos θ − 1)− 2a(φ) sin θ,

∫
Tm

a(φ)dφ = 0,

èìååò äâà ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâà A1 è A2 (A1 � ýòî èíâàðèàíòíûé òîð θ = 0 ), òî A2

áóäåò ïî÷òè àâòîìîðôíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðàë
t∫
0

a(φs)ds íåîãðàíè÷åí.

Â 1969 ã. Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ ïîñòðîèë ïðèìåð äâóìåðíîãî ëèíåéíîãî ðàcøèðåíèÿ
êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòoêà íà òîðå [24], èíäóöèðîâàííûé ïðîåêòèâíûé ïîòîê êîòîðîãî
íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèé. Ïîçäíåå Ð.Ý. Âèíîãðàä ïîñòðîèë àíàëèòè÷åñêèé âàðèàíò
ñèñòåìû Ìèëëèîíùèêîâà [27]. Ð. Äæîíñîí óñòàíîâèë, ÷òî ïðîåêòèâíûé ïîòîê, èíäóöèðó-
åìûé ñèñòåìàìè Ìèëëèîíùèêîâà è Âèíîãðàäà èìååò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ïî÷òè
àâòîìîðôíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî [25]. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ èíâàðèàíòíàÿ ýðãîäè÷å-
ñêàÿ ìåðà ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà â ýòîì ñëó÷àå ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà

12Â óêàçàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîåêòèâíûé ïîòîê, èíäóöèðîâàííûé ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà íà îäíîìåðíîì ñîëåíîèäå.
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T3, îäíàêî, ìåðà Ëåáåãà àñèìïòîòè÷åñêèõ ê A òî÷åê ïîëîæèòåëüíà [26]. Äëÿ äèñêðåòíûõ
àíàëîãîâ ïðîåêòèâíûõ ïîòîêîâ (â ôîðìå îòîáðàæåíèÿ Ì¼áèóñà)

(φ, z) →
(
φ+ ω,

a(φ)z + b(φ)

c(φ)z + d(φ)

)
, a(φ)d(φ)− b(φ)c(φ) = 1, z ∈ C, (4.3)

cóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è â ïðè-
ìåðå Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà, äîêàçàíî Ì. Ýðìàíîì [5].

Ïðèìåð ìèíèìàëüíîãî ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà, èíäóöèðîâàííîãî íåðàâíîìåðíî ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì äâóìåðíûì ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì, ïîñòðîåí Ê. Áúåðêëîôîì [28].

5. Çàêëþ÷åíèå

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòðàííûå íåõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû ïîÿâ-
ëÿþòñÿ òîëüêî â íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîåêòèâíûõ ïîòîêàõ. Îíè ðîæäàþòñÿ â
ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè ñëèÿíèÿ äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ ñ îáðàçîâàíè-
åì íåòðèâèàëüíîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà. Ñòðóêòóðà òàêîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà
A ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòðóêòóðîé ìíîæåñòâà P(A) , òàê è äèíàìèêîé íà íåì.
Ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áóäóò ïðèâåäåíû â äðóãîé ïóáëèêàöèè.

Âòîðîé àâòîð áëàãîäàðèò ÐÔÔÈ ÐÀÍ çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó (ãðàíò � 11-01-12056
îôè-ì).
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Strange nonchaotic attractors in quasiperiodically forced

systems

c⃝ M. L. Kolomiets13, A. N. Sakharov14

Abstract.We give a review of results about topological structure for the minimal sets of dynamical
systems which are the one-dimensional extensions of the quasi-periodic �ows on m -dimensional
torus. We show that in these systems minimal sets are or invariant tori, or the connected, but not
locally connected sets. Latest can play the role of strange nonchaotic attractors.
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