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Âëèÿíèå òâåðäîé ñôåðû íà ëèíåéíûé ïîòîê æèäêîñòè,

âÿçêîñòü êîòîðîé çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû

c⃝ À. Î. Ñûðîìÿñîâ1

Àííîòàöèÿ. Çàäà÷à î òâåðäîé ñôåðå â ëèíåéíîì ïîòîêå æèäêîñòè ïåðåìåííîé âÿçêîñòè ðå-
øåíà â ïðèáëèæåíèè Ñòîêñà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû âäàëè îò ÷àñòèöû
ïîñòîÿíåí. Èçó÷åíî âçàèìîäåéñòâèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ. Ïî-
êàçàíî, ÷òî â îòëè÷èå îò æèäêîñòè ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè íà ÷àñòèöó ìîæåò äåéñòâîâàòü ñèëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Âÿçêàÿ æèäêîñòü, ïåðåìåííàÿ âÿçêîñòü, ïðèáëèæåíèå Ñòîêñà, àñèìïòî-
òè÷åñêèå ìåòîäû, ñóñïåíçèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ìíîãîôàçíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî îïèñûâàòü âçà-
èìîäåéñòâèå íåñóùåé ñðåäû (íàïðèìåð, æèäêîñòè) è äèñïåðñíîé ôàçû (íàïðèìåð, âçâå-
øåííûõ â æèäêîñòè ÷àñòèö). Â èçó÷àåìûõ ñðåäàõ ïðîèñõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèå, òåðìîäèíàìè÷åñêèå è ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû, è çíà÷èòåëüíóþ ðîëü ìîãóò
èãðàòü ïåðåêðåñòíûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ âçàèìîâëèÿíèåì ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ è ÿâ-
ëåíèé. Íàïðèìåð, èç-çà êîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èçìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà ôåððîìàã-
íèòíîé æèäêîñòè, ÷òî îòðàæàåòñÿ íà äâèæåíèè âçâåøåííûõ â íåé ÷àñòèö.

Íèæå èçó÷àåòñÿ ñóñïåíçèÿ, îáðàçîâàííàÿ òâåðäûìè ñôåðàìè â æèäêîñòè, âÿçêîñòü êî-
òîðîé çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. ×àñòèöû ðàñïîëîæåíû äàëåêî äðóã îò äðóãà, òàê ÷òî â
îêðåñòíîñòè êàæäîé èç íèõ âëèÿíèåì äðóãèõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Êðîìå òîãî, íà âçâå-
øåííûå ÷àñòèöû íå äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû è ìîìåíòû. Âñå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â
ñóñïåíçèè, ñ÷èòàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.

2. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñêîëüêó ìû ïðåíåáðåãàåì âçàèìîäåéñòâèåì òâåðäûõ ñôåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â
æèäêîñòè âçâåøåíà åäèíñòâåííàÿ ÷àñòèöà Ω íåêîòîðîãî ðàäèóñà a . Åå öåíòð äëÿ óäîáñòâà
ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ íà÷àëîì O äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî O çàäàåòñÿ âåêòîðîì x⃗ = (x1, x2, x3) .

Òå÷åíèå æèäêîñòè â áåçûíåðöèîííîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂σij
∂xj

= 0, div u⃗ = 0, (2.1)

ãäå u⃗ � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè, σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé:

σij = −pδij + η
(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(2.2)

1Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; syal1@yandex.ru.
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Çäåñü p � äàâëåíèå â æèäêîñòè, η � âÿçêîñòü. Îíà çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû T ïî çàêîíó

η(T ) = η0

(
1− α

T − T0
T0

)
, (2.3)

ãäå α > 0 � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, T0 � ò.í. óñëîâíûé íóëü òåìïåðàòóðû. Îòíîøåíèå
(T−T0)/T0 ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì. Ôîðìóëà (2.3) ïîëó÷àåòñÿ ïðè ëèíåàðèçàöèè áîëåå ñëîæíûõ
çàâèñèìîñòåé η(T ) [1] è îòðàæàåò ïàäåíèå âÿçêîñòè ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû.

Èç óðàâíåíèé (2.2) è (2.3) ñëåäóåò, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âëèÿåò íà
òå÷åíèå æèäêîñòè. Ïåðåìåùåíèå æèäêîñòè òàêæå ìîæåò îêàçûâàòü âëèÿíèå íà çíà÷åíèå
T â êàæäîé òî÷êå. Áóäåì, îäíàêî, ñ÷èòàòü òå÷åíèå íàñòîëüêî ìåäëåííûì, ÷òî îíî íå
èãðàåò ðîëè â ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû. Òîãäà T (x⃗) äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ

∆T = 0 (2.4)

Î÷åâèäíî, âíå è âíóòðè ÷àñòèöû òåìïåðàòóðíîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ ðàçíûìè ôóíêöèÿìè.
Îáîçíà÷èì îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû æèäêîñòè (�uid) è ÷àñòèöû (particle) îò âåëè÷èíû
T0 ÷åðåç Tf (x⃗) è Tp(x⃗) . Ñîãëàñíî (2.4), îáå ýòè ôóíêöèè äîëæíû áûòü ãàðìîíè÷åñêèìè.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è òàêîâû. Â öåíòðå ÷àñòèöû òåìïåðàòóðà äîëæíà áûòü êî-
íå÷íîé; èìåííî åå ìîæíî ïðèíÿòü çà ¾óñëîâíûé íóëü¿. Ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû íà áåñ-
êîíå÷íîñòè ïîñòîÿíåí, à íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû íåïðåðûâíû òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé
ïîòîê:

Tp(⃗0) = 0; ∇Tf → T⃗ = const, |x⃗| → ∞; Tp = Tf , κp
∂Tp
∂n

= κf
∂Tf
∂n

, |x⃗| = a (2.5)

Çäåñü κp è κf � òåïëîïðîâîäíîñòè ÷àñòèöû è æèäêîñòè, n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû.

Ïîòîê æèäêîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè â îòñóòñòâèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ëèíååí:

ui → C
(0)
ij xj, C

(0)
ij = const, |x⃗| → ∞, T⃗ = 0 (2.6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V⃗ è Γ⃗ àáñîëþòíûå ëèíåéíóþ è óãëîâóþ ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Â òàêîì
ñëó÷àå óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ui(x⃗) = Vi + Γijxj, |x⃗| = a (2.7)

Èòàê, ñóñïåíçèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (2.1)�(2.7). Ïîñêîëüêó ïîòîê íå âëè-
ÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ñíà÷àëà ñëåäóåò ðåøèòü òåðìîäèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó
(2.4)�(2.5). Ïîñëå ýòîãî, çíàÿ Tf (x⃗) è ñ÷èòàÿ V⃗ è Γ⃗ èçâåñòíûìè, ìîæíî íàéòè ïîëÿ
ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ â æèäêîñòè èç óðàâíåíèé (2.1)�(2.3), (2.6), (2.7). Íàêîíåö, äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ñàìèõ V⃗ è Γ⃗ íàäî èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ ñèë è ìîìåíòîâ.

3. Îïðåäåëåíèå ïîëÿ òåìïåðàòóðû

Çàäà÷à (2.4)�(2.5) äëÿ ñëó÷àÿ íåïîäâèæíîé æèäêîñòè ðåøåíà â [2]:

Tp = (1 + κ)Tsxs,
(3.1)

Tf = Tsxs − κa3TsLs(x⃗)
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Çäåñü îáîçíà÷åíî κ = (κf − κp)/(κp + 2κf ) . Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè Li···j (ìóëüòèïîëè)
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

L0(x⃗) =
1

|x⃗|
, Li···j(x⃗) =

∂

∂xi
· · · ∂

∂xj

( 1

|x⃗|

)
Ïðè íàõîæäåíèè ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ u⃗ è p⃗ íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ëèøü ðàñïðå-
äåëåíèå òåìïåðàòóðû âíå ÷àñòèöû, çàäàííîå ôóíêöèåé Tf (x⃗) .

4. ¾Ôîíîâûé¿ ïîòîê

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá îáòåêàíèè ÷àñòèöû îñíîâíîé (¾ôîíîâûé¿) ïîòîê ñî ñêîðîñòüþ

U⃗ è äàâëåíèåì P , êàê ïðàâèëî, èçâåñòåí çàðàíåå, è òðåáóåòñÿ íàéòè âîçìóùåíèÿ v⃗ è p′ ,
âíîñèìûå â íåãî ÷àñòèöåé. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ëèíåéíû, òî îáùèå ñêîðîñòü
è äàâëåíèå â æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñóììàìè

u⃗ = U⃗ + v⃗, p = P + p′ (4.1)

Â ñëó÷àå, êîãäà âÿçêîñòü ïåðåìåííàÿ, ñíà÷àëà íåîáõîäèìî íàéòè ñàìè ¾ôîíîâûå¿ ñëà-
ãàåìûå. Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âìåñòî T ñëåäóåò ïîäñòàâèòü íå Tf (x⃗) , çàäàí-
íóþ ôîðìóëîé (3.1), à âûðàæåíèå T = T0 + Tsxs (òàêîé âèä ïðèíèìàåò òåìïåðàòóðà â
îòñóòñòâèå âçâåøåííûõ ÷àñòèö).

Îñíîâûâàÿñü íà (2.6), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ui = Cijxj . Ãðàäèåíò ñêîðîñòè Cij è äàâëå-
íèå íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü óðàâíåíèÿ (2.1). Áóäåì ðàñêëàäû-
âàòü η , P è Cij ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà

Q(x⃗) =
T − T0
T0

=
Tsxs
T0

Èç (2.3) ñëåäóåò, ÷òî η = η0(1− αQ) . Àíàëîãè÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî Q ïîëó÷èì:

Cij = C
(0)
ij + C

(1)
ij Q, P = P (0) + P (1)Q, C

(0,1)
ij = const, P (0,1) = const

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ¾ôîíîâàÿ¿ ñêîðîñòü æèäêîñòè êâàäðàòè÷íà, à äàâëåíèå � ëèíåéíî
ïî êîîðäèíàòàì. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð W⃗ è ñêàëÿð Π :

Wi = C
(1)
ij xjQ =

1

T0
C

(1)
ij Tkxjxk, Π = P (1)Q =

1

T0
Tkxk,

òîãäà ñêîðîñòü è äàâëåíèå ïðèíèìàþò âèä

Ui = C
(0)
ij xj +Wi, P = P (0) +Π (4.2)

Ñëàãàåìîå C
(0)
ij xj îòâå÷àåò òå÷åíèþ (2.6) â îòñóòñòâèå ïåðåïàäà òåìïåðàòóðû.

Ïîäñòàâèì (4.2) â (2.1). Åñëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñ òî÷íîñòüþ äî Q , òî

η0∆Wi =
∂Π

∂xi
+ 2αη0E

(0)
ij Tj, divW⃗ = 0 (4.3)

Çäåñü E
(0)
jk � ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ãðàäèåíòà ñêîðîñòè C

(0)
jk . Äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì

äëÿ îïðåäåëåíèÿ W⃗ è Π ìîæåò ñëóæèòü çàäàííûé âäàëè îò ÷àñòèöû òåíçîð íàïðÿæåíèé
â ïðèñóòñòâèè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû.
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5. Ïîñòàíîâêà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è

Òåïåðü, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (3.1) è îñíîâíîå òå÷åíèå (4.2) èçâåñòíû, íåîá-
õîäèìî íàéòè âîçìóùåíèå, âíîñèìîå â ïîòîê ÷àñòèöàìè.

Ñ ó÷åòîì (4.1) è (4.2) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.7) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó:

vi + E
(0)
ij xj + Ω

(0)
ij xj +Wi = Vi + Γijxj, |x⃗| = a (5.1)

Âåëè÷èíà Ω
(0)
ij (àíàëîãè÷íî E

(0)
ij ) åñòü àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ãðàäèåíòà ñêîðîñòè.

Èç (2.6) ñëåäóåò, ÷òî âäàëè îò ÷àñòèöû è â îòñóòñòâèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû âîçìó-
ùåíèÿ ñêîðîñòè çàòóõàþò:

vi → 0, |x⃗| → ∞, T⃗ = 0 (5.2)

Â çàäà÷å áåç ÷àñòèö íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ðàñêëàäûâàëèñü â ðÿä ïî ïàðàìåòðó Q; â
çàäà÷å ñ ÷àñòèöåé ââåäåì ìàëûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð δ = Θa/T0 , ãäå Θ = |T⃗ | . Òîãäà

v⃗ = v⃗(0) + v⃗(1)δ + . . . , p′ = p(0) + p(1)δ + . . . , σij = σ
(0)
ij + σ

(1)
ij δ + . . . ,

Vi = V
(0)
i + V

(1)
i δ + . . . , Γij = Γ

(0)
ij + Γ

(1)
ij δ + . . . , (5.3)

Wi = C
(1)
ijkxjxkδ + . . . , Π = P (1)δ + . . .

Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî âáëèçè ÷àñòèöû ââåäåííûé ðàíåå ïàðàìåòð
Q èìååò ïîðÿäîê δ . Òåíçîð C

(1)
ijk çàäàåò êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà.

Åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íûì ïî âòîðîìó è òðåòüåìó èíäåêñàì, êðîìå òîãî, â ñèëó
óñëîâèÿ divU⃗ = 0 äîëæíî áûòü Ciik = Ciki = 0 .

Ïîäñòàíîâêà (3.1) â (2.3) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ âÿçêîñòè:

η = η0

[
1− α

Θa
Tf (x⃗)δ

]
(5.4)

×òîáû íàéòè v⃗ è p′ , íåîáõîäèìî â óðàâíåíèÿ (2.1), (2.2) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5.1),
(5.2) ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèÿ (4.1), (4.2), (5.3) è (5.4) è ó÷åñòü ñîîòíîøåíèÿ (4.3).

Ïðè δ = 0 è âåêòîð T⃗ ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó

−∂p
(0)

∂xi
+ η0∆v

(0)
i = 0, div v⃗(0) = 0,

v
(0)
i + E

(0)
ij xj + Ω

(0)
ij xj = V

(0)
i + Γ

(0)
ij xj, |x⃗| = a; v⃗(0) → 0⃗, |x⃗| → ∞

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ëèíåéíî ïî E
(0)
ij , V

(0)
i è Γ

(0)
ij − Ω

(0)
ij . Îäíàêî â îòñóòñòâèå âíåøíèõ

ñèë è ìîìåíòîâ V
(0)
i = 0 è Γ

(0)
ij = Ω

(0)
ij , ïîýòîìó v⃗(0) è p(0) âûãëÿäÿò òàê [3]:

v
(0)
i (x⃗) = −5

2
a3E

(0)
jk Mijk(x⃗)−

1

6
a5E

(0)
jk Lijk(x⃗),

(5.5)

p(0)(x⃗) = −5

3
η0a

3E
(0)
jk Ljk(x⃗),

ãäå Mijk(x⃗) = xixjxk/|x⃗|5 .
Äàëåå ñëàãàåìûå Ω

(0)
ij , Γ

(0)
ij è V

(0)
i íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå ëèíåéíîé è

óãëîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèö íà÷èíàåòñÿ ñî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà δ .
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Ôóíêöèè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ v⃗(1) è p(1) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

−∂p
(1)

∂xi
+ η0∆v

(1)
i =

η0α

Θa

∂

∂xj

[
Tf

(
2E

(0)
ij +

∂v
(0)
i

∂xj
+
∂v

(0)
j

∂xi

)
− 2E

(0)
ij Tsxs

]
,

(5.6)
div v⃗(1) = 0

Óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (5.1) è (5.3):

v
(1)
i + C

(1)
ijkxjxk = V

(1)
i + Γ

(1)
ij xj, |x⃗| = a

Îòñþäà è èç (5.6) âûòåêàåò, ÷òî V
(1)
i è Γ

(1)
ij äîëæíû áûòü ëèíåéíûìè ëèáî ïî E

(0)
ij è

Tk , ëèáî ïî C
(1)
ijk . Îäíàêî íåëüçÿ ñîñòàâèòü òåíçîð Γij , ëèíåéíûé òîëüêî ïî êîìïîíåíòàì

òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà èëè âåêòîðà è åùå îäíîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà. Ò.î., ñ òî÷íîñòüþ
äî δ ïîëó÷àåì Γij = 0 . Îäíàêî ñ ïîìîùüþ òåõ æå òåíçîðîâ ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîð

àáñîëþòíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû V⃗ :

V
(1)
i = ξCC

(1)
iss +

α

Θa
ξEE

(0)
ij Tj (5.7)

Êîýôôèöèåíòû ξC è ξE äîëæíû áûòü íàéäåíû èç óñëîâèÿ, ÷òî íà ÷àñòèöó íå äåéñòâóåò
âíåøíÿÿ ñèëà (à çíà÷èò, è ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ðàâíà íóëþ).

Îêîí÷àòåëüíî, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ÷àñòèöà íå âðàùàåòñÿ, íî ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ
íåêîòîðîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ:

v
(1)
i + C

(1)
ijkxjxk = V

(1)
i , |x⃗| = a (5.8)

Óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ v⃗(1) è p(1) íåëüçÿ ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç (2.6).

Îäíàêî èç (5.5) ñëåäóåò, ÷òî v
(0)
i ∼ |x⃗|−2 . Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (5.6) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîíèæàåò ïîðÿäîê íà 1, ïîëó÷èì v
(1)
i ∼ |x⃗|−1 è p(1) ∼ |x⃗|−2 . Ò.î., â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî δ âîçìóùåíèÿ çàòóõàþò âäàëè îò ÷àñòèöû.

6. Âû÷èñëåíèå âîçìóùåíèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

Ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå (5.6) âûðàæåíèÿ Tf èç (3.1), v
(0)
i èç (5.5) è ïîäåéñòâóåì

íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà îïåðàòîðîì div . Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì

∆p(1) =
η0α

Θa

[
E

(0)
ij Ti

(
48κa8

xj
|x⃗|10

− 10κa6
xj
|x⃗|8

)
+ E

(0)
ij Tk

(
60κa8

xixjxk
|x⃗|12

−20κa6
xixjxk
|x⃗|10

)
+

1

3
(10 + 6κ)a3E

(0)
ij TkLijk(x⃗)

]
Ïðåäñòàâèì âîçìóùåíèÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè â âèäå

p(1) = p(1)∗ + p
(1)
H , v⃗(1) = v⃗(1)∗ + v⃗

(1)
H , (6.1)

Çäåñü p
(1)
∗ � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, à p

(1)
H � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà. Âåêòîðû v⃗
(1)
∗ è v⃗

(1)
H óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

η0∆v
(1)
∗i =

∂p
(1)
∗

∂xi
+
η0α

Θa

[
Tf

(∂v(0)i

∂xj
+
∂v

(0)
j

∂xi

)
− 2E

(0)
ij Tsxs

]
,

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, (6.2)

div(v⃗(1)∗ + v⃗
(1)
H ) = 0.
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Ïðîöåäóðà ïîèñêà ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà îïèñàíà â [4]. Ñ åå ïîìîùüþ

ìîæíî îïðåäåëèòü p
(1)
∗ :

p(1)∗ =
η0α

Θa

{
E

(0)
ij Tixjκ

( a

|x⃗|

)8
+E

(0)
ij Tk

xixjxk
|x⃗|2

[
2κ
( a

|x⃗|

)8
−5

2
κ
( a

|x⃗|

)6]
−5 + 3κ

15
a3E

(0)
ij TkLijk(x⃗)|x⃗|2

}
Ñëåäóÿ ýòîé æå ïðîöåäóðå è ïîäñòàâèâ óæå èçâåñòíóþ ôóíêöèþ p

(1)
∗ â (6.2), íàéäåì

η0v
(1)
∗i =

η0α

Θa
a2
{
E

(0)
ij Tj

[1
7

( a

|x⃗|

)3
− 5

12
κ
( a

|x⃗|

)4]
+ E

(0)
ij Tk

xjxk
|x⃗|2

[κ
2

a

|x⃗|
−

−5

7

( a

|x⃗|

)3
+

5

4
κ
( a

|x⃗|

)4
− κ

2

( a

|x⃗|

)6]
+ E

(0)
jk Tj

xkxi
|x⃗|2

[
−
(
1 +

κ

10

) a

|x⃗|
− 5

7

( a

|x⃗|

)3
+

(6.3)

+
5

4
κ
( a

|x⃗|

)4]
+ E

(0)
jk Ti

xjxk
|x⃗|

[
− 5 + 3κ

12

a

|x⃗|
− 5

14

( a

|x⃗|

)3
− 5

24
κ
( a

|x⃗|

)4
+

+
κ

4

( a

|x⃗|

)6]
+ E

(0)
jk Tl

xixjxkxl
|x⃗|4

[
− 5− 3κ

4

a

|x⃗|
+

5

2

( a

|x⃗|

)3
− 25

8
κ
( a

|x⃗|

)4
+
κ

2

( a

|x⃗|

)6]
×òîáû íàéòè v⃗

(1)
H è p

(1)
H , íàäî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìóþ ïîäñòàíîâêîé

(5.7) è (6.3) â (5.8) è (6.2):

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, ∆p

(1)
H = 0,

divv⃗
(1)
H + divv⃗(1)∗ = 0,

v
(1)
Hi + v

(1)
∗i + C

(1)
ijkxjxk = ξCC

(1)
iss +

α

Θa
ξEE

(0)
ij Tj, |x⃗| = a

Ïîñêîëüêó v⃗
(1)
∗ è p

(1)
∗ çàòóõàþò íà áåñêîíå÷íîñòè, òî v⃗

(1)
H è p

(1)
H ïðè |x⃗| → ∞ òàêæå

äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.
Ñ÷èòàÿ âåëè÷èíû C

(1)
ijk è E

(0)
ij íåçàâèñèìûìè, ïðåäñòàâèì v⃗

(1)
H è p

(1)
H â âèäå ñóììû

ðåøåíèé äâóõ çàäà÷, îáîçíà÷àåìûõ äàëåå áóêâàìè C è E.
Çàäà÷à C ôîðìóëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé:

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, divv⃗

(1)
H = 0, ∆p

(1)
H = 0,

v
(1)
Hi + C

(1)
ijkxjxk = ξCC

(1)
iss , |x⃗| = a; v

(1)
Hi → 0, p

(1)
H → 0, |x⃗| → ∞

Ò.î., ïîëó÷åíû òå æå óðàâíåíèÿ, ÷òî è äëÿ îäèíî÷íîé ÷àñòèöû â êâàäðàòè÷íîì ïîòîêå
æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé âÿçêîñòüþ. Ïîýòîìó âîçìóùåíèÿ èìåþò âèä [3]

p
(1)
H = HiLi(x⃗) +GijkLijk(x⃗) + TijklmLijklm(x⃗),

η0v
(1)
Hi = −1

2
HiL0(x⃗)−

1

2
HjKij(x⃗)−

4

7
GijkLjk(x⃗)−

1

14
GjklLijkl(x⃗)|x⃗|2 − (6.4)

− 6

11
TijklmLjklm(x⃗)−

1

22
TjklmsLijklms(x⃗)|x⃗|2

Çäåñü Kij(x⃗) = xixj/|x⃗|3 . Òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû Hi , Gijk , Tijklm äîëæíû áûòü ëèíåé-

íû ïî C
(1)
ijk è ñèììåòðè÷íû ïî èíäåêñàì, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ, êðîìå

òåíçîðà C⃗(1) , ìû ðàñïîëàãàåì ëèøü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà (åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü
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îäíàæäû â êàæäîì òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè):

Hi = η0HA · C(1)
iss , Gijk = η0

[
GA
(
δijC

(1)
kss + δikC

(1)
jss

)
+GB · C(1)

ijk

]
,

Tijklm = η0TA
[
δij

(
C

(1)
klm + C

(1)
lkm + C

(1)
mkl

)
+ δik

(
C

(1)
jlm + C

(1)
ljm + C

(1)
mjl

)
+ (6.5)

+δil

(
C

(1)
jkm + C

(1)
kjm + C

(1)
mjk

)
+ δim

(
C

(1)
jkl + C

(1)
kjl + C

(1)
ljk

)]
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è C äàþò òàêèå çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ:

HA =
a3

2

(
1− 3

a2
ξC

)
, GA = −7a5

96

(
1− 3

a2
ξC

)
, GB =

7

12
a5, TA = −11a7

1728
(6.6)

Ïðè ξC = 0 (÷àñòèöà íåïîäâèæíà) ñîîòíîøåíèÿ (6.6) ñâîäÿòñÿ ê óæå èçâåñòíûì [3].
Óñëîâèÿ çàäà÷è E òàêîâû:

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, ∆p

(1)
H = 0,

divv⃗
(1)
H + divv⃗(1)∗ = 0,

v
(1)
Hi + v

(1)
∗i =

α

Θa
ξEE

(0)
ij Tj, |x⃗| = a; v

(1)
Hi → 0, p

(1)
H → 0, |x⃗| → ∞

Äëÿ óïðîùåíèÿ ñèñòåìû ïîäáåðåì âåêòîð w⃗ òàêîé, ÷òî div(w⃗ + v⃗
(1)
∗ ) = 0 , íî ∆w⃗ = 0⃗ .

Ïîñêîëüêó divv⃗
(1)
∗ ñîäåðæèò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà |x⃗|−2 è |x⃗|−4 , òî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

wi ñîäåðæàò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà |x⃗|−1 è |x⃗|−3 . Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè ïî E
(0)
ij è Tk ïîëó÷èì

wi = α−1E
(0)
ij TjL0(x⃗) + α−3TiE

(0)
jk Ljk(x⃗) (6.7)

Çíà÷åíèÿ α−1 è α−3 ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ div(w⃗ + v⃗
(1)
∗ ) = 0 :

α−1 = − α

Θa

(11
6

+
κ

10

)
a3, α−3 =

4

21

α

Θa
a5

Òåïåðü, çàìåíèâ v⃗
(1)
H íà ñóììó v⃗

(1)
H + w⃗ , äëÿ íîâîãî âåêòîðà v⃗

(1)
H ïîëó÷èì çàäà÷ó:

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, ∆p

(1)
H = 0, divv⃗

(1)
H = 0,

v
(1)
Hi + v

(1)
∗i + wi =

α

Θa
ξEE

(0)
ij Tj, |x⃗| = a; v

(1)
Hi → 0, p

(1)
H → 0, |x⃗| → ∞

Îáùèé âèä âîçìóùåíèÿ ïî-ïðåæíåìó çàäàåòñÿ âûðàæåíèÿìè (6.4), íî òåïåðü òåíçîðíûå

êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü ëèíåéíû íå ïî C
(1)
ijk , à ïî E

(0)
ij è Tk :

Hi =
η0α

Θa
HB · E(0)

ij Tj,

Gijk =
η0α

Θa

[
GC
(
δijE

(0)
ks + δikE

(0)
js

)
Ts +GD · TiE(0)

jk +GE
(
E

(0)
ij Tk + E

(0)
ik Tj

)]
,

(6.8)
Tijklm =

η0α

Θa
TB
[
δij

(
TkE

(0)
lm + TlE

(0)
km + TmE

(0)
kl

)
+ δik

(
TjE

(0)
lm + TlE

(0)
jm + TmE

(0)
jl

)
+

+δil

(
TjE

(0)
km + TkE

(0)
jm + TmE

(0)
jk

)
+ δim

(
TjE

(0)
kl + TkE

(0)
jl + TlE

(0)
jk

)]
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Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî

HB = a3
[ 1
20

(−70 + κ)− 3

2

ξE
a2

]
, GC = a5

[ 11
192

(2 + 3κ) +
7

32

ξE
a2

]
,

(6.9)

GD = − 1

72
a5(1 + 20κ), GE =

5

48
a5(−1 + 2κ), TB =

11

2592
a7(1− κ)

Îêîí÷àòåëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà δ ïîëó÷àåì:

ui =
[(
E

(0)
ij + Ω

(0)
ij

)
xj + v

(0)
i

]
+
[
C

(1)
ijkxjxk + v

(1)
∗i + wi + v

(1)
Hi(C) + v

(1)
Hi(E)

]
δ,

(6.10)
p =

[
P (0) + p(0)

]
+
[
P (1) + p(1)∗ + p

(1)
H (C) + p

(1)
H (E)

]
δ

Âåëè÷èíû v
(1)
Hi(C) è p

(1)
H (C) , v

(1)
Hi(E) è p

(1)
H (E) ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷ C è E, ñîîòâåòñòâåííî.

Èõ îáùèé âèä îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì (6.4), à òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû � ñîîòíîøåíèÿìè
(6.5), (6.6) è (6.8), (6.9).

7. Ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû

Ñèëû è ìîìåíòû, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöó Ω , âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Fi =

∮
∂Ω

σij(x⃗)njdS, Ti = eijk

∮
∂Ω

xjσkl(x⃗)nldS (7.1)

Ïîñêîëüêó åå ïîâåðõíîñòü ∂Ω öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íà, òî â ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèëó
âíîñèò âêëàä ëèøü òà ÷àñòü σij , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïî x⃗ , à â ãèäðîäèíàìè÷åñêèé
ìîìåíò � íàîáîðîò, ÷åòíàÿ ÷àñòü.

Ñîãëàñíî (5.5), â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî δ âîçìóùåíèå ñêîðîñòè íå÷åòíî, à äàâëåíèÿ

� ÷åòíî. Ïîýòîìó σ
(0)
ij (x⃗) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò

òîëüêî ìîìåíò (îí âû÷èñëåí â [3]). Íàïðîòèâ, èç (6.3), (6.4) è (6.7) ñëåäóåò, ÷òî p(1) �
íå÷åòíà, à v⃗(1) è w⃗ ÷åòíû ïî x⃗ . Ïîýòîìó â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íà ÷àñòèöó ìîæåò
äåéñòâîâàòü òîëüêî ñèëà: Fi = F (1)

i δ + . . . . Ïîäñòàâëÿÿ â (7.1) âûðàæåíèå σ
(1)
ij èç (2.2),

âÿçêîñòü η èç (5.4), à òàêæå u⃗ è p èç (6.10), ïîëó÷èì ïîñëå óïðîùåíèé:

F (1)
i = −η0α

Θa
3πa3

(
2 + κ+ 2

ξE
a2

)
E

(0)
ij Tj + 2πa3η0

(
1− 3

ξC
a2

)
C

(0)
iss

Åñëè ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ðàâíà íóëþ, à C
(1)
ijk è E

(0)
ij íåçàâèñèìû, òî

ξE = −a2
(
1 +

κ

2

)
, ξC =

a2

3

Òîãäà èç (5.7) ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ðàâíà

Vi =
[
− α

Θa
a2
(
1 +

κ

2

)
E

(0)
ij Tj +

a2

3
C

(1)
iss

]
δ

Çíà÷åíèå ξC ñîãëàñóåòñÿ ñ âûâîäàìè [3] î ñèëå, äåéñòâóþùåé íà îäèíî÷íóþ ñôåðó â ïàðà-
áîëè÷åñêîì òå÷åíèè. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ¾ôîíîâîãî¿ ïîòîêà, âûçâàííàÿ íåîäíîðîä-
íîñòüþ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, îòñóòñòâóåò, òî ñêîðîñòü ÷àñòèöû ïðîïîðöèîíàëüíà E

(0)
ij Tj .

Óãîë, êîòîðûé îíà ñîñòàâèò ñ âåêòîðîì T⃗ , çàâèñèò îò âèäà ïîòîêà C
(0)
ij .
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In�uence of rigid sphere on linear �ow of the �uid with

temperature-dependent viscosity.

c⃝ A. O. Syromyasov2

Abstract. Stokes approximation is used to solve a problem about a rigid sphere in linear shear
�ow of �uid with variable viscosity. Temperature gradient far from the particle is assumed to be
constant. The interaction of thermodynamic and hydrodynamic e�ects is considered. It is shown
that in linear �ow of such a �uid the force may act on the particle.

Key Words: Viscous �uid, variable viscosity, Stokes approximation, asymptotic methods,
suspension.

2Reader of Mathematics and Theoretical Mechanics Chair, Mordovian State University named after
N. P. Ogaryov, Saransk; syal1@yandex.ru.

MVMS journal. 2011. V. 13, No. 1


