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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êâàçèñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåë èç óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé ñâîäèòñÿ ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ïðåäåëü-
íîì ñîñòîÿíèè òåëà èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ñèíãó-
ëÿðíîé. Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàöèè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó
ïàðàìåòðó, ÷òî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå çàäà÷è â ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ òåë.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå, ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ, íàèëó÷øèé ïàðàìåòð, êîíå÷-
íûé ýëåìåíò.

1. Ðåãóëÿðèçàöèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è

Ìíîãèå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ïðèêëàäíîé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå, à òàê æå
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè èçäåëèé àâèàöèîííîé è ðàêåòíîêîñìè÷åñêîé òåõíèêè, ñâîäÿòñÿ ê èñ-
ñëåäîâàíèþ êâàçèñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåë èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà [1] - [3]. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè âíåøíèõ ñèë äîñòèãàþòñÿ ïðå-
äåëüíûå ñîñòîÿíèÿ � ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè, â êîòîðûõ äåôîðìàöèè îáðàùàþòñÿ â
áåñêîíå÷íîñòü. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàãðóçêà íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé.

Óíèâåðñàëüíûì è ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó äå-
ôîðìèðîâàíèþ òåë ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ)
[4], [5]. Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÌÊÝ ïðî-
áëåìà îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé òåëà ñâîäèòñÿ ê ïîøàãîâîìó èíòåãðèðîâà-
íèþ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ÎÄÓ), êîòîðàÿ â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè òåëà èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé. Â ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàììàõ ïîøàãîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ñèñòåìû ÎÄÓ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äåôîðìèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âíåøíÿÿ íàãðóçêà. Â
ýòîì ñëó÷àå â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé íàãðóçêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãó-
ðàöèé íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ìåëêèå øàãè ïî íàãðóçêå. Ïðè ýòîì èòåðàöèîííûå ïðîöåññû
óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ñõîäÿòñÿ î÷åíü ìåäëåííî èëè äàæå ðàñõîäÿòñÿ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ
òðóäíîñòåé ïðè îïðåäåëåíèè ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé íà-
ãðóçêè ðàçóìíî ïðèìåíèòü íàèëó÷øóþ ïàðàìåòðèçàöèþ [6], [7], ñîãëàñíî êîòîðîé íàèëó÷-
øèì ïàðàìåòðîì äåôîðìèðîâàíèÿ áóäåò äëèíà äóãè èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è. Ýòîò
ïàðàìåòð èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ [1], [8]. Çäåñü îáðàùàåòñÿ âíèìàíèå íà åùå îäèí áîëåå
ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà.

Ðññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé ïðîäåìîíñòðèðóåì òå òðóäíîñòè,
êîòîðûå âîçíèêàþò â çàäà÷àõ î äåôîðìèðîâàíèè òåë èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè, è ïðèâåäåì îäèí èç àëãîðèòìîâ ðåãóëÿðèçàöèè.

Èçó÷èì îäíîîñíîå îäíîðîäíîå äåôîðìèðîâàíèå ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ ñ ïëîùàäüþ
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ A , îäèí êîíåö êîòîðîãî çàùåìëåí, à ê äðóãîìó ïðèëîæåíà ðàñòÿãè-
âàþùàÿ èëè ñæèìàþùàÿ ïðîäîëüíàÿ ñèëà P , ñì. [1]. Ìàòåðèàë ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ óïðó-
ãîïëàñòè÷åñêèì ñ áèëèíåéíîé äèàãðàììîé îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ. Äåôîðìàöèþ áóäåì

1Ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (ãîñóäàð-
ñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; kuznetsov@mai.ru
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îòìå÷àòü áóêâîé ε , à íàïðÿæåíèå σ . Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç σ0

y > 0 . E > 0 � ìîäóëü Þíãà, Et ≥ 0 � êàñàòåëüíûé ìîäóëü Þíãà. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì îïðåäåëÿþùåå
ñîîòíîøåíèå ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

σ̇ = bε̇, (1.1)

ãäå

b =

{
E, |σ| < σy

∪
|σ| = σy, σε̇ ≤ 0,

Et, |σ| = σy, σε̇ > 0.
(1.2)

Çäåñü σy = max
0≤τ≤t

{|σ(τ)|, σ0
y} � òåêóùåå çíà÷åíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè; t � ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùèé ïàðàìåòð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì t = 0 ), òî÷êà îáî-
çíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t .

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â ñêîðîñòÿõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

σ̇ =
Ṗ

A
. (1.3)

Èç (1.1) è (1.3) ïîëó÷àåì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.2), íåëèíåéíîå ÎÄÓ

kε̇ = Ṗ , (1.4)

êîòîðîå ñëåäóåò ðåøàòü ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ε(0) = 0. (1.5)

Â óðàâíåíèè (1.4) ââåäåí êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè (àíàëîã êàñàòåëüíîé
ìàòðèöû æåñòêîñòè [4])

k(σ, ε̇) = bA.

Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1.4), (1.5) îïèñûâàåò äåôîðìèðîâàíèå ñòåðæíÿ èç óïðóãîïëàñòè÷å-
ñêîãî ìàòåðèàëà. Ïðè÷åì óðàâíåíèå (1.4) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ ïðè äèñêðåòèçàöèè ÌÊÝ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äå-
ôîðìèðîâàíèå òåëà èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ñòåðæíÿ îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì
íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.4), (1.5). Ïðè÷åì ïðè ìîíîòîííîì ïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè
ñòåðæíÿ ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè â ïëîñêîñòè (ε, σ) ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììå îäíîîñ-
íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ðàçðåøèìîñòü æå çàäà÷è (1.4), (1.5) çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ Et .
Åñëè Et > 0 (óïðóãîïëàñòè÷åñêèé ìàòåðèàë ñ óïðî÷íåíèåì), òî çàäà÷à (1.4), (1.5)

ðåãóëÿðíà êàê ïðè óïðóãîì ( k = EA ), òàê è ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ( k = EtA ) äåôîð-
ìèðîâàíèè. Ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî è ïðåäåëüíûå ñîñòîÿíèÿ íå äîñòèãàþòñÿ.

Åñëè Et = 0 (èäåàëüíûé óïðóãîïëàñòè÷åñêèé ìàòåðèàë), òî çàäà÷à (1.4), (1.5) ðåãó-
ëÿðíà ïðè óïðóãîì ( k = EA ) è ñèíãóëÿðíà ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ( k = 0 ) äåôîðìèðî-
âàíèè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè Ṗ ̸= 0 ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò, à ïðè Ṗ = 0 ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò, íî íå åäèíñòâåííî. Ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ñòåðæíÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè Plim = σ0

yA .
Äëÿ ñòåðæíÿ èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ óïðî÷íåíèåì çàäà÷ó (1.4), (1.5) ìîæ-

íî ðåøàòü, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äåôîðìèðîâàíèÿ ñèëó P (Ṗ = 1) . Äëÿ ñòåðæíÿ
èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðè äåôîðìèðîâàíèè çà ïðåäåëîì óïðóãî-
ñòè ñèëó P â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äåôîðìèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ, òàê êàê ïðè
Ṗ = 1 ðåøåíèå çàäà÷è (1.4), (1.5) íå ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì
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ðåøåíèÿ çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèèè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ñ çàäàííîé âíåøíåé ñè-
ëîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè èñïîëüçîâàòü
íåëüçÿ.

×òîáû íà÷àëüíóþ çàäà÷ó (1.4), (1.5) ðåøèòü êàêèì - íèáóäü ÷èñëåííûì ìåòîäîì, óðàâ-
íåíèå (1.4) ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü â íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè, ò.å. ðàçðå-
øèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ε̇

ε̇ =
Ṗ

k
, (1.6)

Âèäíî, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.6) òåðÿåò ñìûñë, òàê
êàê k = 0 .

Â ìîíîãðàôèÿõ [6], [7] ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòð íàãðóçêè P íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ óäà÷-
íûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è è ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î âûáîðå íàèëó÷øåãî, â íåêîòîðîì
ñìûñëå ïàðàìåòðà. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðåøàòü çàäà÷ó ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî
ïàðàìåòðó, òî íàèëó÷øèì ïàðìåòðîì, äîñòàâëÿþùèì íàèëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü ñîîò-
âåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ, áóäåò äëèíà äóãè èíòåãðàëüíîé
êðèâîé çàäà÷è.

Ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (1.6), (1.5) ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó - àðãóìåíòó, îáîçíà÷èâ åãî
÷åðåç λ . Ïðåäâàðèòåëüíî â óðàâíåíèè (1.6) äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé t çàìåíèì
íà äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé λ , òîãäà óðàâíåíèå (1.6) ïðèìåò âèä

dε

dλ
=

1

k

dP

dλ
. (1.7)

Ó÷èòûâàÿ ñìûñë ïàðàìåòðà λ , êàê ýëåìåíòà äëèíû äóãè, èìååì åùå îäíî óðàâíåíèå(
dε

dλ

)2

+

(
dP

dλ

)2

= 1. (1.8)

Ðàçðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.7), (1.8) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèÿ, çàïèñàííûå â íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè

dε
dλ

= ± 1√
1 + k2

, dP
dλ

= ± k√
1 + k2

. (1.9)

Åñëè äëèíó äóãè λ îòñ÷èòûâàòü îò íà÷àëüíîé òî÷êè çàäà÷è (1.6), (1.5) è íàãðóæå-
íèå ñòåðæíÿ ïðîèçâîäèòü èç íåäåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.9) ïðèìóò âèä

ε(0) = 0, P (0) = 0. (1.10)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1.9), (1.10), ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øå-
ìó àðãóìåíòó, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé óæå íå òåðÿåò ñìûñë è ïðè çíà÷åíèè k = 0 , ïîýòîìó
ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çà-
äà÷ äëÿ ÎÄÓ.

Çíàê ïëþñ èëè ìèíóñ â ñèñòåìå (1.9) âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ äâè-
æåíèÿ âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è.

Â [6], [7] îòìå÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàííîé íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.9),
(1.10). Â ÷àñòíîñòè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è èìååò íàè-
ìåíüøóþ êâàäðàòè÷íóþ íîðìó, êîòîðàÿ, êàê âèäíî èç ñèñòåìû (1.9), ðàâíà åäèíèöå, ïî-
ýòîìó çàäà÷à (1.9), (1.10) ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà äàæå â ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå, êîãäà
êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè k ðàâåí íóëþ.

Çàäà÷à (1.9), (1.10) èíòåãðèðîâàëàñü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè â ñëó÷àå èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ
ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòàíò [7]: E = 1ÃÏà, Et = 0 , σ0

y = 10ÌÏà. Äèàãðàììà îäíîîñíîãî
ðàñòÿæåíèÿ âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
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2. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ñèñòåìû êîíå÷íîýëåìåíòíûõ óðàâíåíèé

Ïðåäëîæåííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè îäíîìåðíîé çàäà÷è ïîëîæåíà â îñíîâó
÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèè òåë èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà â ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé êâàçèñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ïî-
ñëå äèñêðåòèçàöèè ÌÊÝ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì çàïèøåòñÿ â âèäå [1], [4]

KU̇ = Ṙ. (2.1)

Çäåñü K = ||kij|| � ñèììåòðè÷íàÿ êàñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè ïîðÿäêà n ; U =
(u1, u2, . . . , un)

T � âåêòîð óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé; R � âåêòîð âíåøíèõ ñèë. Îñòàëüíûå
îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïðèíÿòûìè ðàíåå. Ñèñòåìó ÎÄÓ ñëåäóåò ðåøàòü ïðè íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ

U(0) = U0. (2.2)

Â [1] ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, îáîáùàþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.1), (1.2)
äëÿ îäíîîñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíÿ íà ïðîñòðàíñòâåííûå òåëà, â ñèëó ÷åãî ìàòðèöà
K = K(U̇) , ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (2.1), (2.2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ÎÄÓ.

Ïóñòü âåêòîð âíåøíèõ ñèë R çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà P , õàðàêòåðèçóþùåãî
èíòåíñèâíîñòü äåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë:

R = PF. (2.3)

Çäåñü âåêòîð F = (F1, F2, . . . , Fn)
T õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå âíåøíèõ ñèë. Ñ ó÷å-

òîì (2.3) ñèñòåìó (2.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

KU̇ = ṖF. (2.4)

Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà (ïàðàìåòð P ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Plim ) ñîîòâåòñòâóåò âûðîæ-
äåíèþ ìàòðèöû K . Ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ òåëà èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíîé íà÷àëüíîé
çàäà÷è (2.4), (2.2) â îêðåòíîñòè ïðåäåëüíûõ íàãðóçîê ðàáîòàòü íå áóäóò.

Ïðîâåäåì ðåãóëÿðèçàöèþ çàäà÷è (2.4), (2.2), èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûé àëãîðèòì
äëÿ îäíîîñíîãî ñëó÷àÿ. Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.4), ïðåîáðàçîâàííóþ ê íàèëó÷øåìó
àðãóìåíòó λ , ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

K
dU

dλ
=
dP

dλ
F. (2.5)

Àðãóìåíò λ , êàê ýëåìåíò äëèíû äóãè èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è (2.4), (2.2), äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó (

dU

dλ

)T
dU

dλ
+

(
dP

dλ

)2

= 1. (2.6)

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.5), ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Êðàìå-
ðà, áóäåò èìåòü âèä

dui
dλ

=
∆i

∆

dP

dλ
, i = 1, 2, . . . , n. (2.7)

Çäåñü ∆ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû K ; ∆i � îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåìûé èç îïðåäåëèòåëÿ
∆ , ïîñëå çàìåíû â íåì i � ãî ñòîëáöà âåêòîð-ñòîëáöîì F .
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (2.7), ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.5), (2.6) ìîæåò áûòü ðàç-
ðåøåíà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ è ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðåîáðàçîâàííóþ
ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó

dui
dλ

= ± ∆i√√√√ n∑
i=1

∆2
i +∆2

, dP
dλ

= ± ∆√√√√ n∑
i=1

∆2
i +∆2

,

i = 1, 2, . . . , n.

(2.8)

Åñëè àðãóìåíò λ îòñ÷èòûâàòü îò íà÷àëüíîé òî÷êè çàäà÷è (2.4), (2.2) è íàãðóæåíèå
òåëà ïðîèñõîäèò èç íåäåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òî ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.8) íàäî èí-
òåãðèðîâàòü ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

U(0) = U0, P (0) = 0. (2.9)

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (2.8), (2.9) âûãîäíî îòëè-
÷àåòñÿ îò íåïðåîáðàçîâàííîé íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1), (2.2). Â ñàìîì äåëå, â âûðîæäåíîì
ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ∆ êàñàòåëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè K ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó çàäà-
÷ó (2.1), (2.2) íåâîçìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè è, ñëåäîâàòåëüíî,
÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à ëèøåíà ýòîãî íåäîñòàòêà. Èç ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (2.8) âèäíî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè åå íå òåðÿþò ñìûñë è â òîì ñëó÷àå, êîãäà
îïðåäåëèòåëü ∆ îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Ïîÿñíèì ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì áóäåò ðàáîòîñïîñîáíûì. Äëÿ
ýòîãî íàðÿäó ñ ìàòðèöåé æåñòêîñòè K ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó K ,
ïîëó÷àþùóþñÿ, åñëè ê ìàòðèöå K ïðèïèñàòü ñïðàâà âåêòîð-ñòîëáåö F , ò.å. K = (KF ) .
Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà ìàòðèöà K âûðîæäàåòñÿ è åå ðàíã ñòàíîâèòñÿ
ðàâíûì íå n , à r < n . Òàêàÿ òî÷êà íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ îñîáîé.

Åñëè âåêòîð-ñòîëáåö F áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìûì ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû K , òî ðàíã
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû òîæå áóäåò ðàâåí r , ò.å.

rank(K) = rank(K) = r.

Åñëè âåêòîð-ñòîëáåö F áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû K , òî ðàíã
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áóäåò ðàâåí r + 1 , ò.å.

rank(K) = rank(K) + 1 = r + 1.

Â íàøåì ñëó÷àå ïðè äîñòèæåíèè ïðåäåëüíîé íàãðóçêè P = Plim òåëà èç èäåàëüíîãî
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ìàòðèöà K âûðîæäàåòñÿ è åå ðàíã ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì
íå n , à n−1 . Åñëè âåêòîð-ñòîëáåö F áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû
K , òî ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áóäåò ðàâåí n , ò.å.

rank(K) = rank(K) + 1 = n.

Òàêàÿ òî÷êà íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé. Â ýòîì
ñëó÷àå ñðåäè îïðåäåëèòåëåé ∆i, i = 1, 2, . . . , n íàéäåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí îïðå-
äåëèòåëü îòëè÷íûé îò íóëÿ è ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à (2.8), (2.9) ìîæåò áûòü óñïåøíî
ïðîèíòåãðèðîâàíà ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ ÎÄÓ.

Åñëè âåêòîð-ñòîëáåö F áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìûì ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû K , òî ðàíã
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áóäåò òîæå ðàâåí n− 1 , ò.å.

rank(K) = rank(K) = n− 1.
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Òàêàÿ òî÷êà íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû ÎÄÓ (2.8) òåðÿþò ñìûñë è ÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü óæå
íå óäàñòñÿ äàæå çàäà÷ó, ïðåîáðàçîâàííóþ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó (2.8), (2.9), îäíàêî
ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåâàòü òàêæå
òî÷êè òàêèõ òèïîâ, íî àëãîðèòì èõ ïðîõîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì.

3. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ðåãóëÿðèçàöèè

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ, èçãîòîâ-
ëåííîãî èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, âîñïîëüçóåìñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé,
ïðåäëîæåííîé âûøå.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.4), çàïèñàííàÿ â ðàçâåðíóòîì âèäå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì

k


k11 k12 . . . k1n
k21 k22 . . . k2n
...

...
. . .

...
kn1 kn2 . . . knn



u̇1
u̇2
...
u̇n

 =


1
1
...
1

 Ṗ . (3.1)

Çäåñü k , ââåäåííûé ðàíåå êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè. Êîýôôèöèåíòû kij
âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì

kij =

xj∫
xj−1

Ni(x)
dNj(x)

dx
dx+

xj+1∫
xj

Ni(x)
dNj(x)

dx
dx,

ãäå áàçèñíûå ôóíêöèè Nm(x) ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûìè è èìåþò âèä

Nm(x) =


x− xm−1
xm − xm−1

, x ∈ [xm−1,xm ];
xm+1 − x
xm+1 − xm

, x ∈ [xm, xm+1];

0, x < xm−1

∪
x > xm+1.

Ñèñòåìó ÎÄÓ (3.1) ñëåäóåò ðåøàòü ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

ui(0) = ui0, i = 1, 2, . . . , n. (3.2)

Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (3.1), (3.2) äëÿ èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ
ñèíãóëÿðíîé ïðè äîñòèæåíèè óñèëèåì P ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè k ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå. Ñîãëàñíî àëãîðèòìó
ðåãóëÿðèçàöèè ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó ÎÄÓ (3.1) ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó λ , ïåðåïèñàâ åå
â âèäå 

k11 k12 . . . k1n
k21 k22 . . . k2n
...

...
. . .

...
kn1 kn2 . . . knn



du1/dλ
du2/dλ

...
dun/dλ

 =
1

k


1
1
...
1

 dPdλ . (3.3)

Àðãóìåíò λ , êàê ýëåìåíò äëèíû äóãè èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è (3.1), (3.2), äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó

n∑
i=1

(
dui
dλ

)2

+

(
dP

dλ

)2

= 1. (3.4)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



18 Å. Á. Êóçíåöîâ

Ðåøåíèå ñèñòåìû, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ óðàâíåíèé (3.3), ïîëó÷åííîå
ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dui
dλ

=
1

k

∆i

∆

dP

dλ
, i = 1, 2, . . . , n. (3.5)

Çäåñü ∆ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3); ∆i � îïðåäåëèòåëü, ïîëó-
÷àåìûé èç îïðåäåëèòåëÿ ∆ , ïîñëå çàìåíû â íåì i � ãî ñòîëáöà âåêòîð-ñòîëáöîì, ñîñòîÿ-
ùèì èç åäèíèö.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (3.5), ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.3), (3.4) ìîæåò áûòü ðàç-
ðåøåíà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ è ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðåîáðàçîâàííóþ
ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó

dui
dλ

= ± ∆i√√√√ n∑
i=1

∆2
i + k2∆2

, dP
dλ

= ± k∆√√√√ n∑
i=1

∆2
i + k2∆2

,

i = 1, 2, . . . , n,

(3.6)

êîòîðóþ íóæíî ðåøàòü ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

ui(0) = ui0, P (0) = P0, i = 1, 2, . . . , n. (3.7)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àðãóìåíò λ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè çàäà÷è (3.1),
(3.2).

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (3.6), (3.7) âûãîäíî îòëè-
÷àåòñÿ îò íåïðåîáðàçîâàííîé íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.1), (3.2). Â ñàìîì äåëå, â âûðîæäåíîì
ñëó÷àå çàäà÷à (3.1), (3.2) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé è åå íåâîçìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê íîðìàëü-
íîé ôîðìå Êîøè è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à
ëèøåíà ýòîãî íåäîñòàòêà. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.6) âèäíî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè åå íå òå-
ðÿþò ñìûñë è â òîì ñëó÷àå, êîãäà êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè k ïðèíèìàåò
íóëåâîå çíà÷åíèå, à çíà÷èò ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì ïðîèíòåãðèðîâàíà.

Ïðàâèëî Êðàìåðà ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíûì ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè, îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3) ìîæíî ïðèìåíèòü ëþáîé ÷èñ-
ëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ñàìîì äåëå, åñëè
â ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.3) ïîëîæèòü k = dP/dλ = 1 , òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷åí-
íîå ëþáûì ìåòîäîì, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå dui/dλ = ki, i = 1, 2, . . . , n . Òîãäà, â ñèëó
ëèíåéíîñòè, ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3) ïðèìåò âèä

dui
dλ

=
ki
k

dP

dλ
, i = 1, 2, . . . , n. (3.8)

Ó÷èòûâàÿ ñìûñë íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà λ , ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðåîáðàçî-
âàííóþ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó

dui
dλ

= ± ki√√√√ n∑
i=1

k2i + k2

, dP
dλ

= ± 1√√√√ n∑
i=1

k2i + k2

,

i = 1, 2, . . . , n,

(3.9)

êîòîðóþ ñëåäóåò ðåøàòü ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3.7).
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Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà èññëåäóåì çàäà÷ó, ðàññìîòðåííóþ â [1], ò.å. èçó÷èì ðàñòÿ-
æåíèå ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ äëèíîé 0.1ì, êâàäðàòíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ñòîðîíà
êâàäðàòà ðàâíà 0.01ì). Îäèí êîíåö ñòåðæíÿ çàùåìëåí, à ê ñâîáîäíîìó êîíöó ïðèëîæåíà
ñèëà P . Ñòåðæåíü èçãîòîâëåí èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ ìåõà-
íè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè E = 1ÃÏà, Et = 0 , σ0

y = 10ÌÏà. Ðåøåíèå äëÿ ñòåðæíåâîé
(îäíîìåðíîé) ìîäåëè ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìû Áóáíîâà - Ãàëåðêèíà ÌÊÝ, ïðè ýòîì
ñòåðæåíü âäîëü ñâîåé îñè ðàçáèâàåòñÿ íà äåñÿòü ýëåìåíòîâ, ò.å. n = 10 . Ðåøåíèå ëèíåé-
íîé çàäà÷è (3.3) îòûñêèâàëîñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãàóññà, à íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (3.9), (3.7)
ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èíòåãðèðîâàëàñü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Äèàãðàììà îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðå-
øåíèè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èè îò àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå
[1], íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ îðãàíèçîâûâàòü íå òðåáóåòñÿ.

4. Ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûé ñëó÷àé

Èçó÷èì çàäà÷ó èç ï.1 î êâàçèñòàòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ èç èäå-
àëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Ñîõðà-
íèì îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ï.1. Ïîâåäåíèå ñòåðæíÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.4), êî-
òîðîå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó λ , ïðèìåò âèä (1.9). Ïîñëå ðåøåíèÿ
íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.9), (1.10), ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèè ε ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðåìåùåíèé u òî÷åê ñòåðæíÿ. Äëÿ ýòîãî, ñîãëàñíî ïîäõîäà Ëàãðàíæà,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

ε =
du

dx
+

1

2

(
du

dx

)2

. (4.1)

Óðàâíåíèå (4.1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé du
dx

, ðå-
øàÿ êîòîðîå ïîëó÷àåì ñëåäóþøèå çíà÷åíèÿ

du

dx
= −1±

√
1 + 2ε.

Çíàê ìèíóñ â ýòîì ðàâåíñòâå íå ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó çàäà÷è, ïîýòîìó
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

du

dx
= −1 +

√
1 + 2ε. (4.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñòåðæåíü èìåë íóëåâûå ïåðåìåùåíèÿ, èíòåãðèðóÿ
ðàâåíñòâî (4.2), ïîëó÷àåì

u(x) = (−1 +
√
1 + 2ε)x. (4.3)

Åñëè äî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæåíü èìåë äëèíó, ðàâíóþ l , òî ñîãëàñíî (4.3), ïåðåìå-
ùåíèå åãî ñâîáîäíîãî êîíöà áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

u(l) = (−1 +
√
1 + 2ε)l.

Â îáùåì æå ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ÌÊÝ. Ñ ó÷åòîì
íåëèíåéíîãî ðàâåíñòâà (4.1), óðàâíåíèå (1.7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(

1 +
du

dx

)
d

dλ

du

dx
=

1

k

dP

dλ
. (4.4)
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Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê çàäà÷å (4.4) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ÌÊÝ, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé òèïà (3.3), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ, íî
êîýôôèöèåíòû åå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåùåíèé. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó ïîëó÷èì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó, èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîé ïîçâîëèò
îïðåäåëèòü ïåðåìåùåíèÿ â ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîì ñëó÷àå.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå äàí àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷ î äåôîðìèðîâàíèè òåë, èçãîòîâëåííûõ èç
èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà â ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Â îñíîâå ïîäõîäà
ëåæèò ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó [6], [7], êîòîðûì ÿâëÿåò-
ñÿ äëèíà äóãè èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñèíãóëÿðíîé
çàäà÷è ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó, çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ðåãóëÿðíîé è ìîæåò áûòü óñïåøíî
ïðîèíòåãðèðîâàíà. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èè îò àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [1], íèêà-
êèõ äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ îðãàíèçîâûâàòü íå òðåáóåòñÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïpè ôèíàíñîâîé ïîääåpæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 10-08-00013) è öåëåâîé ïðîãðàììû Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è
íàóêè ÐÔ 2.1.1/5267.
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Passage of the limit states of elasticoplastic bodies
c⃝ E. B. Kuznetsov2

Abstract. The problem of quasi static deformation of elasticoplastic bodies is considered. After
using of method of �nite elements the problem of equilibrium states determination is reduced to the
system of nonlinear ordinary di�erential equations. At the limit state ideal elasticoplastic bodies
the problem is singular. The method of solution continuation with respect to the best parameter
is used as regularizing.

Key Words: limit state, method of continuation, the best parameter, �nite element.
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