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Аннотация. Данная работа посвящена построению энергетической функции — глад-
кой функции Ляпунова, множество критических точек которой совпадает с цепно-
рекуррентным множеством динамической системы — для каскада, который являет-
ся прямым произведением двух систем. Один из сомножителей представляет собой
структурно устойчивый диффеоморфизм на двумерном торе, неблуждающее множе-
ство которого состоит из нульмерного нетривиального базисного множества без пар
сопряженных точек и неподвижных источника и стока, а второй является тождествен-
ным отображением на вещественной прямой. Ранее было доказано, что если неблуж-
дающее множество динамической системы содержит нульмерное базисное множество,
как у рассматриваемого диффеоморфизма, то такая система не обладает энергетиче-
ской функцией, а именно любая функция Ляпунова будет иметь критические точки
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of conjugated points and without fixed source and sink, and the second one is an identical
mapping on a real axis. It was previously proved that if a non-wandering set of a dynamical
system contains a zero-dimensional basic set, as the diffeomorphism under consideration has,
then such a system does not have an energy function, namely, any Lyapunov function will
have critical points outside the chain-recurrent set. For an identical mapping, the energy
function is a constant on the entire real line. In this paper, it is shown that the absence of an
energy function for one of the multipliers is not a sufficient condition for the absence of such
a function for the direct product of dynamical systems, that is, in some cases it is possible to
select the second cascade in such a way that the direct product will have an energy function.
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1. Введение

Хорошо известно, что дискретные динамические системы, в отличие от непрерыв-
ных, не всегда обладают энергетической функцией – гладкой функцией Ляпунова, мно-
жество критических точек которой совпадает с цепно-рекуррентным множеством ди-
намической системы. На сегодняшний день критерий существования такой функции не
известен. Еще в 1977 г. Д. Пикстон построил пример диффеоморфизма Морса-Смейла,
не обладающего энергетической функцией. Позднее был найден класс каскадов с хао-
тической гиперболической динамикой, у которых нет энергетической функции.

Пусть M — гладкое n-многообразие и f : M → M — диффеоморфизм с цепно-
рекуррентным1 множеством Rf . Функцией Ляпунова [1] для каскада f : M → M на-
зывается непрерывная функция ϕ : M → R, обладающая следующими свойствами:

M.K. Barinova, E.K. Shustova. Energy function for direct products of discrete dynamical systems
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1) если x /∈ Rf , то ϕ(x) > ϕ(f(x)), т. е. функция Ляпунова убывает вдоль орбит вне
цепно-рекуррентного множества;

2) если x, y ∈ Rf , то ϕ(x) = ϕ(y) тогда и только тогда, когда x ∼ y;

3) ϕ(Rf ) — нигде не плотное подмножество R.

В силу результатов Ч. Конли [1] такая функция существует для любой динамиче-
ской системы, а сам факт существования носит название «Фундаментальная теорема
динамических систем». Гладкая функция Ляпунова, множество критических точек2

которой совпадает с цепно рекуррентным множеством системы, называется энергети-
ческой функцией [2] .

Вопросом существования энергетических функций занимались К. Мейер [2],
С. Смейл [3], Дж. Фрэнкс [4], M. Шуб [5], Ф. Такенс [6]. На настоящий момент из-
вестно, что энергетическая функция есть у любого потока, заданного на замкнутой
поверхности ([4]). Для дискретных динамических систем выделено несколько классов
каскадов, обладающих энергетической функцией, как с регулярной динамикой, так и
с хаотической [7–9]. Также были найдены классы диффеоморфизмов, у которых не су-
ществует энергетических функций [10–11]. Более подробную информацию по данной
тематике можно найти в обзоре [12].

Пусть M =M1×M2, где M1 и M2 — гладкие многообразия. Тогда диффеоморфизм
f : M → M называется прямым произведением диффеоморфизмов f1 : M1 → M1

и f2 : M2 → M2 и обозначается f = f1 × f2, если f(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2)), где xi ∈
∈Mi. Многие свойства динамических систем переносятся на их прямые произведения,
например, если диффеоморфизмы f1 и f2 структурно устойчивые или Ω-устойчивые3,
то и f является таковым [13]. Также, если каскады f1 и f2 обладают энергетическими
функциями и хотя бы у одного из них конечное число цепных компонент, то и у f есть
энергетическая функция.

Рассмотрим прямое произведение структурно устойчивого диффеоморфизма f1 :
T2 → T2, заданного на двумерном торе T2, неблуждающее множество которого содер-
жит нульмерное нетривиальное базисное множество без пар сопряженных точек (более
подробное описание диффеоморфизма f1 будет дано в разделе 2.), и тождественного
диффеоморфизма f2 = Id : R → R. Из работы [11] следует факт отсутствия энергетиче-
ской функции у диффеоморфизма f1, а энергетическая функция для диффеоморфизма
f2 — константа на R. Таким образом, сформулируем следующую теорему.

Т е о р е м а 1.1. Пусть f1 — структурно устойчивый диффеоморфизм дву-
мерного тора, неблуждающее множество которого состоит из источника, стока и
нульмерного базисного множества без пар сопряженных точек. Тогда существует

1ε-цепью длины n, соединяющей точку x с точкой y для каскада f : M → M называется последо-
вательность x = x0, . . . , xn = y точек в M такая, что d(f(xi−1), xi) < ε для 1 6 i 6 n. Точка x ∈ M

называется цепно рекуррентной для каскада f , если для любого ε > 0 существует n, зависящее от ε,
и ε-цепь длины n, соединяющая точку x c ней самой. На множестве Rf можно ввести отношение эк-
вивалентности ∼ следующим образом: x ∼ y тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 существует
ε-цепь, соединяющая точку x c точкой y, и ε-цепь, соединяющая точку y c точкой x. Две такие точки
называются цепно эквивалентными, класс эквивалентности называется цепной компонентой, множе-
ство всех цепно рекуррентных точек называется цепно-рекуррентным множеством и обозначается
Rf .

2Точка x ∈ M называется критической для функции ϕ : M → R, если ∇ϕ(x) = 0.
3Структурная устойчивость ограничений систем на неблуждающие множества называется Ω-

устойчивостью.
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диффеоморфизм f2 такой, что прямое произведение f1 × f2 обладает энергетической
функцией.

2. Диффеоморфизм с нульмерным базисным множеством

В данном разделе мы опишем пример диффеоморфизма с нульмерным нетривиаль-
ным базисным множеством без пар сопряженных точек и приведем некоторые свойства
таких диффеоморфизмов.

Рассмотрим диффеоморфизм Аносова fA : T2 → T2, индуцированный линейным
отображением плоскости LA : R2 → R

2, заданным с помощью гиперболической матри-
цы A ∈ GL(2,Z) с собственными значениями λ и 1/λ, где λ > 1.

Выберем две различные неподвижные точки p и q диффеоморфизма fA (если fA не
имеет двух неподвижных точек, достаточно рассмотреть в качестве матрицы A некото-
рую ее степень). Чтобы получить диффеоморфизм f1 с нульмерным седловым базис-
ным множеством, проведем «хирургические операции Смейла» [3] в непересекающихся
окрестностях Up и Uq неподвижных точек p и q таким образом, чтобы в результате в
Up получился гиперболический источник α, а в Uq — гиперболический сток ω. Кроме α
и ω цепно-рекуррентное множество диффеоморфизма f1 будет содержать нульмерное
седловое множество Σ без пар сопряженных точек4. Множество Σ при этом будет иметь
локальную структуру прямого произведения канторовского множества на самого себя
(см. рис. 2.1).

α 

ω

Рис. 2.1. Диффеоморфизм с нульмерным нетривиальным базисным
множеством

Fig. 2.1. Diffeomorphism with a zero-dimensional nontrivial basic set

Каскады с такой динамикой изучались в работе [8]. Приведем некоторые свойства
диффеоморфизма f1. При таком построении цепно-рекуррентное множество Rf явля-
ется гиперболическим. Более того, диффеоморфизм f1 будет структурно устойчивым
[12]. Для каждой точки x ∈ T2 можно определить устойчивое и неустойчивое многооб-
разия W s

x и Wu
x следующим образом:

W s
x = {y ∈ T

2 | lim
n→+∞

d(fn(x), fn(y)) = 0},

Wu
x = {y ∈ T

2 | lim
n→+∞

d(f−n(x), f−n(y)) = 0}.

Из теоремы о спектральном разложении [14] следует, что

T
2 =Wu

α ∪W
u

Σ =W s
ω ∪W

s

Σ.

4Различные точки x, y ∈ Λ называются парой сопряженных точек, если (x, y) ∈ (W s
x∩Wu

y ), (x, y)s∩
Λ = ∅ и (x, y)u∩ ∩Λ = ∅, где Λ – базисные множества.

M.K. Barinova, E.K. Shustova. Energy function for direct products of discrete dynamical systems



Журнал Средневолжского математического общества. 2023. Т. 25, № 2. 15

В силу фундаментальной теоремы динамических систем Ч. Конли данная система
обладает функцией Ляпунова. Однако в работе [11] было доказано, что f1 не обладает
энергетической функцией, т. е. множество критических точек любой функции Ляпуно-
ва для данного диффеоморфизма не совпадает с цепно-рекуррентным множеством.

3. Построение энергетической функции

Рассмотрим прямое произведение диффеоморфизма f1 : T2 → T
2 на тождественный

диффеоморфизм f2 = Id : R → R. В данном разделе мы построим энергетическую
функцию для диффеоморфизма f = f1 × f2 : M → M , где M = T2 × R. Для удобства
мы будем использовать в качестве обозначения точки на многообразии M либо символ
a, либо (t, z), подразумевая, что a = (t, z), a ∈M , t ∈ T2, z ∈ R.

Напомним, что цепно-рекуррентное множество диффеоморфизма f1 состоит из ис-
точника α, стока ω и нульмерного седлового множества Σ, а у диффеоморфизма f2
всего одна цепная компонента, совпадающая с R. Тогда цепные компоненты прямого
произведения f = f1 × f2 — это α×R, ω ×R и Σ×R, обозначим их через Rα, Rω и RΣ

соответственно. Положим также W s
Rα

=W s
α × R, W s

Rω
=W s

ω × R и W s
RΣ

=W s
Σ × R.

Построение энергетической функции разобьем на 3 шага.

3.1. Шаг 1

Сначала построим гладкую функцию Φ :M → [0, 1] со следующими свойствами:

1) Φ|Wu
Rα

является энергетической функцией для ограничения диффеоморфизма f
на Wu

Rα
;

2) Φ(a) = 1 для всех a ∈ Rα;

3) Φ(a) = 0 для всех a ∈W
u

RΣ
.

4) Функция Φ(a) не зависит от z, где a = (t, z), t ∈ T2, z ∈ R.

Пусть hα : Wu
α → R2 — диффеоморфизм, сопрягающий f1|Wu

α
с линейным растяже-

нием плоскости Lα : R2 → R2, L(x, y) = (λx, λy), то есть hα ◦ f = Lα ◦ hα.
Функция ϕLα

: R2 → [0, 1], определенная формулой

ϕLα
(x, y) =




1− x2 − y2, x2 + y2 6 1/4,
3

4
e(1−4x2−4y2)/3, x2 + y2 > 1/4,

является энергетической функцией для диффеоморфизма Lα. Тогда функция ϕcont :
T
2 → [0, 1]

ϕcont(t) =

{
ϕLα

◦ hα, t ∈ Wu
α ,

0, иначе,

будет энергетической функцией для f1|Wu
α

и непрерывной на всём T2. По [8, Лемма 5]
существует функция uα : [0, 1] → [0, 1] такая, что ϕ = uα ◦ ϕcont — энергетическая
функция для f1|Wu

α
, но уже гладкая на всём T2 (см. рисунок 3.1).
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α 

ω

Рис. 3.1. График функции ϕ : T2 → [0, 1]

Fig. 3.1. Function ϕ : T2 → [0, 1]

Тогда функция Φ(t, z) = ϕ(t) для всех t ∈ T2 и z ∈ R — искомая.

3.2. Шаг 2

Построим гладкую функцию Ψ :M → [0, 1] со следующими свойствами:

1) Ψ|W s
Rω

— энергетическая функция для f |W s
Rω

;

2) Ψ(a) = 0 для всех a ∈ Rω;

3) Ψ(a) = 1 для всех a ∈ W
s

RΣ
;

4) Ψ′
z(t, z) 6= 0 для всех (t, z) ∈W s

Rω
\Rω.

Пусть hshift : W s
Rω

\ Rω → S1 × R × R = S1 × R2 — диффеоморфизм, такой что
hshift ◦ (f1 × f2) = (Lshift × f2) ◦ hshift, где Lshift : (s, x) → (s, x − 1) для всех s ∈ S1 и
x ∈ R. Рассмотрим расслоение R2 на кривые вида lc = {(x, y) ∈ R

2 |x ∈ (c−1, c+ 1), y =

= tg
π(x− c)

2
} и функцию ψ : S1 × R2 → [0, 1], определенную формулой ψ(s, x, y) =

=
1

2
+

1

π
arctg c, s ∈ S1, (x, y) ∈ lc (см. Рис. 3.2).

Непосредственно проверяется, что функция ψ — энергетическая для диффеомор-
физма Lshift × f2. Тогда функция ψcont : M → [0, 1]

ψcont(a) =





ψ ◦ hshift, a ∈W s
Rω

\Rω,

0, a ∈ Rω,

1, иначе

будет энергетической функцией для f |W s
Rω

и непрерывной на M . Действительно, мно-
жество W s

Rω
содержит единственную цепную компоненту Rω и Ψ(a) = 0 для всех

a ∈ Rω. Теперь покажем убывание вдоль траектории вне цепно рекуррентного мно-
жества, т. е. если a /∈ Rω, то ψcont(a) > ψcont(f(a)).

• ψcont(a) = ψ(hshift(a)) = ψ(s, x, y), где hshift(a) = (s, x, y);

• ψcont(f(a)) = ψcont(hshift(f(a))) = ψ((Lshift × f2)(hshift(a))) = ψ((Lshift×
×f2)(s, x, y)) = ψ(Lshift(s, x), f2(y)) = ψ(s, x− 1, y);

• ψ(s, x, y) > ψ(s, x − 1, y), т. к. ψ(s, x, y) = 1
2 + 1

π arctg c1, где c1 = x − 2
π arctg y, и

ψ(s, x− 1, y) = 1
2 + 1

π arctg c2, где c2 = x− 1− 2
π arctg y. Отсюда c1 > c2.

M.K. Barinova, E.K. Shustova. Energy function for direct products of discrete dynamical systems



Журнал Средневолжского математического общества. 2023. Т. 25, № 2. 17

ω

Рис. 3.2. Линии уровня функции ψ : S1 × R
2 → [0, 1] в множестве R

3 \Oz, если
точка (s, x, y) ∈ S1 × R

2 соответствует точке (λx, 2πs, y) ∈ R
3 \Oz

в цилиндрических координатах

Fig. 3.2. Curve lines of the fuction ψ : S1 × R
2 → [0, 1] in the set R

3 \Oz if the
point (s, x, y) ∈ S1 × R

2 corresponds to the point (λx, 2πs, y) ∈ R
3 \Oz in

cylindrical coordinates

Таким образом, функция ψcont|W s
Rω

убывает вдоль траекторий вне цепно рекуррент-
ного множества диффеоморфизма f |W s

Rω
.

Из [8] следует, что существует функция uω : [0, 1] → [0, 1], такая что Ψ = uω ◦ ψcont

будет энергетической функцией для f |W s
Rω

и гладкой на M . Заметим, что uω′(x) = 0 то-
гда и только тогда, когда x ∈ {0, 1}. Для того, чтобы Ψ оказалась искомой, необходимо
проверить выполнение пункта 4, т. е. то, что Ψ′

z(t, z) 6= 0 для всех (t, z) ∈ W s
Rω

\Rω.

Ψ′
z(t, z) = (uω ◦ ψcont(t, z))

′
z = uω

′ψcont
′
z(t, z) = uω

′ψ′
y(s, x, y) = uω

′(
1

2
+

1

π
arctg(x −

2

π
arctg(y)))′y = uω

′ 1

π
·

1

1 + (x−
2

π
arctg(y))2

· (−
2

π
) ·

1

1 + y2
6= 0 для всех (t, z) ∈W s

Rω
\Rω.

3.3. Шаг 3

Докажем, что функция Θ = Φ+Ψ — энергетическая для диффеоморфизма f . Для
этого проверим выполнение следующих условий:

1) Θ — функция Ляпунова для f ;

2) Θ — гладкая;
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3) Множество критических точек Cr(Θ) совпадает с цепно-рекуррентным множе-
ством диффеоморфизма f × g.

Напомним, что цепно рекуррентное множество Rf диффеоморфизма f состоит из
из трех цепных компонент Rω , Rα и RΣ. Для удобства будем использовать следующие
обозначения: BRω

=W s
Rω

\Rω, BRα
=Wu

Rα
\Rα. Тогда M = Rα⊔Rω⊔RΣ⊔(BRα

∪BRω
).

Заметим, что BRα
∩BRω

6= ∅.
1. Докажем сначала убывание вдоль траекторий вне цепно рекуррентного множе-

ства. Если a /∈ Rf , то либо a ∈ BRω
, либо a ∈ BRα

. В первом случае Φ(a) > Φ(f(a)),
а Ψ(a) > Ψ(f(a)). Во втором случае Φ(a) > Φ(f(a)), а Ψ(a) > Ψ(f(a)). Таким образом,
если a /∈ Rf , то Θ(a) > Θ(f(a)).

Заметим, что по построению Θ(Rω) = 0, Θ(Rα) = 2 и Θ(RΣ) = 1.
2. Функция Θ – гладкая как линейная комбинация гладких функций.
3. Покажем, что градиент функции Θ обращается в ноль только в цепно-

рекуррентных точках.
По построению, функция Φ(t, z) = ϕ(t), где t ∈ T2, т. е. она не зависит от координаты

z и Φ(t, z)′z = 0 для любого z ∈ R, а значит, ее градиент имеет вид: grad Φ(t, z) =
(grad ϕ(t), 0), где grad ϕ(t) 6= 0 тогда и только тогда, когда t ∈ Wu

α \ α, а значит,
grad Φ(t, z) 6= 0 тогда и только тогда, когда (t, z) ∈ BRα

. Конструкция функции Ψ(t, z)
такова, что grad Ψ(t, z) 6= 0 и Ψ′

z(t, z) 6= 0 тогда и только тогда, когда (t, z) ∈ BRω
.

Очевидно, что если (t, z) ∈ Rf , то grad Θ(t, z) = grad Φ(t, z)+grad Ψ(t, z) = 0. Пусть
теперь (t, z) /∈ Rf . Тогда может быть один из трех вариантов:

• (t, z) ∈ BRα
\BRω

, тогда grad Φ(t, z) 6= 0, grad Ψ(t, z) = 0, а значит, grad Θ(t, z) 6= 0;

• (t, z) ∈ BRω
\BRα

, тогда grad Φ(t, z) = 0, grad Ψ(t, z) 6= 0, а значит, grad Θ(t, z) 6= 0;

• (t, z) ∈ BRω
∩BRα

, тогда Φ′
z(t, z) = 0, Ψ′

z 6= 0, а значит, grad Θ(t, z) 6= 0.

Таким образом, Θ — энергетическая функция для диффеоморфизма f .

4. Заключительные замечания

Энергетическую функцию в данном примере удается построить за счет того, что
цепно-рекуррентное множество для тождественного диффеоморфизма — это вся дей-
ствительная прямая. В действительности вместо f2 можно использовать любой диф-
феоморфизм с таким свойством, например, f2(x) = −x. Возникает вопрос, какими
свойствами должен обладать диффеоморфизм f2, чтобы для прямого произведения
f1×f2 не существовало энергетической функции, при условии, что диффеоморфизм f1
ее не имеет. Имеет место следующая гипотеза: диффеоморфизм f2 должен иметь хотя
бы одну компактную цепную компоненту.
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О глобальных экстремумах степенных функций

Такаги

О.Е. Галкин, С.Ю. Галкина, А. А. Тронов

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»
(г. Нижний Новгород, Российская Федерация)

Аннотация. Степенные функции Такаги Sp по конструкции аналогичны непрерывной,
но нигде не дифференцируемой функции Такаги, описанной в 1903 г. Функции Sp имеют
один вещественный параметр p > 0 и задаются на числовой прямой с помощью ряда
Sp(x) =

∑
∞

n=0
(S0(2

nx)/2n)p, где S0(x) — расстояние между точкой x ∈ R и ближайшей
к ней целой точкой. Мы показываем, что при любом p > 0 функции Sp на R являются
всюду непрерывными, но нигде не дифференцируемыми. Далее для степенных функций
Такаги мы выводим функциональные уравнения. С их помощью можно, в частности,
вычислять значения Sp(x) в рациональных точках x. Кроме того, при всех значениях
параметра p из интервала (0; 1) мы находим глобальные экстремумы функций Sp, а
также точки, где они достигаются. При этом оказывается, что глобальный максимум
функций Sp равен 2p/(3p(2p − 1)) и достигается только в точках вида (q + 1/3) и (q +
2/3), где q — произвольное целое число. Глобальный минимум функций Sp равен 0 и
достигается только в целых точках. Используя результаты о глобальных экстремумах,
мы получаем двусторонние оценки для функций Sp и находим точки, в которых эти
оценки достигаются.

Ключевые слова: степенная функция Такаги, непрерывность, нигде не дифференци-
руемость, функциональные уравнения, глобальный экстремум
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On global extrema of power Takagi functions
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National Research University «Higher School of Economics» (Nizhny Novgorod,
Russian Federation)

Abstract. By construction, power Takagi functions Sp are similar to Takagi’s continuous
nowhere differentiable function described in 1903. These real-valued functions Sp(x) have
one real parameter p > 0. They are defined on the real axis R by the series Sp(x) =∑

∞

n=0
(S0(2

nx)/2n)p, where S0(x) is the distance from real number x to the nearest integer
number. We show that for every p > 0, the functions Sp are everywhere continuous, but
nowhere differentiable on R. Next, we derive functional equations for Takagi power functions.
With these, it is possible, in particular, to calculate the values Sp(x) at rational points x. In
addition, for all values of the parameter p from the interval (0; 1), we find the global extrema
of the functions Sp, as well as the points where they are reached. It turns out that the global
maximum of Sp equals to 2p/(3p(2p − 1)) and is reached only at points q+1/3 and q+2/3,
where q is an arbitrary integer. The global minimum of the functions Sp equals to 0 and
is reached only at integer points. Using the results on global extremes, we obtain two-sided
estimates for the functions Sp and find the points at which these estimates are reached.
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1. Введение

Данная статья посвящена изучению степенных функций Такаги Sp(x). Эти функции
по конструкции аналогичны непрерывной, но нигде не дифференцируемой функции
Такаги T (x), описанной в 1903 г. в работе [1]. Они имеют один вещественный параметр
p > 0 и задаются следующим образом:
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О п р е д е л е н и е 1.1. Степенной функцией Такаги с параметром (показателем)
p > 0 мы называем вещественнозначную функцию Sp, задаваемую на числовой оси R

с помощью равенства

Sp(x) =

∞∑

n=0

(
S0(2

nx)

2n

)p

=

∞∑

n=0

Sp
0 (2

nx)

2np
, x ∈ R, (1.1)

где S0(x) = |x − [x + 1/2]| = |{x + 1/2} − 1/2| = ρ(x,Z) = infq∈Z |x − q| — расстояние
между точкой x и ближайшей к ней целой точкой; [y] — целая часть числа y ∈ R;
{y} — дробная часть числа y.

При p = 1 функция Sp(x) совпадает с функцией Такаги T (x) из [1].
Частичные суммы ряда (1.1) будем обозначать через Sp,m(x):

Sp,m(x) =

m∑

k=0

Sp
0 (2

kx)

2kp
.

Иллюстрация 1. Графики степенных функций Такаги y = Sp(x), изображенные
линией синего цвета, можно увидеть далее на двух рисунках: во-первых, при p = 0,5 —
на Рис. 1.1, вместе с графиками частичных сумм y = Sp,n(x) при n = 0, 1, 2, 3, 4, изобра-
женными линиями красного либо зеленого цвета; во-вторых, при p = 0,7 — на Рис. 4.1,
вместе с графиками y = Sp,3(x) и y = S̃p,3(x) (см. предложение 4.1), изображенными
линиями красного и зеленого цветов соответственно. Вертикальные пунктирные линии
на этих рисунках указывают положение двух точек глобального максимума на отрезке
[0; 1]: x = 1/3 и x = 2/3 (см. далее теорему 4.1).

Рис. 1.1. График функции y = Sp(x) при p = 0,5

Fig. 1.1. Graph of the function y = Sp(x) for p = 0,5

Функции Sp при любом p > 0 являются непрерывными, но нигде не дифференци-
руемыми на R, как показано нами далее в теоремах 2.1 и 2.3.
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Примеры непрерывных нигде не дифференцируемых функций на R одним из пер-
вых построил Вейерштрасс (не позднее 1872 г.). В дальнейшем появилось множество
других примеров таких функций. В частности, свои конструкции для их построения
предложили Дини в 1878 г. и Дарбу в 1879 г. Краткий очерк истории развития теории
непрерывных нигде не дифференцируемых функций можно найти в работе [2, Глава V].
Обзор некоторых конструкций непрерывных нигде не дифференцируемых функций
имеется в [3]. В последние годы ряд новых способов построения таких функций был
предложен, в частности, в работах [4–5].

Функция Такаги T (x), описанная ещё в 1903 году [1], до сих пор привлекает внима-
ние исследователей в силу простоты своей конструкции. Прекрасный обзор большого
числа работ, посвященных этой функции и её обобщениям, можно найти в работе [6]. В
1959 г. Кахан [7, Lieu 1] нашел точки локальных и глобальных экстремумов функции
T (x). Одним из широких обобщений функции Такаги является класс Такаги [8, Sec. 2],
состоящий из вещественных функций вида

∑∞
n=0 cnS0(2

nx), где числа c0, c1, c2, . . . об-
разуют абсолютно сходящийся ряд. Несколькими авторами изучалось также подмно-
жество этого класса, состоящее из функций, имеющих один вещественный параметр
v = 1/2p и задаваемых формулой

Tv(x) =

∞∑

n=0

vnS0(2
nx) =

∞∑

n=0

S0(2
nx)/2np, x ∈ R. (1.2)

Это подмножество можно назвать показательным классом Такаги–Ландсберга (см.
[9–10]). В работе [11] фактически вычислен глобальный максимум функции T1/

√
2(x),

и затем это использовано для получения точной оценки суммы коэффициентов Фурье–
Хаара функций ограниченной вариации на отрезке. В 2009 г. Я. Табор и И. Табор
в работе [12] для точной оценки непрерывных полувыпуклых функций поставили и ча-
стично решили задачу поиска глобальных максимумов функций Tv. Обзор некоторых
свойств функций из показательного класса Такаги–Ландсберга можно найти в [13].
Полностью задача поиска глобальных экстремумов функций Tv при v ∈ (−1; 1) была
решена в [9] Ханом и Шидом, а также в работе [10].

Непрерывные нигде не дифференцируемые функции используются не только в раз-
личных областях математики: математическом анализе, теории вероятностей, теории
чисел и др. (см., например, [6, Sect. 8]), но и в физике [14]. Например, функция
Hp(x) =

∑∞
n=0 S

p
0 (2

nx)/2n была введена Хази и Палесом [15] для оценки функций,
(ε, p)-выпуклых по Йенсену. В [16–17] и других работах нигде не дифференцируемые
функции были применены для оценки цифровых сумм. В работах [18–17] для поиска
глобальных экстремумов произвольных (в т. ч. нигде не дифференцируемых) функций
был разработан метод крайних подаргументов и надаргументов. В статье [19] функ-
ция Такаги используется для оптимизации передачи точечной нагрузки на грунт. В
работе [20] авторы изучают свойства потоков Гамильтона–Якоби с нигде не дифферен-
цируемыми начальными условиями. Таким образом, несмотря на сложность изучения
нигде не дифференцируемых функций, интерес к ним постоянно растет.

В настоящей статье мы при различных значениях параметра p изучаем непрерыв-
ность, нигде не дифференцируемость, функциональные уравнения и глобальные экс-
тремумы степенных функций Такаги Sp, заданных формулой (1.1). Эти функции инте-
ресны, в частности, тем, что на них удалось отработать различные методы исследова-
ния нигде не дифференцируемых функций аналогичной конструкции. Новизна и в то
же время сложность проводимого исследования состоит ещё и в том, что при p 6= 1 сла-
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гаемые ряда (1.1), задающего функции Sp, не являются кусочно-линейными, в отличие,
например, от ряда (1.2), задающего функции Tv.

Кратко опишем основные результаты работы и её структуру. Статья состоит из
пяти пунктов. Пункт 1. — это введение. В пункте 2. мы доказываем, что при лю-
бом p > 0 функции Sp на R непрерывны, имеют период 1, симметричны и огра-
ничены (теорема 2.1), а также что при p ∈ (0; 1) они нигде не дифференцируемы
(теорема 2.3). В пункте 3. в случае p > 0 мы выводим функциональные уравнения
Sp(x) = Sp,m−1(x) + Sp(2

mx)/2mp при m ∈ N (теорема 3.1) и вычисляем значение
Sp(1/3) = 2p/

(
3p(2p − 1)

)
(лемма 3.1). В пункте 4. для любого p ∈ (0; 1) показано, что

глобальный максимум функции Sp равен 2p/(3p(2p − 1)) и достигается только в точках
вида q+1/3 и q+2/3, где q ∈ Z, а глобальный минимум равен 0 и достигается только в
целых точках (теорема 4.1). В заключение в предложении 4.1 получены двусторонние
оценки Sp,n 6 Sp 6 Sp,n + 1/(3p(2p − 1)2np) при n = 0, 1, 2, . . ., и доказана их точность.
В пункте 5. описаны возможные направления дальнейших исследований.

Далее в работе мы используем для множества натуральных чисел обозначение N =
= {1, 2, 3, . . .}.

2. Непрерывность и нигде не дифференцируемость

степенных функций Такаги

В этом параграфе мы доказываем, что степенные функции Такаги на R непрерывны,
периодичны, симметричны, ограничены при p > 0 (теорема 2.1), и что они нигде не
дифференцируемы при p ∈ (0; 1) (теорема 2.3).

З а м е ч а н и е 2.1. Функция S0(x) = ρ(x,Z), описанная в определении 1.1, оче-
видно, является непрерывной, четной, имеет период 1 и обладает следующим свой-
ством симметрии относительно полуцелых точек числовой оси:

S0(q/2 + x) = S0(q/2− x) при любых q ∈ Z, x ∈ R. (2.1)

Более того, S0(x) для любого x ∈ [0; 1] может быть задана формулой

S0(x) =

{
x при x ∈ [0, 1/2];

1− x при x ∈ [1/2, 1].
(2.2)

Т е о р е м а 2.1. При любом p > 0 степенная функция Такаги Sp на множе-
стве R всюду определена, непрерывна, четна, имеет период 1 и обладает следующим
свойством симметрии:

Sp(x) = Sp(q − x) при всех q ∈ Z и всех x ∈ R. (2.3)

Кроме того, для любого p > 0 функция Sp ограничена, причем для всех x ∈ R выпол-
няется неравенство 0 6 Sp(x) 6 1/(2p − 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное число p > 0.
1. Сначала с помощью признака Вейерштрасса докажем равномерную сходимость

функционального ряда (1.1), задающего функцию Sp. Очевидно, при всех x ∈ R выпол-
няется неравенство 0 6 S0(x) 6 1/2. Поэтому верны соотношения 0 6 Sp

0 (2
nx)/2np 6

6 (1/2)p/2np = 1/2(n+1)p. Ряд
∑∞

n=0 1/2
(n+1)p сходится, и его сумма равна 1/(2p − 1).
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Следовательно, функциональный ряд (1.1) сходится равномерно по x ∈ R, причем при
всех x ∈ R верно неравенство 0 6 Sp(x) 6 1/(2p − 1).

2. Из равномерной сходимости ряда
∑∞

n=0 S
p
0 (2

nx)/2np и непрерывности его слагае-
мых вытекает непрерывность его суммы Sp(x) при всех x ∈ R.

3. Периодичность функции Sp(x) следует из формулы (1.1) и наличия периода 1 у
функции S0 (см. замечание 2.1).

4. Равенство (2.3) следует из формулы (1.1) и равенства (2.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Нигде не дифференцируемость функций Sp вытекает из теоремы Ф. Катера [4,
Theorem 1]. Учитывая, в частности, что данный автор для понятия «вогнутость»
почему-то использовал слово «convex», эту теорему можно сформулировать следую-
щим образом:

Т е о р е м а 2.2 (Ф. Катер, 2003). Пусть (aj)
∞
j=1 — последовательность

неотрицательных действительных чисел, такая что
∑∞

j=1 aj <∞. Пусть (bj)
∞
j=1 —

последовательность натуральных чисел, такая что bj делит bj+1 при любом j ∈ N,
и последовательность (ajbj)

∞
j=1 не сходится к 0. Для каждого j ∈ N пусть задана

непрерывная функция fj : R → [0; 1], такая что fj(k) = 0, fj(k+1/2) = 1 и fj вогнута
на интервале (k, k + 1) при каждом k ∈ Z. Тогда функция

∑∞
j=1 ajfj(bjx) непрерывна

и не имеет ни конечной левой, ни конечной правой производной ни в одной точке
x ∈ R.

Т е о р е м а 2.3. При любом p ∈ (0; 1) у степенной функции Такаги Sp нет ни
конечной левой, ни конечной правой производной ни в одной точке из R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждого j ∈ N положим aj = 1/2jp, bj = 2j−1 и зададим
на R функцию fj(x) = 2pSp

0 (x). Тогда последовательности (aj)
∞
j=1, (bj)

∞
j=1 и (fj)

∞
j=1,

очевидно, удовлетворяют условиям теоремы 2.2. Значит, в силу этой теоремы, функция
Sp(x) =

∑∞
j=1 ajfj(bjx) не имеет ни конечной левой, ни конечной правой производной

ни в одной точке x ∈ R.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

3. Функциональное уравнение для степенных функций Такаги

В этом параграфе мы выводим функциональные уравнения для функции Sp (тео-
рема 3.1) и вычисляем значения Sp(1/3), Sp(2/3) (лемма 3.1).

Т е о р е м а 3.1. При любых p > 0 и m ∈ N степенная функция Такаги Sp(x)
удовлетворяет функциональному уравнению

Sp(x) =

m−1∑

k=0

Sp
0 (2

kx)

2kp
+
Sp(2

mx)

2mp
= Sp,m−1(x) +

Sp(2
mx)

2mp
, x ∈ R. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу равенства (1.1) для каждого x ∈ R имеем:

Sp(2
mx) =

∞∑

n=0

Sp
0 (2

n · 2mx)

2np
=

∞∑

n=0

Sp
0 (2

n+mx)

2np
.
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Разделив обе части этого равенства на 2mp, получим:

Sp(2
mx)

2mp
=

∞∑

n=0

Sp
0 (2

n+mx)

2(n+m)p
=

∞∑

k=m

Sp
0 (2

kx)

2kp
= Sp(x) −

m−1∑

k=0

Sp
0 (2

kx)

2kp
.

Отсюда следует равенство (3.1), которое мы доказываем.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Применяя теорему 3.1 в случае m = 1, получаем такое следствие:

С л е д с т в и е 3.1. При любом p > 0 степенная функция Такаги Sp удовле-
творяет функциональному уравнению

Sp(x) = Sp
0 (x) +

Sp(2x)

2p
, x ∈ R, (3.2)

которое равносильно уравнению

Sp(2x) = 2p
(
Sp(x)− Sp

0 (x)
)
, x ∈ R. (3.3)

Применим это следствие для вычисления Sp(1/3) и Sp(2/3).

Л е м м а 3.1. Для любого p > 0 значения функции Sp(x) в точках x = 1/3
и x = 2/3 можно вычислить по формуле Sp(1/3) = Sp(2/3) = 2p/

(
3p(2p − 1)

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставив в формулу (3.3) значение x = 1/3,
получим: Sp(2/3) = 2p

(
Sp(1/3) − Sp

0 (1/3)
)
. Следовательно, так как Sp

0 (1/3) = 1/3
в силу (2.2) и Sp(2/3) = Sp(1/3) по свойству симметрии (2.3), получаем равенство
Sp(1/3) = 2p

(
Sp(1/3)− 1/3p

)
. Отсюда Sp(1/3) = 2p/

(
3p(2p − 1)

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

4. Глобальные экстремумы и двусторонняя равномерная оценка

степенных функций Такаги с параметром p ∈ (0; 1)

Этот параграф посвящен поиску глобальных экстремумов функций Sp для значе-
ний параметров p ∈ (0; 1) и поиску точек, в которых достигаются эти экстремумы
(теорема 4.1). Метод, применяемый для поиска максимумов, фактически можно было
бы назвать методом половинного деления. В заключение мы получаем точные двусто-
ронние равномерные оценки функций Sp (предложение 4.1).

Для доказательства теоремы 4.1 нам понадобятся следующие три леммы.

Л е м м а 4.1. Для любых действительных чисел a, b, s и p, удовлетворяющих
условиям 0 < s 6 a < b и 0 < p < 1, выполняется неравенство

(a+ s)p − (a− s)p > (b+ s)p − (b − s)p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам достаточно доказать положительность функции
f(s) =

(
(a + s)p − (a − s)p

)
−

(
(b + s)p − (b − s)p

)
при всех s ∈ (0, a]. Имеем: f ′(s) =

= p ·
(
(a+ s)p−1− (b+ s)p−1

)
+ p ·

(
(a− s)p−1− (b− s)p−1

)
> 0 при всех s ∈ (0; a). Значит,

в силу непрерывности f(s) на отрезке [0, a], функция f(s) строго возрастает на [0, a].
Поэтому f(s) > f(0) = 0 для любого s ∈ (0, a].
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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Л е м м а 4.2. Пусть 0 < p < 1. Для каждого целого неотрицательного числа
n зададим на полуинтервале (0; 1] функцию Dn с помощью равенства

Dn(s) =
n∑

k=0

((
2n−k+2− (−1)n+k+(−1)k ·3s

)p
−
(
2n−k+2− (−1)n+k− (−1)k ·3s

)p)
. (4.1)

Тогда для любого s ∈ (0; 1] выполнятся неравенство Dn(s) > 0, если n четно, и нера-
венство Dn(s) < 0, если n нечетно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых n ∈ {0, 1, 2, . . .}, k ∈ {0, 1, . . . , n} положим

dn,k(s) =
(
2n−k+2 − (−1)n+k + (−1)k · 3s

)p
−
(
2n−k+2 − (−1)n+k − (−1)k · 3s

)p
(4.2)

при всех s ∈ (0; 1] Тогда из (4.1) следует равенство Dn(s) =
∑n

k=0 dn,k(s).
1. Сначала докажем, что Dn(s) < 0 при нечетных n. Разобьем сумму

∑n
k=0 dn,k(s) на

пары слагаемых: Dn(s) =
∑(n−1)/2

i=0

(
dn,2i(s) + dn,2i+1(s)

)
. Теперь достаточно показать,

что сумма каждой пары отрицательна, т. е. dn,2i(s)+dn,2i+1(s) < 0 при любых s ∈ (0; 1]
и i = 0, 1, . . . , (n− 1)/2.

Положим an,i = 2n−2i+1 − 1 и bn,i = 2n−2i+2 + 1. Тогда в силу (4.2) имеем:

dn,2i(s) + dn,2i+1(s) = (2n−2i+2 + 1 + 3s)p − (2n−2i+2 + 1− 3s)p+

+(2n−2i+1 − 1− 3s)p − (2n−2i+1 − 1 + 3s)p =

=
(
(bn,i + 3s)p − (bn,i − 3s)p

)
−
(
(an,i + 3s)p − (an,i − 3s)p

)
.

(4.3)

Поскольку 0 < 3s 6 3 6 an,i < bn,i, то, применяя лемму 4.1 при a = an,i и b = bn,i,
получим оценку (an,i + 3s)p − (an,i − 3s)p > (bn,i + 3s)p − (bn,i − 3s)p. Из нее и из
формулы (4.3) следует нужное неравенство dn,2i(s) + dn,2i+1(s) < 0.

2) Теперь докажем, что Dn(s) > 0 при четных n. Для этого в сумме Dn(s) =
=

∑n
k=0 dn,k(s) первое слагаемое выделим отдельно, а остальные разобьем на пары:

Dn(s) = dn,0(s)+
∑n/2

i=1

(
dn,2i−1(s)+ dn,2i(s)

)
. Нам достаточно показать, что в этом слу-

чае все слагаемые положительны, т. е. dn,0(s) > 0 и dn,2i−1(s) + dn,2i(s) > 0 при любых
s ∈ (0; 1] и любых i = 0, 1, . . . , n/2.

В силу формулы (4.2) имеем dn,0(s) = (2n+2 − 1 + 3s)p − (2n+2 − 1− 3s)p > 0. Далее
положим an,i = 2n−2i+2 − 1 и bn,i = 2n−2i+3 + 1. Тогда верно равенство

dn,2i−1(s) + dn,2i(s) = (2n−2i+3 + 1− 3s)p − (2n−2i+3 + 1 + 3s)p+

+ (2n−2i+2 − 1 + 3s)p − (2n−2i+2 − 1− 3s)p =

=
(
(an,i + 3s)p − (an,i − 3s)p

)
−
(
(bn,i + 3s)p − (bn,i − 3s)p

)
.

(4.4)

Поскольку 0 < 3s 6 3 6 an,i < bn,i, то по лемме 4.1 при a = an,i и b = bn,i верна оценка
(an,i+3s)p−(an,i−3s)p > (bn,i+3s)p−(bn,i−3s)p. Отсюда и из формулы (4.4) получаем
нужное неравенство dn,2i(s) + dn,2i+1(s) < 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Л е м м а 4.3. Пусть при всех n = 0, 1, 2, . . . заданы отрезки [an, bn] с концами

an =
1

3
−

(−1)n

3·2n+2
−

1

2n+2
и bn =

1

3
−

(−1)n

3·2n+2
+

1

2n+2
. (4.5)
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Тогда верны следующие три утверждения:
1. при каждом n = 0, 1, 2, . . . длина отрезка [an, bn] равна 1/2n+1, а его середина

cn = 1/3− (−1)n/(3·2n+2) может быть записана также в виде cn = qn/2
n+2, где qn —

некоторое целое число;
2. Если n — четно, то an+1 = cn и bn+1 = bn, т. е. отрезок [an+1, bn+1] является

правой половиной отрезка [an, bn]. Если n — нечетно, то an+1 = an и bn+1 = cn, то
есть отрезок [an+1, bn+1] является левой половиной отрезка [an, bn];

3. отрезки [an, bn] вложены: [0, 1/2] = [a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . ., и выполнено
равенство

⋂∞
n=0[an, bn] = {1/3}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Имеем: cn = (an+bn)/2 = 1/3− (−1)n/(3·2n+2). Поэтому
cn = qn/2

n+2, где qn = (2n+2 − (−1)n)/3. Изучая остатки от деления 2n+2 на 3 видим,
что qn является целым числом как при четном, так и при нечетном n.

2. Если n — четное, то из (4.5) вытекают равенства cn = 1/3 − 1/(3·2n+2), bn =
= 1/3 + 1/(3·2n+1), an+1 = 1/3 − 1/(3·2n+2) и bn+1 = 1/3 + 1/(3·2n+1). Таким образом,
при четном n имеем: an+1 = cn и bn+1 = bn. При нечетном n аналогично делается
проверка равенств an+1 = an и bn+1 = cn.

3. Вложенность отрезков [an, bn] следует из доказанного пункта 2. Равенство⋂∞
n=0[an, bn] = {1/3} следует из теоремы Кантора о вложенных отрезках и соотношения
lim
n→∞

an = 1/3, вытекающего из формул (4.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Т е о р е м а 4.1. Пусть p ∈ (0; 1). Тогда:
1) глобальный максимум функции Sp(x) по x ∈ R равен 2p/(3p(2p − 1)) и дости-

гается только в точках вида x = q + 1/3 и x = q + 2/3, где q — произвольное целое
число;

2) глобальный минимум функции Sp(x) по x ∈ R равен 0 и достигается только
в целых точках x.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Поскольку функция Sp(x) имеет период 1 и обладает
свойством симметрии (2.3), то достаточно изучить ее глобальные экстремумы лишь на
отрезке [0; 1/2]. Обозначим множество точек глобального максимума функции Sp(x) на
отрезке [0; 1/2] через Argmax[0,1/2] Sp. Нам достаточно доказать, что Argmax[0,1/2] Sp =
= {1/3}. Для этого покажем, что для каждого n = 0, 1, 2, . . . множество Argmax[0,1/2] Sp

содержится в отрезке [an, bn], заданном в лемме 4.3. Отсюда в силу пункта 3 леммы 4.3,
справедливо соотношение Argmax[0,1/2] Sp ⊂

⋂∞
n=0[an, bn] = {1/3}, ведущее к нужному

равенству Argmax[0,1/2] Sp = {1/3}.
Воспользуемся методом математической индукции.
База индукции: n = 0. Включение Argmax[0,1/2] Sp ⊂ [a0, b0] = [0, 1/2] верно по

определению множества Argmax[0,1/2] Sp.
Шаг индукции: из включения Argmax[0,1/2] Sp ⊂ [an, bn] нужно вывести включение

Argmax[0,1/2] Sp ⊂ [an+1, bn+1]. Для этого зададим на полуинтервале (0; 1] функцию fn
с помощью равенства

fn(s) = Sp(cn + s/2n+2)− Sp(cn − s/2n+2), s ∈ (0; 1], (4.6)

где cn — середина отрезка [an, bn] (см. лемму 4.3). Заметим, что если s пробегает полу-
интервал (0; 1], то (cn + s/2n+2) пробегает полуинтервал (cn, bn], а точка (cn − s/2n+2)
пробегает полуинтервал [an, cn). Поэтому если fn(s) > 0 при всех s ∈ (0; 1], то множе-
ство Argmax[0,1/2] Sp лежит в правой половине отрезка [an, bn], а если fn(s) < 0 при всех
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s ∈ (0; 1], то Argmax[0,1/2] Sp лежит в левой половине отрезка [an, bn] (далее мы увидим,
что возможны только эти два варианта). Следовательно, необходимо исследовать знак
функции fn(s) при s ∈ (0; 1]. В силу формул (4.6) и (1.1) имеем:

fn(s) =

∞∑

k=0

(
S0

(
2k(cn + s/2n+2)

)

2k

)p

−

(
S0

(
2k(cn − s/2n+2)

)

2k

)p

=

=

∞∑

k=0

1

2kp

(
Sp
0 (2

kcn + 2k−n−2s)− Sp
0 (2

kcn − 2k−n−2s)
)
.

(4.7)

Преобразуем последнюю сумму, используя свойство симметрии (2.1) функции S0. В си-
лу пункта 1 леммы 4.3 верно равенство cn = qn/2

n+2, где qn — целое число. Поэтому
при любом k > n + 1 число 2k+1cn тоже будет целым. Следовательно, в силу фор-
мулы (2.1) при любом k > n + 1 будет выполняться равенство S0(2

kcn + 2k−n−2s) =
S0(2

kcn− 2k−n−2s). Поэтому в последней сумме формулы (4.7) все слагаемые с номера-
ми k > n+ 1 равны нулю. Таким образом, в силу равенства cn = 1/3− (−1)n/(3·2n+2)
(см. пункт 1 леммы 4.3), формулу (4.7) можно переписать в виде

fn(s) =

n∑

k=0

1

2kp

(
Sp
0 (2

kcn + 2k−n−2s)− Sp
0 (2

kcn − 2k−n−2s)
)
=

=

n∑

k=0

1

2kp

(
Sp
0

(2k
3

−
(−1)n − 3s

3 · 2n−k+2

)
− Sp

0

(2k
3

−
(−1)n + 3s

3 · 2n−k+2

))
.

(4.8)

Ввиду наличия у функции S0 периода 1, в этом равенстве числа 2k/3 можно заменить
на их дробные части {2k/3}. Если k > 0 и четно, то {2k/3} = 1/3, поэтому {2k/3} −(
(−1)n ± 3s

)
/(3 · 2n−k+2) ∈ [0, 1/2]. Поэтому, в силу формулы (2.2) для функции S0,

имеем:

S0

(2k
3

−
(−1)n ± 3s

3 · 2n−k+2

)
=

1

3
−

(−1)n ± 3s

3 · 2n−k+2
при четных k > 0. (4.9)

Аналогично, если k > 0 и нечетно, то тогда {2k/3} = 2/3, поэтому {2k/3} − ((−1)n ±
3s)/(3 · 2n−k+2) ∈ [1/2, 1]. Значит, в силу формулы (2.2), верны равенства

S0

(2k
3

−
(−1)n ± 3s

3 · 2n−k+2

)
= S0

({2k

3

}
−

(−1)n ± 3s

3 · 2n−k+2

)
=

= 1−
(2
3
−

(−1)n ± 3s

3 · 2n−k+2

)
=

1

3
+

(−1)n ± 3s

3 · 2n−k+2
при нечетных k > 0.

(4.10)

Из формул (4.9)–(4.10), видим, что при всех целых k > 0 верно равенство

S0

(2k
3

−
(−1)n ± 3s

3 · 2n−k+2

)
=

1

3
− (−1)k

(−1)n ± 3s

3 · 2n−k+2
.

Отсюда и из формулы (4.8) вытекает следующая цепочка равенств:

fn(s) =

n∑

k=0

1

2kp

((1
3
− (−1)k

(−1)n − 3s

3 · 2n−k+2

)p

−
(1
3
− (−1)k

(−1)n + 3s

3 · 2n−k+2

)p
)

=

=
1

3p · 2(n+2)p

n∑

k=0

((
2n−k+2 − (−1)n+k + (−1)k · 3s

)p
−

−
(
2n−k+2 − (−1)n+k − (−1)k · 3s

)p)
=

Dn(s)

3p · 2(n+2)p
,
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где Dn(s) — функция, задаваемая равенством (4.1) и изученная в лемме 4.2.
В силу леммы 4.2 при четном n функция Dn(s), а значит, и функция fn(s), поло-

жительны при любых s ∈ (0; 1], поэтому множество Argmax[0,1/2] Sp лежит в правой
половине отрезка [an, bn], т. е. на отрезке [an+1, bn+1] (по пункту 4 леммы 4.3). Анало-
гично, при нечетном n функция Dn(s), а значит и функция fn(s), отрицательны при
любых s ∈ (0; 1], поэтому множество Argmax[0,1/2] Sp лежит в левой половине отрез-
ка [an, bn], т. е. тоже на отрезке [an+1, bn+1] (по пункту 4 леммы 4.3). Таким образом,
включение Argmax[0,1/2] Sp ⊂ [an+1, bn+1] доказано и при четных, и при нечетных n.

Итак, шаг индукции выполнен, и первое утверждение теоремы доказано.
Глобальный максимум функции Sp(x) на R в силу доказанного равен значению

Sp(1/3), которое в силу леммы 3.1 равно 2p/
(
3p(2p − 1)

)
.

2. Утверждение теоремы о глобальном минимуме функции Sp(x) вытекает из опре-
деления 1.1, задающего эту функцию.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Иллюстрация 2. Иллюстрациями к этой теореме могут служить Рис. 1.1 и 4.1,
где для случаев p = 0,5 и p = 0,7 соответственно пунктиром отмечено положение
глобальных максимумов в точках x = 1/3 и x = 2/3.

З а м е ч а н и е 4.1. При p = 1 утверждение теоремы 4.1 о точках максимума
уже неверно, поскольку, согласно Кахану [7], эти точки образуют континуальное
множество канторовского типа.

Теперь с помощью доказанной теоремы 4.1 получим точные двусторонние оценки
функций Sp(x), равномерные по x ∈ R.

П р е д л о ж е н и е 4.1. Для любого p ∈ (0; 1), любого n ∈ {0, 1, 2, . . .} и любого
x ∈ R положим

S̃p,n(x) = Sp,n(x) +
Sp(1/3)

2(n+1)p
= Sp,n(x) +

1

3p(2p − 1)2np
.

Тогда верна двусторонняя оценка

Sp,n(x) 6 Sp(x) 6 S̃p,n(x). (4.11)

При каждом фиксированном n равенство здесь достигается: в левом неравенстве —
при x = q/2n+1, где q ∈ Z; в правом неравенстве — при x = (3q±1)/(3·2n+1), где q ∈ Z,
т. е. при x = m/(3·2n+1), где m — целое число, не делящееся на 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу функционального уравнения (3.1) при m = n+ 1
имеем Sp(x) = Sp,n(x) + Sp(2

n+1x)/2(n+1)p. Поэтому доказываемое неравенство (4.11)
равносильно неравенству

0 6 Sp(2
n+1x) 6 Sp(1/3). (4.12)

Из теоремы 4.1 следует, что левое неравенство здесь верно, причем оно становится
равенством лишь когда число q = 2n+1x является целым, т. е. при x = q/2n+1. Из той
же теоремы 4.1 следует, что правое неравенство в (4.12) также верно, и оно становится
равенством лишь когда число 2n+1x имеет вид q+1/3 или q−1/3, где q — целое. Отсюда
x = (3q ± 1)/(3·2n+1).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Иллюстрация 3. Иллюстрацию к этому предложению можно увидеть на Рис. 4.1,
где для случая p = 0,7 и m = 3 приведены графики y = Sp(x) (синей линией), а также
y = Sp,m(x) (красной линией) и y = S̃p,m(x) (зеленой линией).
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Рис. 4.1. Графики y = Sp(x), y = Sp,m(x) и y = S̃p,m(x) при p = 0,7 и m = 3

Fig. 4.1. Graphs y = Sp(x), y = Sp,m(x) and y = S̃p,m(x) for p = 0,7 and m = 3

5. Направления дальнейших исследований

1. Было бы интересно изучить как в случае p ∈ (0; 1), так и в случае p > 1 следующие
свойства функций Sp(x): не только глобальные, но и локальные экстремумы; гёль-
деровость и др.

2. В дальнейшем авторы предполагают, кроме того, провести исследование свойств
функций из более широкого класса, например функций вида

∑∞
n=0 S

p
0 (2

nx)/2nq,
где p > 0 и q > 0.
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Двухцветный граф каскадов Морса-Смейла на

трехмерных многообразиях

Е.Я. Гуревич, Е.К. Родионова

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»
(г. Нижний Новгород, Российская Федерация)

Аннотация. Цель исследования — выделить класс каскадов (диффеоморфизмов)
Морса-Смейла с трехмерным фазовым пространством, допускающих топологическую
классификацию при помощи комбинаторных инвариантов. В общем случае препятстви-
ем к такой классификации является возможность дикого вложения замыканий сепара-
трис в объемлющее многообразие, приводящая к счетному множеству топологически
неэквивалентных систем уже в классе каскадов Морса-Смейла, имеющих всего одну
седловую неподвижную точку. Для решения поставленной проблемы несущее много-
образие диффеоморфизма представляется в виде объединения трех попарно непересе-
кающихся множеств: связных аттрактора и репеллера, размерность которых не пре-
вышает единицы, и дополнения к ним, состоящего из блуждающих точек диффео-
морфизма, названного характеристическим множеством. Известно, что топология про-
странства орбит ограничения диффеоморфизма Морса-Смейла на характеристическое
множество и вложения в него проекций двумерных сепаратрис является полным топо-
логическим инвариантом для диффеоморфизмов Морса-Смейла на трехмерных мно-
гообразиях. Кроме того, ранее описаны свойства пространства орбит, необходимые и
достаточные для включения диффеоморфизма Морса-Смейла в топологический поток.
Эти результаты используются в настоящей работе, чтобы показать, что классы тополо-
гической сопряженности диффеоморфизмов Морса-Смейла, включающихся в тополо-
гический поток и не имеющих гетероклинических кривых, допускают комбинаторное
описание. Более точно, в работе рассмотрен класс диффеоморфизмов Морса-Смейла
без гетероклинических пересечений, заданных на замкнутых трехмерных многообра-
зиях, включающихся в топологические потоки и не имеющие гетероклинических кри-
вых. Каждому диффеоморфизму из этого класса поставлен в соответствие двухцветный
граф, описывающий взаимное расположение двумерных сепаратрис седловых периоди-
ческих точек. Доказано, что существование изоморфизма двухцветных графов, сохра-
няющего цвет ребер, является необходимым и достаточным условием топологической
сопряженности каскадов. Показано, что скорость алгоритма, различающего двухцвет-
ные графы, полиномиально зависит от числа его вершин. Описан алгоритм построения
представителя каждого класса топологической сопряженности.

Ключевые слова: диффеоморфизмы Морса-Смейла, топологическая классификация,
структурно-устойчивые диффеоморфизмы, двухцветный граф, топологическая сопря-
женность
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Морса-Смейла на трехмерных многообразиях // Журнал Средневолжского матема-
тического общества. 2023. Т. 25, № 2. С. 37–52. DOI: https://doi.org/10.15507/2079-
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Bicolor Graph of Morse-Smale Cascades on Manifolds of

Dimension Three

E.Ya. Gurevich, E.K. Rodionova

Higher School of Economics (Nizhny Novgorod, Russian Federation)

Abstract. The purpose of this study is to single out a class of Morse-Smale cascades
(diffeomorphisms) with a three-dimensional phase space that allow a topological classification
using combinatorial invariants. In the general case, an obstacle to such a classification is the
possibility of wild embedding of separatrix closures in the ambient manifold, which leads to
a countable set of topologically nonequivalent systems. To solve the problem, we study the
orbit space of a cascade. The ambient manifold of a diffeomorphism can be represented as
a union of three pairwise disjoint sets: a connected attractor and a repeller whose dimension
does not exceed one, and their complement consisting of wandering points of a cascade called
the characteristic set. It is known that the topology of the orbit space of the restriction of the
Morse-Smale diffeomorphism to the characteristic set and the embedding of the projections
of two-dimensional separatrices into it is a complete topological invariant for Morse-Smale
cascades on three-dimensional manifolds. Moreover, a criterion for the inclusion of Morse-
Smale cascades in the topological flow was obtained earlier.These results are used in this
paper to show that the topological conjugacy classes of Morse-Smale cascades that are
included in a topological flow and do not have heteroclinic curves admit a combinatorial
description. More exactly, the class of Morse-Smale diffeomorphisms without heteroclinic
intersections, defined on closed three-dimensional manifolds included in topological flows
and not having heteroclinic curves, is considered. Each cascade from this class is associated
with a two-color graph describing the mutual arrangement of two-dimensional separatrices of
saddle periodic points. It is proved that the existence of an isomorphism of two-color graphs
that preserves the color of edges is a necessary and sufficient condition for the topological
conjugacy of cascades. It is shown that the speed of the algorithm that distinguishes two-color
graphs depends polynomially on the number of its vertices. An algorithm for constructing
a representative of each topological conjugacy class is described.

Keywords: Morse-Smale diffeomorphisms, topological classification, structurally stable
diffeomorphisms, be-color graph, topological conjugacy
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1. Введение

Пусть Mn — связное гладкое замкнутое многообразие размерности n ≥ 1. Напом-
ним, что диффеоморфизм f : Mn → Mn, называется диффеоморфизмом (каскадом)
Морса–Смейла, если выполняются следующие условия:

1) его неблуждающее множество Ωf конечно и состоит из гиперболических перио-
дических точек;

2) инвариантные многообразия W s
p ,W

u
q любых точек p, q ∈ Ωf пересекаются транс-

версально.

Несмотря на то, что неблуждающее множество каскада Морса-Смейла состоит из
конечного множества периодических траекторий, его блуждающее множество на мно-
гообразии размерности большей единицы устроено значительно сложнее, чем у ана-
логичных потоков. Во-первых, это связано с наличием гетероклинических орбит, при-
надлежащих пересечению устойчивых и неустойчивых многообразий седловых перио-
дических траекторий, что приводит к сложному асимптотическому поведению инвари-
антных многообразий. Во-вторых, диффеоморфизмы Морса-Смейла на многообразиях
размерности три и выше могут иметь дико вложенные инвариантные многообразия.
Первые примеры таких диффеоморфизмов были построены в работах [1–2].

Полная топологическая классификация диффеоморфизмов Морса-Смейла на по-
верхностях с конечным множеством гетероклинических орбит была получена А.Н. Без-
денежных и В.З. Гринесом в работах [3–4]. В цикле работ [5–7] Х. Бонатти, В. З.
Гринеса, Ф. Лауденбаха, В. С. Медведева и О. В. Починки была решена проблема
топологической классификации каскадов Морса–Смейла на 3-многообразиях. В этих
работах показано, что полным топологическим инвариантом для диффеоморфизмов
Морса-Смейла является схема каскада, описывающая топологию пространства орбит
действия ограничения диффеоморфизма на некоторое подмножество блуждающих то-
чек и вложение проекций сепаратрис в это пространство.

В работе [8] было введено понятие тривиальности схемы и доказано, что диффеомор-
физм Морса-Смейла, схема которого тривиальна, является сдвигом на единицу времени
некоторого топологического потока, эквивалентного гладкому потоку Морса-Смейла. В
настоящей работе показывается, что диффеоморфизмы Морса-Смейла с тривиальной
схемой и не имеющие гетероклинических пересечений допускают топологичеcкую клас-
сификацию в комбинаторных терминах, аналогично потокам Морса-Смейла (см., на-
пример, [9]). Сформулируем результат более точно.

Пусть G(M3) — класс диффеоморфизмов Морса-Смейла без гетероклинических
пересечений, вкладывающихся в топологический поток. Положим Ωi

f = {p ∈ Ωf |

Е. Я. Гуревич, Е. К. Родионова. Двухцветный граф каскадов Морса-Смейла на трехмерных . . .



40 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2023. Vol. 25, No. 2.

dim Wu
p = i}, i ∈ {0, 1, 2, 3}. Обозначим через Lf множество всех замыканий двумерных

инвариантных многообразий седловых точек диффеоморфизма f . Любой элемент мно-
жества Lf является топологически вложенной сферой. Пусть Df обозначает множество
всех компонент связности многообразия M3 \ (

⋃
σ1∈Ω1

f

clW s
σ1

∪
⋃

σ2∈Ω2
f

clWu
σ2
).

О п р е д е л е н и е 1.1. Двухцветным графом каскада f ∈ G(M3) назовем
граф Γf со следующими свойствами:

1) множество V (Γf ) вершин графа Γf находится во взаимно-однозначном соот-
ветствии с множеством Df , множество E(Γf ) ребер графа Γf находится во
взаимно-однозначном соответствии с множеством Lf ;

2) вершины vi, vj инцидентны ребру ei,j тогда и только тогда, когда соответству-
ющие им области Di, Dj имеют общую границу;

3) ребро ei,j имеет цвет s (u) если оно соответствует сфере clW s
σ1

∈ Lf

(clWu
σ2

∈ Lf ).

На Рис. 1.1 изображены фазовый портрет диффеоморфизма f на S3 и соответству-
ющий ему двухцветный граф.

a) b)

Рис. 1.1. a) фазовый портрет диффеоморфизма f на S
3; b) двухцветный граф

диффеоморфизма f на S
3

Fig 1.1. a) phase portrait of the diffeomorphism f on S
3; b) two-color graph of f

diffeomorphism on S
3

О п р е д е л е н и е 1.2. Двухцветные графы Γf ,Γf ′ каскадов f, f ′ ∈ G(M3) будем
называть изоморфными, если существует биекция ζ : V (Γf ) → V (Γf ′), сохраняющая
отношение смежности и цвет ребер.

Приведем основные результаты настоящей работы.
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Т е о р е м а 1.1. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G(M3) топологически сопряжены
тогда и только тогда, когда их графы Γf и Γf ′ изоморфны.

О п р е д е л е н и е 1.3. Простой связный граф Γ, ребра которого окрашены
в цвета s, u, называется допустимым, если он имеет g ≥ 0 попарно различных про-
стых циклов, на каждом цикле имеется по крайней мере по одному ребру цвета s и по
одному ребру цвета u, и никакое ребро не принадлежит двум циклам одновременно.

В силу следствия 2.2, доказываемого ниже, граф Γf любого диффеоморфизма
f ∈ G(M3) является допустимым. Таким образом, для предъявления канонического
представителя каждого класса топологической сопряженности диффеоморфизмов из
G(M3) достаточно доказать следующую теорему.

Т е о р е м а 1.2. Для любого допустимого графа Γ существует диффеомор-
физм f ∈ G(M3), граф Γf которого изоморфен графу Γ посредством изоморфизма,
сохраняющего раскраску ребер.

Сформулируем теорему, устанавливающую существование алгоритмов, различа-
ющих любые два допустимых двухцветных графа не больше чем за полиномиальное
число шагов.

Т е о р е м а 1.3. Пусть Γf , Γf ′ — двухцветные графы диффеоморфизмов f, f ′ ∈
∈ G(M3) с одинаковым числом вершин и циклов, n — число вершин, g — число циклов.
Если несущее многообразие является сферой S3, то g = 0 и существует алгоритм
проверки существования изоморфизма графов Γf , Γf ′ за время O(n). Если M3 отлично
от сферы, то g > 0 и существует алгоритм проверки существования изоморфизма
графов Γf , Γf ′ за время O(nO(g)).

Доказательство теорем 1.1, 1.2 и 1.3 содержатся в разделах 3, 4 и 5, соответственно.

2. Свойства диффеоморфизмов рассматриваемого класса

В этом разделе мы приведем ряд свойств диффеоморфизмов рассматриваемого
класса, которые будут использоваться при доказательстве основных результатов.

2.1. Топология несущего многообразия M3

Пусть f ∈ G(M3). Обозначим через kf число его седловых, через lf — число узловых
периодических точек и положим

gf = (kf − lf + 2)/2.

Из [5] следует справедливость следующего утверждения.

У т в е р ж д е н и е 2.1. Пусть f ∈ G(M3). Тогда если gf = 0, то многообра-
зие M3 диффеоморфно трехмерной сфере, если gf > 0, то M3 диффеоморфно связной
сумме gf копий S2 × S1.
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2.2. Схема диффеоморфизма f ∈ G(M3) как полный топологический инва-

риант

Представим многообразие M3 в виде объединения множеств Af = (
⋃

σ∈Ω1
f

Wu
σ )∪

∪(
⋃

ω∈Ω0
f

ω), Rf = (
⋃

σ∈Ω2
f

W s
σ) ∪ (

⋃
α∈Ω3

f

α), Vf =Mn \ (Af ∪Rf ).

Обозначим через V̂f = Vf/f пространство орбит действия диффеоморфизма f на Vf
и через pf : Vf → → V̂f естественную проекцию. Поскольку группа {fn|Vf

} действует
на многообразии Vf свободно и разрывно, то пространство V̂f является многообразием,
а естественная проекция p

f
: Vf → V̂f является накрытием.

Проекция p
f

индуцирует эпиморфизм η
f
: π1(V̂f ) → Z по следующему правилу.

Пусть ĉ ⊂ V̂f — кривая, не гомотопная нулю в V̂f , и [ĉ] ∈ π1(V̂f ) – класс гомотопической
эквивалентности кривой c. Выберем произвольную точку x̂ ∈ c, обозначим через p−1

f (x̂)

полный прообраз x̂ и зафиксируем точку x̃ ∈ p−1
f (x̂). Поскольку p

f
является накрытием,

то существует единственный путь c̃(t), начинающийся в точке x̃ (т. е. c̃(0) = x̃), который
накрывает кривую c (т. е. pf(c̃(t)) = ĉ). Следовательно, существует m ∈ Z, такое что
c̃(1) = fm(x̃). Гомотопическому классу [c] ∈ π1(V̂f ) эпиморфизм η

f
: π1(V̂f ) → Z ставит

в соответствие число m.
Положим L̂s

f =
⋃

σ∈Ω1
f

p
f
(W s

σ \ σ), L̂u
f =

⋃
σ∈Ω2

f

p
f
(Wu

σ \ σ).

Следуя работе [2], набор Sf = (V̂f , L̂
s
f , L̂

u
f , ηf ) будем называть схемой диффеомор-

физма f ∈ G(M3).
Схемы Sf и Sf ′ диффеоморфизмов f, f ′ ∈ G(M3) называются эквивалентными,

если существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ , такой что ϕ̂(L̂s
f ) = L̂s

f ′ , ϕ̂(L̂u
f ) = L̂u

f ′

и η
f
= η

f′
ϕ̂∗.

Из работы [6] вытекает справедливость следующего утверждения.

У т в е р ж д е н и е 2.2. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G(M3) топологически
сопряжены тогда и только тогда, когда их схемы эквивалентны.

2.3. Свойства схемы диффеоморфизма f ∈ G(M3)

Пусть Sg обозначает ориентируемую поверхность (замкнутое двумерное многообра-
зие) рода g.

О п р е д е л е н и е 2.1. Будем называть схему Sf диффеоморфизма f ∈ G(M3)

тривиальной схемой, если существует гомеоморфизм ψ̂
f
: V̂f → Sg × S1 такой, что

для каждой компоненты связности ℓ̂ множества L̂s
f ∪ L̂

u
f найдется простая замкну-

тая дуга cℓ ⊂ Sg, такая что ψ̂
f
(ℓ̂) = cℓ × S1.

В [8] доказано, что тривиальность схемы диффеоморфизма Морса-Смейла, задан-
ного на трехмерном многообразии, является необходимым и достаточным условием
включения этого диффеоморфизма в топологический поток. Отсюда непосредственно
вытекает следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е 2.3. Схема диффеоморфизма f ∈ G(M3) тривиальна.

Из тривиальности схемы, в частности, вытекает справедливость следующих фактов.
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П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть f ∈ G(M3). Тогда

1) ограничение диффеоморфизма f на инвариантное многообразие произвольной
неподвижной точки является сохраняющим ориентацию;

2) множество Ωf состоит из неподвижных точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем пункт 1. Пусть ω — стоковая периодическая точка
диффеоморфизма f . Поскольку f включается в топологический поток F t

ω , то ограни-
чение f на множество W s

ω является сдвигом F 1
ω на единицу времени вдоль траекторий

потока F t
ω , следовательно, изотопно тождественному отображению (при помощи изо-

топии F t
ω). Рассуждения для источниковой точки аналогичны. Поскольку W s

ω является
открытым трехмерным шаром, а многообразие M3 ориентировано, то диффеоморфизм
f сохраняет ориентацию многообразия M3.

Покажем, что ограничение диффеоморфизма f на инвариантное многообразие про-
извольной седловой точки σ является сохраняющим ориентацию. Предположим про-
тивное. Возможны два случая: σ ∈ Ω2

f , σ ∈ Ω1
f . Пусть σ ∈ Ω2

f — седловая точка периода
m, такая что диффеоморфизм fm|Wu

σ
является обращающим ориентацию. Тогда суще-

ствует гомеоморфизм h : Wu
σ → R2 такой, что hfm|Wu

σ
= a−h, где a− : R2 → R2 –

линейное отображение плоскости, задаваемое формулой a−(x1, x2) = (−2x1, 2x2).
Кольцо K = {(x1, x2)|1 ≤ x21 + x22 ≤ 4} является фундаментальной областью

действия a− на множестве R2 \ {O}. Пространство орбит R2 \ {O}/a−
этого дей-

ствия получается склейкой компонент края кольца K(h−1(K)) по диффеоморфиз-
му a−(f), а значит, гомеоморфно бутылке Клейна. Следовательно, и пространство

l̂uσ = (
m⋃
i=1

f i(Wu
σ \ σ))/f = pf (

m⋃
i=1

f i(Wu
σ \ σ)) гомеоморфно бутылке Клейна, что про-

тиворечит определению тривиальности схемы, согласно которому множество l̂uσ гомео-
морфно тору.

Рассмотрим второй случай. Пусть σ ∈ Ω1
f и fm|Wu

σ
является меняющим ориентацию.

Поскольку f в целом является сохраняющим ориентацию, то fm|W s
σ

меняет ориентацию
на W s

σ , тогда рассуждениями, аналогичными изложенным выше, приходим к противо-
речию с тривиальностью схемы.

Докажем пункт 2. Пусть σ ∈ Ω1
f — седловая точка периода m. Из определения три-

виальной схемы следует, что множество l̂sσ = pf (W
s
σ\σ) гомеоморфно тору и существует

гомеоморфизм ψ̂
f
: V̂f → Sgf × S1, такой что ψ̂

f
(l̂sσ) = cls

σ
× S1, где cls

σ
— простая за-

мкнутая кривая. Пусть x ∈ cls
σ

— произвольная точка, тогда βx = ψ̂−1
f (x×S1) — негомо-

топная нулю замкнутая кривая, принадлежащая тору l̂sσ. Из определения тривиальной
схемы следует, что множество β̃x = p−1

f (βx) является незамкнутой кривой, гомеоморф-

ной x×R, и на дуге β̃x найдутся точки x̃, f(x̃), такие что ψ̂f (pf (x̃)) = ψ̂f (pf (f(x̃))) = x,
следовательно, f(W s

σ \ σ) = W s
σ \ σ и σ — неподвижная точка. Аналогично доказы-

вается, что любая седловая точка σ ∈ Ω2
f также является неподвижной. Отсюда и из

пункта 1 следует, что каждая сепаратриса седловой периодической точки является
f -инвариантной. Поскольку все стоковые и источниковые точки принадлежат замы-
каниям сепаратрис седловых периодических точек, из f -инвариантности сепаратрис
следует, что все стоковые и источниковые точки диффеомофизма f являются непо-
движными. Таким образом, множество Ωf состоит из неподвижных точек.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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Отметим, что в силу [10] условия предложения 2.1 являются необходимыми услови-
ями включения диффеоморфизма Морса-Смейла в топологический поток.

2.4. Взаимосвязь схемы и двухцветного графа

Пусть r ∈ S1 — произвольная точка и Σft ⊂ Vf — связная ориентируемая поверх-
ность, такая что pf (Σft) = Sg × {r}.

О п р е д е л е н и е 2.2. Поверхность Σf будем называть характеристической
поверхностью диффеоморфизма f .

Из тривиальности схемы и определения характеристической поверхности непосред-
ственно вытекает следующий факт.

П р е д л о ж е н и е 2.2. Для любой сферы ℓ ⊂ Ls
f ∪L

u
f пересечение c̃ℓ = ℓ∩Σf

гомеоморфно окружности.

Л е м м а 2.1. Сфера ℓ ∈ Ls
f ∪L

u
f делит многообразие M3 тогда и только тогда,

когда окружность c̃ℓ делит характеристическую поверхность.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения множеств Vf , Af , Rf и Lf следует, что
M3 \ Lf = Vf \ Lf . Из тривиальности схемы Sf следует, что Vf гомеоморфно прямому
произведению Sgf ×R. Отсюда и из предложения 2.2 следует, что для любого элемента
L ∈ Lf и для любого r ∈ R множества Vf \ L и Sg × {r} являются связными либо
несвязными одновременно, что доказывает справедливость леммы.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Непосредственно из леммы 2.1 вытекают следующие утверждения.

С л е д с т в и е 2.1. Пусть f ∈ G(M3). Тогда

1) двухцветный граф Γf вкладывается в характеристическую поверхность таким
образом, что:

(a) каждая компонента связности d множества Σf \ (Ls
f ∪ Lu

f ) содержит в
точности одну точку v, соответствующую вершине графа Γf ;

(b) если компоненты связности di, dj множества Σf \ (Ls
f ∪L

u
f ) имеют общую

граничную окружность ℓi,j, то точки vi ∈ di, vj ∈ dj соединены гладкой
дугой ei,j, трансверсально пересекающей окружность c̃ℓi,j ;

2) граф Γf связен;

3) граф Γf \ ei,j связен тогда и только тогда, когда множество Σf \ c̃ℓi,j связно.

С л е д с т в и е 2.2. Пусть f t ∈ G(M3). Если gf = 0, то граф Γft является
деревом. Если gf > 0, то граф Γft связен и имеет в точности gf простых попарно
различных циклов, таких что:

1) никакое ребро не принадлежит одновременно двум циклам;

2) каждый цикл графа Γft содержит как ребро, окрашенное в цвет s, так и ребро,
окрашенное в цвет u.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения рода ориентируемой поверхности следует,
что максимальное число попарно непересекающихся замкнутых кривых, не делящих
поверхность, равно роду этой поверхности. Отсюда и из пунктов 2-3 следствия 2.1
непосредственно следует, что при gf = 0 граф Γf является деревом. Пусть gf > 0.
Из определения характеристической поверхности следует, что многообразие M3 \ Σf

имеет две компоненты связности Qa ⊃ Af , Qr ⊃ Rf , такие что Af , Rf являются де-
формационными ретрактами замыканий cl Qa, cl Qr множеств Qa, Qr соответственно.
Отсюда следует, что каждое из множеств Af , Rf содержит в точности gf подмножеств,
гомеоморфных окружности. Пусть σ1 ∈ Af — седловая точка, принадлежащая подмно-
жеству множества Af , гомеоморфному окружности. Тогда Af \ σ1 = Af \W s

σ связно.
Следовательно, Σf \W s

σ связно. Тогда, с учетом того факта, что устойчивые многооб-
разия разных седловых точек не пересекаются, найдется ровно gf сфер из множества
Ls
f , не делящих Σf . Отсюда, в силу следствия 2.1, граф Γf имеет в точности gf ребер,

окрашенных в цвет s, принадлежащих непересекающимся циклам. Аналогично доказы-
вается, что граф Γf имеет в точности gf ребер, окрашенных в цвет u, принадлежащих
непересекающимся циклам. В то же время из определения рода поверхности следует,
что не более чем gf окружностей, являющихся следами сфер Ls

f ∪L
u
f , не делит поверх-

ность Σf . Отсюда получаем, в силу следствия 2.1, что граф Γf имеет не более чем gf
непересекающихся циклов, что и требовалось доказать.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

3. Граф как полный топологический инвариант для класса

G(M3)

Пусть диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G(M3) топологически сопряжены. Тогда существу-
ет гомеоморфизм h : M3 → M3, такой что f ′ = h−1fh. Гомеоморфизм h отображает
инвариантные многообразия диффеоморфизма f в инвариантные многообразия диф-
феоморфизма f ′, откуда следует, что графы Γf ,Γ

′
f изоморфны. Таким образом, необ-

ходимость условий теоремы 1.1 доказана.
Докажем достаточность. Предположим, что графы Γf ,Γ

′
f диффеоморфизмов f, f ′ ∈

∈ G(M3) изоморфны и докажем, что диффеоморфизмы f, f ′ топологически сопряже-
ны. В силу утверждения 2.2 достаточно доказать, что из наличия изоморфизма графов
f, f ′ следует эквивалентность их схем Sf , Sf ′ .

Отметим, что в силу предложения 2.2 граф Γf имеет в точности gf простых попарно
непересекающихся циклов. Поскольку графы Γf ,Γf ′ изоморфны, то gf = gf ′ = g. Ана-
логично [9, § 3.4] показывается, что существует гомеоморфизм h : Σf → Σf ′ , такой что
h(Σf ∩Lδ

f ) = Σf ′ ∩Lδ
f ′ , δ ∈ {s, u}. Докажем, что существует гомеоморфизм ĥ : V̂f → V̂f ′ ,

такой что ĥ(L̂δ
f) = L̂δ

f ′ , δ ∈ {s, u}. Пусть ψ̂ : V̂f → Sg × S1, ψ̂′ : V̂f ′ → Sg × S1 — гомео-
морфизмы, удовлетворяющие условию определения 2.1 и r, r′ ∈ S

1 — такие точки, что
pf (Σf ) = S2 × {r}, pf ′(Σf ′) = Sg × {r′}. Обозначим через ηr′−r поворот окружности S1,
перемещающий точку r′ в точку r. Гомеоморфизм h : Σf → Σf ′ , определенный на шаге
2, индуцирует гомеоморфизм hr : Sg× r → Sg× r, такой что pfhr = hpf ′ηr′−r. Положим

θ(x, r) = (x, hr). Тогда соотношение ĥ = ψ̂′−1
θψ̂ определяет искомый гомеоморфизм.

Теорема 1.1 доказана.
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4. Реализация

П р е д л о ж е н и е 4.1. Пусть Γ(g) — допустимый граф с g циклами. Тогда

1) граф Γ(g) вкладывается в ориентируемую поверхность Sg рода g;

2) существует набор попарно непересекающихся гладко вложенных окружностей
c1, . . . , ck ⊂ Sg со следующими свойствами:

(a) k равно числу ребер графа Γ(g);

(b) для любого i ∈ {1, . . . , k} окружность ci пересекает ровно одно ребро ei гра-
фа Γ(g), пересечение ci ∩ ei состоит из единственной точки, отличной от
вершины графа Γ(g);

(c) окружность ci окрашена в цвет ребра ei;

(d) каждая компонента связности множества Sg\
k⋃

i=1

ci содержит в точности

одну вершину графа Γ(g).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем пункт 1 индукцией по числу g. Если g = 0, то граф
Γ(g) является деревом и, следовательно, является планарным и вкладывается в сферу
S2 = S0. Предположим, что при g > 0 любой допустимый граф Γ(g) вкладывается в по-
верхность Sg и докажем, что допустимый граф Γ(g + 1) вкладывается в поверхность
Sg+1. Пусть ребро e принадлежит циклу графа Γ(g + 1) и вершины v, w инцидентны
ребру e. Тогда граф Γ′(g) = Γ(g + 1) \ e связен и вкладывается в поверхность Sg. Выбе-
рем два непересекающихся диска Bv, Bw, не пересекающиеся с вершинами графа Γ(g),
отличными от v, w и такие, что v ∈ intBv, w ∈ Bw, приклеим к Sg ручку по дискам
Bv, Bw и соединим вершины v, w дугой, проходящей по ручке. В результате получим
граф Γ′(g + 1), изоморный графу Γ(g + 1), вложенный в поверхность Sg+1.

Докажем пункт 2. Поскольку циклы графа Γ(g) не пересекаются, то существует на-
бор c1, . . . , cg попарно непересекающихся гладко вложенных в поверхность Sg окруж-
ностей со следующими свойствами: a) каждая окружность ci, i ∈ {1, . . . , g} пересекает
граф Γ(g) в единственной точке, принадлежащей одному из его циклов и отличной
от вершины; b) существует набор попарно непересекающихся трубчатых окрестностей

T1, . . . , Tg, такой что многообразие S′ = Sg\
g⋃

i=1

int Ti гомеоморфно поверхности, получа-

емой из сферы S2 удалением внутренности объединения 2g попарно непересекающихся
двумерных дисков. Тогда любая окружность c′ делит многообразие S′ на две компо-
ненты связности. Пусть ei — ребро, пересекающееся с окружностью ci. Тогда граф

Γ′ = Γ(g) \
g⋃

i=1

ei является деревом, и построение оставшихся окружностей проводит-

ся последовательно, начиная с ребер, инцидентных листьям дерева Γ′, и заканчивая
ребрами, инцидентными центральной вершине или вершинам.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Пусть c1, . . . , ck ⊂ Sg — окружности, удовлетворяющие заключению предложе-
ния 4.1. Перейдем к пространству Sg× ×S1 и для окружности ci(cj), окрашенной в
цвет s(u), положим ℓ̂s = ci×S1, ℓ̂u = cj ×S1. Обозначим через L̂s, L̂u совокупности всех
торов ℓ̂s, ℓ̂u соответственно.
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Построим диффеоморфизм f ∈ G(M3), схема которого эквивалентна тройке {Sg ×

S1, L̂s, L̂u}. Тогда двухцветный граф Γf диффеоморфизма f будет изоморфен допусти-
мому графу Γg. Построение диффеоморфизма f проведем по шагам, следуя алгоритму,
предложенному в [11, Proposition 2.2].

Шаг 1. Определение вспомогательного диффеоморфизма ag : Sg × R → Sg × R.
Положим ag(x, r) = (x, r + 1). Для дуги ci ∈ Sg, окрашенной в цвет δ ∈ {s, u}, поло-

жим lδ = ci×R, обозначим через Lδсовокупность всех цилиндров lδ и через NLδ = {N
lδ
}

множество попарно непересекающихся гладких трубчатых окрестностей цилиндров из
множества Lδ, таких что N

lδ
= K

ci
× R, где K

lδ
⊂ Sg — гладкое двумерное кольцо,

содержащее окружность ci.
Шаг 2. Добавление седел индекса 1. В пространстве R3 рассмотрим подмножество

U = {(x1, x2, x3) : (x21 + x22)x
2
3 ≤ 1} и зададим на нем диффеоморфизм поток b фор-

мулой b(x1, x2, x3) = (2−1x1, 2
−1x2, 2x3). Положим N̂s = (U \ Ox3)/b. По построению

многообразие N̂s диффеоморфно K × S1, где K — стандартное двумерное кольцо, то
есть диффеоморфно K

lδ
× S1. Тогда для любого ls ∈ Ls существует диффеоморфизм

µs
ls

: N
ls
→ (U \Ox3), сопрягащий диффеоморфизмы ag|N

ls
и b|U\Ox3

. Пусть ks – число
всех элементов множества Ls. Обозначим через µs : NLs → (U\Ox3)×Zks диффеомор-
физм, составленный из диффеоморфизмов µs

ls
. Положим Qs = (Sg × R) ∪µs

(U × Zks).
ПространствоQs является гладким связным ориентируемым 3-многообразием без края.

Положим Q̄s = (Sg × R) ∪ (U × Zks) и обозначим через p
s
: Q̄s → Qs естественную

проекцию. Положим p
s,1

= p
s
|Sg×R, p

s,2
= p

s
|U×Zks . Определим диффеоморфизм f̃s на

многообразии Qs формулой

f̃s(x) =

{
p

s,1
(ag(p

−1
s,1

(x))), x ∈ p
s,1
(Sg × R);

p
s,2
(b(p−1

s,2
(x))), x ∈ p

s,2
(U× {i}), i ∈ Zks .

По построению неблуждающее множество диффеоморфизма f̃s состоит из ks сед-
ловых неподвижных гиперболических точек с индексом Морса, равным единице.

Шаг 3. Добавление седел индекса 2. Будем обозначать образы множеств Lu, N
Lu

и их элементов относительно проекции p
s

теми же буквами, что и оригиналы. Пусть ku

— число элементов множества Lu. Рассуждениями, аналогичными примененным на ша-
ге 1, доказывается существование диффеоморфизма µu

lu : N
lu

→ (U\Ox3), сопрягащего
диффеоморфизмы f̃s|N(lui )

и b−1|U\Ox3
. Как и в шаге 2, обозначим через µu : N

Lu →
→ (U\Ox3)×Zku диффеоморфизм, составленный из диффеоморфизмов µu

lu , и положим
Qu = Qs ∪µu (U × Zku ). Пространство Qu является гладким связным ориентируемым
3-многообразием без края.

Положим Q̄u = Qs ∪ (U × Zku) и обозначим через p
u

: Q̄u → Qu естественную
проекцию. Положим p

u,1
= p

u
|Qu , p

u,2
= p

u
|U×Zku . Определим диффеоморфизм f̃u на

многообразии Qu формулой

f̃u(x) =

{
p

u,1
(f̃s(p

−1
u,1

(x))), x ∈ p
u,1

(Qs);

p
u,2

(b−1(p−1
u,2

(x))), x ∈ p
u,2

(U× {i}), i ∈ Zku .

По построению неблуждающее множество потока f̃u состоит из ks седловых непо-
движных точек с индексом Морса, равным единице, и ku неподвижных точек с индек-
сом Морса, равным двум.
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Шаг 4. Добавление стоков. Обозначим через W s
Ωf̃u

объединение устойчивых мно-

гообразий всех неподвижных точек диффеоморфизма f̃u, положим Rs = Qu \ W s
Ωf̃u

и обозначим через ρs1, . . . , ρ
s
ns компоненты связности множества Rs. Из конструкции

следует, что каждая компонента ρsi диффеоморфна S2 × R. Отсюда следует, что суще-
ствует диффеоморфизм νsi : ρsi → R3\{O}, гладко сопрягающий f̃u|ρs

i
с диффеоморфиз-

мом a0|R3\{O}, заданным формулой a0(x1, x2, x3) = (2−1x1, 2
−1x2, 2

−1x3). Обозначим
через νs : Rs → (R3 \ Ox3) × Zns диффеоморфизм, составленный из диффеоморфиз-
мов νs1 , . . . , ν

s
ns . Положим M s = Qu ∪νs (R3 ×Zns). Пространство M s является гладким

связным ориентируемым 3-многообразием без края.
Положим M̄ s = Qu ∪ (R3 × Zns) и обозначим через q

s
: M̄ s → M s естественную

проекцию. Положим q
s,1

= q
s
|Qu , q

s,2
= q

s
|R3×Zns и определим диффеоморфизм fs на

многообразии M s формулой

fs(x) =

{
q
s,1
(h̃u(q

−1
s,1

(x))), x ∈ q
s,1

(Qu);

q
s,2
(a0(q

−1
s,2

(x))), x ∈ q
s,2

(R3 × {i}), i ∈ Zns .

По построению неблуждающее множество потока fs состоит из ks седловых непо-
движных гиперболических точек с индексом Морса, равным единице, ku седловых
неподвижных гиперболических точек с индексом Морса, равным двум, и ns стоковых
неподвижных гиперболических точек.

Шаг 5. Добавление источников. Положим Ru = M s \ Wu
Ωh̃s

и обозначим через
ρu1 , . . . , ρ

u
nu компоненты связности множества Ru. Каждая компонента ρui диффеоморф-

на S
2 ×R, и диффеоморфизм fs|ρu

i
гладко сопряжен с диффеоморфизмом a−1

0 |R3\O по-
средством некоторого диффеоморфизма νui . Обозначим через νu : Ru → (R3\Ox3)×Znu

диффеоморфизм, составленный из диффеоморфизмов νu1 , . . . , ν
u
nu . Положим Mu =

= M s ∪νu (R3 × Znu) Пространство Mu является гладким связным замкнутым ори-
ентируемым 3-многообразием.

Положим M̄u = M s ∪ (R3 × Znu) и обозначим через q
u
: M̄u → Mu естественную

проекцию. Положим q
u,1

= q
u
|Ms , q

u,2
= q

u
|R3×Znu . Определим диффеоморфизм fu на

многообразии Mu формулой

fu(x) =

{
q
u,1

(fs(q
−1
u,1

(x))), x ∈ q
u,1

(M s);

q
u,2

(a−t
0 (q−1

u,2
(x))), x ∈ q

u,2
(R3 × {i}), i ∈ Znu .

По построению неблуждающее множество диффеоморфизма fu состоит из ks сед-
ловых неподвижных гиперболических точек с индексом Морса, равным единице, ku

седловых неподвижных гиперболических точек с индексом Морса, равным двум, ns

стоковых неподвижных гиперболических точек и nu источниковых неподвижных ги-
перболических точек, а его ограничение на множество Vf топологически сопряжено
с потоком ag, построенном на первом шаге. Отсюда следует, что схема диффеоморфиз-
ма fu эквивалента тройке {Sg×S

1, Ls, Lu}, следовательно, диффеоморфизм fu является
искомым.

Теорема 1.2 доказана.

5. Оценка скорости алгоритмов сравнения двухцветных графов

Результаты этого раздела основываются на следующем утверждении, доказанном
в [12–13].
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У т в е р ж д е н и е 5.1. Пусть Γ1, Γ2 – графы с одинаковым числом
вершин n, вкладывающиеся в поверхность рода g ≥ 0. Тогда существует алгоритм
проверки существования изоморфизма графов Γ1, Γ2 за время O(nO(g)). Если g = 0, то
существует алгоритм проверки существования изоморфизма графов Γ1, Γ2 за время
O(n).

Для сведения проблемы различения двухцветных графов к утверждению 5.1 будем
пользоваться идеями, предложенными Д. С. Малышевым в работе [14]. Справедливость
теоремы 1.3 будет следовать из утверждения 5.1 и следующего предложения.

П р е д л о ж е н и е 5.1. Для любого допустимого двухцветного графа Γ с g
циклами существует неоснащенный граф Γ′, вложенный в поверхность Sg и такой,
что допустимые графы Γ1,Γ2 изоморфны тогда и только тогда, когда изоморфны
графы Γ′

1,Γ
′
2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть теперь Γ1, Γ2 – допустимые двухцветные графы
с одинаковым числом вершин n и одинаковым числом циклов g. К каждой вершине
графов Γ1, Γ2 добавим по четыре висячие вершины. Далее, удалим каждое ребро ei =
= (ai, bi) цвета u, добавим ребра (ai, ci), (bi, ci) и висячую вершину, смежную с ci. Для
ребра цвета s делаем то же самое, только добавим две висячие вершины, каждая из
которых смежная с ci (Рис. 5.1). В результате этих действий получим графы Γ′

1 и Γ′
2,

имеющие g циклов.

a) b)

Рис. 5.1. Примеры графов: a) двухцветный граф Γ, b) неоснащенный граф Γ′,
соответствующий двухцветному графу Γ

Fig 5.1. Examples of graphs: a) two-color graph Γ, b) unframed graph Γ′

corresponding to the two-color graph Γ

Осталось доказать, что графы Γ′
1 и Γ′

2 изоморфны тогда и только тогда, когда
изоморфны графы Γ1 и Γ2. Необходимость следует из построения графов Γ′

1 и Γ′
2. По-
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кажем, что из изоморфности Γ′
1 и Γ′

2 следует изоморфность Γ1 и Γ2. Действительно,
вершины графов Γ′

1 и Γ′
2 степени не менее единицы и не более четырех соответству-

ют ребрам Γ1 и Γ2, причем степень вершины однозначно определяет цвет ребра. Для
определения вершины графа Γi нужно найти вершину графа Γ′

i степени выше четырех
и удалить все соседние с ней висячие вершины и смежные им ребра. Таким образом,
по графу Γ′

i однозначно восстанавливается граф Γi.
Поскольку связный граф с n вершинами и g циклами имеет ровно n− 1− g ребер,

то графы Γ′
1 и Γ′

2 имеют не более n + 4n + 4(n − 1 − g) < 9n вершин. Следовательно,
предложение 5.1 справедливо и для двухцветных графов Γ1,Γ2.

Теорема 1.3 доказана.
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Анизотропный перенос диэлектрических частиц

однородным электрическим полем в неоднородно
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Аннотация. Моделируется анизотропный перенос диэлектрических частиц однород-
ным электрическим полем в неоднородно нагретой жидкости. Анизотропия переноса
определяется механизмом взаимодействия частиц, диэлектрическая проницаемость ко-
торых зависит от температуры. Распределение температуры в частицах и жидкости
определяется их температуропроводностью и не зависит от движения жидкости, что
соответствует малым числам Пекле. Течение жидкости рассматривается в приближе-
нии малых чисел Рейнольдса. Перенос частиц обусловлен действием анизотропной си-
лы со стороны приложенного однородного электрического поля и сил трения со сто-
роны жидкости. Учитывается взаимодействие частиц. Проведено численное моделиро-
вание динамики анизотропного переноса двух диэлектрических частиц в зависимости
от взаимной ориентации вектора напряженности электрического поля, градиента тем-
пературы и начальной ориентации вектора, соединяющего центры частиц. Для случая
большого числа частиц найдено анизотропное равновесное распределение концентра-
ции частиц во внешнем силовом электрическом поле с учетом механизма диффузии
при взаимодействии.
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The temperature distribution in the particles and in the fluid is determined by their thermal
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numbers. The fluid flow is considered in the approximation of small Reynolds numbers. The
transfer of particles is due to the action of an anisotropic force exerted by applied uniform
electric field and friction forces exerted by the fluid. The interaction of particles is taken into
account. Numerical modeling of anisotropic transport dynamics of two dielectric particles
is carried out. The process mentioned depends on the mutual orientation of electric field
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1. Введение

Использование управляемых физических процессов в микро- и наномасштабе яв-
ляется одним из приоритетных направлений развития современных технологий. Ак-
тивно развиваются технологии проведения на подложке площадью в несколько квад-
ратных сантиметров с использованием микро- или наноскопического количества образ-
цов полного цикла операций, связанных с реализацией многостадийного химического
и биологического анализов или органического/неорганического синтеза. Устройства,
осуществляющие подобные операции, получили названия «микрофлюидные системы»
(Micro Fluidic Systems) и «лаборатория на чипе» микрофлюидных систем с микро-
экстракторами, микрореакторами, микронасосами, микросмесителями, микроклапана-
ми, микротеплообменниками, микродатчиками и с наноразмерными функциональными
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элементами. Развитие этих технологий открывает перспективы для таких областей, как
комбинаторная и синтетическая химия, геномика и протеомика, высокопроизводитель-
ный скрининг (High Throughput Screening Systems), используемый при создании новых
лекарственных препаратов, многих других [1]. Необходимость изучения биологических
объектов привела к появлению новых методов и подходов, обеспечивающих возмож-
ность эффективного неразрушающего воздействия на частицы в жидкостях с помощью
внешних полей. К ним относятся технологии, основанные на управлении движением и
микро- и наноразделением (молекулярная и клеточная сортировка). Существуют следу-
ющие эффективные способы внешнего физического воздействия на частицы: электри-
ческие поля (постоянное и переменное); фотонное поле — обычно лазерное излучение;
акустические и магнитные поля. Одним из активно использующихся методов управле-
ния движением и разделением микрочастиц в жидких средах является диэлектрофорез.
В его основе [2–3] лежит транспорт поляризующихся частиц под действием силы со сто-
роны неоднородного электрического поля. В результате действия этой силы частицы с
разными диэлектрическими свойствами и размерами отделяются и сосредотачиваются
в различных областях межэлектродного пространства. В таком разделении есть анало-
гия с действием силы тяжести на частицы в жидкости: более плотные опускаются ко
дну, а менее плотные поднимаются к поверхности. Другими словами разделение частиц
происходит вдоль направления силы тяжести. Возможность создавать градиент напря-
женности электрического поля в любом направлении позволяет осуществлять разделе-
ние частиц диэлектрофорезом в том направлении, в котором необходимо устройству.
Разделение частиц с различными диэлектрическими свойствами активно используется
в медицине для разделения больных и здоровых клеток [4–6]. Однако в реальных усло-
виях температура исследуемого объекта неоднородна. Наличие градиента температуры
позволяет использовать этот фактор для разделения частиц. В работе [7] показано, что
при наличии градиента температуры появляется анизотропия в действии на поляри-
зующиеся частиц силы со стороны однородного электрического поля. Это открывает
новые возможности в разделении частиц по их диэлектрическим свойствам. В настоя-
щей работе приводятся результаты моделирования такого разделения на примере двух
взаимодействующих поляризующихся частиц в неполяризующейся жидкости.

2. Постановка задачи

Моделируется транспорт двух сферических частиц радиуса a в жидкости с плотно-
стью ρ, вязкостью η, постоянной диэлектрической проницаемостью εf и коэффициен-
том температуропроводности χf . В жидкости далеко от частиц приложено однородное
электрическое поле напряжённости E0 и градиент температуры ∇T 0. Положения цен-
тров двух сфер будем обозначать векторами r1(t) и r2(t) соответственно. Для введенных
векторов имеем соотношение:

r1(t)− r2(t) = r(t),

где вектор r соединяет центры двух сфер.
Перенос частиц в жидкости определяется силами, действующими на неё со сторо-

ны жидкости и поля, причём эти силы зависят от распределения соответствующих
параметров вблизи частиц. В однородном электрическом поле сила, действующая на
частицы, равна нулю. Однако наличие частиц с другой диэлектрической проницаемо-
стью εp и другим коэффициентом температуропроводности χp, чем у жидкости, приво-
дит к возмущению однородного электрического поля и распределения температуры в
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жидкости. Поскольку считается, что диэлектрическая проницаемость частиц εp(T ) за-
висит от температуры, то неоднородное распределение температуры в частицах также
приводит к искажению электрического поля вокруг них. Следовательно, возмущение
электрического поля в жидкости вокруг частиц обусловлено как различием диэлектри-
ческой проницаемости жидкости и частиц, так и неоднородностью диэлектрической
проницаемости частиц из-за их неоднородного нагрева. Эти возмущения приводят к
появлению силы, действующей на частицы со стороны электрического поля. Движение
частиц изменяет распределение скорости u и давления p в жидкости, что создаёт силы,
действующие на них в результате гидродинамического взаимодействия. В результате
действия всех этих сил происходит перемещение частиц. Закон движения центров ча-
стиц r1(t) и r2(t) определяется из уравнений движения с учетом действующим на нее
сил и моментов. В рассматриваемом случае система уравнений записывается в виде

F
e
k + F

h
k = 0, T

e
k +T

h
k = 0. (2.1)

Здесь F
h
s – силы; Th

s – моменты сил со стороны жидкости; Fe
s, T

e
s – силы и моменты

сил со стороны электрического поля, действующие на частицу с номером s = 1, 2. Силы
со стороны электрического поля можно записать в виде

F
e
s = F

e
s0 + F

e
sT , s = 1, 2.

Индексами «0» и «T» обозначены составляющиеся силы со стороны электрического
поля, действующие на частицы в однородном и градиентном поле температуры соот-
ветственно. В нулевом по градиенту ∇T0 приближении выражение для сил F

e
s0, дей-

ствующих на частицы со стороны электрического поля, представлено в работе [8]:

F
(e)
10 = −εfk

2
ε

[
6
(E0 · r)

r5
E0 + 3

E2
0

r5
r− 15

(E0 · r)2

r7
r

]
, F

(e)
20 = −F

(e)
10 . (2.2)

Здесь введено следующее обозначение:

kε = −a3
(εf − εp)

εp + 2εf
.

Выражение для сил F
e
sT , действующих на каждую частицу со стороны электриче-

ского поля в линейном приближении по градиенту температуры, получено в работе [7]:

F
(e)
1T = −εfkεG[6

(E0 · ∇T0)

r5
E0 + 3

E2
0

r5
∇T0 − 15

(E0 · r)2

r7
∇T0 − 15

(∇T0 · r)E2
0

r7
r−

−30
(∇T0 · r)(E0 · r)

r7
E0 − 30

(∇T0 ·E0)(E0 · r)

r7
r+ 105

(∇T0 · r)(E0 · r)2

r9
r],

F
(e)
2t = F

(e)
1t .

(2.3)

Здесь введены следующие коэффициенты:

K = −
qεqχ
εp0

(
∂εp
∂T

)

0

, G = −
2εp0

3(2εp0 + 3εf)
a5K,

qε =
3εf

εp0 + 2εf
, qχ =

3χf

χp + 2χf
.

В обоих случаях при вычислении силы со стороны электрического поля учитыва-
лось взаимодействие частиц. Первая составляющая силы со стороны электрического
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поля зависит от взаимной ориентации вектора E0 напряженности внешнего электриче-
ского поля и вектора r, соединяющего центры частиц. Эта составляющая силы может
перемещать частицы относительно друг друга до достижения определенной ориента-
ции относительно друг друга. Вторая составляющая силы, зависящая от градиента
температуры, отвечает за перемещение частиц в пространстве. Структура этой силы
такова, что перемещение частиц зависит от ориентации вектора напряженности элек-
трического поля и градиента температуры. В результате совместного действия этих
сил получаем анизотропию перемещения частиц во внешнем электрическом поле.

Гидродинамические силы, действующие на частицы с учетом их взаимодействия,
были определены в работе [9]. Получены следующие выражения для сил, действующих
на сферы в покоящейся на бесконечности жидкости:

F1i = −6πηa

[
U

‖
1i

(
1 +

9a2

4r2

)
+ U

‖
2i

(
−
3a

2r
−

19a3

8r3

)
+

+U⊥
1i

(
1 +

9a2

16r2

)
+ U⊥

2i

(
3a

4r
+

59a3

64r3

)]
, (2.4)

F2i = −6πηa

[
U

‖
2i

(
1 +

9a2

4r2

)
+ U

‖
1i

(
−
3a

2r
−

19a3

8r3

)
+

+U⊥
2i

(
1 +

9a2

16r2

)
+ U⊥

1i

(
3a

4r
+

59a3

64r3

)]
. (2.5)

Индексами ‖ и ⊥ обозначены составляющие скорости частиц вдоль и перпендику-
лярно вектору r, которые находятся следующим образом:

U
‖ = (U · r)

r

r2
, U

⊥ = U− (U · r)
r

r2
.

С учетом того, что скорости частиц определяются равенствами:

U1 =
dr1
dt
, U2 =

dr2
dt
,

то после подстановки этих соотношений в выражения для гидродинамических сил (2.4),
(2.5) получим из условия (2.1) систему дифференциальных уравнений для определения
законов движения частиц r1(t), r2(t).

3. Результаты моделирования

Для численного моделирования динамики частиц рассматривался случай, когда
векторы E0, ∇T 0 и r лежат в одной плоскости. В системе координат XOY , вы-
бранной в этой плоскости, вектор напряженности электрического поля представляется
в виде bfE0 = E0 (cosω, sinω). Вектор градиента температуры имеет составляющие
∇T 0 = (q, q). В выбранной системе координат XOY каждый из векторов r1(t), r2(t)
имеет две координаты. В итоге получаем систему из четырех нелинейных дифференци-
альных уравнений первого порядка, которая решалась численно методом Рунге — Кут-
ты. На рис. 3.1 приводятся результаты численного моделирования динамики частиц,
показывающие наличие анизотропии перемещения частиц при различных ориентациях
вектора напряженности электрического поля относительно градиента температуры.
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Рис. 3.1. Численные расчеты перемещения частиц: a) r1; b) r2; c) r при
ориентации вектора E0 вдоль градиента температуры; d) r1; e) r2; f) r при

ориентации вектора E0 перпендикулярно градиенту температуры

Fig 3.1. Numerical calculations of particle displacement: a) r1; b) r2; c) r when the
vector E0 is oriented along the temperature gradient; d) r∗1 ; e) r∗2 ; f) r∗ when the

vector E0 is oriented perpendicular to the temperature gradient

Здесь используются безразмерные величины: под r1, r2, r понимаются перемеще-
ния частиц, отнесенные к радиусу частиц a, а под t - время, отнесенное к характерной
величине a2ρ/η. Вычисления проводились при следующих значениях параметров в си-
стеме СГС (сантиметр, грамм, секунда): εf = 1, εp = 3, χf = 2, χf = 5, E0 = 100,
ρ = 0.889, η = 0.01, a = 0.001, q = 1.5. Рассматривались две ориентации вектора на-
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пряженности электрического поля – вдоль и перпендикулярно градиенту температуры,
что соответствует значениям ω = π/4, ω = 3π/4. Начальное положение первой частицы
определяется вектором r10 = (3, 2), а второй частицы – вектором r20 = (5, 4).

Как видно из приведенных расчетов на рис. 3.1, имеется существенная анизо-
тропия в перемещении частиц в зависимости от ориентации вектора напряженности
электрического поля относительно градиента температуры. В результате действия
диэлектро-термофоретической силы частицы могут как собираться вместе, так и от-
даляться друг от друга. Аналогичный результат получается и при других начальных
положениях частиц. Полученные результаты позволяют утверждать, что диэлектро-
термофоретическая сила отвечает за анизотропное перемещение частиц, концентрируя
их в нужном месте или, наоборот, разделяя их. Таким образом, предложенный меха-
низм диэлектро-термофореза позволяет управлять перемещением частиц в однородном
электрическом поле за счет изменения направления вектора напряженности относи-
тельно градиента температуры.

4. Заключение

Рассмотрен механизм действия диэлектро-термофоретической силы, действующей
на поляризующиеся частицы в неоднородно нагретой жидкости в однородном элек-
трическом поле. Учитывается парное взаимодействие частиц. Считается, что несущая
жидкость не поляризуется. Полученные результаты показывают анизотропию переме-
щение частиц в зависимости от взаимной ориентации векторов напряжённости электри-
ческого поля и градиента температуры. Электрическое поле с вектором напряжённости
вдоль градиента температуры собирает частицы вместе, а в случае ориентации вектора
напряженности электрического поля перпендикулярно градиенту температуры - уда-
ляет частицы друг от друга. Предложенный механизм управления движением частиц
может быть использован в микрофлюидных устройствах.
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О сведении проблемы топологической классификации

градиентно-подобных потоков к классификации

полярных потоков

И. А. Сараев

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»
(г. Нижний Новгород, Российская Федерация)

Аннотация. В статье рассматривается класс G(Mn) градиентно-подобных потоков на
связных замкнутых многообразиях размерности n ≥ 4, такой что для любого потока
f t ∈ G(Mn) устойчивые и неустойчивые многообразия седловых состояний равнове-
сия размерности (n − 1) не пересекаются с инвариантными многообразиями других
седловых состояний равновесия. Известно, что несущее многообразие любого потока
f t из класса G(Mn) раскладывается в связную сумму сферы S

n, gft ≥ 0 копий пря-
мых произведений S

n−1 × S
1 и односвязного многообразия, отличного от сферы. Число

gft определяется только числом узловых состояний равновесия и числом седловых со-
стояний равновесия, одно из инвариантных многообразий которых имеет размерность
(n − 1) (такие состояния равновесия будем называть тривиальными седлами), а одно-
связное многообразие, отличное от сферы, присутствует в связной сумме тогда и только
тогда, когда множество седловых состояний равновесия содержит точки, размерность
неустойчивого многобразия которых принадлежит множеству {2, . . . , n− 2} (такие со-
стояния равновесия будем называть нетривиальными седлами). Более того, для потоков
из класса G(Mn) без нетривиальных седел имеется полная топологическая классифи-
кация. В настоящей работе доказывается, что для любого потока f t ∈ G(Mn) разбиение
несущего многообразия на связную сумму можно осуществить по попарно непересека-
ющимся гладко вложенным сферам (разбивающим сферам), не содержащим состояний
равновесия потока f t и трансверсально пересекающим его траектории. Ограничение
потока f t на дополнения до этих сфер однозначно (с точностью до топологической
эквивалентности и нумерации) определяет конечный набор потоков f t

1, . . . , f
t
l , задан-

ных на компонентах связной суммы. Более того, для любого j ∈ {1, . . . , l}, множество
седловых состояний равновесия потока f t

j либо состоит только из тривиальных седел,
либо только из нетривиальных, и тогда поток f t

j является полярным. Мы вводим поня-
тие согласованной топологической эквивалентности для потоков f t

1, . . . f
t
l и показываем,

что потоки f t, f ′t ∈ G(Mn) топологически эквивалентны тогда и только тогда, когда
для каждого из этих потоков существуют наборы разбивающих сфер, определяющих
согласованно топологически эквивалентные потоки на компонентах связной суммы.

Ключевые слова: градиентно-подобные потоки, многообразие, топологическая клас-
сификация, потоки Морса-Смейла, функция Морса
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Abstract. In this paper we consider a class G(Mn) of gradient-like flows on connected
closed manifolds of dimension n ≥ 4 such that for any flow f t ∈ G(Mn) stable and unstable
invariant manifolds of saddle equilibria do not intersect invariant manifolds of other saddle
equilibria. It is known that the ambient manifold of any flow from the class G(Mn) can be
splitted into connected summ of the sphere S

n, gft ≥ 0 copies of direct products S
n−1 × S

1,
and a simply connected manifold which is not homeomorphic to the sphere. The number gft

is determined only by the number of nodal equilibria and the number of saddle equilibria such
that one of their invariant manifolds has the dimension (n−1) (we call such equilibria trivial
saddles). A simply connected manifold which is not homeomorphic to the sphere presents in
the splitting if and only if the set of saddle equilibria contains points with unstable manifolds
of dimension i ∈ {2, . . . , n − 2} (we call such equilibria non-trivial saddles). Moreover, the
complete topological classification was obtained for flows from the class G(Mn) without non-
trivial saddles. In this paper we prove that for any flow f t ∈ G(Mn) the carrier manifold
can be splitted into a connected sum along pairwise disjoint smoothly embedded spheres
(separating spheres) that do not contain equilibrium states of the flow f t and transversally
intersect its trajectories. The restriction of the flow f t to the complements to these spheres
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t
l
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saddle equilibria of the flow f t

j consists either only of trivial saddles or only of of non-
trivial ones and then the flow f t

j is polar. We introduce the notion of consistent topological

equivalence for flows f t
1, . . . f

t
j and show that flows f t, f ′t ∈ G(Mn) are topologically

equivalent if and only if for each of these flows the set of separating spheres exists that
defines consistently topologically equivalent flows on the components of the connected sum.
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1. Введение

Пуcть Mn — замкнутое ориентируемое гладкое многообразие размерности n. Поток
f t на Mn называется градиентно-подобным, если его неблуждающее множество Ωft

состоит из конечного числа гиперболических состояний равновесия и инвариантные
многообразия состояний равновесия пересекаются трансверсально. Обозначим G(Mn)
класс градиентно-подобных потоков на Mn, таких что для любого потока f t ∈ G(Mn)
устойчивые и неустойчивые многообразия седловых состояний равновесия размерности
(n− 1) не пересекаются с инвариантными многообразиями других седловых состояний
равновесия.

Пусть Ωft обозначает множество всех состояний равновесия потока f t ∈ G(Mn),
а Ωi

ft — множество состояний равновесия, размерность неустойчивого многообразия
которых (индекс Морса) равна i ∈ {0, . . . , n}. Положим

µft = |Ω0
ft ∪ Ωn

ft |, νft = |Ω1
ft ∪ Ωn−1

ft |, gft = (νft − µft + 2)/2,

и обозначим через mft число седловых состояний равновесия, индекс Морса которых
больше единицы, но меньше (n − 1) (если n = 3, то mft = 0). Седловые состояния
равновесия, принадлежащие множеству Ω1

ft ∪ Ωn−1
ft , будем называть тривиальными,

седловые состояния равновесия, отличные от тривиальных, будем называть нетриви-
альными.

Будем обозначать Sn
g многообразие, гомеоморфное связной сумме сферы Sn и g ≥ 0

копий прямых произведений Sn−1 × S1; и Nn — односвязное многообразие, не гомео-
морфное сфере, допускающее поток из класса G(Mn), неблуждающее множество ко-
торого не содержит тривиальных седел (из того факта, что односвязное многообразие,
допускающее градиентный поток без тривиальных седел, не гомеоморфно сфере, сразу
следует, что неблуждающее множество такого потока содержит по крайней мере одно
нетривиальное седло).

Из работ [1–3] вытекает следующий результат.

У т в е р ж д е н и е 1.1. Пусть f t ∈ G(Mn), n ≥ 3. Тогда

1) gft является целым числом;

2) если mft = 0, то Mn гомеоморфно Sn
gft

;

3) если mft > 0, то Mn гомеоморфно Sn
gft
♯Nn;

4) eсли mft = 1, то n ∈ {4, 8, 16}, и при n = 4 многообразие Nn гомеоморфно
комплексной проективной плоскости.

В работе [4] показано, что если несущее многообразие Mn потока f t ∈ G(Mn) гомео-
морфно Sn

g , то множества Ωi
ft пусты для i ∈ {2, . . . , n− 2}, а в работе [5] (см. также [6])

решена проблема топологической классификации таких потоков. Эти результаты вме-
сте со следующим вспомогательным утверждением послужили мотивировкой к полу-
чению результатов настоящей работы.
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Пусть f t — произвольный гладкий поток на Mn и Sn−1 ⊂Mn — гладко или локаль-
но плоско вложенная в Mn сфера, не содержащая его состояний равновесия и транс-
версально пересекающая траектории потока. В случае локально плоской сферы транс-
версальность пересечения означает, что пересечение любой траектории потока f t со
сферой Sn−1 либо пусто, либо состоит из единственной точки. Будем говорить, что
Sn−1 является сферой без контакта для потока f t. Если Mn \Sn−1 несвязно, то будем
называть сферу Sn−1 разбивающей сферой без контакта. Пусть T (Sn−1) — трубча-
тая окрестность сферы Sn−1, не содержащая состояний равновесия потока f t и такая,
что ее граница ∂T (Sn−1) состоит из двух сфер Sn−1

− , Sn−1
+ без контакта для потока

f t. Обозначим через η : Sn−1
− → Sn−1

+ диффеоморфизм, определённый по правилу
η(x) = Oft(x) ∩ Sn−1

+ , x ∈ Sn−1
− , где Oft(x) — траектория потока f t, проходящая через

точку x.
Пусть кроме потока f t, на многообразии Mn задан поток f ′t. Здесь и далее будем

считать, что для потока f ′t введены те же объекты, что и для потока f t, а обозначе-
ния этих объектов отличаются штрихами от обозначений аналогичных объектов для
потока f t.

О п р е д е л е н и е 1.1. Гомеоморфизмы h− : Sn−1
− → S′n−1

− , h+ : Sn−1
+ → S′n−1

+

называются согласованными, если выполняется равенство h+η = η′h−.

Пусть Sn−1 — разбивающая сфера без контакта для потока f t; T (Sn−1) — ее труб-
чатая окрестность и P−, P+ — компоненты связности множества Mn \ intT (Sn−1). Обо-
значим через f t

−, f
t
+, соответственно, ограничение потока f t на P−, P+. Будем называть

потоки f t
−, f

t
+ составляющими потоками для потока f t.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть для потоков f t, f ′t существуют разби-
вающие сферы без контакта Sn−1, S′n−1, такие что составляющие потоки f t

−, f ′t
−

и f t
+, f ′t

+ топологически эквивалентны посредством гомеоморфизмов h− : P− → P ′
−,

h+ : P+ → P ′
+, ограничения h+|Sn−1

+
, h−|Sn−1

−

которых на сферы Sn−1
+ , Sn−1

− , соответ-

ственно, согласованны. Тогда f t, f ′t топологически эквивалентны.

З а м е ч а н и е 1.1. Отметим, что если поток f t имеет разбивающую
сферу без контакта, то любой топологически эквивалентный ему поток f ′t имеет
по крайней мере локально плоскую разбивающую сферу без контакта и составляющие
пары потоков для f t, f ′t топологически эквивалентны. На Рис. 1.1 видно, что условие
согласованности гомеоморфизмов h−, h+ в предложении 1.1 нельзя ослабить.

В этой работе для произвольного потока f t ∈ G(Mn) мы находим минимальный на-
бор разбивающих сфер, таких что множество седловых состояний равновесия каждого
составляющего потока для f t состоит либо только из тривиальных седел, либо только
из нетривиальных. Предложенная конструкция вместе с предложением 1.1 позволяет
свести проблему топологической классификации потоков из класса G(Mn) к класси-
фикации полярных потоков на односвязных замкнутых многообразиях.

Сформулируем результаты более точно. Пусть Lft — объединение всех замыканий
устойчивых и неустойчивых инвариантных многообразий седловых состояний равнове-
сия размерности (n − 1). Обозначим через m0

ft число компонент связности множества
Mn \ Lft , таких что ограничение потока f t на эти компоненты имеет нетривиальные
седловые состояния равновесия.
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a) b)

Рис. 1.1. Фазовые портреты топологически неэквивалентных потоков f t (a) и
f ′t ( b), имеющих топологически эквивалентные ограничения на компонентах

дополнения к секущим сферам

Fig 1.1. Phase portraits of topologically nonequivalent flows f t (a) and f ′t (b)
having topologically equivalent constraints on the components of the complement to

the secant spheres

Л е м м а 1.1. Пусть f t ∈ G(Mn), mft > 0, νft > 0. Тогда существует набор
попарно непересекающихся гладко вложенных сфер Sn−1

1 , . . . , Sn−1
kft

⊂Mn, m0
ft ≤ kft ≤

≤ 2m0
ft, таких что:

1. сфера Sn−1
i является сферой без контакта для потока f t, i ∈ {1, . . . , kft};

2. многообразие Mn \
kft⋃
i=1

intT (Sn−1
i ) состоит из lft ≤ kft +1 компонент связности

P1, . . . , Plft ;

3. все состояния равновесия потока f t лежат в объединении
lft⋃
j=1

Pj, при этом все

нетривиальные седловые состояния равновесия принадлежат ровно m0
ft компо-

нентам множества {Pj}, не содержащим состояний равновесия, отличных от
этих седел (см. Рис. 1.2).

Совокупность сфер Sn−1
1 , . . . , Sn−1

kft
⊂ Mn, удовлетворяющих заключению лем-

мы 1.1, будем называть минимальным набором разбивающих сфер.
Обозначим через f t

j ограничение потока f t на множество Pj , введенное в лемме 1.1.
Как и ранее, будем называть набор потоков {f t

j} составляющими потоками для f t.
Пусть для компонент Pi, Pj (возможно, i = j) существует разбивающая сфера Sn−1

ij

и ее трубчатая окрестность T (Sn−1
ij ), ограниченная сферами без контакта Sn−1

ij,− , S
n−1
ij,+ ,

такие что Sn−1
ij,− ⊂ clPi, S

n−1
ij,+ ⊂ clPj . Будем называть компоненты Pi, Pj связанными

сферой Sn−1
ij .
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Рис. 1.2. Минимальный набор разбивающих сфер

Fig. 1.2. Minimal set of splitting spheres

Т е о р е м а 1.1. Потоки f t, f ′t ∈ G(Mn) топологически эквивалентны тогда
и только тогда, когда для них существуют минимальные наборы разбивающих сфер

{Sn−1
i }

kft

i=1, {S′n−1
i }

k
f′t

i=1 , соответственно, такие что kft = kf ′t = k, lft = lf ′t = l

и для каждого j ∈ {1, . . . , lft} потоки f t
j , f

′t
j топологически эквивалентны при помощи

гомеоморфизма hj : Pj → P ′
j, при этом для каждой пары компонент Pi, Pj, связанных

разбивающей сферой Sn−1
ij , ограничения гомеоморфизмов hi, hj на сферы Sn−1

ij,− , S
n−1
ij,+

согласованы в смысле определения 1.1.

Следующая конструкция показывает, что проверка условий теоремы 1.1 связана
с проблемой топологической классификации полярных потоков.

Пусть {Sn−1
i }

kft

i=1 — минимальный набор разбивающих сфер для потока f t ∈ G(Mn)

и P1, . . . , Plft — компоненты связности многообразия Mn \
kft⋃
i=1

intT (Sn−1
i ). Приклеим

к каждой компоненте Sn−1 связности края многообразия Pj по копии шара Bn, на
которой задан линейный поток at± с единственным состоянием равновесия — оттал-
кивающим или притягивающим, в зависимости от направления траекторий потока
f t на граничной сфере Sn−1. Обозначим через Mj полученное многообразие, через
qj : Pj ⊔ (

⋃
i

Bn
i ) → Mj — естественную проекцию и через f̂ t

j – поток на многообра-

зии Mj, совпадающий с потоком qjf
t
j на множестве qj(Pj) и с потоком qja

t
± на образе

каждого шара Bn
i . По построению поток f̂ t

j принадлежит классу G(Mn).

П р е д л о ж е н и е 1.2. Для любого множества Pj, несущего нетривиальные

седловые состояния равновесия, многообразие Mj является односвязным, а поток f̂ t
j –

полярным.
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2. Вспомогательные определения, конструкции и факты

2.1. Склейка многообразий

Пусть M,N — n-мерные замкнутые гладкие многообразия с краем, n ≥ 1, X ⊂
⊂ ∂M, Y ⊂ ∂N — замкнутые гомеоморфные подмножества и g : X → Y — обра-
щающий естественную ориентацию края диффеоморфизм (гомеоморфизм). Введем
на дизъюнктном объединении M ⊔ N следующее отношение эквивалентности: если
x ∈ M ∪ N \ (X ∪ Y ), то x ∼ x, если x ∈ X, y ∈ Y , то x ∼ g(x), y ∼ g−1(y). Фактор-
пространство

M ∪g N = (M ⊔N)/∼

по этому отношению эквивалентности является гладким (топологическим) многообра-
зием. Будем говорить, что это многообразие получено склейкой многообразий M,N по
отображению g : X → Y . Пусть p :M ⊔N →M

⋃
gN — естественная проекция. Далее

по тексту образы p(M), p(N) обозначаются также, как и оригиналы.

2.2. Связная сумма многообразий

Пусть M , N — два компактных n-многообразия; Bn
1 ⊂ M , Bn

2 ⊂ N — подпро-
странства, гомеоморфные Bn, h1 : Bn → Bn

1 и h2 : Bn → Bn
2 — соответствующие

гомеоморфизмы. Пусть ϕ : ∂Bn
1 → ∂Bn

2 — гомеоморфизм, такой что отображение
h−1
2 ϕh1|∂Bn : Sn−1 → S

n−1 является меняющим ориентацию. Пространство

M♯N = (M \ int Bn
1 ) ∪ϕ (N \ int Bn

2 )

называется связной суммой многообразий M , N .
Из конструкции следует, что связной суммой замкнутых многообразий является за-

мкнутое многообразие, ориентируемое тогда и только тогда, когда ориентируемы оба
слагаемые. В силу [7, Lemma 2.1] это многообразие единственно c точностью до гомео-
морфизма. В силу [8, Theorem 1] справедлив следующий факт, получивший название
«Теорема Милнора-Кнезера»: любое компактное ориентируемое трехмерное многооб-
разие, отличное от сферы S3, единственным образом (с точностью до гомеоморфизма)
представляется в виде связной суммы конечного числа простых многообразий, каждое
из которых либо гомеоморфно S2 × S1, либо является неприводимым (т. е. таким, что
любая локально плоская сфера Sn−1 в нем ограничивает шар Bn). Теорема Милнора-
Кнезера, не может быть обобщена на случай размерности n > 3, см., например, [9, §
3.1, Пример 3].

2.3. Перестройка многообразия вдоль сферы размерности (n− 1)

Будем называть n-кольцом многообразие, гомеоморфное прямому произведению
Sn−1 × [0, 1] стандартной сферы на отрезок [0, 1].

Пусть Mn — связное замкнутое многообразие; e : Sn−1 × [−1, 1] → Mn — то-
пологическое вложение, такое что e(Sn−1 × {−1}), e(Sn−1 × {1}) — локально плос-
кие сферы. Положим Sn−1 = e(Sn−1 × {0}), Kn = e(Sn−1 × [−1, 1]). Многообразие
Mn \ intKn является многообразием с краем, имеющим две компонентны связности,
гомеоморфные сфере размерности (n− 1). Пусть B

n
+,B

n
− — два шара размерности n и

ϕ : ∂(Mn \ intKn) → ∂Bn
+ ∪ ∂Bn

− – гомеоморфизм, обращающий естественную ориен-
тацию края. Обозначим через Mn

∗ многообразие, полученное склейкой многообразия
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Mn \ intKn и объединения B
n
+ ∪ B

n
− по гомеоморфизму ϕ. Будем говорить, что много-

образие Mn
∗ получено из Mn перестройкой вдоль сферы Sn−1.

Следующий факт доказан в [10].

У т в е р ж д е н и е 2.1. Если Mn
∗ имеет две компонентны связности Mn

+,M
n
−,

то Mn гомеоморфно связной сумме многообразий Mn
+ и Mn

−. Если Mn
∗ связно, то Mn

гомеоморфно связной сумме Mn
∗ и Sn−1 × S1.

3. Построение минимального набора разбивающих сфер

В этом разделе доказывается теорема 1.1. Напомним, что µft обозначает число узло-
вых состояний равновесия, νft – число седловых состояний равновесия, индекс Морса
которых равен 1 или (n − 1), и mft — число седловых состояний равновесия, индекс
Морса которых принадлежит множеству {2, . . . , (n− 2)}. Пусть νft > 0. Тогда одно из
множеств Ωn−1

ft ,Ω1
ft непусто. Предположим для определености, что Ωn−1

ft 6= ∅ (если это
не так, то перейдем к f−t).

П р е д л о ж е н и е 3.1. Для любой седловой точки σn−1 ∈ Ωn−1
ft пото-

ка f t ∈ G(Mn) существует единственная стоковая точка ω, такая что clWu
σn−1

=
=Wu

σn−1
∪ ω. Множество clWu

σn−1
является сферой размерности (n− 1), гладко вло-

женной в Mn во всех точках, кроме, возможно, точки ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из работы [11, Теорема 2.3] следует, что для любого сед-
лового состояния равновесия σ ∈ Ωi

ft потока f t ∈ G(Mn) инвариантные многообразия
Wu

σ ,W
s
σ являются гладко вложенными открытыми шарами размерности i, n−i соответ-

ственно. Кроме того, если Wu
σ ∩W s

p = ∅ для любой седловой точки p, отличной от σ, то
существует единственное стоковое состояние равновесия ω такое, что clWu

σ = Wu
σ ∪ ω.

По определению класса G(Mn) это условие выполняется для точки σn−1 ∈ Ωn−1
ft , откуда

непосредственно вытекает справедливость предложения.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

В силу [12–13] для любого градиентно-подобного потока на замкнутом многообра-
зии существует энергетическая функция — функция Морса, строго убывающая вдоль
траекторий потока, отличных от состояний равновесия, а в каждом состоянии равно-
весия имеющая критическую точку. Этот факт позволяет усилить предложение 3.1
следующим образом.

Л е м м а 3.1. Пусть ω — стоковое состояние равновесия, принадлежащее
замыканию многообразия Wu

σn−1
, σn−1 ∈ Ωn−1

ft .

1. Существует гладкая сфера Σn−1
ω ∈W s

ω, пересекающая трансверсально все траек-
тории потока f t|W s

ω\ω и такая, что пересечение Σn−1
ω ∩Wu

σn−1
является гладко

вложенной в Σn−1
ω сферой размерности (n− 2).

2. Сфера clWu
σn−1

является локально плоской.

3. Для любой окрестности U(clWu
σn−1

) ⊂ Mn сферы clWu
σn−1

существует тополо-

гическое вложение e : Sn−1 × [−1, 1] → U(clWu
σn−1

) такое, что e(Sn−1 × {0}) =

clWu
σn−1

, а сферы Sn−1×{−1}, Sn−1×{1} являются гладкими, при этом траекто-

рии потока f t пересекают эти сферы трансверсально в направлении «внутрь»
окрестности e(Sn−1 × [−1, 1]).

И.А. Сараев. О сведении проблемы топологической классификации градиентно-подобных потоков . . .



70 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2023. Vol. 25, No. 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пуcть ϕ : Mn → R — энергетическая функция пото-
ка f t. Не уменьшая общности, предположим, что ϕ(ω) = 0. Пусть ε > 0 такое, что
ϕ−1([0, ε]) ⊂ W s

ω ∩ U(clWu
σn−1

). Поскольку энергетическая функция убывает на мно-
жестве W s

ω \ ω, то ω — точка минимума. Из леммы Морса следует, что множество
Bω = ϕ−1([0, ε]) является шаром размерности n, ограниченным гладкой сферой Σn−1

ω ,
трансверсальной к траекториям потока f t|W s

ω\ω. В [14, Предложение 3.1] доказано, что
множество Wu

σn−1
∩∂Bω является гладко вложенной в ∂Bω сферой размерности (n−2),

и сфера clWu
σn−1

является локально плоской в точке ω. Так как во всех точках, кроме
ω, сфера clWu

σn−1
является гладкой, то clWu

σn−1
– локально плоская в каждой точке.

Таким образом, утверждения 1, 2 доказаны.
Докажем утверждение 3. Поскольку множество Wu

σn−1
диффеоморфно Rn−1, а в си-

лу обобщенной теоремы Шенфлиса любая локально плоская сфера размерности (n−2)
ограничивает в Rn−1 замкнутый шар, то множество Wu

σ \Bω является шаром размер-
ности (n−1). Из λ-леммы следует, что существует компактная окрестность Vσn−1

⊂Mn

точки σn−1, оснащенная двумя непрерывными отображениями πs : Vσn−1
→ Bs

σn−1
, πu :

Vσn−1
→ Bu

σn−1
, где Bs

σn−1
= Vσn−1

∩W s
σn−1

, Bu
σn−1

= Vσn−1
∩Wu

σn−1
— шары размерности

1, (n− 1) соответственно, содержащие точку σn−1, определяющие в окрестности Vσn−1

структуру прямого произведения Bs
σn−1

×Bu
σn−1

с гладким слоями, трансверсальными
траекториям потока f t, отличным от состояния равновесия σn−1 (см., например, [15,
Лемма 7.2, Лемма 7.3, § 7, Глава 2]). Более того, для любого δ > 0 существует T > 0 та-
кое, что для любого t > T пара шаров f t(∂ Bs

σn−1
×Bu

σn−1
) является δ-C1 близкой к шару

Wu
σ \Bω. Отсюда следует, что найдется такое t > T , что f t(Vσn−1

) ⊂ U(clWu
σn−1

) и пере-
сечение множества f t(∂ Bs

σn−1
×Bu

σn−1
) с ∂Bω является парой гладко вложенных непе-

ресекающихся сфер размерности (n−2). Тогда множество Bω∪f t(Vσn−1
) есть результат

приклейки к шару Bω ручки индекса (n−1), следовательно, гомеоморфно прямому про-
изведению Sn−1× [−1, 1] при помощи гомеоморфизма e : Sn−1× [−1, 1] → Bω ∪f t(Vσn−1

)
такого, что e(Sn−1 ×{0}) = clWu

σn−1
(см., например, [14, Предложение 12.4]). Примене-

ние канонической процедуры сглаживания (см.[16, Замечание 1.3.3], [17, Теорема 12.9])
позволяет считать граничные сферы гладко вложенными.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Обозначим через Lft объединение всех сфер, являющихся замыканиями устойчивых
и неустойчивых инвариантных многообразий седловых состояний равновесия размер-
ности (n− 1) и через Dft — множество компонент связности Mn \ Lft .

П р е д л о ж е н и е 3.2. Замыкание clD каждой компоненты связности
D ∈ Dft содержит ровно один источник и ровно один сток, при этом хотя бы одно
из этих состояний равновесия принадлежит clD \D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу [11, Theorem 3.2] Mn =
⋃

p∈Ωft

W s
p =

⋃
p∈Ωft

Wu
p .

Следовательно, D ⊂
⋃

p∈Ωi

ft ,i6=1

W s
p . Поскольку D связно и имеет размерность n (а до-

бавление или удаление подмножеств размерности, меньшей (n − 1), не меняет числа
компонент связности), то существует ровно один сток ω, такой что D∩W s

ω 6= ∅. Анало-
гично, существует ровно один источник α, такой что D ∩Wu

α 6= ∅. Поскольку граница
множества D образована сферами из множества Lft , и каждая из этих сфер в силу
предложения 3.1 содержит либо стоковое либо источниковое состояние равновесия, то
хотя бы одно из состояний равновесия α, ω принадлежит границе множества D. Пусть
ω ∈ ∂D. Тогда возможны два случая. Случай 1) α ∈ D, тогда предложение доказано.
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Случай 2) α /∈ ∂D. Покажем, что в случае 2 α ∈ D. Поскольку ω — единственная
узловая точка, принадлежащая границе множества D, граница D состоит из ω и объ-
единения (n− 1)-мерных неустойчивых многообразий седловых состояний равновесия,
замыкания которых содержат точку ω.

Предположим противное, α /∈ clD. Поскольку пересечение Wu
α ∩ D непусто, Wu

α

линейно связно, а по предположению α /∈ D, то найдется точка x ∈Wu
α ∩ ∂D. Следова-

тельно, найдется такое тривиальное седловое состояние равновесия σn−1 ∈ Ωn−1
ft , что

clWu
σn−1

⊂ ∂D и Wu
α ∩Wu

σn−1
6= ∅, что противоречит определению неустойчивого много-

образия гиперболического состояния равновесия потока. Таким образом, α ∈ D ⊂ clD.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 3.1. Для любого D ∈ Dft пересечениеD∩Ωft состоит либо ровно
из одного узлового состояния равновесия, либо из нескольких нетривиальных седло-
вых состояний равновесия, либо из нескольких нетривиальных седловых состояний
равновесия и в точности одного узлового состояния равновесия. Граница множества
D образована либо одним, либо двумя букетами сфер из множества Lft.

Л е м м а 3.2. Пусть компонента связности D ∈ Dft содержит нетривиаль-
ные седловые состояния равновесия потока f t ∈ G(Mn), сток ω принадлежит границе
множества D и σ1

n−1, . . . σ
γ
n−1 ∈ Ωn−1

ft — седловые состояния равновесия, такие что

ω ∈ clWu
σi
n−1

для любого i ∈ {1, . . . , γ}, γ ≥ 1, и букет
γ⋃

i=1

clWu
σi

образует компонен-

ту связности границы множества D. Тогда для любой окрестности U множества
γ⋃

i=1

clWu
σi

существует гладко вложенная сфера без контакта Sn−1 ⊂ U ∩D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Bω ⊂ U ∩W s
ω — шар размерности n, ограничен-

ный сферой без контакта и такой, что ω ∈ intBω. Поскольку сферы из объединения
{clWu

σi
n−1

} пересекаются только в точке ω, то существуют окрестности {Ui} этих сфер,

такие что для любых i, j пересечение Ui ∩ Uj лежит внутри Bω. В силу леммы 3.1 для
каждого i ∈ {1, . . . , γ} существует гладкая сфера без контакта Si ⊂ Ui ∩D. Тогда пере-
сечение ∂Bω ∩ Si является гладко вложенной в ∂Bω сферой размерности (n− 2), огра-
ничивающей открытый (n− 1)-шар Di ⊂ ∂Bω, имеющий непустое пересечение с Wu

σi
n−1

.

Поскольку букет
γ⋃

i=1

clWu
σi

образует компоненту связности границы множества D, то

для любых i 6= j шары Di, Dj не пересекаются, i, j ∈ {1, . . . , γ}. Из определения следу-
ет, что сфера ∂Bω ∩ Si ограничивает открытый шар D̂i ⊂ Si, лежащий вне шара Bω.

Положим Ŝ = (∂Bω \
γ⋃

i=1

Di) ∪
γ⋃

i=1

D̂i. Сгладив сферу Ŝ, получим искомую сферу без

контакта.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1.1 и п р е д л о ж е н и я 1.2.
Рассмотрим случаи g = 0, g 6= 0 по отдельности. Пусть g = 0. В этом случае Mn

односвязно и аналогично [18, Предложение 6] доказывается, что каждая локально плос-
кая сфера Sn−1 делит его на две компоненты связности. Пусть компонента связности
D ∈ Dft содержит нетривиальные седловые состояния равновесия. В силу следствия 3.1
ее граница ∂D состоит либо из одного, либо из двух букетов сфер из множества Lft .
В первом случае в силу леммы 3.2 найдется сфера без контакта S

D
⊂ D такая, что

Mn \ intT (S
D
) состоит из двух компонент связности D+, D−, таких что D− ⊂ D
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и неблуждающее множество ограничения потока f t на D− состоит из нетривиальных
седел и единственного узла. Во втором случае в силу леммы 3.2 найдутся две сферы
без контакта S

D,ω, SD ,α,⊂ D, такие что Mn \ (int T (S
D,ω)∪ intT (S

D,α)) состоит из трёх
компонент связности D1, D2, D3, таких что D3 ⊂ D и неблуждающее множество огра-
ничения потока f t на D3 состоит из нетривиальных седел. Найдем аналогичные сферы
для каждой из компонент связности D ∈ Dft , содерждащей нетривиальные седловые
состояния равновесия, совокупность этих сфер и будет искомым минимальным разби-
вающим набором сфер. Поскольку каждая из разбивающих сфер делит многообразие

Mn на две части, то множество Mn\
kft⋃
i=1

intT (Sn−1
i ) состоит из lft = kft +1 компоненты

связности.
Пусть теперь g > 0 и компонента D ∈ Dft содержит нетривиальные седловые состо-

яния равновесия. Снова применим следствие 3.1. Если граница ∂D состоит из одного
букета сфер, то аналогично случаю g = 0 найдем разбивающую сферу, деляющую Mn

на две компоненты связности, одна из которых содержится в D. Если граница ∂D со-
стоит из двух букетов сфер, то найдутся две две сферы без контакта S

D ,ω, SD ,α,⊂ D,
отделяющие компоненту связности D− ⊂ D, несущую нетривиальные седла. При этом
возможны два случая: 1) множество Mn \ D− несвязно, 2) Mn \ D− связно. Найдем
аналогичные сферы для каждой компоненты связности D ∈ Dft , в итоге получим ис-
комый минимальный набор разбивающих сфер, которые разобьют многообразие Mn

на lft ∈ [m0
ft + 1, kft + 1] компонент связности.

Из построения следует, что многообразие Mn является связной суммой многообра-
зий, полученных из Mn перестройками вдоль сфер Sn−1

1 , . . . , Sn−1
kft

, kft ∈ [m0
ft , 2m0

ft ],

при этом ровно m0
ft слагаемых в связной сумме несут нетривиальные седловые состоя-

ния равновесия. Теперь справедливость предложения 1.2 непосредственно вытекает из
построения минимального разбивающего набора, предложения 3.2 и следствия 3.1.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

4. Условие эквивалентности гладких потоков при наличии гло-

бальной секущей

Докажем предложение 1.1, тогда теорема 1.1 будет непосредственным следствием
из этого предложения и леммы 1.1. Пусть для потоков f t, f ′t существуют сферы без
контакта Sn−1, S′n−1, такие что потоки f t

−, f ′t
− и потоки f t

+, f ′t
+ топологически эк-

вивалентны посредством гомеоморфизмов h− : P− → P ′
−, h+ : P+ → P ′

+, таких что
ограничение h+|Sn−1

+

гомеоморфизма h− на сферу Sn−1
+ согласовано с гомеоморфиз-

мом h−|Sn−1

−

. Покажем, что f t, f ′t топологически эквивалентны.

Для любой точки x ∈ Sn−1
− положим y = Oft(x)∩Sn−1

+ , x′ = h−(x), y′ = h+(y). Для
любой точки z ∈ Oft(x) ∩ T (Sn−1) обозначим через ρ(z, x) длину отрезка траектории
Oft(x), заключенного между точками z и x. Пуcть z′ ∈ T (S′n−1

) — точка, лежащая на
траектории Of ′t(x′) потока f ′t; ρ′(z′, x′) — длина отрезка траектории Of ′t(x′), заклю-
ченного между точками z′ и x′. Определим гомеоморифизм H :Mn →Mn следующим
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образом:

H(z) =





h−(z), x ∈ P−;

h+(z), x ∈ P+;

z′, x ∈ intT (Sn−1),
ρ(x, z)

ρ(x, y)
=
ρ′(x′, z′)

ρ′(x′, y′)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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ковался, важно дать все необходимые детали. Если ранее метод был опубликован в известном
журнале, можно ограничиться ссылкой. Однако рекомендуется полностью представить метод
в рукописи, если ранее он был опубликован в малоизвестном журнале и не на английском
языке.

— Результаты. Это основной раздел, в котором излагается авторский оригинальный ма-
териал, содержащий полученные в ходе исследования теоретические или экспериментальные
данные. По объему эта часть занимает центральное место в научной статье.

Результаты проведенного исследования необходимо описывать достаточно полно, чтобы
читатель мог проследить его этапы и оценить обоснованность сделанных автором выводов.

Результаты при необходимости подтверждаются иллюстрациями — таблицами, графиками,
рисунками, которые представляют исходный материал или доказательства в свернутом виде.

Если рукопись носит теоретический характер, то в этом разделе приводятся математиче-
ские выкладки с такой степенью подробности, чтобы можно было компетентному специалисту
легко воспроизвести их и проверить правильность полученных результатов.
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— Обсуждение и анализ полученных результатов и сопоставление их с ранее известны-
ми. Этот раздел содержит интерпретацию полученных результатов исследования, предполо-
жения о полученных фактах, сравнение полученных собственных результатов с результатами
других авторов.

— Заключение. Заключение содержит главные идеи основного текста статьи. Рекомен-
дуется сравнить полученные результаты с теми, которые планировалось получить. В конце
приводятся выводы и рекомендации, определяются основные направления дальнейших иссле-
дований в данной области.

– Благодарности. В данном разделе принято выражать благодарность коллегам, которые
оказывали помощь в выполнении исследования или высказывали критические замечания в
адрес вашей статьи. Так же указываются источники финансирования исследования (грант,
государственное задание, государственный контракт, стипендия и т.д.).

Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются ссыл-
ки в тексте работы. Источники располагаются в порядке их упоминания в статье.

Список литературы на русском языке оформляется в соответствии с требованиями
ГОСТ P 7.0.5.-2008 Библиографическая ссылка. Их можно скачать из раздела Полезные
материалы меню Для автора на сайте журнала.

Список литературы на русском языке так же необходимо оформить в формате AMSBIB
(см. ниже) и привести в закомментиронном виде после списка, оформленного по стандарту
ГОСТ.

Список литературы на английском языке оформляется согласно стилю цитирова-
ния, принятому для использования в области математики Американским математическим
обществом (American Mathematical Society) и Европейским математическим обществом
(European Mathematical Society). Для этого используется формат AMSBIB, реализованный в
стилевом пакете svmobib.sty. Этот пакет разработан на основе пакета amsbib.sty.

Описание схем библиографических ссылок для раздела References.
Если статья или книга на русском языке и нет параллельного заглавия на английском

языке, то необходимо привести в квадратных скобках перевод заглавия на английский язык.
Статьи в журнале на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– Параллельное заглавие статьи на английском языке (без квадратных скобок) или [перевод

заглавия статьи на английском языке (в квадратных скобках)];
– Название русскоязычного источника (транслитерация);
– [Перевод названия источника на английский язык – парафраз (для журналов можно не

делать)];
– Выходные данные с обозначениями на английском языке, либо только цифровые (по-

следнее, в зависимости от применяемого стандарта описания);
– Указание на язык статьи (in Russ.) после описания статьи.
Книги (монографии и сборники) на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– [Перевод названия книги на английском языке в квадратных скобках];
– Выходные данные: место издания на английском языке (например, Moscow, St.

Petersburg); издательство на английском языке, если это организация ((например, Moscow
St. Univ. Publ.) и транслитерация с указанием на английском, что это издательство, если
издательство имеет собственное название (например, Nauka Publ.);

– Количество страниц в издании;
– Указание на язык (in Russ.) после описания книги.
Для транслитерации русского алфавита латиницей можно воспользоваться сайтом

https://translit.ru/ru/bgn/. Здесь необходимо использовать систему BGN (Board of Geographic
Names).
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Примеры оформления библиографических ссылок для раздела References.

Статьи в журналах на русском языке.
а) отсутсвует параллельное название на английском языке:
P.A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

б) параллельное название на английском языке имеется:
P.A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear differential

equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”, Zhurnal SVMO,
18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Статьи в журналах на английском языке.
M.J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations”,

Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Статьи в электронном журнале на русском языке.
M.S. Chelyshov, P.A. Shamanaev, “An algorithm for solving the problem of minimizing a

quadratic functional with nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction”,
Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-
zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

Статьи в сборниках на русском языке.
A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev, “[Investigation of pipeline dynamics for delay of

external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics],
10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Книги (монографии и сборники) на русском языке.
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D.M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley Lyapunova

i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents and its applications
to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Статьи в материалах конференций на русском языке.
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by two small

linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i dinamicheskim
sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical Systems], Tezisy
dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Подробные технические инструкции по оформлению рукописей содержатся в материале
Правила верстки рукописей в системе LaTex.
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The rules of article design

The editorial staff accepts manuscripts in Russian and English that are not published and not
intended for publication in another edition.

The article should contain the following sections in Russian and English:
– UDC (only in Russian);
– MSC2020 (only in English);
– article title;
– affiliation of the author(s);
– information about every author(s);
– abstract;
– keywords;
– text of the article (in English);
– references.
UDC. The Universal Decimal Classification (UDC) is a system for classifying information widely

used all over the world to systematize works of science, literature and art, periodicals.
MSC2020 codes The Subject Classification Index (MSC 2020) by AMS is used for thematic

link separation in two abstract databases – the Mathematical Reviews (MR) of the American
Mathematical Society (AMS) and Zentralblatt MATH (zbMATH) of the European Mathematical
Union. The directories of MSC 2020 codes can be downloaded from the Useful Materials section
of the For Authors section of the journal website.

The UDC and MSC2020 codes can be downloaded from the Useful materials section of the
For author menu on the journal’s website.

Affiliate author(s): the name of the organization at the place of main work or organization
where the research was carried out, city, country.

Information about the author(s). The section contains the following information for each
author:

a) Surname, First name, Patronymic (for the section in Russian); First name, P., Surname (for
the section in English);

b) Position, Department (indicated if available);
c) the affiliation of the author: the name of the organization at the place of the main work or

organization where the research was conducted;
d) the postal address is indicated in the form: postcode, country, city, street, house (in Russian)

and house street, postcode, country (in English);
e) academic degree (indicated if available);
f) ORCID. To obtain an ORCID, you must register at https://orcid.org/.
g) email of the author.
Abstract should be clearly structured, the material presentation should follow the logic of

the result description in the article. The text should be concise and clear, free from background
information, and have convincing wording.

bf The volume of annotations in Russian and English should be on average bf from 150 to 250
words.

It is recommended to include in the abstract the following aspects of the article’s content: the
subject, purpose of the work, method or methodology of the work, the results of the work and the
scope of their application, conclusions.

The subject and purpose of the work are indicated if they are not clear from the title of the
article; the method or methodology of the work should be described if they show some novelty or
they are of interest from the point of view of this work.

Units of physical quantities should be given in the international SI system. It is allowed to give
the value of the physical quantity in original system of units in parentheses next to its value in the
SI system.
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The abstract should not contain references to the publication numbers in the article’s
bibliography.

When writing annotations author(s) should remember the following points:
– it is necessary to follow the article’s chronology and to use its headings as a guide;
– do not include non-essential details;
– use the technical (special) terminology of your scientific area, clearly expressing your opinion

and bearing in mind that you write for an international audience;
– the text should be connected by the use of words «consequently», «moreover», «for example»,

«as a result», etc., or separate statements should logically follow from one another;
– it is better to use active voice rather than passive, i.e. «The study tested», but not «It is

tested in this study».
Keywords. The keywords that make up the semantic core of the article are a list basic concepts

and categories that serve to describe the problem under study. These words serve as a guide for the
reader and are used to search for articles in electronic bases, therefore, should reflect the discipline
(the field of science within which the article), topic, purpose and object of research.

As keywords, both single words and nominative and singular phrases. Recommended the number
of keywords — 5-7 in Russian and English, the number of words within a key phrase - no more than
three.

Text of the article.When presenting the text of the article, it is recommended to adhere to
the following structure.

— Introduction. In this section, you should describe the problem with which the research is
connected; review the literature on the research topic; indicate the problems, the solution of which
is not known today and the solution of which this manuscript is devoted to; to formulate the goals
and objectives of the study, as well as to show their novelty and practical significance.

— Theoretical foundations, methods of solving the problem and accepted assumptions. This
section details the general design of the study, detailing the methods and approaches that were
used to obtain the results.

When using standard methods and procedures, it is best to refer to relevant sources,
remembering to describe modifications of standard methods, if any. If you use your own new method,
which is still has not been published anywhere before, it is important to give all the necessary details.
If previously the method was published in a well-known journal, you can limit yourself to a link.

— Results. This is the main section that sets out the author’s original material containing
theoretical or experimental data obtained in the course of the research. In terms of volume, this
part is central to the scientific article.

The results of the study must be described in sufficient detail, so that the reader can trace its
stages and assess the validity of the conclusions made by the author.

The results, if necessary, are confirmed by illustrations - tables, graphs, figures, which present
the original material or evidence in a collapsed form.

If the manuscript is of a theoretical nature, then this section provides mathematical calculations
with such a degree of detail that a competent specialist can easily reproduce them and check the
correctness of the results obtained.

— Discussion and analysis of the obtained results and their comparison with the previously known
ones. This section contains the interpretation of the obtained research results, assumptions about
the obtained facts, comparison of the obtained results with the results of other authors.

— Conclusion. The conclusion contains the main ideas of the main text of the article. It is
recommended to compare the results obtained with those that it was planned to receive. At the
end, conclusions and recommendations are given, and the main directions for further research in
this area are determined.

- Thanks. In this section, it is customary to express gratitude to colleagues who assisted with
research or criticized your article. The sources of research funding (grant, state assignment, state
contract, scholarship, etc.) are also indicated.
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References formatted according to the citation style adopted for use in mathematics
American Mathematical Society (American Mathematical Society) and European Mathematical
Society (European Mathematical Society). To do this, use the AMSBIB format, implemented in
the svmobib.sty style package. This package is developed based on the amsbib.sty package.

References should contain only those sources that are referenced in the text of the work.
Sources are arranged in the order of their mention in the article and their number should not
exceed 20.

Description of the bibliographic reference schemes for the References section.
Articles in the journal in Russian:
– Author(s) (transliteration);
- Parallel title of the article in English (without square brackets) or [translation of the title of

the article in English (in square brackets)];
– The name of the Russian-language source (transliteration);
– [Translation of the source name into English – paraphrase (for journal one may not do it)];
– Output data with notation in English, or only digital (the latter, depending on the description

standard used);
– An indication of the article language (in Russ.) after the article’s description.
Books (monographs and collections) in Russian:
– Author(s) (transliteration);
– title of the book (transliteration);
– [Translation of the book’s name in square brackets];
– Imprint: place of publication in English – Moscow, St. Petersburg; English name of publishing

house if it is an organization (Moscow St. Univ. Publ.) and transliteration, if the publisher has its
own name, indicating in English that it is a publisher: Nauka Publ.;

– The number of pages in the book;
– Reference to the language (in Russ.) after the description of the book.
For transliteration of the Russian alphabet in Latin it is necessary to use the BGN (Board of

Geographic Names) system. On the website https://translit.ru/ru/bgn/ you can use the program of
transliteration of the Russian alphabet into the Latin alphabet for free.

Examples of bibliographic references for the section References.

Journal articles in Russian.
a) there is no parallel name in English:
P.A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

b) a parallel name in English is available:
P.A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear differential

equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”, Zhurnal
Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva, 18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Journal articles in English:
M.J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations”,

Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Articles in the electronic journals in Russian:
M.S. Chelyshov, P.A. Shamanaev, “[An algorithm for solving the problem of minimizing a

quadratic functional with nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]”,
Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-
zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii
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Articles in collections in Russian:
A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev, “Investigation of pipeline dynamics for delay of

external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics],
10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Books (monographs and collections) in Russian:
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D.M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley Lyapunova

i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents and its applications
to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Conference proceedings in Russian:
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by two small

linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i dinamicheskim
sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical Systems], Tezisy
dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Detailed technical instructions on the design of manuscripts are contained in the Rules for the
layout of manuscripts in the LaTex system.
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Правила верстки рукописей в системе LaTex

Обращаем Ваше внимание на то, что указанные ниже правила должны выполняться
абсолютно точно. В случае, если правила оформления рукописи не будут выполнены, Ваша
статья будет возвращена на доработку.

Компиляцию статьи необходимо производить с помощью пакета MiKTeX, дистрибутив
которого можно получить на официальном сайте – http://www.miktex.org.

Для верстки рукописи используются следующие файлы: файл-преамбула, файл-шаблон,
стилевые пакеты svmo.sty и svmobib.sty. Их можно получить на сайте журнала в разделе Пра-
вила оформления рукописей. Адрес доступа: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. Текст
рукописи должен быть помещен в файл-шаблон с именем <ФамилияИО>.tex. Он включается
командой \input в файл-преамбулу. Например, \input{shamanaev.tex}

Содержание файла-преамбулы и стилевых пакетов изменять нельзя. Определение новых
команд автором статьи не допускается для предупреждения конфликтов имен с командами,
которые могли бы быть определены в статьях других авторов.

Оформление заголовков статьи. Если статья на русском языке, то для оформления
заголовков статьи на русском и английском языке следует использовать команды \headerRus
и \headerEn, соответственно.

Команда \headerRus имеет следующие аргументы: {УДК} {Название статьи} {Автор(ы)}
{Автор(ы) со сносками на организации} {Организации (название, город, страна) со сносками
на авторов} {Аннотация} {Ключевые слова} {Название статьи на английском языке} {Ав-
тор(ы) на английском языке}

Команда \headerEn имеет следующие аргументы: {MSC 2020} {Название статьи} {Ав-
тор(ы)} {Автор(ы) со сносками на организации} {Организации (название, город, страна) со
сносками на авторов} {Аннотация} {Ключевые слова}

Если же статья на английском языке, то для этого используется команда
\headerFirstEn с такими же параметрами, как для команды \headerEn.

Оформление текста статьи. Статья может содержать подзаголовки любой вложенно-
сти. Подзаголовки самого верхнего уровня вводятся при помощи команды \sect с одним па-
раметром: \sect{Заголовок}

Подзаголовки более низких уровней вводятся как обычно командами \subsection,
\subsubsection и \paragraph.

Следует иметь в виду, что вне зависимости от уровня вложенности подзаголовков в Ва-
шей статье, нумерация объектов (формул, теорем, лемм и т.д.) всегда будет двойной и будет
подчинена подзаголовкам самого верхнего уровня.

Для оформления занумерованных формул следует использовать окружение equation. Ну-
меровать нужно только те формулы, на которые есть ссылки в тексте статьи. Для остальных
формул следует использовать окружение equation*.

Для нумерования формул и создания последующих ссылок на эти формулы необходимо ис-
пользовать соответственно команды \label{метка} и \eqref{метка}, где в качестве метки
нужно использовать строку следующего вида: ’Фамилия АвтораНомер Формулы’. Напри-
мер, формулу (14) в статье Иванова нужно пометить \label{ivanov14}, теорему 5 из этой
статьи — \label{ivanovt5} и т. п. (Для ссылок на теоремы, леммы и другие объекты, отлич-
ные от формул, нужно использовать команду \ref{метка}).

Для оформления теорем, лемм, предложений, следствий, определений, замечаний и при-
меров следует использовать соответственно окружения Th, Lemm, Prop, Cor, Defin, NB и
Example. Если в Вашей статье приводятся доказательства утверждений, их следует окружить
командами \proof и \proofend (для получения строк ’Доказательство.’ и ’Доказательство за-
кончено.’ соответственно).

Для оформления таблиц следует использовать окружение table с вложенным окружением
tabular:
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\begin{table}[h!]
\caption{Название таблицы на русском языке \\ \textbf{Table

\ref{shamanaevtable1}.} Название на английском языке }
\label{shamanaevtable1}
\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
Название первого столбца & Название второго столбца \\
Название первого столбца на английском языке & Название второго столбца

на английском языке \\
\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Оформление рисунков. Для вставки в текст статьи рисунков необходимо пользоваться
следующими командами:

а) вставка занумерованного рисунка с подписью

\insertpicturewcap {метка} {имя_файла.eps} {подпись_под_рисунком} {под-
пись_под_рисунком_на_английском_языке}

б) вставка занумерованного рисунка с подписью и с указанием степени сжатости

\insertpicturecapscale{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжатия}{подпись} {под-
пись_под_рисунком_на_английском_языке}

в) вставка двух рисунков с двумя подписями под рисунками и общей подписью

\inserttwopictures {метка} {имя_файла.eps} {подпись_под_рис} {подпись
под_рис_на_английском_языке} {имя файла.eps} {подпись_под_рис}
{подпись_под_рис_на_английском_языке} {общая_подпись} {общая под-
пись_на_английском_языке}

г) вставка двух рисунков с двумя подписями под рисунками, с указанием степени сжатия
каждого рисунка и общей подписью.

\inserttwopictureswithcompression {метка}{имя_файла.eps}{подпись_под
рис\\подпись_под_рис_на_английском_языке}{степень сжатия} {имя фай-
ла.eps} {подпись_под_рис\\подпись_на_английском_языке} {степень сжатия}
{общая подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

д) вставка двух рисунков только с общей подписью под рисунками.

\inserttwopictureswithonecaptiononly {метка} {имя_файла.eps} {имя_фай-ла.eps}
{общая_подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

е) вставка двух рисунков только с общей подписью под рисунками и с указанием степени
сжатия каждого рисунка.
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\inserttwopictureswithonecaptiononlywithcompression {метка} {имя_фай-
ла.eps} {степень_сжатия} {имя_файла.eps}{степень_сжатия}{общая_под-
пись_под_рисунком} {общая_подпись_на_английском_языке}

ж) вставка трех рисунков только с общей подписью под рисунками.

\insertthreepictures{метка}{имя_файла.eps} {имя_файла.eps} {имя_фай-ла.eps}
{общая_подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

з) вставка трех рисунков только с общей подписью под рисунками и с указанием степени
сжатия каждого рисунка.

\insertthreepictureswithcompression{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжа-тия}
{имя_файла.eps} {степень_сжатия} {имя_файла.eps} {степень_сжа-тия}
{общая_подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

Все вставляемые картинки должны находиться в файлах в формате EPS (Encapsulated
PostScript).

Оформление списков литературы. Для оформления списков литературы на русском и
английском языках следует использовать окружения thebibliography и thebibliographyEn,
соответственно.

Каждая русскоязычная библиографическая ссылка оформляется командой
\RBibitem{метка для ссылки на источник},
а англоязычная библиографическая ссылка – командой
\Bibitem{метка для ссылки на источник}.
Далее для описания библиографической ссылки следует использовать команды, реализу-

ющие формат AMSBIB и относящиеся к стилевому пакету svmobib.sty. Основой этого паке-
та является стилевой файл amsbib.sty. Более подробно эти команды описаны в инструкции
amsbib.pdf.

Для ссылок на источники из списка литературы необходимо использовать следующие ко-
манды: \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (параметры см. в файле-
преамбуле). В качестве имени меток для русскоязычных бибилиографических ссылок нужно
использовать ’ФамилияRBibНомерСсылки’, а для англоязычных бибилиографических ссылок
– ’ФамилияBibНомерСсылки’.

Метки всех объектов статьи должны быть уникальными.

Примеры оформления библиографических ссылок с помощью команд из сти-
левого пакета svmobib.sty

Статьи в журналах на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib1}
\by П.А. Шаманаев
\paper О локальной приводимости систем дифференциальных уравнений с возмущением в
виде однородных векторных полиномов
\jour Труды Средневолжского математического общества
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
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В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P.A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in the form
of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Статьи в журналах на английском языке (в разделах thebibliography и
thebibliographyEn оформляются одинаково):

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512

Статьи в электронном журнале на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib3}
\by М. С. Челышов, П. А. Шаманаев,
\paper Алгоритм решения задачи минимизации квадратичного функционала с нелинейными
ограничениями с использованием метода ортогональной циклической редукции
\jour Огарёв-online
\vol 20
\yr 2016
\elink Доступно по адресу: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with nonlinear
constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii
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Статьи в сборниках на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib4}
\by А. В. Анкилов, П.А. Вельмисов, А. В. Корнеев
\paper Исследование динамики трубопровода при запаздывании внешних воздействий
\inbook Прикладная математика и механика
\publaddr Ульяновск
\publ УлГТУ
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Книги (монографии и сборники) на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib5}
\by Ю. Н. Бибиков
\book Курс обыкновенных дифференциальных уравнений
\publaddr М.
\publ Высш. шк.
\yr 1991
\totalpages 303

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu.N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Статьи в материалах конференций на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib6}
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\by В. Г. Малинов
\paper Непрерывный метод минимизации второго порядка с оператором проекции в перемен-
ной метрике
\inbook VIII Московская международная конференция по исследованию операций (ORM2016):
Труды
\bookvol II
\procinfo Москва. 17–22 октября 2016 г.
\yr 2016
\pages 48–50
\publ ФИЦ ИУ РАН
\publaddr М.

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V.G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016): Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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The rules for article layout in the LaTex system

Please note that the rules below must be strictly followed. In case the rules are not fulfilled, your
manuscript will be returned for revision.

The article should be compiled using the MiKTeX package. The distribution kit of this package
can be downloaded from the official website – http://www.miktex.org.

The following files are used for manuscript layout: the preamble file, the template file and style
package svmo.sty and svmobib.sty. They can be downloaded from the website of the journal in the
section Rules for Manuscripts: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. The article text should
be placed in a template file named <LastName>.tex. It is enabled with the command \input in
the preamble file. For example, \input{shamanaev.tex}

The contents of the preamble file can not be changed. The definition of new commands by the
author of the article is not allowed to prevent name conflicts with commands that could be defined
in articles of other authors.

Design of article titles. If the article is in Russian, then the following commands should
be used to format the article headings in Russian and English \headerRus and \headerEn,
respectively.

The command \headerRus has the following arguments: {UDC} {Article title} {The
author(s)} {The author(s) with footnotes to organizations} {The organizations (name, city, country)
with footnotes to authors} {Abstract} {Keywords} {Title of the article in English} {Author(s) in
English}

The command \headerEn has the following arguments: {MSC 2010 } {Article title} {The
authors)} {The author(s) with footnotes to organizations} {The organizations (name, city, country)
with footnotes to authors} {Abstract} {Keywords}

If the article is in English, then the title of the article is in English only. To do this, use the
command \headerFirstEn with the same parameters as for the command \headerEn.

Design of the article text. The article may contain subheadings of any nesting. Top-level
subheadings are entered using the command \sect with one parameter:\sect{Header}

Subheadings of lower levels are entered as usual by commands \subsection, \subsubsection
and \paragraph.

It should be borne in mind that regardless of the nesting level of subheadings in your article, the
numbering of objects (formulas, theorems, lemmas, etc.) will always be double and will be subject
to the subheadings of the highest level.

To design numbered formulas, use the environment equation. Numbering is needed only for
those formulas that are referenced in the text of the article. For other formulas, use the equation*
environment.

For numbering formulas and creating subsequent references to these formulas authors must
use the commands \label{label} and \eqref{label}, where the following string must be used
as a label: ’Author’sLastNameFormulaNumber’. For example, formula (14) in Ivanov’s article
should be marked \label{ivanov14}, Theorem 5 of this articles — \label{ivanovt5}, etc.
(For references to theorems, lemmas and other objects other than formulas, one need to use the
command \ref{label}).

For the design of theorems, lemmas, sentences, corollaries, definitions, comments and examples
the authors should use corresponding environments Th, Lemm, Prop, Cor, Defin, NB and
Example. If the article provides evidences of the statements, they should be surrounded by
commands \ proof and \proofend (to get strings ’Evidence.’ and ’The proof is complete.’
respectively).

To format tables, use the table environment with the nested tabular environment:
\begin{table}[h!]
\caption{Table name \\ \textbf{Table \ref{shamanaevtable1}.} Table name in

English} \label{shamanaevtable1}
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\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
First column name & Second column name \\
First column name in English & Second column name in English \\
\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Design of pictures. To insert pictures into the text of an article, one must use following
commands:

a) insert a numbered picture with the signature

\insertpicturewcap {label} {file_name.eps} {caption_of_the_figure} {caption
of_the_figure_in_English}

b) insert a numbered picture with a caption and indicating compression ratio

\insertpicturecapscale {label} {file_name.eps} {degree_of_compression}
{caption_of_the_figure} {caption_of_the_figure_in_English}

c) insert two pictures with two captions under the pictures and common caption

\inserttwopictures {label} {file_name.eps} {caption_of_the_figure}
{caption_of_the_figure_in_English} {file name.eps} {caption_of_the
figure} {caption_of_the_figure_in_English} {common_caption} {common
caption_in_English}

d) insert two pictures with two captions under the pictures, the compression ratio of each picture
and common caption

\inserttwopictureswithcompression {label} {file_name.eps} {caption_of_the
figure \\ caption_of_the_figure_in_English} {degree_of_compression} {file
name.eps} {caption_of_the_figure \\ caption_of_the_figure_in_English}
{degree_of_compression} {common_caption} {common caption_in_English}

e) insert two pictures with common caption only

\inserttwopictureswithonecaptiononly {label} {file_name.eps} {file name.eps}
{common_caption} {common_caption_in_English}

f) insert two pictures with common caption and the compression ratio of each picture

\inserttwopictureswithonecaptiononlywithcompression {label} {file_name.eps}
{degree_of_compression} {file_name.eps} {degree_of_compression}
{common_caption} {common_caption_in_English}

g) insert of three pictures with common caption only
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\insertthreepictures {label} {file_name.eps} {file_name.eps} {file_name.eps}
{common_caption} {common_caption_in_English}

h) insert of three pictures with common caption and the compression ratio of each picture

\insertthreepictureswithcompression {label} {file_name.eps} {degree_of
compression} {file name.eps} {degree_of_compression} {file name.eps}
{degree_of_compression}{common_caption}{common_caption_in_English}

All inserted images must be in EPS format (Encapsulated PostScript).
Design of references. For design of references in Russian and in English authors should use

the environment thebibliography and thebibliographyEn, respectively.
Each Russian bibliographic reference is made by a command
\RBibitem{label for a link to the source },
and every English reference – by a command
\Bibitem{label for a link to the source }.
Further, to describe the bibliographic reference, authors must use the commands that implement

the AMSBIB format and refer to the svmobib.sty style package. The basis of this package is the
amsbib.sty style file. These commands are described in more detail in the amsbib.pdf instruction.

To make the reference to element of the reference list in the article text authors must
use the commands \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (parameters,
see the preamble file). For the name of tags for Russian-language bibliographic references,
use the ’LastNameRBibNumberOfReference’, and for English-language bibliographic references -
’LastNameBibNumberOfReferences’.

Labels of all article’s objects must be unique.

Examples of bibliographic references’ using commands from the svmobib.sty
package

Journal articles in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P.A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in the form
of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Journal articles in English:

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512
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Articles in the electronic journals in Russian

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with nonlinear
constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

Articles in collections in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Books (monographs and collections) in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu.N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Conference proceedings in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V.G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016): Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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Алфавитный указатель авторов
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В 2008 г. на XVI Международной профессиональной
выставке «Пресса» журнал «Труды Средневолжского
математического общества» удостоен Знака отличия
«Золотой фонд прессы-2008» в номинации «Наука,
техника, научно-популярная пресса».

С 2009 года журнал носит название «Журнал Сред-
неволжского математического общества».
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