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О разрешимости смешанной задачи для уравнения с

частными производными дробного порядка с

запаздывающим аргументом по времени и

операторами Лапласа с нелокальными краевыми

условиями в классах Соболева

c© М. М. Бабаев1

Аннотация. В данной работе изучена задача с начальными функциями и граничными услови-
ями для дифференциальных уравнений дробного порядка в частных производных с запазды-
вающим аргументом по времени, с операторами Лапласа с пространственными переменными
и нелокальными граничными условиями в классах Соболева. Решения начально-граничной за-
дачи построено в виде суммы ряда по системе собственных функций многомерной спектраль-
ной задачи. У спектральной задачи найдены собственные значения и построена соответствую-
щая система собственных функций. Показано, что эта система собственных функций является
полной и образует базис Рисса в подпространствах Соболева. На основании полноты системы
собственных функций доказана теорема единственности решения задачи. В подпространствах
Соболева доказано существование регулярного решения поставленной начально-граничной за-
дачи.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение в частных производных с запаздывающим
аргументом, дробная производная по времени, начально-граничная задача, спектральный ме-
тод, собственные значения, собственные функции, полнота, базис Рисса, единственность, суще-
ствование, ряд, нелокальные краевые условия, класс Соболева, производная дробного порядка,
смешанная задача

1. Постановка задачи

Известно, что в физике твердого тела изучаются т. н. фрактальные среды, в частно-
сти, явления диффузии в них. В одной из моделей диффузия в сильно пористой среде
описывается уравнением типа уравнения теплопроводности, но с дробной производной
по временной координате с запаздывающим аргументом. Многие задачи о колебаниях
балок и пластин, которые имеют большое значение в строительной механике, приводят
к дифференциальным уравнениям [1, с. 141–143], [2, с. 278–280], [3–5].

Отметим также, что к уравнению колебаний балки приходят во многих задачах при
расчëте устойчивости вращающихся валов и изучении вибрации кораблей [4–7].

1Бабаев Махкамбек Мадаминович, докторант кафедры дифференциальных уравнений и ма-
тематической физики, Национальный университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека (100174,
Узбекистан, г. Ташкент, ул. Университетская, д. 4), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-1799-0413,
babayevm@mail.ru
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В данной работе рассматривается дифференциальное уравнение с дробной произ-
водной вида

Dα
0tu(x, t) = a2∆u(x, t) + b2∆u(x, t− τ) + f(x, t), (x, t) ∈ Π× (0, T ), l− 1 < α ≤ l (1.1)

с начальными функциями

{
Dα−k

0t u(x, t) |t=+0= ϕk(x), x = (x1, ..., xj , ..., xN ) ∈ Π, k = 1, 2, ..., l− 1,

Dα−l
0t u(x, t) = ϕl(x, t), (x, t) = (x1, ..., xj , ..., xN , t) ∈ Π× (−τ, 0), (1.2)

и краевыми условиями





αj · u(x1, ..., xj , ..., xN , t) |xj=0 +βj · u(x1, ..., xj , ..., xN , t) |xj=π= 0, 1 ≤ j ≤ p,
βj ·

∂u(x1, ..., xj , ..., xN , t)

∂xj
|xj=0 +αj ·

∂u(x1, ..., xj , ..., xN , t)

∂xj
|xj=π= 0, 1 ≤ j ≤ p,

u(x1, ..., xj , ..., xN , t) |xj=0= u(x1, ..., xj , ..., xN , t) |xj=π, p+ 1 ≤ j ≤ q,
∂u(x1, ..., xj , ..., xN , t)

∂xj
|xj=0=

∂u(x1, ..., xj , ..., xN , t)

∂xj
|xj=π, p+ 1 ≤ j ≤ q,

u(x1, ..., xj , ..., xN , t) |xj=0= 0, q + 1 ≤ j ≤ N,
u(x1, ..., xj , ..., xN , t) |xj=π= 0, q + 1 ≤ j ≤ N,
1 ≤ p ≤ q ≤ N,

(1.3)

где a, b, τ, T > 0 – постоянные; l ∈ N; (x, t) = (x1, ..., xj , ..., xN , t) ∈ Π × (0, T ); Π =
(0, π) × ...× (0, π); αj = const; βj = const; |αj | 6= |βj |, αj 6= 0, βj 6= 0 при 1 ≤ j ≤
p и функции {vn(x), n ∈ ZN} образуют систему собственных функций спектральной
задачи:

∆v(x) + µv(x) = 0, (1.4)





αj · v(x1, ..., xj , ..., xN ) |xj=0 +βj · v(x1, ..., xj , ..., xN ) |xj=π= 0, 1 ≤ j ≤ p,
βj ·

∂v(x1, ..., xj , ..., xN )

∂xj
|xj=0 +αj ·

∂v(x1, ..., xj , ..., xN )

∂xj
|xj=π= 0, 1 ≤ j ≤ p,

v(x1, ..., xj , ..., xN ) |xj=0= v(x1, ..., xj , ..., xN ) |xj=π , p+ 1 ≤ j ≤ q,
∂v(x1, ..., xj , ..., xN )

∂xj
|xj=0=

∂v(x1, ..., xj , ..., xN )

∂xj
|xj=π, p+ 1 ≤ j ≤ q,

v(x1, ..., xj , ..., xN ) |xj=0= 0, q + 1 ≤ j ≤ N,
v(x1, ..., xj , ..., xN ) |xj=π= 0, q + 1 ≤ j ≤ N,
1 ≤ p ≤ q ≤ N.

(1.5)

Здесь при α < 0 дробная интеграл Dα имеет вид

Dα
atu(x, t) =

sign(t− a)
Γ(−α)

t∫

a

u(x, τ) · dτ
|t− τ |α+1 ,

при α = 0 – Dα
atu(x, t) = u(x, t), а при l − 1 < α ≤ l, l ∈ N, –

Dα
atu(x, t) = signl(t− a) d

l

dtl
Dα−l

at u(x, t) =

М.М. Бабаев. О разрешимости смешанной задачи для уравнения с частными производными . . .
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=
signl+1(t− a)

Γ(l − α)
dl

dtl

t∫

a

u(x, τ) · dτ
|t− τ |α−l+1

.

Введем пространство W s
2 (0, l) с нормой

‖f‖2W s
2 (0,l)

= ‖f‖2L2(0,l)
+ ‖Dsf‖2L2(0,l)

,

где s – произвольное натуральное число, при этом W 0
2 (0, l) = L2(0, l).

Скалярное произведение в пространстве W s1,s2,...,sN
2 (Π) вводится следующим обра-

зом:
(f(x), g(x))W s1 ,s2,...,sN

2 (Π) = (f(x), g(x))L2(Π)+

+

N∑

j1=1

(D
sj1
xj1
f(x), D

sj1
xj1
g(x))L2(Π) +

∑

1≤j1<j2≤N

(D
sj1
xj1
D

sj2
xj2
f(x), D

sj1
xj1
D

sj2
xj2
g(x))L2(Π) + ...

...+
∑

1≤j1<j2<...<jN≤N

(D
sj1
xj1
D

sj2
xj2
...D

sjN
xjN

f(x), D
sj1
xj1
D

sj2
xj2
...D

sjN
xjN

g(x))L2(Π).

Соответственно норма в пространстве W s1,s2,...,sN
2 (Π) записывается как

∥∥∥f(x)
∥∥∥
2

W
s1,s2,...,sN
2 (Π)

=
∥∥∥f(x)

∥∥∥
2

L2(Π)
+

N∑

j1=1

∥∥∥Dsj1
xj1
f(x)

∥∥∥
2

L2(Π)
+

+
∑

1≤j1<j2≤N

∥∥∥Dsj1
xj1
D

sj2
xj2
f(x)

∥∥∥
2

L2(Π)
+ ...+

∑

1≤j1<j2<...<jN≤N

∥∥∥Dsj1
xj1
D

sj2
xj2
...D

sjN
xjN

f(x)
∥∥∥
2

L2(Π)
.

2. Полнота системы собственных функций в подпространствах
Соболева

Обозначим через
◦

W
s1,s2,...,sN

2 (Π) множество всех функций f(x) ∈ W s1,s2,...,sN
2 (Π),

удовлетворяющих граничным условиям (1.5).
Справедливо следующая

Т е о р е м а 2.1 Пусть αj 6= 0, βj 6= 0, | αj |6=| βj | – действительные
числа при каждом 1 ≤ j ≤ p и

ρ = max
1≤j≤p

√
θ2j + 2

( θj√
2
+ (ϕj + 1)sj − 1

)2 · σ(sj) < 1,

где σ(0) =
1√
2
, σ(sj) = 1, при sj > 0, θj =

√
2 · max

x∈[0,π]

∣∣eiϕjx − 1
∣∣, λmj

=

2mj + ϕj , ϕj =
1

π
arccos

−2αjβj
α2
j + β2

j

. Тогда система собственных функций

{vm1...mN
(x1, ..., xN )}(m1,...,mp)∈Zp×(mp+1,...,mq)∈Zq−p×(mq+1,...,mN)∈NN−q =

= {
p∏

j=1

√
2

π
·
βj cosλmj

xj + sign(β2
j − α2

j ) · αj sinλmj
xj√

α2
j + β2

j ·
√
1+ | λmj

|2sj
}(m1,...,mp)∈Zp×

М.М. Бабаев. О разрешимости смешанной задачи для уравнения с частными производными . . .
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×{
q∏

j=p+1

1√
π

1√
1+ | 2mj |2sj

exp(i2mjxj)}(mp+1,...,mq)∈Zq−p×

×{
N∏

j=q+1

√
2

π

1√
1+ | mj |2sj

sin(mjxj)}(mq+1,...,mN)∈NN−q ,

спектральной задачи (1.4)–(1.5) образует полную ортонормированную систему в

классах Соболева
◦

W
s1,s2,...,sN

2 (Π).

Т е о р е м а 2.2 Пусть αj 6= 0, βj 6= 0, | αj |6=| βj | – действительные
числа при каждом 1 ≤ j ≤ p и

ρ = max
1≤j≤p

√
θ2j + 2

( θj√
2
+ (ϕj + 1)sj − 1

)2 · σ(sj) < 1,

где σ(0) =
1√
2
, σ(sj) = 1, при sj > 0, θj =

√
2 · max

x∈[0,π]

∣∣eiϕjx − 1
∣∣, λmj

= 2mj +

ϕj , ϕj =
1

π
arccos

−2αjβj
α2
j + β2

j

, sj > k + N
2 , k ≥ 0, k ∈ Z. Тогда ряд Фурье функции

f(x) ∈
◦

W
s1,s2,...,sN

2 (Π) ∩ Ck(Π) по ортонормированных собственных функций

{vm1...mN
(x1, ..., xN )}(m1,...,mp)∈Zp×(mp+1,...,mq)∈Zq−p×(mq+1,...,mN)∈NN−q =

= {
p∏

j=1

√
2

π
·
βj cosλmj

xj + sign(β2
j − α2

j ) · αj sinλmj
xj√

α2
j + β2

j ·
√
1+ | λmj

|2sj
}(m1,...,mp)∈Zp×

×{
q∏

j=p+1

1√
π

1√
1+ | 2mj |2sj

exp(i2mjxj)}(mp+1,...,mq)∈Zq−p×

×{
N∏

j=q+1

√
2

π

1√
1+ | mj |2sj

sin(mjxj)}(mq+1,...,mN)∈NN−q

спектральной задачи (1.4)–(1.5) сходится по норме пространства Ck(Π) к функции
f(x).

Доказательство теорем 2.1 и 2.2 можно найти в работе [8].

3. Существование и единственность решения начально-
граничной задачи

Регулярным решением уравнения (1.1) в области Q = Π × (0, T ), T > 0 назовем
функцию u(x, t) из класса u(x, t) ∈ C(Q), Dα−i

0t u(x, t) ∈ C(Q), i = 1, 2, ... , p, Dα
0tu(x, t) ∈

∈ C(Q) ,
∂u(x, t)

∂xj
∈ C(Q),

∂2u(x, t)

∂x2j
∈ C(Q), j = 1, 2, ... , N, и удовлетворяющую уравне-

нию (1.1) во всех точках (x, t) ∈ Q.
Обозначим через

◦

W
s1,s2,...,sN ;θ

2 (Q) множество всех функций u(x, t) ∈ ∈
W s1,s2,...,sN ;θ

2 (Q), удовлетворяющих граничным условиям (1.3).

М.М. Бабаев. О разрешимости смешанной задачи для уравнения с частными производными . . .
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Функцию u(x, t) назовем регулярным решением задачи (1.1)–(1.3) в областиQ = Π×
×(0, T ), если функция u(x, t) регулярные решение уравнения (1.1) в области Q = Π×
×(0, T ) и удовлетворяет начальным функциям и граничным условиям (1.2) – (1.3).

Пусть функция u(x, t) ∈ W s1,s2,...,sN ;θ
2 (Q) с показателем s1 = s2 = ... = sN =

= 2 + N
2 , θ = −[−α] удовлетворяет уравнению (1.1) во всех точках (x, t) ∈ Q, а также

начальным и граничным условиям (1.2) – (1.3). Тогда функция u(x, t) является регу-
лярным решением задачи (1.1)–(1.3) в области Q = Π× (0, T ).

Введем функции

Tm1...mN
(t) =

∫

Π

u (y, t) ṽm1...mN
(y) dy, (3.1)

где

ṽm1...mN
(x1, ..., xN ) =

p∏
j=1

√
2

π
·
βj cosλmj

xj + sign(β2
j − α2

j ) · αj sinλmj
xj√

α2
j + β2

j

×

×
q∏

j=p+1

1√
π
exp(i2mjxj)

N∏
j=q+1

√
2
π sin(mjxj)

(3.2)

при (m1, ...,mp) ∈ Zp, (mp+1, ...,mq) ∈ Zq−p, (mq+1, ...,mN ) ∈ NN−q.
В силу (1.1)–(1.3) неизвестные функции Tm1...mN

(t) удовлетворяют уравнениям

Dα
0tTm1...mN

(t) + µm1...mN
(a2Tm1...mN

(t) + b2Tm1...mN
(t− τ)) = fm1...mN

(t (3.3)

и начальным функциям

{
Dα−i

0t Tm1...mN
(t) |t=+0= ϕi,m1...mN

, i = 1, 2, ..., l− 1,

Dα−l
0t u(x, t) = ϕl(x, t), (x, t) = (x1, ..., xj , ..., xN , t) ∈ Π× (−τ, 0),

где

fm1...mN
(t) =

∫

Π

f (y, t) ṽm1...mN
(y) dy, ϕj,m1...mN

=

∫

Π

ϕj (y) ṽm1...mN
(y) dy.

Следовательно, применяя метод шагов (см., например, [4]), получим:

Dα
0tTm1...mN

(t) + µm1...mN
a2Tm1...mN

(t) = fm1...mN
(t)− µm1...mN

b2
(
Dl−α

0t ϕl

)
m1...mN

(t)

(3.4)

при 0 ≤ t ≤ τ и начальных условиях

Dα−i
0t Tm1...mN

(t) |t=0= ϕi,m1...mN
, i = 1, 2, ..., l. (3.5)

Решение задачи Коши (3.4)–(3.5) известно (см., например, [6, с. 16–17], [7]) и оно
имеет вид

1Tm1...mN
(t) =

l∑
j=1

ϕj,m1...mN
tα−jEα,α−j+1

(
−µm1...mN

a2 · tα
)
+

+
t∫
0

(t− ξ)α−1 ·Eα,α

[
−µm1...mN

a2(t− ξ)α
]
×

×
[
fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2
(
Dl−α

0t ϕl

)
m1...mN

(ξ)
]
dξ

(3.6)
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при 0 ≤ t ≤ τ , где

µm1...mN
=

N∑

j=1

λ2mj
=

p∑

j=1

(2mj + ϕj)
2
+

q∑

j=p+1

(2mj)
2
+

N∑

j=q+1

(mj)
2
,

Eα,β (z) =

∞∑

q=0

zq

Γ (αq + β)
.

Далее для отрезка τ ≤ t ≤ 2τ из уравнения (3.3) получим:

Dα
0tTm1...mN

(t) + µm1...mN
a2Tm1...mN

(t) =
= fm1...mN

(t)− µm1...mN
b2 · 1Tm1...mN

(t− τ) . (3.7)

Из решения (3.6) получим начальные условия вида

Dα−i
0t Tm1...mN

(t) |t=τ= 1Ti,m1...mN
, i = 1, 2, ..., l. (3.8)

Решение задачи Коши (3.7)–(3.8) также известно и имеет вид

2Tm1...mN
(t) =

l∑
j=1

ϕj,m1...mN
(t− τ)α−jEα,α−j+1

(
−µm1...mN

a2 · (t− τ)α
)
+

+
t∫
τ

(t− ξ)α−1 ·Eα,α

[
−µm1...mN

a2(t− ξ)α
]
×

×
[
fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2 · 1Tm1...mN

(ξ − τ)
]
dξ

(3.9)

при τ ≤ t ≤ 2τ .
Далее, применяя метод шагов для каждого отрезка nτ ≤ t ≤ (n+ 1)τ из уравнения

(3.3), получим:

Dα
0tTm1...mN

(t) + µm1...mN
a2Tm1...mN

(t) =
= fm1...mN

(t)− µm1...mN
b2 · nTm1...mN

(t− nτ) . (3.10)

Соответствующие начальные условия имеют вид

Dα−i
0t Tm1...mN

(t) |t=nτ= nTi,m1...mN
, i = 1, 2, ..., l. (3.11)

Решая задачу Коши (3.10)–(3.11), получим:

(n+1)Tm1...mN
(t) =

l∑
j=1

ϕj,m1...mN
(t− nτ)α−j

Eα,α−j+1

(
−µm1...mN

a2 · (t− nτ)α
)
+

+
t∫

nτ

(t− ξ)α−1 ·Eα,α

[
−µm1...mN

a2(t− ξ)α
]
×

×
[
fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2 · nTm1...mN

(ξ − nτ)
]
dξ

(3.12)
при nτ ≤ t ≤ (n+ 1)τ .
Поскольку функции (3.1) при каждом отрезке nτ ≤ t ≤ (n+1)τ построены в явном

виде с помощью формул (3.6), (3.9), (3.12), на основании полноты системы собственных
функций (3.2) в L2(Π) нетрудно доказать единственность решения задачи (1.1)–(1.3).
Пусть f(x, t) ≡ 0 и ϕi(x) ≡ 0, i = 1, l.
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Тогда из формул (3.6), (3.9), (3.12) и (3.1) следует, что
∫

Π

u (y, t) ṽm1...mN
(y) dy = 0

при всехm1, ...,mN ∈ N и любом t ∈ [0, T ]. Отсюда в силу полноты системы собственных
функций (3.2) в L2(Π) вытекает, что u(x, t) = 0 почти всюду в области Π при любом
t ∈ [0, T ]. Как известно, по теореме вложения Соболева функция u(x, t) непрерывна на
Q, то u(x, t) ≡ 0 в Q. Это доказывает единственность решения задачи (1.1)–(1.3).

При каждом t > 0 функция u(x, t) ∈
◦

W
s1,s2,...,sN ;θ

2 (Q) по переменной x является

функцией из класса
◦

W
s1,s2,...,sN

2 (Π). Поэтому рассматривая t > 0 как параметр, реше-

ние задачи (1.1)–(1.3) будем искать из класса
◦

W
s1,s2,...,sN ;θ

2 (Q) в виде суммы ряда по
системе собственных функций (3.2) спектральной задачи (1.4)–(1.5):

u (x, t) =

∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mN=1

Tm1...mN
(t) · ṽm1...mN

(x) , (3.13)

где ṽm1...mN
(x) определяется по формуле (3.2), а Tm1...mN

(t) – по формулам (3.6), (3.9)
и (3.12).

После подстановки (3.6) в (3.13) получим единственное решение задачи (1.1)–(1.3)
в виде ряда

u (x, t) =
∞∑

m1=1
...

∞∑
mN=1

[
l∑

j=1

ϕj,m1...mN
tα−jEα,α−j+1

(
−µm1...mN

a2 · tα
)
+

+
t∫
0

(t− ξ)α−1 ·Eα,α

[
−µm1...mN

a2(t− ξ)α
]

[
fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2
(
Dl−α

0t ϕl

)
m1...mN

(ξ)
]
dξ
]
×

×ṽm1...mN
(x1, ..., xN )

(3.14)

при 0 ≤ t ≤ τ . Аналогично, после подстановки (3.9) в (3.13) получим в отрезке τ ≤ t ≤
2τ единственное решение задачи (1.1)–(1.3) в виде ряда

u (x, t) =
∞∑

m1=1
...

∞∑
mN=1

[
l∑

j=1

ϕj,m1...mN
(t− τ)α−j

Eα,α−j+1

(
−µm1...mN

a2 · (t− τ)α
)
+

+
t∫
τ

(t− ξ)α−1 ·Eα,α

[
−µm1...mN

a2(t− ξ)α
]

[
fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2 · 1Tm1...mN

(ξ − τ)
]
dξ
]
×

×ṽm1...mN
(x1, ..., xN ) .

(3.15)
Следовательно, после подстановки (3.12) в (3.13) получим в отрезке nτ ≤ t ≤ (n + 1)τ
единственное решение задачи (1.1)–(1.3) в виде ряда

u (x, t) =
∞∑

m1=1
...

∞∑
mN=1

[
l∑

j=1

ϕj,m1...mN
(t− nτ)α−j

Eα,α−j+1

(
−µm1...mN

a2 · (t− nτ)α
)
+

+
t∫

nτ

(t− ξ)α−1 · Eα,α

[
−µm1...mN

a2(t− ξ)α
]
×

×
[
fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2 · nTm1...mN

(ξ − nτ)
]
dξ
]
×

×ṽm1...mN
(x1, ..., xN ) .

(3.16)
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Поскольку система собственных функций (3.2) спектральной задачи (1.4)–(1.5) обра-

зует базис Рисса в пространстве Соболева
◦

H
s1,s2,...,sN

(Π), то любая функция из этого
класса может быть разложена единственным образом в ряд Фурье, сходящийся по нор-
ме пространства Hs1,s2,...,sN (Π). Поэтому ряды (3.14)–(3.16) сходятся в Hs1,s2,...,sN (Π)
в отрезках t ∈ [0, τ ], t ∈ [τ, 2τ ] и t ∈ [nτ, (n + 1)τ ] соответственно. Выясним усло-

вия существования решения из класса
◦

W
s1,s2,...,sN ;θ

2 (Q). Согласно теореме 2.1, систе-
ма собственных функций (3.2) спектральной задачи (1.4)–(1.5) образует базис Рисса в

пространствах Соболева
◦

H
s1,s2,...,sN

(Π) и
◦

W
s1,s2,...,sN

2 (Π) . Поэтому справедливо нера-
венство

‖u (x, t) ‖2C2,2,...,2(Π) ≤ c8‖u (x, t) ‖2Hs1,s2,...,sN (Π) ≤

≤ c9
∞∑

m1=1
...

∞∑
mN=1

∣∣∣∣∣
l∑

j=1

ϕj,m1...mN
tα−jEα,α−j+1

(
−µm1...mN

a2 · tα
)
+

+
t∫
0

(t− ξ)α−1
Eα,α

[
−µm1...mN

a2(t− ξ)α
]
×

×
[
fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2
(
Dl−α

0t ϕl

)
m1...mN

(ξ)
]
dξ
∣∣∣
2

×

×
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞

(3.17)

при 0 ≤ t ≤ τ. Далее

‖u (x, t) ‖2C2,2,...,2(Π) ≤ c8‖u (x, t) ‖2Hs1,s2,...,sN (Π) ≤

≤ c9
∞∑

m1=1
...

∞∑
mN=1

∣∣∣∣∣
l∑

j=1

ϕj,m1...mN
(t− τ)α−j

Eα,α−j+1

(
−µm1...mN

a2 · (t− τ)α
)
+

+
t∫
τ

(t− ξ)α−1
Eα,α

[
−µm1...mN

a2(t− ξ)α
]
×

×
[
fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2 · 1Tm1...mN

(ξ − τ)
]
dξ
∣∣2×

×
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞

(3.18)

при τ ≤ t ≤ 2τ. Следовательно,

‖u (x, t) ‖2C2,2,...,2(Π) ≤ c8‖u (x, t) ‖2Hs1,s2,...,sN (Π) ≤

≤ c9
∞∑

m1=1
...

∞∑
mN=1

∣∣∣∣∣
l∑

j=1

ϕj,m1...mN
(t− nτ)α−j

Eα,α−j+1

(
−µm1...mN

a2 · (t− nτ)α
)
+

+
t∫

nτ

(t− ξ)α−1
Eα,α

[
−µm1...mN

a2(t− ξ)α
]
×

×
[
fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2 · nTm1...mN

(ξ − nτ)
]
dξ
∣∣2×

×
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞

(3.19)
при nτ ≤ t ≤ (n+ 1)τ.

По теореме вложения Соболева условия (3.17)–(3.19) являются достаточны-
ми условиями существования регулярного решения задачи (1.1)–(1.3) из класса
◦

W
s1,s2,...,sN ;θ

2 (Q) с показателем s1 = s2 = = ... = sN = 2 +
N

2
, θ = −[−α].
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Если 0 < α < 2, то с учетом оценки функции Миттаг-Леффлера (см.,например [7,
с. 35])

|Eα,α−j+1(µm1...mN
tα)| ≤ C

1+ | µm1...mN
tα | ,

|Eα,α(µm1...mN
(t− τ)α)| ≤ C

1+ | µm1...mN
(t− τ)α |

можно упростить достаточные условия (3.17), (3.18) и (3.19) сушествования регуляр-

ного решения задачи (1.1) – (1.3) из класса
◦

W
s1,s2,...,sN ;θ

2 (Q) с показателем s1 = s2 =
... = sN = 2 + N

2 , θ = −[−α].
Если для любого j = 1, 2, ..., l и 0 ≤ t ≤ τ

∞∑

m1=1

...

∞∑

mN=1

|ϕj,m1...mN
|2

N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞,

∞∑

m1=1

...

∞∑

mN=1

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

(t− ξ)α−1
∣∣∣fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2
(
Dl−α

0t ϕl

)
m1...mN

(ξ)
∣∣∣ dξ

∣∣∣∣∣∣

2

×

×
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞,

то условие (3.17) будет выполнено.
Далее, если для любого j = 1, 2, ..., l и τ ≤ t ≤ 2τ

∞∑

m1=1

...

∞∑

mN=1

|ϕj,m1...mN
|2

N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞,

∞∑

m1=1

...

∞∑

mN=1

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

(t− ξ)α−1
∣∣∣fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2
(
Dl−α

0t ϕl

)
m1...mN

(ξ)
∣∣∣ dξ

∣∣∣∣∣∣

2

×

×
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞,

∞∑

m1=1

...
∞∑

mN=1

∣∣∣∣∣∣

t∫

τ

(t− ξ)α−1 ∣∣fm1...mN
(ξ)− µm1...mN

b2 · 1Tm1...mN
(ξ − τ)

∣∣ dξ

∣∣∣∣∣∣

2

×

×
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞,

то условие (3.18) будет выполнено при τ ≤ t ≤ 2τ.
Следовательно, если для любого j = 1, 2, ..., l и nτ ≤ t ≤ (n+ 1)τ

∞∑
m1=1

...
∞∑

mN=1
|ϕj,m1...mN

|2
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞,

∞∑
m1=1

...
∞∑

mN=1

∣∣∣∣
t∫
0

(t− ξ)α−1
∣∣∣fm1...mN

(ξ)− µm1...mN
b2
(
Dl−α

0t ϕl

)
m1...mN

(ξ)
∣∣∣ dξ
∣∣∣∣
2

×

×
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞,
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∞∑
m1=1

...
∞∑

mN=1

∣∣∣∣
t∫
τ

(t− ξ)α−1 ∣∣fm1...mN
(ξ)− µm1...mN

b2 · 1Tm1...mN
(ξ − τ)

∣∣ dξ
∣∣∣∣
2

×

×
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·· ,
∞∑

m1=1
...

∞∑
mN=1

∣∣∣∣
t∫

nτ

(t− ξ)α−1 ∣∣fm1...mN
(ξ)− µm1...mN

b2 · nTm1...mN
(ξ − nτ)

∣∣ dξ
∣∣∣∣
2

×

×
N∏

k=1

(
1 + λ2skmk

)
<∞,

(3.20)

то условие (3.19) будет выполнено.
Справедлива следующая

Т е о р е м а 3.1 Пусть начальные функции ϕi(x), i = 1, 2, ..., l, и правая часть

f(x, t) удовлетворяют условию (3.20) при каждом nτ ≤ t ≤ (n+ 1)τ, n = 0, 1, 2, · · ·, [T
τ
].

Тогда регулярное решение задачи (1.1)–(1.3) из класса
◦

W
s1,s2,...,sN ;θ

2 (Q) с показателем

s1 = s2 = ... = sN = 2 +
N

2
, θ = −[−α] существует, единственно и представимо в виде

ряда (3.14)–(3.16), где коэффициенты определяется по формулам (3.6), (3.9) и (3.12).
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On the solvability of a mixed problem for a fractional

partial differential equation with delayed time argument

and Laplace operators with nonlocal boundary

conditions in Sobolev classes

c© M. M. Babayev1

Abstract. In this paper, we study a problem with initial functions and boundary conditions for
partial differential equations of fractional order with Laplace operators. The boundary conditions
of the problem are nonlocal, and the solution is supposed to belong to one of Sobolev classes.
The solution of the initial boundary value problem is constructed as the sum of a series of
multidimensional spectral problem’s eigenfunctions. The eigenvalues of the spectral problem are
found and the corresponding system of eigenfunctions is constructed. It is shown that this system is
complete and forms a Riesz basis in the subspaces of Sobolev spaces. Basing on the completeness of
the eigenfunctions’ system, the uniqueness theorem for the solution of the problem is proved. The
existence of a regular solution of the initial boundary value problem is proved in Sobolev subspaces.

Key Words: partial differential equation with delayed argument, fractional time derivative, initial
boundary value problem, spectral method, eigenvalues, eigenfunctions, completeness, Riess basis,
uniqueness, existence, series, nonlocal boundary conditions, Sobolev class, fractional derivative,
mixed problem
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О расположениях кубики и пары коник в

вещественной проективной плоскости

c© В.А. Горская1, Г. М. Полотовский2

Аннотация. В первой части 16-й проблемы Гильберта поставлен вопрос о топологии неособых
проективных алгебраических кривых и поверхностей. К этой проблематике относится задача о
топологии алгебраических многообразий с особенностями. Частный случай задачи – изучение
кривых, распадающихся в произведение кривых, находящихся в общем положении. В статье
рассматривается задача топологической классификации взаимных расположений в веществен-
ной проективной плоскости неособой кривой степени 3 и двух неособых кривых степени 2 при
условиях общего положения и максимальности взаимного расположения этих кривых, в частно-
сти при максимальном числе общих точек каждой пары кривых-сомножителей. Доказано, что
классификация содержит не более шести конкретных типов расположений изучаемого вида, из
которых четыре построены, а вопрос о реализуемости двух оставшихся открыт.

Ключевые слова: неособые плоские вещественные алгебраические кривые, 16-я проблема
Гильберта, кривые с особенностями, распадающиеся кривые, топологическая классификация

1. Введение и постановка задачи

Исследование топологии распадающихся плоских вещественных алгебраических
кривых входит в круг вопросов, относящихся к первой части 16-й проблемы Гильберта.
Для первого нетривиального случая (кривые степени 6, распадающиеся в произведение
двух M -кривых, пересекающихся без касаний в максимально возможном числе веще-
ственных точек) эта задача была поставлена Д. А. Гудковым в предисловии к книге
[1] и решена Г. М. Полотовским в [2]. В настоящее время после длинной серии работ
нескольких авторов (точные ссылки можно найти в статье [3]) почти завершено реше-
ние аналогичной задачи о кривых степени 7. Кроме этого, в работе [4] была найдена
топологическая классификация кривых степени 6, распадающихся в произведение лю-
бого возможного числа неприводимых сомножителей в общем положении, а в [5–7] –
классификация взаимных расположений M -квинтики и пары прямых. Настоящая ра-
бота посвящена аналогичному вопросу для случая, когда неприводимые сомножители
кривой степени 7 имеют степени 3, 2 и 2.

Напомним некоторые сведения из теории плоских алгебраических кривых.

О п р е д е л е н и е 1.1 Плоской вещественной проективной алгебраической
кривой Cm степени m называется однородный многочлен Cm(x0, x1, x2) степени m с
вещественными коэффициентами от трёх переменных x0, x1, x2, рассматриваемый
с точностью до ненулевого постоянного множителя.

1Горская Виктория Александровна, магистрант кафедры алгебры, геометрии и дискретной
математики, ФГАОУ ВО Национальный исследовательский Нижегородский государственный универ-
ситет им. Н. И. Лобачевского (603950, Россия, г. Нижний Новгород, пр. Гагарина, д. 23); ORCID:
http://orcid.org/0000-0001-6898-2598, victoriya.gorskaya@mail.ru

2Полотовский Григорий Михайлович, доцент кафедры фундаментальной математики, ФГА-
ОУ ВО Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики» (603155, Россия,
г. Нижний Новгород, ул. Большая Печерская, 25/12), кандидат физико-математических наук; ORCID:
http://orcid.org/0000-0002-2503-9951, polotovsky@gmail.com
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О п р е д е л е н и е 1.2 Множество RCm (CCm) точек вещественной (ком-
плексной) проективной плоскости RP 2 (CP 2) с координатами (x0 : x1 : x2)
((z0 : z1 : z2)), удовлетворяющими уравнению Cm = 0, называется множеством ве-
щественных (соответственно, комплексных) точек кривой Cm.

О п р е д е л е н и е 1.3 Кривая Cm называется неособой, если первые част-
ные производные многочлена Cm(x0, x1, x2) по переменным x0, x1, x2 не обращаются
одновременно в нуль (в CP 2).

Каждая компонента связности множества RCm вещественных точек кривой Cm (ко-
ротко – вещественная ветвь кривой) в случае неособой кривой гомеоморфна окружно-
сти. Если степень кривой чётна, то каждая такая окружность называется овалом; каж-
дый овал делит RP 2 на две области: одна гомеоморфна диску, другая – листу Мёбиуса.
Для данного овала область первого типа считается внутренней, а второго – внешней.
Если степень кривой нечётна, то среди её вещественных ветвей имеется ровно одна,
вложенная в RP 2 односторонне; она называется нечётной ветвью.

Оценку числа N вещественных ветвей кривой степени m даёт классическая

Т е о р е м а 1.1 (Теорема Харнака (1876)) N 6 (m− 1)(m− 2)/2+1, и эта
оценка точна для любого m.

О п р е д е л е н и е 1.4 Множество RCm, рассматриваемое с точностью до
изотопии в RP 2, называется вещественной схемой кривой Cm. Кривые с максималь-
но возможным по теореме Харнака числом ветвей называются M -кривыми, а их
схемы – M -схемами.

Таким образом, вещественная схема M -кривой степени 3 состоит из нечётной ветви
и одного овала, а вещественная схема M -кривой степени 2 представляет собой один
овал.

Цель этой статьи – найти топологическую классификацию (т. е. список попарно раз-
личных вещественных схем) кривых степени 7, распадающихся на кубику и две коники,
(т. е. определяемых многочленом вида C7 = C3 ·C2 · C̃2), предполагая выполнение сле-
дующих условий:

(i) C3, C2 и C̃2 являются М-кривыми;
(ii) каждые две из указанных в (i) кривых пересекаются без касания в максималь-

но возможном (по теореме Безу) числе вещественных точек, т. е. ♯(RC3

⋂
RC2) =

= ♯(RC3

⋂
RC̃2) = 6, ♯(RC2

⋂
RC̃2) = 4;

(iii) RC3

⋂
RC2

⋂
RC̃2 = ∅, т. е. ни через какую точку не проходят все три кривые-

сомножители;
(iv) все точки пересечения кубики с кониками лежат на нечётной ветви кубики.
(v) для каждой из коник C2, C̃2 все шесть общих точек нечётной ветви кубики с

коникой лежат на одной из четырёх дуг, на которые эта коника делится точками
пересечения со второй коникой, причём эта дуга внешняя, т. е. лежит вне другой
коники;

(vi) точки пересечения нечётной ветви с разными кониками не перемежаются,
т. е. можно так монотонно двигаться по нечётной ветви кубики, что сначала про-
ходятся шесть точек пересечения с одной коникой, а затем – со второй 3.

О п р е д е л е н и е 1.5 Назовём моделью расположения типа (i)–(vi)
(в дальнейшем для краткости – моделью) набор четырёх топологических окружно-
стей, ровно одна из которых вложена в RP 2 односторонне и вместе с двумя из трёх

3Условия (v) и (vi) добавлены, чтобы сделать задачу более наглядной.
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остальных окружностей ведёт себя с точки зрения числа и расположения общих
точек так, как нечётная ветвь кубики и пара коник в условиях (ii)–(vi); четвёртая
окружность не пересекается с первыми тремя.

Таким образом, поставленная выше задача состоит в изотопической классификации
моделей, реализуемых как вещественные схемы некоторых кривых степени 7.

2. Перечисление допустимых моделей

Допустимыми мы называем модели, удовлетворяющие топологическим следствиям
теоремы Безу, а также известным ограничениям на взаимные расположения кубики
и коники и на взаимные расположения пары коник.

Ограничения на взаимные расположения M -кубики и неособой коники состоят
в том, что существуют ровно три расположения, в которых нечётная ветвь кубики
пересекает конику в шести вещественных точках – см. Рис. 2.14 (доказательство есть в
[4]).

а) б) в)

Рис. 2.1. Типы расположений M -кубики и коники.

Возможные расположения в RP 2 двух неособых коник с четырьмя общими точка-
ми показаны на рис.2.2. Поскольку нельзя добавить к правому из них нечётную ветвь,
удовлетворяющую условию (v), то всюду ниже рассматривается только левое распо-
ложение Рис. 2.2.

а) б)

Рис. 2.2. Типы расположений двух неособых коник.

Пусть RC2 – «горизонтальный» овал на Рис. 2.2, RC̃2 – «вертикальный», и A, Ã

4Здесь и даже на рисунках в качестве модели вещественной проективной плоскости используется
круг, диаметрально противоположные точки граничной окружности которого, (изображаемой пунк-
тиром) считаются отождествлёнными.
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– дуги, несущие по шесть точек пересечения с нечётной ветвью кубики. Пронумеруем
эти точки так, как на Рис. 2.2, и будем двигаться по нечётной ветви кубики, проходя
сначала точки на дуге A, а затем – точки на дуге Ã. Записывая номера этих точек при
таком движении по нечётной ветви, мы получим пару перестановок порядка 6.

Следующая лемма доказывается непосредственным перебором с учётом Рис. 2.1.

Л е м м а 2.1 На данной дуге возможны только перестановки

(123456), (165432), (321654), (543216)(отвечают случаю) Рис. 2.1, а);

(123654), (165234), (321456), (345216)(отвечают случаю) Рис. 2.1, б);

(125634), (163254)(отвечают случаю) Рис. 2.1, в),

и обратные к этим перестановкам.5

Л е м м а 2.2 а) случаи, когда нечётная ветвь пересекает одну из дуг A, Ã в
соответствии с какой-либо перестановкой из списка леммы 2.1, а вторую – в соот-
ветствии с обратной к какой-либо перестановке из этого списка, невозможны6;

б) пересечения с дугами A, Ã, одновременно отвечающие перестановкам из тре-
тьей строки списка леммы 2.1 или обратным к ним, невозможны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отрицание утверждения а) влечёт самопересечение
нечётной ветви, а отрицание утверждения б) противоречит условию (vi).

Составляя пары перестановок, допустимые леммами 2.1 и 2.2, получим 2(8·8+8·2) =
= 160 случаев. Однако в силу симметрии (равноправия дуг A, Ã) не все из этих 160
случаев различны; кроме этого, как будет показано ниже, многие из них не удовлетво-
ряют топологическим следствиям теоремы Безу при пересечении с прямой. Наконец,
чтобы получить модель, каждое расположение следует дополнить четвёртой окруж-
ностью (отвечающей овалу кубики), а сделать это, как мы сейчас покажем, иногда
невозможно, а иногда можно двумя способами.

Действительно, в случае Рис. 2.1, a овал кубики расположен в шестиугольной ком-
поненте связности дополнения к объединению коники и нечётной ветви кубики внутри
коники, а в случае Рис. 2.1, б) – в шестиугольной компоненте вне коники.

а) б) в)

Рис. 2.3. Области для расположения овала кубики.

Если пересечение области, допустимой для овала относительно коники C2, с обла-
стью, допустимой для овала относительно коники C̃2, пусто (см. пример на Рис. 2.3,

5Случаи, когда нечётная ветвь кубики пересекает дугу A в порядке (123456), первоначально рас-
сматривались в дипломной работе студентки мехмата ННГУ О. Н. Новаковской (2010 г.).

6Как выяснится в дальнейшем, схемы расположений, в которых нечётная ветвь пересекает обе дуги
A и Ã в соответствии с обратными перестановками к перестановкам из списка леммы 2.1 (тогда эта
нечётная ветвь охватывает внешние дуги B и B̃ наших коник), не могут быть реализованы кривыми
степени 7, но это потребует более сложного доказательства.
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а), то из данного расположения модель получить невозможно. Если это пересечение
состоит из одной или двух компонент связности (заштрихованы дважды на Рис. 2.3, б
и Рис. 2.3 в, то получаются одна или две модели соответственно.

Запреты схем расположений кубики и двух коник, получаемые сведением к проти-
воречию с теоремой Безу, проиллюстрируем на примерах, оформленных в виде следу-
ющих трёх лемм.

Л е м м а 2.3 Модель, показанная на Рис. 2.4, не может быть реализована как
схема какой-либо кривой степени 7.

Рис. 2.4. Пример применения теоремы Брюзотти.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что эта модель реализуется как схема неко-
торой кривой степени 7. Возмутим эту кривую в классе кривых степени 7 так, чтобы
после устранения её двойных точек образовалась кривая со схемой, показанной на Рис.
2.4 пунктиром, – такое возмущение найдётся в силу теоремы Брюзотти о независимо-
сти возмущений двойных точек простой кривой7. Схема возмущённой кривой степени
7 содержит гнездо веса три8 и ещё один овал, что противоречит теореме Безу9.

Заметим, что в других случаях применения рассуждений из доказательства этой
леммы иногда получаются два гнезда веса 2, что также противоречит теореме Безу.

Л е м м а 2.4 Модель, показанная на Рис. 2.5 a, не может быть реализована
как схема какой-либо кривой степени 7.

а) б) в)

Рис. 2.5. Примеры применения теоремы Безу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что эта модель реализуется как схема
некоторой кривой C7 = C3 · C2 · C̃2. Пронумеруем дуги, на которые коника C̃2 делится

7Подробную формулировку теоремы Брюзотти см., например, в [8, с. 14]; кривая называется про-

стой, если все её особенности – невырожденные двойные точки.
8Т. е. три последовательно вложен ных друг в друга овала.
9Прямая, проходящая через точку, лежащую внутри самого внутреннего овала гнезда, и через

точку внутри любого четвёртого овала, пересечёт кривую не менее чем в девяти точках.
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точками пересечения с коникой C2 и с нечётной ветвью кубики так, как показано на
Рис. 2.5a. Выберем точку A на дуге с номером 1 и точку B внутри овала кубики и
посмотрим, как может проходить прямая AB, учитывая, что эта прямая не может
пересекать каждую конику более чем в двух точках и нечётную ветвь кубики более
чем в одной точке (поскольку в силу выбора точки B обязательно имеются две точки
пересечения с овалом кубики).

Без ограничения общности считаем, что прямая AB в точке A не касается коники
C̃2 – этого всегда можно добиться малым шевелением точки A. Обозначим C вторую
точку пересечения прямой AB с коникой C̃2 и предположим, что точка C тоже лежит
на дуге 1. Тогда прямая может проходить только так, как показано пунктиром на Рис.
2.5 a. Следовательно, прямая AB расположена относительно коник C2 и C̃2 так, как
показано на Рис. 2.5 б, что невозможно: устраняя двойные точки так, как показано
на Рис. 2.5 б, получим кривую степени 5, содержащую два овала внутри одного, что
противоречит теореме Безу.

Аналогично доказывается невозможность расположения точки C на дугах 8–10 ко-
ники C̃2, а расположение точки C на любой из остальных дуг влечёт более чем одно-
кратное пересечение прямой с нечётной ветвью кубики.

Л е м м а 2.5 Модель, показанная на Рис. 2.5 в, не может быть реализована
как схема какой-либо кривой степени 7.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что эта модель реализуется как схема
некоторой кривой C7 = C3 · C2 · C̃2. Выберем точки M и N так, как показано на Рис.
2.5 в. В силу теоремы Безу прямая MN может проходить только так, как показано
на данном рисунке. Будем поворачивать прямую MN вокруг точки M против часовой
стрелки. Тогда точкаN будет двигаться против часовой стрелки по конике C2 и в какой-
то момент должна дойти до коники C̃2. Однако это возможно только после того, как
точки пересечения прямой с дугой Ã сольются и исчезнут. При этом прямая должна
будет пересечь нечётную ветвь кубики внутри коники C̃2, что невозможно, т. к. по
крайней мере до того, как точка N дойдёт до коники C̃2, число точек пересечения
прямой с нечётной ветвью (две из них – вблизи точки M) будет сохраняться равным
трём.

С помощью приёма, описанного в доказательстве леммы 2.4, удалось запре-
тить 15 моделей: (1R23456)(123654); (1R2345)(165234) (рассмотрена в лемме
2.4); (1236R54)(123654); (1236R54)(165234); (16R5234)(165234); (321456R)(123654);
(321456R)(165234); (345216R)(165234); (345216R)(345216); (321456)(1R2*56*34);
(321456)(12*56*34)B̃; (345216)(1R2*56*34); (345216)(12*56*34)B̃; (612543)(6L5*21*43);
(654123)(6L5*21*43). Модель (123654)(16R5234) запрещается так же, как модели
(123654)(1236R54), (1236R54)(123654), отвечающие рис.2.5в), в лемме 2.5.

Здесь и далее, чтобы избежать большого количества рисунков, мы применяем ко-
дировку моделей, представляющую собой две перестановки 6-го порядка, снабжённые
дополнительными символами из набора {R, L, B, B̃, C, *}. Чтобы по коду получить ри-
сунок, нужно нарисовать «заготовку», показанную на Рис. 2.2 a, и провести нечётную
ветвь, пересекающую дуги A и Ã в нумерованных точках в порядке, указанном в пер-
вой и второй перестановках соответственно, причём дуга нечётной ветви, соединяющая
точки, отвечающие первым двум символам первой перестановки, расположена внутри
двуугольника, ограниченного дугой A. Если между соседними (в циклическом поряд-
ке, причём скобки не замечаются) символами i и j записана буква R (L), то в области,
примыкающей справа (соответственно, слева) к дуге (i, j) нечётной ветви, следует рас-
положить овал. Если же после перестановок записана буква B (B̃, или C), то овал
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следует нарисовать в двуугольнике, ограниченном дугой B (соответственно, в двуу-
гольнике, ограниченном дугой B̃, или в четырёхугольнике внутри коник). Дуга нечёт-
ной ветви, соединяющая точки, отвечающие последнему символу второй перестановки
и первому символу первой перестановки, а также дуги нечётной ветви, отвечающие
символам, между которыми стоит «*», пересекают один раз граничную окружность
модели проективной плоскости.

После применения методов, описанных в леммах 2.3–2.5, для дальнейшего иссле-
дования остаются 57 моделей, коды которых перечислены во вторых столбцах таблиц
1–2; смысл остальных столбцов таблиц будет объяснён ниже.

3. Построения

В работе [4] найдена классификация взаимных расположений прямой, коники и
кубики при условиях максимальности и общего положения, аналогичных условиям (i)–
(iii), состоящая из 163 схем. «Удвоение» прямой в некоторых расположениях, постро-
енных в [4], даёт реализацию кривыми степени 7 четырёх моделей из таблиц 1–2.

а) б)

Рис. 3.1. Построение кривой с расположением (165234)(16R5234).

Рассмотрим, например, построенное в [4] расположение, показанное на Рис. 3.1 a (см.
№ 6 в таблице 2 в [4]), и немного повернём прямую L вокруг точки P в положение L′

так, чтобы L′ тоже пересекала нечётную ветвь кубики в трёх точках. Устраняя двойную
точку P кривой L ∪ L′ с помощью достаточно малого возмущения, получим неособую
конику, объединение которой с исходными коникой и кубикой Рис. 3.1 a реализует
модель № 28 из таблицы 2 – см. Рис. 3.1 б).

Аналогично из расположений №№ 3, 105, 126 таблицы 2 работы [4] получаются
кривые, реализующие соответственно модели № 35 таблицы 2 и №№ 4, 16 таблицы 1.

4. Запреты с помощью теории кос и зацеплений

В этом параграфе опишем применение предложенного С. Ю. Оревковым в [9] метода
запрета изотопических типов алгебраических кривых, основанного на использовании
теории кос и зацеплений. Этот метод неоднократно излагался в литературе, поэтому
приведём лишь его краткое изложение, необходимое для понимания дальнейшего.

Пусть Cm – простая кривая. Предположим, что существует точка p ∈ RP 2 r RCm

такая, что пучок Lp прямых с центром в этой точке обладает следующими свойствами:
a) в Lp найдется прямая l0, пересекающая кривую RCm в m различных точках

(максимальная прямая);
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b) любая прямая l ∈ Lp пересекает кривую RCm не менее, чем в (m− 2) различных
точках;

c) каждая прямая пучка имеет не более одной точки двукратного пересечения с
RCm, т. е. каждая из таких критических прямых либо касается RCm, либо пересекает
RCm в её двойной точке без касания.

Пучок, удовлетворяющий условиям a)–c), будем называть максимальным. Заметим,
что выполнения условия c) всегда можно добиться малым шевелением центра пучка.

Выберем аффинные координаты (x, y) так, чтобы прямая l0 (а следовательно, и точ-
ка p) оказалась в бесконечности, тогда пучок Lp станет пучком параллельных прямых
{lt} (см. Рис. 4.1 a), где lt — прямая, заданная уравнением x = t. Изображение схемы
кривой в таком виде будем называть развёрткой, отвечающей прямой l0.

Данную развёртку удобно кодировать Х-кодом u1u2 . . . us, где символ ui характери-
зует расположение кривой RCm в окрестности критической прямой lti и принимает одно
из значений ⊃ k, ⊂ k, ×k (k ∈ {1, . . . ,m− 1}) в соответствии с Рис. 4.210, а {lt1 , . . . , lts}
– набор всех критических прямых, упорядоченных по возрастанию параметра ti.

а) б) в)

Рис. 4.1. Образование косы.

Рис. 4.2. Символы ×-кода и образующие группы кос.

Пусть CLp – пучок комплексных прямых с центром в точке p в комплексной проек-
тивной плоскости CP 2 и M = CCm

⋂
CLp. Множество M гомеоморфно набору окруж-

ностей; некоторые из них попарно склеены в двойных точках кривой RCm и в точках
касания прямых пучка Lp c этой кривой (см. Рис. 4.1 б11).

Устранив все точки склейки некоторым стандартным образом (см. Рис. 4.1 в; по-
дробности см. в [9–10]), получим зацепление K(Cm, p). Пусть b(Cm, p) – коса из m
нитей, замыкание которой совпадает с K(Cm, p). Для дальнейшего важно, что в силу
предположения о максимальности пучка коса b(Cm, p) однозначно (с точностью до со-
пряжённости в группе Bm кос из m нитей) определяется взаимным расположением в
RP 2 кривой RCm и пучка Lp, т. е. развёрткой, отвечающей максимальной прямой.

Из [11] известно, что полученная описанным выше способом коса b(Cm, p) должна

быть квазиположительной, т. е. допускать запись в виде
∏k

j=1 ωjσijω
−1
j , где ωj – неко-

10Рис. 4.2 взят нами из [10], а часть Рис. 4.1 – из [9].
11Этот рисунок условный – «мнимая ось» V двумерна.
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торые слова в алфавите {σ1, . . . , σm−1, σ
−1
1 , . . . , σ−1

m−1}, а σs, 1 6 s 6 m−1, – стандартные
образующие группы Bm (см. Рис. 4.2). Следовательно, если для топологической модели
гипотетической кривой RCm при каждом возможном взаимном расположении пучка Lp

и этой модели коса b(Cm, p) не является квазиположительной, то эта модель не может
быть реализована алгебраической кривой степени m.

В качестве необходимого условия квазиположительности С. Ю. Оревков в [9] пред-
ложил использовать

Неравенство Мурасуги-Тристрама. Если b =
∏
σki

i – квазиположительная коса
из m нитей, то для её замыкания выполняется неравенство

|σ(b)|+m− e(b)− n(b) 6 0,

где σ(b) и n(b) – сигнатура и дефект замыкания косы b; e(b) =
∑
kj – алгебраическая

степень косы b.

Таблица 4.1. Центр пучка внутри овала кубики.

№пп Код модели Х-код h
1 (123456)(123456)C x3x3x3x3x3x3x4x4x4x4x4x4x2x2x2x5 2
2 (123456)(123654)B x4x4x4x3x2)3(3x4x4x4x3x3x3x5x4x3x3x3 2
3 (123456)(12*56*34)C x2x2x4x3x3x4x4x5x4x4x4x4x4x4x3x5 0 (?)
4 (123456)(165234)B x4x4x4x3x2)3(3x4x3x3x4x4x3x5x4x3x3x3 0 (∃)
5 (1R23456)(321456) x4x5x2x2x2x3x3x3x4x4x4)3x3x3x3(3x2x3 4
6 (1R23456)(345216) x4x5x2x2x2x3x4x4x3x3x4)3x3x3x3(3x2x3 2
7 (123654)(1R25634) х2х3х3х2)3х3х2х2х3х3(3х4х4х4х3х3х3х2 2
8 (165234)(1R25634) х2х3х3х2)3х3х2х2х3х3(3х4х3х3х4х4х3х2 2
9 (1L65432)(123654) х4х5х5х5х5х5х4х4х4х3х3х3)4х2(4х3х4х4 2
10 (1L65432)(165234) х4х5х5х5х5х5х4х3х3х4х4х3)4х2(3х4х4х4 0 (?)
11 (321456)(1L6*32*54) х3х4х4х3)4х2х3х3х2х2(4х3х3х3х4х4х4х5 2
12 (321456)(1L65432) х4х4х4)3х2х2х2х2х2(4х3х3х3х4х4х4х5х4 2
13 (321L654)(123654) х4х5х5х5х4х4х4х3х3х3)4х2х2х2(3х4х4х4 2
14 (321L654)(165234) х5х5х5х4х3х3х4х4х3)4х2х2х2(4х3х4х4х3 2
15 (345216)(1L6*32*54) х4х3х2)4х3х3х2х2(4х3х4х4х3х3х4х5х4х3 4
16 (345216)(1L65432) х4х4х4)3х2х2х2х2х2(4х3х4х4х3х3х4х5х4 0 (∃)
17 (432561)(6L5*21*43) х3х2)3х2х2х3х3х2х2(4х3х3х3х4х4х3х5х4 2
18 (456321)(6L5*21*43) х3х2)3х2х2х3х3х2х2(4х3х4х4х3х3х3х5х4 2
19 (654321)(65*21*43)C x5x4x4x4x4x4x4x3x3x5x4x4x3x3x2x2 2
20 (6L54321)(654123) x4x5x3x3x3x4x4x4)3x2x2x2x2x2x2(3x2x3 2
21 (654321)(654321)C x5x4x4x4x4x4x4x3x3x3x3x3x3x2x2x5 2

Приведём пример применения описанного метода к моделям из таблиц 4.1–4.2. Рас-
смотрим модель Рис. 4.3 a, отвечающую коду (16R5234)(345216) (№ 31 в таблице 4.2),
выберем точку p в области C, а прямую l0 так, как показано на Рис. 4.3 a. Развёртка,
отвечающая этой прямой, и соответствующий этой развёртке Х-код показаны на Рис.
4.3 б. Вычисления дают h = 2, где через h мы обозначаем значение левой части нера-
венства Мурасуги-Тристрама. Следовательно, рассматриваемая модель не может быть
реализована схемой какой-либо кривой степени 7.
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а) б)

Рис. 4.3. Пример применения метода Оревкова.

Таблица 4.2. Центр пучка внутри коник.

№пп Код модели Х-код h
22 (1236R54)(321456) х2х2х2)3(3х4х4х4)5(4)4х1х1х1х4(5х4х4х4)3(3х2х2х2 6
23 (12L3654)(321456) )4х2х2х2х3х3х3(3х4х4х4)5х1х1х1х4(5х4х4х4)3(3 4
24 (1236R54)(345216) )3(3х2х3х3)4х2х2х2х3(3х4х3х3х4х4)5х1х1х1х4(4 2
25 (12L3654)(345216) )4х2х2х2х3(4х3х3х3х4х4)5х1х1х1х4(5х4х4х4)3(3 2
26 (16R5234)(123654) )3(2х3х3х4х4х4)3х2(5х4х4х3)4х3х3х3х1х1х1х4(4 4
27 (165234)(1236R54) )4х2(5х4х4х4)3х3х3х3х1х1х1х4(5х4х4х3х3х3)4(3 2
28 (165234)(16R5234) )3(5х4х3х3х4х4х3)4х2х1(4х3х2х4х3)4(4х5х4х4х5)6(4 0 (∃)
29 (16R5234)(321456) )3(3х2х3х4х4х4)3х2х3х3х3(4х3х4х4)5х1х1х1х4(4 2
30 (1652L34)(321456) )4х2х3х3х3(3х4х4х4)5х1х1х1х4(4х5х4х3х3х4)3(3 4
31 (16R5234)(345216) )3х4x4(2х3х3х4х4х4)3х2х3(3х4х3х3х4х5)4х1х4(4 2
32 (1652L34)(345216) )4х2х3(4х3х3х3х4х4)5х1х1х1х4(5х4х4х3х3х3)4(3 2
33 (32R1456)(123654) )4(4х3х3х3)2(5х4х4х4)3х1х1х1х3х3х3х4х3х3х3(3 4
34 (32R1456)(165234) )4(4х3х3х3)2(5х4х4х3х3х4)3х3х1х1х1х4х3х3х3(3 2
35 (345216)(16R5234) )4(3х4х4х4х3х3)2(4х5х4х3х3х3)4х3х4х1х1х1х3(3 0 (∃)
36 (4325L61)(456321) )3(5х4х4х4)3х3х3х3(3х3х3х4х4х4)3х2х1х1х1х4(4 4
37 (432561)(45L6321) )4(5х4х4х4)3х3х3х3(2х3х3х4х4х4)3х2х1х1х1х4(3 4
38 (4325L61)(432561) )3(5х4х4х3х3х3)4х3(3х2х3х4х4х3)4х2х1х1х1х4(4 4
39 (432561)(4325L61) )4(5х4х4х3х3х3)4х3(2х3х3х4х4х4)3х2х1х1х1х4(3 4
40 (4325L61)(612543) )3(4х3х3х3х4х4)5(3х2х3х4х4х3)4х2х1х1х1х4х2(4 2
41 (432561L)(612543) )4х3(3х4х3х3х4х5)4(2х3х3х4х4х4)3х2х1х1х1х4(3 4
42 (4325L61)(654123) )3х3х3(3х4х4х4)5(2х3х3х4х4х4)3х2х1х1х1х4х2(4 4
43 (432561L)(654123) )4х3х3х3(3х4х4х4)5(2х3х3х4х4х4)3х2х1х1х1х4(3 4
44 (45L6321)(432561) )3х4(5х4х4х3х3х3)4х3(3х2х3х3)4х2х2х2х4х1х1(4 4
45 (456321)(4325L61) )4(5х4х4х3х3х3)4х3(2х3х3х3)4х2х2х2х1х1х1х4(3 4
46 (45L6321)(456321) )3х4(5х4х4х4)3х3х3х3(2х3х3х3)4х2х2х2х1х1х1х4(4 6
47 (456321)(45L6321) )4(5х4х4х3)4х3х3х3(2х3х3х3)4х2х2х2х1х1х1х4(3 6
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№пп Код модели Х-код h
48 (45L6321)(612543) )3(4х3х3х3х4х4)5(3х2х3х3)4х2х2х2х1х1х1х4х2(4 4
49 (456321L)(612543) )4х3(3х4х3х3х4х5)4(2х3х3х3)4х2х2х2х1х1х1х4(3 4
50 (45L6321)(654123) )3х3х3(3х4х4х5)4(2х3х3х3)4х2х2х2х1х1х1х4х2(4 6
51 (456321L)(654123) )4х4х3х3х3(3х4х4х4)5(2х3х3х3)4х2х2х2х1х1х4(3 6
52 (65R4123)(432561) )3(5х4х4х3х3х3)4х3х2х2х2(4х3х3х2)3х1х1х1х4(4 4
53 (654123)(4325L61) )4(5х4х4х3х3х3)4х3х2х2х2(4х3х3х3)2х1х1х1х4(3 4
54 (6125R43)(432561) )3(5х4х4х3х3х3х3)4х2(4х3х4х4х3х3)3х1х1х1х4(4 4
55 (612543)(4325L61) )4(5х4х4х3х3х3)4х3х2(4х3х4х4х3х2)3х1х1х1х4(3 2
56 (65R4123)(456321) )3(5х4х4х4)3х3х3х3х2х2х2(4х3х3х2)3х1х1х1х4(4 4
57 (654123)(45L6321) )4(5х4х4х4)3х3х3х3х2х2х2(4х3х3х3)2х1х1х1х4(3 4

Аналогично были рассмотрены все остальные допустимые модели. При этом для
выбора центра p пучка прямых возможны разные варианты. Мы выбирали точку p
внутри окружности, отвечающей овалу кубики (эти случаи собраны в таблицу 4.1) или
в какой-либо точке в пересечении внутренних областей окружностей, отвечающих ко-
никам (область C на Рис. 2.2 a – таблица 4.2. Развёртки и X-коды нетрудно находить
«вручную», но вычисления значений h вряд ли возможны без компьютера (ввиду необ-
ходимости нахождения собственных чисел больших матриц для определения сигнатур
и ввиду большого количества X-кодов). Мы использовали многократно применявшую-
ся ранее программу, написанную специально для таких задач М. А. Гущиным в 2003
г., когда он был студентом механико-математического факультета ННГУ. На вход этой
программы подаётся X-код, а на выходе получается значение h.

З а м е ч а н и е 4.1 В [6, 12] С.Ю. Оревков предложил применять для про-
верки квазиположительности условие Фокса-Милнора. Примеры применения этого
условия можно найти также в [3]. В нашей ситуации было интересно применить
его только в случаях, когда модель не удалось ни запретить с помощью неравенства
Мурасуги-Тристрама, ни реализовать, т. е. для моделей №№ 3, 10 в таблице 4.1.
Проведённые вычисления показали, что условие Фокса-Милнора не запрещает реали-
зуемость этих моделей, поэтому описание этих вычислений мы не приводим.

Итог проведённого исследования сформулируем следующим образом.

Т е о р е м а 4.1 Модели, отличные от шести моделей, показанных на Рис.
4.4–4.5, не могут быть реализованы как схемы кривых степени 7. Из этих шести
модели Рис. 4.4 реализуются распадающимися кривыми степени 7, удовлетворяющи-
ми условиям (i) – (vi), а вопрос о реализуемости двух оставшихся (Рис. 4.5 ) открыт.

а) б)
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в) г)

Рис. 4.4. Реализованные схемы.

а) б)

Рис. 4.5. Схемы, вопрос о реализуемости которых кривыми
степени 7 открыт.

Работа выполнена при поддержке Лаборатории динамических систем и приложений
НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего образования РФ cоглашение № 075-
15-2019-1931.
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Полная классификация сложности задачи о

вершинной 3-раскраске для четверок порожденных

5-вершинных запретов

c© Д.С. Малышев1

Аннотация. Задача о вершинной 3-раскраске для заданного графа состоит в том, чтобы про-
верить, возможно ли множество его вершин разбить на три подмножества попарно несмежных
вершин. Наследственный класс графов — множество обыкновенных графов, замкнутое отно-
сительно изоморфизма и удаления вершин. Любой такой класс может быть задан множеством
своих запрещенных порожденных подграфов. Известен сложностной статус задачи о вершин-
ной 3-раскраске для всех четверок 5-вершинных запрещенных порожденных подграфов, кроме
трех из них. Более того, известно, что два из этих трех случаев полиномиально эквивалентны
и полиномиально сводятся к третьему. В настоящей работе доказывается, что вычислительная
сложность рассматриваемой задачи во всех трех упомянутых классах является полиномиаль-
ной. Данный результат вносит вклад в алгоритмическую теорию графов.

Ключевые слова: задача о вершинной 3-раскраске, наследственный класс, полиномиальный
алгоритм

1. Введение

В работе рассматриваются только обыкновенные графы, т. е. непомеченные, неори-
ентированные графы без петель и кратных ребер. Поэтому полный термин «обыкно-
венный граф» будет кратко называться «граф».

Правильной вершинной k-раскраской (или просто k-раскраской) графа G называет-
ся произвольное отображение c : V (G) −→ {1, 2, . . . , k} такое, что c(v1) 6= c(v2) для
любых смежных вершин v1, v2 ∈ V (G). Если граф G имеет k-раскраску, то он называ-
ется k-раскрашиваемым. Задача о вершинной k-раскраске (или, кратко, задача k-ВР)
для заданного графа G состоит в том, чтобы определить, имеет ли G правильную вер-
шинную k-раскраску. При любом k ≥ 3 задача k-ВР является классической NP-полной
задачей на графах [1].

Класс графов называется наследственным, если он замкнут относительно изомор-
физма и удаления вершин. Хорошо известно, что любой наследственный класс гра-
фов X может быть задан множеством своих запрещенных порожденных подграфов Y:
X = Free(Y).

Для задачи k-ВР сложностной статус остается открытым даже для некоторых клас-
сов, определяемых одним запрещенным порожденным фрагментом. Так, алгоритмиче-
ская сложность задачи 3-ВР известна для всех классов вида Free({H}), где |V (H)| ≤ 6

1Малышев Дмитрий Сергеевич, профессор, кафедра прикладной математики и информати-
ки, ФГАОУ ВО Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики» (603155,
Россия, г. Нижний Новгород, ул. Большая Печерская, д. 25/12), профессор, кафедра алгебры, гео-
метрии и дискретной математики, ФГАОУ ВО Национальный исследовательский Нижегородский
государственный университет им. Н. И. Лобачевского (603950, Россия, г. Нижний Новгород, пр.
Гагарина, д. 23); доктор физико-математических наук, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-7529-8233,
dsmalyshev@rambler.ru
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[2]. Подобный результат был получен для задачи 4-ВР и всех классов вида Free({H}),
где |V (H)| ≤ 5 [3]. Для каждого фиксированного k задача k-ВР разрешима за полино-
миальное время в классе Free({P5}) [4]. Задача 3-ВР полиномиально разрешима в клас-
се Free({P7}) [5]. Задача 4-ВР полиномиально разрешима в классе Free({P6}) [6]. Для
каждого фиксированного k ≥ 5 задача k-ВР является NP-полной в классе Free({P6})
[7]. Задача 4-ВР является NP-полной в классе Free({P7}) [7]. Вычислительный статус
задачи k-ВР является открытым для класса Free({P8}) и k = 3, а также для класса
Free({P7}) и k = 4.

В настоящей работе рассматривается задача 3-ВР. В работе [8] для задачи 3-ВР по-
лучена полная сложностная дихотомия в семействе наследственных классов, определя-
емых парой запрещенных порожденных подграфов, каждый из которых имеет не более
5 вершин. В работе [9] был получен аналогичный результат для всех троек запретов,
каждый из которых имеет не более 5 вершин. В статье [10] рассматривались четвер-
ки запрещенных порожденных подграфов, каждый из которых имеет не более пяти
вершин. В той же работе для всех таких наследственных классов, кроме трех, устанав-
ливается вычислительный статус задачи 3-ВР; для двух из трех оставшихся случаев
была доказана их полиномиальная эквивалентность и полиномиальная сводимость к
третьему. В данной работе завершается полная классификация сложности задачи 3-
ВР для четверок 5-вершинных порожденных запретов установлением полиномиальной
разрешимости задачи для трех ранее открытых случаев.

2. Некоторые обозначения, определения и факты

Для графа G через NG(x) обозначается окрестность вершины x, а через degG(x) –
ее степень. Через ∆(G) обозначается максимальная из степеней вершин G.

Через Pn, Cn,Kn обозначается простой путь, простой цикл и полный граф на n вер-
шинах соответственно. Через Fk (k ≥ 3) обозначается граф, получаемый добавлением
вершины v к простому пути (v1, . . . , vk) и ребер vv1, vv2, . . . , vvk. Колесом Wk (k ≥ 3)
называется граф, получаемый добавлением вершины v к простому циклу (v1, . . . , vk) и
ребер vv1, vv2, . . . , vvk.

Пусть G — граф и V ′ ⊆ V (G). Тогда G[V ′] — подграф G, порожденный подмно-
жеством V ′, а G \ V ′ — результат удаления из G всех элементов V ′ (вместе со всеми
инцидентными им ребрами). Через G1 + G2 обозначается дизъюнктное объединение
графов G1 и G2 с непересекающимися множествами вершин.

Графы bull, cricket, butterfly, crown изображены на Рис. 2.1.
Графы kite, dart, banner, house, sun изображены на Рис. 2.2.
В работах [8–10] были рассмотрены следующие 9 наследственных классов и было

доказано, что задача 3-ВР является NP-полной в любом наследственном классе с ко-
нечным множеством запретов, включающим хотя бы один из данных 9 классов:

• X ∗
1 — множество всех лесов;

• X ∗
2 — множество реберных графов лесов со степенями всех вершин не более 3;

• X ∗
3 — множество графов, в которых любые 5 вершин порождают подграф из

X ∗
1 ∪ X ∗

2 ∪ {cricket, kite, F3 +K1};

• X ∗
4 — множество графов, в которых любые 5 вершин порождают подграф из

X ∗
1 ∪ X ∗

2 ∪ {kite, F3 +K1, butterfly, crown};

Д.C. Малышев. Полная классификация сложности задачи о вершинной 3-раскраске для четверок . . .
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Рис. 2.1. Графы bull, cricket, butterfly, crown

Рис. 2.2. Графы kite, dart, banner, house, sun

• X ∗
5 — множество графов, в которых любые 5 вершин порождают подграф из

X ∗
1 ∪ X ∗

2 ∪ {kite, F3 +K1, house, C4 +K1, F4,W4, dart, crown};

• X ∗
6 — множество графов, в которых любые 5 вершин порождают подграф из

X ∗
1 ∪ X ∗

2 ∪ {cricket, house, banner, C4 +K1, C5};

• X ∗
7 — множество графов, в которых любые 5 вершин порождают подграф из

X ∗
1 ∪ X ∗

2 ∪ {cricket, C5};

• X ∗
8 — множество графов, в которых любые 5 вершин порождают подграф из

X ∗
1 ∪ X ∗

2 ∪ {cricket, banner, house, C4 +K1};

• X ∗
9 — множество графов, в которых любые 5 вершин порождают подграф из

X ∗
1 ∪ X ∗

2 ∪ {kite, F3 +K1, dart, C4 +K1, banner,W4, C5}.

В работе [10] была установлена алгоритмическая сложность задачи 3-ВР для всех
наследственных классов, определяемых четверкой 5-вершинных запрещенных порож-
денных фрагментов, кроме классов:
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1) X ′
1 = Free({K1,4, butterfly, cricket, C4});

2) X ′
2 = Free({K1,4, butterfly, cricket, C4 +K1});

3) X ′
3 = Free({K1,4, butterfly, cricket,W4}).

Справедливо следующее утверждение.

Л е м м а 2.1 Пусть X 6∈ {X ′
1,X ′

2,X ′
3} — наследственный класс, определяемый

четверкой запрещенных 5-вершинных порожденных подграфов. Тогда задача 3-ВР яв-
ляется полиномиально разрешимой в X , если X + X ∗

i для любого 1 ≤ i ≤ 9, а иначе
она является NP-полной.

В работе [10] было доказано, что задача 3-ВР в X ′
1 полиномиально эквивалентна

задаче 3-ВР в X ′
2 и полиномиально сводится к задаче 3-ВР в X ′

3.

3. Доказательство существования полиномиального алгоритма

В работе [10] было доказано (см. Лемму 7), что задача 3-ВР в X ′
3 полиномиаль-

но сводится к той же задаче в X ′
3 ∩ Free({crown}). Поскольку K4 и W5 не являются

3-раскрашиваемыми и их принадлежность графу в качестве порожденного подграфа
может быть проверена за полиномиальное время, то задача 3-ВР в X ′

3 ∩Free({crown})
полиномиально сводится к той же задаче в X ∗ = X ′

3 ∩ Free({crown,K4,W5}).
Докажем полиномиальную разрешимость задачи 3-ВР в X ∗. Из Леммы 5 работы

[10] следует справедливость следующего факта.

Л е м м а 3.1 Если G ∈ X ∗, то ∆(G) ≤ 4. Более того, если degG(x) = 4, то
G[NG(x)] ∈ {P3 +K1, P4}.

Напомним, что 2-деревом называется любой граф, который может быть получен из
K3 путем добавления новой вершины к полученному ранее графу и соединения данной
вершины ребрами с двумя смежными вершинами исходного графа. Нетрудно видеть,
что любое 2-дерево имеет единственную 3-раскраску, причем она может быть найдена
за линейное время. Пусть H — 2-дерево из X ∗. Тогда ∆(H) ≤ 4 по Лемме 3.1.

С использованием этого факта индукцией по количеству вершин нетрудно доказать
каждое из следующих трех утверждений. Если H 6∈ {K3, F3, F4, sun}, то все его верши-
ны, кроме некоторых четырех, имеют степень 4. Более того, две из вершин-исключений
имеют в H степень 2, а другие две – степень 3, причем множество вершин-исключений
порождает в H либо K2 +K2, либо P4. Раскраска H в 3 цвета определяется единствен-
ным образом, причем в ней все 3 цвета встречаются среди цветов вершин-исключений.
В любой 3-раскраске F3 его вершины степени 2 получают одинаковые цвета. В любой
3-раскраске F4 вершины его пути (v1, v2, v3, v4) должны быть окрашены в два цвета: v1
и v3 получают один цвет, а v2 и v4 — другой. В любой 3-раскраске K3 и sun их вершины
степени 2 получают попарно различные цвета.

Пусть G ∈ X ∗. Предположим, что степень каждой вершины G не менее 3. Макси-
мальный по включению подграф G, который является 2-деревом, назовем 2G-деревом.
Из Леммы 3.1 следует, что любые два 2G-дерева не пересекаются по вершинам. Из
нее же следует, что 2G-деревья покрывают все вершины степени 4 в G и что каждая
вершина, имеющая в 2G-дереве степень 2 (соответственно, степень 3), имеет в G сте-
пень, равную 3 (соответственно, 3 или 4). Следовательно, у каждой вершины любой
2G-гусеницы имеется не более одного соседа вне ее. Таким образом, любая вершина,
либо имеющая не менее двух соседей в некотором 2G-дереве и не принадлежащая ему,
либо имеющая соседей в различных 2G-гусеницах, должна обладать степенью 3.
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Пусть H 6∈ {K3, F4, sun} — некоторое 2G-дерево и x1, x2, y1, y2 — все вершины, име-
ющие в H степени 2 или 3, причем в любой 3-раскраске H вершины x1 и x2 принимают
одинаковые цвета. Предположим, что x1x2 6∈ E(G).

Л е м м а 3.2 Заданная 3-раскраска G \ V (H) продолжается на весь G тогда и
только тогда, когда в ней каждая из троек

(NG(x1) \ V (H), NG(y1) \ V (H), NG(y2) \ V (H)),

(NG(y1) \ V (H), NG(y2) \ V (H), NG(x2) \ V (H))

не окрашена в один цвет.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что

NG(x1) \ V (H) = {a}, NG(y1) \ V (H) = {b}, NG(y2) \ V (H) = {c}, NG(x2) \ V (H) = {d},

т. к. остальные случаи рассматриваются аналогично. Поскольку 3-раскраска H опреде-
ляется единственным образом, то можно считать, что H = F3. Рассмотрим некоторую
3-раскраску G \ V (H), в которой цвета вершин b и c совпадают. Тогда вершинам x1 и
x2 может быть назначен только цвет вершин b и c. Значит, продолжение 3-раскраски
G \ V (H) существует тогда и только тогда, когда каждая из вершин a и d принимает
цвет, отличный от цвета вершин b и c. Предположим, что вершины b и c имеют цвета
1 и 2, соответственно, в некоторой 3-раскраске G \ V (H). Если среди цветов вершин a
и d не встречается 1 или 2, то окрасим вершины x1 и x2 либо в цвет 1, либо в цвет 2.
Соответственно, вершины y1 и y2 получат цвета 2 и 1 или 1 и 2. Если же множество
цветов вершин b и c совпадает с {1, 2}, то окрасим вершины x1 и x2 в цвет 3, вершину
y1 – в цвет 2, а вершину y2 – в цвет 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Л е м м а 3.3 Задача 3-ВР полиномиально разрешима для графов из X ∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G — произвольный граф из класса X ∗. Мож-
но считать, что G является связным и не содержит вершин степени ≤ 2, т. к. задача
3-ВР полиномиально сводится к таким графам. Удалим из G все вершины степени 3,
окрестности которых порождают пустой подграф. Удалим также все такие ребра ab,
что G[NG(a)] = K2 + K1, и такие внетреугольные ребра ab, что G[NG(a)] = P3 + K1.
Нетрудно видеть, что в результате получится дизъюнктное объединение всевозмож-
ных 2G-деревьев, поэтому множество всех 2G-деревьев может быть найдено за поли-
номиальное время. Если в G имеется ребро, соединяющее две одноцветные вершины
некоторого 2G-дерева, то G не является 3-раскрашиваемым. Утверждение этой лем-
мы будем доказывать редукцией (сохраняющей 3-раскрашиваемость) к графам из X ∗,
либо содержащим ребро между одноцветными вершинами их подграфов, являющих-
ся 2-деревьями, либо имеющим максимальную степень вершин 3. Первые не являются
3-раскрашиваемыми, а вторые, согласно известной теореме Брукса [11], являются та-
ковыми.

Назовем вершину v ∈ V (G) избыточной, если она смежна с двумя вершинами неко-
торого 2G-дерева H , которые имеют одинаковые цвета в 3-раскраске H , и не принад-
лежит ему. Ясно, что degG(v) = 3. В любой 3-раскраске G имеется не более 2 цветов в
NG(v), и поэтому G является 3-раскрашиваемым тогда и только тогда, когда таковым
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является G\{v}. Множество всех избыточных вершин G вычисляется за полиномиаль-
ное время, поэтому далее будем считать, что G не содержит избыточных вершин.

Пусть H 6∈ {K3, F4, sun} — 2G-дерево и x1, x2, y1, y2 — все вершины H степени 2 или
3, причем в любой 3-раскраске H вершины x1 и x2 окрашены в одинаковый цвет. Пред-
положим, что x1 и x2 не смежны, т. к. иначе G не является 3-раскрашиваемым. Если
множество (NG(y1)∪NG(y2))\V (H) либо не содержит элементов, либо содержит 1 эле-
мент, смежный только с одной из вершин y1 и y2, либо содержит два смежных элемента,
то по Лемме 3.2 граф G будет 3-раскрашиваемым тогда и только тогда, когда таковым
является G \ V (H). Будем считать, что NG(y1) \ V (H) = {b}, NG(y2) \ V (H) = {c} и
что b и c не смежны. Если b = c, то degG(b) = 3. Удалим из G все вершины множества
V (H)\{x1, x2, y1, y2}, а также все ребра между вершинами x1, x2, y1, y2 и добавим ребра
x1y1, x1y2, y1y2, x2y1, x2y2. Нетрудно видеть, что получившийся граф G∗ принадлежит
множеству X ′

3 и что 3-раскрашиваемость G∗ эквивалентна 3-раскрашиваемости G. В
Лемме 7 из работы [10] было доказано, что в произвольном графе G̃ ∈ X ′

3 стягива-
ние любого его порожденного crown в вершину (с последующим ее удалением, если
получившийся граф содержит порожденный W4) приводит к графу Ĝ ∈ X ′

3 такому,
что Ĝ является 3-раскрашиваемым тогда и только тогда, когда таковым является и G̃.
Выполнив достаточное количество раз таких стягиваний, мы получим граф из класса
X ′

3 ∩ Free({crown}), 3-раскрашиваемость которого эквивалентна 3-раскрашиваемости
G. Поэтому можно считать, что b 6= c. Если NG(x1) \ V (H) = ∅ (соответственно,
NG(x2) \ V (H) = ∅), то удалим из G все вершины из V (H) \ {x1, x2, y1, y2}, а так-
же x1 (соответственно, x2) и добавим ребра y1y2, x2y1, x2y2 (соответственно, ребра
y1y2, x1y1, x1y2). Очевидно, что получившийся граф принадлежит X ∗ и является 3-
раскрашиваемым тогда и только тогда, когда таковым является G. Поэтому считаем,
что NG(x1) \ V (H) = {a}, NG(x2) \ V (H) = {d}. Если a = d, то a является избыточной.
Поэтому считаем, что a 6= d.

Предположим, что H 6∈ {K3, F4, sun} — некоторое 2G-дерево, x, y 6∈ V (H) — две
несмежные вершины, не принадлежащие общему 2G-дереву и смежные, соответственно,
с вершинами a, b ∈ V (H). Тогда N(a)\V (H) = {x}, N(b)\V (H) = {y}. Удалим ребра xa
и yb, a также добавим ребро xy, получившийся граф обозначим через G′. Степени вер-
шин x и y не изменились, поэтому G′ ∈ Free({W5}). Проверим, что G′ ∈ Free({K1,4}).
Действительно, если это не так, то xy должно быть одним из ребер некоторой по-
рожденной копии K1,4, но тогда G содержит порожденный подграф K1,4, одним из
ребер которого является xa или yb. Очевидно, что G′ ∈ Free({butterfly}, т. к. иначе
G ∈ Free({cricket}), когда

degbutterfly(x) = degbutterfly(y) = 2 или max(degbutterfly(x), degbutterfly(y)) = 4.

Если G′ содержит порожденную копию cricket, то либо G ∈ Free({cricket}), когда
xy инцидентно вершине степени 4 и вершине степени 1 в копии cricket, либо G ∈
∈ Free({K1,4}).

Если G′ содержит порожденный W4, то можно считать, что degW4
(x) = 3,

degW4
(y) = 4, т. к. иначе x и y принадлежат общему 2G-дереву. Тогда x является из-

быточной. Если G′ содержит порожденный crown, то degcrown(x) = 4, degcrown(y) = 2
или наоборот, т. к. если degcrown(x) = degcrown(y) = 4, то G содержит порожденный
K1,4. Легко проверить, что degG(x) = 3, т. к. G ∈ Free({K1,4, cricket}) и x 6∈ V (H).
Рассмотрим граф G′′, получающийся из G удалением ребра yb и ребра образовавшего-
ся порожденного подграфа crown графа G, а также добавлением ребра xb. Нетрудно
видеть, что из 3-раскрашиваемости G′′ следует 3-раскрашиваемость G. Действительно,
это следует из того факта, что в любой 3-раскраскеG′′ вершины x и b имеют различные
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цвета. Также очевидно, что

G′′ ∈ Free({K1,4, butterfly, cricket, crown,W5}).

Вместе с тем,G′′ ∈ Free({K4,W4}), т. к. иначеNG′′(x) ⊆ V (H) и G′′[NG′′(x)] ∈ {K3, P3},
что невозможно. Можно рассматривать только случай, когда NG′′(x) состоит из трех
разноцветных элементов a, v′, b множества V (H), т.к. иначе G′′ ∈ X ∗ не содержит новых
2-деревьев, в которых ребро не соединяет двух одноцветных вершин, или G содержит
избыточную вершину. Тогда вершины x и b должны иметь одинаковые цвета.

В H помимо вершин a, v′, b степени 2 или 3 есть еще ровно одна вершина v′′ степени
2 или 3. Рассмотрим произвольную 3-раскраску G \ (V (H) ∪ {x}) и покажем, что она
продолжается до 3-раскраски G. Пусть в 3-раскраске G \ (V (H) ∪ {x}) цвета вершин
x′ и x′′ равны 1, где x, x′, x′′ — все вершины степени 2 порожденного crown графа G′.
Назначим вершинам x и b цвет 1. Если degG(v

′′) = 3, то вершинам a и v′ назначим
цвета 2 и 3, соответственно. Такая частичная 3-раскраска H , очевидно, продолжается
до 3-раскраски графа H . Предположим, что NG(v

′′) \ V (H) = {u}.
Если b и c не принадлежат никакому 2G-дереву или принадлежат некоторому 2G-

дереву и имеют разные цвета в 3-раскраске данного 2G-дерева, то удалим все вершины
из V (H) и добавим ребро bc. По Лемме 3.2 из 3-раскрашиваемости получившегося
графа будет следовать 3-раскрашиваемость графа G. Предположим, что b и c принад-
лежат одному 2G-дереву H ′, котором они имеют одинаковые цвета. Очевидно, что если
одна из вершин a или d принадлежит H ′, то ее можно удалить из G без потери свой-
ства 3-раскрашиваемости. Поэтому считаем, что a 6∈ V (H ′), d 6∈ V (H ′). Таким образом,
вершины b и a не принадлежат общему 2G-дереву. То же верно и для вершин d и c.
Удалим из G все вершины из V (H), а также добавим ребра ab и cd. По Лемме 3.2,
из 3-раскрашиваемости получившегося графа, который принадлежит классу X ∗, будет
следовать 3-раскрашиваемость G.

Итак, из рассуждений предыдущих абзацев следует, что можно рассматривать толь-
ко случай, когда каждое 2G-дерево принадлежит {K3, F4, sun}. Для каждого 2G-дерева
удалим его из G, затем добавим треугольник и для любого i ∈ 1, 3 вершину треугольни-
ка с номером i соединим в точности с теми вершинами полученного графа, с которыми
ранее были смежны вершины цвета i удаленного 2G-дерева. Треугольник обязательно
будет содержать вершину степени 2. После эллиминации всех 2G-деревьев в получив-
шемся графе мы удаляем все вершины степени 2. Полученный граф обозначим через
G∗. Граф G∗ не содержит порожденной копии K4 и имеет максимальную степень вер-
шин не более 3. Ясно, что из 3-раскрашиваемости G∗ следует 3-раскрашиваемость G.
По теореме Брукса [11], графG∗ является 3-раскрашиваемым. Значит, графG является
3-раскрашиваемым. Поэтому данная лемма имеет место.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Объединив результаты Лемм 2.1 и 3.3, получим следующее утверждение, которое
является основным в данной работе.

Т е о р е м а 3.1 Пусть X — наследственный класс, определяемый четверкой
запрещенных 5-вершинных порожденных подграфов. Тогда задача 3-ВР является по-
линомиально разрешимой в классе X , если X + X ∗

i для любого 1 ≤ i ≤ 9, а иначе она
является NP-полной.
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A complete classification of the complexity of the vertex

3-colourability problem for quadruples of induced

5-vertex prohibitions

c© D. S. Malyshev1

Abstract. The vertex 3-colourability problem for a given graph is to check whether it is possible to
split the set of its vertices into three subsets of pairwise non-adjacent vertices or not. A hereditary
class of graphs is a set of simple graphs closed under isomorphism and deletion of vertices; the set
of its forbidden induced subgraphs defines every such a class. For all but three the quadruples of
5-vertex forbidden induced subgraphs, we know the complexity status of the vertex 3-colourability
problem. Additionally, two of these three cases are polynomially equivalent; they also polynomially
reduce to the third one. In this paper, we prove that the computational complexity of the considered
problem in all of the three mentioned classes is polynomial. This result contributes to the algorithmic
graph theory.

Key Words: vertex 3-colourability problem, hereditary graph class, polynomial-time algorithm
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4. C. Hoàng, M. Kamiński, V. V. Lozin, J. Sawada, X. Shu, “k-colorability of P5-free
graphs in polynomial time”, Algorithmica, 57:1 (2010), 74–81.

5. F. Bonomo, M. Chudnovsky, P. Maceli, O. Schaudt, M. Stein, M. Zhong, “Three-
coloring and list three-coloring of graphs without induced paths on seven vertices”,
Combinatorica, 38:4 (2018), 779–801.

6. S. Spirkl, M. Chudnovsky, M. Zhong, “Four-coloring P6-free graphs”, Simposium on
Discrete Algorithims, 2019, 1239–1256.

7. S. Huang, “Improved complexity results on k-coloring Pt-free graphs”, European Jour-
nal of Combinatorics., 51:1 (2016), 336–346.

8. D. S. Malyshev, “The complexity of the 3-colorability problem in the absence of a
pair of small forbidden induced subgraphs”, Discrete Mathematics., 338:11 (2015),
1860–1865.

1Dmitry S. Malyshev, Professor, Department of Applied Mathematics and Information Science,
National Research University Higher School of Economics (25/12 Bolshaya Pecherskaya St., Nizhny Novgorod
603155, Russia), Professor, Department of Algebra, Geometry and Discrete Mathematics, National Research
Lobachevsky University of Nizhny Novgorod (23 Gagarina Avenue, Nizhny Novgorod, 603950, Russia),
Dr.Sci. (Physics and Mathematics), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-7529-8233, dsmalyshev@rambler.ru

D. S. Malyshev. A complete classification of the complexity of the vertex 3-colourability problem for . . .



Zhurnal SVMO. 2020. Vol. 22, No. 1. 47

9. D. S. Malyshev, “The complexity of the vertex 3-colorability problem for some hered-
itary classes defined by 5-vertex forbidden induced subgraphs”, Graphs and Combina-
torics., 33:4 (2017), 1009–1022.

10. D. V. Sirotkin, D. S. Malyshev, “On the complexity of the vertex 3-coloring problem
for the hereditary graph classes with forbidden subgraphs of small size”, Journal of
Applied and Industrial Mathematics, 25:4 (2018), 759–769.

11. R. L. Brooks, “On colouring the nodes of a network”, Proceedings of Cambridge
Philosophical Society, Mathematical and Physical Sciences., 37:2 (1941), 194–197.

Submitted 4.12.2019

D. S. Malyshev. A complete classification of the complexity of the vertex 3-colourability problem for . . .



48 Журнал СВМО. 2020. Т. 22, № 1.

DOI 10.15507/2079-6900.22.202001.48-70

УДК 517.9

Асимптотика спектра дифференциального оператора

четного порядка с разрывной весовой функцией

c© С.И. Митрохин1

Аннотация. Исследована краевая задача для дифференциального оператора восьмого поряд-
ка, потенциал которого является кусочно-непрерывной функцией на отрезке задания операто-
ра. Весовая функция является кусочно-постоянной. В точке разрыва коэффициентов операто-
ра должны выполняться условия «сопряжения», которые следуют из физических соображений.
Граничные условия изучаемой краевой задачи являются разделенными и зависят от нескольких
параметров. Таким образом, мы одновременно изучаем спектральные свойства целого семей-
ства дифференциальных операторов с разрывными коэффициентами. Асимптотика решений
дифференциальных уравнений, задающих оператор, выведена при больших значениях спек-
трального параметра. Применяя эти асимптотические разложения, исследованы условия «со-
пряжения», в результате чего изучены граничные условия. Выведено уравнение на собственные
значения исследуемой краевой задачи. Показано, что собственные значения являются корнями
некоторой целой функции. Исследована индикаторная диаграмма уравнения на собственные
значения. Найдена асимптотика собственных значений в различных секторах индикаторной
диаграммы.

Ключевые слова: краевая задача, спектральный параметр, дифференциальный оператор,
весовая функция, кусочно-непрерывный потенциал, асимптотика собственных значений

1. Введение. Постановка задачи

Исследуем дифференциальный оператор высокого четного порядка, задаваемый на
отрезке [0;π] дифференциальными уравнениями

y
(8)
1 (x) + q1(x)y1(x) = λa8y1(x), 0 6 x < x0, a > 0, (1.1)

y
(8)
2 (x) + q2(x)y2(x) = λb8y2(x), x0 < x 6 π, b > 0, (1.2)

с условиями «сопряжения» в точке x0 разрыва коэффициентов

y1(x0 − 0) = y2(x0 + 0);
y
(m)
1 (x0 − 0)

am
=
y
(m)
2 (x0 + 0)

bm
, m = 1, 2, . . . , 7, (1.3)

с разделенными граничными условиями вида

y
(m1)
1 (0) = · · · = y

(m4)
1 (0) = y

(n1)
2 (π) = · · · = y

(n4)
2 (π) = 0,

m1 < m2 < m3 < m4, n1 < n2 < n3 < n4;
mk, nk ∈ {0, 1, 2, . . . , 7}, k = 1, 2, 3, 4.

(1.4)

Дифференциальные уравнения (1.1), (1.2) можно переписать в виде одного уравне-
ния

y(8)(x) + q(x)y(x) = λρ(x)y(x), 0 6 x 6 π,

1Митрохин Сергей Иванович, старший научный сотрудник, Научно-исследовательский вы-
числительный центр, ФГБОУ ВО «Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова»
(Россия, г. Москва, Ленинские Горы, д. 6.), кандидат физико-математических наук, ORCID:
http://orcid.org/0000-0003-1896-0563, mitrokhin-sergey@yandex.ru
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где

y(x) =

[
y1(x), 0 6 x < x0,

y2(x), x0 < x 6 π;
q(x) =

[
q1(x), 0 6 x < x0,

q2(x), x0 < x 6 π;

ρ(x) =

[
a8, a > 0, 0 6 x < x0,

b8, b > 0, x0 < x 6 π.

Число λ ∈ C при этом называется спектральным параметром, функция q(x) — по-
тенциалом, функция ρ(x) — весовой функцией. Предполагается, что потенциал q(x) удо-
влетворяет следующим условиям гладкости:

q1(x) ∈ C8[0;x0); q2(x) ∈ C8(x0;π];

∃ lim
x→x0−0

q1(x) = q1(x0) 6=∞; (1.5)

∃ lim
x→x0+0

q2(x) = q2(x0) 6=∞.

У краевой задачи (1.1)–(1.5) потенциал q(x) и весовая функция ρ(x) имеют в точке
x0 разрывы первого рода.

2. Из истории вопроса

Спектральные свойства дифференциальных операторов с гладкими коэффициента-
ми изучались в работах [1–4]. В работах [5–9] исследовались дифференциальные опе-
раторы с кусочно-гладкими коэффициентами. Краевые задачи вида (1.1)–(1.5) в слу-
чае дифференциальных операторов второго и четвертого порядков с кусочно-гладким
потенциалом описывают поперечные либо продольные колебания стержней и балок,
составленных из материалов различной плотности. Дифференциальные операторы по-
рядка выше четвертого фактически еще не исследованы, их изучение является актуаль-
ной задачей настоящего времени. С возрастанием порядка дифференциального опера-
тора многократно возрастают трудности теоретического и практического исследования
таких операторов.

Исследования последних десятилетий посвящены изучению случая суммируемых
коэффициентов дифференциальных операторов [10–14]. Во всех упомянутых работах
весовая функция была постоянной (чаще всего равнялась единице).

Дифференциальные операторы с кусочно-постоянными весовыми функциями иссле-
довались в работах [15–18]. Исследования [19–24] посвящены различным спектральным
свойствам операторов с непостоянными (гладкими) весовыми функциями либо опера-
торы с точками разрыва внутри отрезка задания оператора. В монографии [25, с. 5]
были рассмотрены операторы второго порядка с суммируемым потенциалом, весовая
функция которого являлась гладкой (непостоянной) функцией, была найдена асимпто-
тика собственных значений такого оператора. Асимптотика спектра дифференциаль-
ных операторов четвертого порядка и выше с гладкой весовой функцией до настоящего
времени никем не вычислена ввиду трудностей практического характера: асимптотика
решений в этом случае имеет очень сложный вид. Изучение дифференциальных опера-
торов четвертого порядка и выше с разрывными коэффициентами является насущной
математической проблемой.
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3. Асимптотика решений дифференциальных уравнений (1.1)–
(1.2) при λ→∞

Введем следующие обозначения: λ = s8, s = 8
√
λ, при этом для корректности даль-

нейших выкладок зафиксируем ту ветвь арифметического корня, для которой 8
√
1 = +1.

Обозначим через ωk (k = 1, 2, . . . , 8) различные корни восьмой степени из единицы:

ω8
k = 1; ωk = e

2πi
8 (k−1) (k = 1, 2, . . . , 8); ω1 = 1;

ω2 = e
2πi
8 = cos

(
2π

8

)
+ i sin

(
2π

8

)
=

√
2

2
+ i

√
2

2
= z;

ω3 = e

4πi

8 = z2 = i, . . . , ωm = zm−1, m = 1, 2, . . . , 8;
ωm+8 = ωm; ω8 = ω2; ω7 = ω3; ω6 = ω4, ω5 = ω5 = −1.

(3.1)

Числа ωk (k = 1, 2, . . . , 8) из (3.1) делят единичную окружность на восемь равных
частей (Рис. 3.1):

Рис. 3.1. Схема расположения корней восьмой степени из
единицы.

Для чисел ωk (k = 1, 2, . . . , 8) из (3.1) и Рис. 3.1 справедливы следующие соотноше-
ния:

8∑

k=1

ωn
k = 0, n = 1, 2, . . . , 7;

8∑

k=1

ωn
k = 8, n = 0, n = 8. (3.2)

Учитывая условия гладкости (1.5), методами, примененными в монографии [26, с.
2], устанавливаются следующие утверждения.

Т е о р е м а 3.1 Общее решение дифференциального уравнения (1.1) имеет вид

y(x, s) =

8∑

k=1

C1ky1k(x, s);
y
(m)
1 (x, s)

(as)m
=

8∑

k=1

C1k
y
(m)
1k (x, s)

(as)m
, m = 1, 2, . . . , 7, (3.3)
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где C1k (k = 1, 2, . . . , 8)— произвольные постоянные, при этом для фундаментальной
системы решений {y1k(x, s)}8k=1 справедливы следующие асимптотические представ-
ления и оценки:

y1k(x, s) = eaωksx

[
1 +

ωkA7k(x)

s7
+
A0

8k(x)

s8
+O

(
e| Im s|ax

s9

)]
, k = 1, 2, . . . , 8; (3.4)

y
(m)
1k (x, s) = (aωks)

meaωksx

[
1 +

ωkA7k(x)

s7
+
Am

8k(x)

s8
+ O

(
e| Im s|ax

s9

)]
, (3.5)

k = 1, 2 . . .8; m = 1, 2, . . .7.

Для коэффициентов асимптотических разложений (3.4)–(3.5) справедливы следующие
формулы:

A7k(x) = −
1

8a7

∫ x

0

q1(t)dt = A7(x), A7k(0) = 0, k = 1, 2, . . . , 8; (3.6)

A0
8k(x) =

7q1(x)− 7q1(0)

16a8
; A1

8k(x) =
5q1(x)− 7q1(0)

16a8
; Am

8k(x) =
(7− 2m)q1(x) − 7q1(0)

16a4
,

m = 0, 1, 2, . . . , 7; A7
8k(x) =

−7q1(x) − 7q1(0)

16a8
,

Am
8k(x) = Am

8 (x), k = 1, 2, . . . , 8. (3.7)

При этом выполняются следующие начальные условия и свойства:

A0
8k(0) = 0; A7k(0) = 0; y1k(0, s) = 1;

y
(m)
1k (0, s) = (as)mωm

k , k = 1, 2, . . . , 8; m = 1, 2, . . . , 7;

A0
8k(0) =

−2q1(0)
16a8

; . . . ;Am
8k(0) =

−2mq1(0)
16a8

; . . . ;A7
8k(0) =

−14q1(0)
16a8

;

A1
8k(x) + · · ·+A7

8k(x) =
−56q1(0)
16a8

;

7∑

m=0

Am
8k(0) =

7∑

m=0

Am
8k(x) =

−56q1(0)
16a8

, (3.8)

m = 1, 2, . . . , 7.

Т е о р е м а 3.2 Общее решение дифференциального уравнения (1.2) при усло-
вии гладкости (1.5) представляется в виде

y2(x, s) =

8∑

k=1

C2ky2k(x, s);
y
(m)
2 (x, s)

(bs)m
=

8∑

k=1

C2k
y
(m)
2k (x, s)

(bs)m
, m = 1, 2, . . . , 7, (3.9)

где C2k (k = 1, 2, . . . , 8)— произвольные постоянные, при этом для фундаментальной
системы решений {y2k(x, s)}8k=1 справедливы асимптотические представления и оцен-
ки

y2k(x, s) = ebωksx

[
1 +

ωkB7k(x)

s7
+
B0

8k(x)

s8
+O

(
e| Im s|bx

s9

)]
, k = 1, 2, . . . , 8; (3.10)

y
(m)
2k (x, s) = (bωks)

mebωksx

[
1 +

ωkB7k(x)

s7
+
Bm

8k(x)

s8
+O

(
e| Im s|bx

s9

)]
, (3.11)

k = 1, 2, . . . , 8; m = 1, 2, . . .7.
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Для коэффициентов асимптотических разложений (3.10)–(3.11) справедливы формулы

B7k(x) = −
1

8b7

∫ x

x0

q2(t)dt = B7(x), B7k(0) = 0, k = 1, 2, . . . , 8; (3.12)

B0
8k(x) =

7q2(x) − 7q2(x0)

16b8
, B1

8k(x) =
5q2(x) − 7q2(x0)

16b8
; . . . ;

Bm
8k(x) =

(7 − 2m)q2(x)− 7q2(x0)

16b8
; . . . ;B7

8k(x) =
−7q2(x)− 7q2(x0)

16b8
, (3.13)

Bm
8k(x) = Bm

8 (x), k = 1, 2, . . . , 8; m = 1, 2, . . .7.

При этом выполняются следующие начальные условия и свойства:

B0
7k(x0) = 0; B0

8k(x0) = 0; y2k(x0, s) = ebωkx0s;

y
(m)
2k (x0, s) = (bωks)

mebωkx0s, B1
8k(x0) =

−2q2(x0)
16b8

; . . . ;

Bm
8k(x0) =

−2mq2(x0)
16b8

; . . . ;Bm
8k(x0) =

−14q1(x0)
16b8

;

B0
8k(x0) +B1

8k(x0) + · · ·+B7
8k(x0) =

−56q2(x0)
16b8

;

7∑

m=0

Bm
8k(x0) =

−56q2(x0)
16b8

, (3.14)

k = 1, 2, . . . , 8; m = 1, 2, . . . , 7.

Формулы (3.3)–(3.5) и (3.9)–(3.11) позволяют изучить условия «сопряжения» (1.3).

4. Изучение условий «сопряжения» (1.3)

Из условий «сопряжения» (1.3) и формул (3.3), (3.9) получим:





y2(x0 + 0, s)
(1.3)
= y1(x0 − 0, s)⇔

8∑

k=1

C2ky2k(x0 + 0, s) =
8∑

k=1

C1ky1k(x0 − 0, s);

y
(m)
2 (x0 + 0, s)

(bs)m
(1.3)
=

y
(m)
1 (x0 − 0, s)

(as)m
⇔

8∑

k=1

C2k
y
(m)
2k (x0 + 0, s)

(bs)m
=

8∑

k=1

C1k
y
(m)
1k (x0 − 0, s)

(as)m
,

m = 1, 2, . . . , 7.
(4.1)

Рассмотрим систему (4.1) как систему из восьми линейных уравнений с во-
семью неизвестными C21, C22, . . . , C28 (при этом C11, C12, . . . , C18 – парамет-
ры). Определителем этой системы является определитель Вронского функций
y21(x, s), y22(x, s), . . . , y28(x, s), который не зависит от x и не равен нулю ни в одной
точке отрезка [0;π]. Применяя теорему Крамера, придем к выводу, что решение систе-
мы (4.1) единственно и находится по формулам

C21 =
∆21

∆02(s) 6= 0
; C22 =

∆22

∆02(s)
; . . . ;C28 =

∆28

∆02(s)
, (4.2)
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∆02(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y21(x, s) y22(x, s) . . . y27(x, s) y28(x, s)

y′21(x, s)

bs

y′22(x, s)

bs
. . .

y′27(x, s)

bs

y′28(x, s)

bs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(7)
21 (x, s)

(bs)7
y
(7)
22 (x, s)

(bs)7
. . .

y
(7)
28 (x, s)

(bs)7
y
(7)
28 (x, s)

(bs)7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= det Wr[y21(x, s); y22(x, s); . . . ; y28(x, s)] = ∆02(x, s) = ∆02(x0, s) = ∆02(π, s) 6= 0, (4.3)

определители ∆2n (n = 1, 2, . . . , 8) из формулы (4.2) находятся из определителя
∆02(x, s) формулы (4.3) заменой n-го столбца на столбец

( 8∑

k=1

C1ky1k(x, s);

8∑

k=1

C1k
y′1k(x, s)

as
; . . . ;

8∑

k=1

C1k
y
(7)
1k (x, s)

(as)7

)∗

x=x0−0

. (4.4)

Например, определитель ∆21 из (4.2) вычисляется по следующей формуле:

∆21 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑8
k=1 C1ky1k(x0 − 0, s) y22(x0 + 0, s) . . . y28(x0 + 0, s)

∑8
k=1 C1k

y′1k(x0 − 0, s)

as

y′22(x0 + 0, s)

bs
. . .

y′28(x0 + 0, s)

bs
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑8
k=1 C1k

y
(7)
1k (x0 − 0, s)

(as)7
y
(7)
22 (x0 + 0, s)

(bs)7
. . .

y
(7)
28 (x0 + 0, s)

(bs)7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

8∑

k=1

C1k∆21k,

∆21k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1k(x0 − 0, s) y22(x0 + 0, s) . . . y28(x0 + 0, s)
y′1k(x0 − 0, s)

as

y′22(x0 + 0, s)

bs
. . .

y′28(x0 + 0, s)

bs
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(7)
1k (x0 − 0, s)

(as)7
y
(7)
22 (x0 + 0, s)

(bs)7
. . .

y
(7)
28 (x0 + 0, s)

(bs)7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, k = 1, 2, . . . , 8. (4.5)

Аналогичным образом из (4.2)–(4.4) выведем следующие формулы:

∆22 =
8∑

k=1

C1ky22k; . . . ; ∆2m =
8∑

k=1

C1k∆2mk, m = 1, 2, . . . , 8; . . . ; ∆28 =
8∑

k=1

C1k∆28k,

(4.6)

∆22k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y21(x0 + 0, s) y1k(x0 − 0, s) y23(x0 + 0, s) . . . y28(x0 + 0, s)
y′21(x0 + 0, s)

bs

y′1k(x0 − 0, s)

as

y′23(x0 + 0, s)

bs
. . .

y′28(x0 + 0, s)

bs
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(7)
21 (x0 + 0, s)

(bs)7
y
(7)
1k (x0 − 0, s)

(as)7
y
(7)
23 (x0 + 0, s)

(bs)7
. . .

y
(7)
28 (x0 + 0, s)

(bs)7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (4.7)

k = 1, 2, . . . , 8.

∆28k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y21(x0 + 0, s) . . . y27(x0 + 0, s) y1k(x0 − 0, s)
y′21(x0 + 0, s)

bs
. . .

y′27(x0 + 0, s)

bs

y′1k(x0 − 0, s)

as
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(7)
21 (x0 + 0, s)

(bs)7
. . .

y
(7)
27 (x0 + 0, s)

(bs)7
y
(7)
1k (x0 − 0, s)

(as)7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (4.8)
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k = 1, 2, . . . , 8.

Используя асимптотические формулы (3.4)–(3.7) и (3.10)–(3.12), вычислим опреде-
лители ∆21k из (4.5):

∆21k =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eaωksx0

[
1 +

ωkA7(x0)

s7
+
A0

8(x0)

s8
+

]
. . . ebω8sx0

[
1 +

ω8B7(x0)

s7
+
B0

8(x0)

s8
+

]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωke
aωksx0

[
1 +

ωkA7(x0)

s7
+
A1

8(x0)

s8
+

]
. . . ω8e

bω8sx0

[
1 +

ω8B7(x0)

s7
+
B1

8(x0)

s8
+

]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω7
ke

aωksx0

[
1 +

ωkA7(x0)

s7
+
A7

8(x0)

s8
+

]
. . . ω7

8e
bω8sx0

[
1 +

ω8B7(x0)

s7
+
B7

8(x0)

s8
+

]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= eaωksx0ebω2sx0(. . . )ebω8sx0

[
∆21k0 +

∆21k7

s7
+

∆21k8

s8
+O

(
1

s9

)]
, k = 1, 2, . . . , 8, (4.9)

∆21k0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
ωk ω2 ω3 . . . ω8

ω2
k ω2

2 ω2
3 . . . ω2

8

. . . . . . . . . . . . . .
ω7
k ω7

2 ω7
3 . . . ω7

8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

[
∆00, k = 1;

0, k 6= 1, k = 2, 3, . . . , 8,
(4.10)

где ∆00 — определитель Вандермонда чисел ω1, ω2, . . . , ω8,

∆00 = det Wandermond′s(ω1, ω2, . . . , ω8) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
ω1 ω2 ω3 . . . ω8

ω2
1 ω2

2 ω2
3 . . . ω2

8

. . . . . . . . . . . . . .
ω7
1 ω7

2 ω7
3 . . . ω7

8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.1)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 z z2 . . . z7

12 z2 (z2)2 . . . (z7)2

. . . . . . . . . . . . . . . . .
17 z7 (z2)7 . . . (z7)7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
∏

k>n;
k,n=1,2,...,8

(ωk − ωn) = ∆00 6= 0,

определители ∆21k7 и ∆21k8 из (4.9) можно вычислить, раскладывая определитель ∆21k

по столбцам на сумму определителей. Из формул (3.12)–(3.14) следует, что B7(x0) = 0,
поэтому получим

∆21k7 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ωkA7(x0) 1 . . . 1
ωkωkA7(x0) ω2 . . . ω8

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ω7
kωkA7(x0) ω7

2 . . . ω7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(4.10)
= ωkA7(x0)∆21k0 =

[
ω1A7(x0)∆00, k = 1;

0, k = 2, 3, . . . , 7,

(4.11)

Пусть (δij) (i, j = 1, 2, . . . , 8)— матрица алгебраических миноров к элементам
(bij) (i, j = 1, 2, . . . , 8) определителя ∆00 из (4.10). Справедливо следующее утвержде-
ние.
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Л е м м а 4.1

(δij) =




δ11 δ12 δ13 . . . δ18
δ21 δ22 δ23 . . . δ28
δ31 δ32 δ33 . . . δ38
. . . . . . . . . . . . . . .
δ81 δ82 δ83 . . . δ88




=

= ∆00

8




1 −1 1 −1 . . . 1 −1
−ω−1

1 ω−1
2 −ω−1

3 ω−1
4 . . . −ω−1

7 ω−1
8

ω−2
1 −ω−2

2 ω−2
3 −ω−2

4 . . . ω−2
7 −ω−2

8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω−6
1 −ω−6

2 ω−6
3 −ω−6

4 . . . ω−6
7 −ω−6

8

−ω−7
1 ω−7

2 −ω−7
3 ω−7

4 . . . −ω−7
7 ω−7

8



.

(4.12)

В справедливости формулы (4.12) леммы можно убедиться, раскладывая определи-
тель ∆00 из (4.11) на сумму определителей по строчкам или по столбцам. Идею строгого
доказательства леммы можно найти в работе [17].

Используя формулу (4.12) леммы, вычислим определитель ∆21k8 из (4.9):

∆21k8 =





∣∣∣∣∣∣∣∣

A0
8(x0) 1 . . . 1

ωkA
1
8(x0) ω2 . . . ω8

. . . . . . . . . . . . . . .
ωk
7A

7
8(x0) ω7

2 . . . ω7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣
1k

−

∣∣∣∣∣∣∣∣

B0
8(x0) 1 . . . 1

ω1B
1
8(x0) ω2 . . . ω8

. . . . . . . . . . . . . . .
ω1
7B

7
8(x0) ω7

2 . . . ω7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣

B0
8(x0) 1 . . . 1

ω1B
1
8(x0) ω2 . . . ω8

. . . . . . . . . . . . . . .
ω1
7B

7
8(x0) ω7

2 . . . ω7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 B0
8(x0) 1 . . . 1

ωk ω2B
0
8(x0) ω3 . . . ω8

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω7
k ω2

7B
7
8(x0) ω7

3 . . . ω7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣
3k

+ · · ·+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 B0
8(x0)

ωk ω2 . . . ω7 ω8B
0
8(x0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω7
k ω7

2 . . . ω7
7 ω8

7B
0
8(x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
8k




eaωksx0ebω2sx0(. . . )ebω8sx0 , k = 1, 2, . . . , 8; (4.13)

| . . . |1k = A0
8(x0)δ11 − ωkA

1
8(x0)δ21 + ω2

kA
2
8(x0)δ31 − · · · − ω7

kA
7
8(x0)δ81

(4.12)
=

=
∆00

8

[
A0

8(x0)

(
ωk

ω1

)0

−A1
8(x0)ωk(−ω−1

1 ) +A2
8(x0)ω

2
kω

−2
1 − · · · −A7

8(x0)ω
7
k(−ω−7

1 )

]
=

=
∆00

8

7∑

n=0

An
8 (x0)

(
ωk

ω1

)n

; (4.14)

| . . . |2
(4.13,4.14)

=
∆00

8

7∑

n=0

Bn
8 (x0)

(
ω1

ω1

)n
(3.15)
=

∆00

8

−56q2(x0)
16b8

; (4.15)

| . . . |2 + | . . . |31 + · · ·+ | . . . |81
(4.13)
= B0

8(x0)[1 · δ11 − 1 · δ12 + 1 · δ13 − · · · − 1 · δ18]+
+B1

8(x0)[−ω1δ21 + ω2δ22 − ω3δ23 + · · ·+ ω8δ28]+

+B2
8(x0)[ω

2
1δ31 − ω2

2δ32 + ω2
3δ33 − · · · − ω2

8δ38] + · · ·+
+B7

8(x0)[−ω7
1δ81 + ω7

2δ82 − ω7
3δ83 − · · ·+ ω7

8δ88] =

= B0
8(x0)∆00 +B1

8(x0)∆00 +B2
8(x0)∆00 + · · ·+B7

8(x0)∆00 =
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= ∆00

7∑

n=0

Bn
8 (x0)

(3.15)
=

∆00

8

−56q2(x0)
16b8

. (4.16)

Учитывая, что из формул (3.1) имеем ω1+ω2+ · · ·+ω8 = 0, из формул (4.13)–(4.16)
при k = 1 найдем

∆2118 = (| . . . |11 − | . . . |2) + [| . . . |2 + | . . . |31 + · · ·+ | . . . |81]eaω1sx0e−bω1sx0 =

=

{
∆00

8

7∑

n=0

An
8 (x0)−

∆00

8

(−56q2(x0)
16b8

)
+∆00

(−56q2(x0)
16b8

)
= ∆00G11(x0)

}
×

×eaω1sx0e−bω1sx0 , (4.17)

G11(x0) =
−7q1(0)
16a8

− 49q2(x0)

16b8
.

При k = 2, 3, . . . , 8 из формулы (4.13) и свойств определителей следует

∆21k8 =





∣∣∣∣∣∣∣∣

A0
8(x0) 1 . . . 1

ωkA
1
8(x0) ω2 . . . ω8

. . . . . . . . . . . . . . .
ωk
7A

7
8(x0) ω7

2 . . . ω7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣
1k

−

∣∣∣∣∣∣∣∣

B0
8(x0) 1 . . . 1

ωkB
1
8(x0) ω2 . . . ω8

. . . . . . . . . . . . . . .
ωk
7B

7
8(x0) ω7

2 . . . ω7
8

∣∣∣∣∣∣∣∣
9k




×

×eaωksx0e−bω1sx0
(4.12)
=

=
∆00

8

{[
A0

8(x0)

(
ωk

ω1

)0

+A1
8(x0)

(
ωk

ω1

)1

+A2
8(x0)

(
ωk

ω1

)2

+ · · ·+A7
8(x0)

(
ωk

ω1

)7]

10k

−

−
[
B0

8(x0)

(
ωk

ω1

)0

+B1
8(x0)

(
ωk

ω1

)1

+B2
8(x0)

(
ωk

ω1

)2

+ · · ·+

+B7
8(x0)

(
ωk

ω1

)7]

11k

}
eaωksx0e−bω1sx0 , k = 1, 2, . . . , 8. (4.18)

Применяя формулы (3.7)–(3.8), (3.13)–(3.14) и (3.1)–(3.2), из формулы (4.18) выве-
дем:

∆21k8 = ∆00H1k, H1k =
1

8

D1k

16
∆q̃(x0), ∆q̃(x0) =

q1(x0)

a8
− q2(x0)

b8
,

D1k = 7ω0
k + 5ω1

k + 3ω2
k + ω3

k − ω4
k − 3ω5

k − 5ω6
k − 7ω7

k, k = 2, 3, . . . , 8, (4.19)

∆q̃(x0)— обобщенный «скачок» потенциала q(x) в точке x0 разрыва коэффициентов.
Для определителей ∆22k (k = 1, 2, . . . , 8) из (4.6)–(4.8) аналогично формуле (4.9)–

(4.11) получим:

∆22k = ebω1sx0eaωksx0ebω3sx0(. . . )ebω8sx0×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[
1 +

ω1B7(x0)

s7
+
B0

8(x0)

s8
+

]
. . .

[
1 +

ω8B7(x0)

s7
+
B0

8(x0)

s8
+

]

ω1

[
1 +

ω1B7(x0)

s7
+
B1

8(x0)

s8
+

]
. . . ω8

[
1 +

ω8B7(x0)

s7
+
B1

8(x0)

s8
+

]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω7
k

[
1 +

ω1B7(x0)

s7
+
B7

8(x0)

s8
+

]
. . . ω7

8

[
1 +

ω8B7(x0)

s7
+
B7

8(x0)

s8
+

]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (4.20)
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k = 1, 2, 3, . . . , 8.

Раскладывая определители формулы (4.20) по столбцам на сумму определителей,
применяя свойства определителей и формулы (3.1)–(3.2), аналогично формулам (4.9)–
(4.19) найдем:

∆22k = eaωksx0e−bω2sx0

[
∆22k0 +

∆22k7

s7
+

∆22k8

s8
+O

(
1

s9

)]
, k = 1, 2, . . . , 8, (4.21)

∆22k0 =

[
∆00, k = 2;

0, k 6= 2, k = 1, 3, 4, . . . , 8;
(4.22)

∆22k7 = ωkA7(x0)∆22k0 =

[
ω2A7(x0)∆00, k = 2;

0, k 6= 2, k = 1, 3, 4, . . . , 8;
(4.23)

∆22k8 = ∆00G22(x0)e
aω2sx0e−bω2sx0 ,

G22(x0) =
−7q1(0)
16a8

− 49q2(0)

16a8
(4.17)
= G11(x0); (4.24)

∆22k8 = ∆00H2k, H2k =
1

8

D2k

16
∆q̃(x0),

D2k = 7

(
ωk

ω2

)0

+ 5

(
ωk

ω2

)1

+ 3

(
ωk

ω2

)2

+

(
ωk

ω2

)3

−
(
ωk

ω2

)4

−

−3
(
ωk

ω2

)5

− 5

(
ωk

ω2

)6

− 7

(
ωk

ω7

)7

, k 6= 2, k = 1, 3, 4, . . . , 8. (4.25)

Из формул (3.1) имеем
ωk

ω2
=
ωk−1

ω1
= ωk−1 (k = 2, 3, . . . , 8), поэтому из формул (4.19)

и (4.25) получим:

D23 = D12, D24 = D13, . . . , D2m = D1,m−1 (m = 3, 4, . . . , 8), D21 = D18. (4.26)

Изучая аналогичным образом определители ∆23,∆24, . . . ,∆28 из (4.6)–(4.8), полу-
чим формулы, аналогичные формулам (4.20)–(4.26) и придем к выводу, что справед-
ливо следующее утверждение.

Т е о р е м а 4.1 Матрица

(∆2mk) =




∆211 ∆212 . . . ∆218

∆221 ∆222 . . . ∆228

. . . . . . . . . . . . . . .
∆281 ∆282 . . . ∆288




имеет следующий вид:

(∆2mk) = ∆00× (4.27)

×




e(aω1−bω1)sx0

[
1 + ω1A7(x0)

s7 + G11(x0)
s8 +

]
. . . e(aω8−bω1)sx0

[
0 + 0

s7 + H18

s8 +O

(
1
s9

)]

e(aω1−bω2)sx0

[
0 + 0

s7 + H18

s8 +

]
. . . e(aω8−bω2)sx0

[
0 + 0

s7 + H17

s8 +O

(
1
s9

)]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e(aω1−bω7)sx0

[
0 + 0

s7 + H13

s8 +

]
. . . e(aω8−bω7)sx0

[
0 + 0

s7 + H12

s8 +O

(
1
s9

)]

e(aω1−bω8)sx0

[
0 + 0

s7 + H12

s8 +

]
. . . e(aω8−bω8)sx0

[
1 + ω8A7(x0)

s7 + G88(x0)
s8 +

]




,
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Gkk(x0) = G11(x0) =
−7q1(0)
16a8

− −49q2(0)
16b8

, k = 1, 2, . . . , 8, (4.28)

H12, H13, . . . , H18 определены формулами (4.19).

5. Изучение граничных условий (1.4)

Применяя формулы (3.3)–(3.8), (3.9)–(3.11) и (4.2)–(4.6), из граничных условий (1.4)
получим:





y
(mp)
1 (0, s)

(1.4)
= 0 ⇔

8∑

k=1

C1k
y
(mp)
1k (0, s)

(as)mp
= 0⇔

8∑

k=1

C1kω
mp

k = 0, p = 1, 2, 3, 4;

y
(nr)
2 (π, s)

(1.4)
= 0 ⇔

8∑

k=1

C2k
y
(nr)
2k (π, s)

(bs)nr
= 0⇔

8∑

k=1

∆2k

∆02(s) 6= 0

y
(nr)
2k (π, s)

(bs)nr
= 0⇔

⇔
8∑

k=1

( 8∑

n=1

C1n∆2kn

)
y
(nr)
2k (π, s)

(bs)nr
= 0⇔

8∑

k=1

C1kψ
(nr)
1k (π, s) = 0,

ψ
(nr)
1k (π, s) =

8∑

n=1

∆2nk

y
(nr)
2k (π, s)

(bs)nr
, r = 1, 2, 3, 4.

(5.1)

Система (5.1) — это система из восьми линейных однородных уравнений с восемью
неизвестными C11, C12, . . . , C18. Из метода Крамера следует, что такая система имеет
ненулевое решение только в случае, когда ее определитель равен нулю. Поэтому верна
следующая теорема.

Т е о р е м а 5.1 Уравнение на собственные значения дифференциального опе-
ратора (1.1)–(1.5) имеет следующий вид:

f(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 . . . b18
. . . . . . . . . . . .
b41 b42 . . . b48
b51 b52 . . . b58
. . . . . . . . . . . .
b81 b82 . . . b88

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ωm1
1 ωm1

2 . . . ωm1
8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ωm4
1 ωm4

2 . . . ωm2
8

ψ
(n1)
11 (π, s) ψ

(n1)
12 (π, s) . . . ψ

(n1)
18 (π, s)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ
(n4)
11 (π, s) ψ

(n4)
12 (π, s) . . . ψ

(n4)
18 (π, s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, (5.2)

bpk = ω
mp

k , p = 1, 2, 3, 4; bpk = ψ
(np)
1k (π, s), p = 5, 6, 7, 8, k = 1, 2, . . . , 8.

Применяя теорему Лапласа, разложим определитель f(s) из (5.2) по последним
четырем строкам, в результате получим:

f(s) = φ1234W5678+φ2345W1678+φ3456W1278+φ4567W1238+· · ·−φ1345W2678+· · · = 0, (5.3)

φk1k2k3k4 =

∣∣∣∣∣∣∣

ψ
(n1)
1k1

(π, s) . . . ψ
(n1)
1k4

(π, s)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ
(n4)
1k1

(π, s) . . . ψ
(n4)
1k4

(π, s)

∣∣∣∣∣∣∣
,
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Wk1k2k3k4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(m1)
1k1

(0, s)

(as)m1
. . .

y
(m1)
1k4

(0, s)

(as)m1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(m4)
1k1

(0, s)

(as)m4
. . .

y
(m4)
1k4

(0, s)

(as)m4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

b1k1 . . . b1k4

. . . . . . . . . .
b4k1 . . . b4k4

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

ωm1

k1
. . . ωm1

k4

. . . . . . . . . .
ωm4

k1
. . . ωm4

k4

∣∣∣∣∣∣
, (5.4)

k1k2k3k4 ∈ {1, 2, . . . , 8}.
В уравнении (5.3) знаки слагаемых определяются знаками соответствующих пере-

становок индексов: перестановки (12345678), (23451678), (34561278) (45671238) четные,
поэтому знак «+», перестановка (13452678) нечетная, поэтому знак «−».

Применяя формулы (3.1), вычислим определители Wk1k2k3k4 из (5.4):

W1234 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ωm1
1 ωm1

2 ωm1
3 ωm1

4

ωm2
1 ωm2

2 ωm2
3 ωm2

4

ωm3
1 ωm3

2 ωm3
3 ωm3

4

ωm4

1 ωm4

2 ωm4

3 ωm4

4

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.1)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1m1 zm1 z2m1 z3m1

1m2 zm2 z2m2 z3m2

1m3 zm3 z2m3 z3m3

1m4 zm4 z2m4 z3m4

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= det Wandermond′s(zm1 , zm2 , zm3 , zm4) =
∏

k>n,
k,n=1,2,3,4

(zmk − zmn) = P4 6= 0; (5.5)

W2345 =

∣∣∣∣∣∣

ωm1
2 . . . ωm1

5

. . . . . . . . . .
ωm4
2 . . . ωm4

5

∣∣∣∣∣∣
(3.1)
=

∣∣∣∣∣∣

zm1 . . . z4m1

. . . . . . . . . .
zm4 . . . z4m4

∣∣∣∣∣∣
= zm1zm2zm3zm4

∣∣∣∣∣∣

1m1 . . . z3m1

. . . . . . . . . .
1m4 . . . z3m4

∣∣∣∣∣∣
(5.7)
=

= zM4P4, M4 = m1 +m2 +m3 +m4 =

4∑

k=1

mk; (5.6)

W3456 =

∣∣∣∣∣∣

ωm1
3 . . . ωm1

6

. . . . . . . . . .
ωm4
3 . . . ωm4

6

∣∣∣∣∣∣
(3.1)
=

∣∣∣∣∣∣

z2m1 . . . z5m1

. . . . . . . . . . .
z2m4 . . . z5m4

∣∣∣∣∣∣
= z2M4P4;

W4567 = z3M4P4; W5678 = z4M4P4; W6789 = (−1)W1678 = z5M4P4, . . . . (5.7)

Используя формулы (5.1), (4.27), (3.10)–(3.14), выпишем определитель φ1234 из (5.3):

φ1234 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

U11 U12 U13 U14

U21 U22 U23 U24

U31 U32 U33 U34

U41 U42 U43 U44

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Um1 = ∆211
y
(nm)
21 (π, s)

(bs)nm
+∆221

y
(n1)
22 (π, s)

(bs)nm
+∆231

y
(n1)
23 (π, s)

(bs)nm
+ . . . ;

∆mk =

8∑

p=1

∆2pk

y
(nm)
2p (π, s)

(bs)nm
, m = 1, 2, 3, 4; k = 1, 2, 3, 4, (5.8)

при этом из (4.27) следует, что основными по росту переменной s являются определи-
тели ∆211,∆222,∆233,∆244, . . . .

В более удобном виде определитель φ1234 перепишем следующим образом:

φ1234 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

U11 U12 U13 U14

U21 U22 U23 U24

U31 U32 U33 U34

U41 U42 U43 U44

∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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Um1 = eMω1sωnm

1

[
1 +

ω1ψ7

s7
+
V nm

11

s8
+O

(
1

s9

)]
+
H18

s8
ωnm

2 eAω1seBω2s+

+
H17

s8
ωnm

3 eAω1seBω3s +
H16

s8
ωnm

4 eAω1seBω4s +
H15

s8
ωnm

5 eAω1seBω5s + . . . ;

Um2 = eMω2sωnm

2

[
1 +

ω2ψ7

s7
+
V nm

11

s8
+O

(
1

s9

)]
+
H12

s8
ωnm

1 eAω2seBω1s+

+
H18

s8
ωnm

3 eAω2seBω3s +
H17

s8
ωnm

4 eAω2seBω4s +
H16

s8
ωnm

5 eAω2seBω5s + . . . ;

Um3 = eMω3sωnm

3

[
1 +

ω3ψ7

s7
+
V nm

11

s8
+O

(
1

s9

)]
+
H13

s8
ωnm

1 eAω3seBω1s+

+
H12

s8
ωnm

2 eAω3seBω2s +
H18

s8
ωnm

4 eAω3seBω4s +
H17

s8
ωnm

5 eAω3seBω5s + . . . ;

Um4 = eMω4sωnm

4

[
1 +

ω4ψ7

s7
+
V nm

11

s8
+O

(
1

s9

)]
+
H14

s8
ωnm

1 eAω4seBω1s+

+
H13

s8
ωnm

2 eAω4seBω2s +
H12

s8
ωnm

3 eAω4seBω3s +
H18

s8
ωnm

5 eAω4seBω5s + . . . , (5.9)

m = 1, 2, 3, 4,

где введены следующие обозначения:

ψ7 = A7(x0)+B7(π); V nm

11 = G11(x0)+B
nm

8 (π); A = ax0, B = b(π−x0), M = A+B.
(5.10)

Аналогичным образом выписывается определитель φ2345 из (5.3)–(5.4):

φ2345 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

U12 U13 U14 U15

U22 U23 U24 U25

U32 U33 U34 U35

U42 U43 U44 U45

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Um5 = eMω5sωnm

5

[
1 +

ω5ψ7

s7
+
V nm

11

s8
+O

(
1

s9

)]
+
H15

s8
ωnm

1 eAω5seBω1s+

+
H14

s8
ωnm

2 eAω5seBω2s +
H13

s8
ωnm

3 eAω5seBω3s +
H12

s8
ωnm

4 eAω5seBω4s + . . . , (5.11)

m = 1, 2, 3, 4,

элементы Um2, Um3, Um4 (m = 1, 2, 3, 4) определены формулами (5.9)–(5.10).
Из формул (5.9)–(5.11) видно, что при вычислении определителей φ1234 и

φ2345 основными по росту переменной s будут экспоненты eMω1seMω2seMω3seMω4s и
eMω2seMω3seMω4seMω5s. Аналогичным образом при вычислении определителя φk1k2k3k4

из (5.2)–(5.4) основными по росту s будут экспоненты eMωk1
seMωk2

seMωk3
seMωk4

s. Та-
ким образом, чтобы получить индикаторную диаграмму (см. [27, с. 12]) уравнения (5.2)–
(5.4) (а это нужно сделать для нахождения корней данного уравнения), необходимо
изучить выпуклую оболочку множества точек {ωk1 +ωk2 +ωk3 +ωk4}, kn ∈ {1, 2, . . . , 8},
n = 1, 2, 3, 4, индексы попарно различны.

Индикаторная диаграмма уравнения (5.2)–(5.4) представлена на Рис. 5.1.
Из Рис. 5.1 видно, что индикаторная диаграмма уравнения (5.2)–(5.4) — это пра-

вильный восьмиугольник с вершинами в точках ω1 + ω2 + ω3 + ω4
(3.1)
= 1 + (

√
2 + 1)i,

ω2+ω3+ω4+ω5
(3.1)
= −1+(

√
2+1)i, ω3+ω4+ω5+ω6, . . . , ω7+ω8+ω1+ω2, ω8+ω1+ω2+ω3.

Точки ωk1+ωk2+ωk3+ωk4 при |km−kn| > 2 попадают внутрь индикаторной диаграммы
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Рис. 5.1. Индикаторная диаграмма уравнения (5.2)–(5.4).

и на асимптотику корней уравнения (5.2)–(5.4) не влияют (см. [27, с. 12]). Индикаторная
диаграмма показывает, что корни уравнения (5.2)–(5.4) находятся в восьми секторах
1), 2),. . . ,8) бесконечно малого раствора, биссектрисы которых являются серединными
перпендикулярами к сторонам этого правильного восьмиугольника.

6. Асимптотика собственных значений в секторе 1) индикатор-
ной диаграммы

Чтобы найти асимптотику корней уравнения (5.2)–(5.4) в секторе 1) индикаторной
диаграммы Рис. 5.1, в этом уравнении необходимо оставить экспоненты с показателями
ω6781 = ω1234 и ω5678 = ω2345, поэтому верно следующее утверждение.

Т е о р е м а 6.1 Уравнение на собственные значения дифференциального опе-
ратора (1.1)–(1.5) в секторе 1) индикаторной диаграммы 5.1 имеет вид

g1(s) = φ1234W5678 + φ2345W1678
(5.7),(5.9)

= φ1234z
4M4P4 − φ2345z5M4P4 = 0. (6.1)
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Разделим в уравнении (6.1) на z4M4P4 6= 0 и приведем его к виду

g1(s) = φ1234 − z4M4φ2345 = 0, (6.2)

где φ1234 и φ2345 определены формулами (5.9)–(5.11).
Раскладывая определители φ1234 из (5.9) и φ2345 из (5.11) по столбцам на сумму

определителей, используя свойства определителей, выведем

φ1234 = R12340 +
R12347

s7
+
R12348

s8
+O

(
1

s9

)
, (6.3)

φ2345 = R23450 +
R23457

s7
+
R23458

s8
+O

(
1

s9

)
, (6.4)

R12340 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ωn1
1 eMω1s ωn1

2 eMω2s ωn1
3 eMω3s ωn1

4 eMω4s

ωn2
1 eMω1s ωn2

2 eMω2s ωn2
3 eMω3s ωn2

4 eMω4s

ωn3
1 eMω1s ωn3

2 eMω2s ωn3
3 eMω3s ωn3

4 eMω4s

ωn4
1 eMω1s ωn4

2 eMω2s ωn4
3 eMω3s ωn4

4 eMω4s

∣∣∣∣∣∣∣∣
= R4e

M(ω1+ω2+ω3+ω4)s, (6.5)

R4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ωn1
1 ωn1

2 ωn1
3 ωn1

4

ωn2
1 ωn2

2 ωn2
3 ωn2

4

ωn3
1 ωn3

2 ωn3
3 ωn3

4

ωn4
1 ωn4

2 ωn4
3 ωn4

4

∣∣∣∣∣∣∣∣

(5.7)
=

∏

k>m;
k,m=1,2,3,4

(znk − znm) 6= 0, (6.6)

R23450 =

∣∣∣∣∣∣

ωn1
2 eMω2s . . . ωn1

5 eMω5s

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ωn4
2 eMω2s . . . ωn4

5 eMω5s

∣∣∣∣∣∣
(5.8)
= zN4R4e

M(ω2+ω3+ω4+ω5), N4 =

4∑

k=1

nk; (6.7)

R12347 = (ω1 + ω2 + ω3 + ω4)ψ7R4e
M(ω1+ω2+ω3+ω4)s; (6.8)

R23457 = (ω2 + ω3 + ω4 + ω5)ψ7z
N4R4e

M(ω2+ω3+ω4+ω5)s; (6.9)

R12348 = R123481 +R123482; R23458 = R234581 +R234582; (6.10)

R123481 = R4e
M(ω1+ω2+ω3+ω4)s

4∑

k=1

V nk

11 ; R234581 = R4z
N4eM(ω2+ω3+ω4+ω5)s

4∑

k=1

V nk

11 ;

(6.11)

R123482 = H15e
Aω1seBω5s

∣∣∣∣∣∣

ωn1
5 ωn1

2 ωn1
3 ωn1

4

. . . . . . . . . . . . . .
ωn4
5 ωn4

2 ωn4
3 ωn4

4

∣∣∣∣∣∣
eM(ω2+ω3+ω4)s =

= (−1)R4z
N4H15e

Aω1seBω5seM(ω2+ω3+ω4)s; (6.12)

R234582 = H15e
Aω5seBω1s

∣∣∣∣∣∣

ωn1
2 ωn1

3 ωn1
4 ωn1

1

. . . . . . . . . . . . . .
ωn4
2 ωn4

3 ωn4
4 ωn4

1

∣∣∣∣∣∣
eM(ω2+ω3+ω4)s =

= (−1)R4H15e
Aω5seBω1seM(ω2+ω3+ω4)s. (6.13)

Подставим формулы (6.3)–(6.13) в уравнение (6.2), разделим на
R4e

M(ω2+ω3+ω4+ω5)s 6= 0 и приведем это уравнение к следующему виду:

g1(s) =

{
eM(ω1−ω5)s +

1

s7

4∑

k=1

ωkψ7e
M(ω1−ω5)s+

+
1

s8
1

R4
[R123481 +R123482]e

−M
∑5

k=2 ωks +O

(
1

s9

)}
−
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−
{
zM4zN4 +

1

s7

5∑

k=2

ωkψ7z
M4zN4 +

1

s8
1

R4
[R234581 +R234582]e

−M
∑5

k=2 ωks +O

(
1

s9

)}
= 0.

(6.14)

Основное приближение уравнения (6.14) имеет вид

eM(ω1−ω5)s − zM4zN4 = 0
(3.1)⇔ eM(ω1−ω5)s = e2πike

2πi
8 (M4+N4)⇔sk,1,осн =

2πik̃

M(ω1 − ω5)
,

(6.15)

k̃ = k +
M4 +N4

8
, k ∈ N.

Основное приближение (6.15) позволяет найти асимптотику корней уравнения (6.14)
в секторе 1) (см. [2, 28]).

Т е о р е м а 6.2 Асимптотика собственных значений дифференциального
оператора (1.1)–(1.5) в секторе 1) имеет следующий вид:

sk,1 =
2πi

M(ω1 − ω5)

[
k̃ +

d7k1

k̃7
+
d8k1

k̃8
+O

(
1

k̃9

)]
, (6.16)

k̃ = k +
Mn +Nn

8
, k ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы 6.2 покажем, что все
коэффициенты d7k1 , d8k1 асимптотического разложения (6.16) находятся единственным
образом. Применяя формулы Маклорена, запишем:

eM(ω1−ω5)s
∣∣
sk,1

= exp

[
M(ω1 − ω5)

2πi

M(ω1 − ω5)

(
k̃ +

d7k1

k̃7
+ . . .

)]
=

= zM4zN4

[
1 +

2πid7k1

k̃7
+

2πid8k1

k̃8
+O

(
1

k̃9

)]
; (6.17)

1

sn

∣∣∣∣
sk,1

=
1

k̃n

(
1 +O

(
1

k̃8

))
Mn(ω1 − ω5)

n

(2πi)n
, n = 7, n = 8. (6.18)

Подставляя формулы (6.16)–(6.18) в уравнение (6.14), получим:

[
zM4zN4 + zM4zN4

2πid7k1

k̃7
+ zM4zN4

2πid8k1

k̃4
+ O

(
1

k̃9

)
− zM4zN4

]
+

+
1

k̃7
ψ7

4∑

k=1

ωkz
M4zN4

M7(ω1 − ω5)
7

27π7i7
+

+
1

k̃8

1

R4

M8(ω1 − ω5)
8

28π8i8
[R123481 +R123482]e

−M
∑5

k=2 ωks
∣∣
sk,1

+O

(
1

k̃9

)
−

− 1

k̃7
ψ7z

M4zN4

5∑

k=2

ωk
M7(ω1 − ω5)

7

27π7i7
−

− 1

k̃8

1

R4

M8(ω1 − ω5)
8

28π8i8
zM4 [R234581 +R234582]e

−M(ω2+ω3+ω4+ω5)s
∣∣
sk,1

+O

(
1

k̃9

)
= 0.

(6.19)
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При k̃0 имеем zM4zN4−zM4zN4 = 0— верно, это подтверждает правильность выбора
основного приближения (6.15).

Приравнивая в уравнении (6.19) коэффициенты при
1

k̃7
найдем

d7k1 =

(
− 1

2πi

)
ψ7

zM4zN4

M7(ω1 − ω5)
7

27π7(−i) zM4zN4

[ 4∑

k=1

ωk −
5∑

k=2

ωk

]
= ψ7

M7(ω1 − ω5)
8

28π8
,

(6.20)

k ∈ N.

Из формул (3.1) имеем ω1 = 1, ω5 = −1, ω1−ω5 = 2, из формул (5.10), (3.6) и (3.12)
найдем

ψ7 =

(
− 1

8a7

)∫ x0

0

q1(t)dt +

(
− 1

8b7

)∫ π

x0

q2(t)dt =

=

(
− 1

8

)[
1

a7

∫ x0

0

q1(t)dt+
1

b7

∫ π

x0

q2(t)dt

]
,

Подставляя эти формулы в (6.20), получим:

d7k1 =

(
− 1

8π

)
M7

π7

[
1

a7

∫ x0

0

q1(t)dt+
1

b7

∫ π

x0

q2(t)dt

]
, k ∈ N. (6.21)

Приравнивая в (6.19) коэффициенты при
1

k̃8
, получим:

d8k1 =

(
− 1

2πi

)
M8(ω1 − ω5)

8

28π8

1

R4zM4zN4
e−M(ω2+ω3+ω4+ω5)s

∣∣
sk,1
{[R123481 +R123482]−

−zM4 [R234581 +R234582]}, k ∈ N. (6.22)

Из формул (6.11) и (6.17) получим:

[R123481 − zM4R234581]e
−M

∑5
k=2 ωks

∣∣
sk,1,осн

=

= eM(ω1−ω5)s
∣∣
sk,1,осн

R4

4∑

k=1

V nk

11 − zM4R4z
N4

4∑

k=1

V nk

11 =

=

4∑

k=1

V nk

11 [zM4zN4R4 −R4z
M4zN4] = 0. (6.23)

Из формул (6.12), (6.14), (6.17) найдем

[R123482 − zM4R234582]e
−M

∑5
k=2 ωks

∣∣
sk,1,осн

=

= H15[R4z
N4eaω1sx0eb(π−x0)ω5se−Mω5s − zM4R4e

aω5sx0eb(π−x0)ω1se−Mω5s]
∣∣
sk,1,осн

=

= H15R4z
M4+N4

2 e
ax0+b(π−x0)

2 (ω1−ω5)s
∣∣
sk,1,осн

×

×
[
z−

M4−N4
2 e

ax0−b(π−x0)

2 (ω1−ω5)s
2πik̃

M(ω1 − ω5)
− z−

M4−N4
2 e−

ax0−b(π−x0)

2
2πik̃

M

]
=
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= H15R4(−1)kzM4zN4(−2i) sin
[
ax0 − b(π − x0)

M
πk̃ − π

8
(M4 −N4)

]
. (6.24)

Подставив формулы (6.23), (6.24) в (6.22) и сделав необходимые преобразования,
получим:

d8k1 = (−1)k+1H15

π

M8(ω1 − ω5)
8

π8π8
sin

[
ax0 − b(π − x0)

M
πk̃ − π

8
(M4 −N4)

]
. (6.25)

Из формул (4.19) найдем

D15 = 7ω0
5 + 5ω1

5 + 3ω2
5 + ω3

5 − ω4
5 − 3ω5

5 − 5ω6
5 − 7ω7

5 = 8;

H15 =
1

8

D15

16
∆q̃(x0) =

∆q̃(x0)

16
=

1

16

[
q1(x0)

a8
− q2(x0)

b8

]
,

поэтому, подставляя эти формулы в (6.25), выведем:

d8k1 = (−1)k+1M
8

π8

∆q̃(x0)

16π
sin

[
ax0 − b(π − x0)
ax0 + b(π − x0)

πk̃ − π

8
(M4 −N4)

]
,

M = ax0 + b(π − x0),

∆q̃(x0) =
q1(x0)

a8
− q2(x0)

b8
, M4 =

4∑

k=1

mk, N4 =

4∑

k=1

nk, k ∈ N. (6.26)

Формулы (6.21) и (6.26) показывают, что все коэффициенты d7k1 , d8k1 формулы
(6.16) находятся единственным образом. В статье приведены явные формулы для их
вычисления, таким образом теорема 6.2 полностью доказана.

Изучая аналогичным образом секторы 2), 3),. . . ,8) индикаторной диаграммы Рис.
5.1, придем к выводу о справедливости следующего утверждения.

Т е о р е м а 6.3 1) Асимптотика собственных значений дифференциального
оператора (1.1)–(1.5) в секторах 2), 3),. . . ,8) имеет следующий вид:

sk,2 = sk,1e
− 2πi

8 ; sk,3 = sk,2e
− 2πi

8 = sk,1e
− 4πi

8 ; . . . ; sk,m = sk,m−1e
− 2πi

8 = sk,1e
− 2πi

8 (m−1),
(6.27)

m = 1, 2, . . . , 8.

2) При этом

λk,m = s8k,m, k = 1, 2, 3, . . . ; m = 1, 2, . . . , 8. (6.28)

С помощью формул (6.16), (6.21)–(6.28) можно изучить асимптотику собственных
функций дифференциального оператора (1.1)–(1.5), вычислить формулы регуляризо-
ванных следов этого оператора, решить обратные спектральные задачи.
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Asymptotics of the spectrum of even-order differential

operators with discontinuos weight functions

c© S. I. Mitrokhin1

Abstract. The boundary-value problem for an eighth-order differential operator whose potential
is a piecewise continuous function on the segment of the operator definition is studied. The
weight function is piecewise constant. At the discontinuity points of the operator coefficients,
the conditions of «conjugation» must be satislied which follow from physical considerations. The
boundary conditions of the studied boundary value problem are separated and depend on several
parameters. Thus, we simultaneously study the spectral properties of entire family of differential
operators with discontinuous coefficients. The asymptotic behavior of the solutions of differential
equations defining the operator is obtained for large values of the spectral parameter. Using these
asymptotic expansions, the conditions of «conjugation» are investigated; as a result, the boundary
conditions are studied. The equation on eigenvalues of the investigated boundary value problem
is obtained. It is shown that the eigenvalues are the roots of some entire function. The indicator
diagram of the eigenvalue equation is investigated. The asymptotic behavior of the eigenvalues in
various sectors of the indicator diagram is found.

Key Words: boundary value problem, spectral parameter, differential operator, weight function,
piecewise continuous potential, asymptotic behavior of eigenvalues
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диффеоморфизмов Морса-Смейла с ориентируемой

гетероклиникой

c© А. И. Морозов1, О.В. Починка2

Аннотация. В настоящей работе рассматривается класс сохраняющих ориентацию диффео-
морфизмов Морса-Смейла f , заданных на ориентируемой поверхности M2. В работах А. А.
Безденежных и В. З. Гринеса показано, что такие диффеоморфизмы имеют конечное число ге-
тероклинических орбит. Кроме того, задача классификации рассматриваемых диффеоморфиз-
мов сведена к проблеме различения ориентируемых графов с подстановками, описывающими
геометрию гетероклинического пересечения. Однако такие графы в общем случае не допускают
полиномиальных различающих алгоритмов. В настоящей статье предлагается новый подход к
классификации данных каскадов. Для этого каждому рассматриваемому диффеоморфизму f

ставится в соответствие граф, вложимость которого в объемлющую поверхность дает возмож-
ность построения эффективного алгоритма различения таких графов.

Ключевые слова: диффеоморфизм Морса-Смейла, сохраняющий ориентацию диффеомор-
физм, топологический инвариант диффеоморфизма, поверхностный диффеоморфизм, ориен-
тируемая гетероклиника

1. Порядок Смейла

Диффеоморфизм f : Mn → Mn, заданный на гладком замкнутом связном n-
многообразии (n ≥ 1) Mn называется диффеоморфизмом Морса-Смейла, если

1) неблуждающее множество Ωf состоит из конечного числа гиперболических орбит;

2) многообразия W s
p , Wu

q пересекаются трансверсально для любых неблуждающих
точек p, q.

Обозначим через MS(Mn) множество таких диффеоморфизмов. В множестве пе-
риодических орбит любого диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) можно ввести отношение
полного порядка, являющееся продолжением частичного порядка, введенное С. Смей-
лом [1], а именно, пусть Oi,Oj — периодические орбиты диффеоморфизма Морса-
Смейла f . Говорят, что орбиты Oi,Oj находятся в отношении ≺ (Oi ≺ Oj), если

W s
Oi
∩Wu

Oj
6= ∅.

Последовательность, состоящая из различных периодических орбит Oi = Oi0 ,
Oi1 , ...,Oik = Oj(k > 1), такая что Oi0 ≺ Oi1 ≺ . . . ≺ Oik называется цепью длины
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k, соединяющей периодические орбиты Oi и Oj . В силу конечности неблуждающего
множества для любого диффеоморфизма f ∈ MS(Mn) корректно определено число,
равное длине максимальной седловой цепи, которое обозначается beh(f).

2. Ориентируемость гетероклинического пересечения

Для сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса-Смейла f , заданных на
ориентируемой поверхности M2, введем понятие ориентируемой гетероклиники следу-
ющим образом.

Пусть σi, σj — седловые точки диффеоморфизма f такие, что W s
σi
∩Wu

σj
6= ∅. Для

любой гетероклинической точки x ∈W s
σi
∩Wu

σj
определим упорядоченную пару векто-

ров (~υux , ~υ
s
x), где:

• ~υux — касательный вектор к неустойчивому многообразию точки σj в точке x;

• ~υsx — касательный вектор к устойчивому многообразию точки σi в точке x.

Гетероклиническое пересечение диффеоморфизма f называется ориентируемым
(Рис. 2.1), если упорядоченные пары векторов (~υux , ~υ

s
x) задают одинаковую ориентацию

несущей поверхности M2. В противном случае гетероклиническое пересечение называ-
ется неориентируемым (Рис. 2.2).

Рис. 2.1. Ориентируемое гетероклиническое пересечение

Рис. 2.2. Неориентируемое гетероклиническое пересечение

Обозначим через G ⊂ MS(M2) класс диффеоморфизмов с ориентируемым гетеро-
клиническим пересечением.
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Задача классификации рассматриваемых диффеоморфизмов в работе [2] сведена
к проблеме различения ориентируемых графов с подстановками, описывающими гео-
метрию гетероклинического пересечения. Однако такие графы в общем случае не до-
пускают полиномиальных различающих алгоритмов. В настоящей статье предлагается
новый подход к классификации данных каскадов.

Для построения эффективно различаемого графа, соответствующего диффеомор-
физму f ∈ G, будем использовать метод факторизации, позволяющий представить ди-
намику диффеоморфизма в виде некоторого набора топологических объектов — схемы
диффеоморфизма.

3. Схема диффеоморфизма f ∈ G

Везде далее f ∈ G. В работах [3–4] показано, что beh(f) = 1, т. е. диффеоморфизм f
имеет конечное число гетероклинических орбит. Поэтому множество Σf периодических
орбит отображения f можно разбить на подмножества Σi

f , i ∈ {0, 1, 2, 3} следующим
образом:

• Σ0
f — множество всех стоковых орбит;

• Σ1
f — множество седловых орбит, чьи неустойчивые многообразия не содержат

гетероклинических точек;

• Σ2
f — множество оставшихся седловых орбит системы;

• Σ3
f — множество источниковых орбит.

Из свойств введенного порядка ≺ следует, что если орбиты Oi ∈ Σi
f , Oj ∈ Σj

f свя-
заны отношением Oi ≺ Oj , то i < j.

Положим

Af = Σ0
f ∪Wu

Σ1
f
, Rf = Σ3

f ∪W s
Σ2

f
, Vf =M2 \ (Af ∪Rf ).

В работе [5] показано, что множества Af , Rf являются аттрактором и репеллером
системы соответственно. Положим

V̂f = Vf/f.

Согласно работе [6], каждая компонента связности пространства орбит V̂f гомеоморфна

двумерному тору. Обозначим через pf : Vf → V̂f естественную проекцию, которая

также является накрывающим отображением для пространства V̂f .

Обозначим через V̂i, i ∈ {1, 2, ..., n} компоненты связности пространства орбит V̂f .

Рассмотрим одну из них – V̂ i
f . Положим Vi = p−1

f (V̂i) и обозначим через pi : Vi → V̂i
естественную проекцию. Накрытие pi индуцирует нетривиальный гомоморфизм ηi :
π1(V̂i) → miZ, ставящий в соответствие элементу [ĉ] ∈ π1(V̂i) число µmi такое, что
любое поднятие кривой ĉ соединяет точку x ∈ Vi с точкой fµmi(x).

Обозначим через bi замкнутую не гомотопную нулю кривую на V̂i такую, что
ηi([b̂i]) = 0. Положим

V̂f = {(V̂i, [b̂i],mi), i = 1, . . . , n}.
Введем следующие обозначения:
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• ℓsσ =W s
σ \ σ, где σ ∈ Σ1

f , аналогично ℓuσ =Wu
σ \ σ, где σ ∈ Σ2

f ;

• Ls
f =

⋃
σ∈Σ1

f

ℓsσ и Lu
f =

⋃
σ∈Σ2

f

ℓuσ;

• Lsf = {ℓsσ, σ ∈ Σ1
f} и Luf = {ℓuσ, σ ∈ Σ2

f};

• ℓ̂sσ = pf (W
s
σ \ σ) и ℓ̂uσ = pf (W

u
σ \ σ);

• L̂s
f =

⋃
σ∈Σ1

f

ℓ̂sσ и L̂u
f =

⋃
σ∈Σ2

f

ℓ̂uσ;

• L̂sf = {ℓ̂sσ, σ ∈ Σ1
f} и L̂uf = {ℓ̂uσ, σ ∈ Σ2

f}.

Обозначим через kσ период седловой точки σ. Напомним, что типом ориентации
седловой точки σ называется число νσ, равное −1 (+1), если диффеоморфизм fkσ |Wu

σ

меняет (сохраняет) ориентацию. Из монографии [7] следует, что множество ℓ̂sσ (ℓ̂
u
σ) со-

стоит из двух компонент (одной компоненты) связности, если седловая точка σ имеет
положительный (отрицательный) тип ориентации. При этом каждая компонента связ-
ности l этого множества является гладкой замкнутой кривой, не гомотопной нулю на
некотором торе V̂i и такой, что ηi([l]) = kσ, ηi(l) = 2kσ.

Напомним определение схемы, введеное в работе [6].

О п р е д е л е н и е 3.1 Набор Sf = (V̂f , L̂sf , L̂uf ) назовем схемой диффеомор-
физма f ∈ G.

Рис. 3.3. Cхема сохраняющего ориентацию диффеоморфизма
Морса-Смейла на сфере S2
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Покажем, что схему Sf можно привести к каноническому виду.

Для этого для каждого i ∈ {1, 2, ..., n} положим L̂s
i = V̂i∩ L̂s

f и L̂u
i = V̂i∩ L̂u

f . Обозна-

чим через L̂si и L̂ui множество компонент связности множеств L̂s
i и L̂u

i , соответственно.

Обозначим через rsi , r
u
i мощности этих множеств. Положим V̂i = (V̂i,mi). Таким обра-

зом, схема любого диффеоморфизма f ∈ G является коллекцией схем

Si = (V̂i, L̂si , L̂ui ).
Рассмотрим накрытие тора q : R2 → T2, связанное с представлением тора в виде

факторгруппы по действию группы целочисленных сдвигов на R2. Положим

a = q(Ox), b = q(Oy).

Тогда кривые a, b являются образующими (параллель, меридиан) на торе с положи-
тельным направлением обхода, индуцированным положительным направлением коор-
динатных осей. Гомотопический класс [c] любой простой замкнутой кривой c ⊂ T2

может быть описан как [c] =< µ, ν >, µ, ν ∈ Z, где меридиан имеет класс < 1, 0 >,
а параллель – < 0, 1 >. При этом числа µ, ν являются взаимно простыми, (µ, ν) = 1.

Пусть φi : V̂i → T2 – диффеоморфизм такой, что φi∗([bi]) = [b]. Положим L̃s
i =

φi(L̂
s
i ), L̃

u
i = φi(L̂

u
i ). Поскольку кривые в множестве L̃s

i (L̃
u
i ) попарно не пересекаются,

то для любой кривой l̂si ⊂ L̂s
i (l̂

s
i ⊂ L̂s

i ) кривая l̃si = φi(l̂
s
i ) (l̃

u
i = φi(l̂

u
i )) имеет гомо-

топический тип < µs
i , ν

s
i > (< µu

i , ν
u
i >), где µs

i = ηi(l̂
s
i )/mi (µ

u
i = ηi(l̂

u
i )/mi) и числа

µs
i , ν

s
i (µ

u
i , ν

u
i ) являются взаимно простыми.

Таким образом, число µs
i (µ

u
i ) определено однозначно диффеоморфизмом f и не

зависит от выбора сепаратрисы и диффеоморфизма φi, тогда как число νsi (ν
u
i ) опре-

делено только с точностью до слагаемого кратного µs
i (µ

u
i ), как показывает следующая

лемма, доказанная в [8].

Л е м м а 3.1 Пусть c ⊂ T2 не гомотопная нулю простая замкнутая кривая
на торе такая, что [c] =< µ, ν >, и ϕ : T2 → T2 – гомеоморфизм такой, что φ∗([b]) =
[b]. Тогда ϕ(c) имеет гомотопический тип < µ, ν̃ >, где ν̃ ≡ ν (mod µ). Обратно,
для любого ν̃ ≡ ν (mod µ) существует единственный (с точностью до изотопии)
гомеоморфизм ϕ : T2 → T2 такой, что ϕ(c) имеет гомотопический тип < µ, ν >.

Таким образом, существует диффеоморфизм φi : V̂i → T2 такой, что φi∗([bi]) = [b],
и кривая l̃si имеет гомотопический тип < µs

i , ν
s
i >, где (µs

i , ν
s
i ) = 1 и 0 ≤ νsi < µs

i .
Такой диффеоморфизм однозначно определяет гомотопический тип < µu

i , ν
u
i > кривой

l̃ui . При этом поскольку множества L̂s
i , L̂

u
i пересекаются ориентируемым образом, то

νsi
µs
i

6= νui
µu
i

.

Везде далее используем однозначно определенные для схемы Si пары взаимно про-
стых целых чисел µs

i , ν
s
i ; µ

u
i , ν

u
i такие, что

0 ≤ νsi < µs
i ; µu

i > 0;
νsi
µs
i

6= νui
µu
i

.

Для r ∈ N, µ ∈ N, ν ∈ Z зададим на плоскости R2 семейство прямых Γr,µ,ν следую-
щим образом:

Γr,µ,ν =

{
(x, y) : y(x) =

(
ν

µ
x+

k

µr

)
, k ∈ Z

}
.

Положим Γ̂r,µ,ν = q(Γr,µ,ν).
Используя результаты работ [8–9], докажем следующий факт.
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Л е м м а 3.2 Cуществует диффеоморфизм φi : V̂i → T2 такой, что φi∗([bi]) =
= [b] и φi(L̂

s
i ) = Γ̂rs

i
,µs

i
,νs

i
, φi(L̂

u
i ) = Γ̂ru

i
,µu

i
,νu

i
.

Обозначим через Φ отображение, составленное из диффеоморфизмов φ1, . . . , φn. По-
ложим

Vi = (T2, [b],mi), Si = (Vi, Γ̂rs
i
,µs

i
,νs

i
, Γ̂ru

i
,µu

i
,νu

i
).

Назовем коллекцию
Sf = (S1,S2, ...,Sn)

стандартной схемой диффеомофризма f класса G.
Две окружности в стандартной схеме, являющиеся образом относительно Φ элемен-

та множества Lsf ∪ Luf , назовем парными.

4. Граф диффеоморфизма f ∈ G

Конечным графом называется упорядоченная пара (B,E), для которой выполнены
следующие условия: B – непустое конечное множество вершин; E – множество пар
вершин, называемых ребрами.

Построим граф Tf , соответствующий диффеоморфизму f класса G, следующим
образом (см. Рис. 4.4).

I. Геометрическая составляющая графа Tf .

1. Если множество Γ̂rs
i
,µs

i
,νs

i
не пусто, то на плоскости R2 для каждой компоненты

Si стандартной схемы Sf выберем окружность

{(x, y) ∈ R2|(x− 5(i− 1))2 + y2 = 1}

и для j ∈ {1, ..., rsi } разместим на ней вершины графа αs
i,j , взаимно однозначно соот-

ветствующие окружностям множества Γ̂rs
i
,µs

i
,νs

i
в порядке, соответствующем порядку

пересечения этих окружностей с параллелью b̂ в положительном направлении обхода.
Каждую пару вершин αs

i,j , α
s
i,j+1 (α

s
i,rs

i
+1 = αs

i,1) соединим ребром ρsi,j . Положим

csi = {αs
i,1ρ

s
i,1, α

s
i,2ρ

s
i,2 . . . , ρ

s
i,rs

i
, αs

i,1}, Cs
f = {csi |i ∈ {1, ..., n}},

As
f = {αs

i,j |i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., rsi }}, Rs
f = {ρsi,j |i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., rsi }}.

Окрасим ребра множества Rs
f в цвет s.

2. Если множество Γ̂ru
i
,µu

i
,νu

i
не пусто, то аналогичным образом разместим вершины

графа αu
i,j , j ∈ {1, ..., rui } на окружности {(x, y) ∈ R2|(x− 5(i− 1))2 + y2 = 4} и соеди-

ним их ребрами ρui,j . Положим

cui = {αu
i,1ρ

u
i,1, α

u
i,2ρ

u
i,2 . . . , ρ

u
i,ru

i
, αu

i,1}, Cu
f = {cui |i ∈ {1, ..., n}},

Au
f = {αu

i,j |i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., rui }}, Ru
f = {ρui,j |i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ..., rui }}.

Окрасим ребра множества Ru
f в цвет u.

3. Если множество Γ̂ru
i
,µu

i
,νu

i
не пусто и множество Γ̂rs

i
,µs

i
,νs

i
не пусто, то разместим

вершину графа δi на окружности {(x, y) ∈ R2|(x − 5(i− 1))2 + y2 = 3} и соединим ее
ребром с каждой вершиной циклов csi и cui . Обозначим через Pf множество таких ребер.
Положим

Df = {δi, i ∈ {1, . . . , n}}.
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4. Вершины v, w ∈ Rs
f (R

u
f ) соединим ребром qv,w, если соответствующие им окруж-

ности на торах являются парными. Обозначим через Qf множество таких ребер.
Таким образом, Bf = As

f ∪Au
f ∪Df — множество вершин графа Tf и Ef = Rs

f ∪Ru
f∪

∪Pf ∪Qf — множество его ребер.
II. Оснащение графа Tf .
1. Оснастим каждый цикл c = csi весомMc = (mc, µc, νc) = (mi, µ

s
i , ν

s
i ). Аналогичным

образом оснастим весом Mc каждый цикл c = cui .
2. Если вершины vs, ws, инцидентные ребру qs ∈ Qf , принадлежат циклу csi и

µs
imi > 1, то оснастим вершину vs весом Mvs = (kvs , lvs), где kvs ∈ {0, . . . ,mi− 1}, lvs ∈
∈ {1, . . . , µs

i }, по следующему правилу: для устойивой сепаратрисы ℓws седла σ, принад-
лежащей компоненте связности W множества Vi, вторая устойчивая сепаратриса ℓvs

седла σ принадлежит компоненте fkvs (W ) множества Vi и лежит в компоненте связ-

ности множества fkvs (W ) \ (
µs
i−1⋃
j=0

fkvs+jmi (ℓws)) с номером lvs , считая от сепаратрисы

fkvs (ℓws) в положительном направлении обхода вдоль кривой p−1
i (b̂i). Аналогичным

образом оснастим весом Mws = (kws , lws) вершину ws. Оснастим аналогичными весами
вершины vu, wu, инцидентные ребру qu ∈ Qf и принадлежащие циклу cui , для которого
µu
imi > 1.

3. Если вершины vs, ws, инцидентные ребру qs ∈ Qf , принадлежат различным цик-
лам csi , c

s
ī

и µs
imi > 1, то оснастим ребро qs весом mqs ∈ N по следующему правилу:

удалим из аттрактора неусточивое многообразие орбиты седловой точки σ, соответ-
ствующее вершинам vs, ws. Получим новый аттрактор Af , его бассейн Wf и простран-

ство орбит Ŵf . Тогда проекция неустойчивого многообразия точки σ лежит в одной

компоненте связности W , период которой равен mqs . Положим µqs =
µs
imi

mqs
. Далее,

аналогично п. 2, оснастим вершины vs, ws весами Mvs = (kvs , lvs), Mws = (kws , lws),
где kvs , kws ∈ {0, . . . ,mqs − 1}, lvs , lws ∈ {1, . . . , µqs}. Оснастим аналогичными весами
вершины vu, wu, инцидентные ребру qu ∈ Qf и принадлежащие разным циклам cui , c

u
ī
,

для которых µu
imi > 1.
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Рис. 4.4. Пример графа Tf для диффеоморфизма f ∈ G,
фазовый портрет которого изображен на Рис. 3.3; здесь

Mcs1
= (1, 1, 1), Mcu1

= (1, 1, 0), Mcu2
= (1, 1, 0), Mcs3

= (1, 1, 0)
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О п р е д е л е н и е 4.1 Графы Tf , Tf ′ f, f ′ ∈ G назовем изоморфными, если
существует изоморфизм ξ, переводящий вершины и ребра графа Tf в вершины и ребра
графа Tf ′ с сохранением цветности и весов.

Т е о р е м а 4.1 Диффеоморфизмы f, f ′ из класса G топологически сопряжены
тогда и только тогда, когда их графы изоморфны.
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Combinatorial invariant of Morse-Smale diffeomorphisms

on surfaces with orientable heteroclinic
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Abstract. In this paper we consider class of orientation-preserving Morse-Smale diffeomorphisms
f , given on orientable surface M2. In their articles A.A. Bezdenezhnich and V.Z. Grines has shown,
that such diffeomorfisms contain finite number of heteroclinic orbits. Moreover, the problem of
classification for such diffeomorphisms is reduced to the problem of distinguishing orientable graphs
with substitutions describing the geometry of heteroclinic intersections. Howewer, these graphs
generally do not allow polynomial distinguishing algorithms. In this paper, we propose a new
approach to the classification of such cascades. To this end, each considered diffeomorphism f is
associated with a graph whose embeddablility in the ambient surface makes it possible to construct
an effective algoritm for distinguishing such graphs.
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Об одной нелокальной краевой задаче с наклонной

производной

c© К. Ж. Назарова1, Б.Х. Турметов2, К.И. Усманов3

Аннотация. Работа посвящена исследованию вопросов разрешимости нелокальной краевой
задачи для уравнения Лапласа. Нелокальное условие вводится с помощью преобразований
в пространстве Rn, осуществляемых некоторой ортогональной матрицей. Приведены приме-
ры и свойства таких матриц. Для исследования основной задачи сначала решается вспомога-
тельная нелокальная задача типа Дирихле для уравнения Лапласа. Данная задача сводится
к векторному уравнению, элементами которого являются решения классической задачи Дири-
хле. При выполнении некоторых условий для коэффициентов в граничном условии доказаны
теоремы о единственности и существовании решения задачи типа Дирихле. Для решения этой
задачи получено также интегральное представление, которое является обобщением классиче-
ского интеграла Пуассона. Далее основная задача сводится к решению нелокальной задачи типа
Дирихле. Доказаны теоремы о существования и единственности решения исследуемой задачи.
С помощью известных утверждений о решениях краевой задачи с наклонной производной для
классического уравнения Лапласа найдены точные порядки гладкости решения данной задачи.
Приведены также примеры невыполнения условий теоремы; при этом решение рассматривае-
мой задачи не единственно.

Ключевые слова: наклонная производная, нелокальная задача, уравнение Лапласа, ортого-
нальная матрица, класс Гельдера, гладкость, существование, единственность

1. Введение

Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1} — единичный шар, n ≥ 3, ∂Ω = {x ∈ ∂Ω : |x| = 1} —
единичная сфера; Γ = {x ∈ ∂Ω : xn = 0}.

Пусть S — действительная ортогональная матрица S · ST = E; E — единичная
матрица. Предположим также, что существует натуральное число l такое, что Sl = E.
Заметим, что если x ∈ Ω или x ∈ ∂Ω, то для любого натурального числа k имеет место
включение Skx ∈ Ω, или Skx ∈ ∂Ω.

Приведем примеры таких отображений.

П р и м е р 1.1 Для любой точки x ∈ Ω поставим в соответствие точку Sx =
= −x. В этом случае S = −E. Ясно, что S · ST = −E (−E) = E и S2 = E, т. е. l = 2.

П р и м е р 1.2 Пусть n = 2, ϕ = 2π
l , l ≥ 1. Тогда для отображения

S =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
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получим

ST =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
.

Очевидно, что S · ST = E и Sl = E.
Перейдем к постановке задачи, которую будем исследовать в настоящей работе. Вве-

дем оператор IS [u](x) ≡ u(Sx). Пусть a1, a2, ..., al – некоторые действительные числа;
g (x) и φ (x) – функции, заданные на ∂Ω и Γ соответственно. Рассмотрим в области Ω
следующую задачу:

∆u (x) = 0, x ∈ Ω; (1.1)

a1
∂u

∂xn
(x) + a2

∂u

∂xn
(Sx) + ...+ an

∂u

∂xn

(
Sl−1x

)
= g (x) , x ∈ ∂Ω; (1.2)

u (x̃) = φ (x̃) , x̃ ∈ Γ. (1.3)

Решением задачи (1.1)–(1.3) назовем функцию u (x) ∈ C2 (Ω) ∩ C1
(
Ω̄
)
, удовлетворяю-

щую условиям (1.1)–(1.3) в классическом смысле.

В условии (1.2) выражение
∂u

∂xn

(
Skx

)
, k = 1, 2, ..., l− 1 означает

∂u
(
Skx

)

∂xn
= ISk

[
∂

∂xn
u (x)

]
, k = 1, 2, ..., l− 1,

и при этом надо отметить, что

ISk

[
∂

∂xn
u (x)

]
6= ∂

∂xn
[ISku (x)] .

Поскольку краевое условие (1.2) задано в виде связи значений производной функции
u (x) в различных точках, то рассматриваемая задача входит в класс нелокальных
задач типа Бицадзе-Самарского [1].

В случае a1 = 1, aj = 0, j = 2, 3, ..., l, получим известную задачу с наклонной про-
изводной [2]. Отметим, что вырождающиеся краевые задачи с наклонной производной
для эллиптических уравнений исследованы в работах многочисленных авторов (см.
например, [3–7]). Отметим, что для уравнения Лапласа в двумерном случае краевые
задачи с отображениями из примера 1.2 изучены в работе [8], а в работах [9–10] анало-
гичные задачи исследованы для полигармонического уравнения. Кроме того, в работах
[11–12] для нелокального уравнения Лапласа с отображениями S исследованы вопросы
разрешимости основных краевых задач.

2. Вспомогательные утверждения

В данном пункте мы изложим некоторые свойства отображения S, а также приведем
вспомогательные утверждения из теории систем алгебраических уравнений. Рассмот-
рим следующую матрицу:

A =




a1 a2 ... al
al a1 ... al−1

...
...

. . .
...

a2 a3 ... a1


 .

Следующие утверждения доказаны в работе [11].
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Л е м м а 2.1 Пусть ε1 = ei
2π
l – примитивный корень степени l из единицы.

Тогда detA =
∏l

k=1

(
a1ε

k
0 + ...+ alε

k
l−1

)
, где εk = ei

2πk
l , k = 0, 1, ..., l− 1.

Л е м м а 2.2 Пусть µk = a1ε
k
0 + ... + alε

k
l−1 6= 0, k = 1, 2, ..., l, где εk = ei

2kπ
l .

Тогда существует обратная матрица к матрице A:

A−1 =




b1 b2 ... bl
bl b1 ... bl−1

... ... ... ...
b2 b3 ... b1


 ,

где

bj =
1

l

l∑

k=1

1

εj−1
k µk

, j = 1, 2, ..., l. (2.1)

Л е м м а 2.3 Если u(x) – гармоническая функция в Ω, то функция u(Sx) =
= ISu(x) также – гармоническая в Ω.

Л е м м а 2.4 Если u(x) – гармоническая функция, то она удовлетворяет урав-
нению

a1∆u(x) + a2∆u(Sx) + ...+ al∆u(S
l−1x) = 0. (2.2)

Л е м м а 2.5 Пусть u(x) ∈ C2 (Ω) удовлетворяет уравнению (2.2). Тогда при
выполнении условия detA 6= 0 функция u(x) является гармонической в области Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функция u(x) ∈ C2 (Ω) удовлетворяет уравнению
(2.2). Обозначим

v(x) =

l∑

k=1

aku
(
Sk−1x

)
. (2.3)

Очевидно, что v (x) ∈ C2 (Ω) и ∆v (x) = 0, x ∈ Ω , т. е. функция v (x) является
гармонической в области Ω. В силу утверждения леммы 2.3, функции v

(
Skx

)
, k =

= 1, 2, ..., l также являются гармоническими в Ω. С другой стороны, из равенства (2.3),
в силу условия Sl = E, следуют равенства





v (Sx) = alu(x) + a1u(Sx) + ...+ al−1u(S
l−1x);

v
(
S2x

)
= al−1u(x) + alu(Sx) + ...+ al−2u(S

l−1x);
..................................

v
(
Sl−1x

)
= a2u(x) + a3u(Sx) + ...+ a1u(S

l−1x).

(2.4)

Таким образом, для функций u (x) , u(Sx), ..., u(Sl−1x) получим систему алгебраи-
ческих уравнений (2.3) – (2.4) с матрицей A:




v(x)
v(Sx)
...

v(Sl−1x)


 =




a1 a2 ... al
al a1 ... al−1

... ... ... ...
a2 a3 ... a1







u(x)
u(Sx)
...

u(Sl−1x)


 .
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По условию леммы, определитель этой системы detA не обращается в нуль. Если обо-
значим

U =
(
u(x), u(Sx), ..., u(Sl−1x)

)T
, V =

(
v(x), v(Sx), ..., v(Sl−1x)

)T
,

то система алгебраических уравнений AU = V имеет единственное решение U = A−1V .
В частности

u(x) =
l∑

j=1

bjv
(
Sj−1x

)
, (2.5)

где bj определяются равенством (2.1). Поскольку v
(
Sj−1x

)
гармонические функции в

Ω, то функция u(x) из (2.5) также является гармонической в Ω. Лемма доказана.

3. Нелокальная задача типа Дирихле

В этом пункте мы исследуем следующую нелокальную задачу типа Дирихле:

∆v(x) = 0, x ∈ Ω, (3.1)

l∑

k=1

akv
(
Sk−1x

)
|∂Ω = g(x), x ∈ ∂Ω. (3.2)

Решением задачи (3.1) – (3.2) назовем функцию v (x) ∈ C2 (Ω) ∩ C
(
Ω̄
)
, удовлетво-

ряющую условиям (3.1) – (3.2) в классическом смысле.
В случае a1 6= 0, ak = 0, k = 2, 3, ..., l, получим классическую задачу Дирихле, для

уравнения Лапласа.

Т е о р е м а 3.1 Пусть при всех k = 1, 2, 3, ..., l выполняются условия µk =
= a1ε

k
0 + ...+ alε

k
l−1 6= 0. Тогда если решение задачи (3.1) – (3.2) существует, то оно

единственно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что однородная задача (3.1) – (3.2) имеет

только нулевое решение. Пусть v(x) – решение однородной задачи (3.1) – (3.2). Как было
отмечено выше, если функция v(x) гармоническая, то функции v(Sk−1x), k = 2, 3, ..., l,
– также гармонические. Тогда функция v(x) удовлетворяет и уравнению (2.2).

Рассмотрим функцию

w(x) =

l∑

k=1

akv(S
k−1x), x ∈ Ω.

Очевидно, что w(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄). Если µk = a1ε
k
0 + ...+ alε

k
l−1 6= 0 при k = 1, 2, ..., l,

то по лемме 2.1 справедливо условие D = detA 6= 0. Тогда по лемме 2.3 функция w(x)
– гармоническая в области Ω и, следовательно, является решением следующей задачи
Дирихле:

∆w(x) = 0, x ∈ Ω; w(x)|∂Ω = 0.

В силу единственности решения задачи Дирихле имеем w(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄. Тогда функция
v(x), найденная по формуле (2.3), тождественна равна нулю, т. е. v(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄.
Теорема доказана.
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З а м е ч а н и е 3.1 Если µk = 0, k = 1, 2, ..., l ⇐⇒ DetA = 0, то однородная
задача имеет бесконечно много решений. Например, если Sx = −x, т. е. l = 2, то
u(x) = H2p(x) – однородные гармонические полиномы степени 2p, p = 0, 1, ..., удовле-
творяют граничному условию

u(x)− u(Sx) = 0, x ∈ ∂Ω.
Далее исследуем существование решения задачи (3.1) – (3.2). Пусть

P (x, y) =
1

ωn

1− |x|2
|x− y|n

ядро Пуассона; ωn – площадь единичной сферы.
Доказательство следующего утверждения приведено в работе [11] .

Л е м м а 3.1 Пусть функция g(x) непрерывна на ∂Ω. Тогда для любого k ∈ N
справедливы равенства

∫

∂Ω

g(Sky) dsy =

∫

∂Ω

g(y) dsy.

Справедливо следующее утверждение относительно задачи (3.1) – (3.2).

Т е о р е м а 3.2 Пусть числа {ak : k = 1, . . . , l} такие, что µk = a1ε
k
0 + ...+

+alε
k
l−1 6= 0 при k = 1, . . . , l, где εk – корни степени l из единицы; g ∈ Cλ(∂Ω), 0 < λ и λ-

нецелое. Тогда решение задачи (3.1) – (3.2) существует, единственно, принадлежит
классу Cλ(Ω̄) и представляется в виде

v(x) =

∫

∂Ω

PS(x, y)g(y) dsy, (3.3)

где

PS(x, y) =

l∑

q=1

bqP (S
q−1x, y), (3.4)

а bq при q = 1, . . . , l находится из (2.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим в области Ω для функции w(x) следующую

задачу Дирихле:

∆w(x) = 0, x ∈ Ω; w(x)|∂Ω = g(x), x ∈ ∂Ω. (3.5)

Известно (см. например [13]), что если g(x) ∈ Cλ(∂Ω), то решение задачи Дирихле (3.5)
существует, единственно, принадлежит классу Cλ(Ω̄) и представляется в виде

w(x) =

∫

∂Ω

P (x, y)g(y) dsy. (3.6)

Рассмотрим вектор W =
(
w(x), w(Sx), ..., w(Sl−1x)

)T
. По лемме 2.2 матрица A−1

обладает структурой матрицы A. Поэтому из векторного равенства V = A−1W опре-

делим вектор V =
(
v(x), v(Sx), ..., v(Sl−1x)

)T
. Поскольку µk = a1ε

k
0 + ... + alε

k
l−1 6= 0,

то по лемме 2.1 detA 6= 0 и, значит, detA−1 6= 0. Поскольку AV =W , то функция v(x)
однозначно определяется через функцию w(x) из (2.3) по формуле

v(x) =
l∑

j=1

bjw(S
j−1x), (3.7)
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где bj находится из (2.1). Проверим, что функция v(x), определяемая из (3.7), является
решением задачи (3.1) – (3.2). Действительно, g ∈ Cλ(∂Ω) ⇒ w ∈ Cλ(Ω̄) ⇒ v(x) ∈
∈ Cλ(Ω̄). Поэтому, согласно лемме 2.3 и равенству (3.5), в области Ω получим

∆v(x) =

l∑

j=1

bj∆w(S
j−1x) = 0.

Проверим выполнение граничного условия задачи (3.1) – (3.2). При x ∈ ∂Ω из ра-
венства (3.7) запишем:

v(x)|∂Ω =

l∑

q=1

bqw(S
q−1x)

∣∣∣∣∣
∂Ω

=

l∑

q=1

bqg(S
q−1x),

v(Sx)|∂Ω = ISv(x)|∂Ω = IS

(
l∑

q=1

bqg(S
q−1x)

)
=

l∑

q=1

bqg(S
qx) = blg(x) +

l−1∑

q=1

bqg(S
qx) =

= b0g(x) +

l∑

q=2

bq−1g(S
q−1x) =

l∑

q=1

bq−1g(S
q−1x).

Тогда по индукции

v(Sk−1x) =

l∑

q=1

bq−k+1g(S
q−1x), k = 1, 2, ...., l.

Отсюда

l∑

k=1

akv(S
k−1x)|∂Ω =

l∑

k=1

ak

l∑

q=1

bq−k+1g(S
q−1x) =

l∑

q=1

g(Sq−1x)

l∑

k=1

akbq−k+1.

Поскольку по определению чисел bk

l∑

k=1

akbq−k+1 =

{
1 q = 1

0 q 6= 1,
(3.8)

то окончательно получим
l∑

k=1

akv(S
k−1x)|∂Ω = g(x),

т. е. граничное условие (3.2) также выполняется.
Далее, подставляя представление функции w(x) из (3.6) в равенство (3.7) и учиты-

вая при этом формулу (3.4) получим

v(x) =

l∑

q=1

bqw(S
q−1x) =

l∑

q=1

bq

∫

∂Ω

P (Sq−1x, y)g(y) dsy =

=

∫

∂Ω

[
l∑

q=1

bqP (S
q−1x, y)

]
g(y) dsy =

∫

∂Ω

PS(x, y)g(y) dsy.

Таким образом, представление (3.3) для функции v(x) доказано. Теорема доказана.
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4. Исследование основной задачи

Приступим к изучению основной краевой задачи. Справедливо следующее утвер-
ждение.

Т е о р е м а 4.1 Пусть в задаче (1.1) – (1.3) коэффициенты aj , j = 1, 2, ..., l,
такие, что µk = a1ε

k
0 + ...+ alε

k
l−1 6= 0, k = 1, 2, ..., l. Тогда если решение задачи (1.1) –

(1.3) существует, то оно единственно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что u (x) – решение однородной задачи (1.1) –

(1.3). Обозначим v(x) =
∂u(x)

∂xn
, x ∈ Ω. Очевидно, что функция v(x) – гармоническая в

области Ω. Далее, для любого k = 1, 2, ..., l справедливо равенство

v(Skx) = ISkv(x) = ISk

∂

∂xn
u(x) ≡ ∂

∂xn
u(Skx).

Тогда из однородного краевого условия (1.2) следует

a1v (x) + a2v (Sx) + ...+ anv
(
Sl−1x

)
= 0, x ∈ ∂Ω.

Итак, если u (x) – решение однородной задачи (1.1) – (1.3), то функция v(x) =
∂u(x)

∂xn
,

x ∈ Ω, будет решением однородной задачи (3.1) – (3.2). В силу утверждения теоремы

3.1 решение этой задачи единственно, и, следовательно, v(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄ ⇔ ∂u(x)

∂xn
≡ 0,

x ∈ Ω̄. Тогда u(x) = u(x̃, 0) - гармоническая функция зависящая от переменной x̃ = (x1,
x2, ..., xn−1). По условию (1.3) u(x)|Γ = 0, тогда u(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄. Теорема доказана.

Перейдем к исследованию существования и гладкости решения задачи (1.1)–(1.3).
Сначала приведем некоторые вспомогательные утверждения, доказанные в работе [3].

В дальнейшем будем считать, что функция w(x) принадлежит классу C2(Ω)∩C(Ω̄).
Для любой точки x ∈ Ω обозначим символом x̄ точку ∂Ω, наименее удаленную от x.

В работе [3] доказаны следующие утверждения.

Л е м м а 4.1 Пусть λ ≥ 0 и β = (β1, ..., βn) – мультииндекс с |β| > λ. Пусть
∆w(x) = 0, x ∈ Ω. Если w(x) ∈ Cλ(Ω̄), то

|Dβu(x)| ≤ C|x − x̄|λ−β .

Л е м м а 4.2 Пусть функция w(x) является решением задачи ∆w(x) = f(x),
x ∈ Ω; w(x)|∂Ω = 0 с функцией f(x), удовлетворяющей условию

|f(x)| ≤ C|x − x̄|λ−1.

Тогда для любого µ < λ функция w(x) принадлежит классу Cµ+1(Ω̄).

Л е м м а 4.3 Пусть w(x) – решение задачи (3.5). Если g (x) ∈ Cλ (∂Ω), то

h(x) =

∫ xn

0

w(x̃, t)dt

принадлежит классу Cλ+ 1
2

(
Ω̄
)
.
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Т е о р е м а 4.2 Пусть µk = a1ε
k
0 + ... + alε

k
0 6= 0, k = 1, 2, ..., l, λ + 1

2 > 1,
причем число λ+ 1

2 – нецелое, g (x) ∈ Cλ (∂Ω), φ (x) ∈ Cλ+1 (Γ). Тогда решение задачи

(1.1) – (1.3) существует и принадлежит классу Cλ+ 1
2

(
Ω̄
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что u (x) – решение задачи (1.1) – (1.3).

Обозначим v(x) =
∂u(x)

∂xn
, x ∈ Ω. Очевидно, что функция v(x) – гармоническая в

области Ω, и для любого k = 1, 2, ..., l справедливо равенство

v(Skx) = ISk

∂

∂xn
u(x) ≡ ∂

∂xn
u(Skx).

Тогда из условия (1.2) для функции v(x) получим задачу (3.1) – (3.2).

Таким образом, если u (x) – решение задачи (1.1) – (1.3), то функция v(x) =
∂u(x)

∂xn
,

x ∈ Ω будет удовлетворять условиям задачи (3.1) – (3.2). Если g (x) ∈ Cλ (∂Ω), то
по теореме 3.1 решение этой задачи существует, единственно и принадлежит классу
Cλ
(
Ω̄
)
.

Покажем, что по функцию v(x) можно построить по решению задачи (1.1) – (1.3).
Пусть v (x) удовлетворяет условиям задачи (3.1) – (3.2). Решение задачи (1.1) – (1.3)
будем искать в следующем виде:

u(x) =

∫ xn

0

v(x̃, t)dt+ z(x̃), (4.1)

где функция z(x̃) подлежит определению. Пусть ∆̃ =
∂2

∂x21
+ ... +

∂2

∂x2n−1

. Тогда для

интеграла в правой части равенства (4.1) получим:

∆

(∫ xn

0

v(x̃, t)dt

)
=

∫ xn

0

∆̃v(x̃, t)dt+
∂2

∂x2n

∫ xn

0

v(x̃, t)dt =

= −
∫ xn

0

∂2v(x̃, t)

∂t2
dt+

∂v(x̃, xn)

∂xn
=
∂v(x̃, 0)

∂xn
.

Отсюда, применяя оператор Лапласа к левой и правой частям равенства (4.1), за-
пишем:

∆u(x) =
∂v(x̃, 0)

∂xn
+ ∆̃z(x̃)

.
Следовательно, для функции z(x̃) получим следующую задачу Дирихле:

∆̃z(x̃) = −∂v(x̃, 0)
∂xn

, |x̃| < 1, z(x̃)|Γ = φ(x̃). (4.2)

При гладких данных
∂v(x̃, 0)

∂xn
и φ(x̃) решение этой задачи существует. Покажем, что

функция (4.1) формально удовлетворяет всем условиям задачи (1.1) – (1.3). Действи-
тельно, по построению ∆u(x) = 0, x ∈ Ω; u(x)|Γ = z(x̃)|Γ = φ(x̃), т. е. условия (1.1) и
(1.3) выполняются. Далее

∂u(x)

∂xn
= v(x),

∂u
(
Skx

)

∂xn
= ISk

[
∂

∂xn
u (x)

]
= ISkv(x) = v

(
Skx

)
, k = 1, 2, ..., l− 1.
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Значит,

a1
∂u

∂xn
(x) + a2

∂u

∂xn
(Sx) + ...+ an

∂u

∂xn

(
Sl−1x

)
=

= a1v (x) + a2v (Sx) + ...+ anv
(
Sl−1x

)
= g (x) , x ∈ ∂Ω,

т. е. граничное условие (1.2) также выполняется.
Остается исследовать гладкость решения задачи (4.2).
Введем функцию

h(x) =

∫ xn

0

v(x̃, t)dt. (4.3)

Далее, используя формулу (3.7), представим функцию v(x) из (4.3) через решение за-
дачи (3.5). Тогда

h(x) =

l∑

j=1

bj

∫ xn

0

wj(x̃, t)dt,

где wj(x̃, t) = w
(
Sj−1(x̃, t)

)
. Очевидно, что функции w(Skx), k = 1, 2, ..., l − 1, будут

решениями задачи

∆w(x) = 0, x ∈ Ω; w(Skx)
∣∣
∂Ω

= g(Skx), x ∈ ∂Ω. (4.4)

Поскольку задача (4.4) эквивалентна задаче Дирихле, то по утверждению леммы

(4.3) функции
∫ xn

0
wj(x̃, t)dt, j = 1, 2, ..., l− 1, принадлежат классу Cλ+ 1

2

(
Ω̄
)
, а значит,

функция h(x) из (4.3) также принадлежит классу Cλ+ 1
2

(
Ω̄
)
.

Остается исследовать гладкость решения задачи (4.2). Если λ > 1, то при условии

g (x) ∈ Cλ (∂Ω) функция v(x) ∈ Cλ
(
Ω̄
)
, и поэтому

∂v(x̃, 0)

∂xn
∈ Cλ−1

(
Ω̄
)
. Тогда реше-

ние задачи (4.2) существует, единственно и при выполнении условии φ (x) ∈ Cλ+1 (Γ)
принадлежит классу Cλ+1

(
Ω̄
)

(см., например, [13]).
Пусть λ < 1. Представим функцию z(x) в виде z(x) = z1(x) + z2(x), где

∆̃z1(x̃) = 0, |x̃| < 1, z1(x̃)|Γ = φ(x̃). (4.5)

∆̃z2(x̃) = −
∂v(x̃, 0)

∂xn
, |x̃| < 1, z2(x̃)|Γ = 0. (4.6)

Если φ (x) ∈ Cλ+1 (Γ), то решение задачи (4.5) существует и принадлежит классу
Cλ+1

(
Ω̄
)
. Для функции v(x) в этом случае в силу леммы 4.1 получим оценку

∣∣∣∣
∂v(x)

∂xn

∣∣∣∣ ≤ C|x− x̄|λ−1.

Тогда для задачи (4.6), применяя лемму 4.2 с функцией f(x) =
∂v(x̃, 0)

∂xn
, получим

z2 ∈ Cλ+1−ε (|x| ≤ 1), и если положим ε =
1

2
, то z2 ∈ Cλ+1/2 (|x| ≤ 1). Таким образом,

решение задачи (1.1) – (1.3) принадлежит классу Cλ+1/2
(
Ω̄
)
. Теорема доказана.

Можно доказать, что показатель гладкости решения задачи (1.1)-(1.3) полученный
в теореме 4.2, нельзя улучшить. Данное утверждение докажем на примере отображения
Sx = −x. Справедливо следующее утверждение.
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Т е о р е м а 4.3 Пусть Sx = −x, λ > 0, причем число λ +
1

2
– нецелое. Суще-

ствует функция g(x) ∈ Cλ(Ω̄) такая, что решение задачи (1.1) – (1.3) при любом
ε > 0 не принадлежит классу Cλ+1/2+ε(Ω̄).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Sx = −x. Предположим, что функция v(x̃) является
решением задачи

∆v(x̃) = 0, |x| < 1; v(x̃)|Γ = φ(x̃). (4.7)

Выберем функцию φ(x̃) ∈ Cλ(Γ) так, чтобы v(x̃) ∈ Cλ(|x| ≤ 1) и чтобы для любого
ε > 0 выполнялось условие v(x̃) /∈ Cλ+ε(|x| ≤ 1). Что касается функции u(x) = xnv(x̃),
то она будет удовлетворять условиям следующей задачи:

∆u(x) = 0, x ∈ Ω;
∂u(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ω

= φ, u(x)|Γ = 0.

В работе [3] доказано, что при выборе такой функции v(x̃) функция u(x) принадле-
жит классу Cλ+1/2(Ω̄) и u(x) /∈ Cλ+1/2+ε(Ω̄), ε > 0.

Справедливы следующие равенства

∂u(x)

∂xn
= v(x̃),

∂u(Sx)

∂xn
= v(−x̃).

Из них следует, что

a1
∂u(x)

∂xn
+ a2

∂u(Sx)

∂xn
= a1v(x̃) + a2v(−x̃)|Γ = a1φ(x̃) + a2φ(−x̃) ≡ g(x).

Таким образом, функция u(x) = xnv(x̃) принадлежит классу Cλ+1/2(Ω̄) и u(x) /∈
/∈ Cλ+1/2+ε(Ω̄), ε > 0, а также удовлетворяет условиям

∆u(x) = 0, x ∈ Ω; a1
∂u(x)

∂xn
+ a2

∂u(Sx)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ω

= g(x), u(x)|Γ = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З а м е ч а н и е 4.1 Если в задаче (1.1)-(1.3) коэффициенты ak, k = 1, 2, ..., l
такие, что detA = 0, то можно показать, что однородная задача имеют ненулевые
решения. Например, пусть Sx = −x и 0 = detA = a21 − a22 ⇔ a1 = ±a2. Если рас-
смотрим функцию u (x) = xnv (x̃), где v (x̃) - решение задачи 4.7, то ∆u(x) = 0, x ∈
∈ Ω; u(x)|Γ = 0.

Если функция v (x̃) дополнительно обладает свойством четности v (x̃) = v (−x̃),
то функция u (x) = xnv (x̃) будет удовлетворять граничному условию

a1
∂u(x)

∂xn
+ a2

∂u(Sx)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, когда a1 = −a2,

а если v (−x̃) = −v (x̃), то

a1
∂u(x)

∂xn
+ a2

∂u(Sx)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, когда a1 = a2.
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On a nonlocal boundary value problem with an oblique

derivative
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Abstract. The work studies the solvability of a nonlocal boundary value problem for the Laplace
equation. The nonlocal condition is introduced using transformations in the Rn space carried out by
some orthogonal matrices. Examples and properties of such matrices are given. To study the main
problem, an auxiliary nonlocal Dirichlet-type problem for the Laplace equation is first solved. This
problem is reduced to a vector equation whose elements are the solutions of the classical Dirichlet
probem. Under certain conditions for the boundary condition coefficients, theorems on uniqueness
and existence of a solution to a problem of Dirichlet type are proved. For this solution an integral
representation is also obtained, which is a generalization of the classical Poisson integral. Further,
the main problem is reduced to solving a non-local Dirichlet-type problem. Theorems on existence
and uniqueness of a solution to the problem under consideration are proved. Using well-known
statements about solutions of a boundary value problem with an oblique derivative for the classical
Laplace equation, exact orders of smoothness of a problem’s solution are found. Examples are also
given of the cases where the theorem conditions are not fulfilled. In these cases the solution is not
unique.

Key Words: oblique derivative, nonlocal problem, Laplace equation, orthogonal matrix, Helder
class, smoothness of solution, existence of solution, uniqueness of solution
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Разработка параллельного алгоритма на основе

неявной схемы для метода Галёркина с разрывными

базисными функциями для решения уравнений

диффузионного типа
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Аннотация. В статье представлен параллельный численный алгоритм на основе неявной
схемы для метода Галеркина с разрывными базисными функциями для решения уравнений
диффузионного типа на треугольных сетках. Для применения метода Галёркина с разрывны-
ми базисными функциями исходное уравнение параболического типа преобразуется к системе
дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка. Для этого вводятся
вспомогательные переменные, представляющие собой компоненты градиента искомой функции.
Для хранения разреженных матриц и векторов в работе используется формат CSR. Полученная
система решается численно с помощью параллельного алгоритма, основанного на библиотеке
Nvidia AmgX. Численное исследование проводится на примере решения двумерных тестовых
параболических начально-краевых задач. Приведенные численные результаты показывают эф-
фективность применения предложенного алгоритма для решения параболических задач.

Ключевые слова: параболические уравнения, метод Галёркина с разрывными базисными
функциями, неявная схема, Nvidia AmgX

1. Введение

При численном решении многих задач математической физики (например, задач
теплообмена, газовой динамики и гидродинамики) необходимо учитывать процессы
теплопроводности и диффузионные процессы, а значит, на определенном этапе возни-
кает необходимость в решении уравнений диффузионного типа. Такие уравнения часто
встречаются на практике и описывают распространение растворяемого вещества вслед-
ствие диффузии, перераспределение температуры тела в результате теплопроводности
и другие процессы [1].
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Как правило, данные задачи рассматриваются в областях сложной геометрической
формы, и их решение требуется находить с высоким порядком точности. Для того, что-
бы при математическом моделировании учесть сложную структуру рассматриваемой
области и как можно ближе приблизиться к ней, необходимо использовать неструкту-
рированные сетки. Таким образом, для решения задач подобного типа нужен числен-
ный метод, который бы обладал высоким порядком точности и при этом справлялся
с неструктурированными сетками. Одним из таких методов является широко извест-
ный метод Галеркина с разрывными базисными функциями. Данный метод обладает
целым рядом конкурентных достоинств: характеризуется высоким порядком точности
получаемого решения, слабо зависит от вида используемой расчетной сетки, что позво-
ляет работать с неструктурированными сеточными структурами, и при этом обладает
компактным вычислительным шаблоном. Это означает, что при произвольном порядке
точности на каждом шаге вычислений данному методу требуются значения из текущей
ячейки сетки и ее соседей по ребру. При всех перечисленных достоинствах метод Га-
леркина с разрывными базисными функциями требует существенных вычислительных
затрат, что при использовании явных схем приводит к значительным временным затра-
там расчета. Одним из перспективных направлений исследований является разработка
эффективных неявных алгоритмов для разрывного метода Галеркина на неструктури-
рованных сетках. Однако данный подход, несмотря на снятие существенный ограниче-
ний с шага по времени, требует значительных ресурсов для работы со СЛАУ огромных
размерностей, поэтому встает вопрос о максимально эффективном использовании всех
возможностей вычислительной техники [2].

Данная работа посвящена разработке неявной схемы разрывного метода Галёрки-
на для решения уравнений диффузионного типа на треугольных сетках. Численный
алгоритм решения при таком подходе сводится к решению одной системы линейных
уравнений на каждом слое по времени. Для параллельного исполнения этой операции
на сегодняшний день разработано много эффективных решений для различных архи-
тектур параллельного программирования. Однако стоит отметить, что неявная схема,
при всех её достоинствах, имеет значительную сложность в реализации. Это связано
с тем, что такая схема требует существенно более сложного численного алгоритма,
эффективного подхода при работе с памятью и особого внимания к матричным струк-
турам, возникающим при выполнении расчётов.

В настоящий момент все более популярными становятся параллельные вычисления
на устройствах GPU. Несмотря на то что перенос алгоритмов на архитектуру графи-
ческих процессоров, существенно отличающуюся от архитектуры центральных процес-
соров, представляет собой достаточно сложную задачу, GPU все чаще используются в
вычислительной механике, задачах газовой динамики и в вычислительной математике
в целом [3]. Благодаря своей архитектуре, основанной на большом числе вычислитель-
ных ядер, и новому подходу к организации вычислений, применение GPU в вычислени-
ях является очень востребованным. Организация таких вычислений требует мощной,
гибкой и при этом простой по своей логике технологии, которая бы дала возможность
использовать все возможности GPU в уже существующих алгоритмах. В данной работе
для этих целей будем использовать библиотеку NVidia AMGX, написанную на языке
CUDA С.

При решении систем с большой разреженной матрицей важно учитывать такое по-
нятие как обусловленность матрицы, которое является одним из решающих признаков
при исследовании задачи на устойчивость. В библиотеке AMGX, помимо стандартных
алгоритмов решения систем линейных уравнений, реализованы ещё и необходимые пре-
добуславливающие алгоритмы, которые позволяют получать решение в таких случаях,
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где стандартные алгоритмы решения не дают. Библиотека предоставляет реализацию
семейства классических многосеточных (AMG) [4–5] методов, которые являются хоро-
шим выбором для более сложных линейных систем. Библиотека позволяет использо-
вать многосеточные методы в качестве предобуславливающих для семейства итераци-
онных методов Крылова [6–7]. К этому семейству относится метод гибких обобщенных
минимальных невязок (FGMRES). Данный метод может использоваться для решения
несимметричных и даже неопределенных линейных систем, и именно он используется
в данной работе.

К достоинствам библиотеки также можно отнести поддержку параллелизма как на
уровне нескольких графических процессоров, так и на уровне нескольких вычислитель-
ных кластеров, что обеспечивается посредством поддержки технологии MPI. Также
библиотека AMGX предоставляет гибкую систему конфигурации, и благодаря этому
появляется возможность создавать иерархию решающих алгоритмов с произвольной
глубиной, в которой внешний решающий алгоритм будет использовать внутренние в
качестве предобработчиков и предобуславливателей, которые сами могут быть обрабо-
таны другими методами. Такой подход позволяет пользователю быстро эксперименти-
ровать с различными схемами [8].

В настоящий момент библиотека находит всё более щирокое применение в современ-
ном промышленном и научном численном анализе. В частности, AMGX является со-
ставляющей коммерческого вычислительного программного обеспечения ANSYS Fluent
[9]. Показателем актуальности и эффективности библиотеки является и тот факт, что
на данный момент она используется в качестве стандарта для сравнения эффектив-
ности и скорости работы новых численных алгоритмов для решения систем линейных
уравнений, наряду с такими мощными средствами как библиотека HYPRE [9–10].

2. Неявная схема разрывного метода Галёркина для решения
уравнений диффузионного типа

Рассматривается следующая параболическая начально-краевая задача [11]:

∂u

∂t
− divQ = 0, (x, y) ∈ D, 0 < t ≤ T,

u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ ∂D, (2.1)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ D,

где D – область двумерного пространства с границей ∂D; u – определяемая величина;
Q = ∇u – поток; u0(x, y) – заранее заданная функция.

Согласно разрывному методу Галёркина для решения уравнений второго порядка,
уравнения параболического типа записываются в виде системы уравнений первого по-
рядка, и затем полученная система решается на каждом временном слое относительно
введенных вспомогательных переменных и определяемой функции [11].

Чтобы применить метод Галёркина, область решения D∪∂D покрывается треуголь-
ной сеткой Th. Каждый из треугольников Tk ∈ Th имеет ненулевую площадь и пере-
секается с другими не более чем по образующим их вершинам или рёбрам. В каждом
из треугольников определетяеся центр и середины сторон. В треугольнике Tk центр
определим как:

xkc =
xk1 + xk2 + xk2

3
, ykc =

yk1 + yk2 + yk3
3

, (2.2)
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где (xk1 , y
k
1 ), (x

k
2 , y

k
2 ), (x

k
3 , y

k
3 ) – координаты вершин соответствующего треугольника.

Для аппроксимации первого уравнения из (2.1) необходимо его привести к системе
дифференциальных уравнений в частных производных 1-го порядка [12]. Для этого
отдельно рассматриваются потоковые переменные [13]. Тогда первое уравнение в ис-
ходной системе (2.1) можно переписать в виде:

∂u

∂t
=
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

, (x, y) ∈ D, 0 < t ≤ T,

qx =
∂u

∂x
, (x, y) ∈ D, 0 < t ≤ T, (2.3)

qy =
∂u

∂y
, (x, y) ∈ D, 0 < t ≤ T.

Решение системы (2.3) находится с использованием разрывного метода Галёрки-
на. Для этого на каждом треугольнике Tk ∈ Th вводится система линейных базисных

функций {φki } ∈ P 1(T k), i = 0, 2, φk0 = 1, φk1 =
x− xkc
∆xk

, φk2 =
y − ykc
∆yk

, где (xkc , y
k
c ) – центр

соответствующего треугольника Tk; ∆x
k,∆yk – проекции ячейки на соответствующие

координатные оси.
Приближенное решение uk в разрывном методе Галеркина ищется в каждом тре-

угольнике в виде разложение по соответствующему базису [13]:

uk = uk0 + uk1
x− xkc
∆xk

+ uk2
y − ykc
∆yk

, (2.4)

где uki = uki (t);φ
k
i = φki (x, y) ∈ Tk; i = 0, 2.

Приближенные решения qkx, qky будем искать в каждой ячейке Tk в виде разложения
по соответствующему базису:

qkx = qkx0 + qkx1
x− xkc
∆xk

+ qkx2
y − ykc
∆yk

, (2.5)

qky = qky0 + qky1
x− xkc
∆xk

+ qky2
y − ykc
∆yk

, (2.6)

где qkxi = qkxi(t); q
k
yi = qkyi(t);φ

k
i = φki (x, y) ∈ Tk; i = 0, 2.

Первое уравнение из (2.3) умножается на пробную базисную функцию φki , i = 0, 2,
и далее произведение интегрируется по треугольнику Tk, k = 1, N , где N – число тре-
угольников в сетке. Точное решение u заменяется приближенным решением uk [13].
Аналогично находится решение для вспомогательных переменных qx, qy. Таким об-
разом получается следующая система для вычисления коэффициентов разложения
uk, qkx, q

k
y на каждом шаге по времени.

2∑

i=0

∂uki
∂t

∫

Tk

φki φ
k
mds =

∮

∂Tk

nxq̂x
n+1φkmdl +

∮

∂Tk

ny q̂y
n+1φkmdl−

−
∫

Tk

qk,n+1
x

∂φkm
∂x

ds−
∫

Tk

qk,n+1
y

∂φkm
∂y

ds, m = 0, 2, (2.7)
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2∑

i=0

qk,n+1
xi

∫

Tk

φki φ
k
mds =

∮

∂Tk

nxû
n+1φkmdl −

∫

Tk

qk,n+1
x

∂φkm
∂x

ds, m = 0, 2, (2.8)

2∑

i=0

qk,n+1
yi

∫

Tk

φki φ
k
mds =

∮

∂Tk

nyû
n+1φkmdl −

∫

Tk

uk,n+1 ∂φ
k
m

∂y
ds, m = 0, 2. (2.9)

Величину
∂uki
∂t

из (2.7) можно аппроксимировать с помощью частной производной

величины u по переменной t методом Эйлера:

∂uki
∂t

=
uk,n+1
i − uk,ni

τ
, (2.10)

где τ – шаг по времени.
Потоковые величины ûn+1, q̂n+1

x , q̂n+1
y на границе соответствующих элементов будут

определены далее.
Вычисления будут организованы таким образом, что из систем (2.7)–(2.9) будет

составлена одна общая система линейных алгебраических уравнений, коэффициенты
которой будут постоянны на каждом временном слое. При этом столбец правой части
СЛАУ будет рассчитываться на каждом временном слое. На каждом шаге по времени
n решается система и вычисляются значения uk,n, qk,nx , qk,ny .

Работа с разреженной матрицей организована таким образом, что на процессоре
в отдельной функции заполняется статичная матрица системы. Элементы статичной
матрицы хранятся в формате CSR. В этом формате данные передаются на вход мето-
дам библиотеки Nvidia AmgX. Аналогичным образом организована работа и с вектором
правой части, с тем лишь различием, что он будет пересчитываться и передаваться биб-
лиотеке на каждом шаге по времени.

3. Нахождение численных потоков на границах элементов

Для нахождения потоковых величин для начала условимся, что на каждом ребре
задана нормаль. Если относительно треугольника нормаль является внешней, то для
данного ребра ячейка считается внутренней, в противном случае будем считать ячейку
внешней.

3.1. Метод полусуммы

В системе (2.7) на границе между элементами необходимо вычислять потоковые
значения q̂n+1

x и q̂n+1
y .

Первый способ предполагает вычислять их как среднее арифметическое [13]:

q̂n+1
x (q−,n+1

x , q+,n+1
x ) =

q+,n+1
x + q−,n+1

x

2
,

q̂n+1
y (q−,n+1

y , q+,n+1
y ) =

q+,n+1
y + q−,n+1

y

2
,

где q−,n+1
x , q−,n+1

y вычисляются на ребре по значениям из внутренней ячейки, в то время
как величины, обозначенные через q+,n+1

x , q+,n+1
y вычисляются по значениям из внеш-

ней ячейки. Для граничных ребер значения q̂n+1
x и q̂n+1

y берутся значения из внутренней
ячейки.
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В системах (2.8 – 2.9) потоковые значения величины ûn+1 вычисляются следующим
образом: на граничных ребрах определим значения исходя из граничных условий, т. е.
ûn+1 = 0; на внутренних – полусумму значений величины в соседних ячейках сетки:

ûn+1 =
u+,n+1 + u−,n+1

2
.

3.2. Метод переменных потоков

Рассмотрим вычисление потоковых величин с помощью метода переменных потоков
[14–15].

В этом методе потоковая величина на ребре определяется значением из внешней
ячейки, а значение искомой величины – из внутренней ячейки:

û = u−,

q̂ = q+.

В случае, когда потоковая величина определяется на граничном ребре, для û зна-
чение – исходя из граничного условия, а для q̂ определяется значением во внутренней
ячейке.

4. Алгоритм работы программы

Для демонстрации логики работы программы ниже представлен псевдокод.

Data: config.json,NX,NY, Tmax, τ
Result: *.vtk
ИнициализацияСетки(NX, NY);
ИнициализцияСтруктурДанныхНаПроцессоре();
ЗаданиеНачальныхУсловий();
ИнициализацияAMGX(config.json);
РасчётСтатичнойМатрицыНаПроцессоре();
РасчётПравойЧастиНаПроцессоре();
КопированиеДанныхНаAMGX();
step← 0;
t← 0;
while t < Tmax do

step← step+ 1;
t← t+ τ ;
РешениеСистемыНаAMGX();
КопированиеРешенияНаПроцессор();
РасчётПравойЧастиНаПроцессоре();
КопированиеПравойЧастиНаAMGX();
if step mod SAV E_STEP == 0 then

ВыводVTK(*.vtk);
end

end

Листинг 4.1. Основной алгоритм программы
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Основной алгоритм работы программы включает в себя генерацию или загрузку
уже существующей сетки, инициалицю библиотеки AMGX, выделение памяти и за-
полнение необходимых структур на процессоре и графическом устройстве, заполнение
матрицы коэффициентов и правой части системы, обмен данными между процессо-
ром и графическом устройством. В свою очередь, шаг с расчётом статичной матрицы
на процессоре включает в себя расчёт матрицы жесткости и матриц, полученных при
расчёте интегралов по области и границе ячеек сеточной структуры. На каждом шаге
выполения алгоритма на графическом процессоре с помощью библиотеки AMGX ре-
шается система линейных алгебраических уравнений, соответствующая текущему слою
по времени. После этого решение копируется на центральный процессор, происходит
перерассчет правой часть системы, после чего итерация повторяется.

5. Численный эксперимент

В качестве первой тестовой задачи была выбрана следующая начально-краевая за-
дача:

∂u

∂t
− div(∇u) = 0, (x, y) ∈ D, 0 < t ≤ T,

u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ ∂D, (5.1)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ D,

где D – область двумерного пространства с границей ∂D; u – определяемая величина;
u0(x, y) = sin(πx)sin(πy); T = 0, 2; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1.

Были произведены вычисления на двух вариантах сеток: структурированной и
неструктурированной. В первом случае соблюдается условие устойчивости решения для
явной схемы, во втором это условие нарушается. В обоих случаях в качестве метода ап-
проксимации потоковых величин были выбраны метод полусуммы и метод переменных
направлений. Результаты представлены ниже в таблицах 5.1 – 5.4.

Таблица 5.1. Структурированная сетка, N = 32, t = 0.0001,
вычисление потоков методом полусуммы

Шаг по времени Явная схема, L2 Неявная схема, L2
0.01 0.0367712975 0.0251843555
0.05 0.0289862012 0.0153121561
0.10 0.0169462427 0.0074206413
0.15 0.0089552638 0.0033855313
0.20 0.0038157489 0.0014852004
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Таблица 5.2. Структурированная сетка, N = 32, t = 0.0001,
вычисление потоков методом переменных потоков

Шаг по времени Явная схема, L2 Неявная схема, L2
0.01 0.1093203225 0.0212839243
0.05 0.1870973733 0.0157270182
0.10 0.1942025693 0.0086913082
0.15 0.1593426925 0.0042473021
0.20 0.1144607499 0.0016471690

Таблица 5.3. Неструктурированная сетка, N = 38, t = 0.01,
вычисление потоков методом полусуммы

Шаг по времени Явная схема, L2 Неявная схема, L2
0.01 расходится 0.0121641983
0.05 расходится 0.0040143752
0.10 расходится 0.0043248552
0.15 расходится 0.0028194743
0.20 расходится 0.0015354149

Таблица 5.4. Неструктурированная сетка, N = 38, t = 0.01,
вычисление потоков методом переменных потоков

Шаг по времени Явная схема, L2 Неявная схема, L2
0.01 расходится 0.0108102692
0.05 расходится 0.0047485251
0.10 расходится 0.0038959187
0.15 расходится 0.0023667227
0.20 расходится 0.0012464113

В качестве второй тестовой задачи была выбрана задача с разрывным коэффици-
ентом теплопроводности:

∂u

∂t
− div(K∇u) = 0, (x, y) ∈ D, 0 < t ≤ T,

u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ ∂D, (5.2)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ D,
где D – область двумерного пространства с границей ∂D; u – определяемая величина;
u0(x, y) = sin(πx)sin(πy); T = 0, 2; 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1; K – коэффициент теплопро-
водности.

Коэффициент теплопроводности K определяется своими координатами внутри рас-
чётной области следующим образом:

K(x, y) =

{
3, если 0.25 ≤ x ≤ 0.75, 0.25 ≤ y ≤ 0.75,
1 – в противном случае.
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Поскольку эта задача не имеет точного решения, в данной работе проводится срав-
нение явной и неявной схем с конечно-разностной неявной схемой на подробной сетке.
Решение задачи рассматривалось на структурированной сетке из 32 ячеек с шагом по
времени, равным 0.0001 и 0.01. Результаты расчётов представлены в таблицах 5.5 – 5.8.

Таблица 5.5. Структурированная сетка, N = 32, t = 0.0001,
вычисление потоков методом полусуммы

Шаг по времени Явная схема, L2 Неявная схема, L2
0.01 0.1445232078 0.1459002157
0.05 0.0785507949 0.0788258979
0.10 0.0301633319 0.0308140417
0.15 0.0104866618 0.0108624378
0.20 0.0044613386 0.0046017249

Таблица 5.6. Структурированная сетка, N = 32, t = 0.0001,
вычисление потоков методом переменных потоков

Шаг по времени Явная схема, L2 Неявная схема, L2
0.01 0.1679411631 0.1374027738
0.05 0.1299189154 0.0760682724
0.10 0.0615927804 0.0301344246
0.15 0.0206975411 0.0107390802
0.20 0.0074884107 0.0045729096

Таблица 5.7. Результаты для структурированной сетки, N = 32,
t = 0.01, вычисление потоков методом полусуммы

Шаг по времени Явная схема, L2 Неявная схема, L2
0.01 расходится 0.1290872118
0.05 расходится 0.0749038288
0.10 расходится 0.0325960242
0.15 расходится 0.0126442897
0.20 расходится 0.0057173853
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Таблица 5.8. Результаты для структурированной сетки, N = 32,
t = 0.01, вычисление потоков методом переменных потоков

Шаг по времени Явная схема, L2 Неявная схема, L2
0.01 расходится 0.1189084461
0.05 расходится 0.0720197914
0.10 расходится 0.0315816221
0.15 расходится 0.0123754942
0.20 расходится 0.0046131613

6. Заключение

Был разработан численный алгоритм неявной схемы разрывного метода Галеркина
для решения двумерных уравнений диффузионного типа на треугольных сетках. Для
решения СЛАУ использовались предобуславливатели и решатели из библиотеки Nvidia
AmgX. Для верификации численного алгоритма была произведена серия расчётов на
для тестовых задач. Результаты численных экспериментов показывают, что предло-
женная схема работает, и для нее нет ограничений на шаг по времени, актуальных для
явной схемы. Однако стоит отметить, что на данный момент остаются вопросы, ко-
торые требуют дальнейшего исследования. В частности, подробного изучения требует
вопрос о более эффективной работе с памятью средствами библиотеки Nvidia AmgX, о
наиболее эффективном способе передачи данных в методы библиотеки и ряд других.
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Development of a parallel algorithm based on an implicit

scheme for the discontinuous Galerkin method for

solving diffusion type equations

c© R. V. Zhalnin1, N. A. Kuzmin2, V. F. Masyagin3

Abstract. The paper presents a numerical parallel algorithm based on an implicit scheme for the
Galerkin method with discontinuous basis functions for solving diffusion-type equations on triangular
grids. To apply the Galerkin method with discontinuous basis functions, the initial equation of
parabolic type is transformed to a system of partial differential equations of the first order. To do this,
auxiliary variables are introduced, which are the components of the gradient of the desired function.
To store sparse matrices and vectors, the CSR format is used in this study. The resulting system is
solved numerically using a parallel algorithm based on the Nvidia AmgX library. A numerical study is
carried out on the example of solving two-dimensional test parabolic initial-boundary value problems.
The presented numerical results show the effectiveness of the proposed algorithm for solving parabolic
problems.
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должны логично вытекать одно из другого;

– необходимо использовать активный, а не пассивный залог, т. е. «The study tested»,
но не «It was tested in this study».

В тексте реферата на английском языке следует применять терминологию, харак-
терную для иностранных специальных текстов. Следует избегать употребления тер-
минов, являющихся прямой калькой русскоязычных терминов. Необходимо соблюдать
единство терминологии в пределах реферата.

Перечислим обязательные качества аннотаций на английском языке к русскоязыч-
ным статьям. Аннотации должны быть:

- информативными (не содержать общих слов);
- оригинальными (не быть калькой русскоязычной аннотации);
- содержательными (отражать основное содержание статьи и результаты исследо-

ваний);
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- структурированными (следовать логике описания результатов в статье);
- "англоязычными"(написаны качественным английским языком).
Объем аннотаций на русском и английском языках должны быть в среднем от

100 до 250 слов.
Ключевые слова должны отражать основное содержание статьи, по возможности

не повторять термины заглавия и аннотации, использовать термины из текста статьи,
а также термины, определяющие предметную область и включающие другие важные
понятия, которые позволят облегчить и расширить возможности нахождения статьи
средствами информационно-поисковой системы. Раздел Ключевые слова должен со-
держать от 5 до 15 слов.

Текст статьи. При изложении текста статьи необходимо придерживаться следую-
щей структуры:

— введение – краткое изложение состояния рассматриваемого вопроса и постановки
задачи, решаемой в статье;

— материалы и методы решения задачи и принятые допущения;
— результаты – основное содержание статьи;
— обсуждение и анализ полученных результатов и сопоставление их с ранее извест-

ными;
— заключение — выводы и рекомендации.
Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются

ссылки в тексте работы. Источники располагаются в порядке их упоминания в статье
и их количество не должно превышать 20.

Список литературы на русском языке оформляется в соответствии с требо-
ваниями ГОСТ P 7.0.5.-2008 Библиографическая ссылка, который можно скачать из
раздела Полезные материалы меню Для автора на сайте журнала.

Список литературы на русском языке так же необходимо оформить в формате
AMSBIB (см. ниже) и привести в закомментиронном виде после списка, оформленного
по стандарту ГОСТ.

Список литературы на английском языке оформляется согласно стилю цити-
рования, принятому для использования в области математики Американским мате-
матическим обществом (American Mathematical Society) и Европейским математи-
ческим обществом (European Mathematical Society). Для этого используется формат
AMSBIB, реализованный в стилевом пакете svmobib.sty. Этот пакет разработан на ос-
нове пакета amsbib.sty.

Описание схем библиографических ссылок для раздела References.
Если статья или книга на русском языке и нет параллельного заглавия на англий-

ском языке, то необходимо привести в квадратных скобках перевод заглавия на англий-
ский язык.

Статьи в журнале на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– Параллельное заглавие статьи на английском языке (без квадратных скобок) или

[перевод заглавия статьи на английском языке (в квадратных скобках)];
– Название русскоязычного источника (транслитерация);
– [Перевод названия источника на английский язык – парафраз (для журналов

можно не делать)];
– Выходные данные с обозначениями на английском языке, либо только цифровые

(последнее, в зависимости от применяемого стандарта описания);
– Указание на язык статьи (in Russ.) после описания статьи.
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Книги (монографии и сборники) на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– [Перевод названия книги на английском языке в квадратных скобках];
– Выходные данные: место издания на английском языке (например, Moscow, St.

Petersburg); издательство на английском языке, если это организация ((например,
Moscow St. Univ. Publ.) и транслитерация с указанием на английском, что это изда-
тельство, если издательство имеет собственное название (например, Nauka Publ.);

– Количество страниц в издании;
– Указание на язык (in Russ.) после описания книги.
Для транслитерации русского алфавита латиницей можно воспользоваться сай-

том https://translit.ru/ru/bgn/. Здесь необходимо использовать систему BGN (Board of
Geographic Names).

Примеры оформления библиографических ссылок для разде-
ла References .

Статьи в журналах на русском языке.
а) отсутсвует параллельное название на английском языке:
P. A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

б) параллельное название на английском языке имеется:
P. A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear

differential equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”,
Zhurnal SVMO, 18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Статьи в журналах на английском языке.
M. J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential

equations”, Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Статьи в электронном журнале на русском языке.
M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev, “An algorithm for solving the problem of

minimizing a quadratic functional with nonlinear constraints by the method of
orthogonal cyclic reduction”, Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at:
http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-
funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

Статьи в сборниках на русском языке.
A. V. Ankilov, P. A. Velmisov, A. V. Korneev, “[Investigation of pipeline dynamics for

delay of external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics
and Mechanics], 10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Книги (монографии и сборники) на русском языке.
B. F. Bylov, R. E. Vinograd, D. M. Grobman, V. V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley

Lyapunova i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents
and its applications to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Статьи в материалах конференций на русском языке.
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by

two small linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i
dinamicheskim sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical
Systems], Tezisy dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Подробные технические инструкции по оформлению рукописей содержатся в мате-
риале Правила верстки рукописей в системе LaTex.
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The rules of article design

The editorial staff accepts manuscripts in Russian and English that are not published
and not intended for publication in another edition.

The author(s) should send to the editor source text of the article (LaTeX format), files
with figures (EPS format) and the compiled version of the article (PDF format).

If the article is in English, then it should contain the following sections only in English:
– MSC2020 codes;
– article title;
– information about every author;
– abstract;
– keywords;
– text of the article;
– references.
MSC2020 codes The Subject Classification Index (MSC 2020) by AMS is used for

thematic link separation in two abstract databases – the Mathematical Reviews (MR) of the
American Mathematical Society (AMS) and Zentralblatt MATH (zbMATH) of the European
Mathematical Union. The directories of MSC 2020 codes can be downloaded from the Useful
Materials section of the For Authors section of the journal website.

Information about the author(s). The section contains the following information for
each author:

a) Name O. Surname;
b) Position, Department (indicated if available);
c) the affiliation of the author: the name of the organization at the place of the main work

or organization where the research was conducted, the postal address of the organization.
The mailing address is indicated in the form: house street, city postcode, country.

d) academic degree (indicated if available);
e) ORCID. To obtain an ORCID, you must register at https://orcid.org/.
e) email of the author.
Abstract should be clearly structured, the material presentation should follow the logic

of the result description in the article. The text should be concise and clear, free from
background information, and have convincing wording.

It is recommended to include in the abstract the following aspects of the article’s content:
the subject, purpose of the work, method or methodology of the work, the results of the
work and the scope of their application, conclusions.

The subject and purpose of the work are indicated if they are not clear from the title of
the article; the method or methodology of the work should be described if they show some
novelty or they are of interest from the point of view of this work.

Results of work are described extremely precisely and informatively. Main theoretical
and experimental results, factual data, detected relationships and patterns are presented.
In the description preference is given to new results and data of long-term value, important
discoveries, conclusions that refute existing theories, as well as data that, in the author’s
opinion, are of practical importance.

Conclusions may be accompanied by recommendations, estimates, suggestions,
hypotheses described in the article.

The information contained in the article’s title should not be repeated in the text of the
author’s summary.

It is better to avoid unnecessary introductory phrases (for example, «the author of the
article considers ... »). Author(s) should not include in the abstract historical references (if
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they do not constitute the main content of the document) as well as description of previously
published works and well-known provisions.

The text of the author’s abstract should use syntactic constructions typical for the
language of scientific and technical documents. Also it is better to avoid complicated
grammatical constructions.

Significant words from the article’s text should be used in the text of the abstract.
Abbreviations and conventions, excluding commonly used (in English special texts also),

are used in exceptional cases or their definitions must be given when first used.
Units of physical quantities should be given in the international SI system. It is allowed

to give the value of the physical quantity in original system of units in parentheses next to
its value in the SI system.

The abstract should not contain references to the publication numbers in the article’s
bibliography.

When writing annotations author(s) should remember the following points:
– it is necessary to follow the article’s chronology and to use its headings as a guide;
– do not include non-essential details;
– use the technical (special) terminology of your scientific area, clearly expressing your

opinion and bearing in mind that you write for an international audience;
– the text should be connected by the use of words «consequently», «moreover», «for

example», «as a result», etc., or separate statements should logically follow from one another;
– it is better to use active voice rather than passive, i.e. «The study tested», but not «It

is tested in this study».
In the text of English abstract author(s) should use the terminology typical to foreign

special texts. They should avoid usage of terms that are direct tracing of Russian-language
terms. It is necessary to preserve the unity of terminology within the abstract.

English abstracts to Russian-language articles should be written in high-quality English.
The average volume of abstracts in Russian and in English should be from 100 to 250

words.
Keywords should reflect the main content of the article. If it is possible they should not

repeat the terms of the title and abstracts. It is better for keywords to use the terms from
the article’s text, as well as terms defining the subject area and including other important
concepts that will expand the possibilities of finding an article by means of information
retrieval system. Section Keywords must contain from 5 to 15 words.

Text of the article. When presenting the text of the article, it is necessary to adhere
to the following structure:

— introduction - a brief overview of the state of the issue under consideration and the
formulation of the problem solved in the article;

–– materials and methods for solving the problem and accepted assumptions;
— results – the main content of the article;
— discussion and analysis of the results obtained and their comparison with previously

known ones;
–– conclusion –– conclusions and recommendations.
References formatted according to the citation style adopted for use in

mathematics American Mathematical Society (American Mathematical Society) and
European Mathematical Society (European Mathematical Society). To do this, use the
AMSBIB format, implemented in the svmobib.sty style package. This package is developed
based on the amsbib.sty package.

References should contain only those sources that are referenced in the text of the
work. Sources are arranged in the order of their mention in the article and their number
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should not exceed 20.
Description of the bibliographic reference schemes for the References section.
Articles in the journal in Russian:
– Author(s) (transliteration);
- Parallel title of the article in English (without square brackets) or [translation of the

title of the article in English (in square brackets)];
– The name of the Russian-language source (transliteration);
– [Translation of the source name into English – paraphrase (for journal one may not do

it)];
– Output data with notation in English, or only digital (the latter, depending on the

description standard used);
– An indication of the article language (in Russ.) after the article’s description.
Books (monographs and collections) in Russian:
– Author(s) (transliteration);
– title of the book (transliteration);
– [Translation of the book’s name in square brackets];
– Imprint: place of publication in English – Moscow, St. Petersburg; English name of

publishing house if it is an organization (Moscow St. Univ. Publ.) and transliteration, if the
publisher has its own name, indicating in English that it is a publisher: Nauka Publ.;

– The number of pages in the book;
– Reference to the language (in Russ.) after the description of the book.
For transliteration of the Russian alphabet in Latin it is necessary to use the BGN (Board

of Geographic Names) system. On the website https://translit.ru/ru/bgn/ you can use the
program of transliteration of the Russian alphabet into the Latin alphabet for free.

Examples of bibliographic references for the section References .

Journal articles in Russian.
a) there is no parallel name in English:
P. A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

b) a parallel name in English is available:
P. A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear

differential equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”,
Zhurnal Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva, 18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Journal articles in English:
M. J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential

equations”, Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Articles in the electronic journals in Russian:
M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev, “[An algorithm for solving the problem of

minimizing a quadratic functional with nonlinear constraints by the method of
orthogonal cyclic reduction]”, Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at:
http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-
funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

Articles in collections in Russian:
A. V. Ankilov, P. A. Velmisov, A. V. Korneev, “Investigation of pipeline dynamics for

delay of external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics
and Mechanics], 10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).
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Books (monographs and collections) in Russian:
B. F. Bylov, R. E. Vinograd, D. M. Grobman, V. V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley

Lyapunova i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents
and its applications to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Conference proceedings in Russian:
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by

two small linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i
dinamicheskim sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical
Systems], Tezisy dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Detailed technical instructions on the design of manuscripts are contained in the Rules
for the layout of manuscripts in the LaTex system.
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Правила верстки рукописей в системе LaTex

Обращаем Ваше внимание на то, что указанные ниже правила должны выпол-
няться абсолютно точно. В случае, если правила оформления рукописи не будут вы-
полнены, Ваша статья будет возвращена на доработку.

Компиляцию статьи необходимо производить с помощью пакета MiKTeX, дистри-
бутив которого можно получить на официальном сайте – http://www.miktex.org.

Для верстки рукописи используются три файла: файл-преамбула, файл-шаблон и
стилевой пакет svmobib.sty. Их можно получить на сайте журнала в разделе Прави-
ла оформления рукописей. Адрес доступа: http://www.journal.svmo.ru/page/rules.
Текст рукописи должен быть помещен в файл-шаблон с именем <ФамилияИО>.tex. Он
включается командой \input в файл-преамбулу. Например, \input{shamanaev.tex}

Содержание файла-преамбулы изменять нельзя. Определение новых команд ав-
тором статьи не допускается для предупреждения конфликтов имен с командами,
которые могли бы быть определены в статьях других авторов.

Оформление заголовков статьи. Если статья на русском языке, то для оформ-
ления заголовков статьи на русском и английском языке следует использовать команды
\headerRus и \headerEn, соответственно.

Команда \headerRus имеет следующие аргументы: {УДК} {Название статьи} {Ав-
тор(ы)} {Автор1\footnote {Фамилия Имя Отчество, Должность, место работы, адрес
организации, ученая степень, ORCID, e-mail.}, Автор2\footnote {Фамилия Имя Отче-
ство, Должность, место работы, адрес организации, ученая степень, ORCID, e-mail.}
} {Аннотация} {Ключевые слова} {Название статьи на английском языке} {Автор(ы)
на английском языке}

Команда \headerEn имеет следующие аргументы: {MSC 2010} {Название статьи}
{Автор(ы)} {Автор1\footnote {Фамилия Имя Отчество, Должность, место работы, ад-
рес организации, ученая степень, ORCID, e-mail.}, Автор2\footnote {Фамилия Имя От-
чество, Должность, место работы, адрес организации, ученая степень, ORCID, e-mail.}
} {Аннотация} {Ключевые слова}

Если же статья на английском языке, то заголовок статьи оформляется только
на английском языке. Для этого используется команда \headerFirstEn с такими
же параметрами, как для команды \headerEn.

Оформление текста статьи. Статья может содержать подзаголовки любой вло-
женности. Подзаголовки самого верхнего уровня вводятся при помощи команды \sect
с одним параметром: \sect{Заголовок}

Подзаголовки более низких уровней вводятся как обычно командами \subsection,
\subsubsection и \paragraph.

Следует иметь в виду, что вне зависимости от уровня вложенности подзаголовков в
Вашей статье, нумерация объектов (формул, теорем, лемм и т.д.) всегда будет двойной
и будет подчинена подзаголовкам самого верхнего уровня.

Для оформления занумерованных формул следует использовать окружение
equation. Нумеровать нужно только те формулы, на которые есть ссылки в тексте
статьи. Для остальных формул следует использовать окружение equation*.

Для нумерования формул и создания последующих ссылок на эти фор-
мулы необходимо использовать соответственно команды \label{метка} и
\eqref{метка}, где в качестве метки нужно использовать строку следующего
вида: ’Фамилия АвтораНомер Формулы’. Например, формулу (14) в статье Иванова
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нужно пометить \label{ivanov14}, теорему 5 из этой статьи — \label{ivanovt5} и
т. п. (Для ссылок на теоремы, леммы и другие объекты, отличные от формул, нужно
использовать команду \ref{метка}).

Для оформления многострочных формул рекомендуется использовать окружение
equation с вложенным окружением array:

\begin{equation}
\begin{array}{c}\label{shamanaev1}
x + y = 2,\\
x * y = 1.\\
\end{array}
\end{equation}
Для оформления теорем, лемм, предложений, следствий, определений, замечаний

и примеров следует использовать соответственно окружения Th, Lemm, Prop, Cor,
Defin, NB и Example. Если в Вашей статье приводятся доказательства утверждений,
их следует окружить командами \proof и \proofend (для получения строк ’Доказа-
тельство.’ и ’Доказательство закончено.’ соответственно).

Для оформления таблиц следует использовать окружение table с вложенным окру-
жением tabular:

\begin{table}[h!]
\caption{Название таблицы}
\label{shamanaevtable1}
\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
Название первого столбца & Название второго столбца \\
\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Оформление рисунков. Для вставки в текст статьи рисунков необходимо поль-
зоваться следующими командами:

а) вставка занумерованного рисунка с подписью

\insertpicturewcap {метка} {имя_файла.eps} {подпись_под_рисунком}

б) вставка занумерованного рисунка с подписью и с указанием степени сжатости

\insertpicturecapscale{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжатия}{подпись}

в) вставка двух рисунков с двумя подписями под рисунками и общей подписью

\inserttwopictures {метка} {имя_файла.eps} {подпись_под_рис} {имя фай-
ла.eps} {подпись_под_рис} {общая_подпись_под_рисунком}
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г) вставка двух рисунков с двумя подписями под рисунками, с указанием степени
сжатия каждого рисунка и общей подписью.

\inserttwopictureswithcompression {метка} {имя_файла.eps} {подпись_под
рис} {степень сжатия} {имя_файла.eps} {подпись_под_рис} {степень
сжатия} {общая подпись}

д) вставка двух рисунков только с общей подписью под рисунками.

\inserttwopictureswithonecaptiononly {метка} {имя_файла.eps} {имя_фай-
ла.eps} {общая_подпись}

е) вставка двух рисунков только с общей подписью под рисунками и с указанием
степени сжатия каждого рисунка.

\inserttwopictureswithonecaptiononlywithcompression {метка} {имя_фай-
ла.eps} {степень_сжатия} {имя_файла.eps}{степень_сжатия}{общая_под-
пись_под_рисунком}

ж) вставка трех рисунков только с общей подписью под рисунками.

\insertthreepictures{метка}{имя_файла.eps} {имя_файла.eps} {имя_фай-
ла.eps} {общая_подпись_под_рисунком}

з) вставка трех рисунков только с общей подписью под рисунками и с указанием
степени сжатия каждого рисунка.

\insertthreepictureswithcompression{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжа-
тия} {имя_файла.eps} {степень_сжатия} {имя_файла.eps} {степень_сжа-
тия} {общая_подпись_под_рисунком}

Все вставляемые картинки должны находиться в файлах в формате EPS
(Encapsulated PostScript).

Оформление списков литературы. Для оформления списков литературы на
русском и английском языках следует использовать окружения thebibliography и
thebibliographyEn, соответственно.

Каждая русскоязычная библиографическая ссылка оформляется командой
\RBibitem{метка для ссылки на источник},
а англоязычная библиографическая ссылка – командой
\Bibitem{метка для ссылки на источник}.
Далее для описания библиографической ссылки следует использовать команды, ре-

ализующие формат AMSBIB и относящиеся к стилевому пакету svmobib.sty. Основой
этого пакета является стилевой файл amsbib.sty. Более подробно эти команды описаны
в инструкции amsbib.pdf.

Для ссылок на источники из списка литературы необходимо использовать следую-
щие команды: \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (параметры
см. в файле-преамбуле). В качестве имени меток для русскоязычных бибилиографиче-
ских ссылок нужно использовать ’ФамилияRBibНомерСсылки’, а для англоязычных
бибилиографических ссылок – ’ФамилияBibНомерСсылки’.

Метки всех объектов статьи должны быть уникальными.
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Примеры оформления библиографических ссылок с помощью
команд из стилевого пакета svmobib.sty

Статьи в журналах на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib1}
\by П. А. Шаманаев
\paper О локальной приводимости систем дифференциальных уравнений с возмуще-
нием в виде однородных векторных полиномов
\jour Труды Средневолжского математического общества
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P. A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in
the form of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Статьи в журналах на английском языке (в разделах thebibliography и
thebibliographyEn оформляются одинаково):

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512

Статьи в электронном журнале на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib3}
\by М. С. Челышов, П. А. Шаманаев,
\paper Алгоритм решения задачи минимизации квадратичного функционала с
нелинейными ограничениями с использованием метода ортогональной циклической
редукции
\jour Огарёв-online
\vol 20
\yr 2016
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\elink Доступно по адресу: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-
minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with
nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-
ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

Статьи в сборниках на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib4}
\by А. В. Анкилов, П. А. Вельмисов, А. В. Корнеев
\paper Исследование динамики трубопровода при запаздывании внешних воздействий
\inbook Прикладная математика и механика
\publaddr Ульяновск
\publ УлГТУ
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A. V. Ankilov, P. A. Velmisov, A. V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Книги (монографии и сборники) на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib5}
\by Ю. Н. Бибиков
\book Курс обыкновенных дифференциальных уравнений
\publaddr М.
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\publ Высш. шк.
\yr 1991
\totalpages 303

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu. N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Статьи в материалах конференций на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib6}
\by В. Г. Малинов
\paper Непрерывный метод минимизации второго порядка с оператором проекции в
переменной метрике
\inbook VIII Московская международная конференция по исследованию операций
(ORM2016): Труды
\bookvol II
\procinfo Москва. 17–22 октября 2016 г.
\yr 2016
\pages 48–50
\publ ФИЦ ИУ РАН
\publaddr М.

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V. G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection
operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016):
Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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The rules for article layout in the LaTex system

Please note that the rules below must be strictly followed. In case the rules are not fulfilled,
your manuscript will be returned for revision.

The article should be compiled using the MiKTeX package. The distribution kit of this
package can be downloaded from the official website – http://www.miktex.org.

Three files are used for manuscript layout: the preamble file, the template file and style
package svmobib.sty. They can be downloaded from the website of the journal in the section
Rules for Manuscripts: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. The article text should
be placed in a template file named <LastName>.tex. It is enabled with the command \input
in the preamble file. For example, \input{shamanaev.tex}

The contents of the preamble file can not be changed. The definition of new commands
by the author of the article is not allowed to prevent name conflicts with commands that
could be defined in articles of other authors.

Design of article titles. If the article is in Russian, then the following commands
should be used to format the article headings in Russian and English \headerRus and
\headerEn, respectively.

The command \headerRus has the following arguments: {UDC} {Article title} {The
authors)} {Author1 \footnote {Last Name, First Name, Patronimic, Position, Place of
work, organization address, academic degree, ORCID, e-mail. }, Author2 \footnote {Last
Name, First Name, Patronimic, Position, Place of work work, organization address,
academic degree, ORCID, e-mail} } {Abstract} {Keywords} {Title of the article in English}
{Author(s) in English}

The command \headerEn has the following arguments: {MSC 2010 } {Article title}
{The authors)} {Author1\footnote{Last Name, First Name, Patronimic, Position, Place
of work, organization address, academic degree, ORCID, e-mail}, Author2\footnote{Last
Name, First Name, Patronimic, Position, Place of work, organization address, academic
degree, ORCID, e-mail} } {Abstract} {Keywords}

If the article is in English, then the title of the article is in English only. To do this, use
the command \headerFirstEn with the same parameters as for the command \headerEn.

Design of the article text. The article may contain subheadings of any
nesting. Top-level subheadings are entered using the command \sect with one
parameter:\sect{Header}

Subheadings of lower levels are entered as usual by commands \subsection,
\subsubsection and \paragraph.

It should be borne in mind that regardless of the nesting level of subheadings in your
article, the numbering of objects (formulas, theorems, lemmas, etc.) will always be double
and will be subject to the subheadings of the highest level.

To design numbered formulas, use the environment equation. Numbering is needed only
for those formulas that are referenced in the text of the article. For other formulas, use the
equation* environment.

For numbering formulas and creating subsequent references to these formulas authors
must use the commands \label{label} and \eqref{label}, where the following string
must be used as a label: ’Author’sLastNameFormulaNumber’. For example, formula (14)
in Ivanov’s article should be marked \label{ivanov14}, Theorem 5 of this articles —
\label{ivanovt5}, etc. (For references to theorems, lemmas and other objects other than
formulas, one need to use the command \ref{label}).
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For multi-line formulas, it is recommended to use the equation environment with the
nested array environment:

\begin{equation}
\begin{array}{c}\label{shamanaev1}
x + y = 2,\\
x * y = 1.\\
\end{array}
\end{equation}
For the design of theorems, lemmas, sentences, corollaries, definitions, comments and

examples the authors should use corresponding environments Th, Lemm, Prop, Cor,
Defin, NB and Example. If the article provides evidences of the statements, they should
be surrounded by commands \ proof and \proofend (to get strings ’Evidence.’ and ’The
proof is complete.’ respectively).

To format tables, use the table environment with the nested tabular environment:
\begin{table}[h!]
\caption{Table name} \label{shamanaevtable1}
\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
First column name & Second column name \\
\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Design of pictures. To insert pictures into the text of an article, one must use following
commands:

a) insert a numbered picture with the signature

\ insertpicturewcap {label} {file_name.eps} {caption_of_the_figure}

b) insert a numbered picture with a caption and indicating compression ratio

\insertpicturecapscale {label} {file_name.eps} {degree_of_compression}
{caption}

c) insert two pictures with two captions under the pictures and common caption

\inserttwopictures {label} {file_name.eps} {caption_of_the_figure} {file
name.eps} {caption_of_the_figure} {common_caption}

d) insert two pictures with two captions under the pictures, the compression ratio of each
picture and common caption

\inserttwopictureswithcompression {label} {file_name.eps} {caption_of_the
figure} {degree_of_compression} {file name.eps} {caption_of_the_figure}
{degree_of_compression} {common_caption}
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e) insert two pictures with common caption only

\inserttwopictureswithonecaptiononly {label} {file_name.eps} {file name.eps}
{common_caption}

f) insert two pictures with common caption and the compression ratio of each picture

\inserttwopictureswithonecaptiononlywithcompression {label} {file_name.eps}
{degree_of_compression} {file name.eps} {degree_of_compression}
{common_caption}

g) insert of three pictures with common caption only

\insertthreepictures {label} {file_name.eps} {file_name.eps} {file name.eps}
{common_caption}

h) insert of three pictures with common caption and the compression ratio of each picture

\insertthreepictureswithcompression {label} {file_name.eps} {degree_of
compression} {file name.eps} {degree_of_compression} {file name.eps}
{degree_of_compression} {common_caption}

All inserted images must be in EPS format (Encapsulated PostScript).
Design of references. For design of references in Russian and in English authors should

use the environment thebibliography and thebibliographyEn, respectively.
Each Russian bibliographic reference is made by a command
\RBibitem{label for a link to the source },
and every English reference – by a command
\Bibitem{label for a link to the source }.
Further, to describe the bibliographic reference, authors must use the commands that

implement the AMSBIB format and refer to the svmobib.sty style package. The basis of this
package is the amsbib.sty style file. These commands are described in more detail in the
amsbib.pdf instruction.

To make the reference to element of the reference list in the article text authors must use
the commands \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (parameters,
see the preamble file). For the name of tags for Russian-language bibliographic references, use
the ’LastNameRBibNumberOfReference’, and for English-language bibliographic references
- ’LastNameBibNumberOfReferences’.

Labels of all article’s objects must be unique.

Examples of bibliographic references’ using commands from the
svmobib.sty package

Journal articles in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P. A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in
the form of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
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\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Journal articles in English:

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512

Articles in the electronic journals in Russian

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with
nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-
ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

Articles in collections in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A. V. Ankilov, P. A. Velmisov, A. V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Books (monographs and collections) in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu. N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991

The rules for article layout in the LaTex system



Zhurnal SVMO. 2020. Vol. 22, No. 1. 125

\totalpages 303
\lang In Russ.

Conference proceedings in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V. G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection
operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016):
Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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