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Тензорные поля, ассоциированные с интегрируемыми
системами кирального типа
c⃝ А.В. Баландин1

Аннотация. В статье получены необходимые условия для того, чтобы система кирального
типа допускала представление Лакса со значениями в простой компактной алгебре Ли. Эти
условия заключаются в существовании ковариантно постоянного тензорного поля с некоторым
дополнительным условием. Для этого в работе предлагается построение инвариантным обра-
зом с помощью представления Лакса некоторого класса тензорных полей. Выбирая произволь-
ную Ad-инвариантную форму на алгебре Ли и подставляя в нее линейные дифференциальные
формы со значениями в алгебре Ли, построенные с помощью представления Лакса, получим
тензорное поле. В работе доказано, что такие тензорные поля являются полями Киллинга или
ковариантно постоянными полями. Найденные необходимые условия существования представ-
ления Лакса получены с помощью частного случая таких тензорных полей, построенных для
метрики Киллинга на алгебре Ли.
Ключевые слова: системы кирального типа, интегрируемые системы, представление Лакса,
ковариантно постоянные поля

1. Введение

Системой кирального типа называется система n дифференциальных уравнений с
частными производными следующего вида:

∆α ≡ Uα
xy +Gα

βγU
β
xU

γ
y +Qα = 0, (1.1)

где индексы x, y – частные производные по независимым переменным; Uα – неизвестные
функции; греческие индексы принимают значения 1, n. Функции Gα

βγ и Qα предполага-
ются гладкими необходимого порядка. Далее также предполагается суммирование по
повторяющимся индексам.

Нетрудно видеть, что такие системы сохраняют вид при невырожденных преобра-
зованиях зависимых переменных Uα, при этом коэффициенты Gα

βγ преобразуются как
коэффициенты связности, а Qα как коэффициенты векторного поля. Именно поэтому с
геометрической точки зрения задание такой системы эквивалентно заданию аффинной
связности и векторного поля на некотором n–мерном многообразии Mn с локальными
координатами U1, U2, ..., Un. Далее в работе ковариантное дифференцирование подра-
зумевается относительно этой связности.

В работе интегрируемые системы понимаются как системы, допускающие представ-
ление Лакса, которое для систем (1.1) определим следующим образом.

1Баландин Александр Владимирович, доцент кафедры алгебры, геометрии и дискретной ма-
тематики, ФГАОУ ВО «Национальный исследовательский Нижегородский государственный универ-
ситет имени Н. И. Лобачевского» (603950, Россия, г. Нижний Новгород, пр. Гагарина, д. 23), кандидат
физико-математических наук, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6115-7341, balandin31@rambler.ru
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О п р е д е л е н и е 1.1 Будем говорить, что система кирального типа до-
пускает представление Лакса со значениями в полупростой вещественной матрич-
ной алгебре Ли g, если существуют g- значные функции Aα, Bα,M,N, зависящие от
неизвестных U1, U2, ..., Un и удовлетворяющие следующим условиям:

DyÃ−DxB̃ + [Ã, B̃] = Sα∆
α, (1.2)

где
Ã = AαU

α
x + λM, B̃ = BαU

α
y +

1

λ
N, (1.3)

Sα = Aα −Bα

и S1, S2, ..., Sn – линейно независимы; λ – некоторый параметр; [, ] – матричный ком-
мутатор, т. е. [A,B] = AB −BA.

Приводя подобные при разных степенях λ, получим, что для функций M,N,Aα, Bα

выполнены следующие соотношения:

M,α = [Bα,M ], (1.4)

N,α = [Aα, N ]. (1.5)

QαSα = [M,N ], (1.6)

Aα,β −Bβ,α + [Aα, Bβ ]− SγG
γ
αβ = 0. (1.7)

Здесь и далее запятые обозначают частные производные, т. е. P,α =
∂P

∂Uα
.

О п р е д е л е н и е 1.2 [1]. Набор функций Sα в уравнениях (1.2) называется
характеристическим элементом представления Лакса.

Далее будет удобно записать соотношение (1.7) в эквивалентном виде

∇βSα = Sα,β − SγG
γ
αβ = [Bβ , Sα] +Dαβ , (1.8)

где
Dαβ = [Bβ , Bα] + 2B[β,α]. (1.9)

2. Тензорные поля, ассоциированные с представлением Лакса

В работах [2–3] предложена конструкция, позволяющая поставить в соответствие
каждому представлению Лакса системы (1.1) бесконечные наборы тензорных полей
Киллинга и ковариантно постоянных полей на многообразии Mn.

Оказывается, что указанная конструкция допускает следующее уточнение.
Напомним, что p-линейная форма на алгебре Ли f : g× g× ...g︸ ︷︷ ︸

p

7→ C называется

ad-инвариантной на g, если для всех x1, x2, ..., xp, y ∈ g справедливо равенство:

f([y, x1], x2, ..., xp) + f(x1, [y, x2], x3, ..., xp) + ...+ f(x1, x2, ..., [y, xp]) = 0.

В частности, для p = 2 такой формой является метрика Киллига на алгебре Ли g.
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Т е о р е м а 2.1 Пусть система (1.1) допускает представление Лакса. Опре-
делим по индукции на многообразии Mn линейные дифференциальные формы
ω0, ωk, k ∈ N со значениями в алгебре g, полагая:

ω0 = SαdU
α, ωk = −(adM )k(Sα)dU

α, (2.1)

где adM (X) = [M,X].
Сопоставим каждой ad-инвариантной p-форме f на алгебре Ли g ковариантное

тензорное поле Tα1α2...αm(k1, k2, ..., km) на Mn, полагая

Tα1α2...αm
(k1, k2, ..., km)dUα1 ⊗dUα2 ⊗ ...⊗dUαm = f(ωk1 , ωk2 , ..., ωkm ,M,M, ...M︸ ︷︷ ︸

p−m

). (2.2)

Тогда m раз ковариантное тензорное поле Tα1α2...αm(k1, k2, ..., km) является полем
Киллинга, т. е.

∇(βTα1α2...αm)(k1, k2, ..., km) = 0.

В частности, если ki ̸= 0 при всех i, то поле Tα1α2...αm(k1, k2, ..., km) является кова-
риантно постоянным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя уравнения (1.4) по Uβ и составляя условия
совместности, получим равенства:

[2B[α,γ],M ] = −[[Bα, Bγ ],M ]. (2.3)

Теперь, c учетом (1.9), соотношения (2.3) принимают вид:

[Dαβ ,M ] = 0. (2.4)

Далее, принимая во внимание равенства (1.8), находим

∇β [Sα,M ] = [∇βSα,M ] + [Sα,M,β ] = [[Bβ , Sα],M ] + [Sα, [Bβ ,M ]] = [Bβ , [Sα,M ]]. (2.5)

Преобразуем эти равенства с учетом форм (2.1) к виду

∇βω
1 = [Bβ , ω

1]. (2.6)

Аналогичным образом получим

∇βω
k = [Bβ , ω

k]. (2.7)

Вычисляя ковариантную производную

∇βf(ω
k1 , ωk2 , ..., ωkm ,M,M, ...M︸ ︷︷ ︸

p−m

) = f(∇βω
k1 , ωk2 , ..., ωkm ,M,M, ...M︸ ︷︷ ︸

p−m

)+

+f(ωk1 ,∇βω
k2 , ..., ωkm ,M,M, ...M︸ ︷︷ ︸

p−m

) + ...+ f(ωk1 , ωk2 , ...,∇βω
km ,M,M, ...M︸ ︷︷ ︸

p−m

)+ (2.8)

+(p−m)f(ωk1 , ωk2 , ...,∇βω
km , [Bβ ,M ],M,M, ...M︸ ︷︷ ︸

p−m−1

)

и учитывая ad-инвариантность формы f, приходим к соотношению

∇βf(ω
k1 , ωk2 , ..., ωkm ,M,M, ...M︸ ︷︷ ︸

p−m

) = (2.9)
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=
∑
ki=0

f(ωk1 , ωk2 , ..., Dαki
βdU

αki , ..., ωkm ,M,M, ...M︸ ︷︷ ︸
p−m

),

где в сумме участвуют только те слагаемые, для которых ki = 0.
Дальнейшее симметрирование поля ∇βTα1α2...αm(k1, k2, ..., km) по всем индексам с

учетом кососимметричности тензораDαβ завершает доказательство для общего случая.
В частном случае, когда все ki ̸= 0, равенство (2.9) принимает вид:

∇βf(ω
k1 , ωk2 , ..., ωkm ,M,M, ...M︸ ︷︷ ︸

p−m

) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З а м е ч а н и е 2.1 Нетрудно видеть, что если в теореме 2.1 везде заменить
M на N , то результат также будет справедлив.

З а м е ч а н и е 2.2 Формы ωk, k ∈ N принадлежат некоторому конечномер-
ному подпространству над R, т.к. они являются решениями системы (2.8).

П р и м е р 2.1 Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

U1
xy − exp (U1 + U2)− exp(−U1) = 0, (2.10)

U2
xy − exp(U1 + U2)− exp(−U2) = 0.

Как известно [2.10], эта система допускает представление Лакса со значениями
в алгебре sl(4) следующего вида:

Ã =



1

2
u2x λ 0 0

0 −1

2
u2x λeU

1

0

−λ
2
e−U1

0
1

2
u2x λ

0 −λ
2
e−U1

0 −1

2
u2x


, B̃ =



1

2
u1y 0

1

λ
0

− 1

2λ
e−U2 1

2u
1
y 0

1

λ

0
1

λ
eU

2 −1

2
u1y 0

0 0 − 1

2λ
e−U2 −1

2
u1y


.

Нетрудно видеть, что в этом случае S1, S2 являются диагональными матрицами

следующего вида S1 =
1

2
diag{−1,−1, 1, 1}, S2 =

1

2
diag{1,−1, 1,−1}.

Далее находим:

[S1,M ] =
1

2


0 0 0 0

0 0 −2eU
1

0

−e−U1

0 0 0

0 −e−U1

0 0

 , [S2,M ] =
1

2


0 −2 0 0

0 0 eU
1

0

0 0 0 −2

0 0 0 0

 .

В качестве ad-инвариантной формы выберем форму Киллинга f(x, y) на алгебре sl(4).
Тогда непосредственная проверка показывает, что Tαβ(1, 1) = f([Sα,M ], [Sβ ,M ]) = 0.
Аналогично проверяется, что f([Sα, N ], [Sβ , N ]) = 0.

Из предыдущего примера видно, что построенные выше тензорные поля могут об-
ращаться в нуль. Оказывается, что условие компактности алгебры гарантирует, что по-
строенные выше тензорные поля, по крайней мере 2-го порядка, являются ненулевыми.
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Т е о р е м а 2.2 Пусть в системе (1.1) по крайней мере один из коэффициен-
тов Qα отличен от нуля. Для того чтобы эта система допускала представление
Лакса со значениями в простой компактной алгебре Ли необходимо, чтобы на мно-
гообразии Mn существовало ненулевое ковариантно постоянное тензорное поле Kαβ,
удовлетворяющее условию

KαβV
αV β ≥ 0 (2.11)

для всех векторных полей
−→
V = (V α) на многообразии Mn.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Докажем, что в качестве такого поля можно выбрать любое тензорное поле вида

TαβdU
α ⊗ dUβ = f(ωk, ωk), k ∈ N, (2.12)

где f – метрика Киллинга на алгебре Ли g.
Сначала заметим, что из линейной независимости Sα следует, что SαQ

α ≠ ̸=
0. Поэтому из (1.6) и компактности алгебры следует, что f([M,N ], [M,N ]) ̸= 0.
Учитывая ad-инвариантность формы Киллинга f, будем иметь f([M,N ], [M,N ]) =
−f(N, [M, [M,N ]]), т. е. [M, [M,N ]] ̸= 0. Отсюда получим, что Qα[M,Sα] ̸= 0. Таким
образом, доказано, что ω1 ̸= 0.

Теперь покажем, что ωk ̸= 0 при всех k ∈ N. Действительно, пусть [M,Sα] ̸= 0.
Тогда в силу компактности алгебры Ли Tαα = f([M,Sα], [M,Sα]) ̸= 0. Отсюда,
опять учитывая ad-инвариантность формы Киллинга, получим f([M,Sα], [M,Sα]) =
= −f(Sα, [M, [M,Sα]]) ̸= 0. Тем самым доказано, что ω2 ̸= 0. Аналогичным образом
проверяется, что ωk ̸= 0 при всех k ∈ N.

Теперь осталось использовать знакоопределенность формы Киллинга на компакт-
ной алгебре Ли.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

О п р е д е л е н и е 2.1 Будем говорить, что система (1.1) является систе-
мой с неприводимой метрикой, если связность, определенная системой является
связностью Леви-Чивита некоторой метрики и, кроме того, все ковариантно посто-
янные дважды ковариантные тензорные поля отличаются от метрики постоянным
множителем.

С л е д с т в и е 2.1 Для того, чтобы эта система (1.1) с неприводимой мет-
рикой, в которой по крайней мере один из коэффициентов Qα отличен от нуля, до-
пускала представление Лакса со значениями в простой компактной алгебре Ли необ-
ходимо чтобы метрика была знакоопределенной.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
При доказательстве теоремы было доказано, что все формы ωk ненулевые. Поэтому

в данном случае все тензорные поля Tαβ вида (2.12) отличаются от метрики постоянным
множителем. Опять использование условия знакоопределенности метрики Киллинга
завершает доказательство.

П р и м е р 2.2 Рассмотрим 3-компонентную вариационную систему

∆1 = U1
xy − aU2e2U

1

+ bU3e−2U1

= 0,

∆2 = U2
xy − bψ−1e−2U1

− ψU3U2
xU

2
y = 0,

∆3 = U3
xy − aψ−1e2U

1

− ψU2U3
xU

3
y = 0,
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где ψ = (U2U3 + c)−1 и a, b, c – произвольные константы, a2 + b2 ̸= 0.
Эта система является системой уравнений Эйлера для лагранжиана

L = 2U1
xU

1
y + ψ(U2

xU
3
y + U3

xU
2
y ) + 2aU2e2U

1

+ 2bU3e−2U1

,

и, как известно [5], допускает представление Лакса со значениями в алгебре sl(3),
которое с точностью до калибровочного преобразования имеет вид:

Ã =


− U2

xU
3

3(U2U3 + c)
−bc−1U3e−2U1

λ 0

λaU2e2U
1 − U2

xU
3

3(U2U3 + c)
λae2U

1

0 bc−1e−2U1

(U2U3 + c)λ
2U2

xU
3

3(U2U3 + c)

 ,

B̃ =



−1

3

(
2U1

y +
U2U3

y

U2U3 + c

)
λ−1 −

U3
y

U2U3 + c

−cλ−1 1

3

(
4U1

y −
U2U3

y

U2U3 + c

)
0

−U2
y 0 −1

3

(
2U1

y −
2U2U3

y

U2U3 + c

)


.

В данном случае матрица S1 является диагональной S1 =
1

3
diag{2,−4, 2},

S2 =
1

3

−U3ψ 0 0
0 −U3ψ 0
3 0 2U3ψ

 , S3 =
1

3

U2ψ 0 3ψ
0 U2ψ 0
0 0 −2U2ψ

 .

Непосредственные вычисления показывают, что тензорное поле Tαβ , построенное
с помощью метрики Киллинга f по формуле f(ω1, ω1) имеет вид:

Tαβ = −ab

8 0 0
0 0 ψ
0 ψ 0

 .

Нетрудно видеть, что поле Tαβ является ковариантно постоянным и не про-
порционально метрике, заданной лагранжианом системы. Это оказывается возмож-
ным, т.к. в данном примере метрика не является неприводимой и алгебра sl(3) неком-
пактна.
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О связи решений начально-краевых задач для
некоторого класса интегро-дифференциальных
уравнений с частными производными и линейного
гиперболического уравнения
c⃝ П.Н. Бураго1, А. И. Эгамов2

Аннотация. Рассматривается вторая начально-краевая задача для некоторого класса интегро-
дифференциальных уравнений с частными производными второго порядка и интегральным
оператором. Показана связь ее решения с решением стандартной второй линейной начально-
краевой задачи для гиперболического уравнения. Таким образом, нелинейная задача сводится к
стандартной линейной задаче, численное решение которой можно получить, например, методом
разделения переменных. Для лучшего понимания рассматриваемой задачи, в качестве частных
представителей изучаемого класса интегро-дифференциальных уравнений, в статье приведены
примеры пяти интегро-дифференциальных уравнений для различных интегральных операто-
ров. Показано применение к ним основной теоремы. Вследствие наложения на интегральный
оператор несложного естественного требования в четырех из пяти примерах решение задачи
удовлетворяет некоторому фазовому ограничению. Вид каждого из них представляет опреде-
ленный интерес для дальнейших исследований.
Ключевые слова: вторая начально краевая задача, интегро-дифференциальное уравнение с
частными производными, гиперболическое уравнение.

Введение

Многие математические модели описываются интегро-дифферециальными уравне-
ниями, методы решения которых нетривиальны и, зачастую, индивидуальны [1–9]. В
последнее время метод разделения переменных, ранее считавшийся применимым ис-
ключительно к линейным уравнениям, с успехом применяется и к некоторым видам
нелинейных уравнений в частных производных [10, с. 23-31]. Однако, чаще всего иссле-
дователи пытаются найти закономерность между нелинейной задачей и соответству-
ющей ей линейной. Сведение нелинейной задачи к линейной считается существенным
шагом на пути к ее решению, так как решение линейной задачи, как правило, известно
[11]. Этот подход применен и в настоящей статье. Теорема о связи решений приведена
для некоторого класса интегро-дифференциальных уравнений. Затем, в качестве по-
яснения, представлены пять примеров, в которых рассмотрены частные случаи этого
класса. В данной работе использован метод, аналогичный [12–13], сводящий нелиней-
ную задачу к линейному гиперболическому уравнению 2-го порядка с начальными и
краевыми условиями.

1Бураго Павел Николаевич, аспирант кафедры дифференциальных уравнений и математиче-
ского и численного анализа, ИИТММ, ННГУ им. Н. И. Лобачевского (603950, Россия, г. Нижний
Новгород, пр. Гагарина, д. 23), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-8010-906X, burago.pasha@yandex.ru
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Россия, г. Нижний Новгород, пр. Гагарина, д. 23), кандидат физико-математических наук, ORCID:
https://orcid.org/0000-0002-3630-7237, albert810@yandex.ru
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1. Вспомогательные утверждения

Известно [11, 14], что для произвольного T > 0 на множестве ΩT = [0, l] × [0, T ]
существует дважды непрерывно дифференцируемая по своим переменным функция
z(x, t) – решение гиперболического уравнения 2-го порядка

z′′tt(x, t) = z′′xx(x, t) + b(x)z(x, t), (1.1)

со вторыми краевыми
z′x(0, t) = z′x(l, t) = 0, (1.2)

и начальными условиями

z(x, 0) = φ(x), z′t(x, 0) = ψ(x), (1.3)

где b(x) – непрерывная функция, функции φ(x), ψ(x) – достаточно гладкие, см. [14, с.
95], удовлетворяющие условиям связи (1.2). Решение этой задачи единственно и может
быть получено, например, методом Фурье.

Обозначим через P [w] – интегральный оператор вида

P [w] =

l∫
0

F1(w(x, t), w
′
t(x, t), w

′
x(x, t)) dx, (1.4)

где F1 – функция, дважды непрерывно дифференцируемая относительно своих пере-
менных, такая что интеграл существует для любой функции w(x, t), имеющей непре-
рывные вторые производные по обеим переменным. Введем обозначение Pw(t) ≡
P [w(x, t)] (если имеется в виду производная по переменной t, то будем ставить штрих
над оператором, например, P ′

t [w]).
В случае, если в качестве w(x, t) в (1.4) используется функция z(x, t) – решение

задачи (1.1)–(1.3), то соответствующую P [z] функцию переменной t будем записывать
без индекса: P (t) ≡ Pz(t) или просто P для простоты и удобства записи. В частности,
P (0) = P [z(x, 0)] = P [φ(x)].

Обозначим через R[w] – интегральный оператор вида

R[w] =

l∫
0

F2(w(x, t), w
′
t(x, t), w

′
x(x, t)) dx, (1.5)

где F2 – функция непрерывная относительно своих аргументов, такая, что интеграл
существует для любой функции w(x, t), имеющей непрерывные вторые производные по
обеим переменным. Аналогично, введем обозначение Rw(t) ≡ R[w(x, t)].

Пусть функция q̃(t), t ∈ [0, T ] – решение задачи Коши для уравнения Риккати

q̃t
′(t) + q̃2(t) = Rw(t), q̃(0) = 0. (1.6)

Фактически, для любой непрерывной функции Rw(t) функция q̃(t) существует в неко-
торой окрестности нуля. В зависимости от функции Rw(t) функция q̃(t) может быть
как ограниченной на отрезке [0, T ], так и неограниченной, различные типы ее поведе-
ния рассмотрены в [15, с. 193-204]. Если задана функция F2 оператора (1.5) правая
часть уравнения (1.6) будет представлять некоторую вычисляемую функцию, соответ-
ствующую F2. Нетрудно видеть, что если функции F2 и w(x, t) заданы, то всегда можно
выбрать и зафиксировать T > 0 так, чтобы функция q̃(t) была ограничена на отрезке
t ∈ [0, T ].
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2. Теорема о связи решений начально-краевых задач

В статье рассматривается класс интегро-дифференциальных уравнений вида

y′′tt(x, t) = y′′xx(x, t) + b(x)y(x, t)− 2q(t)y′t(x, t)−R[y]y(x, t), (2.1)

с краевыми и начальными условиями

y′x(0, t) = y′x(l, t) = 0, (2.2)

y(x, 0) = φ(x), y′t(x, 0) = ψ(x), (2.3)

где непрерывно дифференцируемая функция q(t) – является решением задачи Коши
(1.6) при w(x, t) ≡ y(x, t).

Т е о р е м а 2.1 Пусть на отрезке [0, T ] функция

p(t) = exp

 t∫
0

q(τ) dτ

 (2.4)

существует и удовлетворяет неравенству

p(t) ̸= 0. (2.5)

Тогда на множестве ΩT существует единственное решение задачи (2.1)–(2.3), пред-
ставимое в виде

y(x, t) =
z(x, t)

p(t)
, (2.6)

где z(x, t) является решением задачи (1.1)–(1.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что для данного T функция q(t) су-
ществует и непрерывна на отрезке t ∈ [0, T ], тогда вследствие (2.4) p(t) существует,
дифференцируема и p(t) ̸= 0, t ∈ [0, T ]. Верно и обратное утверждение.

Покажем, что функция y(x, t), удовлетворяющая равенству (2.6) с учетом выраже-
ния (2.4), является решением уравнения (2.1). Продифференцируем равенство (2.6):

y′t(x, t) =

(
z(x, t)

p(t)

)′

t

=
z′t
p

− z

p

p′t
p
.

Дифференцируя далее, получим, что

y′′tt(x, t) =

(
z′t
p

− z

p

p′t
p

)′

t

=
z′′tt
p

− 2
z′t
p

p′t
p

− z

p

(
p′′tt
p

− 2
p′2t
p2

)
=

=
z′′xx + b(x)z

p
− 2

p′t
p

(
z′t
p

− z

p

p′t
p

)
− z

p

p′′tt
p

=

= y′′xx(x, t) + b(x)y(x, t)− 2q(t)y′t(x, t)−
p′′tt
p
y(x, t).

Следовательно, q(t) выражается в виде

q(t) =
p′t(t)

p(t)
. (2.7)
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Заметим, что тогда pt(0) = q(0) = 0 и, решая дифференциальное уравнение (2.7), с
учетом p(0) = 1 – равенства, необходимого для удовлетворения тождества (2.6) при
начальных условиях, получим формулу (2.4). Из (2.7) следует, что

q′t(t) + q2(t) =
p′′tt
p

− p′2t
p2

+ q2(t) =
p′′tt
p

− q2(t) + q2(t) =
p′′tt
p
.

Поэтому, согласно (1.6), если верно равенство

R[y] =
p′′tt
p
, (2.8)

то функция y(x, t), удовлетворяющая условию (2.6), является решением уравнения
(2.1).

Кроме того, выполняются граничные (2.2) условия:

y′x(0, t) =
∂

∂x

(
z(0, t)

p(t)

)
=
z′x(0, t)

p(t)
= 0,

аналогично y′x(l, t) = 0; и начальные (2.3) условия:

y(x, 0) =
z(x, 0)

p(0)
= φ(x), y′t(x, 0) =

z′t(x, 0)

p(0)
= ψ(x).

что и требовалось доказать.
Остается только заметить, согласно (2.8), что функция p(t) – решение задачи Коши

p
′′

tt = p(t)R[y], p(0) = 1, pt(0) = 0. (2.9)

Отсюда и из (2.7) следует, что если известна одна из трех функций p(t), q(t) и R[y], то
две другие определяются однозначно.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.1 Предположим, что для некоторого оператора R[y] суще-
ствует функция F1(w(x, t), w

′
t(x, t), w

′
x(x, t)) такая, что оператор P [z], заданный вы-

ражением (1.4), удовлетворяет тождеству P [z] ≡ p(t) при t ∈ [0, T ], где z(x, t) явля-
ется решением задачи (1.1)–(1.3). Для выполнения начальных условий задачи Коши
(2.9), на начальные функции φ(x) и ψ(x) наложены ограничения так, чтобы выпол-
нялись условия

P (0) = 1, P ′
t (0) = 0. (2.10)

Причем, при любом t ∈ [0, T ],
P [z] ̸= 0. (2.11)

Тогда справедлива теорема 2.1 при P [z] ≡ p(t), а выражение (2.6) перепишется в виде

y(x, t) =
z(x, t)

P [z]
. (2.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Условия (2.10) необходимы, чтоб выполнялись равенства p(0) = 1 и pt(0) = 0 (и,

соответственно, q(0) = 0, см. (2.7)). Неравенство (2.11) при данных предположениях
эквивалентно неравенству (2.5).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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С л е д с т в и е 2.2 Пусть оператор P [w] является однородным оператором
относительно функций переменной t, то есть

P [s(t)w(x, t)] = s(t)P [w(x, t)] (2.13)

для любой непрерывной на [0,T] функции s(t) и любой, определенной в ΩT , непрерывной
по своим компонентам функции w(x, t). Выполнены условия следствия 2.1. Функция
y(x, t) – решение задачи (2.1)–(2.3) с некоторым оператором R[y], соответствующим
подобранному оператору P [z], тогда при любом t ∈ [0, T ] выполняется фазовое огра-
ничение:

P [y] = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Учитывая, указанные в начальный момент времени условия (2.10), наложенные на

начальные функции, согласно формуле (2.6):

P [y(x, 0)] = P

[
z(x, 0)

p(0)

]
= P [z(x, 0)] = P (0) = 1.

Аналогично, учитывая (2.13), при любом t ∈ (0, T ] выполняется фазовое ограничение:

P [y] = P

[
z

p

]
=

1

P [z]
P [z] = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

3. Примеры

Приведем примеры, описанного выше класса интегро-дифференциальных уравне-
ний в частных производных вида (2.1).

П р и м е р 3.1

Пусть выполнены начальные условия:

l∫
0

φ(x) dx = 1,

l∫
0

ψ(x) dx = 0, (3.1)

и верно условие
l∫

0

z(x, t) dx ̸= 0, (3.2)

при любом t ∈ [0, T ], где z(x, t) – решение задачи (1.1)–(1.3).
Пусть

R[y] =

l∫
0

b(x)y(x, t) dx, (3.3)
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где y(x, t) – решение задачи (2.1)–(2.3), (3.3). Это решение существует, хотя бы на каком-
то отрезке [0, T0]. Непосредственной подстановкой в уравнение Риккати (1.6) с опера-
тором R[y], заданным (3.3), убеждаемся, что решением (1.6) является функция

q(t) =

l∫
0

z′t(x, t) dx

l∫
0

z(x, t) dx

, (3.4)

где z(x, t) – решение задачи (1.1)–(1.3).
Далее, подставляя (3.4) в формулу (2.4), находим

p(t) ≡ P [z] =

l∫
0

z(x, t) dx. (3.5)

Из этого равенства понятна формула (3.4), так как q(t) записывается в виде (2.7).
Условия (3.1) гарантируют выполнение условий (2.10), а условие (3.2) – эквивалентно
неравенству (2.11). Выполнены условия следствия 2.1, поэтому из тождеств (2.6) и
(3.5) получим, что на отрезке [0, T ] существует единственное решение задачи (2.1)–
(2.3), (3.3), которое представляется в виде

y(x, t) =
z(x, t)

l∫
0

z(x, t) dx

.

Оператор P [z] обладает свойством (2.13), поэтому при любом t ∈ [0, T ] верно равенство:

P [y] =

l∫
0

y(x, t) dx =

l∫
0

z(x, t)
l∫
0

z(x, t) dx

dx = 1. (3.6)

З а м е ч а н и е 3.1

Проверку условия (3.2) в примере 3.1 можно осуществлять следующим образом:
решать линейную задачу методом Галеркина [16, с. 59], аналогично [17] посредством

разложения функции z(x, t) по системе косинусов [18, с. 474]: vk(x) = cos(
πk

l
x), k =

0, 1, 2.... Нетрудно видеть, что они удовлетворяют краевым условиям (1.2) линейной

задачи и, кроме того,
l∫
0

vk(x) dx = 0, k = 1, 2, ..., поэтому

l∫
0

z(x, t) dx =

l∫
0

+∞∑
k=0

ξk(t)vk(x) dx =

+∞∑
k=0

ξk(t)

l∫
0

vk(x) = lξ0(t),

где ξk(t) – коэффициенты Галеркина функции z(x, t). Интеграл и сумму можно менять
местами в силу [18, с. 635-637], следовательно неравенство (3.2) эквивалентно неравен-
ству ξ0(t) ̸= 0 при любом t ∈ (0, T ]. Эта проверка представляется менее трудоемкой,
чем проверка неравенства (3.2).
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Понятно, что для практического применения теоремы 2.1 нахождение функции p(t)
является наиболее важной частью решаемой проблемы. Одним из вариантов ее решения
является представление функции p(t) в виде оператора P [z] (см. следствие 2.1), так как
после нахождения функции z(x, t), задача "вычисления интеграла при известной функ-
ции F1" является менее сложной, стандартной вычислительной задачей. Подбор функ-
ции F1(z(x, t), z

′
t(x, t), z

′
x(x, t)) при произвольной функции F2(y(x, t), y

′
t(x, t), y

′
x(x, t))

оператора R[y] является нетривиальной задачей, решение которой в общем виде не
представляется осуществимым.

Для исследования возможного вида оператора R[y], для задачи (1.6), (2.1)–
(2.3), по которому можно найти функцию F1 и построить соответствующий опе-
ратор P [z], легче сначала определить оператор P [z], а затем подобрать функцию
F2(y(x, t), y

′
t(x, t), y

′
x(x, t)) для представления оператора R[y] в виде (1.5). Ниже пока-

зывается применение этого метода.

П р и м е р 3.2

Предположим, что для некоторого оператора R[y] удалось подобрать оператор
P [z] ≡ p(t) (см. следствие 2.1), причем оператор P [z] задан в виде

P [z] =

 l∫
0

z2(x, t) dx


1
2

, (3.7)

где z(x, t) – решение задачи (1.1)–(1.3). Для выполнения условий (2.10) необходимо
потребовать, чтобы начальные функции удовлетворяли равенствам

l∫
0

φ2(x) dx = 1,

l∫
0

φ(x)ψ(x) dx = 0.

Найдем оператор R[y]. Дифференцируя (3.7), получим

P ′
t [z] =

1

2

 l∫
0

z2(x, t) dx

− 1
2

×
l∫

0

2z(x, t)z′t(x, t) dx =

l∫
0

z(x, t)z′t(x, t) dx(
l∫
0

z2(x, t) dx

) 1
2

и, следовательно, согласно (2.7),

q(t) =

l∫
0

z(x, t)z′t(x, t) dx

l∫
0

z2(x, t) dx

;

из равенства (2.8) оператор

R[y] =
P ′′
tt[z]

P [z]
,
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где функция y(x, t) – решение задачи (2.1)–(2.3) с оператором R[y], соответствующим
заданному тождеством (3.7) оператору P [z]:

R[y] =
P ′′
tt[z]

P [z]
=

1

P

d

dt


l∫
0

z(x, t)z′t(x, t) dx(
l∫
0

z2(x, t) dx

) 1
2

 =

=

l∫
0

(z(x, t)z′′tt(x, t) + z′2t (x, t)) dx

l∫
0

z2(x, t) dx

−

(
l∫
0

z(x, t)z′t(x, t) dx

)2

(
l∫
0

z2(x, t) dx

)2 . (3.8)

Для приведения оператора R[y] к виду (1.5), сделаем следующие преобразования. За-
метим, что

l∫
0

z(x, t)z′′tt(x, t) dx =

l∫
0

(z(x, t)z′′xx(x, t) + b(x)z2(x, t) dx. (3.9)

Интегрируя по частям (3.9) и учитывая краевые условия (1.2), получим

l∫
0

z(x, t)z′′xx(x, t) dx = z(x, t)z′x(x, t)

∣∣∣∣∣
l

0

−
l∫

0

z′2x (x, t) dx = −
l∫

0

z′2x (x, t) dx. (3.10)

Продифференцируем равенство (2.6) при условии (3.7):

yt(x, t) =
d

dt


z(x, t)(

l∫
0

z2(x, t) dx

) 1
2

 =
z′t(x, t)(

l∫
0

z2(x, t) dx

) 1
2

−
z(x, t)

l∫
0

z(x, t)z′t(x, t) dx(
l∫
0

z2(x, t) dx

) 3
2

,

возведем в квадрат:

y2t (x, t) =
z′2t (x, t)

l∫
0

z2(x, t) dx

−2

z(x, t)z′t(x, t)
l∫
0

z(x, t)z′t(x, t) dx(
l∫
0

z2(x, t) dx

)2 +

z2(x, t)

(
l∫
0

z(x, t)z′t(x, t) dx

)2

(
l∫
0

z2(x, t) dx

)3 ,

далее, интегрируя по переменной x от 0 до l,

l∫
0

y2t (x, t) dx =

l∫
0

z′2t (x, t) dx

l∫
0

z2(x, t) dx

−

(
l∫
0

z(x, t)z′t(x, t) dx

)2

(
l∫
0

z2(x, t) dx

)2 .
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Отсюда и из равенств (3.8)–(3.10) получим, что

R[y] =

l∫
0

(b(x)y2(x, t)− y′2x (x, t) + y′2t (x, t)) dx. (3.11)

Из формулы (3.7) и равенства (2.6) следует, что решение исходной нелинейной за-
дачи (2.1)–(2.3), (3.11) связано с решением линейной задачи (1.1)–(1.3) равенством:

y(x, t) =
z(x, t)(

l∫
0

z2(x, t) dx

) 1
2

.

Нетрудно видеть, что оператор P [z], заданный формулой (3.7) обладает свойством
(2.13), поэтому при любом t ∈ [0, T ] имеет место фазовое ограничение P [y] = 1, равно-
сильное выражению

l∫
0

y2(x, t) dx = 1. (3.12)

П р и м е р 3.3

Пусть β(x) – непрерывно дифференцируемая на отрезке [0, l] функция, оператор

P [z] =

l∫
0

β(x)z(x, t) dx, (3.13)

где z(x, t) – решение задачи (1.1)–(1.3); выполняется неравенство (2.11); на начальные

функции φ(x), ψ(x) наложены условия
l∫
0

β(x)φ(x) dx = 1,
l∫
0

β(x)ψ(x) dx = 0, чтобы

выполнялись условия (2.10). Тогда

P ′
t [z] =

l∫
0

β(x)z′t(x, t) dx;

P ′′
tt[z] =

l∫
0

β(x)z′′tt(x, t) dx =

l∫
0

β(x)z′′xx(x, t) + β(x)b(x)z(x, t) dx =

= (β(l)z′x(l, t)− β(0)z′x(0, t))−
l∫

0

β′
x(x)z

′
x(x, t)t dx+

l∫
0

b(x)β(x)z(x, t)) dx =

=

l∫
0

β(x)b(x)z(x, t)− β′
x(x)z

′
x(x, t) dx,
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согласно краевым условиям (1.2). Таким образом, из (2.8) следует

R[y] =
P ′′
tt

P
=

l∫
0

β(x)b(x)z(x, t)− β′
x(x)z

′
x(x, t) dx

l∫
0

β(x)z(x, t) dx

=

=

l∫
0

β(x)b(x)y(x, t)− β′
x(x)y

′
x(x, t) dx. (3.14)

В этом случае тождество (2.6) запишется в виде:

y(x, t) =
z(x, t)

l∫
0

β(x)z(x, t) dx

,

где y(x, t) – решение задачи (2.1)–(2.3), (3.14). Оператор (3.13) обладает свойством
(2.13), поэтому при любом t ∈ [0, T ] имеет место фазовое ограничение:

P [y] =

l∫
0

β(x)y(x, t) dx = 1. (3.15)

Пример 3.1 – частный случай примера 3.3 при β(x) ≡ 1.

П р и м е р 3.4

Приведем пример оператора P [z], не удовлетворяющего условию (2.13). Пусть

P [z] =

l∫
0

z′t(x, t) dx, (3.16)

где z(x, t) – решение задачи (1.1)–(1.3). В данном примере положим b(x) ≡ b – константа,
пусть к тому же выполнено условие (2.11).

Дифференцируем равенство (3.16)

P ′
t [z] =

l∫
0

z′′tt(x, t) dx =

l∫
0

z′′xx(x, t) + bz(x, t) dx = zx(l, t)− zx(0, t)+

+

l∫
0

bz(x, t) dx =

l∫
0

bz(x, t) dx; (3.17)

P ′′
tt[z] =

l∫
0

bz′t(x, t) dx. (3.18)
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Поэтому, из (2.7)–(2.8), (3.16)–(3.18) имеем:

q(t) =
P ′
t [z]

P [z]
=

l∫
0

by(x, t) dx,

R[y] =
P ′′
tt[z]

P [z]
= b. (3.19)

Допустим, для начальных функций выполнены равенства:

P (0) =

l∫
0

ψ(x) dx = 1; Pt(0) =

l∫
0

φ(x) dx = 0.

Это необходимо для выполнения условий (2.10).
Формула (2.6) запишется в виде:

y(x, t) =
z(x, t)

l∫
0

z′t(x, t) dx

,

где y(x, t) – решение задачи (2.1)–(2.3), (3.19). Уравнение (2.1) перепишется в виде

y′′tt(x, t) = y′′xx(x, t)− 2by′t(x, t)

l∫
0

y(x, t) dx.

Данный случай интересен тем, что функция q(t) выражается в явном виде, а не задается
как решение задачи Коши.

П р и м е р 3.5

Усилим пример 3.2. Пусть

P [z] =

 l∫
0

zα(x, t) dx


1
α

, (3.20)

где z(x, t) – решение задачи (1.1)–(1.3), α – натуральное число; (в примере 3.2 α = 2);
выполняются условие (2.13) и неравенство (2.11); ограничения на начальные функции
(2.10) имеют вид:

P (0) =

l∫
0

φα(x) dx = 1, Pt(0) = α

l∫
0

φα−1(x)ψ(x) dx = 0.

Найдем соответствующий оператор R[y]. Дифференцируя равенство (3.20), полу-
чим:

P ′
t [z] =

1

α

 l∫
0

zα(x, t) dx


1−α
α

× α

l∫
0

zα−1(x, t)z′t(x, t) dx =

l∫
0

zα−1(x, t)z′t(x, t) dx(
l∫
0

zα(x, t) dx

)α−1
α
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и, следовательно, согласно равенству (2.7):

q(t) =

l∫
0

zα−1(x, t)z′t(x, t) dx

l∫
0

zα(x, t) dx

;

а по формуле (2.8) оператор R[y] имеет вид:

R[y] =
P ′′
tt

P
=

1

P

d

dt


l∫
0

zα−1(x, t)z′t(x, t) dx(
l∫
0

zα(x, t) dx

)α−1
α

 =

=

l∫
0

(α− 1)zα−2z′2t + zα−1z′′tt dx

l∫
0

zα dx

− (α− 1)


l∫
0

zα−1z′t dx

l∫
0

zα dx


2

. (3.21)

Заметим, что

l∫
0

zα−1z′′tt dx =

l∫
0

zα−1(z′′xx + b(x)z) dx =

l∫
0

(b(x)zα + zα−1z′′xx) dx. (3.22)

Интегрируя (3.22) по частям и учитывая краевые условия (1.2), получим:

l∫
0

zα−1(x, t)z′′xx(x, t) dx = zα−1(x, t)z′x(x, t)

∣∣∣∣∣
(l,t)

(0,t)

− (α− 1)

l∫
0

zα−2(x, t)z′2x (x, t) dx =

= −(α− 1)

l∫
0

zα−2(x, t)z′2x (x, t) dx. (3.23)

Продифференцируем функцию y(x, t) – решение задачи (2.1)–(2.3) с оператором
R[y], соответствующим заданному формулой (3.20) оператору P [z]:

y′t(x, t) =
d

dt


z(x, t)(

l∫
0

zα(x, t) dx

) 1
α

 =
z′t(x, t)(

l∫
0

zα(x, t) dx

) 1
α

−
z(x, t)

l∫
0

zα−1(x, t)z′t dx(
l∫
0

zα(x, t) dx

)α+1
α

,

возведем в квадрат:

y′2t (x, t) =
z′2t (x, t)(

l∫
0

zα(x, t) dx

) 2
α

− 2

z z′t

l∫
0

zα−1(x, t)z′t dx(
l∫
0

zα(x, t) dx

)α+2
α

+

z2

(
l∫
0

zα−1(x, t)z′t dx

)2

(
l∫
0

zα(x, t) dx

) 2α+2
α

.
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Умножим на yα−2(x, t) и, далее, интегрируя по переменной x от 0 до l, получим

l∫
0

yα−2(x, t)y′2t dx =

l∫
0


zα−2z′2t (x, t)
l∫
0

zα(x, t) dx

−
2zα−1 z′t

l∫
0

zα−1(x, t)z′t dx(
l∫
0

zα(x, t) dx

)2 +

+

zα

(
l∫
0

zα−1(x, t)z′t dx

)2

(
l∫
0

zα(x, t) dx

)3

dx

 dx =

l∫
0

zα−2z′2t (x, t) dx

l∫
0

zα(x, t) dx

−

(
l∫
0

zα−1(x, t)z′t dx

)2

(
l∫
0

zα(x, t) dx

)2 .

Отсюда и из равенств (3.21)–(3.23) следует, что

R[y] =

l∫
0

(b(x)yα(x, t) + (α− 1)yα−2(x, t)(y′2t (x, t)− y2x(x, t)) dx. (3.24)

Нетрудно убедиться, что выражение (3.24) эквивалентно (3.11) при α = 2.
Решение исходной нелинейной задачи (2.1)–(2.3), (3.24) связано с решением линей-

ной задачи (1.1)–(1.3) равенством типа (2.12):

y(x, t) =
z(x, t)(

l∫
0

zα(x, t) dx

) 1
α

,

и, так как в данном примере оператор P [z] обладает свойством однородности (2.13), при
любом t ∈ [0, T ] имеет место фазовое ограничение P [y] = 1, что равносильно равенству

l∫
0

yα(x, t) dx = 1. (3.25)

Заключение

Приведенные примеры показывают, что исходное интегро-дифференциальное урав-
нение (2.1) является перспективным для дальнейшего изучения, а полученные в приме-
рах 3.1–3.3, 3.5 фазовые ограничения (3.6), (3.12), (3.15) и (3.25) несомненно представля-
ют определенный интерес. Например, допустимо их использование в теории управления
в задачах, где присутствует фазовое ограничение, аналогичное какому-либо из рассмот-
реных: его автоматическое выполнение можно гарантировать подбором специального
управления с обратной связью. Переход от исходных нелинейных задач к линейным
и представление решения нелинейной задачи в виде (2.12) позволяет привлечь к их
решению метод Фурье или метод Галеркина, и, тем самым, получить численный метод
решения для представленного класса задач.
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On the connection between solutions of initial
boundary-value problems for a some class of
integro-differential PDE and a linear hyperbolic equation
c⃝ P.N. Burago1, A. I. Egamov2

Abstract. We consider the second initial boundary-value problem for a certain class of second-order
integro-differential PDE with integral operator. The connection of its solution with the solution of
the standard second linear initial boundary-value problem for the hyperbolic equation is shown.
Thus, the nonlinear problem is reduced to a standard linear problem, whose numerical solution can
be obtained, for example, by the Fourier method or Galerkin method. The article provides examples
of five integro-differential equations for various integral operators as particular representatives of the
class of integro-differential equations for a better understanding of the problem. The application of
the main theorem to these examples is shown. Some simple natural requirement is imposed on the
integral operator; so, in four cases out of five the problem’s solution satisfies some phase constraint.
The form of these constraints is of particular interest for the further research.
Key Words: the second initial boundary value problem, integro-differential equation with PDE,
phase constraint, hyperbolic equation.
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Об обратимости решений линейных однородных
дифференциальных уравнений первого порядка
в банаховых алгебрах
c⃝ О.Е. Галкин1, С.Ю. Галкина2

Аннотация. Работа посвящена изучению некоторых свойств линейных однородных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка в банаховых алгебрах. В ней найдено (для некоторых
типов банаховых алгебр), при какой правой части такого уравнения из обратимости начального
условия следует обратимость его решения в любой момент времени. Рассматриваются (ассоци-
ативные) банаховы алгебры над полем действительных или комплексных чисел. Правые части
изучаемых уравнений имеют вид

[
F (t)

](
x(t)

)
, где {F (t)} — непрерывное относительно t ∈ R

семейство ограниченных операторов на алгебре. Задача состоит в том, чтобы для заданной
банаховой алгебры найти все непрерывные семейства ограниченных операторов на ней, сохра-
няющие обратимость элементов из алгебры. В данной статье эта задача решена лишь для трех
случаев. В первом случае алгебра состоит из всех квадратных матриц заданного порядка. Для
этой алгебры показано, что все непрерывные семейства операторов, сохраняющие обратимость
элементов из алгебры в нуле, должны иметь вид [F (t)](y) = a(t) · y + y · b(t), где семейства
{a(t)} и {b(t)} также непрерывны. Во втором случае алгебра состоит из всех непрерывных
функций на отрезке. Для этого случая показано, что все семейства операторов, сохраняющие
обратимость элементов из алгебры в любой момент, должны иметь вид [F (t)](y) = a(t) · y,
где семейство {a(t)} также непрерывно. К третьему случаю относятся те банаховы алгебры,
в которых обратимы все ненулевые элементы. Например, этим свойством обладают алгебра
комплексных чисел и алгебра кватернионов. В этом случае обратимость элементов из алгебры
в любой момент сохраняют любые непрерывные семейства ограниченных операторов. Пред-
лагаемое исследование соприкасается с исследованиями основ квантовой механики. Динамика
квантовых наблюдаемых описывается уравнением Гейзенберга. Полученные результаты явля-
ются косвенным аргументом в пользу того, что известная форма уравнения Гейзенберга —
единственно правильная.
Ключевые слова: линейные однородные дифференциальные уравнения первого порядка в
банаховых алгебрах, сохранение обратимости решений

1. Введение

Статья посвящена изучению некоторых свойств линейных однородных дифферен-
циальных уравнений первого порядка в банаховых алгебрах.

Всюду далее K — это поле вещественных или комплексных чисел; B — (ассоциа-
тивная) банахова алгебра над полем K с единицей E (определение банаховой алгебры
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(603950, Россия, г. Нижний Новгород, пр. Гагарина, д. 23); лаборатория топологических методов
в динамике, ФГАОУ ВО Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономи-
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можно найти, например, в [1–2]). Операция умножения в B будет обозначаться знаком
«·». Элемент y ∈ B называется обратимым, если он имеет обратный элемент y−1 ∈ B
(см. [2]).

В работе найдено (для некоторых типов банаховых алгебр), при какой правой части
линейного однородного дифференциального уравнения первого порядка из обратимо-
сти начального условия следует обратимость решения в любой момент времени.

Для более точной формулировки постановки задачи и полученных результатов да-
лее в разделах 1.1.–1.3. напоминаются некоторые известные факты относительно ли-
нейных дифференциальных уравнений в банаховых алгебрах (см., например, [3–4]).

1.1. Линейные однородные дифференциальные уравнения первого поряд-
ка с правой частью вида a(t) · x(t) или x(t) · b(t)

Пусть задано семейство {a(t)}t∈R элементов из B, непрерывное относительно t. То-
гда можно задать новое двухпараметрическое семейство {La(t, s)}t,s∈R элементов из B
с помощью следующего ряда:

La(t, s) = E+

∞∑
n=1

∫ t

s

a(tn)·
(∫ tn

s

a(tn−1)·. . .·
(∫ t3

s

a(t2)·
(∫ t2

s

a(t1)dt1

)
dt2

)
. . . dtn−1

)
dtn. (1.1)

Непосредственная проверка показывает, что при любом s ∈ R семейство x(t) = La(t, s),
где t ∈ R, является решением дифференциального уравнения

d

dt
x(t) = a(t) · x(t)

с начальным условием x(s) = E. Такое решение единственно (см., например, [3–4]).
Аналогично, если задано семейство {b(t)}t∈R элементов из B, также непрерыв-

ное относительно t, то по нему можно построить двухпараметрическое семейство
{Ra(t, s)}t,s∈R элементов из B с помощью ряда

Rb(t, s) = E+

∞∑
n=1

∫ t

s

(∫ tn

s

. . .
(∫ t3

s

(∫ t2

s

b(t1)dt1

)
· b(t2)dt2

)
· . . . · b(tn−1)dtn−1

)
· b(tn)dtn.

При любом s ∈ R семейство x(t) = Rb(t, s), где t ∈ R, является единственным решением
дифференциального уравнения

d

dt
x(t) = x(t) · b(t)

с начальным условием x(s) = E.

1.2. Линейные однородные дифференциальные уравнения первого поряд-
ка в пространстве операторов

Пространство всех линейных ограниченных операторов на B, наделенное равномер-
ной операторной нормой, будет обозначаться через L(B,B). Это пространство тоже яв-
ляется банаховой алгеброй (см. [2]). Тождественный оператор на B будет обозначаться
символом I, а композиция операторов P и Q из L(B,B) — через P ◦Q.

Пусть {F (t)}t∈R — непрерывное семейство операторов наB из класса L(B,B). Тогда,
в силу сказанного в разделе 1.1., при любом s ∈ R единственным решением дифферен-
циального уравнения

d

dt
X(t) = F (t) ◦X(t), t ∈ R, (1.2)
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с начальным условием X(s) = I является семейство операторов X(t) = LF (t, s), где
t ∈ R, определяемое следующим рядом, аналогичным (1.1):

LF (t, s) = I+

+
∑∞

n=1

∫ t

s
F (tn) ◦

(∫ tn
s
F (tn−1) ◦ . . . ◦

(∫ t3
s
F (t2) ◦

(∫ t2
s
F (t1)dt1

)
dt2

)
. . . dtn−1

)
dtn.

Отсюда вытекает, что для любого начального условия xs ∈ B единственным решением
задачи Коши

d

dt
x(t) =

[
F (t)

](
x(t)

)
, x(s) = xs, (1.3)

является семейство x(t) = [LF (t, s)](x
s), где t ∈ R (см., например, [3–4]).

1.3. Линейные однородные дифференциальные уравнения первого поряд-
ка c правой частью вида a(t) · x(t) + x(t) · b(t)

Здесь будет рассмотрен важный частный случай, когда в (1.3) операторы F (t) при
всех t ∈ R имеют вид

[F (t)](y) = a(t) · y + y · b(t), y ∈ B, (1.4)

где {a(t)}t∈R и {b(t)}t∈R — непрерывные семейства элементов из B. В этом случае
задача Коши (1.3) примет вид

d

dt
x(t) = a(t) · x(t) + x(t) · b(t), x(s) = xs. (1.5)

Как отмечено в разделе 1.2., данная задача при любых s ∈ R и xs ∈ B имеет единствен-
ное решение. Непосредственная проверка показывает, что это решение можно записать
в виде

x(t) = La(t, s) · xs ·Rb(t, s), t ∈ R. (1.6)

Отсюда вытекает, в частности, что единственным решением задачи Коши

d

dt
x(t) = a(t) · x(t)− x(t) · a(t), x(s) = E, (1.7)

является семейство x(t) = La(t, s) · R−a(t, s), t ∈ R. Поскольку, очевидно, семейство
x(t) ≡ E также является решением задачи (1.7), то La(t, s) · R−a(t, s) = E для любых
t, s ∈ R. Следовательно, при всех t, s ∈ R выполняются равенства [La(t, s)]

−1 = R−a(t, s)
и [Rb(t, s)]

−1 = L−b(t, s). Отсюда и из (1.6) вытекает, что если элемент xs имеет обрат-
ный в B, то при любом t ∈ R решение x(t) задачи Коши (1.5) также обратимо. При
этом обратный к x(t) элемент имеет вид

[x(t)]−1 = [Rb(t, s)]
−1 · (xs)−1 · [La(t, s)]

−1 = L−b(t, s) · (xs)−1 ·R−a(t, s).

1.4. О семействах операторов, сохраняющих обратимость элементов бана-
ховой алгебры

О п р е д е л е н и е 1.1 Пусть B — банахова алгебра, {F (t)}t∈R — непрерыв-
ное семейство операторов из класса L(B,B).

1. Говорят, что семейство {F (t)}t∈R сохраняет обратимость элементов из B
в любой момент, если при любом s ∈ R для всякого обратимого элемента xs ∈ B
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решение {x(t)}t∈R задачи Коши (1.3) обратимо в B (то есть элемент x(t) ∈ B имеет
обратный элемент в B) при всех t ∈ R.

2. Говорят, что семейство {F (t)}t∈R сохраняет обратимость элементов из B
в нуле, если при s = 0 для всякого обратимого элемента x0 ∈ B решение x(t) задача
Коши (1.3) обратимо в B при всех t ∈ R.

Из этого определения вытекает, что если семейство {F (t)}t∈R, лежащее в L(B,B),
сохраняет обратимость элементов из B в любой момент, то оно сохраняет обратимость
элементов из B и в нуле.

Из сказанного в разделе 1.3. и из определения 1.1 сразу следует предложение:

П р е д л о ж е н и е 1.1 Все семейства операторов вида (1.4), где {a(t)}t∈R
и {b(t)}t∈R — непрерывные семейства элементов из B, сохраняют обратимость эле-
ментов из B в любой момент.

1.5. Актуальность темы

В настоящее время линейные дифференциальные уравнения в банаховых алгебрах
по-прежнему привлекают внимание ученых (см., например, [5–7]).

Предложенное исследование соприкасается с исследованиями основ квантовой ме-
ханики. Ее основные положения были сформулированы еще в начале XX-го века. Тем
не менее, специалисты продолжают изучение вопроса о том, насколько современная
форма квантовой механики является единственно возможной или необходимой (см.,
например, [8–9]). Рассматриваемое в работе свойство сохранения обратимости важно,
например, при изучении динамики физических величин в квантовой механике.

Известно (см., например, [10]), что в квантовой механике каждой физической вели-
чине (называемой также наблюдаемой) в каждый момент времени t соответствует са-
мосопряженный оператор X(t) на некотором гильбертовом пространстве. В частности,
энергии квантовой системы соответствует оператор Ĥ(t), называемый квантовым га-
мильтонианом. Динамика квантовых наблюдаемых X(t) описывается уравнением Гей-
зенберга, имеющим следующий вид, аналогичный (1.5) (см., например, [10]):

d

dt
X(t) =

( i
h
Ĥ(t)

)
·X(t)−X(t) ·

( i
h
Ĥ(t)

)
, (1.8)

где h — постоянная Планка. Если существует оператор [X(0)]−1, то он тоже соответ-
ствует некоторой квантовой наблюдаемой. Поэтому важно, чтобы из существования
[X(0)]−1 следовало существование [X(t)]−1 в любой момент времени t. Иначе получит-
ся, что физическая величина [X(t)]−1 существует в момент t = 0, но не существует
при некотором t ̸= 0. Опираясь на это требование, можно попробовать обосновать вид
уравнения Гейзенберга (1.8), предположив, что динамика квантовых наблюдаемыхX(t)
описывается линейным дифференциальным уравнением

d

dt
X(t) =

[
F (t)

](
X(t)

)
, (1.9)

где {F (t)}t∈R — некоторое семейство линейных операторов, действующих в простран-
стве квантовых наблюдаемых. При этом из обратимости наблюдаемой X(0) должна
следовать обратимость наблюдаемых X(t) для любого t ∈ R. Как, в таком случае,
должны выглядеть операторы F (t)? Теоремы 2.1 и 3.1 являются косвенным аргумен-
том в пользу того, что операторы F (t) должны выглядеть именно так, как в уравнении
Гейзенберга (1.8).
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1.6. Постановка задачи

Задача состоит в том, чтобы для заданной банаховой алгебры B найти в классе
L(B,B) все непрерывные семейства операторов {F (t)}t∈R, сохраняющие обратимость
элементов из B (в нуле или в любой момент).

Ввиду предложения 1.1, эта задача эквивалентна следующему вопросу: какие непре-
рывные семейства операторов {F (t)}t∈R из класса L(B,B), кроме семейств вида (1.4),
сохраняют обратимость элементов из B (в нуле или в любой момент)?

1.7. Краткая формулировка результатов и перспективы исследований

В данной статье решение задачи, поставленной в предыдущем разделе, найдено
лишь для трех случаев.

В первом случае B — это алгебра Mn(K) всех квадратных матриц заданного по-
рядка n ∈ N с элементами из K. Для этой алгебры показано (теорема 2.1), что все
непрерывные семейства операторов {F (t)}t∈R, сохраняющие обратимость элементов из
B в нуле, обязательно должны иметь вид (1.4), где семейства {a(t)}t∈R и {b(t)}t∈R тоже
непрерывны.

Во втором из рассмотренных случаев B — это банахова алгебра C([0; 1],K) всех
K-значных непрерывных функций на отрезке [0; 1], наделенная равномерной нормой
∥x∥∞ = maxα∈[0;1] |x(α)| (см. [2]). Эта алгебра коммутативна, и в ней обратимы все
функции, не обращающиеся в ноль на [0; 1]. Для этого случая удалось исследовать
лишь непрерывные семейства операторов, сохраняющие обратимость элементов из B
в любой момент. Показано (теорема 3.1), что все такие семейства должны иметь вид
[F (t)](y) = a(t) · y, y ∈ B, где семейство {a(t)}t∈R элементов из B также непрерыв-
но. Ввиду коммутативности алгебры C([0; 1],K) это равносильно тому, что семейства
{F (t)}t∈R имеют вид (1.4).

К третьему случаю были отнесены те банаховы алгебры, в которых обратимы все
ненулевые элементы. Например, такими алгебрами являются алгебра C комплексных
чисел и алгебра H кватернионов (см., например, [11]). В этом случае обратимость
элементов из B в любой момент сохраняют все непрерывные семейства операторов
{F (t)}t∈R из класса L(B,B), а не только те, которые имеют вид (1.4) (теорема 4.1).

Операторы, соответствующие квантово-механическим наблюдаемым, обычно
неограничены. Поэтому для строгого доказательства того, что вид (1.8) уравнений
Гейзенберга является единственно правильным, необходимо расширить полученные ре-
зультаты на случай неограниченных операторов. Помимо этого, видимо, нужно будет
ответить на вопрос, как должны выглядеть операторы F (t) в (1.9), чтобы из самосо-
пряженности X(0) следовала самосопряженность X(t) для любого t ∈ R. Кроме того,
было бы интересно распространить результат теоремы 3.1 на семейства операторов
{F (t)}t∈R, сохраняющие обратимость в нуле.

2. Семейства операторов в пространстве матриц, сохраняющие
их обратимость в нуле

Пусть n есть некоторое натуральное число, K — поле вещественных либо комплекс-
ных чисел. Через Mn(K) будет обозначаться банахова алгебра всех квадратных матриц
порядка n с обычным матричным умножением и операторной нормой, задаваемой фор-
мулой ∥x∥ = supκ∈Kn,∥κ∥2=1 ∥x ·κ∥2, где ∥κ∥2 — это евклидова норма элемента κ ∈ Kn.
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Т е о р е м а 2.1 Любое непрерывное семейство линейных операторов
{F (t)}t∈R, сохраняющее обратимость элементов из Mn(K) в нуле, обязательно
имеет вид (1.4), где {a(t)}t∈R и {b(t)}t∈R — некоторые непрерывные семейства
матриц из Mn(K).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Сначала будет доказано, что если семейство операторов
{F (t)}t∈R сохраняет обратимость матриц в нуле, то оно сохраняет их обратимость в лю-
бой момент. Для этого достаточно показать, что для любого s ∈ R и любой обратимой
матрицы xs матрица [LF (0, s)](x

s) также обратима.
Так как семейство {F (t)}t∈R сохраняет обратимость в нуле, то из обратимости мат-

рицы x0 = [LF (0, s)](x
s) следует обратимость матрицы xs = [LF (s, 0)](x

0). Отсюда
вытекает, что если detxs равен нулю, то и detx0 = det[LF (0, s)](x

s) также есть ноль.
Величины detxs и det[LF (0, s)](x

s), как функции от матрицы xs, являются однород-
ными полиномами степени n от ее элементов xsij , где i, j = 1, . . . , n. Если взять произ-
вольные индексы k,m ∈ {1, . . . , n} и поделить det[LF (0, s)](x

s) с остатком на detxs как
полиномы от xskm, то получится равенство:

det[LF (0, s)](x
s) = Qkm(s, xs) · detxs + Pkm(s, xs). (2.1)

При каждом s ∈ R здесь Qkm(s, xs) — однородная степени 0 рациональная функция от
элементов матрицы xs со знаменателем, не зависящим от xskm, а Pkm(s, xs) — однород-
ная степени n рациональная функция от элементов матрицы xs, не зависящая от xskm.
Пусть Mij(x

s) означает минор элемента xsij при любых i, j ∈ {1, . . . , n}. Определитель
detxs можно разложить по строке с номером k:

detxs = (−1)k+1xsk1Mk1(x
s) + . . .+ (−1)k+mxkmMkm(xs) + . . .+ (−1)k+nxknMkn(x

s).

Отсюда видно, что при отличном от нуля миноре Mkm(xs) можно так подобрать значе-
ние xskm, что detxs обратится в ноль. При таком выборе, в силу вышесказанного, станет
равным нулю det[LF (0, s)](x

s), а также, согласно равенству (2.1), величина Pkm(s, xs).
Поэтому произведение Mkm(xs) · Pkm(s, xs) однородных рациональных функций от xs
есть тождественный ноль. Значит, Pkm(s, xs) ≡ 0, поскольку Mk1(x

s) не равно нулю
тождественно (это можно доказать по индукции). Теперь из (2.1) следует равенство
det[LF (0, s)](x

s)/detxs = Qkm(s, xs).
Итак, получается, что при любых индексах k,m ∈ {1, . . . , n} знаменатель отноше-

ния det[LF (0, s)](x
s)/ detxs не зависит от xskm. Следовательно, это отношение вообще

не зависит от xs. Таким образом, верно равенство det[LF (0, s)](x
s) = Q(s) · detxs, в

котором Q(s) ∈ K при каждом s ∈ R. Поскольку оператор LF (0, s) является взаимно-
однозначным (см. раздел 1.3.), то Q(s) отлично от нуля. Поэтому если матрица xs

обратима, то матрица [LF (0, s)](x
s) также обратима.

2) Теперь будет показано, что любое семейство, сохраняющее обратимость элементов
из Mn(K) в любой момент, имеет вид (1.4). Для этого будет применен метод от против-
ного. Пусть непрерывное семейство линейных операторов {F (t)}t∈R не представляется
в виде (1.4) при каком-либо s ∈ R. Нужно доказать, что тогда найдутся такая обра-
тимая матрица xs и такое t ∈ R, что в момент t решение x(t) = [LF (t, s)](x

s) задачи
Коши (1.3) будет необратимо.

Для любой матрицы xs ∈ Mn(K) элементы матрицы [F (t)](xs) будут обозначаться
через [F (t)](xs)ij , где i, j ∈ {1, . . . , n}. Если оператор F (t) имеет вид (1.4), то

[F (t)](xs)ij =

n∑
k=1

aik(t)x
s
kj +

n∑
l=1

xsilblj(t).
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Следовательно, F (t) можно задать формулой (1.4) тогда и только тогда, когда эле-
менты [F (t)](xs)ij , как функции от матрицы xs, являются линейными комбинациями
элементов строки с номером i и столбца с номером j при всех i, j ∈ {1, . . . , n} и любом
t ∈ R. Если это не так, то при некоторых p, q ∈ {1, . . . , n} и s ∈ R в выражение для
[F (s)](xs)pq обязательно войдет линейный член, содержащий элемент xskl с индексами
k ̸= p и l ̸= q. Без ограничения общности можно считать, что p = q = 1 и k = l = 2.
Таким образом, будет верно равенство:

[F (s)](xs)11 = C · xs22 + θ22(x
s), (2.2)

где C ̸= 0 — некоторая константа из K, а θ22(xs) — линейный функционал на M(K, n),
не зависящий от xs22. Тогда из уравнения (1.3) ввиду непрерывности F (t) получим:

x(t) = [LF (t, s)](x
s) = xs +∆t ·

(
[F (s)](xs) + [φ∆t)](xs)

)
, (2.3)

где ∆t = t− s и нормы операторов φ(∆t) стремятся к нулю при ∆t→ 0.
Пусть матрица xs состоит из четырех блоков:

xs =

(
A2×2 02×(n−2)

0(n−2)×2 En−2

)
, где A2×2 =

(
α∆t 0
0 β

)
. (2.4)

Здесь 02×(n−2) и 0(n−2)×2 — нулевые матрицы соответствующих размеров, En−2 — еди-
ничная матрица порядка (n− 2), α и β — некоторые числа из K. Тогда, в силу формул
(2.2), (2.3) и (2.4), верны равенства

x22(t) = β +∆t · [ψ22(∆t)](α, β);

xii(t) = 1 +∆t · [ψii(∆t)](α, β) при i = 3, . . . , n;

xij(t) = ∆t · [ψij(∆t)](α, β) при i, j = 1, . . . , n, i ̸= j;

x11(t) = ∆t ·
(
α+ C · β + C1 + [ψ11(∆t)](α, β)

)
;

где C ̸= 0 и C1 — некоторые константы из K, а функции [ψij(∆t)](α, β), линейно за-
висящие от α и β, стремятся к нулю при ∆t → 0 равномерно по α и β из любого
ограниченного множества в K. Из последних формул получим, что

detx(s+∆t) = ∆t ·
(
α+ C · β + C1 + [ψ(∆t)](β)

)
,

где функция [ψ(∆t)](β) является аналитической относительно β и при ∆t → 0 стре-
мится к нулю равномерно по β из любого ограниченного множества в K.

Пусть α = −C1 − |C1| − 2. Тогда α ̸= 0, и из предыдущего равенства вытекает:

detx(s+∆t) = ∆t ·
(
C · β − |C1| − 2 + [ψ(∆t)](β)

)
. (2.5)

Если K = C, то пусть S — окружность радиуса 1/|C| с центром в точке (2+ |C1|)/C.
Тогда будут иметь место следующие два свойства:

а) для всех β ∈ S выполняется равенство
∣∣C · β − |C1| − 2

∣∣ = 1;
б) для всех β, находящихся на S или внутри S, верно неравенство |β| > 1/|C|.
Число ∆t > 0 можно выбрать настолько малым, чтобы величина [ψ(∆t)](β) в правой

части (2.5) по модулю не превосходила 1/2 при всех β ∈ S. В таком случае из (2.5) в

О.Е. Галкин, С. Ю. Галкина. Об обратимости решений линейных однородных дифференциальных . . .



Журнал СВМО. Том 21, № 4. 2019 437

силу теоремы Руше будет следовать, что внутри S найдется такое число β0, что при
β = β0 величина detx(s+∆t) обратится в ноль. При этом в β0 ̸= 0 по пункту б).

В случае K = R наличие такого числа β0 ̸= 0 вытекает, в силу выбора числа ∆t, из
противоположности знаков определителя detx(s+∆t) при β = (2 + |C1| ± 1)/C.

Итак, если взять в качестве xs обратимую матрицу (2.4), где α = −C1−|C1|−2 ̸= 0
и β = β0 ̸= 0, то в момент t = s+∆t получится необратимая матрица x(t).

3) Из доказанного в пунктах 1) и 2) вытекает, что любое непрерывное семейство
линейных операторов {F (t)}t∈R, сохраняющее обратимость элементов из Mn(K) в нуле,
должно иметь вид (1.4) для некоторых семейств матриц {a(t)}t∈R и {b(t)}t∈R. Остается
показать, что эти семейства матриц можно выбрать непрерывными.

Поскольку равенство (1.4) выполняется для семейств a(t) и b(t), то оно будет вер-
ным также для семейств ã(t) = a(t) − a11(t) · I и b̃(t) − a11(t) · I, так как единичная
матрица I коммутирует со всеми остальными матрицами. При этом для всех t ∈ R
будет выполнено условие ã11(t) = 0. Теперь достаточно доказать, что из этого условия,
непрерывности семейства {F (t)}t∈R и равенства

[F (t)](y) = ã(t) · y + y · b̃(t), y ∈ B, (2.6)

следует непрерывность семейств {ã(t)}t∈R и {b̃(t)}t∈R.
Из непрерывности семейства {F (t)}t∈R и равенства (2.6) следует, что элементы мат-

рицы [F (t)](y) при любых i, j ∈ {1, . . . , n} непрерывны по t и имеют вид

[F (t)](y)ij =

n∑
k=1

ãik(t)ykj +

n∑
l=1

yilb̃lj(t). (2.7)

Пусть для произвольных индексов p, q ∈ {1, . . . , n} матрица y ∈Mn(K) задана так, что
все ее элементы равны нулю, кроме одного элемента ypq = 1. Тогда при i = p и j = q

из равенства (2.7) получится, что [F (t)](y)pq = ã(t)pp + b̃(t)qq. Так как ã(t)11 ≡ 0, то
отсюда следует непрерывность элементов b̃(t)qq при всех q = 1, . . . , n. Поэтому при всех
p = 1, . . . , n элементы ã(t)pp также непрерывны. Если же взять i = p, но j ̸= q, то
из (2.7) вытекает, что [F (t)](y)pj = b̃qj(t). Следовательно, элементы b̃(t)qj непрерывны
при всех различных q, j ∈ {1, . . . , n}. Аналогично, при i ̸= p и j = q из равенства (2.7)
следует непрерывность элементов ã(t)ip при всех различных i, p ∈ {1, . . . , n}.

Итак, все элементы матриц из семейств {ã(t)}t∈R и {b̃(t)}t∈R непрерывны, а значит
и сами эти семейства непрерывны.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

3. Семейства операторов в пространстве непрерывных функций
на отрезке, сохраняющие их обратимость в любой момент

Т е о р е м а 3.1 Пусть B есть банахова алгебра C([0, 1],K) всех функций,
непрерывных на отрезке [0, 1] и принимающих значения в K, наделенная равномер-
ной нормой ∥x∥∞ = maxα∈[0;1] |x(α)|, с поточечным умножением. Тогда любое непре-
рывное семейство операторов {F (t)}t∈R из класса L(B,B), сохраняющее обратимость
элементов из B в любой момент, обязательно имеет вид[

F (t)
]
(y) = a(t) · y, y ∈ B, (3.1)

где {a(t)}t∈R — некоторое непрерывное семейство функций из B.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В доказательстве будет применен метод от противного.
Пусть при некотором t = s ∈ R оператор F (t) нельзя записать в виде (3.1). Нужно пока-
зать, что тогда семейство операторов {F (t)}t∈R не может сохранять обратимость в каж-
дой точке. Для этого достаточно найти такую обратимую функцию xs из C([0, 1],K),
что при некотором t ∈ R решение x(t) задачи Коши (1.3) будет необратимым, то есть
будет обращаться в ноль хотя бы в одной точке α ∈ [0, 1].

Согласно тереме Рисса (см., например, [12–13]), любой непрерывный линейный
функционал на C([0, 1],R) можно записать через интеграл Стилтьеса по некоторой
функции с ограниченным изменением (вариацией). В то же время, любая функция
с ограниченным изменением является разностью двух неубывающих функций ([12]),
каждая из которых порождает счетно-аддитивную меру Лебега-Стилтьеса (см. [12]).
Таким образом, любой непрерывный линейный функционал на C([0, 1],K) можно пред-
ставить в виде интеграла по некоторой счетно-аддитивной (возможно, комплексной)
борелевской мере. Отсюда следует, что существует такое семейство мер µt,α(dβ) (воз-
можно, комплексных) на [0, 1], где t ∈ R, α ∈ [0, 1], что [F (t)](y)(α) =

∫ 1

0
y(β)µt,α(dβ)

при любом y ∈ B.
Возможность записать оператор F (t) в виде (3.1) равносильна тому, что семейство

мер µt,α(dβ) имеет следующий вид: µt,α(dβ) = [a(t)](α) · δ(dβ − α), где δ(dβ − α) — это
δ-мера на [0, 1], сосредоточенная в точке α. В противном случае должны найтись число
s ∈ R, точка α0 ∈ [0, 1] и подмножество D ⊂ [0, 1], такие что D не содержит точку α0 и
µs,α0(D) ̸= 0. При этом можно считать, что подмножество D также является отрезком.
Тогда, согласно (1.3), будет верно равенство:

[x(t)](α0) = [xs(t)](α0) + ∆t ·
(∫ 1

0

xs(β)µs,α0(dβ) + [φ(∆t)](xs)
)
, (3.2)

где ∆t = t− s и нормы линейных операторов φ(∆t) стремятся к нулю при ∆t→ 0.
Для любого ∆t ∈ R \ {0} и любого γ ∈ K, такого что Re(γ) > 0, можно построить

непрерывную кусочно-линейную функцию xs на отрезке [0; 1] так, чтобы выполнялись
следующие четыре условия:

а) xs(α0) = 2|∆t|;
б) xs(β) = γ при β ∈ D;
в)
∣∣∣ ∫D̃ xs(β)µs,α0

(dβ)
∣∣∣ 6 |∆t|, где D̃ = [0, 1] \ (D ∪ {α0});

г) функция xs обратима, т. е. не обращается в ноль на [0, 1].
Пусть, кроме того, sign(∆t) = − sign(µs,α0

(D)). Тогда из (3.2) получим, что

[x(s+∆t)](α0) = |∆t| ·
(
2− γ · |µs,α0

(D)|+ [ψ(∆t)](γ)
)
, (3.3)

где функция [ψ(∆t)](γ) является аналитической относительно γ и при ∆t→ 0 стремит-
ся к нулю равномерно по γ из любого ограниченного множества.

Если K = C, то пусть S — окружность радиуса 1/|µs,α0
(D)| с центром в точке

2/|µs,α0
(D)|. Тогда будут выполняться следующие условия:

а) для всех γ ∈ S имеет место равенство
∣∣2− γ · |µs,α0(D)|

∣∣ = 1;
б) для всех γ, находящихся на S или внутри S, верны неравенства Re(γ) > 0 и

|γ| > 1/|µs,α0
(D)|.

Число ∆t можно выбрать настолько малым по модулю, чтобы величина
∣∣[ψ(∆t)](γ)∣∣

в правой части (3.3) не превосходила 1/2 при всех γ ∈ S. Поскольку внутри S функция
f(γ) = 2−γ · |µs,α0

(D)| имеет единственный корень, то согласно теореме Руше функция(
2− γ|µs,α0

(D)|+ [ψ(∆t)](γ)
)

также имеет внутри S один корень. А это означает, что
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при некотором значении γ величина [x(s+∆t)](α0) обращается в ноль, то есть функция
x(s+∆t) необратима.

В случае K = R наличие числа γ ∈ R, для которого [x(s +∆t)](α0) = 0, следует из
противоположности знаков величины [x(s + ∆t)](α0) при γ = 1/|µs,α0

(D)| и при γ =
= 3/|µs,α0(D)|.

Непрерывность семейства {a(t)}t∈R в (3.1) следует из непрерывности семейства
{F (t)}t∈R и равенства a(t) = [F (t)](1), вытекающего из (3.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

4. Семейства операторов, сохраняющие обратимость в нуле, в
банаховых алгебрах с одним необратимым элементом

В данном параграфе рассматриваются семейства операторов в таких банаховых ал-
гебрах, где единственным необратимым элементом является ноль. К алгебрам такого
типа относятся, например, поле C комплексных чисел, а также алгебра кватернионов
H с обычной евклидовой нормой.

Т е о р е м а 4.1 Пусть в банаховой алгебре B обратимы все элементы, кро-
ме нулевого. Тогда любое непрерывное семейство линейных операторов {F (t)}t∈R из
класса L(B,B) сохраняет обратимость элементов из B в любой момент.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку все ненулевые элементы из B обратимы,
то, с учетом определения 1.1, достаточно при всех s ∈ R доказать, что для любого
ненулевого элемента xs ∈ B решение x(t) = [LF (t, s)](x

s) задачи Коши (1.3) отлично от
нуля при каждом t ∈ R.

Согласно сказанному в разделе 1.3., при всех t, s ∈ R оператор LF (t, s) имеет обрат-
ный оператор R−F (t, s). Поэтому LF (t, s) переводит в ноль только нулевые элементы.
Следовательно, если xs отлично от нуля, то x(t) = [LF (t, s)](x

s) также отлично от нуля.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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On the invertibility of solutions of first order linear
homogeneous differential equations in Banach algebras
c⃝ O.E. Galkin1, S. Yu. Galkina2

Abstract. This work is devoted to the study of some properties of linear homogeneous differential
equations of the first order in Banach algebras. It is found (for some types of Banach algebras), at
what right-hand side of such an equation, from the invertibility of the initial condition it follows the
invertibility of its solution at any given time. Associative Banach algebras over the field of real or
complex numbers are considered. The right parts of the studied equations have the form

[
F (t)

](
x(t)

)
,

where {F (t)} is a family of bounded operators on the algebra, continuous with respect to t ∈ R. The
problem is to find all continuous families of bounded operators on algebra, preserving the invertibility
of elements from it, for a given Banach algebra. In the proposed article, this problem is solved for
only three cases. In the first case, the algebra consists of all square matrices of a given order. For this
algebra, it is shown that all continuous families of operators, preserving the invertibility of elements
from the algebra at zero must be of the form [F (t)](y) = a(t) · y + y · b(t), where the families {a(t)}
and {b(t)} are also continuous. In the second case, the algebra consists of all continuous functions on
the segment. For this case, it is shown that all families of operators, preserving the invertibility of
elements from the algebra at any time must be of the form [F (t)](y) = a(t)·y, where the family {a(t)}
is also continuous. The third case concerns those Banach algebras in which all nonzero elements are
invertible. For example, the algebra of complex numbers and the algebra of quaternions have this
property. In this case, any continuous families of bounded operators preserves the invertibility of
the elements from the algebra at any time . The proposed study is in contact with the research of
the foundations of quantum mechanics. The dynamics of quantum observables is described by the
Heisenberg equation. The obtained results are an indirect argument in favor of the fact, that the
known form of the Heisenberg equation is the only correct one.
Key Words: first-order linear homogeneous differential equations in Banach algebras, preserving
the invertibility of solutions
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О классификации гомоклинических аттракторов
трехмерных потоков
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Аннотация. Для трехмерных динамических систем с непрерывным временем (потоков) по-
строена классификация странных гомоклинических аттракторов, содержащих единственное
седловое состояние равновесие. Структура и свойства таких аттракторов определяются трой-
кой собственных чисел состояния равновесия. Для классификации гомоклинических аттракто-
ров применяется метод карт седел, суть которого состоит в построении для широкого класса
трехмерных потоков (матрица линеаризации которых записывается в форме Фробениуса) рас-
ширенной бифуркационной диаграммы, на которой выделены области, отвечающие различным
конфигурациям собственных чисел. В пространстве параметров, задающих линейную часть
рассматриваемого класса трехмерных потоков, построены бифуркационные поверхности, огра-
ничивающие область устойчивости состояния равновесия и 6 областей, отвечающих различным
гомоклиническим аттракторам следующих типов: аттрактор Шильникова, 2 типа спиральных
восьмерочный аттракторов, аттрактор лоренцевского типа, седловой аттрактор Шильникова
и аттрактор Любимова-Закса-Ровеллы. Также в работе обсуждаются вопросы, связанные с
псевдогиперболичностью гомоклинических аттракторов трехмерных потоков. Доказано, что
псевдогиперболическими могут быть только лишь гомоклинические аттракторы двух типов:
лоренцевские аттракторы, содержащие седловое состояние равновесия с двумерным устойчи-
вым многообразием, седловая величина которого положительна; а также седловые аттракторы
Шильникова, содержащие седловое состояние равновесия с двумерным неустойчивым много-
образием.
Ключевые слова: странный аттрактор, гомоклиническая траектория, псевдогиперболич-
ность, аттрактор Лоренца, спиральный хаос

1. Введение

В настоящей работе приводится классификация странных гомоклинических аттрак-
торов трехмерных потоков – динамических систем с непрерывным временем. Напом-
ним, что гомоклиническим называется странный аттрактор, содержащий седловое со-
стояние равновесия, вместе с его неустойчивым многообразием.

К гомоклиническим аттракторам относятся многие известные странные аттракто-
ры, например, аттрактор Лоренца, спиральный аттрактор, возникающий на основе пет-
ли сепаратрисы к седло-фокусному состоянию равновесия с одномерным неустойчивым
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многообразием [1] (такой, например, как в цепи Чуа [2]), аттрактор Шильникова [3],
возникающий на основе петли сепаратрисы к седло-фокусу с двумерным неустойчивым
многообразием и многие другие.

В основе классификации гомоклинических аттракторов лежат свойства состояния
равновесия, входящего в аттрактор, определяемые его собственными числами. В за-
висимости от знаков действительных частей собственных чисел седловые состояния
равновесия трехмерных потоков бывают только двух типов: (2,1) – с двумерным устой-
чивым и одномерным неустойчивым инвариантным многообразием, и (1,2) – с одномер-
ным устойчивым и двумерным неустойчивым многообразиями. Если седловое состоя-
ние равновесия обладает парой комплексно сопряженных собственных чисел, то оно
называется седло-фокусным. С топологической точки зрения седло-фокусное состоя-
ние равновесия локально не отличается от седлового (с действительными собственны-
ми числами). Однако, как показано в знаменитой работе Шильникова о счетном числе
седловых предельных циклов в любой окрестности петли седло-фокуса [1], с точки
зрения динамики седло-фокус принципиально отличается от седла. Другой важной ха-
рактеристикой седловых состояний равновесия является сумма действительных частей
собственных чисел, ближайших к мнимой оси, но лежащих от нее по разную сторону.
Такая характеристика, называемая седловой величиной состояния равновесия, опреде-
ляет сжимаются или растягиваются двумерные площади в окрестности седла. В за-
висимости от описанных характеристик странные гомоклинические аттракторы могут
быть шести различных типов: аттрактор Шильникова – содержит седло-фокус (1,2);
восьмерочный спиральный аттрактор, содержит седло-фокус (2,1) с шильниковской
петлей седло-фокуса (когда седловая величина положительна); восьмерочный спираль-
ный аттрактор с петлей седло-фокуса (2,1), седловая величина которого отрицательная;
аттрактор лоренцевского типа – содержит седло (2,1) с положительной седловой вели-
чиной; аттрактор Любимова-Закса-Ровеллы – содержит седло (2,1) с отрицательной
седловой величиной; и седловой аттрактор Шильникова – содержит седловое состоя-
ние равновесия (1,2).

Идея классификации гомоклинических аттракторов по типу состояния равнове-
сия была предложена в [4]. В работе [5] эта идея была оформлена в виде метода
карт седел и применена для поиска и классификации гомоклинических аттракто-
ров, содержащих неподвижную точку O(0, 0, 0) трехмерных отображений Эно вида
x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+Az+Cy+g(y, z). Суть метода карт седел заключается в построении
в пространстве параметров A,B,C разбиения на области, отвечающие различным воз-
можным наборам мультипликаторов (собственных чисел) неподвижной точки O(0, 0, 0),
определяющих различные типы гомоклинических аттракторов. Таким образом, тип го-
моклинического аттрактора определяется только лишь значениями параметров A,B и
C, а их реализация в классе рассматриваемых систем достигается за счет подходящего
выбора нелинейной функции g(y, z). В работе [6] метод карт седел был также успеш-
но применен для поиска и классификации гомоклинических аттракторов меняющих
ориентацию трехмерных отображениях Эно.

В настоящий работе мы применяем метод карт седел для классификации гомокли-
нических аттракторов, содержащих состояние равновесиеO(0, 0, 0) трехмерных потоков
вида 

ẋ = y + g1(x, y, z),

ẏ = z + g2(x, y, z),

ż = Ax+By + Cz + g3(x, y, z),

(1.1)

где A,B и C – параметры системы, а gi, i = 1, 2, 3 – нелинейные функции, удовлетво-
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ряющие соотношениям

gi(0, 0, 0) =
∂gi
∂x

(0, 0, 0) =
∂gi
∂y

(0, 0, 0) =
∂gi
∂z

(0, 0, 0) = 0, i = 1, 2, 3.

В разделе 2 в пространстве параметров A,B и C, определяющих тип состояния рав-
новесия O, построена расширенная бифуркационная диаграмма для систем вида (1.1),
которая состоит из семи областей, в шести из которых могут возникать гомоклиниче-
ские аттракторы.

Вторая часть работы (раздел 3) посвящена вопросам псевдогиперболичности гомо-
клинических аттракторов трехмерных потоков. Напомним, что к псевдогиперболиче-
ским относится широкий класс настоящих хаотических аттракторов, любая траектория
которых обладает положительным показателем Ляпунова, и это свойство сохраняется
при малых возмущениях (изменении параметров). Определение псевдогиперболичности
было введено Тураевым и Шильниковым в [7]. В разделе 3 мы приводим это опреде-
ление в виде эффективно проверяемых условий, а также описываем численный метод
проверки псевдогиперболичности, предложенный нами ранее в работах [8], [9].

Согласно PQ-гипотезе (pseudohyperbolic or quasiattractor), сформулированной в ра-
боте [8], все странные аттракторы могут быть разделены на псевдогиперболические и
квазиаттракторы. В отличие от псевдогиперболических аттракторов, хаотическая ди-
намика квазиаттракторов не является устойчивой к малым возмущениям (изменению
параметров). Такие аттракторы либо содержат устойчивые периодические траектории
высоких периодов с малыми бассейнами притяжения, не уловимые при проведении экс-
периментов (в т.ч. численных), либо такие траектории появляются при сколь угодно
малых возмущениях [10].

В настоящей работе мы показываем, что в трехмерных потоках псевдогиперболиче-
скими могут быть лишь аттракторы лоренцевского типа и седловые аттракторы Шиль-
никова. Кроме того, с помощью численных методов мы демонстрируем псевдогипер-
боличность несимметричного аттрактора лоренцевского типа, а также подтверждаем
тот хорошо известный факт [11], что восьмерочный спиральный аттрактора в системе
Арнеодо-Калле-Трессе [12] является квазиаттрактором. Отметим, что существует це-
лый ряд систем, демонстрирующих псевдогиперболические аттракторы лоренцевско-
го типа. Однако какие-нибудь примеры псевдогиперболических седловых аттракторов
Шильникова на данный момент нам не известны.

2. Метод карты седел и возможные типы гомоклинических ат-
тракторов

Заметим, что матрица линеаризации системы (1.1) в состоянии равновесия O(0, 0, 0)
записывается в форме Фробениуса 0 1 0

0 0 1
A B C

 (2.1)

Важно отметить, что с помощью линейной замены к виду (2.1) можно свести доволь-
но широкий класс трехмерных потоков. Для более точной формулировки этого утвер-
ждения воспользуемся следующим алгебраическим фактом. Напомним, что минималь-
ным многочленом матрицыM называется многочлен p(x) = xm+pm−1x

m−1 . . .+p1x+p0
наименьшей возможной степени, удовлетворяющий тождеству

p(M) =Mm + pm−1M
m−1 . . .+ p1M + p0E = 0.
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Из линейной алгебры известен следующий критерий приводимости матрицы к фор-
ме Фробениуса.

П р е д л о ж е н и е 2.1 (критерий Гантмахера, [13]) Квадратная матрица
M размера n× n приводится к форме Фробениуса

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

A0 A1 A2 . . . An−1

 , (2.2)

тогда и только тогда, когда степень m минимального многочлена p(x) матрицы M
совпадает с размерностью n этой матрицы.

В частности, данному критерию удовлетворяют матрицы, собственные значения ко-
торых различных, так как в этом случае минимальный многочлен совпадает с харак-
теристическим многочленом.

Несложно проверить, что характеристический полином матрицы вида (2.2) равен

χ(λ) = λn −An−1λ
n−1 − . . .−A1λ−A0.

В частности, для системы (1.1) характеристическое уравнение матрицы линеаризации
состояния равновесия O(0, 0, 0) имеет вид:

χ(λ) = λ3 − Cλ2 −Bλ−A. (2.3)

Значительную роль при описании и классификации гомоклинических аттракторов
играет тип состояния равновесия, принадлежащего аттрактору. В связи с этим класси-
фикация странных аттракторов, предлагаемая в настоящей работе, основана на типе
состояния равновесия O(0, 0, 0), который в свою очередь определяется корнями харак-
теристического уравнения (2.3). При записи матрицы линеаризации в форме Фробе-
ниуса связь между параметрами системы и типом состояния равновесия получается
наиболее простой, что позволяет эффективно применять метод карты седел и опреде-
лять тип гомоклинического аттрактора.

Идея метода карты седел заключается в построении расширенной бифуркационной
диаграммы в области параметров (A,B,C) для состояния равновесия O(0, 0, 0). На би-
фуркационной диаграмме выделяются области, соответствующие различным наборам
наборам корней характеристического уравнения (2.3), а именно, учитываются следую-
щие условия:

B1) Расположение собственных значений относительно мнимой оси: является ли точка
O устойчивой или седловой типа (2,1) или (1,2) (первый индекс соответствует
размерности устойчивого многообразия, а второй - неустойчивого).

B2) Являются ли собственные значения вещественными или комплексными, тем са-
мым различаются седла и седло-фокусы.

B3) В случае седловой точки типа (2,1) важен также знак его седловой величины ν,
равной сумме действительных частей устойчивого и неустойчивого собственных
значений, ближайших к мнимой оси.

Далее мы найдем условия для параметров (A,B,C), определяющие границы об-
ластей с различными наборами характеристических корней, и построим двумерные
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расширенные бифуркационные диаграммы на плоскости (A,B) при фиксированном
значении C. Отметим, что параметр C равен значению дивергенции векторного поля
(1.1) в точке O(0, 0, 0). Поэтому всюду далее мы будем полагать C < 0, что является
необходимым условием для того, чтобы состояние равновесия O(0, 0, 0) принадлежало
аттрактору. Стоит отметить, что расширенная бифуркационная диаграмма не зави-
сит от выбора нелинейных функций gi(x, y, z), поэтому полученные нами результаты
являются универсальными для систем вида (1.1). Данную расширенную бифуркацион-
ную диаграммы мы будем называть картой седел и в следующем параграфе опишем
принцип ее построения.

а) б)

Рис. 2.1. Карты седел при C = −1.4: а) карта седла для
состояния равновесия O(0, 0, 0) системы (1.1); б) увеличенный
фрагмент карты седла в окрестности точки (0, 0) на плоскости

параметров (A,B)

2.1. Построение карты седел

Для начала найдем соотношения на коэффициенты (A,B,C), соответствующие гра-
ницам областей карты седел. Обозначим λ1, λ2, λ3 корни характеристического уравне-
ния (2.3). Нас интересуют следующие граничные условия:

• существование характеристического корня, лежащего на мнимой оси: Re λi = 0;

• существование пары кратных корней: λi = λj ;

• обнуление седловой величины: ν = 0.

Соответствующие аналитические соотношения на коэффициенты (A,B,C) представле-
ны в следующей лемме.

Л е м м а 2.1 Условия (2.4) разбивают пространство параметров (A,B,C) на
несколько областей, границы которых определяются поверхностями:
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(a) L∆ : −4AC3 +B2C2 − 18ABC + 4B3 − 27A2 = 0 (λ1 = λ2),
(b) L0 : A = 0 (λ = 0),
(c) Lϕ : A+BC = 0 (λ1,2 = ±iω при A < 0, λ1 = −λ2 при A > 0)
(d) Lν : 2C3 −BC +A = 0, A > −C3 (λ1,2 = −γ ± iω, λ3 = γ,

где γ > 0, ω > 0)

(2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое уравнение представляет собой дискриминантную
поверхность, которая разделяет пространство параметров на области, в которых харак-
теристическое уравнение (2.3) имеет один действительный и два комплексных корня, и
область, в которой все корни являются действительными. На границе между этими об-
ластями уравнение (2.3) имеет кратный корень, т.е. существует число λ∗, для которого
выполняются равенства

χ(λ∗) = λ3∗ − Cλ2∗ −Bλ∗ −A = 0

χ′(λ∗) = 3λ2∗ − 2Cλ∗ −B = 0.

Вычислив из второго уравнение возможные значения λ±

λ± =
C ±

√
C2 + 3B

3

и подставив в первое уравнение, получим поверхность 2.4а.
При условии 2.4b A = 0 одним из корней характеристического уравнения (2.3) яв-

ляется λ = 0. Учитывая, что система (1.1) при любых значения параметров имеет
состояние равновесия O(0, 0, 0), то этот момент соответствует так называемой бифур-
кации трансляции, при котором равновесие сохраняется, но меняет свой тип за счет
перехода собственного значения через ноль.

Третья поверхность 2.4c отвечает условию λ1 + λ2 = 0. Действительно, в этом слу-
чае последний корень характеристического полинома равен λ3 = C, что эквивалентно
равенству

χ(C) = −BC −A = 0.

Отметим, что при A < 0 условие (c), соответствует наличию у состояния равновесия
O(0, 0, 0) пары чисто мнимых собственных значений ±iω. Последнее означает, что при
переходе через эту кривую (с) происходит бифуркация Андронова-Хопфа (в общем
случае из этого состояния равновесия рождается предельный цикл, устойчивый или
седловой, это зависит от нелинейностей). При этом само состояние равновесия меняет
свой тип с асимптотически устойчивого в обл. I на седло-фокус типа (1,2) в обл. II.
Поверхность A = −BC соответствует седловому состоянию равновесия O(0, 0, 0) с на-
бором собственных значений λ3,−λ1, λ1, где λ3 < −λ1 < 0 < λ1. В этом случае условие
2.4c задает поверхность обнуления седловой величины ν = 0.

Последнее уравнение 2.4d является условием равенства седловой величины нулю
для состояния равновесия типа седло-фокус. В этом случае состояние равновесия O
имеет собственные значения λ1,2 = C ± iω и λ3 = −C (т.е. O – это седло-фокус типа
(2,1)). Таким образом, должны выполняться условия

χ(−C) = 2C3 −BC +A = 0, A > C3.

Последнее неравенство гарантирует то, что собственные значения λ1, λ2 являются ком-
плексными.

А.О. Казаков, Е. Ю. Каратецкая, А.Д. Козлов, К.А. Сафонов. О классификации гомоклинических . . .



Журнал СВМО. Том 21, № 4. 2019 449

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
На рис. 2.1 на плоскости (A,B) построены кривые, представленные в лемме 2.1, при

фиксированном значении C = −1.4. Данными кривыми плоскость параметров разби-
вается на следующие 7 областей:

1. Область I. Данная область определяется неравенствами: A < 0, CB + A > 0.
Здесь точка O является асимптотически устойчивым состоянием равновесия.

2. Область II. Данная область определяется неравенствами: −4AC3 + B2C2 −
18ABC + 4B3 − 27A2 < 0, A < 0, CB + A < 0. Здесь точка O является седло-
фокусом (1,2). Соответственно, ожидаемый здесь странный гомоклинический ат-
трактор – это аттрактор Шильникова, сценарий возникновения которого хорошо
известен, см. [3].

3. Область III. Определяется неравенствами: −4AC3 + B2C2 − 18ABC + 4B3 −
27A2 > 0, A < 0. В данной области точка O является седлом с одномерным устой-
чивым и двумерным неустойчивым многообразиями. Существование странных го-
моклинических аттракторов в данной области также возможно. Однако, посколь-
ку у седла имеется неведущее неустойчивое собственное значение, то вдоль соот-
ветствующего направления траектории могут легко покинуть окрестность седла.
Поэтому существование странного гомоклинического аттрактора, который можно
назвать седловым аттрактором Шильникова, можно ожидать лишь для значений
параметров вблизи границы между областями II и III.

4. Область IV. Данная область задается неравенствами: 0 < A < −CB. В этой
области точка O является седлом типа (2,1) с седловой величиной ν > 0. Возник-
новение гомоклинического аттрактора здесь связано с образованием гомоклини-
ческих восьмерок седла. Однако, если неустойчивые сепаратрисы седла входят в
него, касаясь ведущего устойчивого направления с разных сторон (обычная гомо-
клиническая восьмерка), то аттрактора нет, поскольку каждая из гомоклиниче-
ских петель является неустойчивой на соответствующем C1-гладком глобальном
центральном инвариантном многообразии (в силу того, что ν > 0). Существова-
ние аттрактора можно ожидать только в случае, когда у седла появляется гомо-
клиническая восьмерка-бабочка, то есть когда аттрактор является аттрактором
лоренцевского типа. При этом такой аттрактор в случае системы (1.1) не являет-
ся, вообще говоря, симметричным, так как сама система не обладает симметрией
вида x→ −x, y → −y, z → z, характерной для системы Лоренца.5

5. Область V. Определяется следующими неравенствами: −4AC3+B2C2−18ABC+
4B3− 27A2 < 0, A > 0, 2C3−CB+A > 0. В этой области точка O является седло-
фокусом типа (2,1) с ν > 0. Соответственно, здесь можно ожидать существова-
ние спирального аттрактора, даже симметричного, поскольку система (1.1) мо-
жет допускать центральную симметрию (в случае когда нелинейности являются
нечетными функциями координат).

6. Область VI. Задается неравенствами: −4AC3 +B2C2 − 18ABC + 4B3 − 27A2 <
0, A > 0, 2C3−CB+A < 0. Здесь точка O является также седло-фокусом (2,1), но

5Однако, интересно, что саму систему Лоренца можно привести к виду (1.1), но соответствующая
линейная замена координат разрушает ее симметрию. Соответственно, область IV следует рассматри-
вать как область (потенциального) существования несимметричного аттрактора Лоренца, содержа-
щего состояние равновесия O(0, 0, 0).
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уже с ν < 0. Как показано в [14], здесь из петли сепаратрисы седло-фокуса рожда-
ется устойчивая периодическая орбита. Тем не менее в этой области также могут
возникать странные гомоклинические аттракторы, сложная хаотическая динами-
ка которых, по всей видимости, образуется за счет существования отделенного от
петли седло-фокуса нетривиального гиперболического множества (счетного числа
седловых периодических орбит), сохраняющегося в аттракторе при переходе от
ν > 0 к ν < 0.

7. Область VII. Данная область задается неравенствами: −4AC3+B2C2−18ABC+
4B3 − 27A2 > 0, A > 0, A + CB > 0. В этой области точка O является седлом
типа (2,1) с ν < 0. Здесь можно ожидать, например, появление гомоклиниче-
ских аттракторов Любимова-Закса-Ровеллы [15], [16], то есть гомоклинических
аттракторов похожих на аттрактор Лоренца, но содержащих седловое состояние
равновесия с отрицательной седловой величиной.

Дальше мы покажем, что данное разбиение на области качественно не меняется и
при изменении параметра C < 0, то есть справедлив следующий результат.

Т е о р е м а 2.1 Для системы дифференциальных уравнений вида (1.1) расши-
ренная бифуркационная диаграмма (карта седел) состояния равновесия O(0, 0, 0) на
плоскости параметров (A,B) при любом фиксированном C < 0 состоит из 7 обла-
стей, соответствующих различным наборам собственных значений точки O, выде-
ленных на основе условий B1)–B3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. На рис. 2.1 показано, что при C = −1.4 карта седел состоит
из 7 областей. Докажем, что данное разбиение сохраняется при изменении параметра
C < 0. Основная идея заключается в том, что в системе (1.1) заменой координат и
времени коэффициент C можно сделать равным −1.

Действительно, проведем следующую замену

xnew = |C|2 · x, ynew = |C| · y, znew = z, τ = |C| · t.

В новых координатах, полагая C < 0, система (1.1) примет вид
ẋnew = ynew + |C| · g1(x, y, z),
ẏnew = znew + g2(x, y, z),

żnew = A · |C|−3xnew +B · |C|−2ynew − znew + |C|−1 · g3(x, y, z),

Несложно заметить, что при данной замене координат тип состояния равновесия
O(0, 0, 0) не меняется и преобразование вида

Ã = A · |C|−3, B̃ = B · |C|−2

устанавливает взаимно-однозначное соответствие между расширенной бифуркацион-
ной диаграммой на плоскости (A,B) для произвольного значения C и бифуркационной
диаграммой на плоскости (Ã, B̃) при C = −1. Таким образом, показана эквивалентность
карт седел для различных значений параметра C < 0, что и завершает доказательство
теоремы 2.1.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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3. О методах проверки псевдогиперболичности гомоклиниче-
ских аттракторов трехмерных потоков

В данном разделе мы дадим определение псевдогиперболического аттрактора, а
также покажем, что в классе систем вида (1.1) псевдогиперболические гомоклиниче-
ские аттракторы, содержащие точку O, могут существовать только в областях IV и V
расширенной бифуркационной диаграммы, изображенной на рис. 2.1 Гомоклинические
аттракторы в областях II, III, VI и VII относятся к классу квазиаттракторов.

Определение псевдогиперболического аттракторов было дано в работе [7]. Далее
приведем это определение в виде эффективно проверяемых условий, см. также [8], [9].

О п р е д е л е н и е 3.1 Аттрактор A n-мерного Cr гладкого потока F , r ≥
1, называется псевдогиперболическим если для него выполняются следующие условия.

1) Для каждой точки x аттрактора A существует разложение касательного про-
странства Tx на прямую сумму двух линейных подпространств, Tx = Ecu(x)⊕
Ess(x) (dimEcu = k, dimEss = n − k), инвариантных относительно дифферен-
циала DF потока:

DFtE
cu(x) = Ecu(Ft(x)), DFtE

ss(x) = Ess(Ft(x)),

для любого t ≥ 0 и любой точки x ∈ A.

2) Подпространства Ecu(x) и Ess(x) зависят непрерывно от точки x ∈ A.

3) Разложение на подпространства Ecu и Ess является доминантным, т.е., суще-
ствуют такие константы C > 0 и β > 0 что

∥DFt(x)|Ess∥ · ∥(DFt(x)|Ecu)−1∥ ≤ Ce−βt

для любого t ≥ 0 и любого x ∈ A. (Это означает, что любое возможное сжатие
в Ecu(x) слабее любого сжатия в Ess(x), а любое возможное растяжение в Ecu

сильнее любого растяжения в Ess).

4) Дифференциал потока DF в ограничении на Ecu экспоненциально растягивает
k-мерные объемы, т.е., существуют константы C > 0 и σ > 0, такие что

det(DFt(x)|Ecu) ≥ Ceσt

для любого t ≥ 0 и любой точки x ∈ A.

Условия 1, 3 и 4 данного определения проверяются с помощью расчета спектра
показателей Ляпунова Λ1 ≥ Λ2 ≥ . . . ≥ Λn аттрактора. При этом условия 1 и 3
означают, что Λk > Λk+1, условие растяжение объемов 4 равносильно соотношению
Λ1+Λ2+ . . .+Λk > 0. Для проверки условия 2 требуется расчет ляпуновских векторов.

Для любого хаотического аттрактора трехмерного потока выполняются следующие
условия на показатели Ляпунова:

• Λ1 > 0 – аттрактор является хаотическим;

• Λ1 + Λ2 + Λ3 < 0 – сжимаются трехмерные объемы.
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Таким образом, условия 1 и 3 выполняются автоматически.
В трехмерных потоковых системах для псевдогиперболических аттракторов удобно

полагать, что Ess отвечает подпространству экспоненциально сильного сжатия. Тогда
подпространство Ess является одномерным (dimEss = 1), а подпространство растяже-
ния объемов Ecu – двумерным (dimEcu = 2).

Из условия 2 непрерывности разложения на подпространства Ess и Ecu следует, что
в окрестности седлового состояния равновесия O двумерные площади должны растяги-
ваться, т.е. Λ1(O)+Λ2(O) > 0. Это означает, что либо седловая величина состояния рав-
новесия должна быть положительной, либо у состояния равновесия должны быть два
корня с положительными действительными частями. Таким образом, псевдогипербо-
лические аттракторы не могут возникать в областях I, V, VI, VII. Спиральные аттрак-
торы Шильникова трехмерных потоков (когда у состояния равновесия O имеется пара
комплексно сопряженных собственных чисел с положительной действительной частью)
также не могут быть псевдогиперболическими, так как вблизи петли седло-фокуса в
этом случае неизбежно возникают устойчивые периодические траектории [11].

Т е о р е м а 3.1 Пусть трехмерный поток вида (1.1) имеет странный псев-
догиперболический аттрактор, содержащий состояние равновесия O при некотором
C < 0. Тогда параметры A и B должны принадлежать только одной из областей III
или IV.

Проверка условий 2 непрерывности подпространств Ess и Ecu выполняется с помо-
щью расчета ляпуновcких векторов, отвечающих сильному сжатию и, соответственно,
растяжению объемов [8], см. также [9], [17]. Для непрерывности Ess подпространства
необходимо, чтобы угол dφ между любыми парами векторов в Ess был малым для лю-
бых близких точек x и y, лежащих на аттракторе (теоретически, dφ → 0 при x → y).
Вместо проверки непрерывности Ecu удобно проверять непрерывность вектора vcu, ор-
тогонального к Ecu, используя тот же подход, что для проверки непрерывности Ess

[8]. Далее подробнее опишем эти процедуры.
Работа метода проверки непрерывности Ess стоит из двух этапов. Первый этап стан-

дартный: производится расчет набора показателей Ляпунова Λ1,Λ2,Λ3 для проверки
условий 1, 3 и 4 определения псевдогиперболичности. В процессе расчета набора по-
казателей Ляпунова мы сохраняем набор точек {xn}, где xn+1 = f(xn), n = 1, . . . , k,
вдоль траектории аттрактора. На втором этапе мы рассчитываем максимальный пока-
затель Ляпунова для системы в обратном времени, двигаясь вдоль траектории {xn},
полученной на первом этапе. Отметим, что использование набора точек {xn} являет-
ся необходимым условием работы алгоритма, так как очевидно, что если мы возьмем
любую точку на аттракторе и начнем итерировать, то ее обратные итерации рано или
поздно покинут его окрестность, и мы можем потерять информацию об аттракторе.

Заметим, что максимальный показатель Ляпунова для обратных итераций исходной
системы совпадает с минимальным показателем Ляпунова Λ3, взятым со знаком минус.
В свою очередь минимальный показатель Ляпунова Λ3 отвечает за сильное сжатие на
аттракторе. На втором этапе работы алгоритма, помимо расчета Λ3, мы находим и
запоминаем направление векторов Ess(xn), отвечающих этому сжатию.

По окончании работы алгоритма строится график на плоскости (dx, dφ), где dx –
расстояние между любыми двумя точками xi и xj в наборе {xn}, а dφ – угол между
соответствующими этим точкам векторами Ess(xi) и Ess(xj). Если исследуемый ат-
трактор является псевдогиперболическим, то поле Ess(xn) является непрерывным, а
огибающая точек на соответствующем графике касается вертикальной оси dφ только
в начале координат. Таким образом, если построенный график удовлетворяет такому
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свойству, мы делаем вывод, что сильно сжимающее подпространство Ess непрерывно
зависит от точки, а исследуемый аттрактор, с большой вероятностью, является псев-
догиперболическим. С другой стороны, если огибающая набора точек на построенной
диаграмме пересекает ось dφ в нескольких точках или же между этой огибающей и
осью dφ нет видимого промежутка, исследуемый аттрактор определенно является ква-
зиаттрактором. Для проверки непрерывности вектора vcu применяется аналогичная
процедура, только при этом расчет траектории на аттракторе осуществляется только в
прямом времени, а ляпуновский вектор, отвечающий максимальному показателю Ля-
пунова вычисляется для транспонированной матрицы в вариациях в обратном времени,
см. [8]. Также в этой работе отмечено, что непрерывность Ess влечет за собой непрерыв-
ность Ecu, поэтому далее мы будем проверять лишь непрерывность подпространства
Ess.

Далее продемонстрируем работу метода проверки непрерывности Ess на примере
восьмерочного спирального квазиаттрактора и несимметричного аттрактора Лоренца.

3.1. Восьмерочный спиральный аттрактор в системе Арнеодо-Калле-
Трессе

В качестве системы, демонстрирующей спиральный аттрактор, содержащей седло-
фокусное состояние равновесия типа (2,1), существование которого возможно в области
V карты седел, рассмотрим систему вида

ẋ = y

ẏ = z

ż = Ax+By − 0.4z − 0.5x3
(3.1)

Наличие странных аттракторов в рассматриваемой системе было установлено в рабо-
те [12]. В работе Арнеодо-Калле-Трессе [18] было показано, что хаотическая динами-
ка в рассматриваемой системе связана с возникновением шильниковской петли седло-
фокуса. По всей видимости именно эти работы обратили внимание ученых на Западе
на открытие Шильниковым спирального хаоса [1].

На рисунке 3.1a изображен спиральный аттрактор системы (3.1) при (A,B) =
(0.612,−1). При выбранных значениях параметров численно установлено, что седло-
фокус O вместе с петлей сепаратрисы принадлежит аттрактору. А значит рассматри-
ваемому аттрактору также принадлежит нетривиальное гиперболическое множество,
существующее в любой окрестности петли седло-фокуса. Согласно работе [11], в лю-
бой окрестности петли седло-фокуса существуют устойчивые периодические орбиты, а
значит рассматриваемый аттрактор относится к классу квазиаттракторов и не может
быть псевдогиперболическим, что хорошо согласуется с результатами проверки рас-
сматриваемого аттрактора на непрерывность подпространства Ess. Соответствующий
график изображен на рис. 3.1b. Огибающая точек на этом графике практически не
отделена от вертикальной оси dx = 0, что означает отсутствие непрерывности поля
сильно устойчивых направлений Ess.
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а) б)

Рис. 3.1. a) Спиральный аттрактор системы (3.1) при значениях
параметров A = 0.612, B = −1, C = −0.4; б) результаты проверки

непрерывности подпространства Ess.

3.2. Система с несимметричным аттрактором Лоренца

Заметим, что система вида (2.1) не обладает характерной лоренцевской симметрией
x→ −x, y → −y, z → z. Поэтому, в общем случае, гомоклинические аттракторы, содер-
жащие седловую точку O, при параметрах из области IV (рис. 1.1), относятся к классу
несимметричных аттракторов лоренцевского типа [19].

С помощью перебора нам не удалось подобрать функции g1, g2, g3, при которых в
системе вида (2.1) существует несимметричный аттрактор Лоренца. Для построения со-
ответствующий системы мы воспользовались теоремой 2. и с помощью линейных замен
свели классическую систему Шимицу-Мориока к виду (2.1). После чего, в полученной
системе, отбросили некоторые члены, разрушив симметрию возникновения петель. В
результате преобразований получается система

ẋ = y + (0.2xy + 0.3xz + 0.5y2 + 1.2yz + 0.7z2)

ẏ = z + (−0.1x2 − 0.6xy − 0.7xz + 0.3y2 + 0.6yz + 0.4z2)

ż = Ax+By + Cz + (0.1x2 + 0.5xy + 0.6xz − 0.3y2 − 0.7yz − 0.4z2).

(3.2)

Подробнее с результатами исследования полученной системы можно ознакомит-
ся по работе [17]. На рисунке 3.2a изображен портрет аттрактора при параметрах
(A,B,C) = (0.42, 0.58,−1.4). Собственные числа состояния равновесия O при этих па-
раметрах: λ1 = 0.57, λ2 = −0.32, λ3 = −1.64, то есть седловая величина положитель-
ная (ν = 0.25 > 0). Таким образом, все необходимые условия псевдогиперболичности
аттрактора выполняются. Для проверки условия непрерывности подпространства Ess

воспользуемся описанным выше методом. Соответствующий график изображен на рис.
3.2b. Огибающая точек на представленном графике касается вертикальной оси dx = 0
только лишь в точке (0, 0), что говорит о непрерывности подпространства сжатия на-
правлений Ess, а значит о псевдогиперболичности обнаруженного аттрактора.
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а) б)

Рис. 3.2. a) Несимметричный аттрактор Лоренца системы (3.2)
при значениях параметров A = 0.42, B = 0.58, C = −1.4; б)
результаты проверки непрерывности подпространства Ess.

4. Заключение

В настоящей работе предложена классификация странных гомоклинических ат-
тракторов по типу седлового состояния равновесия, принадлежащего аттрактору. По-
казано, что в общем случае, таких аттракторов может быть шесть типов: аттрак-
тор Шильникова, восьмерочный спиральный аттрактор, восьмерочный спиральный
аттрактор с отрицательный седловой величиной, седловой аттрактор Шильникова,
аттрактор лоренцевского типа, аттрактор Любимова-Закса-Ровеллы. Показано, что к
классу настоящих хаотических (псевдогиперболических) аттракторов может относится
только лишь аттрактор Лоренца. Остальные аттракторы обязательно являются квази-
аттракторами по Афраймовичу-Шильникову.

Аналогичный подход может быть применен для построения классификации гомо-
клинических аттракторов четырехмерных потоков. Так как в четырехмерных пото-
ках седловые и седло-фокусные состояния равновесия могут быть трех типов: (3,1),
(2,2) и (1,3), здесь будет гораздо больше возможных типов гомоклинических аттракто-
ров. Большое разнообразие возможных гомоклинических аттракторов четырехмерных
потоков связано еще с тем, что здесь проявляется еще одна важная характеристика
аттрактора – т.н. вторая седловая величина, отвечающая за растяжение трехмерных
объемов в окрестности седлового состояния равновесия. Среди новых гомоклинических
аттракторов здесь важно отметить возможность возникновения дикого спирального
аттрактора Тураева-Шильникова [7], содержащего седло-фокус (3,1) и дикое гипербо-
лическое множество [20] с неустранимыми гомоклиническими касаниями.
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On the classification of homoclinic attractors of
three-dimensional flows
c⃝ A.O. Kazakov1, E.Yu. Karatetskaia2, A.D. Kozlov3, K.A. Safonov4

Abstract. For three-dimensional dynamical systems with continuous time (flows), a classification
of strange homoclinic attractors containing an unique saddle equilibrium state is constructed. The
structure and properties of such attractors are determined by the triple of eigenvalues of the
equilibrium state. The method of a saddle charts is used for the classification of homoclinic attractors.
The essence of this method is in the construction of an extended bifurcation diagram for a wide class
of three-dimensional flows (whose linearization matrix is written in the Frobenius form). Regions
corresponding to different configurations of eigenvalues are marked in this extended bifurcation
diagram. In the space of parameters defining the linear part of the considered class of three-
dimensional flows bifurcation surfaces bounding 7 regions are constructed. One region corresponds
to the stability of the equilibrium states while other 6 regions correspond to various homoclinic
attractors of the following types: Shilnikov attractor, 2 types of spiral figure-eight attractors, Lorenz-
like attractor, saddle Shilnikov attractor and attractor of Lyubimov-Zaks-Rovella. The paper also
discusses questions related to the pseudohyperbolicity of homoclinic attractors of three-dimensional
flows. It is proved that only homoclinic attractors of two types can be pseudohyperbolic: Lorenz-
like attractors containing a saddle equilibrium with a two-dimensional stable manifold whose saddle
value is positive and saddle Shilnikov attractors containing a saddle equilibrium state with a two-
dimensional unstable manifold.
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Энергетическая функция для Ω-устойчивых потоков
без предельных циклов на поверхностях
c⃝ A.Е. Колобянина1, В. Е. Круглов2

Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию класса Ω-устойчивых потоков без
предельных циклов на поверхностях, то есть потоков на поверхностях с неблуждающим мно-
жеством, состоящим из конечного числа гиперболических неподвижных точек. Данный класс
является обобщением класса градиентно-подобных потоков, для потоков которого запрещены
седловые точки, соединённые сепаратрисами. Результатами работы являются доказательство
существования у любого потока рассматриваемого класса энергетической функции Морса и
построение такой функции для произвольного потока рассматриваемого класса. Поскольку ре-
зультаты являются обобщением соответствующих результатов К. Мейера для потоков Морса-
Смейла и, в частности, для градиентно-подобных потоков, методы построения энергетической
функции для случая данной статьи являются дальнейшей разработкой методов, использован-
ных К. Мейером, с учётом специфики Ω-устойчивых потоков, имеющих более сложную струк-
туру, чем градиентно-подобные потоки, благодаря наличию “цепочек” седловых точек, соеди-
нённых седловыми сепаратрисами.
Ключевые слова: энергетическая функция, Ω-устойчивый поток, функция Морса, поток без
предельных циклов, поток на поверхности

1. Введение

В работе [1] А. А. Андронов и Л. С. Понтрягин впервые ввели на плоскости т. н.
потоки Морса-Смейла, обладающие кoнeчным чиcлoм гипepбoличecкиx нeпoдвижныx
тoчeк и зaмкнутыx тpaeктoрий, cocтaвляющиx вcё нeблуждaющee мнoжecтвo cиcтeмы,
и нe имeющие cвязoк, т. е. тpaeктopий, coeдиняющиx ceдлoвыe тoчки. С. Смейл в рабо-
те [2] показал, что локально градиентный поток Морса-Смейла без предельных циклов
(поток Морса-Смейла без предельных циклов называется градиентно-подобным) в под-
ходящей метрике является градиентным, порождённым некоторой функцией Морса. В
этом случае функция Морса убывaeт вдoль нeoсoбых тpaeктopий пoтoкa, а множество
неподвижных точек потока совпадает с множеством критических точек функции Мор-
са. Так была впервые построена так называемая энepгeтичecкая функция для динaми-
чecкиx cиcтeм, т. е. глaдкая функция, убывaющая вдoль блуждaющиx тpaeктopий, чьё
мнoжecтвo кpитичecкиx тoчeк дает нeблуждaющее мнoжecтвo cиcтeмы.

K. Meйep в работе [3] пocтрoил энepгeтичecкую функцию для пpoизвoльнoгo пoтoкa
Mopca-Cмeйлa, обобщив таким образом результат Смейла. B силу нaличия у тaкoгo
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пoтoкa в oбщeм cлучae пepиoдичecкиx тpaeктopий энepгeтичecкaя функция ужe нe
мoглa быть функциeй Mopca, a являлacь eё oбoбщeниeм — функциeй Mopca-Бoттa,
имeющeй тoчки пepвoй cтeпeни выpoждeния вдoль пpeдeльныx циклoв.

В работе [4] был сделан первый шаг в обобщении результатов C. Смейла, а именно
была постоена энергетическая функция для Ω-устойчивого потока с одной седловой
связкой на сфере.

B нacтoящeй paбoтe мы продолжаем обобщать peзультaты C. Cмeйлa нa клacc G
Ω-уcтoйчивыx пoтoкoв бeз пpeдeльныx циклoв нa пoвepxнocтях.

Т е о р е м а 1.1 Для любoгo пoтoкa в клacce G cущecтвуeт энepгeтичecкaя
функция Mopca.

В следующих параграфах изложено доказательство теоремы 1.1.

2. Вспомогательные факты и определения

Глaдким пoтoкoм нa мнoгooбpaзии M нaзывaeтcя глaдкoe oтoбpaжeниe

f : M × R →M

co cвoйcтвaми
1)f(x, 0) = x, x ∈M ;

2)f(f(x, t), s) = f(x, t+ s), x ∈M, t ∈ R;

oбoзнaчим eгo f(x, t) = f t(x).
Mнoжecтвo Op = {f t(x) | t ∈ R} нaзывaeтcя тpaeктoриeй, или opбитoй тoчки x.

Тoчкa x являeтcя нeпoдвижнoй, ecли eё тpaeктopия coдepжит тoлькo caму тoчку x.
Тpaeктopии пoлaгaют opиeнтиpoвaнными в нaпpaвлeнии вoзрacтaния пapaмeтpa t.

Нeпoдвижнaя тoчкa p потока f t (отображения f) являeтcя гипepбoличecкoй тoгдa

и тoлькo тoгдa, кoгдa cpeди coбcтвeнныx чиceл мaтрицы Якoби
(
∂f

∂x

)
|p нeт чиceл

с нулевой действительной частью (чисел, равных 1). Ecли пpи этoм вce дeйcтвитeль-
ныe чacти coбcтвeнных чиceл мaтpицы Якoби мeньшe 0 (меньше 1), тo p нaзывaeтcя
cтoковoй тoчкoй; ecли бoльшe 0 (больше 1), тo иcтoчникoвoй. Пpитягивaющaя или
oттaлкивaющaя тoчкa нaзывaeтcя узлoвoй. Гипepбoличecкaя нeпoдвижнaя тoчкa, нe
являющaяcя узлoвoй, нaзывaeтcя ceдлoвoй тoчкoй, или ceдлoм (см. Рис. 2.1).

Для гипepбoличecкoй тoчки p cущecтвуют т. н. уcтoйчивoe W s(p) и нeуcтoйчивoe
Wu(p) мнoгooбpaзия, кoтopыe мoжнo oпpeдeлить кaк мнoжecтвa тoчeк y ∈ M тaких,
чтo ϱM (fkx0, f

ky) → 0 пpи k → +∞ и k → −∞, cooтвeтcтвeннo, гдe ϱM – мeтрикa
нa M . Зaмeтим, чтo нeуcтoйчивoe мнoгooбpaзиe Wu(p) ecть уcтoйчивoe мнoгooбpaзиe
oтнocитeльнo f−1.

Для пoтoкa f t тoчкa x нaзывaeтcя блуждaющeй, ecли cущecтвуeт oткpытaя oкpecт-
нocть Ux тoчки x тaкaя, чтo f t(Ux) ∩ Ux = ∅ для вcex t > 1. B пpoтивнoм cлучae
тoчкa нaзывaeтcя нeблуждaющeй. Mнoжecтвo вcex нeблуждaющиx тoчeк пoтoкa f t

нaзывaeтcя eгo нeблуждaющим мнoжecтвoм Ωft .
Если для точки x существует значение t0 ∈ R такое, что f t0(x) = x, то траектория

точки x называется замкнутой траекторией.
Предельным циклом c потока f t называется замкнутая траектория, в некоторой

окрестности которой нет других замкнутых траекторий.
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а) б) в)

Рис. 2.1. Виды гиперболических неподвижных точек: а) седловая
точка (седло); б) источниковая точка (источник); в) стоковая

точка (сток)

Пусть q – некоторая точка предельного цикла c, а Σq – некоторая гладкая секущая,
пересекающая c в точке q, трансверсальная к траеториям потока f t вблизи q. Пусть
Vq ⊂ Σq – некоторая окрестность q такая, что для любой точки x ∈ Vq существует
значение τx ∈ R+, удовлетворяющее свойству fτx(x) ∈ Vq и f t(x) /∈ Vq для 0 < t < τx.
Тогда Σq – это сечение Пуанкаре, а отображение Fq : Vq → Σq, заданное формулой
Fq(x) = fτx(x), x ∈ Vq, называется отображением Пуанкаре.

Если любая точка q предельного цикла c является гиперболической точкой отобра-
жения Fq, то цикл c называется гиперболическим предельным циклом.

Двa пoтoкa f t : M → M, f ′t : M ′ → M ′ нaзывaютcя тoпoлoгичecки эквивaлeнтны-
ми, ecли сущecтвуeт гoмeoмopфизм h : M → M ′, пepeвoдящий тpaeктopии f t в траек-
тopии f ′t с сохранением направления движения.

Пoтoк f t нaзывaeтcя пoтoкoм Mopca-Cмeйлa, ecли eгo нeблуждaющee мнoжecтвo
Ωft cocтoит из кoнeчнoгo чиcлa гипepбoличecкиx нeпoдвижныx тoчeк и гипepбoли-
чecкиx пpeдeльныx циклoв, и инвapиaнтныe мнoгooбpaзия W s(x), Wu(y) пepeceкaютcя
тpaнcвepcaльнo для любыx тoчeк x, y ∈ Ωft . Поток Морса-Смейла является структур-
но устойчивым в смысле следующего определения.

Пoтoк f t называется структурно-устойчивым, если cущecтвуeт oкpecтнocть U(f t)
в C1(M × R,M), в которой все потоки будут топологически эквивалентны f t.

Пoтoк f t нaзывaeтcя Ω-уcтoйчивым, ecли cущecтвуeт oкpecтнocть U(f t) в C1(M×
×R,M) тaкaя, чтo ecли нeкoтopый пoтoк ϕt ∈ U(f t), тo cущecтвуeт гoмeoмopфизм
h : M → M , пepeвoдящий нeблуждaющиe тpaeктopии пoтoкa f t в нeблуждaющиe
тpaeктopии пoтoкa ϕt c coxpaнeниeм нaпpaвлeния движeния пo тpaeктopиям. В си-
лу критерия структурной устойчивости [5–6] это означает, что Ω-устойчивый поток
отличается от потока Морса-Смейла тем, что инвариантные многообразия различных
седловых точек могут касаться, на поверхности это означает совпадение седловых се-
паратрис различных седловых точек, появление сепаратрис, – соединяющих седловые
точки.

Oбoзнaчим чepeз S зaмкнутую пoвepxнocть, напомним, что G – клacc Ω-уcтoйчивыx
пoтoкoв f t клacca глaдкocти C2 нa S бeз пpeдeльныx циклoв.

Нaпoмним, чтo мы нaзывaeм энepгeтичecкoй функциeй пoтoкa f t ∈ G функцию
φ : S → R co cлeдующими cвoйcтвaми:

1) φ являeтcя функциeй Mopca, т. e. C2-функция c нeвыpoждeнными кpитичecкими
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тoчкaми;
2) мнoжecтвo кpитичecкиx тoчeк функции φ coвпaдaeт с Ωft ;
3) φ(f t(x)) < φ(x) для любoй x /∈ Ωft и любoгo t > 0.

3. Пocтpoeниe энepгeтичecкoй функции

Дoкaжем ocнoвную тeopeму.
Положим f t ∈ G.
Дaлee будeм cтpoить энергетическую функцию φ : S → R в нecкoлькo этaпoв.
1. На неблуждающем множестве Ωft потока f t вводится отношение Смейла, явля-

ющееся отношением частичного порядка: для двух точек p и q положим, что p < q
тогда и только тогда, когда W s

p ∩Wu
q ̸= ∅. Согласно известному факту из дискретной

математики – это отношение продолжается до некоторого отношения линейного поряд-
ка. Перенумеруем неподвижные точки согласно этому порядку и положим, что φ|Ωft

принимает значения, равные номерам точек.
2. Положим imax, jmax, kmax – число стоков, сёдел, источников соответственно.

После этого для удобства переобозначим неподвижные точки: ωi = β0,i, σj = β1,j ,
αk = β2,k, где i = 1, imax, j = 1, jmax, k = 1, kmax. Также положим bl1,l2 = φ(βl1,l2), где
l1 = 0, 2, l2 – номер точки в множестве точек её типа.

Пocкoльку βl1,l2 — гипepбoличecкaя нeпoдвижнaя тoчкa пoтoкa f t, тo в лoкaльныx
кoopдинaтax X = (x, y) кacaтeльнoe к тpaeктopиям пoтoкa вeктopнoe пoлe имeeт вид

Ẋ = Al1,l2X + gl1,l2(X),

гдe Al1,l2 мaтрицa с coбcтвeнными знaчeниями c нeнулeвoй дeйcтвитeльнoй чacтью
и gl1,l2(0) = dgl1,l2(0) = 0. Coглacнo тeopии Ляпунoвa, cущecтвуют cиммeтpичecкиe
мaтpицы Bl1,l2 и Cl1,l2 тaкиe, чтo квaдpaтичнaя фoрмa wl1,l2(X) = XTBl1,l2X пoлo-
житeльнo oпpeдeлeнa, a квaдpaтичнaя фopмa vl1,l2(X) = XTCl1,l2X нeвыpoждeнa, пpи
этoм AT

l1,l2
Cl1,l2 + Cl1,l2Al1,l2 = −Bl1,l2 . Тoгдa cущecтвуeт oкpecтнocть Ul1,l2 нeпoдвиж-

нoй тoчки βl1,l2 , в кoтopoй функция

φl1,l2(X) = bl1,l2 + vl1,l2(X)

являeтcя энepгeтичecкoй функциeй Mopca для пoтoкa f t. Нe умeньшaя oбщнocти, будeм
cчитaть, чтo oкpecтнoсти Ul1,l2 пoпapнo нe пepeceкaютcя для paзличныx l1, l2.

3. Выберем около каждой неподвижной точки линеаризующую окрестность удобной
для нас формы. Для этого рaccмoтрим пары соседних седловых точек в различных
цепочках и найдём такие двe coceдниe в некоторой цепочке ceдлoвыe тoчки, знaчeния

функции в кoтopыx имeют нaимeньшую paзницу w, и пoлoжим r ∈ (0,
1

3
w). Тoгдa

[n − r, n] ⊂ φ2,k(U2,k) для иcтoчникoвыx тoчeк β2,k, [0, r] ⊂ φ−1
0,i (U0,i) для cтoкoвыx

тoчeк β0,i и [b1,j − r, b1,j + r] ⊂ φ1,j(U1,j) для ceдлoвыx тoчeк β1,j , гдe k, i, j – нoмeрa
иcтoчникoв, cтoкoв и ceдeл cooтвeтcтвeннo. Пoлoжим Ũ2,k = φ−1

2,k([n − r, n]) и Ũ0,i =

φ−1
0,i ([0, r]). B кaчecтвe oкpecтнocти Ũ1,j ceдлoвoй тoчки β1,j выбepeм кpивoлинeйный

вocьмиугoльник, чeтыpe cтopoны кoтopoгo лeжaт нa чeтыpex кoмпoнeнтax cвязнocти
линий уpoвня φ−1

1,j(b1,j ± r), a ocтaльныe чeтыpe – нa paзличныx тpaeктopияx пoтoкa f t
(см. Рис. 3.1).

4. Опишем построение глобальных линий уровня, продолжающих отрезки грани-
цы окрестности седла β1,j , не являющиеся отрезками траекторий (см. Рис. 3.2). Пo
пocтpoeнию мнoжecтвo

φ−1
1,j(b1,j ± r) ∩ ∂Ũ1,j
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х

у

Рис. 3.1. Окрестность Uβ1,j

cocтoит из дуг δ1j±, δ2j±, пpи этoм будeм cчитaть, чтo oбoзнaчeния выбpaны тaк, чтo δ1j−,

δ2j−∩W s
β1,j

, δ1j+, δ2j+∩Wu
β1,j

. Нa мнoжecтвe S \ (
kmax∪
k=1

Ũ2,k∪
imax∪
i=1

Ũ0,i) пpoдoлжим эти дуги

дo глoбaльныx линий уpoвня γ1j± ⊃ δ1j±, γ2j± ⊃ δ2j±, гдe линии c oдинaкoвым знaкoм
мoгут coвпaдaть. Назовём γsj , s = 1, 2, глобальными седловыми линиями уровня.

Пpoвeдeм пocтpoeниe фpaгмeнтa γ0 линии уpoвня γsj−, гдe s = 1, 2, для ocтaльныx
cлучaeв пocтpoeния aнaлoгичныe. Дaнныe пocтpoeния были oпиcaны в cтaтьe [4]. Oбoз-
нaчим чepeз a1, a2 гpaничныe тoчки дуги δ2j+. Пуcть t1 > 0 и t2 > 0 знaчeния вpeмeни
тaкиe, чтo a01 = f−t1(a1) ∈ ∂Ũ2,k и a02 = f−t2(a2) ∈ ∂Ũ2,k. Oбoзнaчим чepeз [a01, a

0
2]

дугу oкpужнocти ∂Ũ2,k, oгpaничeнную тoчкaми a01 и a02 и нe пepeceкaющую W s
β1,j

. Для

любыx тoчeк z1, z2 ∈ [a01, a
0
2] oбoзнaчим чepeз [z1, z2] дугу oкружнocти ∂Ũ2,k. Для лю-

бoй тoчки z ∈ [a01, a
0
2] oбoзнaчим чepeз ℓz длину дуги [a01, z]. Пoлoжим L = ℓa0

2
. Тoгдa

cущecтвуeт ε > 0 тaкoe, чтo нa oтpeзкe [0, L] в oднocтopoнниx ε-oкpecтнocтяx тoчeк 0
и L кoppeктнo oпpeдeлeнa C2-глaдкaя функция τ1 фopмулoй

fτ1(ℓz)(z) ∈ δ2k+.

Oпpeдeлим функцию τ2 нa oтpeзкe [0, L] фopмулoй

τ2(ℓ) = t1 +
t2 − t1
L

ℓ.

Oбoзнaчим чepeз ψ : [0, L] → [0, 1] C2-глaдкую функцию тaкую, чтo ψ = 0 в
ε

2
-

oкpecтнocтяx тoчeк 0 и L, ψ = 1 внe ε-oкpecтнocтeй этиx тoчeк. Oпpeдeлим функцию
τ3 нa oтpeзкe [0, L] фopмулoй

τ3(ℓ) = ψ(ℓ)τ2(ℓ) + (1− ψ(ℓ))τ1(ℓ).
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Рис. 3.2. Сфера S2, фазовый портрет потока f t, окрестности
неподвижных точек и разбиение сферы на области линиями

уровня функции φ

Пoлoжим γ0 = δ2j+ ∪ {fτ3(ℓz)(z), z ∈ [a01, a
0
2]}.

5. Oбoзнaчим вce пocтpoeнныe глoбaльныe линии уpoвня, включaя гpaницы узлoвых
oкpecтнocтeй, чepeз γµ, µ = 1,M , гдe M – их чиcлo. Ввeдeм cлeдующиe oбoзнaчeния

для пoдмнoжecтв мнoжecтвa S \ (
kmax∪
k=1

Ũ2,k ∪
imax∪
i=1

Ũ0,i ∪
jmax∪
j=1

Ũ1,j): пoлoжим Vµ1,µ2
– мнo-

жecтвo, oгpaничeннoe γµ1 , γµ2 и, вoзмoжнo, гpaницeй ceдлoвoй oкpecтнocти, пpи этoм
тpaeктopия идeт oт γµ1

к γµ2
, нe пepeceкaя другиx линий уpoвня (см. Рис. 3.2).

Oпpeдeлим иcкoмую энepгeтичecкую функцию φ нa гpaницax пepeчиcлeнныx мнo-
жecтв cлeдующим oбpaзoм: φ(∂Ũ0,i) = r, φ(γsj±) = φ(δsj±), φ(∂Ũ2,k) = n − r, s = 1, 2.
Пpoдoлжим функцию φ внутpь кaждoгo мнoжecтвa пo тpaeктopиям. Пocкoльку тaкиe
мнoжecтвa мoгут быть лишь кoльцaми и диcкaми, oбъяcним пocтpoeниe нa кoльцe
Vµ1,µ2 и нa диcкe Vµ3,µ4 , для ocтaльныx кoлeц и диcкoв пocтpoeниe aнaлoгичнoe.

Нa кoльцe Vµ1,µ2
для любoй тoчки z ∈ γµ1

сущecтвуeт вpeмя tz > 0 тaкoe, чтo
f tz (z) ∈ γµ2

. Для любoгo t ∈ [0, tz] пoлoжим

φ(f t(z)) = φ(γµ1
)(1− t

tz
) +

t

tz
φ(γµ2

).

Для диcкa Vµ3,µ4
бeз умeньшeния oбщнocти пoлoжим, чтo Oa0

1
∩ Vµ3,µ4

̸= ∅ и Oa0
2
∩

Vµ3,µ4
̸= ∅. Coглacнo п. 2 oпpeдeлeны функции τ4 и τ5 (кoтoрыe cтpoятcя aнaлoгичнo

τ3) нa oтpeзкe [0, L] тaкиe, чтo

γµ3
∩ Vµ3,µ4

= {fτ4(ℓz)(z), z ∈ [a01, a
0
2]}, γµ4

∩ Vµ3,µ4
= {fτ5(ℓz)(z), z ∈ [a01, a

0
2]},

гдe τ5(ℓz) > τ4(ℓz) для любoгo z ∈ [a01, a
0
2]. Нa кpивoлинeйныx пpямoугoльникax Π1 =

= {0 ≤ ℓ ≤ ε, τ4(ℓ) ≤ t ≤ τ5(ℓ)}, Π2 = {L − ε ≤ ℓ ≤ L, τ4(ℓ) ≤ t ≤ τ5(ℓ)} кoppeктнo
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oпpeдeлeнa C2-глaдкaя функция ϕ1 фopмулoй

ϕ1(ℓz, t) = φ1,j(f
t(z)).

Oпpeдeлим функцию ϕ2 нa пpямoугoльникe Π = {0 ≤ ℓ ≤ L, τ4(ℓ) ≤ t ≤ τ5(ℓ)} фop-
мулoй

ϕ2(ℓ, t) = φ(γµ3
)− 2r

t− τ4(ℓ)

τ5(ℓ)− τ4(ℓ)
.

Oбoзнaчим чepeз Ψ : Π → [0, 1] C2-глaдкую функцию тaкую, чтo Ψ = 0 нa пpямoугoль-
никax {0 ≤ ℓ ≤ ε

2 , τ4(ℓ) ≤ t ≤ τ5(ℓ)} ∪ {L − ε
2 ≤ ℓ ≤ L, τ4(ℓ) ≤ t ≤ τ5(ℓ)} и Ψ = 1 внe

Π1 ∪Π2. Oпpeдeлим функцию ϕ3 нa Π фopмулoй

ϕ3(ℓ, t) = Ψ(ℓ, t)ϕ2(ℓ, t) + (1−Ψ(ℓ, t))ϕ1(ℓ, t).

Пoлoжим
φ(f t(z)) = ϕ3(ℓz, t).

6. Пocтpoeннaя функция являeтся глaдкoй вcюду, кpoмe, вoзмoжнo, на линиях уров-
ня в окрестности границ линеаризующих окрестностей неподвижных точек. Cтaндapт-
нoй пpoцeдуpoй пepeoпpeдeлeния знaчeний функции в нeкoтopoй oкpecтнocти этиx ли-
ний уpoвня (смотрите, например [9]) мoжнo пocтpoить C2-глaдкую функцию, кoтopaя
являeтcя иcкoмoй энepгeтичecкoй функциeй.
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Abstract. The paper is devoted to the study of the class of Ω-stable flows without limit cycles on
surfaces, i.e. flows on surfaces with non-wandering set consisting of a finite number of hyperbolic
fixed points. This class is a generalization of the class of gradient-like flows, differing by forbiddance
of saddle points connected by separatrices. The results of the work are the proof of the existence
of a Morse energy function for any flow from the considered class and the construction of such a
function for an arbitrary flow of the class. Since the results are a generalization of the corresponding
results of K. Meyer for Morse-Smale flows and, in particular, for gradient-like flows, the methods for
constructing the energy function for the case of this article are a further development of the methods
used by K. Meyer, taking in sense the specifics of Ω-stable flows having a more complex structure
than gradient-like flows due to the presence of the so-called “chains” of saddle points connected by
their separatrices.
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Динамическая идентификация смешанных граничных
условий в модели конвективно-диффузионного
переноса в условиях зашумленных измерений
c⃝ А.Н. Кувшинова1

Аннотация. В статье рассматривается задача динамической идентификации смешанных гра-
ничных условий для одномерной модели конвективно-диффузионного переноса по данным за-
шумленных измерений искомой функции. С помощью метода конечных разностей осуществля-
ется переход от исходной модели с уравнением в частных производных к дискретной линейной
динамической системе с зашумленными мультисенсорными измерениями, в которую граничные
условия входят в качестве неизвестного вектора входных воздействий. Для решения поставлен-
ной задачи применяется алгоритм одновременного оптимального оценивания векторов состоя-
ния и входных воздействий. Приводятся результаты численных экспериментов, показывающие
практическую применимость предложенного подхода.
Ключевые слова: уравнения в частных производных, граничные задачи, дискретная линей-
ная стохастическая система, параметрическая идентификация, оптимальное оценивание

1. Введение и постановка задачи

В последние десятилетия в различных областях науки и техники наблюдается воз-
росший интерес к обратным задачам для уравнений в частных производных, связанный
с необходимостью разработки новых методов решения прикладных проблем, требую-
щих обработки и интерпретации экспериментальных данных [1]. Среди различных ти-
пов обратных задач важную роль в приложениях играют граничные обратные задачи,
связанные с определением поведения искомой функции на границе рассматриваемой
области.

Одним из важных классов моделей, широко используемых при описании природных
и техногенных процессов и явлений, являются модели конвективно-диффузионного пе-
реноса [2–3]. В простейшем одномерном случае модель конвективно-диффузионного
переноса со смешанными граничными условиями первого и третьего рода может быть
описана уравнениями (1.1)–(1.4):

∂c

∂t
+ v

∂c

∂x
= α

∂2c

∂2x
, a < x < b, 0 < t < +∞, (1.1)

c(x, 0) = φ(x), a ≤ x ≤ b, (1.2)
c(a, t) = f(t), (1.3)

∂c

∂x
(b, t) = −λ[c(b, t)− g(t)], 0 < t < +∞, (1.4)

1Кувшинова Анастасия Николаевна, аспирант кафедры высшей математики, ФГ-
БОУ ВО «Ульяновский государственный педагогический университет имени И. Н. Ульянова»
(430071, Россия, г. Ульяновск, пл. Ленина, д. 4/5), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3496-5981,
KUVANulspu@yandex.ru
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где c(x, t) — искомая функция; x — пространственная координата; t — время; a, b —
границы рассматриваемого отрезка.

Пусть функция φ(x) в начальном условии (1.2) задана скорость конвекции v, коэф-
фициент диффузии α в уравнении (1.1) и коэффициент λ в граничном условии (1.4)
известны. Рассмотрим задачу динамического (в реальном времени) оценивания зна-
чений функций f(t) и g(t), входящих в граничные условия (1.3)–(1.4) по результатам
зашумленных измерений значений функции c(x, t) в нескольких точках рассматривае-
мого отрезка в последовательные моменты времени. Подобные задачи могут возникать
на практике, когда измерения значений искомой функции на отдельных участках гра-
ницы объекта или за ее пределами недоступны или сопряжены с высокими затратами.
В отличие от классических постановок нас интересуют не аналитические выражения
для функций f(t) и g(t), а оценки их численных значений в дискретные моменты вре-
мени.

2. Дискретная линейная динамическая модель

Для решения поставленной задачи перейдем от исходной модели (1.1)–(1.4) к дис-
кретной линейной динамической системе в пространстве состояний с зашумленными
измерениями, которая в общем случае имеет следующий вид:{

ck = Fk−1ck−1 +Bk−1uk−1 + wk−1,
zk = Hkck + ξk, k = 1, 2, . . . ,

где ck ∈ Rn — вектор состояния системы; uk ∈ Rr — вектор входных воздействий;
zk ∈ Rm — вектор измерений; шумы wk ∈ Rq и ξk ∈ Rm образуют независимые нормаль-
но распределенные последовательности с нулевым математическим ожиданием и кова-
риационными матрицами Q ≥ 0 и R > 0.

Рассмотрим в плоскости Oxt регулярную сетку с простраственным шагом ∆x, вре-
менным шагом ∆t и узлами (xi, tk):

xi = a+ i∆x, tk = k∆t, i = 0, 1, . . . , N, k = 0, 1, . . . .

Обозначим cki = c(xi, tk), φi = φ(xi), fk = f(tk), gk = g(tk) и запишем конечно-
разностную схему для (1.1)–(1.4):

cki − ck−1
i

∆t
+ v

ck−1
i+1 − ck−1

i−1

2∆x
= α

ck−1
i+1 − 2ck−1

i + ck−1
i−1

∆x2
, (2.1)

i = 1, 2, . . . , N − 1, k = 1, 2, . . . ,

c0i = φi, i = 0, 1, . . . , N, (2.2)

ck0 = fk, k = 1, 2, . . . , (2.3)

ckN − ckN−1

∆x
= −λ[ckN − gk], k = 1, 2, . . . . (2.4)

Из уравнения (2.1) следует, что значение функции c(x, t) в узловой точке k-го вре-
менного ряда определяется ее значениями в трех точках (k − 1)-го временного ряда:

cki = (r1 + r2)c
k−1
i−1 + (1− 2r2)c

k−1
i + (r2 − r1)c

k−1
i+1 , (2.5)
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где r1 =
v∆t

2∆x
, r2 =

α∆t

∆x2
. Перепишем (2.5) в виде

cki = a1c
k−1
i−1 + a2c

k−1
i + a3c

k−1
i+1 , i = 1, 2, . . . , N − 1, k = 1, 2, . . . . (2.6)

где a1 = r1 + r2, a2 = 1− 2r2, a3 = r2 − r1.

Положим a4 =
1

1 + λ∆x
, a5 =

λ∆x

1 + λ∆x
. Тогда из (2.4) получим:

ckN =
ckN−1 + λ∆xgk

1 + λ∆x
= a4c

k
N−1 + a5g

k = a4(a1c
k−1
N−2 + a2c

k−1
N−1 + a3c

k−1
N ) + a5g

k =

= a4a1c
k−1
N−2 + a4a2c

k−1
N−1 + a4a3c

k−1
N + a5g

k, k = 1, 2, . . . . (2.7)

Искомая дискретная линейная система может быть записана в следующем виде:



ck1
ck2
ck3
...

ckn−2

ckn−1

ckn


︸ ︷︷ ︸

ck

=



a2 a3 0 · · · 0 0 0
a1 a2 a3 · · · 0 0 0
0 a1 a2 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · a2 a3 0
0 0 0 · · · a1 a2 a3
0 0 0 · · · a4a1 a4a2 a4a3


︸ ︷︷ ︸

Fk−1



ck−1
1

ck−1
2

ck−1
3
...

ck−1
n−2

ck−1
n−1

ck−1
n


︸ ︷︷ ︸

ck−1

+



a1 0
0 0
0 0
...

...
0 0
0 0
0 a5


︸ ︷︷ ︸

Bk−1

[
fk−1

gk

]
︸ ︷︷ ︸
uk−1

,


zk1
zk2
...
zkm

 = Hk


ck1
ck2
...
ckn

+


ξk1
ξk2
...
ξkm

 ,
k = 1, 2, . . . ,

(2.8)

где n = N (вектор состояния ck состоит из всех внутренних узлов простраственной сет-
ки и правой границы);Hk ∈ Rm×n — матрица наблюдения;m— количество измеряемых
компонент вектора состояния.

Модель (2.8) является детерминированной (шум wk в объекте отсутствует) дискрет-
ной линейной динамической системой с зашумленными измерениями, в которой неиз-
вестные граничные условия входят в двумерный вектор входных воздействий (r = 2).
Матрица системы Fk ∈ Rn×n и матрица входных воздействий Bk ∈ Rn×2 являются
постоянными.

Для идентификации неизвестных параметров полученной модели могут быть ис-
пользованы различные подходы, основанные на методах оптимального оценивания.
Например, в работе [4] был использован алгоритм одновременного оптимального оце-
нивания вектора состояния и входных воздействий для оценивания значений искомой
функции и коэффициентов разложения граничных условий первого рода по базисным
функциям в двумерной задаче теплопроводности.

В работе [5] для определения скорости конвекции в уравнении (1.1) при известных
граничных условиях применялись метаэвристические алгоритмы оптимизации крите-
рия идентификации. В работе [6] алгоритм [7] применялся для решения задачи ди-
намической идентификации граничных условий первого рода в модели конвективно-
диффузионного переноса. В данной статье предлагается использовать этот алгоритм
для динамической идентификации смешанных граничных условий.
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3. Алгоритм одновременного оценивания векторов состояния и
входных воздействий

Один из первых подходов к оценке вектора входных воздействий в дискретных дина-
мических системах заключался во включении неизвестных входных воздействий в век-
тор состояния, что предполагает наличие априорной информации о динамике входных
воздействий. Работа [7] является развитием результатов, полученных в [8–9], но отли-
чается тем, что в ней предложен рекуррентный фильтр с раздельной оценкой векторов
состояния и входных воздействий.

Пусть для любого k выполняется условие

rankHkBk−1 = rankBk−1 = r. (3.1)

Обозначим через In, Im, Ip единичные матрицы порядка n, m и p соответственно
(p = m− r).

Пусть идентификация проводится на отрезке времени [0, T ] с шагом дискретизации
∆t = T

K , где K – достаточно большое целое неотрицательное число.

Алгоритм 1. (С.Джиллинс, Б. Мур [7]).
Для k = 1, 2, . . . ,K выполнять
Начало

1) прогноз ck и Pk без учета оценки вектора входных воздействий

ĉk|k−1 = Fk−1ĉk−1|k−1,

Pk|k−1 = Fk−1Pk−1|k−1F
T
k−1 +Qk−1,

2) оценка вектора входных воздействий uk−1

R̃k = HkPk|k−1H
T
k +Rk,

Dk = HkBk−1,

Mk = (DT
k R̃

−1
k Dk)

−1DT
k R̃

−1
k ,

ûk−1 =Mk(zk −Hk ĉk|k−1), (3.2)

3) прогноз ck и Pk с учетом оценки вектора входных воздействий

ĉ∗k|k = ĉk|k−1 +Bk−1ûk−1,

P ∗
k|k = (In −Bk−1MkHk)Pk|k−1(In −Bk−1MkHk)

T +Bk−1MkRkM
T
k B

T
k−1,

4) коррекция ck и Pk

R̃∗
k = (Im −HkBk−1Mk)R̃k(Im −HkBk−1Mk)

T ,

S∗
k = −Bk−1MkRk,

αk = [0 Ip]U
T
k S̃

−1
k , (3.3)

Kk = (P ∗
k|kH

T
k + S∗

k)α
T
k (αkR̃

∗
kα

T
k )

−1
αk,

ĉk|k = ĉ∗k|k +Kk(zk −Hk ĉ
∗
k|k), (3.4)

Pk|k = P ∗
k|k −Kk(P

∗
k|kH

T
k + S∗

k)
T .

Конец

В формуле (3.3) матрица S̃k такова, что S̃kS̃
T
k = R̃k, а Uk — ортогональная матрица,

составленная из левых сингулярных векторов матрицы S̃−1
k HkBk−1.
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4. Численные эксперименты

Рассмотрим следующую задачу:

∂c

∂t
+ 2

∂c

∂x
=
∂2c

∂2x
, 0 < x < 1, 0 < t < +∞, (4.1)

c(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, (4.2)
c(0, t) = f(t), 0 < t < +∞, (4.3)

∂c

∂x
(1, t) = −[c(1, t)− g(t)], 0 < t < +∞, (4.4)

где c(x, t) — концентрация загрязняющего вещества в одномерном потоке, текущем
слева направо,

f(t) = 4
∣∣2t− ⌊2t+ 0.5⌋

∣∣, g(t) =

 0, t ≤ 0.25,
2t− 0.5, 0.25 < t < 0.75,

1, t ≥ 0.75.

Условие (4.2) означает, что начальная концентрация вещества равна нулю на всем от-
резке, граничное условие (4.3) соответствует периодическому изменению концентра-
ции на левом конце отрезка по закону треугольной волны с периодом 0.5, а граничное
условие (4.4) — кусочно-линейному изменению концентрации в окружающей среде на
правом конце.

Зададим пространственную сетку с шагом ∆x = 0.2, состоящую из четырех внут-
ренних (x1 = 0.2, x2 = 0.4, x3 = 0.6, x4 = 0.8) и двух граничных (x0 = 0, x5 = 1)
узлов. Шаг ∆t с учетом условия сходимости конечно-разностной схемы выберем рав-

ным
∆x2

4α
= 0.01.

На рис. 4.1 приведен график решения задачи (4.1)–(4.3) методом конечных разно-
стей для t ∈ [0; 1] (k = 1, 2, . . . , 100).

11
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0.8 0.8

0.60.6

0.40.4

1

0.2 0.2

0 0

2

Рис. 4.1. Решение задачи методом конечных разностей
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Рассмотрим модель измерений с двумя сенсорами (m = 2) в узлах x1 и x5. Заметим,
что при такой модели измерений условие (3.1) выполняется. Система (2.8) в этом случае
будет иметь следующий вид:


ck1
ck2
ck3
ck4
ck5

 =


0.5 0.2 0 0 0
0.3 0.5 0.2 0 0
0 0.3 0.5 0.2 0
0 0 0.3 0.5 0.2
0 0 0.25 0.4167 0.1667



ck−1
1

ck−1
2

ck−1
3

ck−1
4

ck−1
5

+


0.3 0
0 0
0 0
0 0
0 0.1667


[
fk−1 = ck−1

0

gk

]
,

[
zk1
zk2

]
=

[
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

]
ck1
ck2
ck3
ck4
ck5

+

[
ξk1
ξk2

]
,

k = 1, 2, . . . .
(4.5)

На рис. 4.2 приведены графики зашумленных измерений, на рис. 4.3 – 4.4 — ре-
зультаты оценивания значений функций f(t) и g(t), а на рис. 4.5 — график оценки
решения, полученного алгоритмом 1 с ковариацией шума R = diag{0.022, 0.022}. Заме-
тим, что для рассматриваемой нами модели на каждой итерации алгоритма по формуле
(3.2) вычисляется оценка вектора входных воздействий uk−1, состоящего из значения
функции f(t) в предыдущий момент времени и значения функции g(t) в текущий мо-
мент времени, а по формуле (3.4) получается оценка вектора состояния для текущего
момента времени. Таким образом, оценка значений функции f(t) производится с запаз-
дыванием на один такт и на последней итерации алгоритма ее значение оказывается
не определено.

Рис. 4.2. Зашумленные измерения
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Рис. 4.3. Оценка f(t)
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Рис. 4.4. Оценка g(t)
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Рис. 4.5. Оценка решения

В таблице 4.1 приведены среднеквадратические ошибки оценивания значений функ-
ции c(x, t) в узлах сетки (RMSEi) и нормализованная среднеквадратическая ошибка
(nRMSEc), а также среднеквадратические ошибки оценивания функции g(t) (RMSEg)
при различных ковариациях шума (R1 = diag{0.22, 0.22}, R2 = diag{0.022, 0.022},
R3 = diag{0.0022, 0.0022}). Из приведенной таблицы видно, что с уменьшением шума
качество иденификации граничных условий возрастает.

Таблица 4.1. Ошибки оценивания

RMSE0 RMSE1 RMSE2 RMSE3 RMSE4 RMSE5 nRMSEc RMSEg

R1 0.8187 0.2165 0.0826 0.0481 0.0557 0.2178 0.8814 1.3284
R2 0.0819 0.0217 0.0083 0.0048 0.0056 0.0218 0.0881 0.1328
R3 0.0082 0.0022 0.0008 0.0005 0.0006 0.0022 0.0088 0.0133

5. Заключение

В работе предложен новый подход к динамической идентификации смешанных гра-
ничных условий в модели конвективно-диффузионного переноса в условиях зашумлен-
ных измерений, основанный на использовании методов дискретной фильтрации.

Новизна предлагаемого подхода заключается в переходе от исходной модели, опи-
сываемой уравнением в частных производных, к дискретной линейной динамической
системе, в которой граничные условия представлены как неизвестные входные воздей-
ствия, для идентификации которых применяется алгоритм [7].

Дальнейшие исследования будут направлены на развитие предложенного подхо-
да и разработку новых методов решения задач идентификации моделей конвективно-

А.Н. Кувшинова. Динамическая идентификация смешанных граничных условий в модели . . .
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диффузионного переноса по экспериментальным данным.
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Dynamic identification of boundary conditions for
convection-diffusion transport model in the case of noisy
measurements
c⃝ A.N. Kuvshinova1

Abstract. The paper addresses the problem of dynamic identification of mixed boundary conditions
for one-dimensional convection-diffusion transport model based on noisy measurements of the
function of interest. Using finite difference method the original model with the partial differential
equation is replaced with the discrete linear dynamic system with noisy multisensor measurements
in which boundary conditions are included as unknown input vector. To solve the problem, the
algorithm of simultaneous estimation of the state and input vectors is used. The results of numerical
experiments are presented which confirm the practical applicability of the proposed method.
Key Words: partial differential equations, boundary problems, discrete linear stochastic system,
parameter identification, optimal estimation
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О периодических точках эндоморфизмов тора
c⃝ Е.Д. Куренков 1, Д.И. Минц2

Аннотация. Известно, что аносовские эндоморфизмы n-мерного тора, отличные от автомор-
физмов и растягивающих эндоморфизмов, не являются структурно устойчивыми и в общем
случае не сопряжены с алгебраическими эндоморфизмами. Тем не менее гиперболические ал-
гебраические эндоморфизмы тора сопряжены со своими C1-возмущениями на множестве пе-
риодических точек. Поэтому изучение алгебраических эндоморфизмов тора представляет осо-
бый интерес. Настоящая работа посвящена изучению структуры множества периодических и
предпериодических точек алгебраических эндоморфизмов тора. Изучаются различные группо-
вые свойства указанного множества точек. Доказана плотность периодических и предперио-
дических точек для алгебраических эндоморфизмов n-мерного тора. Исследована зависимость
между числом периодических и предпериодических точек с фиксированным знаменателем и
свойствами характеристического многочлена. Основным результатом работы является теоре-
ма 1.1. В ней приводится алгоритм, который позволяет различать множества периодических и
предпериодических точек заданного алгебраического эндоморфизма двумерного тора.
Ключевые слова: аносовский эндоморфизм, алгебраический эндоморфизм тора, периодиче-
ские точки, полусопряженность

1. Введение

Хорошо известно, что произвольный диффеоморфизм Аносова, заданный на n-
мерном торе, является структурно устойчивым и сопряжен с алгебраическим гипер-
болическим автоморфизмом [1–3]. Что же касается аносовских эндоморфизмов, не яв-
ляющихся диффеоморфизмами и растягивающими эндоморфизмами, то такой резуль-
тат, не имеет места, что следует из работ [4–5]. Более того, в работе [6] было показано,
что во множестве эндоморфизмов Аносова на n-мерном торе множество эндоморфиз-
мов, не сопряженных с алгебраическим, образует массивное множество. Из работы Ф.
Пшетыцкого [4] следует, что гиперболические алгебраические эндоморфизмы тора со-
пряжены со своими C1- возмущениями на множестве периодических точек. Именно
поэтому изучение алгебраических эндоморфизмов тора представляет особый интерес.

В настоящей работе исследуются свойства алгебраических эндоморфизмов n-
мерного тора Tn. Мы будем представлять n-мерный тор как фактор-пространство
Rn/Zn. Тогда алгебраический эндоморфизм fA : Tn → Tn задается (n × n)-матрицей
A с целочисленными коэффициентами. Если |detA| = 1, то эндоморфизм fA : Tn → Tn,
индуцированный матрицей A, является автоморфизмом. Если собственные значения
матрицы A отличны от 0 и 1, то алгебраический эндоморфизм называется гиперболи-
ческим.

1 Куренков Евгений Дмитриевич , стажер-исследователь, лаборатория Топологических мето-
дов в динамике, Нижегородский филиал ФГАОУ ВО «Национальный исследовательский университет
Высшая школа экономики» (603155, Россия, г. Нижний Новгород, ул. Большая Печёрская, д. 25/12),
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3544-1143, ekurenkov@hse.ru

2Минц Дмитрий Ильич, стажёр-исследователь, лаборатория топологических методов в дина-
мике НИУ ВШЭ НН (603155, Россия, г. Нижний Новгород, ул. Б. Печерская, д. 25/12), ORCID:
https://orcid.org/0000-0003-0329-6946, dmincz@hse.ru
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Известно, что в случае произвольного алгебраического эндоморфизма множество
периодических и предпериодических точек может включать в себя как точки с раци-
ональными, так и точки с иррациональными координатами. Но в случае гиперболиче-
ского алгебраического эндоморфизма периодическими и предпериодическими точками
являются все точки с рациональными координатами и только они. Встаёт вопрос о
классификации точек с рациональными координатами на периодические и предперио-
дические для конкретно заданного алгебраического эндоморфизма. Легко видеть, что
для алгебраического автоморфизма тора (см., например, [7]) любая точка с рациональ-
ными координатами является периодической. В данной работе для двумерного тора
приведен алгоритм, позволяющий различать периодические и предпериодические точ-
ки заданного алгебраического эндоморфизма.

Пусть Pq — множество рациональных точек на n-мерном торе вида (s1/q, ..., sn/q),
где 0 6 si < q, i = 1, n. Легко видеть, что объединение

∪
q∈N

Pq совпадает с множе-

ством всех периодических точек на торе, имеющих рациональные координаты. Для
произвольного алгебраического эндоморфизма fA : Tn → Tn данное множество явля-
ется инвариантным, т. е. fA(Pq) ⊂ Pq. Тогда корректно определено ограничение fA|Pq

.
Рассмотрим кольцо вычетов Zq по модулю q. Пусть Aq — матрица с коэффициентами
a′ij в Zq такая, что a′ij = aij mod q. Матрица Aq естественным образом индуцирует эн-

доморфизм3 абелевой группы
n⊕

i=1

Zq, причем справедлива следующая коммутативная
диаграмма

Pq

fA|Pq−−−−→ Pq

φ

y yφ

n⊕
i=1

Zq −−−−→
Aq

n⊕
i=1

Zq

,

где φ(s1/q, ..., sn/q) = (s1, ..., sn).

Т е о р е м а 1.1 Пусть даны произвольный алгебраический эндоморфизм
fA : T2 → T2 и ненулевая рациональная точка M с координатами (s1/q, s2/q), где чис-
ла s1, s2, q взаимно просты в совокупности. Пусть q = pα1

1 pα2
2 . . . pαt

t — разложение
на простые сомножители числа q. Точка M является периодической точкой эндо-
морфизма fA тогда и только тогда, когда для любого i = 1, t точка (s1, s2) mod pαi

i

является периодической точкой эндоморфизма Ap
αi
i

.
При этом точка (s1, s2) mod pαi

i является периодической для эндоморфизма Ap
αi
i

тогда и только тогда, когда характеристический многочлен оператора Ap либо не
имеет нулевых корней, либо имеет ровно один нулевой корень, и существует λ ∈ Zpk ,
обратимое в кольце Zpk , такое, что Apkx = λx.

2. Доказательство основных результатов

Рассмотрим введённый в разделе 1 эндоморфизм Aq :
n⊕

i=1

Zq →
n⊕

i=1

Zq. Из его опре-

деления непосредственно вытекает, что для любого w, являющегося делителем q, эн-
3Здесь и далее мы для удобства обозначений не делаем различий между матрицей Aq и индуциро-

ванным ею эндоморфизмом группы
n⊕

i=1
Zq .
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доморфизм Aq полусопряжен с эндоморфизмом Aw :
n⊕

i=1

Zw →
n⊕

i=1

Zw, т. е. справедлива
следующая коммутативная диаграмма:

n⊕
i=1

Zq
Aq−−−−→

n⊕
i=1

Zq

φw

y yφw

n⊕
i=1

Zw −−−−→
Aw

n⊕
i=1

Zw

,

где φw(s1, ..., sn) = (s1, ..., sn) mod w.

Л е м м а 2.1 Пусть q = pα1
1 pα2

2 . . . pαt
t — разложение на простые сомножители

числа q. Тогда точка (s1, ..., sn) ∈
n⊕

i=1

Zq является периодической точкой эндоморфизма

Aq тогда и только тогда, когда для любого i = 1, t точка φp
αi
i
(s1, ..., sn) является

периодической точкой эндоморфизма Ap
αi
i

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Результат немедленно следует из китайской теоремы
об остатках, утверждающей, что гомоморфизм ψ : Zn1n2...nk

→ Zn1
⊕ Zn2

⊕ . . . ⊕ Znk
,

ψ(x) = (x mod n1, x mod n2, . . . , x mod nk) является изоморфизмом при попарно вза-
имно простых n1, n2, . . . , nk.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З а м е ч а н и е 2.1 Пусть точка (s1, ..., sn) ∈
n⊕

i=1

Zq — периодическая точка

эндоморфизма Aq, ai — период точки φp
αi
i
(s1, ..., sn), где i = 1, t. Тогда период точки

(s1, ..., sn) равен [a1, a2, ..., at]
4.

Л е м м а 2.2 Пусть A — целочисленная матрица и u1, u2, ..., un — ее элемен-

тарные делители5, тогда система сравнений Ax ≡ 0 (mod q) имеет ровно
n∏

i=1

(ui, q)

различных по модулю q решений6.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U — целочисленная унимодулярная матрица. Легко
видеть, что x является решением системы сравнений Ax ≡ 0 (mod q) тогда и только
тогда, когда x является решением системы сравнений UAx ≡ 0 (mod q).

Известно [8], что для любой целочисленной матрицы A существуют такие уни-
модулярные матрицы U и V , что матрица A′ = UAV имеет диагональный видu1 . . . 0

...
. . .

...
0 . . . un

, где u1, ..., un — элементарные делители матрицы A. Тогда любое ре-

шение исходной системы сравнений имеет вид V y, где y — решение системы сравнений
A′y ≡ 0 (mod q).

4[m,n] обозначает наименьшее общее кратное чисел m и n.
5Напомним, что ui может быть вычислено, как отношение наибольшего общего делителя миноров

матрицы A порядка i к наибольшему общему делителю миноров матрицы A порядка i− 1.
6(m,n) обозначает наибольший общий делитель чисел m и n.
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Легко видеть, что система сравнений A′y ≡ 0 (mod q) имеет ровно
n∏

i=1

(ui, q) раз-

личных решений по модулю q. Однако в силу унимодулярности матрицы V исходная

система сравнений также имеет ровно
n∏

i=1

(ui, q) различных решений по модулю q.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.1 Справедливо равенство | kerAq| =
n∏

i=1

(ui, q), где u1, ..., un

— элементарные делители матрицы A.

Л е м м а 2.3 Эндоморфизм Aq является автоморфизмом тогда и только то-
гда, когда (det(A), q) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если (det(A), q) = 1, то существуют такие числа w и
v, что v · det(A) + wq = 1. Перепишем равенство в виде v · det(A) = 1 − wq. Отсюда
получим, что v ·det(A) ≡ 1 (mod q). Значит, det(A) есть обратимый элемент кольца Zq,
следовательно, существует A−1

q .

Обратно, если (det(A), q) ̸= 1, то в силу того, что det(A) =
n∏

i=1

ui, где u1..., un —

элементарные делители матрицы A, хотя бы для одного i верно неравенсто (ui, q) > 1.
Однако тогда | kerAq| > 1, и эндоморфизм Aq необратим.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.2 Если (det(A), q) = 1, то любая точка (s1, ..., sn) ∈
n⊕

i=1

Zq

является периодической точкой отображения Aq.

С л е д с т в и е 2.3 Если detA ̸= 0, то множество периодических точек
отображения, индуцированного матрицей A, всюду плотно.

Л е м м а 2.4 Множество периодических точек Fq эндоморфизма Aq есть под-

группа в
n⊕

i=1

Zq. Кроме того, существует такая подгруппа Kq ⊂
n⊕

i=1

Zq, что
n⊕

i=1

Zq
∼=

∼= Fq ⊕Kq.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как в
n⊕

i=1

Zq существует конечное число элементов,

то найдётся такое целое число k, при котором все элементы
n⊕

i=1

Zq являются непо-

движными точками эндоморфизма Ak
q . Легко видеть, что Fq = ImAk

q , следовательно,
Fq является подгруппой. Положим Kq = kerAk

q . Рассмотрим произвольный элемент

x ∈
n⊕

i=1

Zq. Тогда x = Ak
q (x) + (x − Ak

q (x)), причем Ak
q (x) ∈ ImAk

q и x − Ak
q (x) ∈ kerAk

q .

Следовательно,
n⊕

i=1

Zq
∼= Fq ⊕Kq.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.4 Пусть pk — степень простого числа p. Тогда множество

периодических точек эндоморфизма Apk есть подгруппа в
n⊕

i=1

Zpk , изоморфная одной

из групп
t⊕

i=1

Zpk , где t = 0, n .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство немедленно следует из теоремы о клас-
сификации конечнопорожденных абелевых групп.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Заметим, что
n⊕

i=1

Zp является n-мерным векторным пространством над полем Zp, а

Ap является линейным оператором, действующим в этом пространстве. Его характе-
ристический многочлен может иметь t корней (t = 0, n), лежащих в Zp.

Л е м м а 2.5 Пусть χp — характеристический многочлен линейного операто-
ра Ap. Тогда эндоморфизм Ap имеет подгруппу периодических точек, изоморфную
t⊕

i=1

Zp в том и только том случае, когда его характеристический многочлен χp имеет

ноль своим корнем кратности (n− t).

Д о к а з а т е л ь с т в о.

Из леммы 2.4 следует, что
n⊕

i=1

Zp
∼= Fp ⊕Kp, где Fp и Kp — образ и ядро линейного

оператора Ak
p соответственно. Они являются инвариантными относительно оператора

Ap, поскольку являются ядром и образом некоторого многочлена от оператора Ap.

Значит, существует базис, в котором матрица оператора Ap имеет вид
(
MK 0
0 MF

)
, где

MK и MF — матрицы ограничений оператора Ap на инвариантные подпространства Kp

и Fp соответственно. Обозначим ограничения оператора Ap на подпространства Kp и
Fp за AK и AF соответственно. Заметим, что все точки подпространства Kp являются
предпериодическими (кроме точки (0, ..., 0)), а все точки подпространства Fp являются
периодическими.

Из конструкции подгруппы Kp следует, что существует такое число n, что An
K =

0. Значит, оператор AK – нильпотентный, и все собственные значения его матрицы
равны 0.

Покажем, что характеристический многочлен оператора AF не имеет нулевых соб-
ственных значений. Из леммы 2.3 и того, что число p – простое, следует, что все

точки пространства
n⊕

i=1

Zp являются периодическими тогда и только тогда, когда

det(Ap) mod p ̸= 0. Данный факт является верным и для эндоморфизма AF , который
действует в подпространстве Fp. Поскольку все точки подпространства Fp являются
периодическими точками эндоморфизма AF , то det(MF ) mod p ̸= 0. Так как характе-
ристический многочлен χp линейного оператора AF имеет вид χ = (−1)nλn+an−1λ

n−1+
+...+a1λ+a0, где a0 = det(MF ) и det(MF ) mod p ̸= 0, то характеристический многочлен
оператора AF не имеет нулевых собственных значений.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Опираясь на полученные выше результаты, перейдём к исследованию множества
периодических и предпериодических точек алгебраических эндоморфизмов двумерного
тора.

Л е м м а 2.6 Подгруппа периодических точек эндоморфизма Ap изоморфна
t⊕

i=1

Zp, t = 0, 2 тогда и только тогда, когда подгруппа периодических точек эндомор-

физма Apk изоморфна
t⊕

i=1

Zpk .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Случай при t = 2 немедленно следует из леммы 2.3 (Все
точки Zp ⊕ Zp являются периодическими точками эндоморфизма Ap тогда и только
тогда, когда (det(A), p) = 1. Кроме того, (det(A), p) = 1 тогда и только тогда, когда
(det(A), pk) = 1).

2) Пусть φk : Zpk ⊕Zpk → Zp ⊕Zp — естественный гомоморфизм, полусопрягающий
эндоморфизмы Apk и Ap. Из существования данного полусопряжения и конечности
числа элементов в Zpk ⊕ Zpk непосредственно следует, что эндоморфизм Apk имеет не
меньше периодических точек, чем эндоморфизм Ap, поскольку для любой периодиче-
ской точки эндоморфизма Ap найдется хотя бы одна периодическая точка эндомор-
физма Apk , проектирующаяся в нее в силу φk. Таким образом, доказана необходимость
при t = 1.

Докажем достаточность. Предположим, что Ap имеет единственную периодическую
точку, и при некотором k > 1 эндоморфизм Apk имеет подгруппу периодических то-
чек, измоморфную Zpk . Данная подгруппа имеет вид H = {h(x1, x2) : h ∈ Zpk} при
некотором (x1, x2) ∈ Zpk ⊕ Zpk .

Покажем, что хотя бы один из элементов x1, x2 является обратимым элементом
кольца Zpk . Предположим, что оба элемента x1 и x2 необратимы. Тогда множество H
представимо в виде H = {p(hy1, hy2) : h ∈ Zpk}, где x1 = py1, x2 = py2. Отсюда следует,
что в множестве H не более pk−1 элементов. Однако множество H изоморфно Zpk ,
поэтому в нём pk элементов. Получили противоречие.

Таким образом, хотя бы один из элементов x1, x2 является обратимым элементом
кольца Zpk . Пусть для определенности этот элемент есть x1. Тогда в множестве H
найдется элемент вида (1, h1). Заметим, что:

φk((1, h1)) = (1 mod pk−1, h1 mod pk−1) = (1, h1 mod pk−1) ̸= 0.

В силу полусопряженности Apk и Ap элемент φk((1, h1)) есть периодическая точка эндо-
морфизма Ap, что противоречит тому, что (0, 0) есть единственная периодическая точка
эндоморфизма Ap. Полученное противоречие доказывает достаточность при t = 1.

3) Верность леммы для t = 0 следует непосредственно из того, что она верна при
t = 1 и t = 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.5 Эндоморфизм Apk имеет подгруппу периодических точек,

изоморфную
t⊕

i=1

Zpk в том и только том случае, когда его характеристический мно-

гочлен χpk имеет ноль своим корнем кратности 2− t.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство непосредственно следует из леммы 2.6 и
леммы 2.5 при n = 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Л е м м а 2.7 Пусть эндоморфизм Apk : Zpk ⊕Zpk → Zpk ⊕Zpk имеет подгруппу
периодических точек, изоморфную Zpk . Тогда точка x ∈ Zpk ⊕ Zpk является периоди-
ческой в том и только том случае, когда существует λ ∈ Zpk , обратимое в кольце
Zpk , такое, что Apkx = λx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем необходимость. Пусть x принадлежит подгруппе
P периодических точек эндоморфизма Apk . Из того, что подгруппа P изоморфна цик-
лической группе Zpk следует, что ограничение Apk на P имеет вид x 7→ λx, а из того,
что все точки P периодические следует, что λ обратимо в кольце Zpk .
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Докажем достаточность. Пусть Apkx = λx при некотором обратимом λ ∈ Zpk . Так
как λ обратимо, то найдется такое число m, что λm = 1 в кольце Zpk . Тогда, Am

pkx =

Am−1
pk λx = λAm−1

pk x = λmx = x, следовательно x является периодической точкой.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1. Утверждение теоремы немедленно
следует из лемм 2.1, 2.5, 2.7.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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On periodic points of torus endomorphisms
c⃝ E.D. Kurenkov 1, D. I. Mints2

Abstract. It is a well-known fact that Anosov endomorphisms of n-torus which are different
from automorphisms and expanding endomorphisms are not structurally stable and, in general,
are not conjugated to algebraic endomorphisms. Nevertheless, hyperbolic algebraic endomorphisms
of torus are conjugated with their C1 perturbations on the set of periodic points. Therefore the
study of algebraic toral endomorphisms is very important. This paper is devoted to study of the
structure of the sets of periodic and pre-periodic points of algebraic toral endomorphisms. Various
group properties of this sets of points are studied. The density of periodic points for algebraic
endomorphisms of n-torus is proved; it is clarifief how the number of periodic and pre-periodic
points with a fixed denominator depends on the properties of the characteristic polynomial. The
Theorem 1.1 is the main result of this paper. It contains an algorithm that allows to split the sets of
periodic and pre-periodic points of a given algebraic endomorphism of two-dimensional torus.
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Динамика вязкоупругого элемента проточного канала
c⃝ Н.И. Еремеева1, П.А. Вельмисов2

Аннотация. Рассматривается плоская задача аэрогидроупругости о малых колебаниях, возни-
кающих при двустороннем обтекании вязкоупругого элемента, расположенного на прямолиней-
ной стенке бесконечного канала. Сформулирована математическая модель, описывающая за-
дачу в линейной постановке и соответствующая малым возмущениям однородных дозвуковых
потоков и малым прогибам вязкоупругого элемента. С помощью методов теории функций ком-
плексного переменного решение задачи сведено к исследованию интегро-дифференциального
уравнения с частными производными относительно функции прогиба элемента. Для решения
этого уравнения предложен численный метод, основанный на применении метода Бубнова-
Галеркина, с последующим сведением получаемой системы интегро-дифференциапъиых урав-
нений к векторному уравнению Вольтерра второго рода. На основе разработанного численного
метода проведено моделирование на ЭВМ динамики деформируемого элемента.
Ключевые слова: аэрогидродинамическое воздействие, вязкоупругий элемент, аэрогидро-
упругость, интегро-дифференциальное уравнение, метод Бубнова-Галеркина, векторное урав-
нение Вольтерра второго рода, теория функции комплексного переменного

1. Введение

При проектировании конструкций и устройств, обтекаемых потоком жидкости или
газа, необходимо решать задачи, связанные с исследованием устойчивости деформиру-
емых элементов.

Теории взаимодействия деформируемых тел с потоком жидкости или газа посвя-
щено много теоретических и экспериментальных исследований. Среди работ по данной
тематике отметим [1–9].

Предметом исследований в данной статье являются совместные малые колебания
идеальной несжимаемой жидкости и вязкоупругого элемента, расположенного на пря-
молинейной стенке проточного канала бесконечной длины. При этом на вязкоупругий
элемент воздействует как неограниченный поток над стенкой (распространяющийся
в верхней полуплоскости), так и поток внутри канала, поперечный разрез которого
имеет вид прямолинейной бесконечной полосы (Рис. 1.1)

Предполагаемая математическая модель может быть основой для решения задачи
о динамике части ледяного покрова, толщина которого значительно меньше толщины

1Еремеева Нина Игоревна, доцент кафедры высшей математики, Димитровградский
инженерно-технологический институт – филиал ФГБОУ ВО Национальный исследовательский ядер-
ный университет «МИФИ» (433351, г. Димитровград, ул. Куйбышева, д. 294), кандидат физико-
математических наук, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6160-2572, NIEremeeva@mephi.ru

2Вельмисов Петр Александрович, профессор кафедры высшей математики, ФГБОУ ВО Улья-
новский государственный технический университет (432027, г. Ульяновск, ул. Северный Венец, д. 32),
доктор физико-математических наук, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-7825-7015, velmisov@ulstu.ru
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Рис. 1.1. Бесконечный резервуар с вязкоупругой вставкой

основной (бесконечно простирающейся) части ледяной поверхности. При этом учиты-
вается взаимодействие ледяного покрова как с подлёдным течением, так и с ветровым
потоком, распространяющимся над ледяной поверхностью.

2. Математическая модель

Введем систему координат, как показано на Рис. 2.1. На плоскости xOy, в кото-
рой происходят совместные колебания вязкоупругой вставки и жидкости, на прямой
y = h недеформируемым прямолинейным участкам стенки соответствуют промежутки
x ∈ (−∞; 0] ∪ [a; +∞), вставке – x ∈ (0; a). В бесконечно удаленных точках скорости
жидкости (газа) сверху и снизу равны соответственно v+ и v−, и имеют направления,
совпадающие с направлением Ox.

Рис. 2.1. Схема задачи

Обозначим через w̄(x, t) прогиб деформируемого элемента; ϕ̄1(x, y, t) – потенциал
возмущенного потока жидкости над стенкой; ϕ̄2(x, y, t) – потенциал возмущенного те-
чения в полосе. Будем считать изменения этих величин малыми, т. е. w̄(x, t) =ϵ w(x, t),
ϕ̄1(x, y, t) = v+x+ ϵ ϕ1(x, y, t), ϕ̄2(x, y, t) = v−x+ ϵ ϕ2(x, y, t), ϵ≪ 1.

Тогда математическая постановка задачи имеет вид:

△ϕ1 ≡ ϕ1xx
+ ϕ1yy

= 0, x ∈ (−∞; +∞) , y > h; (2.1)

△ϕ2 ≡ ϕ2xx
+ ϕ2yy

= 0, x ∈ (−∞; +∞) , y ∈ (0, h) ; (2.2)

ϕ1y (x, h, t) = 0, x ∈ (−∞; 0] ∪ [a; +∞) ; (2.3)

ϕ1y (x, h, t) = wt + v+wx, x ∈ (0; a) ; (2.4)

ϕ2y (x, h, t) = 0, x ∈ (−∞; 0] ∪ [a; +∞) ; (2.5)

ϕ2y (x, h, t) = wt + v−wx, x ∈ (0; a) ; (2.6)

ϕ2y (x, 0, t) = 0, x ∈ (−∞; +∞) ; (2.7)

Н.И. Еремеева, П.А. Вельмисов. Динамика вязкоупругого элемента проточного канала
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|▽ϕ1|2 =
(
ϕ21x + ϕ21y + ϕ21t

)
= 0, y > h,

√
x2 + y2 → ∞; (2.8)

|▽ϕ2|2 =
(
ϕ22x + ϕ22y + ϕ22t

)
= 0, y ∈ (0, h) , x→ −∞; (2.9)

L(w) = ρ1
(
ϕ1t + v+ϕ1x

)
−ρ2

(
ϕ2t + v−ϕ2x

)
+P2−P1+

1

2
ρ1v

+2

− 1

2
ρ2v

−2

, x ∈ (0, a) , y = h;

(2.10)
где ρ1, ρ2 – плотности потоков; P1, P2 – давления в этих потоках в состоянии покоя, а
оператор L(w) задаётся формулой (см. [10–11])

L(w) = D

[
∂4w

∂x4
−

t∫
0

R1(τ, t)
∂4w(x, τ)

∂x4
dτ

]
+ P

∂2w

∂x2
+m

∂2w

∂t2
+ β1

∂w

∂t
+ β2

∂5w

∂x4∂t
+

+β0

[
w −

t∫
0

R2(τ, t)w(x, τ)dτ

]
,

(2.11)
где D – изгибная жесткость; m – погонная масса; P – сжимающая (растягивающая)
сила; R1(τ, t), R2(τ, t) – ядра релаксации, характеризующие вязкоупругие свойства ма-
териала вставки и ее основания; β1, β2 – коэффициенты внешнего и внутреннего демп-
фирования; β0 – коэффициент жёсткости основания.

3. Решение аэрогидродинамической задачи

Для решения задачи введем два комплексных потенциала (аналогичные задачи рас-
смотрены в работе [11]):

1) f1(z, t) = ϕ1(x, y, t)+iψ1(x, y, t) для точек κ1 = {z = x+ i y, Imz > h} над прямой
y = h;

2)f2(z, t) = ϕ2(x, y, t) + iψ2(x, y, t) для точек κ2 = {z = x+ i y, 0 < Imz < h} внутри
полосы.

Из условий Коши-Римана [12] для функции f1(z, t) получим

ψ1x = −ϕ1y ⇒ −ψ1(x, h, t) =

x∫
−∞

ϕ1y (τ, h, t) dτ.

Обозначая
ψ1(x, h, t) = −ω1(x, t)

и используя (2.3) и (2.4), получим:

ω1(x, t) =

0, если x ∈ (−∞; 0] ∪ [a; +∞) ,
x∫
0

(wt(τ, t) + v+wτ (τ, t)) dτ, если x ∈ (0; a) .
(3.1)

При этом было учтено, что
a∫
0

(wt + v+wx) dx = 0 (следствие несжимаемости).

Рассмотрим функцию F (z, t) = i f1(z, t). Заметим, что

Re (F (z, t)) |z=x+i h = −Im (f1(z, t)) |z=x+ih = ω1(x, t).
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Тогда, согласно интегралу Шварца для верхней полуплоскости [12]:

F (z, t) =
1

πi

+∞∫
−∞

ω1(τ, t)
dτ

τ − z
+ i C(t), C(t) ∈ R ⇒ f1(z, t) = − 1

π

a∫
0

ω1(τ, t)
dτ

τ − z
+ C(t).

Дифференцируя функцию f1(z, t) по z и по t, получим:

f1z (z, t) = − 1

π

a∫
0

ω1(τ, t)

(
1

τ − z

)
z

dτ =
1

π

a∫
0

ω1(τ, t)

(
1

τ − z

)
τ

dτ = − 1

π

a∫
0

ω1τ (τ, t)
dτ

τ − z
,

f1t(z, t) = − 1

π

a∫
0

ω1t(τ, t)
dτ

τ − z
+ C ′(t).

Воспользовавшись формулами Сохоцкого [12], найдем

lim
z→x+h i

f1t(z, t) = − 1

π
lim

z→x+h i

a∫
0

ω1t(τ, t)

τ − z
dτ +C ′(t) = −iω1t(x, t)−

1

π

a∫
0

ω1t(τ, t)

τ − x
dτ +C ′(t).

Аналогично:

lim
z→x+h i

f1z (z, t) = −iω1x(x, t)−
1

π

a∫
0

ω1τ (τ, t)

τ − x
dτ.

С другой стороны,

f1t(x, h, t) = ϕ1t(x, h, t) + iψ1t(x, h, t), f1z (x, h, t) = ϕ1x(x, h, t) + iψ1x(x, h, t).

Тогда, приравняв действительные части f1t(x, h, t) и f1z (x, h, t), получим:

ϕ1x(x, h, t) = − 1

π

a∫
0

ω1τ (τ, t)

τ − x
dτ, (3.2)

ϕ1t(x, h, t) = − 1

π

a∫
0

ω1t(τ, t)

τ − x
dτ +ReC ′(t).

Заметим, что из условия (2.8) следует, что ReC ′(t) = 0, тогда:

ϕ1t(x, h, t) = − 1

π

a∫
0

ω1t(τ, t)

τ − x
dτ. (3.3)

Рассмотрим теперь второй комплексный потенциал f2(z, t) = ϕ2(x, y, t) + iψ2(x, y, t),
заданный в κ2 = {z = x+ i y, 0 < Imz < h}.

Найдем функцию, которая конформно отображает бесконечную полосу на верхнюю
полуплоскость. В качестве такой функции можно взять ζ = −e−π

h z (Рис. 3.1).
При этом отображении точки нижней границы полосы {z = x+ 0i, x ∈ (−∞,+∞)}

переходят в отрицательную часть действительной оси {ζ = ξ + 0i, ξ ∈ (−∞, 0)},
левая часть верхней границы полосы {z = x+ hi, x ∈ (−∞, 0)} – в
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Рис. 3.1. Отображение бесконечной полосы на верхнюю
полуплоскость

луч {ζ = ξ + 0i, ξ ∈ (1,+∞)}, правая часть верхней границы полосы
{z = x+ hi, x ∈ (0,+∞)} – в интервал {ζ = ξ + 0i, ξ ∈ (0, 1)}. Заметим, что точки
вязкоупругой вставки {z = x+ hi, x ∈ (0, a)} отражаются в {ζ = ξ + 0i, ξ ∈ (α, 1)},
α = e−

π
ha.

Пусть
G(z, t) = i f2(z, t) = i ϕ2(x, y, t)− ψ2(x, y, t).

Тогда
Gz(z, t) = i ϕ2x(x, y, t)− ψ2x(x, y, t) = i ϕ2x(x, y, t) + ϕ2y (x, y, t).

Следовательно, Re(Gz(z, t)) = ϕ2y (x, y, t), а значит,

Re (Gz(z(ζ), t)) |ζ=ξ+0i =


ϕ2y (x, 0, t), x ∈ (−∞,+∞), если ξ ∈ (−∞; 0] ,

ϕ2y (x, h, t), x ∈ (0, a), если ξ ∈ (α; 1) ,

ϕ2y (x, h, t), x ∈ (−∞, 0] ∪ [a,+∞) , если ξ ∈ [0, α] ∪ [1,+∞) .

=


0, если ξ ∈ (−∞; 0] ,

wt(x(ξ), t) + v−wx(x(ξ), t), если ξ ∈ (α; 1) ,

0, если ξ ∈ [0, α] ∪ [1,+∞) .

Обозначим

ω2(ξ, t) =

{
0, если ξ ∈ (−∞;α] ∪ [1,+∞) ,

wt(x(ξ), t) + v−wx(x(ξ), t), если ξ ∈ (α; 1) .
(3.4)

Тогда по лемме Шварца для верхней полуплоскости:

Gz(z(ζ), t) =
1

πi

+∞∫
−∞

ω2(τ, t)
dτ

τ − ζ
+ i C(t), C(t) ∈ R.

Значит,

f2z (z(ζ), t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ζ
+ C(t), C(t) ∈ R.

По формуле Сохоцкого:

lim
ζ→ξ+0 i

f2z (z(ζ), t) = −i ω2(ξ, t)−
1

π

1∫
α

ω2(τ, t)

τ − ξ
dτ + C(t).

Н.И. Еремеева, П.А. Вельмисов. Динамика вязкоупругого элемента проточного канала



Журнал СВМО. Том 21, № 4. 2019 493

С другой стороны,

f2z (x(ξ), h, t) = ϕ2x(x(ξ), h, t)) + i ψ2x(x(ξ), h, t).

Приравняв действительные части с учётом того, что C(t) ∈ R, получим:

ϕ2x(x(ξ), h, t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ξ
+ C(t).

Отметим, что если z = x+ i h ,x→ −∞, то ζ → ξ + 0 i, ξ → +∞, значит,

ϕ2x(−∞, h, t) = − lim
ξ→+∞

1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ξ
+ C(t) = C(t).

При этом C(t) = 0, т. к. из условия (2.9) следует lim
x→−∞

ϕ2x(x, h, t) = 0.
Тогда

ϕ2x(x(ξ), h, t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ξ
, (3.5)

а также

f2z (z(ζ), t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ζ
. (3.6)

Отметим еще один факт, следующий из условия несжимаемости:

1∫
α

ω2(τ, t)dτ

τ
=

1∫
α

wt(x(ξ), t) + v−wx(x(ξ), t)

ξ
dξ =

 ξ = e−
π
hx

dx(ξ) = − h
πξdξ

x ∈ (a, 0)

 =

=
π

h

a∫
0

(
wt(x, t) + v−wx(x, t)

)
dx = 0. (3.7)

Для нахождения ϕ2t(x(ξ), 0, t) восстановим функцию f2(z(ζ), t) по известной произ-
водной f2z (z(ζ), t). Поскольку

dζ

dz
=
π

h
e−

π
h z = −π

h
ζ,

то, используя (3.6), получим:

f2ζ (z(ζ), t) = f2z (z(ζ), t) ·
dz

dζ
=

1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ζ
· h

π ζ
=

h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

(τ − ζ) ζ
dτ.

Поскольку
1

(τ − ζ) ζ
=

1
τ

τ − ζ
+

1
τ

ζ
,
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то

f2ζ (z(ζ), t) =
h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

(τ − ζ) τ
dτ +

h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

ζτ
dτ =

h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

(τ − ζ) τ
dτ.

Найдем функцию f2(z(ζ), t), интегрируя по ζ:

f2(z(ζ), t) = − h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

τ
ln(τ − ζ)dτ + Ĉ(t).

Введем обозначение

ω̃2(τ, t) = − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
dθ. (3.8)

Интегрируем по частям, учитывая, что ω̃2(1, t) = ω̃2(α, t) (см. (3.7)):

f2(z(ζ), t) + Ĉ(t) = −h
π

ln(τ − ζ)ω̃2(τ, t)

∣∣∣∣1
α

−
1∫

α

ω̃2(τ, t)

τ − ζ
dτ

+

+Ĉ(t) =
h

π

1∫
α

ω̃2(τ, t)

τ − ζ
dτ + Ĉ(t).

Следовательно,

f2t(z(ζ), t) =
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ − ζ
dτ + Ĉ

′
(t). (3.9)

По формуле Сохоцкого:

lim
ζ→ξ+0 i

f2t(z(ζ), t) = i h ω̃2t(ξ, t) +
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ − ξ
dτ + Ĉ

′
(t).

Значит,

ϕ2t(x(ξ), h, t) =
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ − ξ
dτ +ReĈ

′
(t).

Если z = x+ h i, x→ −∞, то ζ = ξ + 0 i, ξ → +∞, тогда ReĈ
′
(t) = 0, следовательно,

ϕ2t(x(ξ), h, t) =
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ − ξ
dτ. (3.10)

4. Исследование поведения найденного решения при x → +∞

Оценим величины ϕ22x , ϕ22y , ϕ22t при x → +∞. Если z = x + i y, x → +∞, y ∈ (0, h),
то ζ = −e−π

hx · e−π i
h y → 0, т. е. ξ → 0, η → 0 для ∀y ∈ (0, h).
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Используя (3.6) и (3.7), получим:

lim
x→+∞

f2z (z(ζ), t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ
= 0 ⇒ ϕ2x(+∞, y, t) = 0, ϕ2y (+∞, y, t) = 0,

значит, (
ϕ22x + ϕ22y

)
+∞

= 0. (4.1)

Из равенств (3.9)–(3.10) следует:

lim
x→+∞

f2t(z(ζ), t) =
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ
dτ + Ĉ

′
(t), ϕ2t(+∞, y, t) =

h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ
dτ.

Рассмотрим интеграл
1∫
α

ω̃2(τ,t)
τ dτ . Используя (3.8) и меняя порядок интегрирования,

получим:

1∫
α

ω̃2(τ, t)

τ
dτ = − 1

π

1∫
α

1

τ
dτ

1∫
τ

ω2(θ, t)

θ
dθ = − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
dθ

θ∫
α

1

τ
dτ =

= − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
· lnτ |θαdθ =

=
lnα

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
dθ − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
· lnθ dθ = − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
· lnθ dθ =

= − 1

π

1∫
α

(
wt(x(ξ), t) + v−wx(x(ξ), t)

)
· lnξ
ξ
dξ =

 ξ = e−
π
hx

dx(ξ) = − h
πξdξ

x ∈ (a, 0)

 =

=
π

h2

a∫
0

(
wt(x, t) + v−wx(x, t)

)
· xdx.

Заметим, что
a∫
0

(wt(x, t) + v−wx(x, t)) dx = 0 для любого значения t, т. е.

∀t : Ω(t) =

a∫
0

(
wt(x, t) + v−wx(x, t)

)
dx = 0,

следовательно,

∀t : ∂Ω(t)

∂t
=

a∫
0

(
wtt(x, t) + v−wxt(x, t)

)
dx = 0.

Тогда ∀y ∈ (0, h), ∀t ϕ2t(+∞, y, t) – ограниченная величина.
Таким образом, учитывая (4.1), можно утверждать, что на бесконечном удалении

справа в канале имеет место однородный поток, давление в котором является ограни-
ченной величиной.
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5. Сведение задачи к решению интегро-дифференциального
уравнения

Используя равенства (3.1)–(3.3), получим:

ϕ1t(x, 0, t) = − 1

π

a∫
0

dτ

τ∫
0

wtt(θ, t)

τ − x
dθ − v+

π

a∫
0

wt(τ, t)

τ − x
dτ, (5.1)

ϕ1x(x, 0, t) = − 1

π

a∫
0

wt(τ, t) + v+wτ (τ, t)

τ − x
dτ. (5.2)

Учитывая (3.4), а также то, что точки вставки {z = x+ i h, x ∈ (0, a)} отражаются
в интервал {ζ = ξ + i 0, ξ ∈ (α, 1)}, ξ = e−

π
hx,α = e−

π
ha, запишем (3.5) в виде:

ϕ2x(x, 0, t) = − 1

π

1∫
α

(
wt(θ, t) + v−wθ(θ, t)

)
|θ=− h

π lnτ

dτ

τ − e−
π
hx

=

= − 1

h

a∫
0

(
wt(θ, t) + v−wθ(θ, t)

) dθ

1− e
π
h (θ−x)

= − 1

h

a∫
0

(
wt(τ, t) + v−wτ (τ, t)

) dτ

1− e
π
h (τ−x)

.

(5.3)
Аналогично преобразуем (3.10), используя (3.8):

ϕ2t(x, 0, t) = −h
π

1∫
α

dθ

θ∫
α

wtt(ϖ(θ), t) + v−wϖt(ϖ(θ), t)

(τ − ξ(x)) θ
dτ =

[
ξ(x) = e−

π
hx

ϖ(θ) = −h
π lnθ

]
=

= − 1

π

a∫
0

(
wtt(τ, t) + v−wτt(τ, t)

)
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ. (5.4)

Подставив (5.1)–(5.4) в правую часть уравнения (2.10), запишем это уравнение в
виде:

L(w) = −ρ1
π

a∫
0

dτ

τ∫
0

wtt(θ, t)

τ − x
dθ − ρ1v

+

π

a∫
0

2wt(τ, t) + v+wτ (τ, t)

τ − x
dτ +

1

2
ρ1v

+2

− 1

2
ρ2v

−2

+

+
ρ2v

−

h

a∫
0

(
wt(τ, t) + v−wτ (τ, t)

) dτ

1− e
π
h (τ−x)

+
ρ2
π

a∫
0

(wtt(τ, t)+

+v−wτt(τ, t)
)
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ ++P2 − P1.

Таким образом, учитывая вид оператора L(w) (2.11), приведём решение задачи к ре-
шению интегро-дифференциального уравнения относительно функции прогиба вязко-
упругого элемента w(x, t):

−ρ1
π

a∫
0

dτ

τ∫
0

wtt(θ, t)

τ − x
dθ− ρ1v

+

π

a∫
0

2wt(τ, t) + v+wτ (τ, t)

τ − x
dτ +

1

2
ρ1v

+2

− 1

2
ρ2v

−2

+P2−P1+
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+
ρ2v

−

h

a∫
0

(
wt(τ, t) + v−wτ (τ, t)

) dτ

1− e
π
h (τ−x)

+

+
ρ2
π

a∫
0

(
wtt(τ, t) + v−wτt(τ, t)

)
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ−

−D

∂4w
∂x4

−
t∫

0

R1(τ, t)
∂4w(x, τ)

∂x4
dτ

− β0

w −
t∫

0

R2(τ, t)w(x, τ)dτ

− P
∂2w

∂x2
−m

∂2w

∂t2
−

−β1
∂w

∂t
− β2

∂5w

∂x4∂t
= 0, x ∈ (0, a). (5.5)

6. Сведение задачи к системе интегро-дифференциальных
уравнений методом Бубнова-Галеркина

Для численного решения уравнения (5.5) применим метод Бубнова-Галёркина [13].
Будем считать, что концы вязкоупругой вставки закреплены шарнирно, тогда

w(0, t) = w(a, t) = 0,
∂2w(0, t)

∂x2
=
∂2w(a, t)

∂x2
= 0.

Пусть, кроме того, выполняются начальные условия:

w(x, 0) = h1(x),
∂w(x, 0)

∂t
= h2(x).

Отметим, что функция h2(x) для обеспечения выполнения условия несжимаемости
должна обладать некоторым свойством. Поскольку

a∫
0

(
wt(x, t) + v±wx(x, t)

)
dx =

a∫
0

wt(x, t)dx+ v± (w(a, t)− w(0, t)) = 0,

то при любых фиксированных t̃ площадь, ограниченная графиком y = wt(x, t̃),

x ∈ (0, a), равна нулю, т. е.
a∫
0

h2(x)dx = 0.

Кроме того,
d

dt

a∫
0

w(x, t)dx = 0 , а значит, при любых фиксированных t̃ площадь,

ограниченная графиком y = w(x, t̃), x ∈ (0, a), остается неизменной, а именно равной
площади, ограниченной графиком y = h1(x).

Согласно методу Бубнова-Галёркина, решение задачи будем искать в виде

w(x, t) =

N∑
k=1

yk(t) sin
πkx

a
. (6.1)

Подставим разложение (6.1) в уравнение (5.5), умножим полученную невязку урав-
нения на sin

πnx

a
и проинтегрируем по отрезку [0, a]. В результате получим систему N
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интегро-дифференциальных уравнений:

N∑
k=1

ãnky
′′

k (t) +
N∑

k=1

b̃nky
′

k(t) +
N∑

k=1

d̃nkyk(t) =

= m̃
(1)
n

t∫
0

R1(τ, t)yn(τ)dτ + m̃
(2)
n

t∫
0

R2(τ, t)yn(τ)dτ + c̃n,

(6.2)

в которой

ãnk =
aρ1
π2k

a∫
0

dx

a∫
0

(
cos πkτ

a − 1
)
sin πnx

a

τ − x
dτ+

+
ρ2
π

a∫
0

dx

a∫
0

sin
πkτ

a
sin

πnx

a
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ−

−a
2
m · δkn;

b̃nk = −2v+ρ1
π

a∫
0

dx

a∫
0

sin πkτ
a sin πnx

a

τ − x
dτ +

ρ2v
−

h

a∫
0

dx

a∫
0

sin πkτ
a sin πnx

a

1− e
π
h (τ−x)

dτ+

+
kρ2v

−

a

a∫
0

dx

a∫
0

cos
πkτ

a
sin

πnx

a
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ − a

2

(
β2

(
πk

a

)4

+ β1

)
δkn;

d̃nk = −kv
+2

ρ1
a

a∫
0

dx

a∫
0

cos πkτ
a sin πnx

a

τ − x
dτ +

ρ2v
−2

πk

ah

a∫
0

dx

a∫
0

cos πkτ
a sin πnx

a

1− e
π
h (τ−x)

dτ−

−a
2

(
D

(
πk

a

)4

− P

(
πk

a

)2

+ β0

)
δkn;

m̃(1)
n = −aD

2

(πn
a

)4
; m̃(2)

n = −a
2
β0; δkn =

{
1, если n = k,

0, если n ̸= k,
n = 1, . . . , N.

7. Приведение системы интегро-дифференциальных уравнений
к векторному уравнению Вольтера II рода

Пусть

v⃗1(t) =


y1(t)
y2(t)
. . .
yN (t)

 , v⃗2(t) =


y

′

1(t)

y
′

2(t)
. . .

y
′

N (t)

 , v⃗3(t) =


y

′′

1 (t)

y
′′

2 (t)
. . .

y
′′

N (t)

 , ⃗̃c =


c̃1
c̃2
. . .
c̃N

 ,

Ã =


ã11 ã12 ... ã1N
ã21 ã22 ... ã2N
... ... ... ...
ãN1 ãN2 ... ãNN

 , B̃ =


b̃11 b̃12 ... b̃1N
b̃21 b̃22 ... b̃2N
... ... ... ...

b̃N1 b̃N2 ... b̃NN

 ,
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D̃ =


d̃11 d̃12 ... d̃1N
d̃21 d̃22 ... d̃2N
... ... ... ...

d̃N1 d̃N2 ... d̃NN

 , M̃i =


m̃

(i)
1 0 ... 0

0 m̃
(i)
2 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... m̃
(i)
N

 ,

P = Ã−1B̃, Z = Ã−1D̃, c⃗3 = Ã−1⃗̃c, Gi = Ã−1M̃i, i = 1, 2.

Тогда система (6.2) приводится к матричному уравнению

v⃗3(t) + P · v⃗2(t) + Z · v⃗1(t) = G1

t∫
0

R1(τ, t)v⃗1(τ)dτ +G2

t∫
0

R2(τ, t)v⃗1(τ)dτ + c⃗3,

которое, в свою очередь, можно записать в виде интегральной системы

v⃗1(t) =
t∫
0

v⃗2(τ)dτ + c⃗1,

v⃗2(t) =
t∫
0

v⃗3(τ)dτ + c⃗2,

v⃗3(t) =
t∫
0

[(G1R1(τ, t) +G2R2(τ, t)) v⃗1(τ)− P v⃗3(τ)− Zv⃗2(τ)] dτ + c⃗3.

,

c⃗i =

c(i)1

. . .

c
(i)
N

 , c
(i)
k =

2

a

a∫
0

sin
πkx

a
hi(x)dx, i = 1, 2.

После введения обозначений:

V⃗ (t) =

v⃗1(t)v⃗2(t)
v⃗3(t)

 , R(τ, t) =

 O E O
O O E

G1R1(τ, t) +G2R2(τ, t) −Z −P

 , C⃗ =

c⃗1c⃗2
c⃗3

 ,

где O и E – нулевая и единичная квадратные матрицы порядка N , приходим к вектор-
ному уравнению Вольтерра второго рода:

V⃗ (t) =

t∫
0

R(τ, t)V⃗ (τ)dτ + C⃗. (7.1)

Применение подобного метода решения можно найти в работах [14], [15].

8. Решение уравнения Вольтерра II рода методом итераций

В качестве метода численного решения уравнения Вольтерра II рода выберем метод
итераций [16].

Для организации итерационного процесса нулевое приближения примем равным
нулевому вектору:

V⃗ 0 =

v⃗ 0
1

v⃗ 0
2

v⃗ 0
3

 =

0⃗

0⃗

0⃗

 ,
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а каждое следующее приближение V⃗ k+1 =

v⃗ k+1
1

v⃗ k+1
2

v⃗ k+1
3

 будем находить по формулам



v⃗ k+1
1 (t) =

t∫
0

v⃗ k
2 (τ)dτ + c⃗1,

v⃗ k+1
2 (t) =

t∫
0

v⃗ k
3 (τ)dτ + c⃗2,

v⃗ k+1
3 (t) =

t∫
0

[
(G1R1(τ, t) +G2R2(τ, t)) v⃗

k
1 (τ)− P v⃗ k

3 (τ)− Zv⃗ k
2 (τ)

]
dτ − Zc⃗1 − P c⃗2 + c⃗3.

9. Примеры численного расчета задачи

Получим на основе описанного метода численное решение задачи при фиксирован-
ных исходных данных.

Пусть высота прямоугольного резервуара h = 1, вязкоупругая вставка изготовлена
из алюминия, имеет длину a = 1 и толщину h∗ = 0, 001 (все величины приведены в СИ
[кг, м, с]). Плотность алюминия ρ∗ = 2700, модуль Юнга E = 7 · 1010, коэффициент
Пуассона ν = 0, 35, следовательно, погонная масса вставки и коэффициент её изгибной

жесткости равны m = h∗ ρ∗ = 2, 7 и D = E J =
E h3∗

12(1− ν2)
= 6, 648 соответственно.

Сверху вставку обтекает поток воздуха (ρ1 = 1, 3), скорость которого в бесконечно
удалённой точке v+ = 1, 0, а снизу на вставку воздействует поток воды (ρ2 = 998) со
скоростью на бесконечности v− = 0, 05, при этом давления потоков в состоянии покоя
равны соответственно P1 = 100000, P2 = 101100.

Другие параметры задачи примем равными β0 = 1, β1 = 1, β2 = 1, R1(τ, t) =
R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t), P = −9000, h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx.

На рисунке 9.1 изображен график второго галёркинского приближения w2(x0, t) =
2∑

k=1

yk(t) sin
πkx
a , при фиксированном x0 = 0, 1a.

Рис. 9.1. График w2(0, 1a; t) при a = 1, h = 1, D = 6, 648,
P = −9000, ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 1, v− = 0, 05, P1 = 100000,

P2 = 101100, β0 = β1 = β2 = 1,
R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx

Пусть теперь высота прямоугольного резервуара h = 50, вязкоупругая вставка из-
готовлена из льда, имеет длину a = 50 и толщину h∗ = 0, 02. Плотность льда ρ∗ = 948,
модуль Юнга E = 5 · 108 , коэффициент Пуассона ν = 0, 45, тогда погонная масса
вставки равна m = h∗ ρ∗ = 18, 98, а коэффициент изгибной жёсткости D = 606, 06.

На вставку воздействуют те же потоки воздуха и воды, для которых v+ = 1, 0,
v− = 0, 05, P1 = 100000, P2 = 100500.
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Другие коэффициенты примем равными β0 = 1, β1 = 1, β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) =
0, 0001 · e20(τ−t), P = −20000, h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx.

На Pис. 9.2 изображен график второго галёркинского приближения w2(x0, t) =
2∑

k=1

yk(t) sin
πkx

a
, при фиксированном x0 = 0, 05a.

Рис. 9.2. График w2(0, 05a; t) при a = 50, h = 50, D = 606, 06,
P = −20000, ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 1, v− = 0, 05, P1 = 100000,

P2 = 100500, β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),
h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx

Одним из наиболее важных вопросов, возникающих при исследовании динамики де-
формируемых элементов конструкций, является вопрос устойчивости ([17–20]). Числен-
ное моделирование позволяет оценивать характер колебаний вязкоупругого элемента, а
именно выяснять, являются ли колебания затухающими, или амплитуда неограниченно
возрастает.

На Рис. 9.3 изображен график второго галёркинского приближения w2(x0, t) =
2∑

k=1

yk(t) sin
πkx

a
, при фиксированном x0 = 0, 7a и следующих значениях коэффици-

ентов: h = π, m = 18, 96,ρ∗ = 948, D = 606, 06, ρ1 = 1, 3, v+ = 0, 5, ρ2 = 998, v− = 0, 05,
P1 = 100000, P2 = 102500, β0 = 1, β1 = 1, β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),
P = 100, h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx.

Рис. 9.3. График w2(0, 7a; t) при a = 1, h = π, D = 606, 06,
P = 100, ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 0, 5, v− = 0, 05, P1 = 100000,

P2 = 102500, β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),
h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx

Заметим, что амплитуда колебаний на этом графике уменьшается, то есть колебания
имеют устойчивый характер.

На Рис. 9.4 представлены графики рассматриваемого галёркинского приближения
при фиксированных tn, полученные при тех же значениях коэффициентов.
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Рис. 9.4. График w2(x, tn) при a = 1, h = π, D = 606, 06, P = 100,
ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 0, 5, v− = 0, 05, P1 = 100000, P2 = 102500,
β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t), h1(x) = 0,

h2(x) = 0, 05 sin 2πx

Изменим в условиях предыдущей задачи скорости потоков а на v− = 0, 8, v+ =
2. График соответствующего второго галеркинского приближения изображен на Рис.

9.5. На Рис. 9.6 показаны соответствующие графики w2(x, tn) =
2∑

k=1

yk(tn) sin
πkx

a
при

фиксированных tn.

Рис. 9.5. График w3(0, 7a; t) при a = 1, h = π, D = 606, 06,
P = 100, ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 2, v− = 0, 8, P1 = 100000,

P2 = 102500, β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),
h1(x) = 0, h2(x) = 0, 05 sin 2πx

Рис. 9.6. График w2(x, tn) при a = 1, h = π, D = 606, 06, P = 100,
ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 2, v− = 0, 8, P1 = 100000, P2 = 102500,
β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t), h1(x) = 0,

h2(x) = 0, 05 sin 2πx
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Очевидно, что при данном наборе исходных данных динамика упругого элемента
является неустойчивой.
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Dynamics of viscoelastic element of flow channel
c⃝ N. I. Eremeeva1, P.A. Velmisov2

Abstract. We consider the plane problem of aerohydroelasticity on small oscillations arising during
bilateral flow around a viscoelastic element located on the rectilinear wall of an infinite channel.
A mathematical model describing the problem in a linear formulation and corresponding to small
perturbations of homogeneous subsonic flows and small deflections of a viscoelastic element is
formulated. Using the methods of the theory of functions of a complex variable, the solution of
the problem is reduced to the study of the integro-differential equation with partial derivatives with
respect to the deflection function of the element. To solve this equation, a numerical method based
on the application of the Bubnov-Galerkin method is proposed, followed by the reduction of the
resulting system of integro-differential equations to the Volterra vector equation of the second kind.
On the basis of the developed numerical method the computer simulation of the dynamics of the
deformable element is carried out.
Key Words: Aerohydrodynamic impacts, viscoelastic element, aerohydroelasticity, integro-
differential equation, Bubnov-Galerkin method, Volterra vector equation of the second kind, theory
of complex variable function
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Математическое моделирование вольт-амперных
характеристик высокотемпературных
сверхпроводников с фрактальными границами
кластеров нормальной фазы

c⃝ М.А. Васютин1, Н.Д. Кузьмичев2, Д.А. Шилкин3

Аннотация. Исследовано влияние фрактальности границ кластеров нормальной фазы вы-
сокотемпературного сверхпроводника Y Ba2Cu3O7−x (YBCO) на крип магнитного потока.
Получены экспериментальные вольт-амперные и магниторезистивные характеристики YBCO
при температуре кипения азота. На основе модели межгранульных кластеров с фракталь-
ными границами проведена аппроксимация экспериментальных данных после геометрико-
вероягностного анализа микрофотографий образцов. Предложена модель магниторезистивного
состояния, обусловленного крипом потока, для разных транспортных токов и найдены экспери-
ментальная и эмпирическая зависимости фрактальной размерности границ кластеров нормаль-
ной фазы YBCO от постоянного магнитного поля. Определена напряжённость магнитного поля
для данной фрактальной размерности, при которой начинается проникновение вихрей в гра-
нулы. Показано, что состояние образцов соответствует метастабильной фазе вихревого стекла.
Вычислен индекс связности путей срыва связок вихрей на пороге перколяции.
Ключевые слова: высокотемпературные сверхпроводники, кластеры нормальной фазы,
фрактальные границы, крип потока.

1. Введение

Моделирование разнообразных природных и общественных процессов на основе
фрактальных объектов было предложено Б. Мандельбротом в конце прошлого сто-
летия [1] и с тех пор используется во многих областях науки, в частности в физике
[2]. Учёт влияния фрактальности различных структур на их свойства, в т. ч. в высо-
котемпературных сверхпроводниках (ВТСП) [3], позволяет строить модели явлений,
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которые в значительной степени обусловлены топологией перколирующего фракталь-
ного множества. ВТСП начинают применяться в промышленных масштабах, поэтому
актуальным остаётся вопрос о повышении их критического тока, что, в свою очередь,
связывается с необъяснёнными явлениями в ВТСП, накладывающими сильные огра-
ничения на их дальнейшее внедрение [4–6].

Исследуемый образец ВТСП Y Ba2Cu3O7−x (YBCO) представляет собой естествен-
ную модель слабосвязанной сети, в которой реализуются самоподобные области (фрак-
талы) [7]. Статистическое подобие этих структур обусловлено как равновозможным
изменением их кислородного наполнения, так и наличием разномасштабных пустот,
дефектов и т. п.

Дефекты в ВТСП рассматриваются как фрактальные кластеры со специфическими
магнитными и транспортными свойствами, сильно влияющими на его вольт-амперную
характеристику (ВАХ) [8–9]. Депиннинг вихрей в ВТСП определяется перколяцией
[10], которая происходит по сверхпроводящему кластеру (ток) и по слабым связям
(магнитный поток). Слабые связи легко образуются на структурных дефектах вслед-
ствие малой длины когерентности ВТСП. Магнитное поле приводит к еще большему
появлению слабых связей, т. к. уменьшает длину когерентности [11]. При пиннинге и
движении вихрей основной характеристикой является меняющаяся фрактальная раз-
мерность системы каналов транспорта вихрей D, которая увеличивается с увеличением
напряженности магнитного поля при фиксированном токе [12] (в данном случае остав-
лены те же обозначения, что и для перколяции тока).

Функцию распределения кластеров нормальной фазы по площадям, а значит и
функцию распределения критических токов этих кластеров, находят визуально. Так же
определяют и фрактальную размерность границ кластеров [13]. Однако если границы
существенно зависят от внешних условий (например, от магнитного поля), то их фрак-
тальная размерность будет меняться, что чрезвычайно сложно зафиксировать обычны-
ми наблюдениями. Именно поэтому в данной работе, кроме неометрико-вероятностного
анализа микрофотографий образцов, функция распределения критических токов и маг-
нитополевая зависимость фрактальной размерности границ кластеров нормальной фа-
зы найдены на основе модели ВАХ тонких пленок с искусственными центрами пиннинга
[9]. Поскольку магнитное поле способствует появлению сильной токовой анизотропии
[13], то двумерную модель можно применять и к массивному ВТСП.

Кроме фрактальной размерности D, которая является “внешней” характеристикой
структуры, применяется понятие индекса связности θ – топологического инварианта
объекта. В качестве “смешанной” характеристики выступает спектральная фракталь-
ная размерность Ds, связанная с D и θ формулой:

Ds = 2 ·D/(2 + θ). (1.1)

Из теоремы об универсальном значении [2] следует, что спектральная размерность
стягиваемого фрактального множества на пороге перколяции равна C ≈ 1, 327 . . . для
размерностей пространства 2 ≤ n ≤ 5, т. е. Ds = C ≈ 1, 327. Параметр C (постоянная
протекания) является фундаментальной топологической константой, характеризующей
геометрию перколяционного перехода. При рассмотрении перколяции как критическо-
го явления из формулы (1.1) можно определить индекс связности фрактала по его
фрактальной размерности на пороге перколяции.
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2. Теоретическая модель сопротивления сверхпроводника с
фрактальными границами кластеров нормально фазы

Как установлено в работе [8], кластеры нормальной фазы могут иметь фракталь-
ные границы, что существенно влияет на динамику захваченного магнитного потока [7,
9]. При увеличении транспортного тока через образец в некоторый момент начинается
срыв вихрей с кластеров, сила пиннинга которых меньше силы Лоренца, создаваемой
током. Вихри пересекают сверхпроводящее пространство по слабым связям, соединя-
ющим кластеры и играющим роль каналов транспорта магнитного потока. Движение
вихрей приводит к появлению электрического напряжения и образец переходит в рези-
стивное состояние. Критический ток каждого кластера пропорционален силе пиннинга.
Наиболее общим распределением критических токов для кластеров с фрактальными
границами является гамма-распределение [14–15]:

f(i) =
2Gg+1

DΓ(g + 1)
· i

−2
D (g+1)−1 · exp(−Gi

−2
D ), (2.1)

где

G ≡ θ
2
D (g+1)+1

[θg+1 − D

2
· exp(θ)Γ(g + 1, θ)]

2
D

, θ ≡ D

2
+ g + 1 (2.2)

Г(ν) – гамма-функция Эйлера; g > −1 – параметр гамма-распределения, определя-
ющий среднеквадратичное отклонение площади кластера; Г(ν, z) – дополнительная
неполная гамма-функция; i ≡ I/Ic – безразмерный ток, нормированный на крити-
ческий ток перехода в резистивное состояние Ic = a(CS)

−D/2; I – транспортный ток;
C = ((2 + D)/2)(2/D) + 1 – константа, зависящая от фрактальной размерности, S –
средняя площадь кластера; a – фактор формы кластера.

Для YBCO было получено экспоненциально-гиперболическое распределение [8–9]:

f(i) = (2 · C/D)i(−2/D)−1exp(−C · i−2/D). (2.3)

Фрактальная размерность определяет соотношение между периметром и площадью
кластера:

P 1/D∞S1/2. (2.4)

На плоскости фрактальная размерность границы кластера строго больше единицы
и достигает максимума (D = 2) для кластеров максимальной степени фрактальности
(изрезанности границ).

Напряжение на сверхпроводнике определяется выражением:

u = rf

i∫
0

(i− i′)f(i′)di′, (2.5)

где u – безразмерное напряжение; rf – безразмерное сопротивление течения потока.
Используя интеграл свёртки (2.5), можно получить вольт-амперные характеристи-

ки и зависимости сопротивления от тока различных сверхпроводящих фрактальных
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структур. Стандартными параметрами при этом являются сопротивление постоянно-
му току r = u/i (статическое) и дифференциальное сопротивление rd = du/di (ди-
намическое). Соответствующие размерные сопротивления вычисляются по формулам:
R = rRf/rf , Rd = rdRf/rf , где Rf – размерное сопротивление течения потока.

Экспоненциально-гиперболическое распределение критических токов (2.3) приво-
дит к выражениям для сопротивлений сверхпроводника с фрактальными границами
кластеров нормальной фазы:

r = rf (exp(−Ci−2/D)− (CD/2/i)(1−D/2, Ci−2/D)), rd = rfexp(−Ci−2/D). (2.6)

3. Эксперимент и обсуждение

Поликристаллы YBCO с температурой перехода в сверхпроводящее состояние Tc ≈
92, 0 K и шириной перехода ∆Tc ≈ 1, 5 K исследовались четырёхзондовым методом.
Через токовые контакты пропускались переменный и постоянный токи. Измерялся на-
чальный участок ВАХ в постоянном магнитном поле при температуре T ≈ 77K. По-
дробнее техника эксперимента изложена в [16].

Зависимость первой гармоники напряжения от постоянного тока V1(Id) пропорцио-
нальна (в случае слабого тока) дифференциальному сопротивлению. Эксперименталь-
ные V1(i), снятые на одном из трёх исследованных образцов для разных магнитных
полей (рис. 3.4), аппроксимировались с помощью функции (2.6):

V1 = Rd · Ia = Ia · [Rd1 · exp(−C1 · C0 · i−µ) +Rd2 · exp(−C2 · C0 · i−µ)], (3.1)

где V1 – первая гармоника напряжения; i = Id/Ic – безразмерный ток; Ic = 316mA
– критический ток при H = 0; Rd = (dV/dId) – дифференциальное сопротивление;
Ia = 27mA – амплитуда переменного тока; C0 = (1 + 1/µ)

µ+1; µ = 2/D – показатель
стекловидности [17]; C1 = 0, 02;C2 = 0, 14;Rd1

= 0, 03mΩ;Rd2
= 0, 78mΩ.

Введение двух слагаемых в формуле (3.1) обусловлено существованием в поликри-
сталлических YBCO с естественными центрами пиннинга двух функций распределения
слабых связей по площадям, что объясняется наличием в них двух основных подуров-
ней: гранулярная и межгранулярная среды.

Формула (3.1), справедливая в случае малых амплитуд модуляции Ia, должна быть
дополнена производными более высоких порядков при увеличении Ia. Общее выраже-
ние получено в работе [18]. При учёте производных третьего и пятого порядков прихо-
дим к дифференциальному уравнению:

V1 ≈ Ia · (dV/dId) + (1/8) · (Ia)3 · (d3V/d(Id)3) + (1/192) · (Ia)5 · (d5V/d(Id)5). (3.2)

Данное уравнение справедливо при условии, что отношение амплитуд 5-й и 1-й гар-
моник порядка 10 %. Учёт 2-го и 3-го слагаемых может помочь в более точной аппрок-
симации экспериментальной гармоники. Кроме того, решая дифференциальное урав-
нение (3.2), можно найти саму функцию V (Id). Решение уравнения находится численно
с начальными условиями, определяемыми эксперименj или теоретически.

Геометрико-вероятностный анализ распределения кластеров дефектов межграну-
лярной среды по площадям был сделан для трёх выборок, полученных по микрофото-
графии поверхности поликристалла YBCO c последующей компьютерной обработкой.
Фотография одной из выборок (425 элементов) представлена на Рис. 3.1.

М.А. Васютин, Н.Д. Кузьмичев, Д.А. Шилкин. Математическое моделирование вольт-амперных . . .



Журнал СВМО. Том 21, № 4. 2019 511

Рис. 3.1. Микрофотография одной из выборок (425 элементов)
поверхности образца YBCO (cторона квадрата — 500 µm).

Рис. 3.2. Эмпирическая зависимость распределения площадей
кластеров нормальной фазы (ромбики) и её аппроксимация

функцией F (S) = 1 – exp(−S/S0) (сплошная линия). На вставке
показана гистограмма выборки площадей S, где n – номер группы
разбиений; N – количество кластеров, попавших в данную группу.

Гистограмма соответствует экспоненциально-гиперболическому
распределению (формула (2.3))

Выборочное среднее равно 28, 03µm2, стандартное отклонение составляет 30, 39µm2,
асимметрия – 1,69. На Рис. 3.2 представлена аппроксимация эмпирической функции
распределения стандартной экспоненциальной зависимостью. При этом среднее значе-
ние площади кластера нормальной фазы S0 = 27, 78µm2 отличается от выборочного
среднего менее чем на 3 %, что подтверждает целесообразность применения экспонен-
циального распределения. На вставке показана гистограмма выборки площадей кла-
стеров по 14 группам.

Распределение гранул по площадям сечений также должно быть экспоненциальным

М.А. Васютин, Н. Д. Кузьмичев, Д.А. Шилкин. Математическое моделирование вольт-амперных . . .



512 Журнал СВМО. Том 21, № 4. 2019

в силу одинаковости условий формирования гранул и межгранулярной среды. Экспо-
ненциальный закон распределения можно применить в данном случае и к длинам гра-
ниц двойникования, являющихся основной причиной пиннинга вихрей при H > 20 Oe
(площадь кластера, захватившего магнитный поток, составляет 1µm2 для H = 20 Oe).
Различия связаны с коэффициентом в показателе экспоненты, что можно пояснить на
примере простейшей ситуации, когда сечением гранулы является квадрат. Тогда чис-
ло двойников определённой длины для квадрата площадью S будет nS1/2, где n –
плотность двойников, приблизительно одинаковая в каждой грануле; т. е. плотность
распределения λS1/2exp(−λS). В рассматриваемом случае влияние экспоненты значи-
тельно больше, чем корневой зависимости, поэтому сохраняется возможность описания
распределения экспонентой λexp(−λS) с другой постоянной λ.

Рис. 3.3. Эмпирическая плотность распределения (сплошная
кривая). Чёрные точки соответствуют вставке на Рис. 3.2

Для иллюстрации на Рис. 3.3 приводится эмпирическая плотность распределения с
умножением значения ординаты для каждой группы на квадратный корень из номера
группы (f(n) = 0.3·exp(−0.3n)). Здесь плотность функции распределения нормирована
на сумму значений всех групп.

Как известно, фрактальные кластеры должны характеризоваться скейлингом меж-
ду периметром P кластера и его площадью S.

Такой скейлинг действительно наблюдался для исследованной выборки кластеров
(Рис.3.4, D = 1, 16).

Полагая, что экспоненциальное распределение свойственно обеим средам, различия
в коэффициентах можно связать со значительно большей плотностью внутригрануляр-
ной среды по сравнению с межгранулярной и, вследствие этого, большим сопротивле-
нием движению вихрей по каналам дефектной структуры [19].

На вставке Рис. 3.5 показана зависимость D(H). Видно, что при H ≈ 70Oe про-
исходит резкое изменение D(H), что соответствует началу проникновения вихрей в
гранулы поликристалла. Фрактальная размерность D меняется от 1.2 до 1,9, что соот-
ветствует изменению Θ от -0.2 до 1.43. При D = C ≈ 1.327 происходит изменение знака
индекса связности с минуса на плюс, что означает переход от несвязной системы к связ-
ной, т. е. начало перколяции. Если при малых полях вихри «не замечают» дефектной
структуры внутри гранул, то при достижении поля 70 Oe пиннинг вихрей на внутри-
гранулярных неоднородностях становится превалирующим, т. е. связность дефектной
структуры для движения вихрей становится непрерывной. При этом её фрактальная
размерность внутри и между гранул одинакова. Показатель стекловидности µ в дан-
ном случае меняется от 2 до 1, что можно интерпретировать как состояние вихревого
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Рис. 3.4. Обработка данных (формула (2.4)) по площади S и
периметру P кластера для 53 объектов. Эмпирические данные

(точки) аппроксимированы с помощью формулы P = kSD/2, где k
– коэффициент, D – фрактальная размерность границы кластера.

Для сплошной прямой получено: k = 0,59, D = 1,16

Рис. 3.5. Токовая зависимость первой гармоники напряжения в
постоянном магнитном поле H: 1 – H = 47,4 Oe; 2 – H = 58,1 Oe;
3 – H = 64,3 Oe; 4 – H = 86,1 Oe; 5 – H = 95,8 Oe; 6 – H = 109,8

Oe; 7 – H = 172,2 Oe. Точки означают экспериментальные
данные, сплошные линии – расчет по формуле (3.1). На вставке
показана магнитополевая зависимость фрактальной размерности

каналов движения вихрей.
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стекла, при котором реализуется пиннинг связок вихрей [17], [20–21].

Рис. 3.6. Зависимость фрактальной размерности кластеров
нормальной фазы от напряжённости постоянного магнитного

поля. Чёрные круги – эксперимент, сплошная линия –
эмпирическая зависимость (формула (3.3))

Функцию (3.1) с Rd1 = 0.012mΩ можно использовать и для описания эксперимен-
тальных зависимостей амплитуды первой гармоники напряжения на образце YBCO от
напряжённости магнитного поля для разных значений постоянного тока. Зависимость
V1(H) обуславливается зависимостью от магнитного поля фрактальной размерности
D, которую можно аппроксимировать эмпирической функцией:

D = 2/[exp(−(H −H1)/H0) + 1] (3.3)

где H0 = 40 Oe и H1 = 36 Oe – напряжённости поля, характерные для данного
образца (Рис.3.6).

На Рис.3.7 изображены экспериментальная и теоретическая зависимости V1(H) для
разных значений Id. Величина Rd1 = 0.012mΩ в данной аппроксимации уменьшена, что
связано с отсутствием сопротивления при значениях напряжённости поля до 50 Oe. Ну-
левое сопротивление в начале зависимости V1(H) в значительной степени обусловлено
образованием гипервихрей в образце [22]. Поэтому начало роста напряжения определя-
ется двумя процессами: распадом гипервихрей на отдельные джозефсоновские вихри
и увеличением фрактальной размерности кластеров нормальной фазы с ростом поля.
Альтернативным объяснением может быть отсутствие течения магнитного потока при
токах, меньших критического, и коллективного крипа потока, в котором, в отличие от
крипа Андерсона-Кима, потенциальный барьер пиннинга вихрей U связан с силой тока
I гиперболической, а не линейной зависимостью (U(I)∞(Ic/I)

µ
) [23]. Модели течения

и коллективного крипа потока приводят к качественно одинаковым результатам при
рассмотрении начального участка ВАХ сверхпроводников с фрактальными граница-
ми кластеров нормальной фазы. Рост фрактальной размерности увеличивает в этой
области тока статическое и дифференциальное сопротивление образцов ВТСП, что и
наблюдается в эксперименте.
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Рис. 3.7. Магнитополевая зависимость амплитуды первой
гармоники напряжения при разных значениях постоянного тока .

Чёрные круги – экспериментальные зависимости, сплошные
линии – теоретические кривые, рассчитанные по формуле (3.1); 1
– Id = 30 mA, 2 – Id = 40 mA, 3 – Id = 50 mA, 4 – Id = 60 mA, 5 –
Id = 70 mA, 6 – Id = 80 mA, 7 – Id = 90 mA, 8 – Id = 100 mA.

4. Заключение

Таким образом, в работе показано, что резистивные характеристики высокотемпера-
турного сверхпроводника YBCO могут быть адекватно описаны в модели фрактальных
границ кластеров нормальной фазы. В рамках данной модели определена магнитопо-
левая зависимость фрактальной размерности границ кластеров. Из вида полученной
зависимости найдено значение напряжённости магнитного поля, при котором начина-
ется проникновение вихрей в гранулы образца. По изменению знака индекса связности
определена фрактальная размерность, при которой система перколяции вихрей стано-
вится связной.
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должны логично вытекать одно из другого;

– необходимо использовать активный, а не пассивный залог, т. е. «The study tested»,
но не «It was tested in this study».

В тексте реферата на английском языке следует применять терминологию, харак-
терную для иностранных специальных текстов. Следует избегать употребления тер-
минов, являющихся прямой калькой русскоязычных терминов. Необходимо соблюдать
единство терминологии в пределах реферата.

Перечислим обязательные качества аннотаций на английском языке к русскоязыч-
ным статьям. Аннотации должны быть:

- информативными (не содержать общих слов);
- оригинальными (не быть калькой русскоязычной аннотации);
- содержательными (отражать основное содержание статьи и результаты исследо-

ваний);
- структурированными (следовать логике описания результатов в статье);
- "англоязычными"(написаны качественным английским языком).
Объем аннотаций на русском и английском языках должны быть в среднем от 100

до 250 слов.
Ключевые слова должны отражать основное содержание статьи, по возможности

не повторять термины заглавия и аннотации, использовать термины из текста статьи,
а также термины, определяющие предметную область и включающие другие важные
понятия, которые позволят облегчить и расширить возможности нахождения статьи
средствами информационно-поисковой системы. Раздел Ключевые слова должен со-
держать от 5 до 15 слов.

Текст статьи. При изложении текста статьи необходимо придерживаться следую-
щей структуры:
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— введение – краткое изложение состояния рассматриваемого вопроса и постановки
задачи, решаемой в статье;

— материалы и методы решения задачи и принятые допущения;
— результаты - основное содержание статьи;
— обсуждение и анализ полученных результатов и сопоставление их с ранее извест-

ными;
— заключение — выводы и рекомендации.
Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются

ссылки в тексте работы. Источники располагаются в порядке их упоминания в статье
и их количество не должно превышать 20.

Описание схем библиографических ссылок для раздела References.
Статьи в журнале на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– Перевод заглавия статьи на английский язык;
– Название русскоязычного источника (транслитерация);
– [Перевод названия источника на английский язык – парафраз (для журналов

можно не делать)];
– Выходные данные с обозначениями на английском языке, либо только цифровые

(последнее, в зависимости от применяемого стандарта описания);
– Указание на язык статьи (in Russ.) после описания статьи.
Книги (монографии и сборники) на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– название книги (транслитерация);
– [Перевод названия книги в квадратных скобках];
– Выходные данные: место издания на английском языке - Moscow, St. Petersburg;

издательство на английском языке, если это организация (Moscow St. Univ. Publ.) и
транслитерация, если издательство имеет собственное название с указанием на англий-
ском, что это издательство: Nauka Publ.;

– Количество страниц в издании (250 p.);
– Указание на язык (in Russ.) после описания книги.
Список литературы на русском и английском языках оформляется согласно сти-

лю цитирования, принятому для использования в области математики Американским
математическим обществом (American Mathematical Society, AMS) и Европейским ма-
тематическим союзом (Zentralblatt MATH, zbMATH). Для этого используется формат
AMSBIB, реализованный в стилевом пакете amsbib.sty.

Для транслитерации русского алфавита латиницей необходимо использовать систе-
му BGN (Board of Geographic Names). На сайте https://translit.ru/ru/bgn/ можно бес-
платно воспользоваться программой транслитерации русского алфавита в латиницу.

Список литературы на русском языке в текстовом формате, оформленный в соот-
ветствии с требованиями ГОСТ P 7.0.5.-2008 Библиографическая ссылка, рас-
полагаться за списком цитируемой литературы на русском языке и должен быть за-
комментирован. Этот список литературы будет использоваться при загрузке элек-
тронной версии журнала на сайт elibrary.ru. ГОСТ P 7.0.5.-2008 Библиографиче-
ская ссылка можно скачать из раздела Полезные материалы меню Для автора
на сайте журнала.

Подробные технические инструкции по оформлению рукописей содержатся в мате-
риале Правила верстки рукописей в системе LaTex.

Примеры оформления библиографических ссылок для разде-
ла References .
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Статьи в журналах на русском языке:
P.A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

P.A. Shamanaev, “[The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear
differential equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay]”,
Zhurnal Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva, 18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Статьи в журналах на английском языке:
M.J. Berger, J. Oliger, "Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential

equations Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Статьи в электронном журнале на русском языке:
M.S. Chelyshov, P.A. Shamanaev, “[An algorithm for solving the problem of

minimizing a quadratic functional with nonlinear constraints by the method of
orthogonal cyclic reduction]”, Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at:
http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-
funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

Статьи в сборниках на русском языке:
A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A. V. Korneev, “[Investigation of pipeline dynamics for

delay of external influences] Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics
and Mechanics], 10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Книги (монографии и сборники) на русском языке:
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D. M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley

Lyapunova i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents
and its applications to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Статьи в материалах конференций на русском языке:
P. A. Shamanaev, ”[On the question of the perturbation of a linear equation by

two small linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i
dinamicheskim sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical
Systems], Tezisy dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).
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The rules of article design

The editorial staff accepts manuscripts in Russian and English that are not published
and not intended for publication in another edition.

The text of the article should be prepared in TeX publishing system using LaTeX
macroextension.

The author(s) should send to the editor source text of the article (LaTeX format), files
with figures (EPS format) and the compiled version of the article (PDF format).

If the article is in Russian, then it should contain the following sections in Russian and
English:

– UDC and MSC 2010 codes;
– article title;
– information about every author: full name, position, address of the organization,

academic degree, ORCID, e-mail;
– abstract;
– keywords;
– text of the article (only in Russian);
– references (bibliography).
If the article is in English, the relevant sections are presented only in English. UDC code

is not used.
The Subject Classification Index (MSC 2010) by AMS is used for thematic link separation

in two abstract databases – the Mathematical Reviews (MR) of the American Mathematical
Society (AMS) and Zentralblatt MATH (zbMATH) of the European Mathematical Union.
The directories of UDC and MSC 2010 codes can be downloaded from the Useful Materials
section of the For Authors section of the journal website.

Abstract should be clearly structured, the material presentation should follow the logic
of the result description in the article. The text should be concise and clear, free from
background information, and have convincing wording.

It is recommended to include in the abstract the following aspects of the article’s content:
the subject, purpose of the work, method or methodology of the work, the results of the
work and the scope of their application, conclusions.

The subject and purpose of the work are indicated if they are not clear from the title of
the article; the method or methodology of the work should be described if they show some
novelty or they are of interest from the point of view of this work.

Results of work are described extremely precisely and informatively. Main theoretical
and experimental results, factual data, detected relationships and patterns are presented.
In the description preference is given to new results and data of long-term value, important
discoveries, conclusions that refute existing theories, as well as data that, in the author’s
opinion, are of practical importance.

Conclusions may be accompanied by recommendations, estimates, suggestions,
hypotheses described in the article.

The information contained in the article’s title should not be repeated in the text of the
author’s summary.

It is better to avoid unnecessary introductory phrases (for example, «the author of the
article considers ... »). Author(s) should not include in the abstract historical references (if
they do not constitute the main content of the document) as well as description of previously
published works and well-known provisions.
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The text of the author’s abstract should use syntactic constructions typical for the
language of scientific and technical documents. Also it is better to avoid complicated
grammatical constructions.

Significant words from the article’s text should be used in the text of the abstract.
Abbreviations and conventions, excluding commonly used (in English special texts also),

are used in exceptional cases or their definitions must be given when first used.
Units of physical quantities should be given in the international SI system. It is allowed

to give the value of the physical quantity in original system of units in parentheses next to
its value in the SI system.

The abstract should not contain references to the publication numbers in the article’s
bibliography.

When writing annotations author(s) should remember the following points:
– it is necessary to follow the article’s chronology and to use its headings as a guide;
– do not include non-essential details;
– use the technical (special) terminology of your scientific area, clearly expressing your

opinion and bearing in mind that you write for an international audience;
– the text should be connected by the use of words «consequently», «moreover», «for

example», «as a result», etc., or separate statements should logically follow from one another;
– it is better to use active voice rather than passive, i.e. «The study tested», but not «It

is tested in this study».
In the text of English abstract author(s) should use the terminology typical to foreign

special texts. They should avoid usage of terms that are direct tracing of Russian-language
terms. It is necessary to preserve the unity of terminology within the abstract.

English abstracts to Russian-language articles should be written in high-quality English.
The average volume of abstracts in Russian and in English should be from 100 to 250

words.
Keywords should reflect the main content of the article. If it is possible they should not

repeat the terms of the title and abstracts. It is better for keywords to use the terms from
the article’s text, as well as terms defining the subject area and including other important
concepts that will expand the possibilities of finding an article by means of information
retrieval system. Section Keywords must contain from 5 to 15 words.

Text of the article. When presenting the text of the article, it is necessary to adhere
to the following structure:

— introduction - a brief overview of the state of the issue under consideration and the
formulation of the problem solved in the article;

–– materials and methods for solving the problem and accepted assumptions;
— results – the main content of the article;
— discussion and analysis of the results obtained and their comparison with previously

known ones;
–– conclusion –– conclusions and recommendations.
References should contain only those sources that are referenced in the text of the

work. Sources are arranged in the order of their mention in the article and their number
should not exceed 20.

Description of the bibliographic reference schemes for the References section.
Articles in the journal in Russian:
– Author(s) (transliteration);
– Translation of the article title into English;
– The name of the Russian-language source (transliteration);
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– [Translation of the source name into English – paraphrase (for magazines one may not
do it)];

– Output data with notation in English, or only digital (the latter, depending on the
description standard used);

– An indication of the article language (in Russ.) after the article’s description.
Books (monographs and collections) in Russian:
– Author(s) (transliteration);
– title of the book (transliteration);
– [Translation of the book’s name in square brackets];
– Imprint: place of publication in English – Moscow, St. Petersburg; English name of

publishing house if it is an organization (Moscow St. Univ. Publ.) and transliteration, if the
publisher has its own name, indicating in English that it is a publisher: Nauka Publ.;

– The number of pages in the book (250 p.);
– Reference to the language (in Russ.) after the description of the book.
References in Russian and English are made according to the citation style adopted

for use in the field of mathematics by the American Mathematical Society (AMS) and
the European Mathematical Union (Zentralblatt MATH, zbMATH). To do this, use the
AMSBIB format, implemented in the amsbib.sty style package.

For transliteration of the Russian alphabet in Latin it is necessary to use the BGN (Board
of Geographic Names) system. On the website https://translit.ru/ru/bgn/ you can use the
program of transliteration of the Russian alphabet into the Latin alphabet for free.

References in Russian in text format, designed in accordance with the requirements of
GOST P 7.0.5.-2008 Bibliography link, must be located behind the list of references
in Russian and should be commented out. This list of references will be used when
downloading the electronic version of the journal on the site elibrary.ru GOST P 7.0.5.-
2008 Bibliography link can be downloaded from the Useful Materials section of the For
Authors menu on the journal website.

Detailed technical instructions on the design of manuscripts are contained in the Rules
for the layout of manuscripts in the LaTex system.

Examples of bibliographic references for the section References .

Journal articles in Russian:
P.A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

P.A. Shamanaev, “[The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear
differential equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay]”,
Zhurnal Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva, 18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Journal articles in English:
M.J. Berger, J. Oliger, "Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential

equations Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Articles in the electronic journals in Russian:
M.S. Chelyshov, P.A. Shamanaev, “[An algorithm for solving the problem of

minimizing a quadratic functional with nonlinear constraints by the method of
orthogonal cyclic reduction]”, Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at:
http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-
funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

Articles in collections in Russian:
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A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A. V. Korneev, “[Investigation of pipeline dynamics for
delay of external influences] Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics
and Mechanics], 10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Books (monographs and collections) in Russian:
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D. M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley

Lyapunova i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents
and its applications to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Conference proceedings in Russian:
P. A. Shamanaev, ”[On the question of the perturbation of a linear equation by

two small linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i
dinamicheskim sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical
Systems], Tezisy dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).
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Правила верстки рукописей в системе LaTex

Обращаем Ваше внимание на то, что указанные ниже правила должны выпол-
няться абсолютно точно. В случае, если правила оформления рукописи не будут вы-
полнены, Ваша статья будет возвращена на доработку.

Компиляцию статьи необходимо производить с помощью пакета MiKTeX, дистри-
бутив которого можно получить на официальном сайте – http://www.miktex.org.

Для верстки рукописи используются три файла: файл-преамбула, файл-шаблон и
стилевой пакет svmobib.sty. Их можно получить на сайте журнала в разделе Прави-
ла оформления рукописей. Адрес доступа: http://www.journal.svmo.ru/page/rules.
Текст рукописи должен быть помещен в файл-шаблон с именем <ФамилияИО>.tex. Он
включается командой \input в файл-преамбулу. Например, \input{shamanaev.tex}

Содержание файла-преамбулы изменять нельзя. Определение новых команд ав-
тором статьи не допускается для предупреждения конфликтов имен с командами,
которые могли бы быть определены в статьях других авторов.

Оформление заголовков статьи. Если статья на русском языке, то для оформ-
ления заголовков статьи на русском и английском языке следует использовать команды
\headerRus и \headerEn, соответственно.

Команда \headerRus имеет следующие аргументы: {УДК} {Название статьи} {Ав-
тор(ы)} {Автор1\footnote {Фамилия Имя Отчество, Должность, место работы, адрес
организации, ученая степень, ORCID, e-mail.}, Автор2\footnote {Фамилия Имя Отче-
ство, Должность, место работы, адрес организации, ученая степень, ORCID, e-mail.}
} {Аннотация} {Ключевые слова} {Название статьи на английском языке} {Автор(ы)
на английском языке}

Команда \headerEn имеет следующие аргументы: {MSC 2010} {Название статьи}
{Автор(ы)} {Автор1\footnote {Фамилия Имя Отчество, Должность, место работы, ад-
рес организации, ученая степень, ORCID, e-mail.}, Автор2\footnote {Фамилия Имя От-
чество, Должность, место работы, адрес организации, ученая степень, ORCID, e-mail.}
} {Аннотация} {Ключевые слова}

Если же статья на английском языке, то заголовок статьи оформляется только
на английском языке. Для этого используется команда \headerFirstEn с такими
же параметрами, как для команды \headerEn.

Оформление текста статьи. Статья может содержать подзаголовки любой вло-
женности. Подзаголовки самого верхнего уровня вводятся при помощи команды \sect
с одним параметром: \sect{Заголовок}

Подзаголовки более низких уровней вводятся как обычно командами \subsection,
\subsubsection и \paragraph.

Следует иметь в виду, что вне зависимости от уровня вложенности подзаголовков в
Вашей статье, нумерация объектов (формул, теорем, лемм и т.д.) всегда будет двойной
и будет подчинена подзаголовкам самого верхнего уровня.

Для оформления занумерованных формул следует использовать окружение
equation. Нумеровать нужно только те формулы, на которые есть ссылки в тексте
статьи. Для остальных формул следует использовать окружение equation*.

Для оформления теорем, лемм, предложений, следствий, определений, замечаний
и примеров следует использовать соответственно окружения Th, Lemm, Prop, Cor,
Defin, NB и Example. Если в Вашей статье приводятся доказательства утверждений,
их следует окружить командами \proof и \proofend (для получения строк ’Доказа-
тельство.’ и ’Доказательство закончено.’ соответственно).
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Для нумерования формул и создания последующих ссылок на эти фор-
мулы необходимо использовать соответственно команды \label{метка} и
\eqref{метка}, где в качестве метки нужно использовать строку следующего
вида: ’Фамилия АвтораНомер Формулы’. Например, формулу (14) в статье Иванова
нужно пометить \label{ivanov14}, теорему 5 из этой статьи — \label{ivanovt5} и
т. п. (Для ссылок на теоремы, леммы и другие объекты, отличные от формул, нужно
использовать команду \ref{метка}).

Оформление рисунков. Для вставки в текст статьи рисунков необходимо поль-
зоваться следующими командами:

а) вставка занумерованного рисунка с подписью

\insertpicturewcap{метка}{имя_файла.eps}{подпись_под_рисунком}

б) вставка занумерованного рисунка с подписью и с указанием степени сжатости

\insertpicturecapscale{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжатия} {под-
пись}

в) вставка рисунка без номера под рисунком, но с подписью или нет

\insertpicturenonum{имя_файла.eps}{степень_сжатия} {под-
пись_под_рис}

г) вставка двух рисунков с двумя подписями

\inserttwopictures{метка}{имя_файла.eps}{подпись_под_рис}{метка}
{имя_файла.eps}{подпись_под_рис}

Все вставляемые картинки должны находиться в файлах в формате EPS
(Encapsulated PostScript).

Оформление списков литературы. Для оформления списков литературы на
русском и английском языках следует использовать окружения thebibliography и
thebibliographyEn, соответственно.

Каждая русскоязычная библиографическая ссылка оформляется командой
\RBibitem{метка для ссылки на источник},
а англоязычная библиографическая ссылка – командой
\Bibitem{метка для ссылки на источник}.
Далее для описания библиографической ссылки следует использовать команды, ре-

ализующие формат AMSBIB и относящиеся к стилевому пакету svmobib.sty. Основой
этого пакета является стилевой файл amsbib.sty. Более подробно эти команды описаны
в инструкции amsbib.pdf.

Для ссылок на источники из списка литературы необходимо использовать следую-
щие команды: \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (параметры
см. в файле-преамбуле). В качестве имени меток для русскоязычных бибилиографиче-
ских ссылок нужно использовать ’ФамилияRBibНомерСсылки’, а для англоязычных
бибилиографических ссылок – ’ФамилияBibНомерСсылки’.

Метки всех объектов статьи должны быть уникальными.
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Примеры оформления библиографических ссылок с помощью
команд из стилевого пакета svmobib.sty

Статьи в журналах на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib1}
\by П. А. Шаманаев
\paper О локальной приводимости систем дифференциальных уравнений с возмуще-
нием в виде однородных векторных полиномов
\jour Труды Средневолжского математического общества
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P.A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in
the form of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Статьи в журналах на английском языке (в разделах thebibliography и
thebibliographyEn оформляются одинаково):

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512

Статьи в электронном журнале на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib3}
\by М. С. Челышов, П. А. Шаманаев,
\paper Алгоритм решения задачи минимизации квадратичного функционала с
нелинейными ограничениями с использованием метода ортогональной циклической
редукции
\jour Огарёв-online
\vol 20
\yr 2016
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\elink Доступно по адресу: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-
minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with
nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-
ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

Статьи в сборниках на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib4}
\by А. В. Анкилов, П.А. Вельмисов, А. В. Корнеев
\paper Исследование динамики трубопровода при запаздывании внешних воздействий
\inbook Прикладная математика и механика
\publaddr Ульяновск
\publ УлГТУ
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A. V. Ankilov, P.A. Velmisov, A. V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Книги (монографии и сборники) на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib5}
\by Ю. Н. Бибиков
\book Курс обыкновенных дифференциальных уравнений
\publaddr М.
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\publ Высш. шк.
\yr 1991
\totalpages 303

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu.N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Статьи в материалах конференций на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib6}
\by В. Г. Малинов
\paper Непрерывный метод минимизации второго порядка с оператором проекции в
переменной метрике
\inbook VIII Московская международная конференция по исследованию операций
(ORM2016): Труды
\bookvol II
\procinfo Москва. 17–22 октября 2016 г.
\yr 2016
\pages 48–50
\publ ФИЦ ИУ РАН
\publaddr М.

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V. G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection
operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016):
Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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The rules for article layout in the LaTex system

Please note that the rules below must be strictly followed. In case the rules are not fulfilled,
your manuscript will be returned for revision.

The article should be compiled using the MiKTeX package. The distribution kit of this
package can be downloaded from the official website – http://www.miktex.org.

Three files are used for manuscript layout: the preamble file, the template file and style
package svmobib.sty. They can be downloaded from the website of the journal in the section
Rules for Manuscripts: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. The article text should
be placed in a template file named <LastName>.tex. It is enabled with the command \input
in the preamble file. For example, \input{shamanaev.tex}

The contents of the preamble file can not be changed. The definition of new commands
by the author of the article is not allowed to prevent name conflicts with commands that
could be defined in articles of other authors.

Design of article titles. If the article is in Russian, then the following commands
should be used to format the article headings in Russian and English \headerRus and
\headerEn, respectively.

The command \headerRus has the following arguments: {UDC} {Article title} {The
authors)} {Author1 \footnote {Last Name, First Name, Patronimic, Position, Place of
work, organization address, academic degree, ORCID, e-mail. }, Author2 \footnote {Last
Name, First Name, Patronimic, Position, Place of work work, organization address,
academic degree, ORCID, e-mail} } {Abstract} {Keywords} {Title of the article in English}
{Author(s) in English}

The command \headerEn has the following arguments: {MSC 2010 } {Article title}
{The authors)} {Author1\footnote{Last Name, First Name, Patronimic, Position, Place
of work, organization address, academic degree, ORCID, e-mail}, Author2\footnote{Last
Name, First Name, Patronimic, Position, Place of work, organization address, academic
degree, ORCID, e-mail} } {Abstract} {Keywords}

If the article is in English, then the title of the article is in English only. To do this, use
the command \headerFirstEn with the same parameters as for the command \headerEn.

Design of the article text. The article may contain subheadings of any
nesting. Top-level subheadings are entered using the command \sect with one
parameter:\sect{Header}

Subheadings of lower levels are entered as usual by commands \subsection,
\subsubsection and \paragraph.

It should be borne in mind that regardless of the nesting level of subheadings in your
article, the numbering of objects (formulas, theorems, lemmas, etc.) will always be double
and will be subject to the subheadings of the highest level.

To design numbered formulas, use the environment equation. Numbering is needed only
for those formulas that are referenced in the text of the article. For other formulas, use the
equation* environment.

For the design of theorems, lemmas, sentences, corollaries, definitions, comments and
examples the authors should use corresponding environments Th, Lemm, Prop, Cor,
Defin, NB and Example. If the article provides evidences of the statements, they should
be surrounded by commands \ proof and \proofend (to get strings ’Evidence.’ and ’The
proof is complete.’ respectively).

For numbering formulas and creating subsequent references to these formulas authors
must use the commands \label{label} and \eqref{label}, where the following string
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must be used as a label: ’Author’sLastNameFormulaNumber’. For example, formula (14)
in Ivanov’s article should be marked \label{ivanov14}, Theorem 5 of this articles —
\label{ivanovt5}, etc. (For references to theorems, lemmas and other objects other than
formulas, one need to use the command \ref{label}).

Design of pictures. To insert pictures into the text of an article, one must use following
commands:

a) insert a numbered picture with the signature

\ insertpicturewcap{label}{file_name.eps}{caption_of_the_figure}

b) insert a numbered picture with a caption and indicating compression ratio

\insertpicturecapscale{label}{file_name.eps}{degree_of_compression}{caption}

c) insert a picture without a number under the picture, but with a caption or without it

\insertpicturenonum{file_name.eps}{degree_of_compression}{caption}

d) insert two pictures with a captions under the pictures

\inserttwopictures{label}{file_name.eps}{caption_of_the_figure}{label}
{file_name.eps}{caption_of_the_figure}

All inserted images must be in EPS format (Encapsulated PostScript).
Design of references. For design of references in Russian and in English authors should

use the environment thebibliography and thebibliographyEn, respectively.
Each Russian bibliographic reference is made by a command
\RBibitem{label for a link to the source },
and every English reference – by a command
\Bibitem{label for a link to the source }.
Further, to describe the bibliographic reference, authors must use the commands that

implement the AMSBIB format and refer to the svmobib.sty style package. The basis of this
package is the amsbib.sty style file. These commands are described in more detail in the
amsbib.pdf instruction.

To make the reference to element of the reference list in the article text authors must use
the commands \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (parameters,
see the preamble file). For the name of tags for Russian-language bibliographic references, use
the ’LastNameRBibNumberOfReference’, and for English-language bibliographic references
- ’LastNameBibNumberOfReferences’.

Labels of all article’s objects must be unique.

Examples of bibliographic references’ using commands from the
svmobib.sty package

Journal articles in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P.A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in
the form of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
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\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Journal articles in English:

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512

Articles in the electronic journals in Russian

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with
nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-
ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

Articles in collections in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A. V. Ankilov, P.A. Velmisov, A. V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Books (monographs and collections) in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu.N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
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\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Conference proceedings in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V. G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection
operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016):
Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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