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Î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîãî êëàññà

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî ïîðÿäêà

c⃝ Ñ.Í. Àëåêñååíêî 1, Ë. E. Ïëàòîíîâà 2

Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíî êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
îáùåãî âèäà ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: â ïåðâîì ñëó÷àå ëèíèÿ, íåñóùàÿ íà÷àëü-
íûå äàííûå, çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè; âî âòîðîì ñëó÷àå ëèíèÿ, íåñóùàÿ íà÷àëüíûå äàííûå,
çàäàåòñÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ è èìååò áåñêîíå÷íóþ äëèíó; â òðåòüåì ñëó÷àå ëèíèÿ,
íåñóùàÿ íà÷àëüíûå äàííûå, çàäàåòñÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ è èìååò îãðàíè÷åííóþ äëè-
íó. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû
óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå èìååò òó æå ãëàäêîñòü, ÷òî è
ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âûøåïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ èñ-
ïîëüçîâàëñÿ ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà ðåøàåòñÿ íåêîòîðàÿ
ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäà÷à
Êîøè, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå.

1. Ââåäåíèå

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

a1(x1, x2, z)∂1z + a2(x1, x2, z)∂2z = f(x1, x2, z), (1.1)

ãäå ∂iz = ∂z
∂xi
, i = 1, 2; a1(x1, x2, z), a2(x1, x2, z), f(x1, x2, z) � íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìûå ôóíêöèè â ìíîæåñòâå QT , êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíà íèæå.
Â ðàáîòàõ [1]�[2] ðåøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

z(x1, x2)|L = γ(τ), (1.2)

ãäå êðèâàÿ L , íåñóùàÿ íà÷àëüíûå äàííûå, çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè x1 =
= α1(τ), x2 = α2(τ), 0 6 τ 6 T . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè

1Àëåêñååíêî Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Íè-
æåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà¿ (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé
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α1(τ), α2(τ), γ(τ) ÿâëÿþòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè íà [0;T ] .
Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ L è ìíîæåñòâî, íà êî-
òîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå z(x1, x2) , ñîäåðæàòñÿ â îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå
ΩT =

{
(x1, x2) : min

τ∈[0;T ]
(αi(τ) − αi0) 6 xi 6 max

τ∈[0;T ]
(αi(τ) + αi0), i = 1, 2

}
,

α10, α20 ∈ R.
Â ðàáîòàõ [1]�[2] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èçâåñòíûå ôóíêöèè óðàâíåíèÿ (1.1) îïðåäåëå-

íû íà ìíîæåñòâå QTK = {ΩT × [−Kz;Kz]}, ãäå âåëè÷èíà Kz ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî
âåëèêà. Îäíàêî ïîñêîëüêó öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëîñü äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè-
÷åííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.2), îïðåäåëåííîãî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèâîé L , òî
íà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè íàêëàäûâàëîñü îãðàíè÷åíèå |z| 6 KU , ãäå
KU ìîãëà áûòü ïðîèçâîëüíûì, íî äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèå KU 6 Kz. Â çàâèñèìî-
ñòè îò âåëè÷èíû KU îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ìíîæåñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Âàæíî, ÷òî
äëÿ êîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà KU îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîå íåïóñòîå ìíîæå-
ñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Â íèæåñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ è îöåíêàõ âñå èñïîëüçóåìûå
êîíñòàíòû âû÷èñëÿþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èçâåñòíûå ôóíêöèè óðàâíåíèÿ (1.1) îïðå-
äåëåíû íà ìíîæåñòâå QT = {ΩT × [−KU ;KU ]}.

Â äàííîé ðàáîòå íàðÿäó ñ ïîèñêîì íåèçâåñòíîé ôóíêöèè z(x1, x2) èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î
ìíîæåñòâå, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå α10, α20 äîëæíû áûòü
äîñòàòî÷íî âåëèêè, ÷òîáû èñêîìîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå z(x1, x2) ,
âõîäèëî â ΩT . Îáîçíà÷èì ýòî çàðàíåå íåèçâåñòíîå ìíîæåñòâî ÷åðåç Qε . Ïîñêîëüêó ðå÷ü
èäåò î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè, òî ìíîæåñòâî Qε ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ îêðåñò-
íîñòü êðèâîé L .

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ äëÿ L , ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ïðèâåäåííûå â
ñòàòüå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ΩT ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü D êðèâîé L è ïîñòîÿííîå âî âñåì

ìíîæåñòâå D íàïðàâëåíèå
−→
λ òàêèå, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âíóòðåííþþ

òî÷êó ìíîæåñòâà D ïàðàëëåëüíî
−→
λ , ïåðåñåêàåò L ëèøü â îäíîé òî÷êå. Òàêèì îáðà-

çîì êàæäîé òî÷êå èç D ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå åå ïðîåêöèÿ íà L ïî íàïðàâëåíèþ−→
λ . Ïîñêîëüêó êàæäîé òî÷êå íà L ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå τ , òî êàæäîé
òî÷êå (x1, x2) ∈ D ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íà êðèâîé ïðè ïðî-

åöèðîâàíèè â íàïðàâëåíèè
−→
λ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàíî â âèäå ôóíê-

öèè θ(x1; x2) = τ . Âñåì òî÷êàì (x1, x2), ëåæàùèì íà îäíîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò

÷åðåç D â íàïðàâëåíèè
−→
λ , ñîîòâåòñòâóåò îäíî çíà÷åíèå τ . Ïî ñóùåñòâó ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì òàêèõ ïðÿìûõ è ìíîæåñòâîì τ ∈ [0, T ] . Äëÿ öåëåé
íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íî èìåòü ôóíêöèþ θ(x1;x2) = τ . Áóäåì íàçûâàòü
êðèâóþ, îïèñûâàåìóþ äàííîé ôóíêöèåé, îäíîíàïðàâëåíî ðåãóëÿðíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

cosφ1, cosφ2 íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
−→
λ ; íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè

êîñèíóñû ïîëîæèòåëüíû. Ìíîæåñòâî Ωε , íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå, áóäåì èñêàòü

â âèäå ïîëîñû øèðèíîé ε â íàïðàâëåíèè
−→
λ , ïðèëåãàþùåé ê L ñ îäíîé ñòîðîíû, òî÷íåå

Ωε = {(x1; x2) : αi(τ) 6 xi 6 αi(τ) + ε cosφi, i = 1, 2, 0 6 τ 6 T }, Ωε ⊂ D ⊂ ΩT . Ïàðà-
ìåòð ε ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, à îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó ε ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ
óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1)�(1.2).
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2. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ

Â ðàìêàõ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà (ÌÄÀ) [3] çàïèøåì äëÿ çàäà÷è Êîøè
(1.2) ðàñøèðåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó:

dη1
ds

= a1(η1, η2, u),
dη2
ds

= a2(η1, η2, u),
du
ds

= f(η1, η2, u)

(2.1)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

η1|s=ω(x1,x2) = x1, η2|s=ω(x1,x2) = x2, u|L = γ(τ). (2.2)

Çäåñü ω(x1, x2), η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2), u(s, x1, x2) � íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî âñåì ïåðåìåííûì; s � äîïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò, 0 6 s 6
ω(x1, x2).

Çíà÷åíèå ω íà êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè x1 = α1(τ), x2 = α2(τ), ïîëàãàåì ðàâíîé
íóëþ, ò. å. ω(α1(τ), α2(τ)) = 0. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) äîëæíû áûòü ïðåäñòàâèìû â âèäå:

ηi = x1 −
ω(x1,x2)∫
s

ai(η1(δ, x1, x2), η2(δ, x1, x2), u(δ, x1, x2))dδ, i = 1, 2. (2.3)

Ïðåäñòàâëåíèå (2.3) îïðàâäàíî, åñëè ìîæíî îïðåäåëèòü íîâóþ, çàðàíåå íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ θ(x1, x2) , äëÿ êîòîðîé â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå èçìåíåíèÿ åå àðãóìåíòîâ áûëè
áû ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

αi(θ (x1, x2)) = xi −
ω(x1,x2)∫

0

ai (η1 (δ, x1, x2) , η2 (δ, x1, x2) , u (δ, x1, x2)) dδ, i = 1, 2. (2.4)

Èç ðàâåíñòâ (2.1)�(2.2) ïðè äîïóñòèìîñòè (2.3) ïîëó÷èì:

u(s, x1, x2) = γ(θ(x1, x2)) +

s∫
0

f(η1(δ, x1, x2), η2(δ, x1, x2), u(δ, x1, x2))dδ. (2.5)

Ë å ì ì à 2.1 Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé (2.2)�(2.3), (2.5) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1)�(1.2).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû â ðàáîòå [1] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

J =

∣∣∣∣α′
1 a1
α′
2 a2

∣∣∣∣ ̸= 0. (2.6)

Â ðàáîòå [1] äëÿ çàäà÷è Êîøè (1.1)�(1.2) ñ ïîìîùüþ ÌÄÀ [3]�[10] áûëà ðàçðàáîòàíà ñõå-
ìà, ïîçâîëÿþùàÿ ñâåñòè âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1)�(1.2) â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ
ê îïðåäåëåíèþ èíòåðâàëà ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû èç 15 èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
áûëà íàçâàíà ðåçîëüâåíòíîé [2]. Ïîñêîëüêó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîäíûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íîâûå íåèçâåñòíûå
ôóíêöèè, ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

u(s, x1, x2) = U(s, x1, x2), ω =W1, θ = W2, θxi = W2i, uxi = Ui,
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(α1ψ;α2ψ) = (α1(ψ(x1;x2));α2(ψ(x1;x2))), ωxi = W1i, ηi = Hi, ηixj = Hij, (i, j = 1, 2).

Òîãäà çàïèøåì îñíîâíóþ ðåçîëüâåíòíóþ ñèñòåìó çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U = γ (W2) +

s∫
0

f (H1, H2, U) dδ, (2.7)

Ui = γ′ (W2)W2i +

s∫
0

(f1H1i + f2H2i + fUUi) dδ, (2.8)

Hi = xi −
W1∫
s

ai (H1, H2, U) dδ, (2.9)

Hlk = δlk − alW1k −
W1∫
s

(al1H1k + al2H2k + alUUk) dδ, (2.10)

Wi =


(x1;x2)∫

(α1ψ ;α2ψ)

(W11 cosφ1 +W12 cosφ2)dl, i = 1,

(x1;x2)∫
(α1ψ ;α2ψ)

(W21 cosφ1 +W22 cosφ2)dl +Ψ(x1; x2), i = 2,

(2.11)

W1k = J−1

(−1)kα′
3−k +

W1∫
0

(
α′
2

(
2∑
i=1

a1iHik + a1UUk

)
− α′

1

(
2∑
i=1

a2iHik + a2UUk

))
dδ

 ,

(2.12)

W2l = J−1

(−1)l+1a3−l +

W1∫
0

(
a1

(
2∑
i=1

a2iHil + a2UUl

)
− a2

(
2∑
i=1

a1iHil + a1UUl

))
dδ

 ,

(2.13)
ãäå i, j, k = 1, 2, δlk � ñèìâîë Êðîíåêåðà-Êàïåëëè. Â ñèñòåìå (2.7)�(2.13) îïðåäåëåíû íîâûå
íåèçâåñòíûå ôóíêöèè U(s, x1, x2), U1(s, x1, x2), U2(s, x1, x2), H1(s, x1, x2), H2(s, x1, x2),
H11(s, x1, x2), H12(s, x1, x2), H21(s, x1, x2), H22(s, x1, x2), W1(x1, x2), W11(x1, x2), W12(x1, x2),
W2(x1, x2), W21(x1, x2) W22(x1, x2). Àðãóìåíòû äàííûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå (2.7)�(2.13)
äëÿ êðàòêîñòè íå çàïèñàíû.

Ïóñòü ε0 = min

(
9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
;

9Nγ

10ζ1Kf

;
10ζ1 −Kγ′σ3

ξ1 + 100ζ21ξ2 + 10ζ1ξ3
;

10ζ1 −Kγ′σ4
ξ1 + 100ζ21ξ2 + 10ζ1ξ4

)
,

ζ1 = K0

(
Kα′

2
+Kα′

1

)
+K0 (Ka1 +Ka2)

(
Kα′

1
+Kα′

2
+Kγ′

)
+ 2 +X1 +X2 +Nγ,

σ1 = K0

(
Ma1Kα′

2
+Ma2Kα′

1

)
(Ka1 +Ka2 + 1) +Kγ′K0 (Ma2Ka1 +Ma1Ka2) +Ma1 +Ma2+

+Mf , σ2 = Ka1 +Ka2 +Kf , σ3 = KΨ̂ +KΨ̃ +KΨ1, σ4 = KΨ̂ +KΨ̃ +KΨ2,

ξ1 = (Ka1 +Ka2)(c1 + c2) +Kγ′ (c3 + c4) , ξ2 =Ma1 +Ma2 +Mf , ξ3 = Ka11 +Ka21 +Kf1,

ξ4 = Ka12 +Ka22 +Kf2, J = α′
1a2 − α

′

2a1, KJ = K−1
0 ,

ãäå êîíñòàíòû îïðåäåëåíû êàê ìàêñèìóìû èçâåñòíûõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ.
Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå (ñì. [1]�[2]).
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Ò å î ð å ì à 2.1 Ïóñòü a1 (x1, x2, z) , a2 (x1, x2, z) , f (x1, x2, z) � íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ïî âñåì àðãóìåíòàì â ìíîæåñòâå QT ;L � îäíîíàïðàâëåí-
íàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ; α1 (τ) , α2 (τ) , γ (τ) ∈ C2 ([0;T ]) ; âûïîëíåíî îñíîâíîå óñëîâèå ðàç-
ðåøèìîñòè |J | ≥ KJ = const > 0 . Òîãäà ïðè 0 6 ε 6 ε0 çàäà÷à Êîøè (1.1)�(1.2)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ∈ C1(Ωε) , êîòîðîå ïðè s = W1 ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé
U(s, x1, x2) = U(s, x1, x2) , îïðåäåëÿåìîé èç ðåçîëüâåíòíîé ñèñòåìû (2.7)�(2.13).

Â ðàáîòàõ [11]�[12] çàäà÷à Êîøè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z|L = γ(x1), x1 ∈ (−∞; +∞). (2.14)

Êðèâàÿ L çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2 = φ(x1), −∞ < x1 < +∞ è ìíî-
æåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå z(x1, x2) , ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå
Ωβ =

{
(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, min

(−∞;+∞)
(φ(x1) − β0) 6 x2 6 max

(−∞;+∞)
(φ(x1) + β0)

}
, β0 ∈ R.

Â íèæåñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ è îöåíêàõ âñå èñïîëüçóåìûå êîíñòàíòû âû÷èñëÿþòñÿ â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èçâåñòíûå ôóíêöèè a1(x1, x2, z), a2(x1, x2, z), f(x1, x2, z) îïðåäåëåíû
â ìíîæåñòâå Qρ = Ωβ × [−ρNγ; ρNγ] , ãäå ρ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî; |γ(x1)| ≤
≤ Nγ; x1 ∈ (−∞; +∞) .

Ìíîæåñòâî Ωε , íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå, èùåòñÿ â âèäå ïîëîñû øèðè-
íîé ε â íàïðàâëåíèè Ox2 , ïðèëåãàþùåé ê L ñ îäíîé ñòîðîíû, ò. å. â âèäå
Ωε = {(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, φ(x1) 6 x2 6 φ(x1) + ε},Ωε ⊂ Ωβ.

Ðàñøèðåííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò òàêîé æå âèä, êàê äëÿ çàäà÷è (1.2) ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè

η1|s=ω(x1,x2) = x1, η2|s=ω(x1,x2) = x2, u|L = γ(x1), (2.15)

ãäå ω(x1, x2), η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2), u(s, x1, x2) � íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî âñåì ïåðåìåííûì; s � äîïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò, 0 6 s 6
ω(x1, x2).

Çíà÷åíèå ω íà êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì x2 = φ(x1), ïîëàãàåì ðàâíîé íóëþ, ò. å.
ω(x1, φ(x1)) = 0 . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (2.1) äîëæíû áûòü ïðåäñòàâèìû â âèäå, àíàëîãè÷íîì (2.3) â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

Ïðåäñòàâëåíèå (2.3) îïðàâäàíî, åñëè ìîæíî îïðåäåëèòü íîâóþ, çàðàíåå íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ θ(x1, x2), äëÿ êîòîðîé â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå èçìåíåíèÿ åå àðãóìåíòîâ áûëè
áû ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà, ñîâïàäàþùèå ñ ðàâåíñòâàìè (2.4), ïðè α1 = id , α2 = φ .

Èç ñîîòíîøåíèé (2.1), (2.15) ïðè âûïîëíåíèè (2.3) ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, ñîâïàäàþùåå
ñ (2.5).

Ñïðàâåäëèâà ëåììà (ñì. [4]).

Ë å ì ì à 2.2 Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé (2.3), (2.5), (2.15) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (2.14).

Ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (2.7)�(2.13), ïîëîæèâ â íåé H1 =
= x1−µ1; H11 = 1−µ11; H12 = −µ12; W21 = 1−µ21; W22 = −µ22; W2 = x1−µ2; α

′
1 = 1; α′

2 =
= φ′ (â óðàâíåíèÿõ äëÿ W11 è W12 ), Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (2.11) ïðèìóò âèä:

W1 =

x2∫
φ(x1)

W12dx2, µ2 =

W1∫
0

a1 (x1 − µ1, H2, U) dδ. (2.16)

Ïóñòü ε0 = min

(
9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
;

9Nγ

10ζ1Kf

;
10ζ1

ξ1 + 10ζ1ξ2
;

10ζ1
ξ3 + 10ζ1ξ2

)
,

ζ1 = K0 (Kφ′ + 1) +K0 (Ka1 +Ka2) (1 +Kφ′ +Kγ′) + 2 +X2 +Nγ,
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σ1 = K0 (Ma1Kφ′ +Ma2) (Ka1 +Ka2 + 1) +Kγ′K0 (Ma2Ka1 +Ma1Ka2) +Ma1 +Ma2 +Mf ,
σ2 = Ka1 +Ka2 +Kf , ξ1 = cKφ′ ((Kγ′ + 1)Ka1 +Ka2) + 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ka11 +Kf1 +Ka21) ,
ξ2 = 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ma1 +Ma2 +Mf ) , ξ3 = c ((Kγ′ + 1)Ka1 +Ka2) , J = a2 − a1φ

′,
KJ = K−1

0 , ãäå êîíñòàíòû îïðåäåëåíû êàê ìàêñèìóìû èçâåñòíûõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîä-
íûõ.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà (ñì. [11]�[12]).

Ò å î ð å ì à 2.2 Ïóñòü a1 (x1, x2, z) , a2 (x1, x2, z) , f (x1, x2, z) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ïî âñåì àðãóìåíòàì â ìíîæåñòâå Qρ ;L � êðèâàÿ, íåñóùàÿ íà-

÷àëüíûå äàííûå:x2 = φ(x1) ; φ (x1) , γ (x1) ∈ C
2
(−∞; +∞) ; âûïîëíåíî îñíîâíîå óñëîâèå

ðàçðåøèìîñòè |J | ≥ KJ . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε0 > 0 , ÷òî ïðè 0 6 ε 6 ε0 ,

çàäà÷à Êîøè (1.1), (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ∈ C
1
(Ωε) , êîòîðîå ïðè s = ω

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé u(s, x1, x2) = U(s, x1, x2) , îïðåäåëÿåìîé èç ðåçîëüâåíòíîé ñèñòåìû
(2.7)�(2.10), (2.12)�(2.13)(ñ ââåäåííûìè âûøå îáîçíà÷åíèÿìè), (2.16).

3. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

z|L = γ(x1), x1 ∈ [X1;X2], (3.1)

ãäå êðèâàÿ L çàäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèåì x2 = φ(x1), X1 6 x1 6 X2 .
Ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ z(x1, x2) â (1.1), ñîäåðæèòñÿ

â ìíîæåñòâå Ωβ =
{
(x1, x2) : X1 6 x1 6 X2, min

x1∈[X1;X2]
(φ(x1)− β0) 6 x2 6 max

x1∈[X1;X2]
(φ(x1) +

+ β0)
}
, β0 ∈ R.

Ìíîæåñòâî Ωε , íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå, èùåòñÿ â âèäå:
Ωε = {(x1, x2) : X1 6 x1 6 X2, φ(x1) 6 x2 6 φ(x1) + ε} ,Ωε ⊂ Ωβ.

Òàê æå, êàê è ïðè ðåøåíèè ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷, áóäåì èñïîëüçîâàòü ÌÄÀ, òàê
êàê îí äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðåøåíèå â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ([3]).

Ðàñøèðåííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò òàêîé æå âèä, êàê äëÿ çàäà÷è (1.2),
ò. å. ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè âèäà (2.15).

Çäåñü ω(x1, x2), η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2), u(s, x1, x2) � íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî âñåì ïåðåìåííûì; s � äîïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò,
0 6 s 6 ω(x1, x2).

Çíà÷åíèå ω íà êðèâîé, çàäàííîé â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèåì x2 = φ(x1) , ïîëàãàåì ðàâ-
íûì íóëþ, ò. å. ω(x1, φ(x1)) = 0.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÄÀ, ðåøåíèÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
dη1
ds

= a1(η1, η2, u),
dη2
ds

= a2(η1, η2, u) äîëæíû áûòü ïðåä-

ñòàâèìû â âèäå, àíàëîãè÷íîì (2.3).
Ïðåäñòàâëåíèå (2.3) îïðàâäàíî, åñëè ìîæíî îïðåäåëèòü íîâóþ, çàðàíåå íåèçâåñòíóþ

ôóíêöèþ θ(x1, x2) , äëÿ êîòîðîé â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå èçìåíåíèÿ åå àðãóìåíòîâ áûëè
áû ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà, ñîâïàäàþùèå ñ (2.4), åñëè ïîëîæèòü α1 = id, α2 = φ .

Èç ñîîòíîøåíèé (2.1), (2.15) ïðè âûïîëíåíèè (2.3) èìååì ðàâåíñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ
(2.5).

Ë å ì ì à 3.1 Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé (2.3), (2.5), (2.15) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1)�(3.1).
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Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè îïóñòèì àðãóìåíòû ôóíêöèé
θ(x1, x2), ω(x1, x2), a1(η1, η2, u), a2(η1, η2, u), η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2), u(s, x1, x2), φ(x1).
Äëÿ âûâîäà îñíîâíîãî óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïðîâåäåì ñëåäóþùèå âûêëàäêè: ïðî-
äèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå (2.4), ãäå α1 = id; α2 = φ ïî x1 è x2 .
Ïîëó÷èì:

∂θ

∂x1
= 1− a1

∂ω

∂x1
−

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a1
∂η1

∂η1
∂x1

+
∂a1
∂η2

∂η2
∂x1

+
∂a1
∂u

∂u

∂x1

)
dδ,

∂θ

∂x2
= −a1

∂ω

∂x2
−

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a1
∂η1

∂η1
∂x2

+
∂a1
∂η2

∂η2
∂x2

+
∂a1
∂u

∂u

∂x2

)
dδ;

(3.2)

φ′ ∂θ

∂x1
= −a2

∂ω

∂x1
−

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a2
∂η1

∂η1
∂x1

+
∂a2
∂η2

∂η2
∂x1

+
∂a2
∂u

∂u

∂x1

)
dδ,

φ′ ∂θ

∂x2
= 1− a2

∂ω

∂x2
−

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a2
∂η1

∂η1
∂x2

+
∂a2
∂η2

∂η2
∂x2

+
∂a2
∂u

∂u

∂x2

)
dδ.

(3.3)

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.2) íà a1 , âòîðîå � íà a2 , çàòåì ñëîæèì ïîëó-
÷åííûå âûðàæåíèÿ è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

a1
∂θ
∂x1

+ a2
∂θ
∂x2

+ a1

(
a1

∂ω
∂x1

+ a2
∂ω
∂x2

− 1
)
= −

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a1
∂η1

(
a1

∂η1
∂x1

+ a2
∂η1
∂x2

)
+

+∂a1
∂η2

(
a1

∂η2
∂x1

+ a2
∂η2
∂x2

)
+ ∂a1

∂u

(
a1

∂u
∂x1

+ a2
∂u
∂x2

))
dδ.

(3.4)

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (3.2):

φ′
(
a1

∂θ
∂x1

+ a2
∂θ
∂x2

)
+ a2

(
a1

∂ω
∂x1

+ a2
∂ω
∂x2

− 1
)
= −

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a2
∂η1

(
a1

∂η1
∂x1

+ a2
∂η1
∂x2

)
+

+∂a2
∂η2

(
a1

∂η2
∂x1

+ a2
∂η2
∂x2

)
+ ∂a2

∂u

(
a1

∂u
∂x1

+ a2
∂u
∂x2

))
dδ.

(3.5)

Ïóñòü W (ζ) = a1
∂ζ
∂x1

+ a2
∂ζ
∂x2
, òîãäà

W (θ) + a1

(
a1

∂ω
∂x1

+ a2
∂ω
∂x2

− 1
)
= −

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a1
∂η1
W (η1) +

∂a1
∂η2
W (η2) +

∂a1
∂u
W (u)

)
dδ,

φ′W (θ) + a2

(
a1

∂ω
∂x1

+ a2
∂ω
∂x2

− 1
)
= −

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a2
∂η1
W (η1) +

∂a2
∂η2
W (η2) +

∂a2
∂u
W (u)

)
dδ.

(3.6)
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðàçðåøèìà, åñëè (ñì. [1]):

J =

∣∣∣∣ 1 a1
φ′ a2

∣∣∣∣ ̸= 0. (3.7)

Â ëåììå 3.1. äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (3.1) äàåò ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
(2.3), (2.5),
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(2.15) è íàîáîðîò: íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3),(2.5),(2.15) ïðè
s = ω(x1, x2) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), (3.1).

Ñëåäóÿ ðàçðàáîòàííîé â ðàáîòå [1] ñõåìå, ñîñòàâèì ðåçîëüâåíòíóþ ñèñòåìó, èñïîëüçóÿ
òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî â ðàáîòàõ [1],[2],[11]:

U = γ (W2) +

s∫
0

f (H1, H2, U) dδ, (3.8)

Ui = γ′ (W2)W2i +

s∫
0

(f1H1i + f2H2i + fUUi) dδ, (3.9)

Hi = xi −
W1∫
s

ai (H1, H2, U) dδ, (3.10)

Hlk = δlk − alW1k +

W1∫
s

(al1H1k + al2H2k + alUUk) dδ, (3.11)

Wi =


x2∫

φ(x1)

W12dx2, i = 1,

x1 −
W1∫
0

a1 (H1, H2, U) dδ, i = 2,

(3.12)

W11 = J−1

−φ′ +

W1∫
0

(
φ′

(
2∑
i=1

a1iHi1 + a1UU1

)
−

(
2∑
i=1

a2iHi1 + a2UU1

))
dδ

 , (3.13)

W12 = J−1

1 +

W1∫
0

(
φ′

(
2∑
i=1

a1iHi2 + a1UU2

)
−

(
2∑
i=1

a2iHi2 + a2UU2

))
dδ

 , (3.14)

W2l = J−1

(−1)l+1a3−l +

W1∫
0

(
a1

(
2∑
i=1

a2iHil + a2UUl

)
− a2

(
2∑
i=1

a1iHil + a1UUl

))
dδ

 ,

(3.15)

ãäå i, j, k = 1, 2, δlk � ñèìâîë Êðîíåêåðà;
U, U1, U2, H1, H2, H11, H12, H21, H22, W1, W2, W11, W12, W21, W22 � íîâûå íåèçâåñò-

íûå ôóíêöèè. Äëÿ êðàòêîñòè àðãóìåíòû âûøåïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé áûëè îïóùåíû.

Ïóñòü ε0 = min

(
9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
;

9Nγ

10ζ1Kf

;
10ζ1 −Kγ′

ξ1 + 10ζ1ξ2
;

10ζ1
ξ3 + 10ζ1ξ2

)
,

ζ1 = K0 (Kφ′ + 1) +K0 (Ka1 +Ka2) (1 +Kφ′ +Kγ′) + 2 +X1 +X2 +Nγ,
σ1 = K0 (Ma1Kφ′ +Ma2) (Ka1 +Ka2 + 1) +Kγ′K0 (Ma2Ka1 +Ma1Ka2) +Ma1 +Ma2 +Mf ,
σ2 = Ka1 +Ka2 +Kf , ξ1 = cKφ′ ((Kγ′ + 1)Ka1 +Ka2) + 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ka11 +Kf1+

+Ka21) , ξ2 = 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ma1 +Ma2 +Mf ) , J = a2 − a1φ
′, KJ = K−1

0 ,
ξ3 = c ((Kγ′ + 1)Ka1 +Ka2) + 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ka12 +Kf2 +Ka22) ,

ãäå êîíñòàíòû îïðåäåëåíû êàê ìàêñèìóìû àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé èçâåñòíûõ ôóíêöèé è
èõ ïðîèçâîäíûõ.
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Óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.8)�(3.15) èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è
åãî åäèíñòâåííîñòü. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Çà íà-
÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ïðèìåì: H0

1 = x1, H
0
2 = x2, U

0 = γ (W 0
2 ) , W

0
1 = 0, W 0

2 = x1,
H0

11 = 1, H0
12 = 0, H0

21 = 0, H0
22 = 1, U0

1 = γ′ , U0
2 = 0,W 0

11 = 0,W 0
12 = 0,W 0

21 = 1, W 0
22 = 0 .

Ïðåæäå, ÷åì çàïèñàòü ðåçîëüâåíòíóþ ñèñòåìó, ñîñòàâëåííóþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé, áóäåì îáîçíà÷àòü âåðõíèì èíäåêñîì n � n -îå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè, âìåñòî
W n

1 â âåðõíåì ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ áóäåì ïèñàòü W1\n . Çàïèøåì ðåçîëüâåíòíóþ ñè-
ñòåìó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé:

Hn+1
i = xi −

W1\n+1∫
s

ani dδ, (3.16)

Un+1 = γ
(
W n+1

2

)
+

s∫
0

fndδ, (3.17)

W n+1
i =


x2∫

φ(x1)

W n
12dx2, i = 1,

x1 −
W1\n+1∫

0

an1dδ, i = 2,

(3.18)

Hn+1
lk = δlk − an+1

l W n+1
1l −

W1\n+1∫
s

(anl1H
n
1k + anl2H

n
2k + anlUU

n
k ) dδ, (3.19)

Un+1
i = γ′

(
W n+1

2

)
W n+1

2i +

s∫
0

(fn1H
n
1i + fn2H

n
2i + fnUU

n
i ) dδ, (3.20)

W n+1
11 = J−1

n+1

(
−φ′ (W n+1

2

)
+

W1\n+1∫
0

(
φ′ (W n

2 )

(
2∑
i=1

an1iH
n
i1 + an1UU

n
1

)
− (3.21)

−

(
2∑
i=1

an2iH
n
i1 + an2UU

n
1

))
dδ

)
,

W n+1
12 = J−1

n+1

1 +

W1\n+1∫
0

(
φ′ (W n

2 )

(
2∑
i=1

an1iH
n
i2 + an1UU

n
2

)
−

(
2∑
i=1

an2iH
n
i2 + an2UU

n
2

))
dδ

 ,

(3.22)

W n+1
2l = J−1

n+1

(
(−1)l+1an+1

3−l +

W1\n+1∫
0

(
an1

(
2∑
i=1

an2iH
n
il + an2UU

n
l

)
−

−an2

(
2∑
i=1

an1iH
n
il + an1UU

n
l

))
dδ

)
, (3.23)

ãäå W1\n åñòü n �îå ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ôóíêöèè W1 .
Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.16)�(3.23) â ìíîæåñòâå Ωε áóäåì èñêàòü â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî |U | 6 KU , è, êðîìå òîãî, |f | 6 Kf , |γ| 6 Kγ . Ïóñòü ε = max
x1,x2∈Ωε

|x2 − φ(x1)|;
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X1 = max
x1∈[X1;X2]

{|X1|; |X2|} ;X2 = max
x1∈[X1;X2]

{|φ (x1)− β0| , |φ (x1) + β0|} . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî:

|ami | 6 Kai, |fm| 6 Kf ,
∣∣amij ∣∣ 6 Kaij,

∣∣amiHj∣∣ 6 KaiHj, |amiU | 6 KaiU , |fmHi| 6 KfHi, |fmU | 6
6 KfU , |γ (Wm

2 )| 6 Nγ, |γ′ (Wm
2 )| 6 Kγ′ , |φ′ (Wm

2 )| 6 Kφ′ ,
1

|Jm|
=

1

|am2 − am1 φ
′ (Wm

2 )|
6

6 1

Ka2 +Kφ′Ka1

= K0, ãäå 1 6 m 6 n. Îáîçíà÷èì vn = max
Ωε

|W n
11|+max

Ωε
|W n

12|+max
Ωε

|Hn
1 |+

+max
Ωε

|Hn
2 |+max

Ωε
|Un|+max

Ωε
|Hn

11|+max
Ωε

|Hn
12|+max

Ωε
|Hn

21|+max
Ωε

|Hn
22|+max

Ωε
|Un

1 |+max
Ωε

|Un
2 | ,

ζ1 = K0 (Kφ′ + 1)+K0 (Ka1 +Ka2) (1 +Kφ′ +Kγ′)+2+X1+X2+Nγ, σ2 = Ka1 +Ka2 +Kf ,
σ1 = K0 (Ma1Kφ′ +Ma2) (Ka1 +Ka2 + 1) + Kγ′K0 (Ma2Ka1 +Ma1Ka2) + Ma1 + Ma2 + Mf .
Âûïèøåì îöåíêè äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.16)�(3.23):∣∣Hn+1

i

∣∣ 6 Xi +
∣∣W n+1

1

∣∣Kai ,
∣∣W n+1

2

∣∣ 6 X1 +
∣∣W n+1

1

∣∣Ka1 ,
∣∣Un+1

∣∣ 6 Nγ +
∣∣W n+1

1

∣∣Kf ,∣∣W n+1
1

∣∣ 6 ε ∥W n
12∥ ,

∣∣Hn+1
lk

∣∣ 6 δlk +Kal

∣∣W n+1
1k

∣∣+Mal

∣∣W n+1
1

∣∣ (∥Hn
1k∥+ ∥Hn

2k∥+ ∥Un
k ∥) ,∣∣Un+1

i

∣∣ 6 Kγ′
∣∣W n+1

2i

∣∣+Mf

∣∣W n+1
1

∣∣ (∥Hn
1i∥+ ∥Hn

2i∥+ ∥Un
i ∥) ,∣∣W n+1

11

∣∣ 6 K0Kφ′ +K0 (Kφ′Ma1 +Ma2)
∣∣W n+1

1

∣∣ (∥Hn
11∥+ ∥Hn

21∥+ ∥Un
1 ∥) ,∣∣W n+1

12

∣∣ 6 K0 +K0 (Kφ′Ma1 +Ma2)
∣∣W n+1

1

∣∣ (∥Hn
12∥+ ∥Hn

22∥+ ∥Un
2 ∥) ,∣∣W n+1

2i

∣∣ 6 K0Ka3−i +K0

∣∣W n+1
1

∣∣ (Ka1Ma2 +Ka2Ma1) (∥Hn
1i∥+ ∥Hn

2i∥+ ∥Un
i ∥) ,

ãäå i, j, k = 1, 2, δlk � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ñëîæèâ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ è ó÷èòûâàÿ ââåäåííûå
ðàííåå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì: vn+1 6 ζ1 + ε

(
σ1 (v

n)2 + σ2v
n
)
. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

ζ1 + ε
(
(10ζ1)

2 σ1 + 10ζ1σ2
)

6 10ζ1 , òîãäà ε 6 9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

vn 6 10ζ1 ,òî vn+1 6 ζ1 + εσ1 (v
n)2 + εσ2v

n 6 10ζ1 . Ò.å. v
n+1 � êîíå÷íà ïðè 0 6 ε 6

9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
, òîãäà èç

∣∣W n+1
11

∣∣+ ∣∣W n+1
12

∣∣+ ∣∣Hn+1
1

∣∣+ ∣∣Hn+1
2

∣∣+
+ |Un+1| +

∣∣Hn+1
11

∣∣ + ∣∣Hn+1
12

∣∣ + ∣∣Hn+1
21

∣∣ + ∣∣Hn+1
22

∣∣ + ∣∣Un+1
1

∣∣ + ∣∣Un+1
2

∣∣ 6 10ζ1 ñëåäóåò, ÷òî∣∣W n+1
11

∣∣ , ∣∣W n+1
12

∣∣ , ∣∣Hn+1
1

∣∣ , ∣∣Hn+1
2

∣∣ , |Un+1| ,
∣∣Hn+1

11

∣∣ , ∣∣Hn+1
12

∣∣ , ∣∣Hn+1
21

∣∣ , ∣∣Hn+1
22

∣∣ , ∣∣Un+1
1

∣∣ , ∣∣Un+1
2

∣∣ òî-
æå îãðàíè÷åíû, à çíà÷èò,

∣∣W n+1
11

∣∣ , ∣∣W n+1
12

∣∣ òàêæå îãðàíè÷åíû. Òîãäà ∣∣W n+1
1

∣∣ 6 ε
∥∥W n+1

12

∥∥ ,∣∣W n+1
1

∣∣ 6 10ζ1ε , à ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣W n+1

2

∣∣ 6 X1 + 10ζ1εKa1 .
Òàêèì îáðàçîì, âñå ðàññìàòðèâàåìûå n+1 -ûå ïðèáëèæåíèÿ îãðàíè÷åíû â ìíîæåñòâå

Ωε , ãäå ε 6 min
(

9
10(10ζ1σ1+σ2)

; 9Nγ
10ζ1Kf

)
, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, îãðàíè÷åíà â ìíîæåñòâå Ωε .
Îáîçíà÷àÿ V n+1 = colon

(
Hn+1

1 , Hn+1
2 , Un+1,W n+1

1 ,W n+1
11 ,W n+1

12 ,W n+1
2 ,W n+1

21 ,W n+1
22 ,

Hn+1
11 , Hn+1

12 , Hn+1
21 , Hn+1

22 , Un+1
1 , Un+1

1

)
, ∥V n+1 − V n∥ =

∣∣Hn+1
1 −Hn

1

∣∣+ ∣∣Hn+1
2 −Hn

2

∣∣+
+|Un+1 − Un|+

∣∣W n+1
1 −W n

1

∣∣+∣∣W n+1
11 −W n

11

∣∣+∣∣W n+1
12 −W n

12

∣∣+∣∣W n+1
2 −W n

2

∣∣+∣∣W n+1
21 −W n

21

∣∣+
+
∣∣W n+1

22 −W n
22

∣∣+∣∣Hn+1
11 −Hn

11

∣∣+∣∣Hn+1
12 −Hn

12

∣∣+∣∣Hn+1
21 −Hn

21

∣∣+∣∣Hn+1
22 −Hn

22

∣∣+∣∣Un+1
1 − Un

1

∣∣+
+
∣∣Un+1

2 − Un
2

∣∣ , χ = max
16i615

χi ,ãäå χi � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ðàâíû ìàêñèìóìàì èç êîýôôè-

öèåíòîâ, ñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî ïðè ∥Hn+1
1 −Hn

1 ∥, ∥Hn+1
2 −Hn

2 ∥, ∥Un+1 −Un∥, ∥W n+1
1 −

−W n
1 ∥, ∥W n+1

11 −W n
11∥, ∥W n+1

12 −W n
12∥, ∥W n+1

2 −W n
2 ∥, ∥W n+1

21 −W n
21∥, ∥W n+1

22 −W n
22∥, ∥Hn+1

11 −
−Hn

11∥, ∥Hn+1
12 −Hn

12∥, ∥Hn+1
21 −Hn

21∥, ∥Hn+1
22 −Hn

22∥, ∥Un+1
1 −Un

1 ∥, ∥Un+1
2 −Un

2 ∥ , è ñêëàäûâàÿ
ðàçíîñòè n + 1 è n ïðèáëèæåíèé äëÿ êàæäîé èç íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â ñè-
ñòåìó (3.16)�(3.23) ïîëó÷èì ∥V n+1 − V n∥ 6 εχ ∥V n − V n−1∥ . Ïîäáåðåì ε òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû εχ < 1,

(
0 6 ε 6 min

(
9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
;

9Nγ

10ζ1Kf

;
1

χ+ 1

))
, à V n = V 0 + V 1 −

− V 0 + V 2 − V 1 + ...+ V n − V n−1 ìîæíî áûëî îöåíèòü ñóììîé.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

I1 =
∥∥(H0

1 , H
0
2 , U

0,W 0
1 ,W

0
11,W

0
12,W

0
2 ,W

0
21,W

0
22, H

0
11, H

0
12, H

0
21, H

0
22, U

0
1 , U

0
1

)∥∥ ,
I2 =

∥∥(H1
1 , H

1
2 , U

1,W 1
1 ,W

1
11,W

1
12,W

1
2 ,W

1
21,W

1
22, H

1
11, H

1
12, H

1
21, H

1
22, U

1
1 , U

1
1

)∥∥ ,
òîãäà ∥V 0∥ 6 I1, ∥V i − V i−1∥ 6 εi−1χi−1I2, 1 6 i 6 n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðÿäà V 0+V 1−V 0+V 2−V 1+ . . .+V n−V n−1+ . . . ,áûëà ïîëó÷åíà
îöåíêà åãî ÷àñòè÷íîé ñóììû: ∥V n∥ 6 ∥V 0∥+ ∥V 1 − V 0∥+ ∥V 2 − V 1∥+ ...+ ∥V n − V n−1∥ 6
I1 +

I2
1− εχ

. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
i=0

V i ñõîäèòñÿ.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ðàçíîñòè äâóõ âîçìîæ-
íûõ ðåøåíèé uI è uII óðàâíåíèÿ (2.5) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî ∥uII − uI∥ 6
6 εχ3 ∥uII − uI∥ , ãäå εχ3 < 1 .

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé, èçëîæåí-

íîé â [11], [12], íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî H11 =
∂H1

∂x1
, H12 =

∂H1

∂x2
, H21 =

∂H2

∂x1
,

H22 =
∂H2

∂x2
, U1 =

∂U

∂x1
, U2 =

∂U

∂x2
, W11 =

∂W1

∂x1
, W12 =

∂W1

∂x2
, W21 =

∂W2

∂x1
, W22 =

∂W2

∂x2
.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
∂Hn

1

∂x1
→ H11,

∂Hn
1

∂x2
→ H12,

∂Hn
2

∂x1
→ H21,

∂Hn
2

∂x2
→ H22,

∂Un

∂x1
→ U1,

∂Un

∂x2
→ U2 ñëîæèì âûðàæåíèÿ äëÿ |H11 − ∂Hn

1

∂x1
|, |H12 − ∂Hn

1

∂x2
|, |H21 −

∂Hn
2

∂x1
|, |H22 −

∂Hn
2

∂x2
|, |U1 −

∂Un

∂x1
|, |U2 −

∂Un

∂x2
| .

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ
⌢

V=
⌢

V (H11, H12, H21, H22, U1, U2) ,

Ṽ n = Ṽ

(
∂Hn

1

∂x1
,
∂Hn

1

∂x2
,
∂Hn

2

∂x1
,
∂Hn

2

∂x2
,
∂Un

∂x1
,
∂Un

∂x2

)
,
∥∥∥⌢V −Ṽ n

∥∥∥ =

∥∥∥∥H11 −
∂Hn

1

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥H12 −
∂Hn

1

∂x2

∥∥∥∥+
+

∥∥∥∥H21 −
∂Hn

2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥H22 −
∂Hn

2

∂x2

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥U1 −
∂Un

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥U2 −
∂Un

∂x2

∥∥∥∥ ,
ïîëó÷èì

∥∥∥⌢V −Ṽ n
∥∥∥ 6 10ζ1ε (Ma1 +Ma2 +Mf ) ·

∥∥∥⌢V −Ṽ n−1
∥∥∥+Πn, ãäå

Πn = (Ka1 +Ka2) ·
(∣∣∣∣W11 −

∂W n
1

∂x1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣W12 −
∂W n

1

∂x2

∣∣∣∣)+ Lγ′ |W2 −W n
2 | · (|W21|+ |W22|)+

+Kγ′ ·
(∣∣∣∣W21 −

∂W n
2

∂x1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣W22 −
∂W n

2

∂x2

∣∣∣∣)+ (La1 + La2)
(∥∥H1 −Hn−1

1

∥∥+
+
∥∥H2 −Hn−1

2

∥∥+ ∥∥U − Un−1
∥∥) · (∣∣∣∣∂W n

1

∂x1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂W n
1

∂x2

∣∣∣∣)+

+(Ma1 +Ma2) · |W1 −W n
1 | ·

(
∥H11∥+ ∥H21∥+ ∥U1∥+ ∥H12∥+ ∥H22∥+ ∥U2∥

)
+

+ |W n
1 |
((∥∥∥∥∂Hn−1

1

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Hn−1
1

∂x2

∥∥∥∥) (La11 + La21)+

+

(∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x2

∥∥∥∥) (La12 + La22) +

(∥∥∥∥∂Un−1

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Un−1

∂x2

∥∥∥∥) (La1U + La2U )

)
·

·
(∥∥H1 −Hn−1

1

∥∥+ ∥∥H2 −Hn−1
2

∥∥+ ∥∥U − Un−1
∥∥)+ |s|

((∥∥∥∥∂Hn−1
1

∂x1

∥∥∥∥+
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+

∥∥∥∥∂Hn−1
1

∂x2

∥∥∥∥
)
Lf1 +

(∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x2

∥∥∥∥)Lf2+
+

(∥∥∥∥∂Un−1

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Un−1

∂x2

∥∥∥∥)LfU)(∥∥H1 −Hn−1
1

∥∥+ ∥∥H2 −Hn−1
2

∥∥+ ∥∥U − Un−1
∥∥) .

Ïîêàæåì, ÷òî
∂W n

1

∂x1
,
∂W n

1

∂x2
,
∂W n

2

∂x1
,
∂W n

2

∂x2
îãðàíè÷åíû. Äåéñòâèòåëüíî,

∣∣∣∂Wn
1

∂x1

∣∣∣ = ∣∣∣∣ lim
∆x1→0

Wn
1 (x1+∆x1,x2)−Wn

1 (x1,x2)

∆x1

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ lim
∆x1→0

1
∆x1

( x2∫
φ(x1+∆x1)

W n−1
12 dx2 −

x2∫
φ(x1)

W n−1
12 dx2

)∣∣∣∣ 6
6
∥∥W n−1

12

∥∥ ∣∣∣∣ lim
∆x1→0

−(φ(x1+∆x1)−φ(x1))
∆x1

∣∣∣∣ = ∥∥W n−1
12

∥∥ · |φ′(x1)| 6
∥∥W n−1

12

∥∥Kφ′ .

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî |W n
1 | îãðàíè÷åíà,è,ñëåäîâàòåëüíî, îòñþäà |W n

11| è |W n
12| òàêæå

îãðàíè÷åíû. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî |W n
12| 6 εc , à çíà÷èò,

∥∥∥∥∂W n
1

∂x1

∥∥∥∥ 6 εcKφ′ .∣∣∣∣∂W n
1

∂x2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ lim
∆x2→0

W n
1 (x1, x2 +∆x2)−W n

1 (x1, x2)

∆x2

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ lim
∆x2→0

1

∆x2

( x2+∆x2∫
φ(x1)

W n−1
12 (x1; δ) dδ −

x2∫
φ(x1)

W n−1
12 (x1; δ) dδ

)∣∣∣∣ 6 ∥∥W n−1
12

∥∥ , òî∥∥∥∥∂W n
1

∂x2

∥∥∥∥ 6 εc.

Ïîñêîëüêó

∣∣∣∣∂W n
2

∂x1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− an−1
1

∂W n
1

∂x1
−

W1\n∫
s

(
an−1
11

(
∂Hn−1

1

∂x1
− 1

)
+ an−1

11 + an−1
12

∂Hn−1
2

∂x1
+

+an−1
1U

∂Un−1

∂x1

)
dδ

∣∣∣∣ 6 1 +Ka1

∣∣∣∣∂W n
1

∂x1

∣∣∣∣+ |W n
1 |Ma1

(∥∥∥∥∂Hn−1
1

∂x1
− 1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Un−1

∂x1

∥∥∥∥)+

+ |W n
1 |Ka1 , òî

∣∣∣∣∂W n
2

∂x1

∣∣∣∣ 6 1 + εcKa1Kφ′ + 10ζ1εMa1

(∥∥∥∥∂Hn−1
1

∂x1
− 1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Un−1

∂x1

∥∥∥∥)+ 10ζ1εKa1 .

(3.24)

Âûâåäåì îöåíêè äëÿ
∂Hn

1

∂x1
,
∂Hn

2

∂x1
,
∂Un

∂x1
. Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà äëÿ

∥∥∥∥∂Hn
1

∂x1
− 1

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥∂Hn
2

∂x1

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥∂Un

∂x1

∥∥∥∥ , è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ vn1 = max
Ωε

∣∣∣∣∂Hn
1

∂x1
− 1

∣∣∣∣ + max
Ωε

∣∣∣∣∂Hn
2

∂x1

∣∣∣∣ + max
Ωε

∣∣∣∣∂Un

∂x1

∣∣∣∣ ,
ξ1 = cKφ′ ((Kγ′ + 1)Ka1 +Ka2) + 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ka11 +Ka21 +Kf1) , ξ2 = 10ζ1 ((Kγ′ + 1) ·
·Ma1 +Ma2 +Mf ) , ïîëó÷èì vn1 6 Kγ′ + ε

(
ξ1 + ξ2v

n−1
1

)
. Íàéäåì òàêîå ε , ÷òîáû

Kγ′ + ε (ξ1 + 10ζ1ξ2) 6 10ζ1, ò. å. ε 6
10ζ1 −Kγ′

ξ1 + 10ζ1ξ2
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè vn−1
1 6 10ζ1, òî vn1 6 10ζ1. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî vn1 êîíå÷-

íà ïðè 0 6 ε 6 10ζ1 −Kγ′

ξ1 + 10ζ1ξ2
, òîãäà èç íåðàâåíñòâà

∣∣∣∣∂Hn
1

∂x1
− 1

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∂Hn
2

∂x1

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣∂Un

∂x1

∣∣∣∣ 6
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6 10ζ1 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû

∣∣∣∣∂Hn
1

∂x1
− 1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂Hn
2

∂x1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂Un

∂x1

∣∣∣∣ îãðà-

íè÷åíû, à çíà÷èò, îãðàíè÷åíà è
∂Hn

1

∂x1
. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (3.24):∣∣∣∣∂W n

2

∂x1

∣∣∣∣ 6 1 + εcKa1Kφ′ + (10ζ1)
2 εMa1 + 10ζ1εKa1 ,

∥∥∥∥∂W n
2

∂x1

∥∥∥∥ 6

6 ε
(
cKa1Kφ′ + (10ζ1)

2Ma1 + 10ζ1Ka1

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè 0 6 ε 6 10ζ1
ξ3 + 10ζ1ξ2

îãðàíè÷åíû
∂Hn

1

∂x2
− 1,

∂Hn
2

∂x2
,
∂Un

∂x2
, à ñëåäîâàòåëüíî, è

∂Hn
1

∂x2
,
∂W n

2

∂x2
. Çäåñü ζ1, ξ2 îïðåäåëåíû âûøå, à ξ3 = c ((Kγ′+

+1)Ka1 +Ka2) + 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ka12 +Ka22 +Kf2) .
Â ñèëó W n

11 → W11, ÷òî
∂W1

∂x1
= W11 è |W n

1 −W1| 6 ε1, ò. ê. W
n
1 → W1, ïîëó÷èì∣∣∣∣W11 −

∂W n
1

∂x1

∣∣∣∣ 6 ε1. Òàêèì îáðàçîì W11 =
∂Wn

1

∂x1
.

Ðàâåíñòâà
∂W n

1

∂x2
= W12,

∂W n
2

∂x1
= W21,

∂W n
2

∂x2
=W22 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîñêîëüêó W n
11 →
n→∞

W11, W
n
12 →
n→∞

W12, W
n
21 →
n→∞

W21, W
n
22 →
n→∞

W22 è an1 , a
n
2 , γ

′ (W n
2 ) ,

∂W n
2

∂x1
,
∂W n

2

∂x2
,
∂W n

1

∂x1
,
∂W n

1

∂x2
îãðàíè÷åíû, òî ∀ε̃max > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N ∥Πn∥ < ε̃max .

Çíà÷èò, ∥
⌢

V −Ṽ n∥ 6 10ζ1ε (Ma1 +Ma2 +Mf ) ∥
⌢

V −Ṽ n−1∥+ ε̃max.
Îáîçíà÷èì Amax = 10ζ1ε (Ma1 +Ma2 +Mf ) , ïðè÷åì Amax < 1. Òîãäà çàïèñàííîå âûøå

íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä ∥
⌢

V −Ṽ n∥ 6 Amax∥
⌢

V −Ṽ n−1∥ + ε̃max. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî p ∈ N èìååì ∥
⌢

V −Ṽ n+p∥ 6 Ap+1
max∥

⌢

V −Ṽ n−1∥ +
ε̃max

1− Amax

. Ïîñêîëüêó Amax < 1,

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→ ∞, ïîëó÷èì: ∥
⌢

V −Ṽ n∥ 6 δ, ãäå δ =
ε̃max

1− Amax

.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî Ṽ n â ïðîñòðàíñòâå C1 (Ωε) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ∥Ṽ n∥ ïðè n → ∞ ,

òî åñòü
∂Hn

1

∂x1
→ H11,

∂Hn
1

∂x2
→ H12,

∂Hn
2

∂x1
→ H21,

∂Hn
2

∂x2
→ H22,

∂Un

∂x1
→ U1,

∂Un

∂x2
→ U2 â

ïðîñòðàíñòâå C1 (Ωε) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ∥Ṽ n∥ .
Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Hn

1 } , {Hn
2 } , {Un} áûëè óñòàíîâëåíû ñëå-

äóþùèå ñâîéñòâà: Hn
1 → H1 ∈ C1 (Ωε) , H

n
2 → H2 ∈ C1 (Ωε) , U

n → U ∈ C1 (Ωε) .
Â ñèëó ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè C1 (Ωε) ïîëó÷àåì, ÷òî H1 ∈ C1 (Ωϵ) , H2 ∈ C1 (Ωε) ,
U ∈ C1 (Ωε) , à çíà÷èò, îáëàäàþò ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî s, x1, x2 , ïðè÷åì
∂Hn

1

∂x1
→ ∂H1

∂x1
≡ H11,

∂Hn
2

∂x1
→ ∂H2

∂x1
≡ H21,

∂Hn
1

∂x2
→ ∂H1

∂x2
≡ H12,

∂Hn
2

∂x2
→ ∂H2

∂x2
≡ H22,

∂Un

∂x1
→ ∂U

∂x1
≡ U1,

∂Un

∂x2
→ ∂U

∂x2
≡ U2. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 3.1 Ïóñòü a1 (x1, x2, z) , a2 (x1, x2, z) , f (x1, x2, z) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ïî âñåì àðãóìåíòàì â ìíîæåñòâå Qρ ;L � êðèâàÿ, íåñóùàÿ íà-

÷àëüíûå äàííûå:x2 = φ(x1) ; φ (x1) , γ (x1) ∈ C
2
[X1;X2] ; âûïîëíåíî îñíîâíîå óñëîâèå ðàç-

ðåøèìîñòè |J | ≥ KJ . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε0 > 0 , ÷òî ïðè 0 6 ε 6 ε0 ,

çàäà÷à Êîøè (1.1), (3.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ∈ C
1
(Ωε) , êîòîðîå ïðè s = ω

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé u(s, x1, x2) = U(s, x1, x2) , îïðåäåëÿåìîé èç ðåçîëüâåíòíîé ñèñòåìû
(3.8) � (3.15).
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A �rst-order partial di�erential equation of the common

type with di�erent ways of initial data

c⃝ S. N. Alekseenko 1, L. E. Platonova 2

Abstract. The Cauchy problem for a quasi-linear �rst order partial di�erential equation is studied
for di�erent cases of initial data. In the �rst case, the line carrying the initial data is speci�ed
parametrically; in the second case, this line is described in Cartesian coordinates and has an
in�nite length; in the third case, the line is speci�ed in Cartesian coordinates and its length is
�nite. In each case, the local resolvability conditions are formulated for the considered quasi-linear
equation and it is shown that the solution has the same smoothness as the function de�ning the
initial conditions. To study the above problems the method of additional argument was used. Using
this method, some system of integral equations is solved, and the solution of this system gives the
solution of the Cauchy problem for the original equation.

Key Words: quasi-linear �rst order partial di�erential equation, Cauchy problem, method of an
additional argument, local resolvability, integral equation.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïîëèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà óïðóãî-
ñòè ñðåäû ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáëþùåéñÿ â ýòîé ñðåäå ñòðóíû. Ïðèâåäåí ìåòîä
ðåøåíèÿ çàäà÷è, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäîâ Òåéëîðà ïî ïåðåìåííûì x è λ . Ðàçðàáîòàí òàêæå ìåòîä,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü íå îäíîãî èëè ìíîãèõ âîññòàíîâëåííîãî ïîëèíîìèàëüíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè ñðåäû ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñòðóíû.
Äàííûé ìåòîä îñíîâàí íà ìåòîäå âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû
ðåøåíèÿ çàäà÷è è îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòàòà. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîé
èäåíòèôèêàöèè n+ 1 êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà ñòåïåíè n , ÿâëÿþùèìñÿ ïîòåíöèàëîì â çà-
äà÷å Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü n + 1 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áåðóòñÿ èç äâóõ ðàçíûõ êðàåâûõ çàäà÷, îòëè÷àþùèõñÿ îäíèì èç êðàå-
âûõ óñëîâèé. Êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â êàæäîé çàäà÷å áåðåòñÿ ïî ïîëîâèíå. Åñëè
ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, òî êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èç ñïåêòðà îäíîé èç çàäà÷
áóäåò íà åäèíèöó áîëüøèì. Ïðèâåäåí êîíòðïðèìåð, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò òîëüêî èç îäíîãî ñïåêòðà íå ïîçâîëÿåò íàéòè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïî
ñóòè, ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû óòî÷íÿþò èçâåñòíóþ òåîðåìó Áîðãà íà ñëó÷àé, êîãäà ïîòåíöè-
àë ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì. Êðîìå ýòîãî, ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âûÿâèòü êëàññ èçîñïåêòðàëüíûõ
çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñîâïàäàåò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à, èäåíòèôèêàöèÿ ïîòåíöèàëà, ñòðóíà, îá-
ðàòíàÿ çàäà÷à, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëèíîìèàëüíûé ïîòåíöèàë, çàäà÷à Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ,âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëà.

1. Ââåäåíèå

Â 1929 ã. Â. À. Àìáàðöóìÿí ïîêàçàë [1], ÷òî äëÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì

ly = −y′′ + q(x)y = λy = s2y (1.1)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè y′(0) = y′(π) = 0 , ãäå q(x) � äåéñòâèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, è åñëè λn = n2 , (n = 0, 1, . . . ) , òî q(x) ≡ 0 . Äðóãèìè ñëîâàìè, áûëî ïîêàçàíî,
÷òî åñëè ñïåêòð óðàâíåíèÿ y′′+λy = 0 ïðè òåõ æå êðàåâûõ óñëîâèÿõ ñîõðàíèëñÿ, òî âåðî-
ÿòíîñòü âîçìóùåíèÿ îòñóòñòâîâàëà. Â 1946 ã. [2] Ã. Áîðã ïîêàçàë (ñì. òàêæå [3]), ÷òî îäèí
ñïåêòð íå îïðåäåëÿåò óðàâíåíèÿ, è ñëó÷àé Àìáàðöóìÿíà ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì. Ã. Áîð-
ãîì áûëè ðàññìîòðåíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ïî äâóì ñïåêòðàì. Â äàëüíåéøåì
â 50-õ è 60-õ ã. XX â. â ðàáîòàõ Â. À. Ìàð÷åíêî, Á. Ì. Ëåâèòàíà è Ì. Ã. Ãàñûìîâà áûëè

1Àõòÿìîâ Àçàìàò Ìóõòàðîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ
"Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò" (450074, Ðîññèÿ, ã. Óôà, óë. Ç. Âàëèäè, ä. 32), ÔÃÁÍÓ
Èíñòèòóò ìåõàíèêè èì. Ð. Ð. Ìàâëþòîâà ÓÔÈÖ ÐÀÍ (450054, Ðîññèÿ, ã. Óôà, ïð. Îêòÿáðÿ, ä. 71), äîêòîð
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0002-2080-6648, akhtyamovam@mail.ru

2Óòÿøåâ Èëüíóð Ìèðçîâè÷, íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÔÃÁÍÓ Èíñòèòóò ìåõàíèêè èì. Ð. Ð. Ìàâëþòîâà
ÓÔÈÖ ÐÀÍ (450054, Ðîññèÿ, Ðåñïóáëèêà Áàøêîðòîñòàí, ã. Óôà, ïð. Îêòÿáðÿ, ä. 71), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0002-2342-0492, utyashevim@mail.ru
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íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ñïåêòðàìè êðàåâûõ çàäà÷ ñ ðàç-
ëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â íóëåâîé òî÷êå è îäèíàêîâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
íà äðóãîì êîíöå. Â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ q(x) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíà ïî ñïåêòðàì äâóõ çàäà÷ L0 è L1 , ãäå ÷åðåç L0 è L1 îáîçíà÷åíû ñëåäóþùèå çàäà÷è
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:

Ç à ä à ÷ à L0 :

ly = −y′′ + q(x)y = λy; y(0) = y(1) = 0, λ = s2; (1.2)

Ç à ä à ÷ à L1 :

ly = −y′′ + q(x)y = λy, y′(0) = y(1) = 0, λ = s2. (1.3)

Ïîñëå ïóáëèêàöèè êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðàôèé Â. À. Ìàð÷åíêî [4] è Á. Ì. Ëåâèòàíà [5],
ãäå ïîòåíöèàë q(x) ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ëèáî íåïðåðûâíóþ, ëèáî ñóììèðóåìóþ ôóíêöèþ,
îñíîâíûå óñèëèÿ ó÷åíûõ áûëè íàïðàâëåíû íà îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ êàê â
íàïðàâëåíèè âîññòàíîâëåíèÿ áîëåå îáùèõ ïîòåíöèàëîâ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
[6]� [9] , òàê è â íàïðàâëåíèè èñïîëüçîâàíèÿ áîëåå îáùèõ êðàåâûõ óñëîâèé [10]�[15]. Âî âñåõ
óêàçàííûõ ðàáîòàõ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè èëè áîëåå îáùåé ôóíêöèè
q(x) òðåáóåòñÿ ìèíèìóì äâà áåñêîíå÷íûõ íàáîðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Îäíàêî äëÿ çàäà÷
ôèçèêè è ìåõàíèêè òàêîé ïîäõîä ìàëî ýôôåêòèâåí, ò. ê. â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ñ ïîìîùüþ
÷àñòîòîìåðîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ëèøü êîíå÷íûå íàáîðû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Êðîìå ýòîãî,
êàê ïðàâèëî, îá èäåíòèôèöèðóåìîì îáúåêòå èìååòñÿ íåêîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò êîíêðåòèçèðîâàòü êëàññ èñêîìûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó âîçíèêàåò
çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïîòåíöèàëà ñïåöèàëüíîãî âèäà ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò. Òåì íå ìåíåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëîæåíî íå áûëî. Ðà-
íåå ðåøàëèñü çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè âèäîâ è ïàðàìåòðîâ êðàåâûõ óñëîâèé ïî êîíå÷íîìó
÷èñëó ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò [16]�[18]. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷èØòóðìà-
Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì ñïåöèàëüíîãî âèäà àâòîðàìè áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ðàçëîæåíèÿ
â ðÿä Òåéëîðà ïî ïåðåìåííûì x è λ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ. Â ðàáîòàõ [17]� [18] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî åñëè ðàçëîæèòü â ðÿäû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ëèíåéíûì ïîòåíöèàëîì q(x) , òî êðàåâûå óñëîâèÿ ìîæ-
íî äîñòàòî÷íî òî÷íî âîññòàíîâèòü ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ,
èñïîëüçóÿ òîëüêî ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ìåòîä ïðåäëàãàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ïîòåíöèàëà âèäà

q(x) = q0 + q1x+ . . .+ qn−1x
n−1, (1.4)

ãäå qm ∈ R (m = 1, 2, . . . , n− 1 ).

Ï ð è ì å ð 1.1 Ïóñòü èñêîìûé êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè ñðåäû îïèñûâàåòñÿ
ëèíåéíûì ïîòåíöèàëîì q(x) ≡ q0 + q1x , à ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è

ly = −y′′ + q(x)y = λy; y(0) = y(1) = 0, λ = s2, (1.5)

ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà s21 = 6, 44052 , s22 = 9, 53032 . Ïî ýòèì äâóì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λi ,
i = 1, 2 çàäà÷è (1.5) òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ëèíåéíûé ïîòåíöèàë q(x) .

Åñëè y1(x, λ) è y2(x, λ) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5), óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì

y1(0, λ) = 1, y′1(0, λ) = 0, y2(0, λ) = 0, y′2(0, λ) = 1, (1.6)
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òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îïðåäåëèòåëåì çàäà÷è (1.5) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

∆0(λ) = y2(1, λ). (1.7)

Ðåøåíèÿ y1(x, λ) è y2(x, λ) ìîæíî íàéòè â âèäå ðÿäà Òåéëîðà ñ ïîìîùüþ ïàêåòà àíà-
ëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Äàííûå ðåøåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû
q0 è q1 Ïîäñòàâèâ ÷èñëà s21 = 6, 44052 , s22 = 9, 53032 è ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Òåéëîðà (150
ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà) äëÿ y2(x, λ) â (1.7), ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî q0 è q1 . Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó â ïàêåòå àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, íàéäåì:
q0 = 1, 0000 è q1 = 2, 0000 , îòêóäà q(x) = 1 + 2x . Ïàêåò àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé íà-
õîäèò òîëüêî îäíî èç ðåøåíèé. Ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ
çíà÷åíèé q0 è q1 , êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííî-
ñòè èëè íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, à òàêæå îòûñêàíèÿ êëàññà èçîñïåêòðàëüíûõ êðàåâûõ
çàäà÷ (êðàåâûõ çàäà÷ ñ îáùèì ñïåêòðîì) ìû ïðåäëàãàåì ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåé
ëåììå.

Ë å ì ì à 1.1 Ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå y(x) = y(x, λ) óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå

y(x) = y(0) cos(sx) + C2
sin(sx)

s
+

+q0(− cos(sx)
∫ x
0

sin(sξ)

s
y(ξ)dξ +

sin(sx)

s

∫ x

0

cos(sξ)y(ξ)dξ)+

+q1(− cos(sx)
∫ x
0
ξ
sin(sξ)

s
y(ξ)dξ +

sin(sx)

s

∫ x

0

ξ cos(sξ)y(ξ)dξ)+

+ . . .+

+qn−1(− cos(sx)
∫ x
0
ξn−1 sin(sξ)

s
y(ξ)dξ +

sin(sx)

s

∫ x

0

ξn−1 cos(sξ)y(ξ)dξ),

(1.8)

ãäå C2 � íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

y′′ + s2y = q(x)y. (1.9)

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå y′′+ s2y = 0 èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé cos(sx)

è
1

s
sin(sx) . Ïîýòîìó, ðàññìàòðèâàÿ (1.9) êàê íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

q(x)y è ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ïîëó÷èì

y = C1 cos(sx) + C2
sin(sx)

s
− cos(sx)

∫ x

0

sin(sξ)

s
q(ξ)y(ξ)dξ +

sin(sx)

s

∫ x

0

cos(sξ)q(ξ)y(ξ)dξ

.
Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ íà ãðàíèöå x = 0 , èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì y(0) =

C1 · 1 + 0 , îòêóäà

y = y(0) cos(sx) + C2
sin(sx)

s
− cos sx

∫ x

0

sin(sξ)

s
q(ξ)y(ξ)dξ +

sin(sx)

s

∫ x

0

cos(sξ)q(ξ)y(ξ)dξ.

Ïîñêîëüêó q(ξ) = q0 + q1ξ + . . . + qn−1ξ
n−1 , òî âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (1.8). Äîêàçà-

òåëüñòâî çàâåðøåíî.
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Â ïðèìåðå 1.1 áûë íàéäåí ëèíåéíûé ïîòåíöèàë q(x) = 1 + 2x . Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè
äàííûé ïîòåíöèàë åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è. Ïîäñòàâèâ y2(x, λ) , ïîëó-
÷åííûé ñ ó÷åòîì q(x) = 1 + 2x , â êà÷åñòâå y â ôîðìóëó (1.8) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî y2(0) = 0 ,
ïîëó÷èì:

y2(x, λ) = C2 ·
sin(s)

s
+

+q0

(
− cos(sx)

∫ x
0

sin(sξ)

s
y2(ξ, s)dξ +

sin(sx)

si

∫ x

0

cos(sξ)y2(ξ, s)dξ

)
+

+q1

(
− cos(sx)

∫ x
0
ξ
sin(sξ)

s
y(ξ, s)dξ +

sin(sx)

s

∫ x

0

ξ cos(sξ)y(ξ, s)dξ

)
.

(1.10)

Èç (1.10) è òîãî, ÷òî y′2(0, λ) = 1 , ñëåäóåò, ÷òî C2 = 1 . Ïîäñòàâèâ ïåðâûå äâà ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λi , i = 1, 2 çàäà÷è (1.5) è x = 1 â (1.10), ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ
óðàâíåíèé:

y2(1, λi) =
sin(si)

si
+

+q0

(
− cos(si)

∫ 1

0

sin(siξ)

si
y2(ξ, si)dξ +

sin(si)

si

∫ 1

0

cos(siξ)y2(ξ, si)dξ

)
+

+q1

(
− cos(si)

∫ 1

0
ξ
sin(siξ)

si
y2(ξ, si)dξ +

sin(si)

si

∫ 1

0

ξ cos(siξ)y2(ξ, si)dξ

) (1.11)

èëè

0, 024− 0, 012q0 − 0, 006q1 = 0, −0, 011 + 0, 0055q0 + 0, 0027q1 = 0. (1.12)

Ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû îäíîìó óðàâíåíèþ 4 − 2q0 − q1 = 0 . Òàêèì îáðàçîì,
çàäà÷è ñ ïîòåíöèàëàìè

q(x) = C + (4− 2C)x, (1.13)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, èìåþò îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñëó÷àé q(x) =
= 1 + 2x ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ C = 1 . Ñëó÷àþ C = 3 ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàë q(x) =
3−2x . Äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà è ïîòåíöèàëà q(x) = 1+2x ñîâïàäàþò íå òîëüêî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ s21 = 6, 44052 , s22 = 9, 53032 , íî è âñå îñòàëüíûå. Íàïðèìåð, ïåðâûå ïÿòü çíà÷åíèé
si äëÿ çàäà÷ ñ ïîòåíöèàëàìè q(x) = 1+ 2x è q(x) = 3− 2x , âû÷èñëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî
40 çíà÷àùèõ öèôð, ñîâïàäàþò è ðàâíû ñëåäóþùèì ÷èñëàì:

s1 = 3, 444592241548059895610761118187224604007,
s2 = 6, 440475610421840155099076164164271139007,
s3 = 9, 530331543667758339267096856447256452604,
s4 = 12, 64571658723299479266848704707473243409,
s5 = 15, 77150681554023652826610297003474673742.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíîãî ïîòåíöèàëà ïî ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì êðàåâîé çàäà÷è L0 èìååò íå îäíî ðåøåíèå. Îäíàêî êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, q(x)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñïåêòðàì äâóõ çàäà÷ L0 è L1 . Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ q(x) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ïî äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì, ïåðâîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è L0 , à âòîðîå � çàäà÷è
L1 .
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Ïóñòü q(x) ≡ q0 + q1x ; îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è L0 ÿâëÿåòñÿ 6, 44052 ;
îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è L1 ÿâëÿåòñÿ 2, 01342 . Ïî ýòèì äâóì ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëàì òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ëèíåéíûé ïîòåíöèàë q(x) = q0 + q1x . Åñëè y1(x, λ)
è y2(x, λ) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5), óäîâëåòâîðÿþùèå (1.6), òî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îïðåäåëèòåëåì çàäà÷è L0 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ (1.7), à L1 � ôóíêöèÿ

∆1(λ) = y1(1, λ). (1.14)

Ïîäñòàâèâ ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Òåéëîðà äëÿ y2(x, 6, 4405
2) â (1.7), à äëÿ y1(x, 2, 0134

2)
â (1.14), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî q0 è q1 . Ðåøèâ äàííóþ ñèñòåìó â
ïàêåòå àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, íàéäåì q0 = 1, 0000 è q1 = 2, 0000 îòêóäà q(x) =
1 + 2x . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.1

Ïîäñòàâèâ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 6, 44052 çàäà÷è (1.5) è x = 1 â (1.10), ïîëó÷èì ïåðâîå
óðàâíåíèå èç ñèñòåìû (1.12):

0, 024− 0, 012q0 − 0, 006q1 = 0. (1.15)

Ïîäñòàâèâ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 2.01342 è y1(x, 2, 0134
2) = ∆1(2.0134

2) = 0 â êà÷åñòâå
y â ôîðìóëó (1.8), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y1(1, λ1) = y1(0) · cos(2.0134) + C2 ·
sin(2.0134)

2.0134
+

+q0

(
−cos(2.0134)

2.0134

∫ 1

0

sin(2.0134ξ)y1(ξ, 2.0134)dξ +

+
sin(2.0134π)

2.0134

∫ 1

0

cos(2.0134ξ)y1(ξ, 2.0134)dξ

)
+

+q1

(
−cos(2.0134π)

2.0134

∫ 1

0

ξ sin(2.0134ξ)y1(ξ, 2.0134)dξ +

+
sin(2.0134)

2.0134

∫ 1

0

ξ cos(2.0134ξ)y1(ξ, 2.0134)dξ

)
.

(1.16)

Íàéäåì C2 , âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì (1.6) äëÿ y1 : y
′
1(0, λ) = 0 + C2 · 1 + 0 = 0.

Îòñþäà è èç (1.16) ïîëó÷èì:

−0.42 + 0.26q0 + 0.08q1 = 0. (1.17)

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.15) è (1.17), ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå q0 = 1.00 ,
q1 = 2.00 . Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë q(x) = 1 + 2x îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïî
äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ãäå îäíî âçÿòî èç çàäà÷è L0 , à äðóãîå � èç L1 .

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð.

Ï ð è ì å ð 1.2 Ïóñòü q(x) ≡ q0 + q1x + q2x
2 + q3x

3 + q4x
4 ; ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè çàäà÷è L0 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà s21 = 3.72002 , s22 = 6.65312 , s23 = 9.68232 ; à
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è L1 � ÷èñëà s24 = 2.19362 , s25 = 5.17102 . Ïî ýòèì ïÿòè
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ïîëèíîì q(x) ≡ q0+q1x+q2x

2+q3x
3+q4x

4 .
Ïîäñòàâèâ ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Òåéëîðà äëÿ y2(x, s

2
i ) , i = 1, 2, 3 â (1.7), à äëÿ y1(x, s

2
i ) ,

i = 4, 5 â (1.14), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî q0 , q1 , q2 , q3 è q4 . Ðåøèâ ýòó
ñèñòåìó óðàâíåíèé â ïàêåòå àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, íàéäåì: q0 = 1.0000 , q1 = 2.0000 ,
q2 = 3.0000 , q3 = 4.0000 è q4 = 5.0000 . Îòêóäà q(x) = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + 5x4 . Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.1
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Ïîäñòàâèâ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ s2i , i = 1, 2, 3 çàäà÷è L0 è x = 1 â

y2(1, λi) =
sin(si)

si
+

+q0

(
− cos(si)

∫ 1

0

sin(siξ)

si
y2(ξ, si)dξ +

sin(si)

si

∫ 1

0

cos(siξ)y2(ξ, si)dξ

)
+

+q1

(
− cos(si)

∫ 1

0
ξ
sin(siξ)

si
y2(ξ, si)dξ +

sin(si)

si

∫ 1

0

ξ cos(siξ)y2(ξ, si)

)
+

+ . . .+

+q4

(
− cos(si)

∫ 1

0
ξ4
sin(siξ)

si
y2(ξ, si)dξ +

sin(si)

si

∫ 1

0

ξ4 cos(siξ)y2(ξ, si)

)
.

(1.18)

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

−0.14696 + 0.03233q0 + 0.01773q1 + 0.01043q2 + 0.00655q3 + 0.00434q4 = 0,
0.05434− 0.01089q0 − 0.00570q1 − 0.00370q2 − 0.00268q3 − 0.00204q4 = 0,
−0.02630 + 0.00524q0 + 0.00269q1 + 0.00177q2 + 0.00131q3 + 0.00103q4 = 0.

(1.19)

Ïîäñòàâèâ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ s2i , i = 4, 5 çàäà÷è L1 è x = 1 â

y2(1, λi) = cos(si)+

+q0

(
− cos(si)

∫ 1

0

sin(siξ)

si
y2(ξ, si)dξ +

sin(si)

si

∫ 1

0

cos(siξ)y2(ξ, si)dξ

)
+

+q1

(
− cos(si)

∫ 1

0
ξ
sin(siξ)

si
y2(ξ, si)dξ +

sin(si)

si

∫ 1

0

ξ cos(siξ)y2(ξ, si)

)
+

+ . . .+

+q4

(
− cos(si)

∫ 1

0
ξ4
sin(siξ)

si
y2(ξ, si)dξ +

sin(si)

si

∫ 1

0

ξ4 cos(siξ)y2(ξ, si)

)
,

(1.20)

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

−0.58332 + 0.22989q0 + 0.07130q1 + 0.03159q2 + 0.01670q3 + 0.00985q4 = 0,
0.44268− 0.09763q0 − 0.04614q1 − 0, 03012q2 − 0.02124q3 − 0.01549q4 = 0.

(1.21)

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.19)è (1.21), ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå q0 = 1.0000 ,
q1 = 2.0000 , q2 = 3.0000 , q3 = 4.0000 , q4 = 5.0000 . Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë q(x) =
= 1+2x+3x2+4x3+5x4 îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðóåòñÿ ïî ïÿòè ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì,
ãäå òðè âçÿòû èç çàäà÷è L0 , à äâå � èç L1 .

2. Î ìåòîäàõ, èñïîëüçîâàííûõ â ðàáîòå

Ìåòîä ïîèñêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä áûë ïðè-
ìåíåí â êíèãå [19], îäíàêî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàõîäèëèñü íå ïóòåì îáðûâà ðÿäà è ðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíûõ
ôîðìóë.

Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé è èñïîëüçîâàííûé
íàìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè èëè íååäèíñòâåííîñòè íàéäåííîãî ïîëèíîìèàëü-
íîãî ïîòåíöèàëà, áûë èñïîëüçîâàí ðàíåå (ñì., íàïðèìåð, [20]) äëÿ äðóãîé öåëè � ïîëó÷åíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ |λ| .
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3. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Äëÿ âû÷èñëåíèé â ïàêåòå àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàíèå ïåðâûõ 50�60 ÷ëå-
íîâ ðÿäà (íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ) äàåò óäîâëåòâî-
ðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû êàê ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òàê è ïðè îòûñêàíèè
ïîòåíöèàëà. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü îêàçûâàåòñÿ çíàêî-
÷åðåäóþùèìñÿ ðÿäîì. Íàïðèìåð, äëÿ q(x) = 1 + 2x îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùóþ
ñóììó:

∆(λ) = 1.3679− 0.2025s2 + 0.0096s4 + . . .+ 2.4884 · 10−77s56 − 7.2107 · 10−81s58.

Èçâåñòíî, ÷òî ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà îñòàòîê ðÿäà R56 = −7.210682962 · 10−81s58 + . . .
ìîæíî îöåíèòü åãî ïåðâûì ñëàãàåìûì, ò. å.

|R56| ≤ 7.21069 · 10−81s58.

Äëÿ si < 10 îñòàòîê |R56| < 10−22 , ïîýòîìó ïîãðåøíîñòè â âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè.

Ïðè q(x) = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + 5x4 õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü äëÿ êðàåâûõ
óñëîâèé y(0) = y(1) = 0 ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâûõ 56 ÷ëåíîâ ðÿäà èìååò âèä

∆0(λ) = 1, 9130− 0, 25616s2 + 0, 011489s4 + . . .+ 2, 48841 · 10−77s56 − 7, 21068 · 10−81s58,

à õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé y′(0) = y(1) = 0 �

∆1(λ) = 2, 0798− 0, 27320 · s2 + 0, 012101 · s4 + . . .+ 2, 4884 · 10−77s56 − 7, 2107 · 10−81s58.

Ïîýòîìó äëÿ ïîòåíöèàëà q(x) = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + 5x4 , òàê æå êàê äëÿ ñëó÷àÿ
q(x) = 1 + 2x , îñòàòîê ðÿäà |R56| < 10−22 ïðè si < 10 .

4. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

Äëÿ îöåíêè òîãî, êàê ìåíÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü â ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ïðè èçìåíåíèè
ïîãðåøíîñòè ÷àñòîò, áûë ïðîâåäåí ñëåäóþùèé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Â êà÷åñòâå
¾òî÷íûõ¿ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è áûëè âçÿòû çíà÷åíèÿ q0 , q1 , q2 , q3 , q4 ,
âû÷èñëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî 40 çíà÷àùèõ öèôð. Ïðè ðàñ÷åòàõ áûëî èñïîëüçîâàíî ðàçëî-
æåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé â ñòåïåííîé ðÿä äî 60-é ñòåïåíè. Äàëåå âñå ïÿòü
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïîäâåðãëèñü âîçìóùåíèþ, ïîñëå ÷åãî áûëè îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1 è íàéäåííîãî êîýôôèöèåíòà q0 à òàêæå èõ îòíîøåíèå, èç êîòî-
ðîãî âèäíî, ÷òî àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà ïðèáëèçèòåëüíî â 17�18 ðàç áîëüøå
àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè âõîäíûõ äàííûõ.

Òàáëèöà 1: Îòíîøåíèå àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé âûõîäíûõ äàííûõ ê âõîäíûì

∆(λ1) ∆(q0) ∆(q0)/∆(λ1)
10-2 1,74356·10-1 17,43559
10-3 1,75764·10-2 17,57644
10-4 1,75907·10-3 17,59066
10-5 1,75921·10-4 17,59208
10-6 1,75922·10-5 17,59222
10-7 1,75922·10-6 17,59224
10-8 1,75922·10-7 17,59224
10-9 1,75922·10-8 17,59224
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5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåíöèàë, çàäàííûé â âèäå ïîëèíîìà ñòåïåíè n , èäåíòèôèöè-
ðóåòñÿ ïî êîíå÷íîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïðèâåäåí êîíòðïðèìåð, èç êîòîðîãî
ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòîòû èç îäíîãî ñïåêòðà íå äàþò îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäëîæåí ìå-
òîä, ïîçâîëÿþùèé âûÿâèòü êëàññ èçîñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ñïåêòð ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò ñîâïàäàåò. Äàííûé ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî
îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü ïîòåíöèàë ìîæíî ïî äâóì êîíå÷íîì íàáîðàì ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò, âçÿòûõ èç ðàçíûõ ñïåêòðîâ îäíîé è òîé æå çàäà÷è ïðè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëî-
âèÿõ (ïî ñóòè, òàêèì îáðàçîì áûëà äîêàçàíà òåîðåìà Áîðãà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîòåíöèàë
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì).

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íûõ ïðîåê-
òîâ �� 17-41-020230-ð_à, 17-41-020400-ð_à, 18-01-00150-À.
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Restoration of the polynomial potential in the

Sturm-Liouville problem

c⃝ A.M. Akhtyamov 1, I.M. Utyashev 2

Abstract. The problem of identi�cation of medium elasticity by eigenfrequencies of the string
oscillating in this medium is considered. The elasticity is supposed to be some polynomial. A
solution method based on the representation of linearly independent solutions of the di�erential
equation in the form of Taylor series by variables x and λ is presented. A method is also developed
that allows to prove uniqueness or non-uniqueness of reconstructed polynomial elasticity coe�cient
by a �nite number of natural frequencies of string vibrations. The latter method is based on the
method of arbitrary constant variation. The examples of the problem solution and of the error
estimation for the result are given. It is shown that for the unambiguous identi�cation of n + 1
coe�cients of the n th power polynomial, which is a potential in the Sturm-Liouville problem,
it is su�cient to use n + 1 eigenvalue. These eigenvalues are found from two di�erent boundary
value problems, that di�er in one of the boundary conditions. Only a half of eigenvalues' number
in each problem must be taken into account. If this number is odd, the number of eigenvalues that
should be taken from one of the problems' spectra must be increased by one. A counterexample is
given showing that eigenfrequencies taken only from one spectrum don't allow to �nd the unique
solution. In fact, these results improve the well-known Borg theorem in the case when the potential
is a polynomial. Also the method is proposed that helps to �nd the isospectral class of problems
for which the range of frequencies is the same.

Key Words: eigenvalue problem, potential identi�cation, string, inverse problem, eigenvalues.
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Ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûõ ñîâåðøåííûõ

àòòðàêòîðîâ äèôôåîìîðôèçìîâ ãåîäåçè÷åñêèìè

ëàìèíàöèÿìè

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ 1, Å.Ä. Êóðåíêîâ 2

Àííîòàöèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíî-
æåñòâ äèôôåîìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå A Ñ. Ñìåéëà è çàäàííûõ íà îðèåíòè-
ðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ îòðèöàòåëüíîé Ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè, ñíàáæåííûõ ìåòðèêîé ïî-
ñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî êàæäîìó
ñîâåðøåííîìó ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííîìó îäíîìåðíîìó àòòðàêòîðó A -äèôôåîìîðôèçìà îä-
íîçíà÷íî ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ãåîäåçè÷åñêàÿ ëàìèíàöèÿ íà ïîâåðõíîñòè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî ïðè îòñóòñòâèè â àòòðàêòîðå ñâÿçîê ñòåïåíè äâà ñóùåñòâóåò ãîìîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó
ãîìåîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè, îòîáðàæàþùèé àòòðàêòîð íà ãåîäåçè÷åñêóþ ëàìèíàöèþ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ èç àòòðàêòîðà îòîáðàæàþòñÿ â
ðàçëè÷íûå ñëîè ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèè. Áîëåå òîãî, åñëè íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà ãî-
ìîòîïíûõ A -äèôôåîìîðôèçìîâ îáëàäàþò ñîâåðøåííûìè ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûìè àò-
òðàêòîðàìè áåç ñâÿçîê ñòåïåíè äâà, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì àòòðàêòîðàì ãåîäåçè÷åñêèå
ëàìèíàöèè ñîâïàäàþò. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿò ðàçðàáîòàòü òîïîëîãè÷åñêóþ êëàñ-
ñèôèêàöèþ îãðàíè÷åíèé A -äèôôåîìîðôèçìîâ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé íà îäíîìåðíûå
ñîâåðøåííûå ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà ïîñðåäñòâîì ïñåâäîàíîñîâñêèõ
ãîìåîìîðôèçìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì, àêñèîìà A, ñîâåðøåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî, àòòðàê-
òîð, ðåïåëëåð, ãåîäåçè÷åñêàÿ ëàìèíàöèÿ

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåîìîðôèçìû, çàäàííûå íà çàìêíóòîì îðè-
åíòèðóåìîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M2 ðîäà p > 2, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå A
C. Ñìåéëà [1] (A-äèôôåîìîðôèçìû). Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà, íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) A -äèôôåîìîðôèçìà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáú-
åäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíóþ òðàåêòîðèþ.

Ïðèìåðàìè íåòðèâèàëüíûõ (îòëè÷íûõ îò ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò) áàçèñíûõ ìíîæåñòâ
äèôôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî
äèôôåîìîðôèçìà f íà M2 (â ýòîì ñëó÷àå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîá-
ðàçèåì M2, êîòîðîå åñòü äâóìåðíûé òîð, à f � äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà)è îäíîìåðíîå
áàçèñíîå ìíîæåñòâî DA -äèôôåîìîðôèçìà äâóìåðíîãî òîðà, ïîëó÷åííîãî èç äèôôåîìîð-
ôèçìà Àíîñîâà ïðèìåíåíèåì "õèðóðãè÷åñêîé îïåðàöèè" [1]. Â ðàáîòå [5] õèðóðãè÷åñêàÿ

1 Âÿ÷åñëàâ Çèãìóíäîâè÷ Ãðèíåñ,Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü ëàáîðàòîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ
â äèíàìèêå, ÔÃÁÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè"
(603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25), ORCID: http://orcid.org/0000-0003-
4709-6858, vgrines@hse.ru

2Êóðåíêîâ Åâãåíèé Äìèòðèåâè÷, ñòàæåð-èññëåäîâàòåëü ëàáîðàòîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ
â äèíàìèêå, ÔÃÁÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè"
(603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25), ORCID: http://orcid.org/0000-0002-
3544-1143, ekurenkov@hse.ru
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îïåðàöèÿ Ñ. Ñìåéëà áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïñåâäîàíîñîâñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõ-
íîñòåé òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïóòåì ïðèìåíåíèÿ åå ê ëþáîìó ïñåâäîàíîñîâñêîìó ãîìåîìîð-
ôèçìó, çàäàííîìó íà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g > 2, ñòðîèòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâûé äèôôåîìîðôèçì ýòîé æå ïîâåðõíîñòè, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò
â òî÷íîñòè èç îäíîãî ñîâåðøåííîãî îäíîìåðíîãî ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííîãî àòòðàêòîðà
è êîíå÷íîãî ÷èñëà èñòî÷íèêîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.1, 1.2 íèæå).
Îäíàêî âîïðîñ î íàõîæäåíèè óñëîâèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïîëó÷åííûå äèôôåîìîð-
ôèçìû ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè, àâòîðàìè íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äåëàåòñÿ ïåðâûé øàã â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è. Äëÿ êàæäîãî îä-
íîìåðíîãî ñîâåðøåííîãî ïðîòîðíî ðàñïîëîæåííîãî àòòðàêòîðà Λ A -äèôôåîìîðôèçìà
f ñòðîèòñÿ åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëàìèíàöèÿ L, äîïîëíåíèå ê êîòîðîé ñîñòîèò èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé, ãîìåîìîðôíûõ äèñêó. Â ñëó÷àå, êîãäà àòòðàêòîð íå ñîäåðæèò
ñâÿçîê ñòåïåíè 2 (ñì. îïðåäåëåíèå 1.3 íèæå), óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ãîìîòîïíîãî
òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìà ïîâåðõíîñòè, ïåðåâîäÿùåãî íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ
òî÷åê àòòðàêòîðà Λ â ñëîè ïîñòðîåííîé ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèè L . Áîëåå òîãî, åñëè
íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà ãîìîòîïíûõ A -äèôôåîìîðôèçìîâ f è f ′ îáëàäàþò ñîâåð-
øåííûìè ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûìè àòòðàêòîðàìè Λ è Λ′, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
àòòðàêòîðàì ãåîäåçè÷åñêèå ëàìèíàöèè L è L′ ñîâïàäàþò.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1 Íåòðèâàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ A -äèôôåî-
ìîðôèçìà f : M2 → M2 íàçîâåì ñîâåðøåííûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå M2 \ Λ ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé ∆i, i = 1, k ãîìåîìîðôíûõ äèñêó.

Ñîãëàñíî [2], äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2 Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ A -äèôôåîìîðôèçìà f : M2 →
M2 íàçûâàåòñÿ ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûì, åñëè äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ Λ ëþáàÿ
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç äóã [x, y]s ⊂ W s

x è [x, y]u ⊂ W u
x , íå ãîìîòîïíà íóëþ

3.

Îòìåòèì, ÷òî íåòðèâèàëüíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà A -äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîñòðîåííûõ â
[5], ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè è ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûìè.

Â ðàçäåëå 2. (ëåììà 2.1) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñîâåðøåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî A -
äèôôåîìîðôèçìà f : M2 → M2 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì îäíîìåðíûì ìíîæåñòâîì. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èç ðàáîòû [2] (Òåîðåìà 3) ñëåäóåò, ÷òî îäíîìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî A -
äèôôåîìîðôèçìà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì, ëèáî ðåïåëëåðîì,
è â ñèëó [2] (Òåîðåìà 1) ñîäåðæèò â ïåðâîì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâûå, à âî âòîðîì ñëó÷àå
óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ñâîèõ òî÷åê4.

Ïóñòü Λ � îäíîìåðíûé ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûé ñîâåðøåííûé àòòðàêòîð A -
äèôôåîìîðôèçìà f : M2 → M2. Ñëåäóÿ [3] è [7], íàçîâåì ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó p ∈ Λ
ãðàíè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé áàçèñíîãî ìíîæåñòâà, åñëè îäíà èç êîìïîíåíò ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s

p \ p , íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Λ. Ñîãëàñíî [7], ãðàíè÷íûå ïåðèîäè÷å-
ñêèå òî÷êè â îäíîìåðíîì àòòðàêòîðå ñóùåñòâóþò, è èõ ÷èñëî êîíå÷íî. Àíàëîãè÷íî [7]
óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äîñòèæèìàÿ èçíóòðè ãðàíèöà5 êàæäîé îáëàñòè ∆ , ïðèíàäëåæàùåé

3 [x, y]s, [x, y]s, (x, y)u, (x, y)u îáîçíà÷àþò îòðåçêè è èíòåðâàëû, îãðàíè÷åííûå òî÷êàìè x, y , ñîäåðæà-
ùèåñÿ â îäíîìåðíûõ óñòîé÷èâîì W s

x è íåóñòîé÷èâîì Wu
x ìíîãîîáðàçèÿõ ñîîòâåòñòâåííî.

4 Áàçèñíîå ìíîæåñòâî A -äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîì-

ïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà A , ÷òî f(U) ⊂ int(U) è
∞∩
k=0

fk(U) = A , áàçèñíîå ìíîæåñòâî íàçû-

âàåòñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1 (ñì., íàïðèìåð, [14])
5 Äîñòèæèìîé èçíóòðè ãðàíèöåé îáëàñòè ∆ íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî C ⊂ Λ òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî

C ∪∆ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.
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M2\Λ , ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîìåðíûõ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé W u
p1
, . . .W u

prC
( rC > 1 ) ãðàíè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p1, . . . prC ìíîæåñòâà Λ (íàáîð òî÷åê p1, . . . prC ,
è èõ ÷èñëî rC çàâèñèò îò êîìïîíåíòû ∆ ). Ñîãëàñíî [4], äàäèì îïðåäåëåíèå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3 Ìíîæåñòâî C =
rC∪
j=1

W u
pj
(∆), ÿâëÿþùååñÿ äîñòèæèìîé

èçíóòðè ãðàíèöåé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ∆ ìíîæåñòâà M2 \ Λ, íàçûâàåòñÿ ñâÿçêîé
ñòåïåíè rC .

Â ðàçäåëå 2.2. (ñëåäñòâèå 2.1) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé îäíîìåðíûé ñîâåðøåííûé
ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûé àòòðàêòîð íà ïîâåðõíîñòè ðîäà g > 2 îáëàäàåò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíîé ñâÿçêîé ñòåïåíè íå ìåíåå òðåòüåé.

Ââåäåì íà M2 àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ïðåâðàùàþùóþ M2 â ðèìàíîâó ïîâåðõ-
íîñòü. Ðàññìîòðèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå π óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé M̄2 íà M2 ,
ãäå M̄2 � ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â ðåàëèçàöèè Ïóàíêàðå íà âíóòðåííîñòè êðóãà |z| < 1
êîìïëåêñíîé z -ïëîñêîñòè. Èçâåñòíî [13], ÷òî M2 ñîîòâåòñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííàÿ
äèñêðåòíàÿ ãðóïïà Γ íååâêëèäîâûõ ïåðåíîñîâ òàêèõ, ÷òî M2 êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíî
M̄2/Γ è Γ èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1(M

2) ìíîãîîáðàçèÿ M2. Îáîçíà÷èì
÷åðåç π : M̄2 →M2 åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.

Êàæäûé ýëåìåíò γ ∈ Γ èìååò äâå è òîëüêî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè: óñòîé÷èâóþ γ+

è íåóñòîé÷èâóþ γ− , è ýòè òî÷êè ëåæàò íà àáñîëþòå E = {z ∈ C | |z| = 1}. Ñîãëàñíî [6],
òî÷êè àáñîëþòà, ÿâëÿþùèåñÿ íåïîäâèæíûìè äëÿ êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà γ ∈ Γ ( γ ̸= id ),
íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì è âñþäó
ïëîòíûì íà àáñîëþòå [13]. Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå äîïîëíåíèþ ê ìíîæåñòâó ðàöèîíàëü-
íûõ òî÷åê íà àáñîëþòå, íàçûâàþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ̄ = π−1(Λ) ïîëíûé ïðîîáðàç ìíîæåñòâà Λ íà M̄2. Ïóñòü W u
x �

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè x àòòðàêòîðà Λ , w̄ux̄ (π(x̄) = x ) � êîìïîíåíòà ëèíåé-
íîé ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà W u

x (ïðè ïðîåêöèè π ), ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x̄.
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ âçÿòû èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 (ïóíêòû 1,5,6) è èñïîëüçóþòñÿ â

êîíñòðóêöèè ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèè:

• w̄ux̄ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê u1x̄, u
2
x̄ (u1x̄ ̸=

u2x̄), ëåæàùèõ íà àáñîëþòå è ÿâëÿþùèõñÿ èððàöèîíàëüíûìè;

• åñëè w̄ux̄ è w̄uȳ � êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçîâ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãî-
îáðàçèé, íå ñîäåðæàùèõ ãðàíè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, òàêèå ÷òî w̄ux̄ ∩ w̄uȳ = ∅ ,
òî òî÷êè u1x̄, u

2
x̄, u

1
ȳ, u

2
ȳ ïîïàðíî ðàçëè÷íû;

• åñëè w̄up̄ ⊂ Λ̄ � êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ, ñîäåðæàùåãî ãðàíè÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó p , òî ñóùåñòâóþò ãðàíè÷íûå
ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè q, r ∈ Λ , îòëè÷íûå îò p ( q ìîæåò ñîâïàäàòü ñ r ); åäèíñòâåí-
íàÿ êðèâàÿ w̄uq̄ ⊂ Λ̄ òàêàÿ, ÷òî w̄uq̄ èìååò îäíîé èç ñâîèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê íà àáñî-
ëþòå òî÷êó u1p̄ , è åäèíñòâåíàÿ êðèâàÿ w̄ur̄ ⊂ Λ̄ òàêàÿ, ÷òî w̄ur̄ èìååò îäíîé èç ñâîèõ
ãðàíè÷íûõ òî÷åê íà àáñîëþòå òî÷êó u2p̄ (åñëè q = r , òî w̄uq̄ = w̄ur̄ ).

Ñëåäóÿ [9], ââåäåì ïîíÿòèå ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèè L , ñîîòâåòñòâóþùåé ñîâåðøåí-
íîìó ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííîìó àòòðàêòîðó Λ A -äèôôåîìîðôèçìà f.

Ïóñòü Λ � ñîâåðøåííûé àòòðàêòîð; wux̄ � êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
Λ̄ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè u1x̄, u

2
x̄ íà àáñîëþòå, òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç l̄(u1x̄, u

2
x̄) ãåîäåçè÷å-

ñêóþ íà M̄2 ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè u1x̄, u
2
x̄. Åñëè W u

x = π(wux̄) (π(x̄) = x ), òî íàçîâåì
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ãåîäåçè÷åñêóþ l(W u
x ) = π(l̄) ñîîòâåòñòâóþùåé íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ W u

x . Ìíîæå-
ñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîñòðîåííûõ äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè èç ìíîæåñòâà
Λ̄, îáîçíà÷èì ÷åðåç L̄. Ïîëîæèì L = π(L̄) è íàçîâåì ìíîæåñòâî L ãåîäåçè÷åñêîé ëà-
ìèíàöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé áàçèñíîìó ìíîæåñòâó Λ . Åñëè W u

p ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì
ìíîãîîáðàçèåì ãðàíè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p è íå ïðèíàäëåæèò ñâÿçêå ñòåïåíè 2,
òî ïîñòàâëåííóþ åé â ñîîòâåòñòâèå ãåîäåçè÷åñêóþ l áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íîé ãåîäåçè÷å-
ñêîé; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãåîäåçè÷åñêóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ W u

p áóäåì íàçûâàòü âíóòðåí-
íåé. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, êàæäîìó íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà
Λ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ èç ëàìèíàöèè L , ïðè ýòîì ñâÿçêå
ñòåïåíè 2 ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ èç ëàìèíàöèè L , à êàæäîé ãåîäåçè÷å-
ñêîé èç ëàìèíàöèè L (êðîìå òåõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñâÿçêå ñòåïåíè 2) ñîîòâåòñòâóåò
â òî÷íîñòè îäíî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå èç Λ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1 Äëÿ ëàìèíàöèè L âåðíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Ìíîæåñòâî L ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

2. Ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ l èç L ïëîòíà â L .

3. Ìíîæåñòâî M2\L ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé, ãîìåîìîðôíûõ îòêðûòî-
ìó äèñêó, äîñòèæèìàÿ èçíóòðè ãðàíèöà êàæäîé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà (íå ìåíüøå 3) ãðàíè÷íûõ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Ò å î ð å ì à 1.2 Ïóñòü f : M2 → M2 è f : M2 → M2 � ãîìîòîïíûå A -
äèôôåîìîðôèçìû, îáëàäàþùèå ñîâåðøåííûìè ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûìè àòòðàêòîðà-
ìè Λ è Λ′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì àòòðàêòîðàì ãåîäåçè÷åñêèå
ëàìèíàöèè L è L′ ñîâïàäàþò.

Ò å î ð å ì à 1.3 Ïóñòü Λ ñîâåðøåííûé ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûé àòòðàêòîð
A -äèôôåîìîðôèçìà f : M2 → M2 áåç ñâÿçîê ñòåïåíè 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîòîï-
íûé òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçì h : M2 → M2 òàêîé, ÷òî h(Λ) = L è äëÿ ëþáîãî
ìíîãîîáðàçèÿ W u

x , x ∈ Λ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñëîé l ëàìèíàöèè L òàêîé, ÷òî
h(W u

x ) = l.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû

2.1. Ñâÿçíîñòü è îäíîìåðíîñòü ñîâåðøåííîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà (ëåììà 2.1) îñíîâàí íà íà ñëåäóþùåì òîïîëîãè-
÷åñêîì ôàêòå. Ïóñòü D2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} � ñòàíäàðòíûé îòêðûòûé äèñê.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1 Ïóñòü M2 � ïðîèçâîëüíàÿ ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ïî-
âåðõíîñòü; φi : D

2 → M2 , i = 1, k � âëîæåíèÿ äèñêà D2 â ïîâåðõíîñòü M2 òàêèå,

÷òî φi(D
2) ∩ φj(D

2) = ∅ äëÿ ëþáûõ i ̸= j. Òîãäà M2 \
k∪
i=1

φi(D
2) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì

êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü D2
r ⊂ D2 � îòêðûòûé äèñê ðàäèóñà r > 0 (ñ÷èòàåì, ÷òî

D2
1 = D2 ), a S1

r � îêðóæíîñòü ðàäèóñà r. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî M2 \
k∪
i=1

φi(D
2
r) ïðè
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0 < r < 1 � ñâÿçíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. φi � ãîìåîìîðôèçìû

íà îáðàç, òî
k∪
i=1

φi(D
2
r) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, çíà÷èò M2 \

k∪
i=1

φi(D
2
r) çàìêíóòî è, ñëåäî-

âàòåëüíî, êîìïàêòíî, êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîêàæåì,

÷òî M2 \
k∪
i=1

φi(D
2
r) � ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü p, q ∈ M2 \

k∪
i=1

φi(D
2
r) � ïðîèç-

âîëüíûå òî÷êè, a l : I → M2 ( I = [0, 1] ) � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé èõ â M2. Ïîêàæåì, ÷òî

òî÷êè x, y ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì, ëåæàùèì â M2\
k∪
i=1

φi(D
2
r). Åñëè l(I) ⊂M2\

k∪
i=1

φi(D
2
r),

òî ïóòü l� èñêîìûé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l(I)∩φi(D2
r) ̸= ∅ äëÿ íåêîòîðîãî i. Â ñèëó òåî-

ðåìû Æîðäàíà, ïðèìåíåííîé ê ìíîæåñòâó φi(D
2) , ïåðåñå÷åíèå φi(S

1
r ) ∩ l(I) íåïóñòî.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî φi(S
1
r ) ∩ l(I) çàìêíóòî, òî ñðåäè òî÷åê l−1(φi(S

1
r ) ∩ l(I)) íàéäóòñÿ

ìèíèìàëüíàÿ xm è ìàêñèìàëüíàÿ xM . Ïðè ýòîì xm ̸= xM â ñèëó îòêðûòîñòè φi(Dr) .
Ïîñòðîèì ïóòü li : I → M2 \ φi(D2

r) , ñîâïàäàþùèé ñ l íà îòðåçêàõ [0, xm] è [xM , 1] à
òàêæå ñ îäíîé èç äóã îêðóæíîñòè φ(S1

r) íà îòðåçêå [xm, xM ]. Ïîâòîðÿÿ, åñëè íóæíî, îïè-
ñàííóþ ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i òàêèõ, ÷òî l(I) ∩ φ(D2

r) ̸= ∅ ,

ïîëó÷èì ïóòü l̃ : I →M2 \
k∪
i=1

φi(D
2
r), ñîåäèíÿþùèé òî÷êè p è q. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæå-

ñòâî M2 \
k∪
i=1

φi(D
2
r) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, à, ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçíûì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rj}j∈N
rj → 1 ïðè j → ∞. Åé ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ êîìïàêòíûõ

ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ Aj ⊃ . . . , ãäå Aj = M2 \
k∪
i=1

φi(D
2
rj
). Ïîëîæèì

A =M2 \
k∪
i=1

φi(D
2).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà A íàéäåòñÿ íîìåð
N ∈ N òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî j > N âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå Aj ⊂ U. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå, òîãäà Aj ∩ (M2 \ U) ̸= ∅ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ j. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {yjl}l∈N òàêóþ, ÷òî yjl ∈ Aj ∩ (M2 \ U) . Ïîñêîëüêó ìíîæå-
ñòâî M2 \ U êîìïàêòíî êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yjl} ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå y ∈ M2 \ U . Ò.ê. êàæäîå ìíîæåñòâî Aj çàìêíóòîå, òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

y ∈ Aj äëÿ ëþáîãî j ∈ N , íî òîãäà â ñèëó A =
∞∩
j=0

Aj èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå y ∈ A, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî A ⊂ U .
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî A ñâÿçíî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,òîãäà íàéäåòñÿ

ïàðà íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ B1 è B2 òàêèõ, ÷òî A = B1 ∪
B2 . Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü M2 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì,
òî íàéäóòñÿ äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè U1 è U2 ìíîæåñòâ B1 è B2 .
Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N ∈ N , ÷òî äëÿ ëþáîãî j > N èìåþò
ìåñòî âêëþ÷åíèÿ Aj ⊂ U1 ∪ U2, ïðè÷åì Aj ∩ U1 ̸= ∅ è Aj ∩ U2 ̸= ∅ â ñèëó òîãî, ÷òî
A ⊂ Aj äëÿ ëþáîãî j ∈ N. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñî ñâÿçíîñòüþ ìíîæåñòâà Aj.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñîãëàñíî [16], ëþáîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ Λ = Λ1∪. . .∪Λq , q > 1 çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ
ïåðèîäè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè òàêèìè, ÷òî f(Λi) = Λi+1 ïðè i = 1, q − 1 , f(Λq) = Λ1 .
Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Λi ìíîæåñòâà W s

x ∩ Λi è W u
x ∩ Λi ïëîòíû â Λi
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Ë å ì ì à 2.1 Ñîâåðøåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ A -äèôôåîìîðôèçìà f : M2 →
M2 çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì îäíîìåðíûì ìíîæåñòâîì è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ ñîâåðøåííîñòè áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ñëå-
äóåò, ÷òî äîïîëíåíèå ê Λ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé, ãîìåîìîðôíûõ äèñêó.
Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1 îíî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîèò èç îäíîé
ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå, òîãäà Λ ëèáî íóëüìåðíî, ëèáî äâóìåðíî. Åñëè Λ íóëüìåðíî, òî â ñèëó
åãî íåòðèâèàëüíîñòè îíî ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó
íóëüìåðíîñòè îíî äîëæíî áûòü âïîëíå íåñâÿçíûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî ñâÿçíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ äâóìåðíî. Òîãäà ìíîæåñòâî Λ ñîâïàäàåò ñ îáúåìëþùèì ìíîãî-
îáðàçèåì M2 (ñì, íàïðèìåð, [14], Òåîðåìà 8.1.1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ñîâåð-
øåííîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 2.2 Ïóñòü Λ � ñîâåðøåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî; C =
r∪
i=1

W u
pi

� äî-

ñòèæèìàÿ èçíóòðè ãðàíèöà äèñêà ∆, ïðèíàäëåæàùåãî äîïîëíåíèþ M2 \ Λ . Òîãäà äëÿ
ëþáîé òî÷êè y ∈ C íàéäåòñÿ ïóòü ψy : I → ∆ ∪ C òàêîé, ÷òî ψy(1) = y è ψy(t) ∈ ∆
äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî W u
pi
⊂ C ñ òîïîëîãèåé, ñîâïàäàþùåé

ñî ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé ïðÿìîé R1. Ïóñòü V ⊂ W u
pi
� ìíîæåñòâî òî÷åê y ∈ W u

pi
, äëÿ

êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïóòü ψy : I → ∆ ∪W u
pi
òàêîé, ÷òî ψy(1) = y è ψy(t) ∈ ∆ äëÿ ëþáîãî

t ∈ [0, 1) . Ïîêàæåì, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó y ∈ V . Â ñèëó [2] (òåîðåìà 2) íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè y òàêàÿ, ÷òî U ∩
Λ ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà íà èíòåðâàë. Èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî åñëè l � êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà U∩Λ , ñîäåðæàùàÿ òî÷êó
y , òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà U \ l , ñîäåðæàùàÿ îáðàç ïîëóèíòåðâàëà ψ([0, 1)) ,
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Λ . Èç ýòîãî ñëåäóåò âêëþ÷åíèå l ⊂ V . Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äîïîëíåíèÿ W u

pi
\ V îòêðûòî, à ñëåäîâàòåëüíî, V çàìêíóòî.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî V ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì îòêðûòûì è çàìêíóòûì ïîäìíîæå-
ñòâîì W u

pi
, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ íèì ñîâïàäàåò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

2.2. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðîîáðàçîâ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé îäíîìåðíîãî ñîâåðøåííîãî àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî. Ïîñòðîåíèå ñîâåðøåííîé ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèè

Ïóñòü Λ � îäíîìåðíûé ñîâåðøåííûé àòòðàêòîð A -äèôôåîìîðôèçìà f : M2 → M2 .
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå è ïðåäëîæåíèÿ 2.2, 2.3 áûëè ââåäåíû è äîêàçàíû â ñåðèè ðàáîò
[7] [4], [10], [11], [12] (ñì. òàêæå [14], Ëåììà 9.1.3., Òåîðåìà 9.1.2., Ëåììà 9.3.2.) â ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ ðàçëè÷íîé îáùíîñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1 Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ CΛ íàçûâàåòñÿ êâàçè-
òðàíñâåðñàëüþ àòòðàêòîðà Λ , åñëè:

1) CΛ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äóã Cu = [z, y]u ⊂ W u
z è Cs = [y, z]s ⊂ W s

z äëÿ íåêîòî-
ðûõ òî÷åê z, y ∈ Λ ;
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2) (y, z)s ∩ Λ ̸= ∅ ;

3) èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ W u
z è W s

z ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå â òî÷êàõ z è y.

Ñóùåñòâîâàíèå êâàçèòðàíñâåðñàëè äëÿ ñîâåðøåííîãî àòòðàêòîðà ñëåäóåò íåïîñðåä-
ñòâåííî èç ïëîòíîñòè íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê â àòòðàêòîðå (ñì. [14], Ëåììà
9.1.1). Êðîìå òîãî, â ñèëó ïðîñòîðíîé ðàñïîëîæåííîñòè ìíîæåñòâà Λ êâàçèòðàíñâåðñàëü
CΛ ÿâëÿåòñÿ íåãîìîòîïíîé íóëþ êðèâîé.

Èç ñâîéñòâ óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ π : M̄2 → M2 ñëåäóåò, ÷òî ïîëíûé ïðîîáðàç
C̄Λ = π−1(CΛ) íà M̄2 ðàçáèâàåòñÿ íà ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êðèâûõ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé
òàêèõ, ÷òî:

1) êàæäàÿ êðèâàÿ c̄ ∈ C̄Λ èìååò â òî÷íîñòè äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ íåïî-
äâèæíûìè òî÷êàìè íåêîòîðîãî ýëåìåíòà γc̄ òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x̄ ∈ c̄ äóãà
(x̄, γc̄(x̄)) íå ñîäåðæèò êîãðóýíòíûõ òî÷åê â ñèëó êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà ãðóïïû Γ ,
îòëè÷íîãî îò òîæäåñòâåííîãî;

2) ëþáûå äâå êðèâûå c̄, c̄′ èç ìíîæåñòâà C̄Λ íå èìåþò îáùèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê íà àá-
ñîëþòå.

Ñóùåñòâîâàíèå êâàçèòðàíñâåðñàëè ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà
ïðîîáðàçîâ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê ñîâåðøåííîãî ïðîñòîðíî ðàñ-
ïîëîæåííîãî àòòðàêòîðà Λ íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè ïîâåðõíîñòè M2 (ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî).

Ñîãëàñíî [7] (Ëåììà 2.2), äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W u

x \ x ïëîòíà â Λ , è ïåðåñå÷åíèå êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
W s
x \ x , íå ñîäåðæàùåé ãðàíè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè èç Λ , c ìíîæåñòâîì Λ òàêæå

ïëîòíî â Λ.
Ïóñòü W δ+

x , ãäå δ ∈ {s, u} � ïëîòíàÿ â Λ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W δ
x \ x.

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ êâàçèòðàíñâåðñàëè ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W δ+
x ∩ CΛ íå ïóñòî è

ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèâûõ
c̄1, c̄2, . . . , c̄i, . . . ⊂ C̄Λ òàêèõ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå c̄i ∩ w̄δ+x̄ íå ïóñòî äëÿ ëþáîãî i ∈ N , ãäå
π(w̄δx̄) = W δ

x è w̄δ+x̄ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà wδx̄ \ x̄ òàêàÿ, ÷òî π(w̄δ+x̄ ) = W δ+
x .

Ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî [6] (Òåîðåìà 1) (ñì. òàêæå [14]
Ëåììû 9.1.3., Òåîðåìà 9.1.2., Ëåììà 9.3.2.).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2 Òîïîëîãè÷åñêèé ïðåäåë êðèâûõ c̄i íà ìíîæåñòâå M̄2∪E
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé èððàöèîíàëüíîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé E .

Äëÿ ñîâåðøåííîãî àòòðàêòîðà Λ îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ̄ = π−1(Λ) ïîëíûé ïðîîáðàç ìíî-
æåñòâà Λ íà M̄2 .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3 Ïóñòü W
s(u)
x � óñòîé÷èâîå (íåóñòîé÷èâîå) ìíîãîîá-

ðàçèå òî÷êè x àòòðàêòîðà Λ ; w̄
s(u)
x̄ ( π(x̄) = x ) � êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè

ïðîîáðàçà W
s(u)
x (ïðè ïðîåêöèè π ), ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x̄ . Òîãäà

1) w̄ux̄ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê u1x̄, u
2
x̄ (u1x̄ ̸=

̸= u2x̄) , ëåæàùèõ íà àáñîëþòå è ÿâëÿþùèõñÿ èððàöèîíàëüíûìè òî÷êàìè;

2) åñëè W s
x íå ñîäåðæèò ãðàíè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè, òî w̄sx̄ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé

êðèâîé, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê s1x̄, s
2
x̄ (s1x̄ ̸= s2x̄) , ëåæàùèõ íà

àáñîëþòå è ÿâëÿþùèõñÿ èððàöèîíàëüíûìè òî÷êàìè;
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3) åñëè W s
x ñîäåðæèò ãðàíè÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó p , òî w̄sx̄ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé

êðèâîé, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè sx̄ , ëåæàùåé íà àá-
ñîëþòå è ÿâëÿþùåéñÿ èððàöèîíàëüíîé òî÷êîé, è îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè p̄ òàêîé,
÷òî π(p̄) = p ;

4) åñëè p ∈ Λ � âíóòðåííÿÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà k è f̄k ïîäíÿòèå îòîáðà-
æåíèÿ fk òàêîå, ÷òî f̄k(p̄) = p̄ , òî ãîìåîìîðôèçì f̄ 2

k èìååò åäèíñòâåííóþ íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó p̄ íà M̄2 è â òî÷íîñòè ÷åòûðå íåïîäâèæíûå òî÷êè u1p̄, u

2
p̄, s

1
p̄, s

2
p̄

íà àáñîëþòå E .

5) åñëè w̄ux̄ è w̄uȳ � êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçîâ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãî-
îáðàçèé, íå ñîäåðæàùèõ ãðàíè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê òàêèõ ÷òî w̄ux̄ ∩ w̄uȳ = ∅ ,
òîãäà òî÷êè u1x̄, u

2
x̄, u

1
ȳ, u

1
ȳ ïîïàðíî ðàçëè÷íû;

6) åñëè w̄up̄ ⊂ Λ̄ � êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ, ñîäåðæàùåãî ãðàíè÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó p , òî ñóùåñòâóþò ãðàíè÷íûå
ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè q, r ∈ Λ , îòëè÷íûå îò p ( q ìîæåò ñîâïàäàòü ñ r ), åäèí-
ñòâåííàÿ êðèâàÿ w̄uq̄ ⊂ Λ̄ òàêàÿ, ÷òî èìååò îäíîé èç ñâîèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê íà
àáñîëþòå òî÷êó u1p̄ , è åäèíñòâåíàÿ êðèâàÿ w̄ur̄ ⊂ Λ̄ òàêàÿ, ÷òî èìååò îäíîé èç
ñâîèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê íà àáñîëþòå òî÷êó u2p̄ (åñëè q = r , òî w̄uq̄ = w̄ur̄ ).

Ë å ì ì à 2.3 Ïóñòü ∆ � îòêðûòûé äèñê, ïðèíàäëåæàùèé äîïîëíåíèþ M2 \Λ ;

C =
rC∪
j=1

W u
pj

� åãî äîñòèæèìàÿ èçíóòðè ãðàíèöà. Òîãäà êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

åãî ïðîîáðàçà π−1(∆∪C) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èäåàëüíûé êðèâîëèíåéíûé ìíîãîóãîëüíèê6

ñ r ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè e1, e2, . . . , er íà àáñîëþòå, ÿâëÿþùèìèñÿ åãî âåðøèíàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Øàã 1. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîîáðàç π−1(∆) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ äèñêîâ ∆̄i , ãîìåîìîðôíûõ ∆ .
Ïóñòü ∆̄ � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà π−1(∆) . Ïîêà-

æåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå π|∆̄ : ∆̄ → ∆ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî,
÷òî π−1(∆) � îòêðûòîå è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, êîìïîíåíòà ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè ∆̄ ïðîîáðàçà π−1(∆) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ïîêàæåì, ÷òî îãðàíè-
÷åíèå π|∆̄ : ∆̄ → ∆ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéäóòñÿ äâå
ðàçëè÷íûå òî÷êè x̄1, x̄2 ∈ ∆̄ òàêèå, ÷òî π(x̄1) = π(x̄2) = x . Ðàññìîòðèì ïóòü ψ̄ : I → ∆̄1 ,
ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x̄1 è x̄2 . Òîãäà π◦ψ̄ : I → D ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé â òî÷êå x , ñîäåðæàùåé-
ñÿ â äèñêå ∆ . Â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè ∆ ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ Ψ: I×I → ∆ , ñòÿãèâàþùàÿ
ïåòëþ π ◦ ψ̄ â òî÷êó x . Íî òîãäà òåîðåìå î íàêðûâàþùåé ãîìîòîïèè, ïóòü ψ̄ òàêæå ìîæ-
íî áûëî áû ñòÿíóòü â òî÷êó ñ ñîõðàíåíèåì íåïîäâèæíûõ êîíöîâ â òî÷êàõ x̄1 è x̄2 , ÷òî
íå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîêàæåì, ÷òî π|∆̄i ÿâëÿåòñÿ ñþðüåêòèâíûì. Ïóñòü x̄ ∈ ∆̄ �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïîëîæèì π(x̄) = x . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ ∆ . Òîãäà
íàéäåòñÿ ïóòü ψy : I → ∆ , ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x è y . Ïóñòü ψ̄y � ïîäíÿòèå äàííîãî
ïóòè ñ íà÷àëîì â òî÷êå x̄ . Î÷åâèäíî, ÷òî ψ̄y(1) ∈ ∆̄ è π(ψy(1)) = y . Òàêèì îáðàçîì,
π|∆̄ : ∆̄ → ∆ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îãðàíè÷åíèåì ëîêàëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà π
íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî ∆̄ , è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Øàã 2. Ïóñòü w̄pi � êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà π−1(W u
pi
) íåóñòîé÷è-

âîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u
pi
⊂ C . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòè ∆̄ ìíîæåñòâà π−1(∆) òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî w̄pi∪∆̄ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.

6 Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî èäåàëüíûì íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê, ñòîðîíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãåî-
äåçè÷åñêèå, à âåðøèíû ïðèíàäëåæàò àáñîëþòó.
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Ðàññìîòðèì ïîäíÿòèå ïóòè ψ : I → ∆∪W u
pi
, ñîåäèíÿþùåãî êàêóþ-ëèáî òî÷êó x ∈ W u

pi

ñ òî÷êîé y ∈ ∆ , ò.å. ψ(0) = x è ψ(1) = y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆̄ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïðî-
îáðàçà π−1(∆) , ñîäåðæàùóþ òî÷êó ψ̄(1) , ãäå ψ̄ : I → M̄2 � ïîäíÿòèå ïóòè ψ ñ íà÷àëüíîé
òî÷êîé x̄ ∈ w̄pi . Òîãäà ìíîæåñòâî w̄pi ∪ ∆̄ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.

Ïîêàæåì, ÷òî ∆̄ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòîé, îáëàäàþùåé óêàçàííûì ñâîé-
ñòâîì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ êîìïîíåíòà ∆̄1 , îòëè÷íàÿ îò ∆̄ è îáëà-
äàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì. Èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïóòü ψ̄ : I → ∆̄ ∪ ∆̄1 ∪ w̄pi
òàêîé, ÷òî ψ̄([0, 1/2)) ⊂ ∆̄ , ψ̄((1/2, 1]) ⊂ ∆̄1 è ψ̄(1/2) ∈ w̄pi . Îäíàêî, ñèëó òîãî, ÷òî π
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì, ó òî÷êè ψ̄(1/2) íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ,
÷òî U ∩ Λ̄ ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà íà èíòåðâàë.
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè êðèâîé w̄pi ëåæàò íà àáñîëþòå, îêðåñò-
íîñòü U ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëîé òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêàëàñü ñ w̄pi ëèøü ïî
îäíîìó èíòåðâàëó. Ïîñêîëüêó êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ òî-
÷åê, êðèâûå ψ̄([0, 1/2)) ⊂ ∆̄ è ψ̄((1/2, 1]) ⊂ ∆̄1 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ îäíîé è
òîé æå êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà U \ w̄pi ; ñëåäîâàòåëüíî, ∆̄ ∩ ∆̄1 ̸= ∅ , à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó øàãà 1.

Øàã 3. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ∆̄ ïðîîáðàçà π−1(∆) è äëÿ
ëþáîé êðèâîé W u

pi
∈ C íàéäåòñÿ ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè w̄pi ïðîîá-

ðàçà π−1(W u
pi
) òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ∆̄ ∪ w̄pi ëèíåéíî ñâÿçíî.

Ðàññìîòðèì ïîäíÿòèå ïóòè ψ : I → ∆ ∪W u
pi
, ñîåäèíÿþùåãî êàêóþ-ëèáî òî÷êó x ∈ ∆

ñ òî÷êîé y ∈ W u
pi
, ò.å. ψ(0) = x è ψ(1) = y , îáîçíà÷èì ÷åðåç w̄pi êîìïîíåíòó ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà π−1(W u
pi
) , ñîäåðæàùóþ òî÷êó ψ̄(1) , ãäå ψ̄ : I → M̄2 � ïîäíÿòèå ïóòè

ψ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x̄ ∈ ∆̄ . Êðèâàÿ w̄pi ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàéäåòñÿ êîìïîíåíòà w̄1

pi
, îòëè÷íàÿ îò w̄pi è îáëàäàþùàÿ

óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Ïóñòü ȳ1 ∈ w̄pi è ȳ2 ∈ w̄1
pi

� òî÷êè òàêèå, ÷òî π(ȳ1) = π(ȳ2) = y ,
è ïóñòü γ ∈ Γ � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî γ(y1) = y2 . Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ìàëóþ ñâÿçíóþ
îêðåñòíîñòü U òî÷êè ȳ1 òàêóþ, ÷òî ìíîæåñòâî U \ w̄pi ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè U1 è U2 òàêèõ, ÷òî U1 ⊂ ∆̄ è U2 ∩ ∆̄ = ∅ . Ïîëîæèì Ũ = γ(U) . Àíàëîãè÷íî

ìíîæåñòâî Ũ \ w̄1
pi
ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè Ũ1 è Ũ2 òàêèõ, ÷òî Ũ1 ⊂ γ(∆̄)

è Ũ2 ∩ γ(∆̄) = ∅ . γ(U ∩ w̄pi) = Ũ ∩ w̄1
pi
, èìååò ìåñòî ðîâíî îäíà èç ñëåäóþùèõ ïàð ðà-

âåíñòâ: ëèáî γ(U1) = Ũ1 , γ(U2) = Ũ2 , ëèáî γ(U1) = Ũ2 , γ(U1) = Ũ2 . Ò.ê. â ñèëó øàãà
1 γ(∆̄) ∩ ∆̄ = ∅ , òî ïåðâàÿ ïàðà ðàâåíñòâ íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì. Åñëè áû ïðè
ýòîì âûïîëíÿëàñü âòîðàÿ ïàðà ðàâåíñòâ, òî ìíîæåñòâà ∆̄∪ w̄1

pi
è γ(∆̄)∪ w̄1

pi
ÿâëÿëèñü áû

ëèíåéíî ñâÿçíûìè,÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû ðåçóëüòàòó øàãà 2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü.

Øàã 4. Óòâåðæäåíèå ëåììû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ øàãîâ 1�3 è
ñâîéñòâ 1 è 6 ïðåäëîæåíèÿ 2.3
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1 Åñëè Λ � ñîâåðøåííûé ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûé àòòðàê-
òîð A -äèôôåîìîðôèçìà f : M2 → M2 ïîâåðõíîñòè M2 ðîäà g > 2 , òî Λ ñîäåðæèò
ñâÿçêó ñòåïåíè íå ìåíüøå 3.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà âñå ñâÿçêè àòòðàêòîðà
Λ èìåþò ñòåïåíü 2. Ïðîîáðàç π−1(∆ ∪ C) êàæäîãî ìíîæåñòâà ∆ ∪ C ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îáúåäèíåíèå êðèâîëèíåéíûõ èäåàëüíûõ äâóóãîëüíèêîâ, íå ñîäåðæàùèõ êîíãðóýíòíûõ
òî÷åê.

Ïóñòü ∆̄ ∪ C̄ � îäèí èç òàêèõ äâóóãîëüíèêîâ. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ∆̄ ∪ C̄ ∪ e1 ∪
e2 ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó äèñêó, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñëîåíèå áåç îñîáåííîñòåé L̄∆̄ â
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äèñêå ∆̄ , äëÿ êîòîðîãî êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà C̄ ÿâëÿþòñÿ ñëîÿìè.
Äîðàññëîèì îñòàâøèåñÿ äèñêè ïðîîáðàçà π−1(∆) ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Γ , ò.å. â
êàæäîì äèñêå ∆̄i ⊂ π−1(∆) ðàññìîòðèì ñëîåíèå γ(L̄∆̄) , ãäå γ ∈ Γ òàêîé ýëåìåíò, ÷òî
γ(∆̄) = ∆̄i . Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè ñ ïðîîáðàçàìè äðóãèõ äèñêîâ, èç ìíîæåñòâà
M2 \ Λ ïîëó÷èëè ñëîåíèå áåç îñîáåííîñòåé íà M̄2 . Ò.ê. êàæäûé èç äèñêîâ ∆̄ ïðîîáðàçà
π−1(∆) íå ñîäåðæèò êîíãðóýíòíûõ òî÷åê, òî äàííîå ñëîåíèå ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïîâåðõíîñòü
M2 , è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëîåíèå áåç îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõíîñòè ðîäà g > 2 , ÷òî
íå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèþ, àíàëîãè÷íóþ ââå-
äåííîé â [9]. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî (E×E)\∆ , ãäå ∆ � äèàãîíàëü ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
E×E , è îïðåäåëèì íà íåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ òàêîå, ÷òî (e1, e2) ∼ (e2, e1) äëÿ
ëþáûõ e1, e2 ∈ E . Ïîëîæèì F = ((E× E) \∆) / ∼ . Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ìíîæåñòâî F ãîìåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ, ïîëó÷åííîìó èç ïëåíêè Ìåáèóñà ïîñëå óäà-
ëåíèÿ åå êðàÿ. Ïóñòü L̄ � ìíîæåñòâî êðèâûõ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà M̄2 , êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò ðîâíî äâå ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå òî÷êè íà àáñîëþòå. Îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå ψ : L̄ → F , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êðèâîé l̄ ∈ L̄ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè e1, e2
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà (e1, e2) ∈ (E× E) \∆ , ïðèíàäëåæàùèé F . Çàìåòèì, ÷òî
ïî ïîñòðîåíèþ ψ(L̄) = ψ(Λ̄).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.4 Ïóñòü Λ � ñîâåðøåííûé àòòðàêòîð; è {x̄i}i∈N � ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â Λ̄ , ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x̄ ∈ Λ̄ . Åñëè {w̄i}i∈N è w̄
� êðèâûå èç Λ̄ òàêèå, ÷òî x̄i ∈ w̄i äëÿ ëþáîãî i ∈ N è x̄ ∈ w̄ , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ψ(w̄i)}i∈N ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ψ(w̄) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì f = ψ(w̄) è fi = ψ(w̄i) . Ïóñòü U � ïðîèç-
âîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè f ; (e1, e2) ∈ E × E � ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè
f . Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü V ⊂ U òî÷êè f òàêóþ, ÷òî V = ((I1 × I2) ∪ (I2 × I1))/ ∼ ,
ãäå I1, I2 ⊂ E � íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå èíòåðâàëû, ñîäåðæàùèå òî÷êè e1 è e2
ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2 äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, 2} íàéäóòñÿ òàêèå êðèâûå c̄j ⊂ C̄Λ , ÷òî
ãðàíè÷íûå òî÷êè c̄j ñîäåðæàòñÿ â îòêðûòîì èíòåðâàëå Ij . Â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâè-
ñèìîñòè íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð
N ∈ N , ÷òî äëÿ âñåõ i > N èìååò ìåñòî w̄i ∩ cj ̸= ∅ . Â ñèëó òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå w̄i ∩ cj
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè, ãðàíè÷íûå òî÷êè êðèâûõ w̄i ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëàì
I1 è I2 ñîîòâåòñòâåííî ïðè i > N . Ñëåäîâàòåëüíî, ψ(w̄i) ∈ V äëÿ âñåõ i > N , ÷òî è
îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fi}i∈N ê òî÷êå f .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîâåð-

øåííûé ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûé àòòðàêòîð

Ïóñòü L� ãåîäåçè÷åñêàÿ ëàìèíàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîâåðøåííîìó ïðîñòîðíî ðàñ-
ïîëîæåííîìó àòòðàêòîðó Λ A -äèôôåîìîðôèçìà f (ñì. ðàçäåë 1.).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.1 Äîêàæåì ïóíêò 1. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî
ìíîæåñòâî ψ(Λ̄) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â F . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó f ìíîæåñòâà ψ(Λ̄) è ñõîäÿùóþñÿ ê íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fi}i∈N , fi ∈ ψ(Λ̄) .
Ïîêàæåì, ÷òî f ∈ ψ(Λ̄) , ò.å. íàéäåòñÿ êðèâàÿ w̄ ⊂ Λ̄ (ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîîáðàçîì íåóñòîé÷è-
âîãî ìíîãîîáðàçèÿ íåêîòîðîé òî÷êè èç ìíîæåñòâà Λ ) òàêàÿ, ÷òî ψ(w̄) = f . Ðàññìîòðèì
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {w̄i}i∈N , w̄i ⊂ Λ òàêóþ, ÷òî ψ(w̄i) = fi . Ïóñòü (e1, e2) � òî÷êà èç
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè f . Çàäàäèì ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà àáñîëþòà E òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî îáëàñòü M̄2 îñòàåòñÿ ñëåâà. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê
âñþäó ïëîòíî íà àáñîëþòå, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû γ1, γ2 ∈ Γ òàêèå ÷òî, òî÷êè γ+1 , e1, γ

+
2 , e2

âñòðå÷àþòñÿ â óêàçàííîì ïîðÿäêå ïðè îáõîäå àáñîëþòà. Ïóñòü U1, U2 ⊂ E � ñâÿçíûå
îêðåñòíîñòè òî÷åê γ+1 è γ+2 ñîîòâåòñòâåííî, íå ñîäåðæàùèå òî÷åê e1, e2 . Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíóþ êðèâóþ w̄u ⊂ Λ̄ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè u1 è u2 íà àáñîëþòå. Â ñèëó ñâîéñòâ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû Γ íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà n1 è n2 òàêèå, ÷òî (γ+1 )

n1(u1), (γ
+
1 )

n1(u2) ∈ U1

è (γ+2 )
n2(u1), (γ

+
2 )

n2(u2) ∈ U2 . Ïîëîæèì w̄a = (γ+1 )
n1(w̄u) è w̄b = (γ+2 )

n2(w̄u) . Òîãäà òî÷êè
a1, a2, e1, b1, b2, e2 âñòðå÷àþòñÿ â óêàçàííîì ïîðÿäêå ïðè îáõîäå àáñîëþòà â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè, ãäå a1, a2 ∈ E è b1, b2 ∈ E , ãðàíè÷íûå òî÷êè êðèâûõ w̄a, w̄b ⊂ Λ̄ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Âûáåðåì ëþáóþ êðèâóþ v̄ èç L̄ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè v1, v2 íà àáñîëþòå òàêóþ,
÷òî:

1) òî÷êè a1, v1, a2, e1, b1, v2, b2, e2 âñòðå÷àþòñÿ â óêàçàííîì ïîðÿäêå ïðè îáõîäå àáñîëþòà
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè;

2) êàæäîå èç ïåðåñå÷åíèé v̄ ∩ w̄a è v̄ ∩ w̄b ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.

Ïîñêîëüêó fi → f ïðè i → ∞ , òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ i êðèâûå w̄i
ïåðåñåêàþòñÿ ñ v̄ . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ N ïåðå-
ñå÷åíèå w̄i ∩ v̄ íå ïóñòî è ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòíîì ôðàãìåíòå êðèâîé v̄ , îãðàíè÷åííîì
òî÷êàìè v̄ ∩ w̄a è v̄ ∩ w̄b . Â êàæäîì èç ìíîæåñòâ w̄i ∩ v̄ âûáåðåì ïî òî÷êå x̄i . Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {x̄i}i∈N èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó x̄ ∈ M̄2 , ò.ê. îíà öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â
êîìïàêòíîì êóñêå êðèâîé v̄ , îãðàíè÷åííîì òî÷êàìè v̄ ∩ w̄a è v̄ ∩ w̄b . Òàê êàê ìíîæåñòâî
Λ̄ çàìêíóòî, òî íàéäåòñÿ êðèâàÿ w̄ ∈ Λ̄ , ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x̄ . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.4
èìååì ðàâåíñòâî ψ(w̄) = f . Òàêèì îáðàçîì, ψ(Λ̄) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî L̄ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì íà M̄2 . Ïóñòü x̄ � ïðîèçâîëü-
íàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà L̄ , {x̄i}i∈N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç L̄ , ñõîäÿùàÿñÿ
ê òî÷êå x̄ , òàêàÿ, ÷òî x̄ ̸= x̄i äëÿ ëþáîãî i ∈ N . Ïóñòü {l̄i}i∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåî-
äåçè÷åñêèõ èç L̄ , ñîäåðæàùèõ òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x̄i}i∈N . Ïîëîæèì fi = ψ(l̄i) .
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fi}i∈N èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó f ∈ F . Ïóñòü U �
ïðîèçâîëüíàÿ êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x̄ ; LU � ìíîæåñòâî âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà
M̄2 , èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ U . Ïîñêîëüêó â ìîäåëè Ïóàíêàðå ãåîäåçè÷åñêèå
ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ àáñîëþòó, òî ìíîæåñòâî ψ(LU) ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì â F . Ò.ê. âñå ãåîäåçè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {l̄i}i∈N , íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé, ñîäåðæàòñÿ â LU , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fi}i∈N èìååò ïðåäåëüíóþ
òî÷êó f , ñîäåðæàùóþñÿ â ψ(LU) . Ìíîæåñòâî ψ(L̄) ñîâïàäàåò ñ ψ(Λ̄) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì,ïîýòîìó f ∈ ψ(L̄) . Òîãäà íàéäåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ l̄ ⊂ L̄ òàêàÿ, ÷òî
ψ(l̄) = f . Â ñèëó ñâîéñòâ ãåîäåçè÷åñêèõ â ìîäåëè Ïóàíêàðå x̄ ∈ l̄ .

Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà L ñëåäóåò òåïåðü èç ðàâåíñòâ π−1(π(L̄)) = L̄ , L = π(L̄) è
çàìêíóòîñòè L̄ .

Äîêàæåì ïóíêò 2. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ÷òî äëÿ ëþáîé êðèâîé w̄ ⊂ Λ̄
ìíîæåñòâî

∪
γ∈Γ

ψ(γ(w̄)) ïëîòíî â ψ(Λ̄) . Äåéñòâèòåëüíî, îòñþäà ñëåäóåò ÷òî äëÿ ëþáîé

ãåîäåçè÷åêîé l̄ ⊂ L̄ ìíîæåñòâî
∪
γ∈Γ

γ(l̄) ïëîòíî â L̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñâîéñòâ íà-

êðûòèÿ π ãåîäåçè÷åñêàÿ l = π(l̄) ⊂ L ïëîòíà â L .
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó f0 ∈ ψ(Λ̄) . Ïî ïîñòðîåíèþ íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ

êðèâàÿ w̄0 ⊂ Λ̄ òàêàÿ, ÷òî ψ(w̄0) = f0 . Ïóñòü w ⊂ Λ � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ èç Λ .
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Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {w̄i}i∈N òàêàÿ, ÷òî π(w̄i) = w , è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {fi}i∈N , ãäå fi = ψ(w̄i) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå f0 . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
x0 ∈ w̄0 . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî π−1(w) ïëîòíî â Λ̄ , òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê {x̄i}i∈N òàêàÿ, ÷òî x̄i ∈ π−1(w) , è x̄i → x̄0 ïðè i → ∞ . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.4 â
êà÷åñòâå w̄i ìîæíî âûáðàòü êðèâóþ èç π−1(w) , ñîäåðæàùóþ òî÷êó x̄i .

Äîêàæåì ïóíêò 3. Ïóñòü ∆ � îòêðûòûé äèñê, ïðèíàäëåæàùèé äîïîëíåíèþ M2 \Λ
ñ äîñòèæèìîé èçíóòðè ãðàíèöåé C =

rC∪
i=1

W u
pi
, ãäå rC > 3 . Â ñèëó ëåììû 2.2 êàæäàÿ

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà π−1(∆∪C) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èäåàëüíûé êðèâîëèíåé-
íûé ìíîãîóãîëüíèê ñ r ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè e1, e2, . . . , er íà àáñîëþòå, ÿâëÿþùèìèñÿ åãî
âåðøèíàìè.

Ïî ïîñòðîåíèþ ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèè L̄ ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê
A , ïðèíàäëåæàùèé M̄2∪E , ãðàíèöà êîòîðîãî ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ òî÷åê e1, e2, . . . , er è
ãåîäåçè÷åñêèõ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè èç ìíîæåñòâà {e1, e2, . . . , er} . Ïîêàæåì, ÷òî îãðàíè-
÷åíèå π|int(A) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà îáðàç. Ò.ê. íàêðûòèå π ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
ãîìåîìîðôèçìîì, à ìíîæåñòâî int(A) îòêðûòî, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷å-
íèå π|int(A) ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéäóòñÿ äâå òî÷êè
x, y ∈ A òàêèå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì γ ∈ Γ áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî γ(x) = y . Çà-
ìåòèì, ÷òî ýëåìåíò γ îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíîé ãåîäåçè÷åñêóþ lγ íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè x è y . Ïîñêîëüêó lγ èìååò ðàöèîíàëüíûå ãðàíè÷íûå
òî÷êè, à òî÷êè e1, e2, . . . , ek � èððàöèîíàëüíûå, òî îíà îáÿçàíà ïåðåñå÷üñÿ ðîâíî ñ äâóìÿ
ñòîðîíàìè ãåîäåçè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà A . Ïóñòü lα � òà èç íèõ, äëÿ êîòîðîé òî÷-
êè z = lα ∩ lγ, x, y ðàñïîëàãàþòñÿ íà ãåîäåçè÷åñêîé lγ â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Ðàññìîòðèì
ãåîäåçè÷åñêóþ γ(lα) . Îíà äåëèò ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî M̄2 íà äâå ÷àñòè òàê, ÷òî ãåî-
äåçè÷åñêàÿ lα è òî÷êà y íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãåîäåçè÷åñêîé γ(lα) . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(lα) ïåðåñåêàåòñÿ ñ îäíîé èç ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà A , ÷òî
íåâîçìîæíî, ò.ê. ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(lα) ïðèíàäëåæèò ëàìèíàöèè L̄ . Òàêèì îáðàçîì, ìíî-
æåñòâî π(int(A)) ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó äèñêó.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x̄ ∈ M̄2 ïðèíàäëåæèò ëèáî âíóòðåííîñòè íåêîòîðîãî ãåîäå-
çè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà A , ëèáî ãåîäåçè÷åñêîé ëàìèíàöèè L̄ . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x̄ ∈ M̄2 \ L̄ , íå ïðèíàäëåæàùàÿ âíóòðåííîñòè íèêàêîãî ãåîäåçè÷å-
ñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà. ×åðåç òî÷êó x̄ ïðîâåäåì ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ l̄+ , ïåðåñåêàþùèéñÿ
ñ L̄ . Ò.ê. ìíîæåñòâî L̄ çàìêíóòîå, òî íà ãåîäåçè÷åñêîì ëó÷å l̄+ íàéäåòñÿ òî÷êà ȳ ∈ L̄
òàêàÿ, ÷òî îòðåçîê ëó÷à l̄+ , îãðàíè÷åííûé òî÷êàìè x̄ è ȳ , íå ñîäåðæèò òî÷åê, ïðèíàäëå-
æàùèõ L̄ . Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ëàìèíàöèè L̄ ãåîäåçè÷åñêàÿ l̄ ⊂ L̄ , ñîäåðæàùàÿ òî÷êó ȳ ,
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé, íî òîãäà ïî òî÷êà x̄ îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü âíóòðåííîñòè íåêîòîðîãî
ãåîäåçè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.2 Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îòîáðàæåíèÿ f è f ′ òàêîâû, ÷òî êàæäûé äèñê èç äîïîëíåíèÿ M2 \Λ è M2 \Λ′ ñîäåðæèò
åäèíñòâåííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ f è f ′ ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþùóþñÿ
èñòî÷íèêîì. Ïóñòü p ∈ Λ � âíóòðåííÿÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà k îòîáðàæåíèÿ
f , à p̄ ∈ Λ̄ � îäèí èç åå ïðîîáðàçîâ. Â ñèëó ïóíêòà 4 ïðåäëîæåíèÿ 2.3 íàéäåòñÿ òàêîå
ïîäíÿòèå f̄k îòîáðàæåíèÿ fk , äëÿ êîòîðîãî òî÷êà p̄ áóäåò ÿâëÿòüñÿ íåïîäâèæíîé. Ðàñ-
ñìîòðèì îòîáðàæåíèå f̄ 2

k . Ò.ê. f è f ′ � ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ, òî íàéäåòñÿ ïîäíÿòèå
f̄ ′
2k îòîáðàæåíèÿ f ′2k , èíäóöèðóþùåå òàêîå æå äåéñòâèå íà àáñîëþòå, ÷òî è îòîáðàæåíèå
f̄ 2
k .
Ðàññìîòðèì äâà ýêçåìïëÿðà ïðîñòðàíñòâà M̄2∪E , ñêëååííûõ ïî òîæäåñòâåííîìó îòîá-

ðàæåíèþ àáñîëþòà E íà ñåáÿ. Äàííîå ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîé
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ñôåðå S2 . Ïàðà îòîáðàæåíèé f̄ 2
k è f̄ ′

2k èíäóöèðóþò îòîáðàæåíèå ñôåðû F : S2 → S2 íà
ñåáÿ òàêîå, ÷òî òî÷êà p̄ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé, à òî÷êè u1p̄, u

2
p̄, s

1
p̄, s

2
p̄�

íåïîäâèæíûìè óçëîâûìè. Òîãäà èç ôîðìóëû Ëåôøåöà î ñóììå èíäåêñîâ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê ñëåäóåò, ÷òî íà êîïèè M̄2 , íå ñîäåðæàùåé òî÷êó p̄ , íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà íåïîäâèæíàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà p̄′ îòîáðàæåíèÿ F . Òî÷êà p̄′ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé
ñåäëîâîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f̄ ′

2k , ïðè÷åì p̄′ ∈ Λ̄′ . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ëàìèíàöèè
L̄′ ñîäåðæèòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ l̄ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè u1p̄ è u2p̄ íà àáñîëþòå. Ïîëîæèì
l = π(l̄) . Ò.ê. l ⊂ L è l ⊂ L′ , òî â ñèëó ïóíêòîâ 1 è 2 òåîðåìû 1.1 L = cl(l) è L′ = cl(l) ,
à ñëåäîâàòåëüíî, L = L′ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òåîðåìà 1.3 äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäàìè, àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàì, ïðèìåíåííûì ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå Òåîðåìû 2.2. èç ðàáîòû [9], ïîýòîìó ìû åãî îïóñêàåì.

Áëàãîäàðíîñòè.Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ (ïðîåêò 17-
11-01041), çà èñêëþ÷åíèåì ðàçäåëà 2.1., ïîñâÿùåííîãî äîêàçàòåëüñòâó ñâÿçíîñòè è îäíî-
ìåðíîñòè ñîâåðøåííûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííîìó â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàì-
ìû ÖÔÈ (ïðîåêò 95) ÍÈÓ ÂØÝ çà 2018 ã.
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Representation of spaciously situated perfect attractors of

di�eomorphisms by geodesic laminations

c⃝ V.Z. Grines 1, E.D. Kurenkov 2

Abstract. The present paper is devoted to the topological classi�cation of one-dimensional basiñ
sets of di�eomorphisms satisfying Smale's axiom A and de�ned on orientable surfaces of negative
Euler characteristic equipped with a metric of constant negative curvature. Using methods of
Lobachevsky geometry, each perfect one-dimensional attractor of A-di�eomorphism is uniquely
associated with a geodesic lamination on the surface. It is established that, in the absence of
special pairs of boundary periodic points in the attractor, there exists a homeomorphism of the
surface homotopic to the identity that maps unstable manifolds of the basic set points into leaves
of the geodesic lamination. Moreover, from the method of constructing geodesic laminations it
follows that if the di�eomorphisms whose non-wandering sets contain perfect spaciously situated
attractors are homotopic, then the geodesic laminations corresponding to these attractors coincide.

Key Words: di�eomorphism, axiom A , perfect basiñ set, attractor, repeller, geodesic lamination
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî

ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ â ñèñòåìàõ ñ çàïàçäûâàíèåì

c⃝ Ó.Ï. Çàðàíèê1, Ñ. Å. Êóïöîâà2, Í.À. Ñòåïåíêî3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ íåñòà-
öèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Â ÷àñòíîñòè, ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ó ðåøåíèé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò íóëåâîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå,
êîòîðîå ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ äëÿ òðàåêòîðèé ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Íà áàçå
âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà (ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà Ðàçóìèõèíà, â êîòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäî-
âàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà,
íî îöåíêó åå ïðîèçâîäíîé âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû ïðîâîäèòü íå íà âñåì ìíîæåñòâå èíòå-
ãðàëüíûõ êðèâûõ, à íà íåêîòîðîì åãî ïîäíîæåñòâå) áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ, à òàêæå
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ â öåëîì.Ñ öåëüþ äåìîíñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíè-
åì, èìåþùèõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ, íà êîòîðûõ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, íåëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ, ôóíêöèÿ Ëÿ-
ïóíîâà, ïîäõîä Ðàçóìèõèíà.

1. Ââåäåíèå

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ
äëÿ îïèñàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ íåîáõîäè-
ìî ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïðîöåññà íå òîëüêî îò òåêóùåãî, íî è îò ïðîøëûõ
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ðàçâèòèå òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, áåðóùåå íà÷àëî â ðàáîòàõ Í. Í. Êðàñîâñêîãî [1], Ð. Áåëëìàíà è
Ê. Ë. Êóêà [2], Äæ. Õåéëà [3] è Â. È. Çóáîâà [4]�[5],äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ àê-
òóàëüíîé òåìîé èññëåäîâàíèé. Â ïðåäëîæåííîé ðàáîòå çàòðàãèâàåòñÿ âîïðîñ ïîÿâëåíèÿ
â ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ïîêîÿ.
Ïîíÿòèå àñèìïòîòòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
áûëî ââåäåíî Â. È. Çóáîâûì [6] â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ èçó÷åíèÿ òàêèõ äâèæåíèé, êîòî-
ðûå èìåþò ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè âðåìåíè, ïðè÷åì ñàìè
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Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò" (198504, Ðîññèÿ, Ïåòåðãîô, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð.,
ä. 35), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0003-0168-3256,
sekuptsova@yandex.ru

3 Ñòåïåíêî Íèêîëàé Àíàòîëüåâè÷, äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ,ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò" (198504, Ðîññèÿ, Ïåòåðãîô, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., ä. 35),
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-9532-8831, nick_st@mail.ru

Ó. Ï. Çàðàíèê, Ñ. Å. Êóïöîâà, Í. À. Ñòåïåíêî. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ . . .



176 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 2

ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè èñõîäíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Èññëåäîâàíèå òàêèõ äâèæåíèé äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ïðîâîäèëîñü â ðàáîòàõ [7]�[10], äëÿ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé � â ðàáîòàõ [11]�[12].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòî ïîíÿòèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïî-
âåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà.
Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äàííûé ìåòîä ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà ïîäõîäà.
Â ïåðâîì, êîòîðûé ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîä Êðàñîâñêîãî, â êà÷åñòâå ôóíêöèèé Ëÿïóíî-
âà äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàëû
Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî. Âî âòîðîì ìåòîäå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èññëåäóþòñÿ ïðè ïîìîùè
êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, íî ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè â ñèëó ñèñòåìû îöåíè-
âàåòñÿ íå íà âñåì ìíîæåñòâå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, à íà íåêîòîðîì åãî ïîäìíîæåñòâå.
Ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîäà Ðàçóìèõèíà [13]�[14]è èìåííî îí ïðèìåíÿëñÿ â äàí-
íîé ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x(t), x(t− h)), (2.1)

ãäå x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
⊤ � íåèçâåñòíûé n -ìåðíûé âåêòîð; h > 0 � çàïàçäûâàíèå;

f(t, x, y) = (f1, . . . , fn)
⊤ � n -ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìû ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî îíà îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå t ≥ 0 , x ∈ Rn , y ∈ Rn è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âñåì àðãóìåíòàì, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ò.å. äëÿ ëþáî-
ãî ÷èñëà H > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî L = L(H) ≥ 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n -ìåðíûõ âåêòîðîâ
x, x̄, y, ȳ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ∥x∥ ≤ H, ∥x̄∥ ≤ H, ∥y∥ ≤ H, ∥ȳ∥ ≤ H è äëÿ
ëþáîãî t ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∥f(t, x, y)− f(t, x̄, ȳ)∥ ≤ L
(
∥x− x̄∥+ ∥y − ȳ)∥

)
.

Ïîä ∥z∥ çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà.
Ïðèäåðæèâàÿñü òåðìèíîëîãèè èç [15], îáîçíà÷èì ÷åðåç PC

(
[a, b],Rn

)
áåñêîíå÷íîìåð-

íîå ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] n -ìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé ñ êî-
íå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, ÷åðåç x(t, t0, φ) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1),
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì: x(t, t0, φ) ≡ φ(t−t0) ïðè t ∈ [t0−h, t0],
φ ∈ PC

(
[−h, 0],Rn

)
. Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî t0 ∈ R1

+ , ãäå R1
+ =

{
t ∈ R1

∣∣ t ≥ 0
}
.

Èçâåñòíî [3], ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû, íàé-
äåòñÿ β > 0 òàêîå, ÷òî x(t, t0, φ) áóäåò ïðîäîëæèìî, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ìíîæåñòâî
[t0 − h, t0 + β], ïðè÷åì x(t, t0, φ) áóäåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [t0, t0 + β].

Ïîä ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû â ìîìåíò t ≥ t0 áóäåì ïîíèìàòü ñåãìåíò ðåøåíèÿ x(t, t0, φ),
ïðèíàäëåæàùèé îòðåçêó [t− h, t], ò.å.

xt(t0, φ) : s→ x(t+ s, t0, φ), s ∈ [−h, 0].

Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xt0(t0, φ) : s→ φ(s), s ∈ [−h, 0].
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Îáîçíà÷èì X = PC
(
[−h, 0],Rn

)
è ïóñòü φ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X. Ââå-

äåì íîðìó φ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥φ∥h = sup
s∈[−h,0]

∥φ(s)∥.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1 Ïîëîæåíèå x = 0 íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîëîæå-
íèåì ïîêîÿ äëÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.1), åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ïðè
∥φ∥h < ε, ðåøåíèå x(t, t0, φ) ñèñòåìû (2.1) áóäåò îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå t ≥ t0 è

∥x(t, t0, φ)∥ → 0 ïðè t→ +∞. (2.2)

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2 Ïîëîæåíèå x = 0 íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîëîæå-
íèåì ïîêîÿ â öåëîì, åñëè âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå t ≥ t0 è
îáëàäàþò ñâîéñòâîì (2.2).

Ïóñòü ïðè êàæäîì t ∈ R1
+ íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë W (t, φ). Ïîä

ôóíêöèîíàëîì áóäåì ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå W : R1
+ ×X → R1.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3 Ôóíêöèîíàë W (t, φ) áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûì íà
ìíîæåñòâå R1

+ ×X åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0, t ∈ R1
+ è φ ∈ X ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ τ ∈ R1
+ è ψ ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ |t− τ |+ ∥φ−

ψ∥h < δ, âûïîëíåíî |W (t, φ)−W (τ, ψ)| < ε.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V (t, x), îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ íà ìíîæåñòâå R1

+ × Rn,
à òàêæå íåïðåðûâíóþ è ïîëîæèòåëüíóþ íà ìíîæåñòâå t ≥ 0 ôóíêöèþ λ(t).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4 Ôóíêöèþ V (t, x) íàçîâåì îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé
íà ìíîæåñòâå ∥x∥ ≥ λ(t), åñëè

1. V (t, x) íåïðåðûâíà ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì íà ìíîæåñòâå t ≥ 0, x ∈ Rn ;

2. V (t, x) ≤ −V1(x) íà ìíîæåñòâå ∥x∥ ≥ λ(t), ãäå V1(x) � íåïðåðûâíàÿ â Rn ôóíê-
öèÿ òàêàÿ, ÷òî V1(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â V (t, x) ðåøåíèÿ x(t, t0, φ) ïîëó÷èì ôóíêöèþ âðåìåíè v(t) =
= V

(
t, x(t, t0, φ)

)
. Ïîä ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V (t, x) âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1) áó-

äåì ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ôóíêöèè v(t) è îáîçíà÷àòü V̇ |(2.1). Â ñëó÷àå

ñóùåñòâîâàíèÿ ó V (t, x) ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, V̇ |(2.1) ìîæåò áûòü íàéäåíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

V̇ |(2.1) =
∂V

∂t
+
(
∇V, f

)
= W (t, xt). (2.3)

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñèñòåì ôóíêöèîíàë W (t, xt) = W̃ (t, x(t), x(t −
h)). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî V (t, x) íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû,
åñëè ôóíêöèîíàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.3) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Ââåäåì åùå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äîêàçà-
òåëüñòâàõ òåîðåì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5 Ïóñòü v(t) � íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæåñòâå t ≥ t0 ôóíê-
öèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà c òî÷êà t1 > t0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì
(A) íà ìíîæåñòâå t ∈ [t1 −∆, t1], åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ∆ > 0 áóäóò âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå ñîîòíîøåíèÿ: {

v(t1) = c,
v(t) < c, t ∈ [t1 −∆, t1).
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3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëî-

æåíèÿ ïîêîÿ â öåëîì

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 3.1 Åñëè äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæå-
ñòâå R1

+ × Rn ôóíêöèÿ V (t, x) è íåïðåðûâíûé íà ìíîæåñòâå R1
+ × X ôóíêöèîíàë

W (t, xt) òàêèå, ÷òî

1. V1(x) ≤ V (t, x) ≤ V2(x) , ãäå ôóíêöèè V1(x) è V2(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû â
Rn è V1(x) → +∞ ïðè ∥x∥ → +∞;

2. V̇ |(2.1) = W (t, xt), ïðè÷åì ôóíêöèîíàë W (t, xt) òàêîâ, ÷òî âäîëü èíòå-
ãðàëüíûõ êðèâûõ ñèñòåìû (2.1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ V

(
ξ, x(ξ, t0, φ)

)
≤

≤ g
(
V
(
t, x(t, t0, φ)

))
äëÿ âñåõ ξ ∈ [t− h, t), äîïóñêàåò îöåíêó

W (t, xt) ≤ W1(t, x),

ãäå ôóíêöèÿ W1(t, x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå ∥x∥ ≥ λ(t) ;

3. g(r) � äëèííåå íåïðåðûâíàÿ, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà ìíîæåñòâå r ≥ 0
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ g(r) > r ïðè r > 0 ;

4. λ(t) ∈ C0(R1
+), λ(t) > 0 è λ(t) → 0 ïðè t→ +∞,

òîãäà x = 0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîëîæåíèåì ïîêîÿ â öåëîì äëÿ òðàåêòîðèé
ñèñòåìû (2.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò t0 ≥ 0, ïðîèçâîëüíóþ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíóþ íà [t0 − h, t0] íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ φ(t) è ðàññìîòðèì ðåøåíèå x(t, t0, φ).
Ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1 Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ôóíêöèîíàë W (t, xt) çàäàí è íåïðå-
ðûâåí íà ìíîæåñòâå R1

+ × X , ñëåäîâàòåëüíî, ó ôóíêöèè v(t) = V (t, x(t, t0, φ)) áóäåò
ñóùåñòâîâàòü ïðîèçâîäíàÿ v̇(t) = w(t) = W (t, xt(t0, φ)) íà âñåì èíòåðâàëå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ t ∈

[
t0, T (t0, φ)

)
çà èñêëþ÷åíèåì,ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê

ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, ðàñïîëîæåííûõ íà ìíîæåñòâå [t0, t0 + h]
∩
[t0, T (t0, φ)

)
.

Äëÿ êàæäîãî t ≥ 0 îïðåäåëèì ôóíêöèþ l(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l(t) = sup
∥x∥<λ(t)

V2(x).

Â ñèëó âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî óñëîâèé òåîðåìû l(t) áóäåò çàäàíà è îãðàíè÷åíà
íà ìíîæåñòâå t ≥ 0, à òàêæå îáëàäàòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

l(t) −→ 0 ïðè t −→ +∞. (3.1)

Òàêæå äëÿ âñåõ t èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x(t, t0, φ) áóäóò ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ

åñëè ∥x(t, t0, φ)∥ < λ(t), òî v(t) ≤ l(t),

åñëè v(t) > l(t), òî ∥x(t, t0, φ)∥ ≥ λ(t). (3.2)

1. Ïîêàæåì ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèÿ x(t, t0, φ) íà èíòåðâàë [t0,+∞). Ïóñòü ýòî íå òàê,
òîãäà íàéäåòñÿ ìîìåíò t∗ ≥ t0 òàêîé, ÷òî ðåøåíèå x(t, t0, φ) îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå
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t ∈ [t0, t∗) è íå îïðåäåëåíî ïðè t = t∗. Òîãäà ëèáî ñóùåñòâóþò íåêîòîðîå ÷èñëî H0 > 0
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τk → t∗ − 0 òàêèå, ÷òî ∥x(τk, t0, φ)∥ ≤ H0 äëÿ ëþáîãî k ≥ 1,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îñíîâíîé íà÷àëüíîé
çàäà÷è [3], ëèáî

∥x(t, t0, φ)∥ −→ +∞ ïðè t −→ t∗ − 0,

÷òî èñõîäÿ èç ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

v(t) −→ +∞ ïðè t −→ t∗ − 0. (3.3)

Â ñèëó òîãî, ÷òî w(t) ìîæåò èìåòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðî-
äà íà îòðåçêå [t0, t0 + h], ñóùåñòâóåò ∆1 > 0 òàêîå, ÷òî îíà áóäåò íåïðåðûâíîé ïðè
t ∈ (t∗ −∆1, t∗) . Èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè l(t) è ñîîòíîøåíèÿ (3.3) ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò âåëè÷èíà ∆2 > 0 òàêàÿ, ÷òî v(t) > l(t) ïðè t ∈ [t∗ − ∆2, t∗) . Ïîëîæèì
∆ = min{∆1,∆2} è îïðåäåëèì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëî

L0 = max
[t0−h,t∗−∆]

v(t).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.3) äëÿ ÷èñëà 2L0 íàéäåòñÿ òî÷êà t1 ∈ (t∗ − ∆, t∗), îáëàäàþùàÿ
íà [t∗ −∆, t1] ñâîéñòâîì (A) ; ñëåäîâàòåëüíî, v̇(t1) ≥ 0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, v(t) < v(t1) <
< g(v(t1)) äëÿ ëþáîãî t ∈ [t1 − h, t1) è â ñèëó (3.1) ∥x(t, t0, φ)∥ ≥ λ(t) ïðè t ∈ [t∗ −∆, t1] ;
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òðåòüåãî óñëîâèÿ òåîðåìû, v̇(t1) < 0 . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
óñòàíàâëèâàåò ïðîäîëæèìîñòü x(t, t0, φ) íà ìíîæåñòâî t ≥ t0.

2. Ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ x(t, t0, φ). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ
òåîðåìû äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè v(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòî íå òàê, òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà M > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî T = T (M) ≥ t0 òàêîå, ÷òî
v(T ) > M . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåëè÷èíû

L = max
[0,+∞)

l(t)

íàéäåòñÿ T0 ≥ t0 + h òàêîé, ÷òî v(T0) > L. Îïðåäåëèì êîíñòàíòó

L0 = max
[t0,T0]

v(t).

Äëÿ ÷èñëà 2L0 íàéäåòñÿ òî÷êà t1 > T0 , îáëàäàþùàÿ íà [t0, t1] ñâîéñòâîì (A); , ñëåäîâà-
òåëüíî, v̇(t1) ≥ 0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, v(t) < v(t1) < g(v(t1)) äëÿ ëþáîãî t ∈ [t1 − h, t1) è
∥x(t1, t0, φ)∥ ≥ λ(t1) , ñëåäîâàòåëüíî; v̇(t1) < 0 . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ãîâîðèò î òîì,
÷òî v(t) ≤ 2L0 äëÿ ëþáîãî t ≥ t0 , ÷òî äîêàçûâàåò îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ x(t, t0, φ) .

3. Ïîêàæåì, ÷òî ∥x(t, t0, φ)∥ → 0 ïðè t→ +∞ . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
v(t) → 0 ïðè t→ +∞ , ò.å. äëÿ ëþáîãî γ > 0 ñóùåñòâóåò T = T (γ) > 0 òàêîé, ÷òî

v(t) ≤ γ ïðè t ≥ T. (3.4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë γ , äëÿ êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå (3.4) âûïîëíåíî.
Ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, ò.ê. ÷èñëî 2L0 èç âòîðîãî ïóíêòà äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû, ïðèíàäëåæèò Γ . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàøåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü, ÷òî inf Γ = 0 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê ïóñòü

inf Γ = γ0 > 0. (3.5)

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè g ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò η0 = η0(γ0) > 0 òàêàÿ, ÷òî

g(r)− r > 2η0 ïðè γ0 − η0 ≤ r ≤ γ0 + η0. (3.6)
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.1) ñóùåñòâóåò ìîìåíò t1 ≥ t0 + h òàêîé, ÷òî l(t) < γ0 − η0 ïðè
t ≥ t1. ×èñëî γ0+η0 ∈ Γ , ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò t2 ≥ t1 òàêîé, ÷òî v(t) ≤ γ0+η0 ïðè
t ≥ t2 . Ïîñêîëüêó γ0 − η0 ̸∈ Γ, äëÿ ëþáîãî t ≥ t2 + h íàéäåòñÿ ìîìåíò t3 > t òàêîé, ÷òî

v(t3) > γ0 − η0. (3.7)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè v(t) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ∆ > 0 òàêîå, ÷òî

γ0 − η0 ≤ v(t) ≤ γ0 + η0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [t3 −∆, t3],

òîãäà èç (3.6) ñëåäóåò, ÷òî γ0 + η0 < g
(
v(t)

)
ïðè t ∈ [t3 −∆, t3] ; ñëåäîâàòåëüíî, íà òîì æå

îòðåçêå áóäåò âûïîëíåíî

v(ξ) ≤ γ0 + η0 < g
(
v(t)

)
ïðè ξ ∈ [t− h, t).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2) ñëåäóåò, ÷òî

∥x(t, t0, φ)∥ ≥ λ(t) ïðè t ∈ [t3 −∆, t3].

Òàêèì îáðàçîì, ïðè t ∈ [t3 − ∆, t3] ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì óñëîâèåì òåîðåìû.
Îáîçíà÷èì

min
x∈[γ0−η0,γ0+η0]

W 1(x) = α > 0,

ãäå W1(x) � äëèííåå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ â Rn ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

W1(t, x) ≤ −W 1(x) íà ìíîæåñòâå ∥x∥ ≥ λ(t).

Òîãäà
v̇ ≤ −α ïðè t ∈ [t3 −∆, t3]. (3.8)

Äëÿ ìîìåíòà t3 âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. ñóùåñòâóåò t∗ ∈ [t3 −∆, t3) òàêîé, ÷òî v(t∗) = γ0 − η0;

2. v(t) > γ0 − η0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [t2 + h, t3].

Â ïåðâîì ñëó÷àå, èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (3.8) â ïðåäåëàõ îò t∗ äî t3, ïðèäåì ê ïðîòè-
âîðå÷èþ ñ (3.7):

γ0 − η0 < v(t3) ≤ v(t∗)− α(t3 − t∗) = γ0 − η0 − α(t3 − t∗) < γ0 − η0.

Ñëåäîâàòåëüíî, v(t) ≤ γ0 − η0 äëÿ âñåõ t ≥ t∗. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîèíòåãðèðóåì íåðà-
âåíñòâî (3.8) â ïðåäåëàõ îò t2 + h äî t :

v(t) ≤ v(t2 + h)− α(t− t2 − h) ≤ γ0 + η0 − α(t− t2 − h).

Ïîíÿòíî, ÷òî îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ìîìåíò t∗ > t2 + h , â êîòîðûé âïåðâûå íàðóøèòñÿ
íåðàâåíñòâî v(t) > γ0−η0 , ò.å. áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî v(t∗) = γ0−η0 . Ñîãëàñíî (3.7),
ñóùåñòâóåò t4 > t∗ òàêîé, ÷òî v(t4) > γ0 − η0 , à òîãäà äëÿ ìîìåíòà t4 áóäåò âîçìîæåí
ëèøü ïåðâûé èç ðàññìîòðåííûõ, äëÿ ìîìåíòà t3 ñëó÷àåâ è, ñëåäîâàòåëüíî, v(t) ≤ t∗ äëÿ
âñåõ t ≥ t∗ .

Òàêèì îáðàçîì, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ÷èñëî γ0− η0 ∈ Γ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî-
æåíèþ (3.5).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ

Ïóñòü H -íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì

Ω =
{
(t, x)

∣∣ t ∈ R1
+, ∥x∥ ≤ H

}
.

Ò å î ð å ì à 4.1 Åñëè äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæå-
ñòâå Ω ôóíêöèÿ V (t, x) è íåïðåðûâíûé íà ìíîæåñòâå R1

+ × X ôóíêöèîíàë W (t, xt)
òàêèå, ÷òî

1. V (t, x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå Ω è äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé
âûñøèé ïðåäåë;

2. V̇ |(2.1) = W (t, xt) , ïðè÷åì ôóíêöèîíàë W (t, xt) òàêîâ, ÷òî âäîëü èíòå-
ãðàëüíûõ êðèâûõ ñèñòåìû (2.1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ V

(
ξ, x(ξ, t0, φ)

)
≤

≤ g
(
V
(
t, x(t, t0, φ)

))
äëÿ âñåõ ξ ∈ [t− h, t) , äîïóñêàåò îöåíêó

W (t, xt) ≤ W1(t, x),

ãäå ôóíêöèÿ W1(t, x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå λ(t) ≤ ∥x∥ ≤ H ;

3. g(r) � íåïðåðûâíàÿ, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà ìíîæåñòâå r ≥ 0 ôóíê-
öèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ g(r) > r ïðè r > 0 ;

4. λ(t) ∈ C0(R1
+) , λ(t) > 0 è λ(t) → 0 ïðè t→ +∞ ;

5. ñóùåñòâóåò ÷èñëî H1 > Λ , H1 < H òàêîå, ÷òî

sup
∥x∥<Λ

V (t, x) < inf
∥x∥=H1

V (t, x), ãäå Λ = max
t≥0

λ(t),

òîãäà x = 0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîëîæåíèåì ïîêîÿ äëÿ òðàåêòîðèé ñèñòå-
ìû (2.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà ìíîæåñòâå R1
+ îïðåäåëèì ÷èñëà

c0 = sup
∥x∥<Λ

V (t, x) è c = inf
∥x∥=H1

V (t, x)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò t0 ≥ 0 , ïðîèçâîëüíóþ êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ íà
[t0 − h, t0] íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ φ(t) , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ ∥φ∥h < Λ è èí-
òåãðàëüíóþ êðèâóþ x(t, t0, φ) . Ïîêàæåì, ÷òî

∥x(t, t0, φ)∥ < H1 äëÿ ëþáîãî t ≥ t0. (4.1)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò ìîìåíò t1 > t0 òàêîé, ÷òî ∥x(t1, t0, φ)∥ = H1,
òîãäà, â ñèëó òîãî, ÷òî v(t0) ≤ c0 , v(t1) > c è c0 < c , íàéäåòñÿ ìîìåíò t∗ ∈ (t0, t1], â
êîòîðûé âïåðâûå íàðóøèòñÿ íåðàâåíñòâî v(t) < c . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî c ÷èñëî
t∗ íà ìíîæåñòâå t ∈ [t0 − h, t∗) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (A) ; ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò
v̇(t∗) , òî v̇(t∗) ≥ 0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, v(t) < v(t∗) < g(v(t∗)) ïðè t ∈ [t∗ − h, t∗) è
∥x(t∗, t0, φ)∥ ≥ λ(t∗) , ò.ê. v(t∗) > l(t∗) , ñëåäîâàòåëüíî, ïî âòîðîìó óñëîâèþ òåîðåìû 2
v̇(t∗) < 0 . Ïîëó÷åííîå äëÿ òî÷êè t∗ ïðîòèâîðå÷èå íàçîâåì ïðîòèâîðå÷èåì (B) .

Åñëè ó v(t) íå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå t∗ , òî èç çàìå÷àíèÿ (3.1) ñëåäóåò, ÷òî
íàéäåòñÿ ÷èñëî ∆ > 0 òàêîå, ÷òî v(t) áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà èíòåðâàëå
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t ∈ (t∗ − ∆, t∗) . Òàêæå íàéäóòñÿ ÷èñëà c̃ , äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê ÷èñëó c , c̃ < c è t̃ ∈
(t∗ − ∆, t∗), äëÿ êîòîðûõ áóäåò âûïîëíåíî ñâîéñòâî (A) , ÷òî ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ
(B) .

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (4.1) óñòàíîâëåíà. Äîêàçàòåëüñòâî ñòðåì-
ëåíèÿ ê íóëþ ðåøåíèÿ x(t, t0, φ) áóäåò ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿòü òðåòèé ïóíêò äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 3.1
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.1 Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðèâåäåííûõ òåîðåì ìîæåò
áûòü ïîëåçíî â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì ñ âîçìóùåíèÿìè

ẋ = F (t, x(t), x(t− h)) +R(t, xt),

åñëè èçâåñòíî ,÷òî ñèñòåìà ẋ = F (t, x(t), x(t− h)) èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå
â öåëîì íóëåâîå ðåøåíèå è âåêòîð âîçìóùåíèé òàêîé, ÷òî

∥R(t, xt)∥ ≤ R(t) → 0 ïðè t→ +∞.

5. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïðèâåäåííûõ òåîðåì

Ï ð è ì å ð 5.1 Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = −2x3(t) + x3(t− h) + e−t. (5.1)

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âîçüìåì V (x) =
1

2
x2 è âû÷èñëèì

V̇ |(5.1) = −2x4(t) + x(t)x3(t− h) + x(t)e−t =W
(
t, x(t), x(t− h)

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ V (x) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ òåîðåìû 3.1 è ôóíêöèîíàë
W íåïðåðûâåí â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.3 Îáîçíà÷èì x = x(t) è y = x(t − h) , âûáåðåì
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî p ∈ (1, 3

√
2) è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M =
{
(x, y)

∣∣ V (y) < pV (x)
}
=
{
(x, y)

∣∣ |y| < p|x|
}
,

ãäå g(r) = pr áûëà âûáðàíà ôóíêöèÿ pr. Íà ìíîæåñòâå M ôóíêöèîíàë W äîïóñêàåò
ñëåäóþùóþ îöåíêó

W (t, x, y) < −4x4 + 2p3|x|4 + 2|x|e−t = −(4− 2p3)x4 + 2|x|e−t =W1(t, x).

Îáîçíà÷èì Q = 3

√
4

4− 2p3
è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ λ(t) = Qe

− t

3 . Òîãäà

W1(t, x) ≤ −(2− p3)x4 íà ìíîæåñòâå |x| ≥ Qe
− t

3 .

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1, è çíà÷èò, ïîëîæåíèå x = 0 ÿâëÿåòñÿ
äëÿ óðàâíåíèÿ (5.1) àñèìïòîòè÷åñêèì ïîëîæåíèåì ïîêîÿ â öåëîì.
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Ï ð è ì å ð 5.2 Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = −8x3(t) + x3(t− h) + x5(t) + e−t. (5.2)

Ïîñòðîèì ôóíêöèè V (t, x), λ(t), g(r), W1(t, x) è ôóíêöèîíàë W (t, x(t), x(t − h)) èç

óñëîâèé òåîðåìû 4.1. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè V (t, x) âîçüìåì V (x) =
1

2
x2 è âû÷èñëèì

V̇ |(5.2) = −8x4(t) + x(t)x3(t− h) + x6(t) + x(t)e−t = W
(
t, x(t), x(t− h)

)
.

Îáîçíà÷èì x = x(t) è y = x(t− h) è ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàë W â ñëåäóþùåì âèäå

W (t, x, y) = −8x4 + xy3 + x6 + xe−t =W (x, y) + x6 + xe−t.

Íà ïëîñêîñòè (x, y) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

N =
{
(x, y)

∣∣ W (x, y) < 0
}
=
{
(x, y)

∣∣ y < 2x, x > 0
}∪{

(x, y) : y > 2x, x < 0
}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî

M =
{
(x, y)

∣∣ V (y) <
3

2
V (x)

}
=
{
(x, y)

∣∣ |y| < 3

2
|x|
}
⊂ N.

ãäå g(r) = 3
2
r áûëà âûáðàíà ôóíêöèÿ 3

2
r . Îöåíèì W (t, x, y) íà ìíîæåñòâå M :

W (t, x, y) < −8x4 +
27

8
|x|4 + x6 + |x|e−t ≤ −4x4 + x6 + |x|e−t =W1(t, x).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ λ(t) = e
− t

3 . Íà ìíîæåñòâå λ(t) ≤ |x| ≤
√
2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

W1(t, x) ≤ −4x4 + 2x4 + x4 = −x4.

Òàêæå çàìåòèâ, ÷òî Λ = 1 è H1 =
√
2 , óáåäèìñÿ â âûïîëíåíèè ïÿòîãî óñëîâèÿ òåîðå-

ìû 4.1:
1/2 = sup

|x|<1

V (x) < inf
|x|=

√
2
V (x) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåøåíèÿ x(t, t0, φ) óðàâíåíèÿ (5.2), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ∥φ∥h < 1
áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞ .
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Su�cient conditions for the existence of an asymptotic

quiescent position in time-delay systems

c⃝ U.P. Zaranik1, S. E. Kuptsova2, N.A. Stepenko3

Abstract. In the present paper we study motions of time-delay systems. In particular, the case is
studied, when the system has zero limit position which may not be an invariant set with respect
to initial di�erential-di�erence equations. The concept of an asymptotic quiescent position for the
trajectories of time-delay systems is introduced. Su�cient conditions for existence of an asymptotic
quiescent position and an asymptotic quiescent position in the large are obtained. The method
of proof is based on the modi�cation of the second Lyapunov method, which was proposed by
Razumikhin. Its idea is to use the classical Lyapunov functions, but to evaluate their derivatives
along the solutions of the system not on the entire set of integral curves of the system, but on
its certain subset. The article considers examples of non-linear time-delay equations that have an
asymptotic quiescent position illustrating the theory being developed.

Key Words: Lyapunov stability, nonlinear time-delay systems, asymptotic stability of quiescent
position, asymptotic quiescent position, Lyapunov function, Razumihin's approach.
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Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà êàê ïðèìåð

íîâîãî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â

òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ

c⃝ À.Î. Êàçàêîâ1 À.Ä. Êîçëîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä êîíñòðóèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ
ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè õàîòè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà
ïîñòðîåí ïðèìåð òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé íåñèììåòðè÷íûì àòòðàêòî-
ðîì Ëîðåíöà. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà îáíàðóæåííûé àòòðàêòîð íå
îáëàäàåò ñèììåòðèåé. Îäíàêî êàê è êëàññè÷åñêèé àòòðàêòîð, îí îòíîñèòñÿ ê êëàññó ¾íà-
ñòîÿùèõ¿ õàîòè÷åñêèõ, à òî÷íåå, ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, òåîðèÿ êîòîðûõ áûëà
ðàçðàáîòàíà Ä.Òóðàåâûì è Ë.Ï.Øèëüíèêîâûì. Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, è ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ
àòòðàêòîðîâ áëèçêèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ãèïåðáîëè÷åñêèõ, ïñåâäîãèïåðáîëè÷å-
ñêèå àòòðàêòîðû äîïóñêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ. Îäíàêî áèôóðêàöèè òàêèõ êàñàíèé
íå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ,
ïðè ïîñòðîåíèè, íàïðèìåð, äèàãðàìì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, â îêðåñòíîñòè ïñåâäî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà íå âîçíèêàåò îêîí óñòîé÷èâîñòè, îòâå÷àþùèõ âîçíèêíîâåíèþ
ðåãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ. Äëÿ ïîèñêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà ìû ïðèìåíÿëè
ìåòîä ¾ñåäëîâîé êàðòû¿. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíî-
âà ïîêàçàíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè îáíàðóæåííîãî àòòðàêòîðà äåéñòâèòåëüíî íå âîçíèêàåò îêîí
óñòîé÷èâîñòè. Êðîìå ýòîãî,óñòàíîâëåíà ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòü óêàçàííîãî àòòðàêòîðà ñ ïî-
ìîùüþ LMP-ìåòîäà, ïðåäñòàâëåííîãî íåäàâíî â ðàáîòå Ãîí÷åíêî, Êàçàêîâà è Òóðàåâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðàííûé àòòðàêòîð, ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòü, ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåê-
òîðèÿ, àòòðàêòîð Ëîðåíöà, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà,íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð,òðåõìåðíàÿ ñè-
ñòåìà.

1. Ââåäåíèå

Âñå ñòðàííûå àòòðàêòîðû ìíîãîìåðíûõ ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óñëîâíî ìîæíî
ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà: êâàçèàòòðàêòîðû è ¾íàñòîÿùèå¿ õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû.
Êîíöåïöèÿ êâàçèàòòðàêòîðà áûëà ðàçðàáîòàíà Â.Ñ. Àôðàéìîâè÷åì è Ë.Ï.Øèëüíèêîâûì
â ðàáîòå [1]. Òàêèå àòòðàêòîðû ëèáî ñàìè ñîäåðæàò óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû
î÷åíü áîëüøèõ ïåðèîäîâ è ñ ìàëûìè îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ, ëèáî òàêèå îðáèòû âîçíèêàþò
ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â ðåçóëüòàòå ãîìîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé, íåèçáåæíî
âîçíèêàþùèõ â ïîäîáíûõ àòòðàêòîðàõ.

1Êàçàêîâ Àëåêñåé Îëåãîâè÷, âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ëàáîðàòîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ
â äèíàìèêå, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà çêîíîìèêè"
(603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12); äîöåíò, êàôåäðà òåîðèè óïðàâ-
ëåíèÿ è äèíàìèêè ñèñòåì (603950, ã. Í.Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, 23); êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ORCID: 0000-0003-0002-6553, kazakovdz@yandex.ru

2Êîçëîâ Àëåêñàíäð Äìèòðèåâè÷, ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ëàáîðàòîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ â äèíàìèêå, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò"Âûñøàÿ øêîëà çêîíîìè-
êè" (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12); àñïèðàíò, êàôåäðà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà (603950, Í.Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, 23);
ORCID: 0000-0003-1830-4769, kozzzlo�@list.ru
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Äëÿ ¾íàñòîÿùèõ¿ àòòðàêòîðîâ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âîç-
ìóùåíèÿõ ñèñòåìû. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ê íèì ìîæíî áûëî ñ óâåðåííîñòüþ îòíåñòè
òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû è àòòðàêòîðû Ëîðåíöà. Äëÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ èíâà-
ðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.
Îäíàêî â ðàáîòå [2] áûë ïðåäëîæåí íîâûé òèï íàñòîÿùèõ àòòðàêòîðîâ � ò.í. äèêèå ïñåâ-
äîãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû� è ñêîíñòðóèðîâàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü äèêîãî ñïè-
ðàëüíîãî àòòðàêòîðà. Òàêèå àòòðàêòîðû, êàê è ãèïåðáîëè÷åñêèå, îñòàþòñÿ õàîòè÷åñêèìè
ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ, õîòÿ ïðè ýòîì â íèõ ìîãóò âîçíèêàòü ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ.
Îäíàêî áèôóðêàöèè ýòèõ êàñàíèé íå ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ îðáèò (âìåñòî ýòîãî çäåñü âîçìîæíû òîëüêî áèôóðêàöèè, ñâÿçàííûå ñ îáðàçîâàíèå
íåãðóáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òèïà ñåäëî�ñåäëî, êîòîðûå çàòåì ðàñïàäàþòñÿ íà äâà
ñåäëà ñîñåäíèõ èíäåêñîâ).

Ïîçæå â ðàáîòå [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû òàêæå ìîãóò
âîçíèêàòü ïðè ìàëûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ ñèñòåì ñ àòòðàêòîðîì Ëîðåíöà. Ñëå-
äóþùèì øàãîì ðàçâèòèÿ òåîðèè ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòèå
â êëàññå òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé Ýíî äèñêðåòíûõ àòòðàêòîðîâ Ëîðåíöà [4]. Ïîñëå ýòèõ
ðàáîò ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî òàêèå àòòðàêòîðû ìîãóò âîçíèêàòü â ñåìåéñòâàõ ìíîãîìåðíûõ
îòîáðàæåíèé è ïîòîêîâ è ÷òî íåîáõîäèìî èçó÷àòü áèôóðêàöèîííûå ìåõàíèçìû âîçíèêíî-
âåíèÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ, à òàêæå ðàçðàáàòûâàòü ìåòîäû ïðîâåðêè èõ ïñåâäîãèïåðáîëè÷-
íîñòè.

Ïåðâûìè ðàáîòàìè â äàííîì íàïðàâëåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòüè [5] � [6], ãäå áûë ïðåä-
ëîæåí ðÿä íîâûõ áèôóðêàöèîííûõ ñöåíàðèåâ, ñîãëàñíî êîòîðûì â òðåõìåðíûõ îòîáðàæå-
íèÿõ ìîãóò âîçíèêàòü ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû ðàçëè÷íûõ òèïîâ (äèñêðåòíûå
àòòðàêòîðû Ëîðåíöà, äèñêðåòíûå âîñüìåðî÷íûå àòòðàêòîðû è ò.ä.). ×òî êàñàåòñÿ ìåòî-
äîâ ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè, çäåñü âàæíî îòìåòèòü ðàáîòó [7], ãäå áûë ïðåäëîæåí
äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, íî ýôôåêòèâíûé LMP-ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ÷èñëåííî ìîæíî
óñòàíîâèòü ÿâëÿåòñÿ ëè èññëåäóåìûé àòòðàêòîð ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ íîâûé ìåòîä êîíñòðóèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ
ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè, â ò. ÷. ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèìè, àòòðàêòîðàìè. Ñ ïîìî-
ùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïîñòðîåí ïðèìåð òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé
ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì àòòðàêòîðîì íîâîãî òèïà � ò.í. íåñèììåòðè÷íûì àòòðàêòîðîì Ëî-
ðåíöà [8]. Äàííûé àòòðàêòîð âî ìíîãîì ïîõîæ íà õîðîøî èçâåñòíûé êëàññè÷åñêèé ïîòî-
êîâûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà, êîòîðûé ñîäåðæèò ñåäëîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (íåóñòîé÷è-
âîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðîé îäíîìåðíî, à ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà) âìåñòå ñ åãî
íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì, îáëàäàåò ñèììåòðèåé x → −x, y → −y, z → z è ÿâëÿåò-
ñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Îòëè÷èòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà
Ëîðåíöà - îòñóòñòâèå ñèììåòðèè ïî êàêîé-ëèáî èç êîîðäèíàò. Äëÿ ïîèñêà íåñèììåòðè÷-
íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà â êëàññå òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ âèäà (2.1) ìû âîñïîëüçîâàëèñü
ìåòîäîì ¾ñåäëîâîé êàðòû¿ [9], à äëÿ ïðîâåðêè åãî ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè ïðèìåíèëè
LMP-ìåòîä [7].

2. Îïðåäåëåíèÿ è ìåòîäû

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, à çàòåì îïèøåì ìåòîäû
ïîèñêà è àëãîðèòìû ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè áûëî äàíî Ä.Òóðàåâûì è Ë.Ï.Øèëüíèêîâûì äëÿ
ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì â ðàáîòå [2], à äëÿ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì � â
ðàáîòå [3]. Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì ýòî îïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì
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âðåìåíåì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1 Àòòðàêòîð n -ìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû F íàçûâà-
åòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1) Â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé ïîãëîùàþùåé îáëàñòè D àòòðàêòîðà ñóùåñòâóåò äâà
ëèíåéíûõ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà DF ïîòîêà, ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Ess ñ dimEss = k è Ecu ñ dimEcu = n − k , ãäå k ≥ 1 , äëÿ êîòîðûõ DF
ýêñïîíåíöèàëüíî ñæèìàåò ëþáîå íàïðàâëåíèå â Ess è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòÿãèâà-
åò îáúåìû â Ecu .

2) Ïîäïðîñòðàíñòâà Ess è Ecu íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò òî÷êè â D .

3) Ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû
îò 1.

4) Óãëû ìåæäó ëþáûì êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê Ess è ëþáûì êàñàòåëüíûì âåêòîðîì
â Ecu ðàâíîìåðíî îòäåëåíû îò íóëÿ.

5) Ëþáîå âîçìîæíîå ñæàòèå â Ecu ðàâíîìåðíî ñëàáåå ëþáîãî ñæàòèÿ â Ess .

Â îòëè÷èå îò ãèïåðáîëè÷íîñòè, â äàííîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ ðàñòÿæåíèå âäîëü êàæ-
äîãî íàïðàâëåíèÿ â Ecu . Òåì íå ìåíåå ñâîéñòâî ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïîä
âîçäåéñòâèåì ìàëûõ âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó åñëè ñèñòåìà îáëàäàåò ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì
àòòðàêòîðîì, òî ýòîò àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèì õàîòè÷åñêèì, ò. ê. ðàñòÿæåíèÿ îáúå-
ìîâ â Ecu ãàðàíòèðóåò ïîëîæèòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íà àòòðàê-
òîðå.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1 Ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû ôîðìàëüíî ïîäõîäÿò ïîä
îïðåäåëåíèå 2.1, ò. ê. ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñòÿæåíèå âäîëü ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ â Ecu

äëÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò ðàñòÿæåíèå îáúåìîâ â ïîäïðîñòðàí-
ñòâå Ecu . Îäíàêî òåîðèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîñà ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé, õîðîøî
ðàçâèòîé òåîðèåé, â ðàìêàõ êîòîðîé ïîëó÷åí öåëûé ðÿä èñ÷åðïûâàþùèõ ðåçóëüòàòîâ
(ñì., íàïðèìåð, [10], [11]), è ïîýòîìó ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàííîì ñëó÷àå ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû â êîíòåêñòå ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ.

Àòòðàêòîð Ëîðåíöà, âïåðâûå îáíàðóæåííûé â ðàáîòå [12] â òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñè-
ñòåìå, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ è õîðîøî èçó÷åííûõ òèïîâ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ. Áîëåå òîãî, àòòðàêòîðû òàêîãî òèïà âõîäÿò â îòäåëüíûé ïîäêëàññ â ðàìêàõ
àòòðàêòîðîâ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ îðáèò â òàêèõ àòòðàêòîðàõ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Îäíàêî òàêèå àòòðàê-
òîðû íå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè, ò. ê. äëÿ íèõ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå 2 íåïðåðûâíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâ Ess è Ecu èç îïðåäåëåíèÿ 2.1 Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òèïè÷íîé òðàåêòîðèè
íà àòòðàêòîðå ðàçëîæåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâà Ess è Ecu òàêîâî, ÷òî dimEss = 2 , à
dimEcu = 2 . Ïðè ýòîì â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ O(0, 0, 0) , ïðèíàäëåæàùåì àòòðàêòîðó
Ëîðåíöà [13], dimEss = 2 , à dimEcu = 1 , ò. ê. äàííîå ñîñòîÿíèå îáëàäàåò äâóìåðíûì
óñòîé÷èâûì è îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àòòðàêòîð Ëîðåíöà áûë îáíàðóæåí â 1963 ã., ïåðâûå àäåêâàò-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ñâîéñòâà àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, áûëè ïîñòðîå-
íû ëèøü â êîíöå 1970-õ ã. Ñðåäè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàáîòà, ïîñâÿùåííûõ äàííîé òåìà-
òèêå, îñîáåííîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò ðàáîòû Àôðàéìîâè÷à-Áûêîâà-Øèëüíèêîâà [13].
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Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïîäõîä Àôðàéìîâè÷à-Áûêîâà-Øèëüíèêîâà, îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî
íåïîñðåäñòâåííîå èçó÷åíèå ñèñòåìû ìîæíî çàìåíèòü èññëåäîâàíèåì ò. í. ãåîìåòðè÷åñêîé
ìîäåëè äâóìåðíîãî ðàçðûâíîãî ñèíãóëÿðíî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ñ îïðåäåëåí-
íûìè ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåìûìè ñâîéñòâàìè ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëåå îïðàâäàííûì è ýôôåê-
òèâíûì. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà èññëåäîâàíèå ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ ñâîéñòâ àòòðàê-
òîðà Ëîðåíöà ñâîäèëîñü ê òåîðåòè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì ñêîíñòðóèðîâàííîãî äâóìåðíîãî
îòîáðàæåíèÿ, à òîò ôàêò, ÷òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â ñèñòåìå Ëîðåíöà óäîâëåòâîðÿ-
åò òðåáîâàíèÿì ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè Àôðàéìîâè÷à-Áûêîâà-Øèëüíèêîâà, äîêàçûâàëñÿ
÷èñëåííî. Âïåðâûå òàêîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïîëó÷åíî â 1999 ã. Â. Òàêåðîì [14] ñ ïîìî-
ùüþ ñëîæíîé òåõíèêè ¾computer assisted proof¿, îñíîâàííîé íà äîñòîâåðíûõ êîìïüþòåð-
íûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Äðóãîé òèï ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ( ò. í. äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû Ëî-
ðåíöà ), áûë ïðåäñêàçàí â ðàáîòå [3], ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå àò-
òðàêòîðû òàêæå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè ìàëûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ ñèñòåì ñ àò-
òðàêòîðîì Ëîðåíöà. Ïðè òàêèõ âîçìóùåíèÿõ õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ òðàåêòîðèé â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ Ïóàíêàðå îòâå÷àþò äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû
Ëîðåíöà. Â îòëè÷èè îò àòòðàêòîðîâ Ëîðåíöà òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ, òàêèå àòòðàêòîðû äî-
ïóñêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ, îäíàêî ýòè êàñàíèÿ íå ïðèâîäÿò ê ðîæäåíèþ óñòîé÷è-
âûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Âïåðâûå ïðåäñêàçàííûå äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû Ëîðåíöà áûëè
îáíàðóæåíû â êëàññå òðåõìåðíûõ îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî â ðàáîòå [15], à ïîçæå�
â íåãîëîíîìíîé ìîäåëè êåëüòñêîãî êàìíÿ [16]. Åùå îäíèì âàæíûì êëàññîì ïñåâäîãèïåð-
áîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ äèêèå ñïèðàëüíûå àòòðàêòîðû Òóðàåâà-Øèëüíèêîâà
[2], âïåðâûå îáíàðóæåííûå ñîâñåì íåäàâíî â êëàññå ÷åòûðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ ñèñòåì [7].
Êàê è äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû Ëîðåíöà, òàêèå àòòðàêòîðû äîïóñêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå
êàñàíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ìîãóò ðîæäàòüñÿ ëèøü ñåäëîâûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì ïðèìåð òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû, îáëàäàþ-
ùåé ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì íåñèììåòðè÷íûì àòòðàêòîðîì Ëîðåíöà. Òàêîé àòòðàêòîð,
êàê è èçâåñòíûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà, ñîäåðæèò ñåäëîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñ äâóìåð-
íûì óñòîé÷èâûì è îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè, à èíâàðèàíòíûå ìíîãîîá-
ðàçèÿ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ëåæàùèõ âíóòðè ýòîãî àòòðàêòîðà, ïåðåñåêà-
þòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Ïðè ýòîì íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà íå îáëàäàåò ëîðåí-
öåâñêîé ñèììåòðèåé x → −x, y → −y, z → z , â ðåçóëüòàòå ÷åãî áèôóðêàöèè ïåòåëü ïàðû
ñåïàðàòðèñ äëÿ íåãî, â îòëè÷èè îò ëîðåíöåâñêîãî ñëó÷àÿ, âîçíèêàþò ¾íåñèììåòðè÷íûì
îáðàçîì¿, ò. å. âîçíèêíîâåíèå îäíîé ïåòëè ñåïàðàòðèñû àâòîìàòè÷åñêè íå âëå÷åò çà ñîáîé
âîçíèêíîâåíèå ïåòëè âòîðîé.

Äàëåå îïèøåì àëãîðèòì ïîèñêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà è íåêîòîðûå åãî
ñâîéñòâà.

2.1. Ìåòîä ñåäëîâîé êàðòû äëÿ ïîèñêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà

Ðàññìîòðèì êëàññ òðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ ñèñòåì âèäà
ẋ = y + g1(x, y, z),

ẏ = z + g2(x, y, z),

ż = Ax+By + Cz + g3(x, y, z),

(2.1)

ãäå A,B è C � ïàðàìåòðû ñèñòåìû; gi, i = 1, 2, 3 � íåëèíåéíûå ÷ëåíû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿì

gi(0, 0, 0) =
∂gi
∂x

(0, 0, 0) =
∂gi
∂y

(0, 0, 0) =
∂gi
∂z

(0, 0, 0) = 0, i = 1, 2, 3. (2.2)
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Äëÿ ïîèñêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà áûë ïðèìåíåí ìåòîä ¾ñåäëîâîé êàð-
òû¿, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé äëÿ ïîèñêà ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â ðàáîòå [9]. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïîä ãîìîêëèíè÷åñêèì ïîíèìàåòñÿ òàêîé ñòðàííûé àòòðàêòîð, êîòîðûé ñîäåð-
æèò ðîâíî îäíî ñåäëîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ âìåñòå ñ åãî íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì.
Ïðè ýòîì òèï òàêîãî àòòðàêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ. Ê ãîìîêëèíè÷åñêèì àòòðàêòîðàì îòíîñÿòñÿ ìíîãèå èçâåñòíûå ñòðàííûå àòòðàê-
òîðû, íàïðèìåð, àòòðàêòîð Ëîðåíöà [12]; ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð, âîçíèêàþùèé íà îñíîâå
ïåòëè ñåïàðàòðèñû ê ñåäëî-ôîêóñíîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì
ìíîãîîáðàçèåì (êàê â öåïè ×óà [17]), àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà [18], âîçíèêàþùèé íà îñíî-
âå ïåòëè ê ñåäëî-ôîêóñó ñ îäíîìåðíûì óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì, è íåêîòîðûå äðóãèå
èçâåñòíûå àòòðàêòîðû. Èäåÿ êëàññèôèêàöèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ïî ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëàì ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âîñõîäèò ê ðàáîòå [19], à â ðàáîòå [9] ýòà èäåÿ áûëà
ðàçâèòà äëÿ êëàññèôèêàöèè è ïîèñêà ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â êëàññå îáîáùåííûõ
òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé Ýíî [9].

Ìû ìîäèôèöèðîâàëè ýòîò ìåòîä äëÿ ïîèñêà ãîìîêëèíè÷åñêèõ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ
â òðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ ñèñòåìàõ âèäà (2.1). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A,B,C è äëÿ ëþáûõ gi , çàäàííûõ ñîãëàñíî
(2.2) è îïðåäåëÿþùèõ êîíêðåòíûé âèä íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, îáëàäàåò ñîñòîÿíèåì ðàâíîâå-
ñèÿ O(0, 0, 0) , õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êîòîðîãî èìååò âèä

χ(λ) ≡ λ3 − Cλ2 −Bλ− A = 0 (2.3)

è çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ A,B è C . Òàêèì îáðàçîì, òèï ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû (2.1) è íå çàâèñèò îò íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Ñóòü
ìåòîäà ñåäëîâîé êàðòû äëÿ ñèñòåì âèäà (2.1) ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà ( íàïðèìåð, C ,) íà ïëîñêîñòè îñòàâøèõñÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ
(A,B) âûäåëÿþòñÿ îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì íàáîðàì êîðíåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.3), êîòîðûå îïðåäåëÿþò âèä âîçìîæíîãî ãîìîêëèíè÷åñêîãî àòòðàê-
òîðà, ñîäåðæàùåãî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O(0, 0, 0) .

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Êàðòà ñåäåë ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà C = −1.4

Íà Ðèñ. 2.1 èçîáðàæåíà ñåäëîâàÿ êàðòà äëÿ ñèñòåìû (2.1) ïðè C = −1.4 . Â îáëàñòè
I ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, çäåñü íå ìîæåò âîçíèêíóòü ãîìî-
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êëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé òî÷êó O . Â îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ O(0, 0, 0) ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1, λ2, λ3 åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
à ÷åðåç ν � åãî ñåäëîâóþ âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ êàê ñóììó äâóõ áëèæàéøèõ ê ìíèìîé
îñè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îäíî èç êîòîðûõ ëåæèò ñëåâà îò ìíèìîé îñè, à äðóãîå � ñïðà-
âà, è îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ
ñëåäóþùèõ òèïîâ.

1. Ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð. Îáëàñòü V. Â äàííîì ñëó÷àå λ1 > 0, λ2,3 = γ ± iω , γ <
< 0, ω ̸= 0 , ν = λ1 + γ > 0 .
Óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà: ∆ < 0, CB + A > 0, A > 0, 2C3 −
BC + A > 0, C < 0 . Çäåñü è äàëåå ∆ = −4AC3 + B2C2 − 18ABC + 4B3 − 27A2 -
äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

2. Àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà. Îáëàñòü II. Çäåñü λ1 < 0, λ2,3 = γ ± iω , γ > 0, ω ̸= 0 ,
ν = λ1 + γ < 0 .
Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà: ∆ < 0, CB + A < 0, A < 0, 2C3 −
BC + A < 0, C < 0 .

3. Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð òèïà Ëîðåíöà. Îáëàñòü IV. λ1 > 0, λ3 < λ2 < 0 .
Ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ν = λ1 + λ2 äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Êëàññè÷åñêèé àò-
òðàêòîð Ëîðåíöà [12] ìîæåò âîçíèêàòü òîëüêî â ñèñòåìàõ, îáëàäàþùèõ ñèììåòðèåé
x → −x, y → −y, z → z . Îäíàêî ñèñòåìà âèäà (2.1) íå ìîæåò îáëàäàòü òàêîé ñèì-
ìåòðèåé, ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî íåñèììåò-
ðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà [8].
Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äàííîãî àòòðàêòîðà: ∆ > 0, CB + A > 0, A > 0, C < 0 .

4. Ñåäëîâîé àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà. Îáëàñòü III: λ1 < 0, λ3 > λ2 > 0 , ν = λ1 +
λ2 < 0 . Ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè II â îáëàñòü III ìîæåò, â ïðèíöèïå, íàáëþäàòüñÿ
òàêîå ÿâëåíèå: ñåäëî-ôîêóñ ñòàíîâèòñÿ ñåäëîì (ïåðåõîä ÷åðåç áåëÿêîâñêóþ òî÷êó), à
ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàòêîð ïðîäîëæàåò ñóùåñòâîâàòü, íî óæå íå èìååò ñïèðàëüíîé
ñòðóêòóðû. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, òàêîå ÿâëåíèå ðàíåå èçó÷åíî íå áûëî.
Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî àòòðàêòîðà: ∆ > 0, CB + A < 0, A < 0, C < 0 .

5. Â îáëàñòè VI áèôóðêàöèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ ïåòåëü ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ïðî-
ñòûõ àòòðàêòîðîâ � óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè ïà-
ðàìåòðîâ èç ýòèõ öèêëîâ ìîãóò âîçíèêíóòü ñòðàííûå àòòðàêòîðû, êîòîðûå, â ñâîþ
î÷åðåäü, ìîãóò ñòàòü ãîìîêëèíè÷åñêèìè (ñì., íàïðèìåð, [20]).

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ãîìî-
êëèíè÷åñêîãî àòòðàêòîðà òîãî èëè èíîãî âèäà. Èèññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ ñèñòåì èç êëàñ-
ñà (2.1)ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î áîëüøîì âëèÿíèè íà äèíàìèêó âèäà ôóíêöèé gi(x, y, z) ,
çàäàþùèõ êîíêðåòíûé âèä íåëèíåéíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ êîìïëåêñíîãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòå-
ìû ïîñòðîåííóþ êàðòó ñåäåë íóæíî ñîâìåùàòü, íàïðèìåð, ñ êàðòîé ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ
Ëÿïóíîâà (ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óäîáíî îïðåäåëÿòü îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå
õàîòè÷åñêèì ðåæèìàì) è ñ êàðòîé ðàññòîÿíèÿ îò àòòðàêòîðà äî ñåäëîâîé òî÷êè (ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîé óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ñåäëîâîé òî÷êè àòòðàêòîðó). Â òåõ îá-
ëàñòÿõ ïàðàìåòðîâ, ãäå õàîòè÷åñêèé ðåæèì ñ êàðòû ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà
íàêëàäûâàåòñÿ íà îäíó èç îïèñàííûõ âûøå îáëàñòåé êàðòû ñåäåë è ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå îò
àòòðàêòîðà äî ñåäëîâîé òî÷êè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ñ÷åòà, âîçíèêàåò
ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð.
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Ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ àòòðàêòîðîâ òîëüêî íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà ìîæåò
áûòü ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåä-
ëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íåèçáåæíî âîçíèêàþùèå â ñòðàííûõ àòòðàêòîðàõ ëþ-
áîãî äðóãîãî òèïà [9], îáÿçàòåëüíî ïðèâîäÿò ê ðîæäåíèþ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò
âíóòðè òàêèõ àòòðàêòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé äðóãîé ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð îáÿ-
çàòåëüíî áóäåò êâàçèàòòðàêòîðîì. Ïðè ýòîì ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð, íàõîäÿùèéñÿ â
îáëàñòè IV, òàêæå ìîæåò íå áûòü ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Äëÿ ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáî-
ëè÷íîñòè àòòðàêòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ýòîé îáëàñòè, ìû ïðèìåíÿëè ðàçðàáîòàííûé â
ðàáîòå [7] LMP-ìåòîä. Äàëåå êðàòêî èçëîæèì ñóòü ýòîãî ìåòîäà.

2.2. LMP-ìåòîä äëÿ ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè

Äëÿ ëþáîãî ñòðàííîãî àòòðàêòîðà òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà íàáîð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà Λ1 > Λ2 = 0 > Λ3 :

Λ1 > 0, Λ1 + Λ2 > 0, Λ1 + Λ2 + Λ3 < 0, (2.4)

ãäå ïåðâîå è òðåòüå óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì, à âòîðîå
ãîâîðèò î ðàñòÿæåíèè ôàçîâîãî îáúåìà íà àòòðàêòîðå. Òàêèì îáðàçîì, â òðåõìåðíûõ ïî-
òîêîâûõ ñèñòåìàõ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû ìîãóò áûòü èñêëþ÷èòåëüíî òàêè-
ìè òàêèìè, äëÿ êîòîðûõ ñèëüíî ñæèìàþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî Ess ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì
( dimEss = 1 ), à ïîäïðîñòðàíñòâî ðàñòÿæåíèÿ îáúåìîâ Ecu � äâóìåðíûì ( dimEcu = 2 ).
Äðóãèìè ñëîâàìè óñëîâèå (2.4) ìîæíî ñ÷èòàòü íåîáõîäèìûì äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïñåâäî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â òðåõìåðíîé ñèñòåìå.

Ñóòü LMP-ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå îäíîãî èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåïðåðûâ-
íîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà Ess îò òî÷êè íà àòòðàêòîðå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ñèëüíîãî ñæàòèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ( dimEss = 1 ). Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ýòîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû óãîë dφ ìåæäó ëþáûìè ïàðàìè âåêòîðîâ â Ess áûë
ìàëûì äëÿ ëþáûõ áëèçêèõ òî÷åê x è y , ëåæàùèõ íà àòòðàêòîðå (òåîðåòè÷åñêè dφ → 0
ïðè x → y ). Ôàêòè÷åñêè LMP-ìåòîä ïîçâîëÿåò îöåíèòü ýòè óãëû äëÿ áîëüøîãî íàáîðà
òî÷åê íà àòòðàêòîðå è òåì ñàìûì ïðîâåðèòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ Ess îò òî÷åê
íà ýòîì àòòðàêòîðå.

Ðàáîòà â ðàìêàõ LMP-ìåòîäà ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà ýòàïà. Ïåðâûé� ñòàíäàðòíûé: ïðîèç-
âîäèòñÿ ðàñ÷åò íàáîðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà Λ1,Λ2,Λ3 (ïðè ýòîì, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò
óñëîâèå (2.4) íå âûïîëíÿåòñÿ, ìû ìîæåì îñòàíîâèòü àëãîðèòì). Â ïðîöåññå ðàñ÷åòà íàáî-
ðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ìû ñîõðàíÿåì íàáîð òî÷åê {xn} , ãäå xn+1 = f(xn), n = 1, . . . , k
âäîëü òðàåêòîðèè àòòðàêòîðà. Âòîðîé ýòàï ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñè-
ñòåìû â îáðàòíîì âðåìåíè: âäîëü òðàåêòîðèè {xn} , ïîëó÷åííîé íà ïåðâîì ýòàïå, â îáðàò-
íîì íàïðàâëåíèè. Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íàáîðà òî÷åê {xn} ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì ðàáîòû àëãîðèòìà, ò. ê. î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìû âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó íà àòòðàê-
òîðå, òî åå îáðàòíûå èòåðàöèè ðàíî èëè ïîçäíî óáåãóò ñ íåãî, è ìû ìîæåì ïîòåðÿòü ëþáóþ
èíôîðìàöèþ îá àòòðàêòîðå.

Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äëÿ îáðàòíûõ èòåðàöèé èñõîäíîé
ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà Λ3 , âçÿòûì ñî çíàêîì ìèíóñ.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà Λ3 îòâå÷àåò çà ñèëüíîå ñæàòèå íà
àòòðàêòîðå. Íà âòîðîì ýòàïå ðàáîòû àëãîðèòìà, êðîìå ðàñ÷åòà Λ3 , íåîáõîäèìî íàéòè è
çàïîìèíèòü íàïðàâëåíèå âåêòîðîâ Ess(xn) , îòâå÷àþùèõ ýòîìó ñæàòèþ.

Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà êîíñòðóèðóåòñÿ LMP-ãðàôèê íà êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè (dx, dφ) , ãäå dx îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè xi è xj â
íàáîðå {xn} , à dφ � óãîë ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòèì òî÷êàì âåêòîðàìè Ess(xi) è
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Ess(xj) . Åñëè èññëåäóåìûé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì, òî ïîëå Ess(xn)
íåïðåðûâíî, à îãèáàþùàÿ òî÷åê íà LMP-ãðàôèêå êàñàåòñÿ âåðòèêàëüíîé îñè dφ òîëü-
êî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñòðîåííûé LMP-ãðàôèê îáëàäàåò äàííûì
ñâîéñòâîì, òî ñèëüíî ñæèìàþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî Ess íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè,
à èññëåäóåìûé àòòðàêòîð ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îãèáàþùàÿ íàáîðà òî÷åê íà ïîñòðîåííîé LMP-äèàãðàììå ïåðåñåêà-
åò îñü dφ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ èëè æå ìåæäó ýòîé îãèáàþùåé è îñüþ dφ íåò âèäèìîãî
ïðîìåæóòêà, èññëåäóåìûé àòòðàêòîð îïðåäåëåííî ÿâëÿåòñÿ êâàçèàòòðàêòîðîì.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2 LMP-ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü òîëüêî íåïðåðûâíîñòü
ïîäïðîñòðàíñòâà Ess , è ñ öåëüþ áîëåå ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî
äîëæíî áûòü óñòàíîâëåíî äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ðàñòÿæåíèÿ îáúåìîâ Ecu . Îäíàêî ýòà
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, è â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìû åå íå ðåøàåì.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó óêàçàííîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå íåñèì-
ìåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà äëÿ ñèñòåìû âèäà (2.1).

3. Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà

Âûáðàâ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ôóíêöèè g1, g2 è g3 , ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
âèäà (2.1)

ẋ = y + (0.2xy + 0.3xz + 0.5y2 + 1.2yz + 0.7z2)

ẏ = z + (−0.1x2 − 0.6xy − 0.7xz + 0.3y2 + 0.6yz + 0.4z2)

ż = Ax+By + Cz + (0.1x2 + 0.5xy + 0.6xz − 0.3y2 − 0.7yz − 0.4z2)

(3.5)

Íà Ðèñ. 3.1a äëÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èçîáðàæåíà äèàãðàììà ìàêñèìàëüíîãî
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,B) ïðè C = −1.4 .

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà è äèàãðàììà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (êðàñíàÿ îáëàñòü

ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó ñòàðøåìó ïîêàçàòåëþ Ëÿïóíîâà)
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Äëÿ óäîáñòâà íà äèàãðàììó íàëîæåíû áèôóðêàöèîííûå êðèâûå l1 è l2 , îãðàíè-
÷èâàþùèå îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà. Òàêèì îáðà-
çîì, îáëàñòü, îòâå÷àþùàÿ ïîëîæèòåëüíîìó ìàêñèìàëüíîìó ïîêàçàòåëþ Ëÿïóíîâà, íà-
êëàäûâàåòñÿ íà îáëàñòü âîçìîæíîãî âîçíèêíîâåíèÿ íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëî-
ðåíöà. Íà Ðèñ. 3.1b ïðèâåäåí ôàçîâûé ïîðòðåò àòòðàêòîðà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
A = 0.42, B = 0.58 .

Èçîáðàæåííûé àòòðàêòîð äåéñòâèòåëüíî ïîõîæ íà àòòðàêòîð Ëîðåíöà. Êðîìå òîãî,
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O(0, 0, 0) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
λ1 = 0.57, λ3 = −0.32, λ3 = −1.64 , à ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ðàâíà λ1 + λ2 = 0.25 > 0 , ÷òî
òàêæå ñîîòâåòñòâóåò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì âîçíèêíîâåíèÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà. Áîëåå
òîãî, ðàñ÷åò çàâèñèìîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò òðàåêòîðèè íà àòòðàêòîðå äî ñåä-
ëîâîé òî÷êè O(0, 0, 0) ïîêàçûâàåò, ÷òî îáíàðóæåííûé àòòðàêòîð äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ãîìîêëèíè÷åñêèì.

Äëÿ ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè îáíàðóæåííîãî àòòðàêòîðà ìû âîñïîëüçîâà-
ëèñü LMP-ìåòîäîì. Ðåçóëüòàò ðàáîòû ýòîãî ìåòîäà äëÿ àòòðàêòîðà, èçîáðàæåííîãî íà
Ðèñ. 3.1b, ïðèâåäåí íà Ðèñ. 3.2. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî îãèáàþùàÿ òî÷åê LMP-äèàãðàììû
êàñàåòñÿ îñè dφ òîëüêî â íà÷àëå êîîðäèíàò, à çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìûé àòòðàêòîð âåðîÿò-
íî ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Áîëåå òîãî, ïî óâåëè÷åííîìó ôðàãìåíòó äèàãðàììû
ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, èçîáðàæåííîìó íà Ðèñ. 3.1c, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
â îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîãî àòòðàêòîðà íå âîçíèêàåò îêîí óñòîé÷èâîñòè, ÷òî ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè àòòðàêòîðàòîì ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ðåçóëüòàò ðàáîòû ìåòîäà LMP-ìåòîäà äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 17-11-01041. ×èñëåí-
íûå ýêñïåðèìåíòû ïî ïðîâåðêå ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè, ïðåäñòàâëåííûå â ðàçäåëå 3, âû-
ïîëíåíû â ðàìêàõ ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2018 ã.
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The asymmetric Lorenz attractor as an example of a new

pseudohyperbolic attractor of three-dimensional systems

c⃝ A.O. Kazakov1 A.D. Kozlov2

Abstract. In the paper a new method of constructing of three-dimensional �ow systems with
di�erent chaotic attractors is presented. Using this method, an example of three-dimensional system
possessing an asymmetric Lorenz attractor is obtained. Unlike the classical Lorenz attractor, the
observed attractor does not have symmetry. However, the discovered asymmetric attractor, as well
as classical one, belongs to a class of ¾true¿ chaotic, or, more precise, pseudohyperbolic attractors;
the theory of such attractors was developed by D. Turaev and L.P. Shilnikov. Any trajectory
of a pseudohyperbolic attractor has a positive Lyapunov exponent and this property holds for
attractors of close systems. In this case, in contrast to hyperbolic attractors, pseudohyperbolic
ones admit homoclinic tangencies, but bifurcations of such tangencies do not lead to generation
of stable periodic orbits. In order to �nd the non-symmetric Lorenz attractor we applied the
method of ¾saddle chart¿. Using diagrams of maximal Lyapunov exponent, we show that there
are no stability windows in the neighborhood of the observed attractor. In addition, we verify
the pseudohyperbolicity for the non-symmetric Lorenz attractor using the LMP-method developed
quite recently by Gonchenko, Kazakov and Turaev.

Key Words: strange attractor, pseudohyperbolicity, homoclinic orbit, Lorenz attractor, Lyapunov
exponents
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Î ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ 3-ðàñêðàñêè ïëàíàðíûõ

ãðàôîâ ñ êîðîòêèìè ãðàíÿìè

c⃝ Ä.Â. Ñèðîòêèí1

Àííîòàöèÿ. Çàäà÷à î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ðàçáèòü íà òðè ïîäìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñìåæ-
íûõ âåðøèí. Èçâåñòíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ è ÷òî
îíà ñòàíîâèòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé äëÿ ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèé � ïëàíàðíûõ ãðàôîâ,
ó êîòîðûõ âñå ãðàíè (âêëþ÷àÿ è âíåøíþþ) ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì
4, íî ñòàíîâèòñÿ ðàçðåøèìîé çà ëèíåéíîå âðåìÿ â êëàññå ãðàôîâ ñ ìàêñèìèëüíîé ñòåïåíüþ
âåðøèí íå áîëåå ÷åì 3. Ïîýòîìó èíòåðåñåí âîïðîñ î ïîèñêå ïîðîãà íà çíà÷åíèÿ äëèí ãðà-
íåé è ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè âåðøèí ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûé äëÿ
çàäà÷è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ìåíÿåòñÿ íà NP-ïîëíîòó. Â
äàííîé ðàáîòå äàåòñÿ îòâåò íà ýòîò âîïðîñ è äîêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷è î âåðøèííîé
3-ðàñêðàñêå â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ãðàíÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òðåóãîëüíèêè è
÷åòûðåõóãîëüíèêè, ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 5.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü, çàäà÷à î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå, ïëàíàðíûé
ãðàô

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îáûêíîâåííûå ãðàôû (âñþäó äàëåå íàçûâàå-
ìûå ïðîñòî ãðàôàìè), ò.å. íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Âåðøèí-
íîé ðàñêðàñêîé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå c : V (G) −→ N òàêîå, ÷òî
c(v1) ̸= c(v2) äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ âåðøèí v1, v2 ∈ V (G) . Âåðøèííàÿ ðàñêðàñêà c ãðàôà G
íàçûâàåòñÿ k -ðàñêðàñêîé, åñëè c : V (G) −→ 1, k . Åñëè ãðàô G èìååò k -ðàñêðàñêó, òî îí
íàçûâàåòñÿ k -ðàñêðàøèâàåìûì. Çàäà÷à î âåðøèííîé k -ðàñêðàñêå (êðàòêî, çàäà÷à k -ÂÐ)
äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí k -ðàñêðàøèâàåìûì
èëè íåò.

Çàäà÷à 3-ÂÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí
íå áîëåå ÷åì 4 [1]. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Áðóêñà [2] îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ äëÿ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 3. Çàäà÷à 3-ÂÐ ðàçðåøèìà çà
ëèíåéíîå âðåìÿ â êëàññå ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèé, ò.å. ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ âñå
ãðàíè (âêëþ÷àÿ è âíåøíþþ) ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè [3]. Áûëî áû èíòåðåñíûì íàéòè
ïîðîã íà çíà÷åíèÿ äëèí ãðàíåé ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ïðè êîòîðîì ñëîæíîñòü çàäà÷è 3-
ÂÐ ìåíÿåòñÿ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè íà NP-ïîëíîòó è ïðè ýòîì èìåòü ãðàôû
ñ íåáîëüøîé ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ â íàñòîÿùåé
ðàáîòå. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à 3-ÂÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå
ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 5, ÷üèìè ãðàíÿìè ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî òðåóãîëüíèêè è ÷åòûðåõóãîëüíèêè.

1 Ñèðîòêèí Äìèòðèé Âàëåðüåâè÷, ëàáîðàíò, êàôåäðà àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-
êè ÔÃÀÎÓ ÂÎ "ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä.
23), áåç ó÷åíîé ñòåïåíè, ORCID: http://orcid.org/ 0000-0002-2682-9867, dmitriy.v.sirotkin@gmail.com

Ä.Â. Ñèðîòêèí. Î ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ 3-ðàñêðàñêè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñ . . .



200 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 2

2. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ

×åðåç N(x) îáîçíà÷àåòñÿ îêðåñòíîñòü âåðøèíû x . Äëÿ ïîäìíîæåñòâà V ′ ⊆ V (G)
÷åðåç G \V ′ îáîçíà÷àåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâà V ′ èç ãðàôà
G .

×åðåç diamond îáîçíà÷àåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà èç ïîëíîãî ãðà-
ôà c 4 âåðøèíàìè. ×åðåç Hd

1 , ãäå d ≥ 3 , îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô, ïîëó÷åííûé çàìûêàíèåì â
öèêë d êîïèé ãðàôà diamond è äîáàâëåíèåì â ìåñòà ñêëåéêè d ëèñòîâ (ñì. ðèñóíîê 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ãðàô Hd

1

Ãðàôû, îáîçíà÷àåìûå ÷åðåç H2 è H3 , èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 2.2 è 2.3.

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ãðàô H2

Ð è ñ ó í î ê 2.3
Ãðàô H3

×åðåç P îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ïëàíàðíûõ ãðàôîâ.
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3. Îïåðàöèè øóíòèðîâàíèÿ è çàìåíû

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà ëîêàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ãðàôîâ, êîòîðûå ìû íàçîâåì îïåðàöèÿìè øóíòèðîâàíèÿ è çàìåíû.

Çàíóìåðóåì ëèñòüÿ ãðàôà Hd
1 â ïîðÿäêå èõ îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Îïåðàöèÿ Hd

1 �
øóíòèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê âåðøèíå x ïëàíàðíîãî ãðàôà G , îêðåñòíîñòü êîòîðîé îá-
ðàçîâàíà öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûìè âåðøèíàìè y1, . . . , yd , ãäå d ≥ 3 . Îíà ñîñòîèò â
óäàëåíèè x èç G , äîáàâëåíèè ãðàôà Hd

1 è îòîæäåñòâëåíèè i -îãî ëèñòà ãðàôà Hd
1 ñ

âåðøèíîé yi äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, d . Ðåçóëüòàò G′
x ïðèìåíåíèÿ äàííîé îïåðàöèè, î÷åâèä-

íî, áóäåò ïëàíàðíûì ãðàôîì. Áîëåå òîãî, ãðàô G′
x ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G . Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, çàìåòèâ, ÷òî
âåðøèíû ñòåïåíè 2 èìåþò îäèíàêîâûå öâåòà â ëþáîé 3-ðàñêðàñêå ãðàôà diamond .

Îïåðàöèÿ (H2, H3) -çàìåíû ñîñòîèò â óäàëåíèè íåêîòîðîé ïîðîæäåííîé êîïèè ãðàôà
H2 èç ïëàíàðíîãî ãðàôà G , ïîñëåäóþùåì äîáàâëåíèè ãðàôà H3 è âñåõ ðåáåð âèäà biv ,

ãäå i ∈ 1, 5 è v ∈ N(ai) \
6∪
j=1

{aj} . Ïóñòü ãðàô G′ � ðåçóëüòàò (H2, H3) -çàìåíû â ãðàôå

G . Òîãäà ãðàô G′ ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.

Ë å ì ì à 3.1 Ãðàô G′ ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c � íåêîòîðàÿ 3-ðàñêðàñêà ãðàôà
G . Òîãäà {c(a1), c(a2)} = {c(a4), c(a5)} è c(a6) ̸∈ {c(a1), c(a2)} . Ïðîäîëæèì èìåþùóþñÿ

3-ðàñêðàñêó ãðàôà G \
6∪
j=1

{aj} ñëåäóþùèì îáðàçîì: c(bi) = c(ai) äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, 6 è

c(b8) = c(b10) = c(b13) = c(b6), c(b7) = c(b11) = c(b1), c(b9) = c(b12) = c(b2).

Î÷åâèäíî, ÷òî c � 3-ðàñêðàñêà ãðàôà G .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c′ � íåêîòîðàÿ 3-ðàñêðàñêà ãðàôà G′ . Òîãäà

{c′(b1), c′(b2)} = {c′(b4), c′(b5)}, c′(b6) = c′(b8) = c′(b10) = c′(b13), c
′(b6) ̸∈ {c′(b1), c′(b2)}.

Ïðîäîëæèì èìåþùóþñÿ 3-ðàñêðàñêó ãðàôà G′\
12∪
j=1

{bj} ñëåäóþùèì îáðàçîì: c′(ai) = c′(bi)

äëÿ ëþáîãî i ∈ 1, 6 . Î÷åâèäíî, ÷òî c′ � 3-ðàñêðàñêà ãðàôà G′ .

4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû è åãî äîêàçàòåëüñòâî

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 4.1 Çàäà÷à 3-ÂÐ â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåð-
øèí íå áîëåå ÷åì 5 è ñ ãðàíÿìè, îãðàíè÷åííûìè íå áîëåå ÷åì 4 ðåáðàìè êàæäàÿ, ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûïîëíèì ïîëèíîìèàëüíîå ñâåä�åíèå çàäà÷è 3-ÂÐ â êëàññå P
ê òîé æå çàäà÷å â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäêëàññå êëàññà P . Îòñþäà è áóäåò ñëåäîâàòü ñïðà-
âåäëèâîñòü äàííîé òåîðåìû. Îïèñàíèå ñâåä�åíèÿ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå âñåé îñòàâøåéñÿ
÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà.
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Çàäà÷à 3-ÂÐ â êëàññå P ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå P áåç
âåðøèí ñòåïåíè 1 è 2 è øàðíèðîâ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [4]), ò.å. âåðøèí, ïðè óäàëåíèè
êîòîðûõ óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Êàæäàÿ âíåøíÿÿ ãðàíü òàêî-
ãî ãðàôà îáðàçîâàíà öèêëîì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïëàíàðíûé ãðàô G áåç âåðøèí
ñòåïåíè 1 è 2 è øàðíèðîâ. Âûïîëíèì îïåðàöèþ Hd

1 -øóíòèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû
ãðàôà G , à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî áóäåì âûïîëíÿòü îïåðàöèþ (H2, H3) -çàìåíû äëÿ êàæ-
äîãî âõîæäåíèÿ ïîäãðàôà H2 â òåêóùèé ãðàô. Ïîëó÷åííûé ãðàô G′ áóäåò ïëàíàðíûì,
ïðè÷åì ïî ëåììå 3.1 îí ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì
ÿâëÿåòñÿ ãðàô G .

Â ãðàôå G′ êàæäàÿ ãðàíü äëèíû íå ìåíåå ÷åì 5 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ òè-
ïîâ. Ãðàíü ïåðâîãî òèïà � ðåçóëüòàò ¾îêðóæåíèÿ¿ âåðøèí ãðàôà G â ðåçóëüòàòå Hd

1 -
øóíòèðîâàíèé è (H2, H3) -çàìåí. Ãðàíü âòîðîãî òèïà � îáðàç ãðàíè ãðàôà G ïðè ïåðåõîäå
îò G ê G′ .

Ïðè (H2, H3) -çàìåíàõ ðåáðà a1a6 è a6a5 ïåðåõîäÿò â ïÿòü ðåáåð
b1b6, b6b12, b12b11, b11b10, b10b5 . Â êàæäîé ãðàíè ýòîãî ãðàôà ðåáðî a2a6 ïåðåõîäèò â
ðåáðà b2b6, b6b7, b7b8 , à ðåáðî a6a4 ïåðåõîäèò â ðåáðà b8b9, b9b10, b10b4 . Òàêèì îáðàçîì,
äëèíà ãðàíè ïåðâîãî òèïà äåëèòñÿ íà 5, äëèíà ãðàíè âòîðîãî òèïà äåëèòñÿ íà 7.

Äëÿ êàæäîãî öèêëà C , îáðàçóþùåãî ãðàíü ïåðâîãî òèïà â ãðàôå G′ , çàäàäèì ôóíêöèþ
g1 : V (C) → 0, 2 . Åå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì âåðøèíû â ýêçåìïëÿðå ïîäãðàôà
H3 , êîòîðîìó îíà ïðèíàäëåæèò, à èìåííî:

g1(b1) = 2, g1(b6) = 0, g1(b12) = 1, g1(b11) = 1, g1(b10) = 1, g1(b5) = 2.

Äëÿ êàæäîãî öèêëà C ′ , îáðàçóþùåãî ãðàíü âòîðîãî òèïà â ãðàôå G′ , àíàëîãè÷íî çàäàäèì
ôóíêöèþ g2 : V (C ′) → 0, 2 , à èìåííî:

g2(b3) = 1, g2(b8) = 1, g2(b9) = 1, g2(b10) = 0, g2(b4) = 2, g2(b7) = 1, g2(b6) = 1, g2(b2) = 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íèêàêèå äâå ãðàíè ïåðâîãî òèïà íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî âåðøèíàì.
Ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ãðàíü âòîðîãî òèïà ñ ãðàíüþ ïåðâîãî òèïà èëè âòîðîãî òèïà. Îäíàêî,
äëÿ ëþáîé âåðøèíû x âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî gi(x) + gj(x) ≤ 5 − deg(x) , ãäå èíäåêñû i
è j îïðåäåëÿþòñÿ òèïîì ãðàíåé, êîòîðûì ïðèíàäëåæèò x . Ìû áóäåì ïðîâîäèòü ðåáðà,
ëåæàùèå âíóòðè ãðàíåé ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïà èëè âî âíåøíåé ãðàíè, ïðè÷åì äëÿ
êàæäîé âåðøèíû x êîëè÷åñòâî òàêèõ ðåáåð íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ ñóììû òàêèõ ôóíêöèé
( g1 è g1 èëè g1 è g2 ) íà x . Òåì ñàìûì, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí â ðåçóëüòèðóþùåì
ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò 5.

Ñ êàæäîé ãðàíüþ ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïîâ ãðàôà G′ âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ê ãðàôó äîáàâëÿåòñÿ öèêë Cn , ãäå n ≥ 5 � êîëè÷åñòâî ðåáåð â ñîîòâåòñòâóþùåé
ãðàíè ãðàôà G′ , ïðè÷åì äàííûé öèêë ïîìåùàåòñÿ âíóòðü äàííîé ãðàíè, åñëè îíà ÿâëÿåò-
ñÿ âíóòðåííåé, èëè ãðàíü ïîìåùàåòñÿ âíóòðü öèêëà, åñëè ãðàíü ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé. Âñþäó
äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé âíóòðåííåé ãðàíè. Ïðîèçâîäèòñÿ íóìåðàöèÿ
âåðøèí ãðàíè è öèêëà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Â ñëó÷àå ãðàíè ïåðâîãî òèïà âñå âåðøèíû ãðàíè ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè g1 , ðàâíûì
åäèíèöå èëè äâîéêå, ñîåäèíÿþòñÿ ñ âåðøèíîé öèêëà ñ òåì æå íîìåðîì. Âåðøèíà ñî çíà÷å-
íèåì ôóíêöèè, ðàâíûì äâîéêå, äîïîëíèòåëüíî ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåðøèíîé ñ íîìåðîì íà äâà
áîëüøå. Âåðøèíà ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè íå ñîåäèíÿåòñÿ ñ öèêëîì.

Â ñëó÷àå ãðàíè âòîðîãî òèïà âñå âåðøèíû ãðàíè ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè g2 , ðàâíûì
åäèíèöå èëè äâîéêå, ñîåäèíÿþòñÿ ñ âåðøèíîé öèêëà ñ òåì æå íîìåðîì àíàëîãè÷íî ïåðâî-
ìó ñëó÷àþ. Âåðøèíà ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè, ðàâíîì äâîéêå, äîïîëíèòåëüíî ñîåäèíÿåòñÿ
ñ âåðøèíîé ñ íîìåðîì íà äâà ìåíüøå. Âåðøèíà ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè íå ñîåäè-
íÿåòñÿ ñ öèêëîì.
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Íà ðèñóíêàõ 4.1 è 4.2 ïðåäñòàâëåíû ôðàãìåíòû ãðàíåé è öèêëîâ ñ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé
g1 è g2 è äîáàâëåííûìè ðåáðàìè.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ôðàãìåíò ðåçóëüòàòà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ãðàíè ïåðâîãî òèïà

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ôðàãìåíò ðåçóëüòàòà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ãðàíè âòîðîãî òèïà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G′′ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôà G′ , îïèñàííîãî âûøå. Î÷åâèäíî,
÷òî ãðàô G′′ ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî G′ ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì,
åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G′′ . Óäàëèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó ñòåïåíè 2 èç öèêëà
Cn . Ñîñåäíÿÿ ñ íåé âåðøèíà â öèêëå â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå èìååò ñòåïåíü 2. Åå òàêæå
ìîæíî óäàëèòü. Ïîýòîìó ýëèìèíèðóåòñÿ âåñü öèêë Cn . Òåì ñàìûì, ãðàô G′′ ÿâëÿåòñÿ 3-
ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ è ãðàô G′ . Ãðàíü ãðàôà
G′′ , îãðàíè÷åííóþ öèêëîì Cn , íàçîâåì ñàìîé âíóòðåííåé. Åå äëèíà íå ìåíüøå ïÿòè, îíà
ñìåæíà òîëüêî ñ ãðàíÿìè äëèíû 4 è âñå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå åé, èìåþò ñòåïåíü íå
áîëåå ÷åì 4.

Ðàçáèåíèå ñàìîé âíóòðåííåé ãðàíè äëèíû 5 ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 4.3. Ïðîâåðêó
òîãî, ÷òî ëþáàÿ 3-ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàíè ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü 11-âåðøèííûé ãðàô
ðàçáèåíèÿ, ëåãêî îñóùåñòâèòü íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â
ëþáîé 3-ðàñêðàñêå âåðøèí ýòîé ãðàíè äâå âåðøèíû èìåþò ïåðâûé öâåò, äâå âåðøèíû
èìåþò âòîðîé öâåò, à îäíà âåðøèíà � òðåòèé öâåò. Ïîñëå ýòîãî ðàññìîòðåòü ïîëîæåíèå
âåðøèíû òðåòüåãî öâåòà � ñìåæíà ëè îíà ñ âåðøèíîé ñòåïåíè 4 â ãðàôå ðàçáèåíèÿ èëè
íåò.

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Ðàçáèåíèå ñàìîé âíóòðåííåé ãðàíè äëèíû 5

Ïîêàæåì, êàê ðàçáèòü ñàìóþ âíóòðåííþþ ãðàíü ñ n > 5 ðåáðàìè íà äâå ãðàíè äëèíû
n− 1 è 5 (åñëè n = 6 , òî ãðàíåé äëèíû 5 ðîâíî äâå øòóêè) è íåñêîëüêî ãðàíåé äëèíû 4.
Êàæäàÿ âåðøèíà íîâûõ ãðàíåé èìååò ñòåïåíü íå áîëåå ÷åì 4. Îáúÿâëåíèå ãðàíè äëèíû

Ä.Â. Ñèðîòêèí. Î ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ 3-ðàñêðàñêè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñ . . .
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n− 1 ñàìîé âíóòðåííåé è âûïîëíåíèå äàííîãî ðàçáèåíèÿ n− 5 ðàç ñâîäèò çàäà÷ó ê óæå
ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ.

Ñîçäàäèì âíóòðè êàæäîé ñàìîé âíóòðåííåé ãðàíè öèêë Cn . Ïðîèçâåäåì íóìåðàöèþ
âåðøèí ãðàíè è öèêëà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñîåäèíèì âåðøèíû ãðàíè ñ âåðøèíàìè öèêëà
Cn ñ òåì æå íîìåðîì. Ïðîâåäåííûå íà ýòîì øàãå ðåáðà âûäåëåíû æèðíûì íà ðèñóíêå
4.4. Ïðîâåäåíèå äàííûõ ðåáåð ñîõðàíÿåò 3-ðàñêðàøèâàåìîñòü, ò.ê. äëÿ åå ñîõðàíåíèÿ äî-
ñòàòî÷íî ïðèñâîèòü êàæäîé âåðøèíå öèêëà öâåò ñ íîìåðîì íà 1 áîëüøèì (ïî ìîäóëþ 3),
÷åì öâåò âåðøèíû ãðàíè, ñ êîòîðîé îíà ñîåäèíåíà. Òàêæå ïðîâåäåì â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå
äàííîé ãðàíè ðåáðà, âûäåëåííûå ïóíêòèðîì íà ðèñóíêå 4.4. Î÷åâèäíî, ÷òî èõ äîáàâëåíèå
íå ìåíÿåò 3-ðàñêðàøèâàåìîñòè ãðàôà. Îíè ðàçáèâàþò ãðàíü íà ãðàíè äëèíû 4 è ãðàíè
äëèíû 5 è n− 1 .

Ð è ñ ó í î ê 4.4

Ðàçáèåíèå ñàìîé âíóòðåííåé ãðàíè äëèíû áîëåå ÷åì 5

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé, îïèñàííûõ âûøå, ìû ïîëó÷èì ãðàô G′′′ .
Îí ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì, âñå åãî ãðàíè èìåþò äëèíó 3 è 4, à ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü
âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò 5. Ãðàô G′′′ ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G . Êîëè÷åñòâî âåðøèí G′′′ îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïîëèíîìîì
òðåòüåé ñòåïåíè îò ÷èñëà âåðøèí ãðàôà G . Òåì ñàìûì, èìååò ìåñòî ñâåä�åíèå çàäà÷è
3-ÂÐ â êëàññå P ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí
êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì 5 è âñå ãðàíè èìåþò äëèíó 3 è 4. Çíà÷èò, èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå
äàííîé òåîðåìû.
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On the complexity for constructing a 3-colouring for

planar graphs with short facets

c⃝ D. S. Sirotkin1

Abstract. The vertex 3-colourability problem is to determine for a given graph whether one
can divide its vertex set into three subsets of pairwise non-adjacent vertices. This problem is
NP-complete in the class of planar graphs, but it becomes polynomial-time solvable for planar
triangulations, i.e. planar graphs, all facets of which (including external) are triangles. Additionally,
the problem is NP-complete for planar graphs whose vertices have degrees at most 4, but it
becomes linear-time solvable for graphs whose vertices have maximal degree at most 3. So it
is an interesting question to �nd a threshold for lengths of facets and maximum vertex degree,
for which the complexity of the vertex 3-colourability changes from polynomial-time solvability to
NP-completeness. In this paper we answer this question and prove NP-completeness of the vertex
3-colourability problem in the class of planar graphs of the maximum vertex degree at most 5,
whose facets are triangles and quadrangles only.
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Îá îäíîé îöåíêå â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà, ïîðîæäàåìîé

âûðîæäàþùèìñÿ ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì âòîðîãî

ïîðÿäêà, îïðåäåë¼ííîé â ïîëóïëîñêîñòè

c⃝ Ã. À. Ñìîëêèí 1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, êîòîðûé îïðåäåëåí â ïîëóïëîñêîñòè
è âûðîæäàåòñÿ âäîëü íîðìàëè ê ãðàíèöå ýòîé ïîëóïëîñêîñòè. Óòî÷íåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå àâòîðîì ðàíåå. Ïîñòðîåíî ðàçáèåíèå åäèíèöû äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé, ïîçâîëÿþùåå
"çàìîðîçèòü"ïðîèçâîäíûå ïî îðòîãîíàëüíîìó íàïðàâëåíèþ ê ìíîæåñòâó âûðîæäåíèÿ è îñó-
ùåñòâèòü ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè íà âñþ ïëîñêîñòü. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ïðîäîëæåíèå è
"ñòàíäàðòíîå"ïðîäîëæåíèå, ïîäðîáíî èçó÷åííîå Ë.Í. Ñëîáîäåöêèì, äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ íåîáõîäèìîé àïðèîðíîé îöåíêè. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ è íåðàâåíñòâà Øâàðöà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî Ñîáîëåâñêàÿ
íîðìà ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè áóäåò êîíå÷íîé, åñëè åå ñóæåíèå íà ãðàíèöó
ïîëóïëîñêîñòè è åå îáðàç, ïîðîæäàþùèì äåéñòâèåì íà ýòó ôóíêöèþ èçó÷àåìûì îïåðàòî-
ðîì ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâàì Ñîáîëåâà ñ ïîêàçàòåëÿìè 3, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà áîëåå øèðîêèé êëàññ îïåðàòîðîâ, ìîãóò áûòü ïðèìåíå-
íû ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ â ïîëóïðîñòðàíñòâàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûðîæäàþùèéñÿ ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïðî-
ñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, àïðèîðíûå îöåíêè.

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüå èñïîëüçîâàíû ýëåìåíòû òåîðèè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
ðàçëè÷íûå êëàññû êîòîðûõ ïîäðîáíî îïèñàíû â êíèãàõ [1], [2]. Êàê è â [3] èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

x = (x1, x2), y = (y1, y2), ξ = (ξ1, ξ2)− òî÷êè ïëîñêîñòè R2; xξ = x1ξ1 + x2ξ2,

λ(t) = (1 + |t|2)1/2, ∂jk =
∂j

∂xjk
, i2 = −1, Dj

k = i−j
∂j

∂xjk
, k = 1, 2; j = 1, 2, . . . ;

w̃(ξ) =

∫
e−ixξw(x)dx, w̃(ξ1, x2) =

∫
e−ix1ξ1w(x)dx1, w̃(x1, ξ2) =

∫
e−ix2ξ2w(x)dx2−

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè w(x) ïî ïåðåìåííûì x , x1, x2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè
ýòîì

w(x) = (2π)−2

∫
eixξw̃(ξ)dξ, åñëè

∫
|w̃(ξ)|dξ <∞;

1 Ñìîëêèí Ãåîðãèé Àëåêñàíäðîâè÷, äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà" (430005, Ðîññèÿ, Ðåñïóáëè-
êà Ìîðäîâèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68.), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:
http://orcid.org/0000-0001-5964-9814, smolkinga@yandex.ru
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Cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (w(x),W (x)) , ôóíêöèè A(x,D)w , A(x,D1)w A(x,D2)w è
íîðìû ∥w(x)∥ , ∥w(x)∥x2>0 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(w(x),W (x)) =

∫
w(x)W (x)dx =

∫ ∫
w(x1, x2)W (x1, x2)dx1dx2,

A(x,D)w = (2π)−2

∫
eixξA(x, ξ)w̃(ξ)dξ,

A(x,D1)w = (2π)−1

∫
eix1ξ1A(x, ξ1)w̃(ξ1, x2)dξ,

A(x,D2)w = (2π)−1

∫
eix2ξ2A(x, ξ2)w̃(x1, ξ2)dξ,

∥w(x)∥2 = (w(x), w(x)), ∥w(x)∥2x2>0 =

∫
x2>0

|w(x)|2dx.

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñòîÿííûå, âîçíèêàþùèå â íåðàâåíñòâàõ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ, áóäåì îáîçíà-

÷àòü áóêâîé C , áûòü ìîæåò ñ èíäåêñàìè. Âñþäó íèæå u(x) ∈ C∞
0 (K) , K - êîìïàêò èç

R2 . Îïðåäåëèì

P (x,D) = D2
1 + x21D

2
2, f(x) = P (x,D)u,

F (x) =


f(x), åñëè x2 ≥ 0

f(x1,−x2), åñëè x2 < 0,

U(x) =


u(x), åñëè x2 ≥ 0

u(x1,−x2), åñëè x2 < 0,

h(t) ∈ C∞
0 (R), 0 ≤ h(t) ≤ 1; h(t) = 1, åñëè |t| ≤ 1; h(t) = 0, åñëè|t| ≥ 2.

Ââåäåì ðàçáèåíèå åäèíèöû äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé ξ1 . Ïóñòü

gk(t) = h(t− k)/
∞∑
j=0

h(t− j),

Ψk(ξ1) = gk(ln((1 + |ξ1|2)1/2), k = 0, 1, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ξ1 ∈ R ïåðåñåêàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî íîñèòåëåé ôóíêöèé
Ψk(ξ1)

∞∑
k=0

Ψk(ξ1) = 1,

e−2(1 + |ξ1|2)1/2 ≤ ek ≤ e2(1 + |ξ1|2)1/2, (1.1)

åñëè ξ ∈ supp Ψk(ξ).
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2. Àïðèîðíûå îöåíêè

Ïóñòü

v1 = v1(x) ≡


u(x), åñëè x2 ≥ 0

2
∑∞

k=0 h(x2e
2k)Ψk(D1)u(x1, 0)− u(x1,−x2), åñëè x2 < 0.

(2.1)

Ë å ì ì à 2.1 Äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà, íå çàâèñÿ-
ùàÿ îò u è òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥h(x1ελ1/2(D2))D
2
2v1(x)∥ ≤

≤ C(ε)(∥(λ2(D1) + λ(D2))f(x)∥x2>0 + ∥λ3(D1)u(x1, 0)∥+ ∥u(x)∥x2>0)
(2.2)

ïðè ýòîì

lim
ε→0

C(ε) = ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðàáîò [3], [4] ñëåäóåò

∥h(x1ελ1/2(ξ2))λ2(ξ2)ṽ1(x1, ξ2)∥2 ≤ C(ε−1J0 + ε−3J1 + ε−4J2+

+∥v1(x)∥2 + ε∥λ3/2(D2)D1v1(x)∥2 + ε2∥λ2(D2)v1(x)∥2),
(2.3)

ãäå

J0 =

∫
λ3/2(ξ2)|F̃1(0, ξ2|2dξ2,

J1 =

∫
λ1/2(ξ2)|D1F̃1(0, ξ2|2dξ2,

J2 =

∫ ∫
h2(x1ελ

1/2(ξ2)/2)|D2
1F̃1(x1, ξ2)|2dx1dξ2,

F̃1(x1, ξ2) = (D2
1 + x21ξ

2
2)ṽ1(x1, ξ2).

Îöåíèì èíòåãðàëû J0, J1, J2. Èç ðàâåíñòâà

Dj
1F1(0, x2) = Dj

1F (0, x2) +Dj
1F0(0, x2), j = 0, 1,

ãäå

Dj
1F0(0, x2) =

{
0, åñëè x2 ≥ 0

2
∑∞

k=0 h(x2e
2k)Dj+2

1 Ψk(D1)U(0)− 2Dj
1F (0, x2), åñëè x2 < 0

ñëåäóåò

Jj ≤ C

∫
λ3/2−j(ξ2)(|Dj

1F̃ (0, ξ2)|2 + |Dj
1F̃0(0, ξ2)|2)dξ2. (2.4)

Íåòðóäíî äîêàçàòü (ñì. [3]) íåðàâåíñòâî:∫
λ3/2−j(ξ2)|Dj

1F̃ (0, ξ2)|2dξ2 ≤ C∥(D2
1 + λ(D2))f(x)∥2x2>0. (2.5)
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Äàëåå, ñîãëàñíî ðàáîòå [5], èìååì∫
λ3/2−j(ξ2)|Dj

1F̃0(0, ξ2)|2dξ2 ≤

≤ C(

∫
x2<0

∫
y2<0

|Dj
1F0(0, x2)−Dj

1F0(0, y2)|2/|x2 − y2|1−j+3/2dx2dy2 +

+

∫
x2<0

|Dj
1F0(0, x2)|2/|x2|−j+3/2dx2) ≤ C(I1 + I2 + I3), (2.6)

ãäå

I1 =

∫
|λ3/4−j/2(D2)

∞∑
k=0

h(x2e
2k)Dj+2

1 ΨkU(0)|2dx2,

I2 =

∫
λ3/2−j(ξ2)|Dj

1F̃ (0, ξ2)|2dξ2,

I3 =

∫
|Dj

1F (0, x2)−
∞∑
k=0

h(x2e
2k)Dj+2

1 Ψk(D1)U(0)|2/|x2|3/2−jdx2.

Îöåíèì èíòåãðàëû I1, I3. Èç ñîîòíîøåíèé

I1 ≤ C

∫
λ3/2−j(ξ2)|

∫
e−ix2ξ2

∫ ∞∑
k=0

h(x2e
2k)ξj+2

1 Ψ̃kU(ξ1, 0)dξ1dx2|2dξ2 =

= C

∫
λ3/2−j(ξ2)|

∫
e−ix2ξ2

∞∑
k=0

h(x2e
2k)dx2|2dξ2|

∫
ξj+2
1 Ψ̃kU(ξ1, 0)dξ1|2,

∫
λ3/2−j(ξ2)|

∫
e−ix2ξ2

∞∑
k=0

h(x2e
2k)dx2|2dξ2 =

=

∫
λ3/2−j(ξ2)

∫
e−ix2ξ2

∞∑
k=0

h(x2e
2k)dx2

∫
eiy2ξ2

∞∑
k=0

h(y2e
2k)dy2dξ2 ≤

≤ 2

∫
λ3/2−j(ξ2)|

∫
e−ix2ξ2

∞∑
k=0

h(x2e
2k)dx2

∫
eiy2ξ2

∞∑
l=k

h(y2e
2l)dy2|dξ2 ≤

≤ C

∫
λ3/2−j(ξ2)|

∫
e−ix2ξ2

∞∑
k=0

h(x2e
2k)dx2|dξ2

∞∑
l=k

e−2l ≤

≤ C

∫
|
∫
e−ix2ξ2

∞∑
k=0

h(x2)λ
3/2−j(ξ2e

2k)dx2|dξ2
∞∑
l=k

e−2l ≤

≤ C
∞∑
k=0

e3k−2kj

∞∑
l=k

e−2l

ïîëó÷àåì

I1 ≤ C
∞∑
k=0

∞∑
l=k

e(l−k)j+5(k−l)/2∥D3
1ΨkU(x1, 0)∥∥D3

1ΨlU(x1, 0)∥ ≤

≤ C∥λ3(D1)U(x1, 0)∥2) (2.7)
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Î÷åâèäíî

I3 ≤ I31 + I32,

ãäå

I31 =

∫
|W (x2)|2/|x2|3/2−jdx2,

W (x2) =
∞∑
k=0

h(x2e
2k)(Dj

1ΨkF (0, x2)−ΨkD
j+2
1 U(0)),

I32 =

∫
|

∞∑
k=0

(1− h(x2e
2k))Dj

1ΨkF (0, x2)|2/|x2|3/2−jdx2 ≤

≤ C∥λ2(D1)F (x)∥2.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî W (0) = 0 , ïîëó÷àåì∫
|W (x2)|2/|x2|3/2−jdx2 ≤ C

∫
|W (x2)D2W (x2)|/|x2|1/2−jdx2 ≤

≤ C(

∫
|W (x2)|2/|x2|3/2−jdx2)1/2(

∫
|D2W (x2)|2|x2|1/2+jdx2)1/2.

Ïîýòîìó∫
|W (x2)|2/|x2|3/2−jdx2 ≤ C

∫
|x2|1/2+j|D2W (x2)|2dx2 ≤

≤ C(

∫
|x2|1/2+j|D2

∫ ∞∑
k=0

h(x2e
2k)ξj1Ψ̃kF (ξ1, x2)dξ1|2dx2 +

+

∫
|x2|1/2+j|D2

∫ ∞∑
k=0

h(x2e
2k)ξj+2

1 Ψ̃kU(ξ1, 0)dξ1|2dx2) ≤ C(Z1 + Z2 + Z3).

Çäåñü

Z1 =

∫
|x2|1/2+j|

∫ ∞∑
k=0

h(x2e
2k)ξj1D2Ψ̃kF (ξ1, x2)dξ1|2dx2 ≤

≤ C∥λ(D2)F (x)∥2,

Z2 =

∫
|x2|1/2+j|

∫ ∞∑
k=0

ξj1Ψ̃kF (ξ1, x2)dξ1D2h(x2e
2k)|2dx2 ≤

≤ C∥λ2(D1)F (x)∥2,

Z3 =

∫
|x2|1/2+j|D2

∫ ∞∑
k=0

h(x2e
2k)ξj+2

1 Ψ̃kU(ξ1, 0)dξ1|2dx2 ≤

≤ C∥λ3(D1)u(x1, 0)∥2.

Î÷åâèäíî

J2 ≤ C(

∫ ∫
|h(x1ελ1/2(ξ2)/2)D2

1F̃1(x1, ξ2)|2dx1dξ2 + ∥D2
1f(x)∥2x2>0), (2.8)
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ãäå

F1(x) =

 0, åñëè x2 ≥ 0

2P (x,D)
∑∞

k=0 h(x2e
2k)Ψk(D1)u(x1, 0), åñëè x2 < 0,

Íåòðóäíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî∫ ∫
|h(x1ελ1/2(ξ2)/2)D2

1F̃1(x1, ξ2)|2dx1dξ2 ≤ C∥λ3(D1)u(x1, 0)∥2.

Îòñþäà è èç (2.3) - (2.8) ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ò å î ð å ì à 2.1 Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, íå çàâèñÿùàÿ îò u(x) ∈ C∞
0 (K) è

òàêàÿ, ÷òî

∥D2
2u(x)∥x2>0 ≤ C(∥(D2

1 + λ(D2))P (x,D)u(x)∥x2>0 +

+∥λ3(D1)u(x1, 0)∥+ ∥u(x)∥x2>0 + ∥D2u(x)∥x2>0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî

∥D4
1v1(x)∥2 ≤ (D4

1v1(x), D
4
1v1(x)) + (x1D

3
1D2v1(x), x1D

3
1D2v1(x)) ≤

≤ (D2
1(D

2
1 + x21D

2
2)v1(x), D

4
1v1(x)) + C∥D2

1D2v1(x)∥2. (2.9)

Ñïðàâåäëèâî òàêæå (ñì. [3]) íåðàâåíñòâî

∥λ2(D2)u(x)∥x2>0 ≤ C(∥λ(D2)P (x,D)u(x)∥x2>0 + ∥u(x)∥x2>0 + ∥D2D
2
1u(x)∥x2>0). (2.10)

Äëÿ îöåíêè ∥D2D
2
1u(x)∥x2>0 ïîëîæèì

v0(x) =

{
u(x), åñëè x2 ≥ 0

−u(x1,−x2), åñëè x2 < 0,

v(x) =

{
D2u(x), åñëè x2 ≥ 0

−D2u(x1,−x2), åñëè x2 < 0,

z0(x) =

{
0, åñëè x2 ≥ 0

2
∑∞

k=0 h(x2e
2k)Ψk(D1)u(x1, 0), åñëè x2 < 0,

F1(x) =

{
f(x), åñëè x2 ≥ 0

−f(x1,−x2), åñëè x2 < 0,

z(x) =

{
0, åñëè x2 ≥ 0

2D2

∑∞
k=0 h(x2e

2k)Ψk(D1)u(x1, 0), åñëè x2 < 0.
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ßñíî, ÷òî

∥D2D
2
1u(x)∥x2>0 ≤ C∥D2

1v(x)∥ ≤

≤ C(∥h(x1ελ1/2(D2))D
2
1v(x)∥+ ∥(1− h(x1ελ

1/2(D2)))D
2
1v(x)∥), (2.11)

Èç ðàâåíñòâà v2(x) = D2v1(x)− z(x) ñëåäóåò

∥h(x1ελ1/2(D2))D
2
1v(x)∥ ≤ ε∥D4

1v1(x)∥+ C1ε∥D2
2v1(x)∥+

+ε−1∥h(x1ελ1/2(D2))D
2
2v1(x)∥+ C2∥λ3(D1)u(x1, 0)∥. (2.12)

Î÷åâèäíî

∥(1− h(x1ελ
1/2(D2)))D

2
1v(x)∥ ≤

≤ ∥(1− h(x1ελ
1/2(D2)))D

2
1D2λ

−1(D2)v(x)∥+ ∥D2
1λ

−1(D2)v(x)∥. (2.13)

Ïîñêîëüêó

1− h(x1ελ
1/2(ξ2)) ≤ Cε(1− h(x1ελ

1/2(ξ2)))x1λ
1/2(ξ2),

òî

∥(1− h(x1ελ
1/2(D2)))D

2
1D2λ

−1(D2)v(x)∥2 ≤

≤ Cε2((λ−1/2(ξ2)D
3
1ξ2ṽ1(x1, ξ2), λ

−1/2(ξ2)D
3
1ξ2ṽ1(x1, ξ2)) +

+(x1λ
−1/2(ξ2)D

2
1ξ2ṽ(x1, ξ2), x1λ

−1/2(ξ2)D
2
1ξ2ṽ(x1, ξ2))).

Îòñþäà, èç (2.9)-(2.13) è ðàâåíñòâ

ṽ1(x1, ξ2) = ṽ0(x1, ξ2) + z̃0(x1, ξ2),

F1(x) = D2
1v0(x) + x21D2v(x)

ïîëó÷àåì

∥λ2(D2)u(x)∥x2>0 ≤ C(∥(D2
1 + λ(D2))P (x,D)u(x)∥x2>0 + ∥u(x)∥x2>0 +

+ε−1∥h(x1ελ1/2(D2))D
2
2v1(x)∥+ ∥λ3(D1)u(x1, 0)∥).

Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ ε äîñòàòî÷íî ìàëûì è èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåä¼ííóþ ëåììó,
ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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On an estimate in the Sobolev space generated by the

second order degenerate elliptic operator de�ned in the

half-plane

c⃝ G.A. Smolkin 1

Abstract. The article considers an elliptic operator that is de�ned in the half-plane and
degenerates along the normal to the boundary of the half-plane. The results obtained by the
author earlier are made more precise. A partition of unity of a dual variable is constructed that
allows to ¾freeze¿ the derivatives along the orthogonal direction to the degeneracy set and to
carry out a smooth continuation of the function to the whole plane. It is shown that this and
the ¾standard¿ continuations examined in detail by L.N. Slobodetsky, is su�cient for obtaining
the necessary a priori estimate. Moreover, the inequalities are proved by the Fourier transform
with respect to the part of variables and by the use of Schwartz inequality. It is established that
the Sobolev norm of the function's second order derivatives will be �nite if its restriction to the
boundary of the half-plane and function's image both belong to the Sobolev spaces with indicators
3, 2, respectively. The results obtained can be spread to a wider class of operators; also they may
be used in the research of boundary value problems for the degenerate elliptic and quasi-elliptic
operators de�ned in half-spaces.

Key Words: degenerate elliptic operator, Fourier transform, Sobolev space, a priori estimates.
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Äâóõêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîé âèáðîçàùèòû

óïðóãèõ êîíñòðóêöèé

c⃝ Ä.Â. Áàëàíäèí 1, Å.Í. Åæîâ 2, È.À. Ôåäîòîâ 3

Àííîòàöèÿ. Â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé êëàññ çàäà÷ îï-
òèìàëüíîé âèáðîçàùèòû óïðóãèõ îáúåêòîâ, êðèòåðèÿìè â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëü-
íûå äåôîðìàöèè óïðóãîãî îáúåêòà çàùèòû è ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ âèáðîèçîëèðóþùåãî
óñòðîéñòâà. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè, õàðàêòåðèçóþùåé âèáðîèçîëÿ-
òîð è ìèíèìèçèðóþùåé ïî Ïàðåòî óêàçàííûå êðèòåðèè. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷
ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðåçóëüòàòàõ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñ ïðèìåíå-
íèåì ñâåðòêè Ãåðìåéåðà è òåõíèêè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà
ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, èç ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ýëåìåíòû èñêî-
ìîé ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà äâóêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé
âèáðîçàùèòû ìíîãîýòàæíîãî âûñîòíîãî çäàíèÿ îò ñåéñìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé. Íà ïëîñêîñòè
êðèòåðèåâ ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî Ïàðåòî, à òàêæå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ¾èäåàëüíîãî¿ Ïàðåòî
îïòèìàëüíîãî èçîëÿòîðà, ò. å. óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà, îáðàòíàÿ ñâÿçü êîòîðîãî ïðåäïîëà-
ãàåò íàëè÷èå òåêóùåé èíôîðìàöèè îáî âñåõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìû, ñ îïòèìàëüíûìè èçîëÿòîðàìè àêòèâíûõ è ïàññèâíîãî òèïîâ, èìåþùèõ áîëåå
ïðîñòóþ ñòðóêòóðó óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî ¾àêòèâíûå¿ âèáðîèçîëÿòîðû íå
íàìíîãî ëó÷øå ïàññèâíûõ, íî âñå îíè çàìåòíî óñòóïàþò ¾èäåàëüíîìó¿ âèáðîèçîëÿòîðó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíàÿ âèáðîçàùèòà, ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è, ëèíåéíûå ìàò-
ðè÷íûå íåðàâåíñòâà, ñâåðòêà Ãåðìåéåðà.

1. Ââåäåíèå

Âîïðîñû ðàñ÷åòà è êîíñòðóèðîâàíèÿ óñòðîéñòâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ýôôåêòèâíóþ
çàùèòó ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, àïïàðàòóðû è ñàìîãî ÷åëîâåêà îò âðåäíîãî âîç-
äåéñòâèÿ âèáðàöèé è âìåñòå ñ òåì îáëàäàþùèõ îãðàíè÷åííûìè ðàçìåðàìè, ïðîäîëæàþò
îñòàâàòüñÿ â ôîêóñå âíèìàíèÿ ó÷åíûõ è èíæåíåðîâ [1]-[6]. Òàêèå óñòðîéñòâà â èíæåíåðíîé
ïðàêòèêå íàçûâàþòñÿ âèáðîèçîëÿòîðàìè. Èçâåñòíî [7], ÷òî çàäà÷ó âèáðîçàùèòû óäîáíî
ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, ðåãóëÿòîðîì â êîòîðîé âûñòó-
ïàåò âèáðîèçîëÿòîð. Ê ÷èñëó îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé, õàðàêòåðèçóþùèõ âèáðîèçîëÿòîðû,

1 Áàëàíäèí Äìèòðèé Âëàäèìèðîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà, ÔÃÀÎÓ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä.23),
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-7727-5924, dbalandin@yandex.ru

2 Åæîâ Åãîð Íèêîëàåâè÷, àñïèðàíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî è
÷èñëåííîãî àíàëèçà, ÔÃÀÎÓ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä.23), ORCID:
https://orcid.org/0000-0001-5434-7075, ezhovegor@gmail.com

3Ôåäîòîâ Èãîðü Àíàòîëüåâè÷, äèðåêòîð ìàëîãî èííîâàöèîííîãî ïðåäïðèÿòèÿ ÎÎÎ "ÐÅÕÝß"
(603022, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä.23, ê. 8), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3912-8971, optimal.control@gmail.com
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îòíîñÿò âåëè÷èíó, îïðåäåëÿþùóþ ìàêñèìàëüíûé õîä ýòîãî óñòðîéñòâà, è ìàêñèìàëüíûå
äåôîðìàöèè èëè íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò â çàùèùàåìîì îáúåêòå. Âûáîð ïîäõî-
äÿùåãî âèáðîèçîëèðóþùåãî óñòðîéñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîèñê îïðåäåëåííîãî êîìïðî-
ìèññà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âàæíåéøèìè ïîêàçàòåëÿìè: ÷åì ìåíüøå ìàêñèìàëüíûé õîä
âèáðîèçîëÿòîðà, òåì áîëüøå ìàêñèìàëüíûå äåôîðìàöèè èëè ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ,
è íàîáîðîò. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïîñòàâèòü äâó-
êðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü óïðàâëåíèå (âûáðàòü âèáðîèçî-
ëÿòîð), ìèíèìèçèðóþùèé ïî Ïàðåòî óêàçàííûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà. Âïîëíå âîçìîæíà
ñèòóàöèÿ, êîãäà â çàùèòå îáúåêòà ó÷àñòâóþò îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî âèáðîèçîëèðóþùèõ
óñòðîéñòâ, òîãäà âìåñòî äâóêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è óìåñòíî ðàññìîòðåòü ìíîãîêðèòåðèàëü-
íóþ. Â äàííîé ñòàòüå èçëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ âèá-
ðîçàùèòû ìíîãîìàññîâûõ óïðóãèõ îáúåêòîâ ñ ïîçèöèé ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ äâóêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ñåéñìîçàùèòû âû-
ñîòíîãî çäàíèÿ, â êîòîðîé âûáîðîì âèáðîèçîëÿòîðà òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü â ñìûñëå
Ïàðåòî äâà ïîêàçàòåëÿ: ìàêñèìóì èç ìàêñèìàëüíûõ ìåæñåêöèîííûõ äåôîðìàöèé è ìàê-
ñèìàëüíîå ñìåùåíèå çäàíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíäàìåíòà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îñëîæ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî âíåøíåå ñåéñìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå çàðàíåå íåèçâåñòíî, ïîýòîìó ñèíòåç
âèáðîèçîëèðóþùåãî óñòðîéñòâà ïðîâîäèòñÿ â ðàñ÷åòå íà ¾íàèõóäøåå¿ (íàèáîëåå îïàñíîå)
âîçäåéñòâèå èç íåêîòîðîãî êëàññà âîçäåéñòâèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòåðèàëüíûõ òåë, ñâÿçàííûõ
ìåæäó ñîáîé è ñ òåëîì, íàçûâàåìûì äàëåå îñíîâàíèå, óïðóãèìè è äèññèïàòèâíûìè ýëå-
ìåíòàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîäâåðãàåòñÿ íåêîíòðîëèðóåìûì âîç-
äåéñòâèÿì êèíåìàòè÷åñêîãî èëè äèíàìè÷åñêîãî òèïà è óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèÿì. Ìå-
õàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè:

Mq̈ +Rq̇ +Kq = Pv +Qu, q(0) = 0, q̇(0) = 0, (2.1)

ãäå âåêòîð q ∈ Rn îïðåäåëÿåò îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíûõ òåë, îáðàçóþùèõ
ñèñòåìó; M,R,K - êâàäðàòíûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, îïðåäåëÿþùèå èíåðöèîííûå äèñ-
ñèïàòèâíûå è óïðóãèå ñâîéñòâà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû; v = v(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàäà-
þùàÿ íåêîíòðîëèðóåìûå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ; u � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþ-
ùèå ôóíêöèîíàëû:

Ji(u) = sup
v∈L2

maxk{supt≥0 |zki (t)|}
∥v∥2

, i = 1, . . . , N, (2.2)

ãäå zki - êîìïîíåíòû óïðàâëÿåìûõ âåêòîðíûõ âûõîäîâ ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
ñêàëÿðíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q , ñêîðîñòåé q̇, è óïðàâëÿþùèõ
âîçäåéñòâèé u; ∥v∥2 - L2 - íîðìà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ò. å. êâàäðàòíûé êîðåíü èç èíòå-
ãðàëà â ïðåäåëàõ îò 0 äî ∞ îò êâàäðàòà ìîäóëÿ âåêòîð-ôóíêöèè v(t) . Òàêàÿ ôîðìà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ìàêñèìàëüíûå äåôîðìàöèè è ìàêñèìàëüíûå
óñèëèÿ â ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè êîíêðåòíûõ äàííûõ
î âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ u, ôîðìèðóåìîãî â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè
ïî ñîñòîÿíèþ, ò. å. â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, ÿâ-
ëÿåòñÿ óìåíüøåíèå çíà÷åíèé äàííûõ ôóíêöèîíàëîâ. Êàê ïðàâèëî, óêàçàòü óïðàâëÿþùåå
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âîçäåéñòâèå, êîòîðîå ïðèâîäèëî áû ê ¾îäíîâðåìåííîìó¿ óìåíüøåíèþ âñåõ ôóíêöèîíà-
ëîâ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíà ïîñòàíîâêà ìíîãîêðèòåðèàëü-
íîé çàäà÷è, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ
òàêîé êîìïðîìèññ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ, ÷òî êàæäûé èç íèõ íå ìîæåò áûòü
óìåíüøåí áåç óâåëè÷åíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç îñòàâøèõñÿ. Â çàäà÷àõ âèáðîçàùèòû òàêàÿ
ïîñòàíîâêà âîïðîñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé, ïîñêîëüêó óìåíüøåíèå äåôîðìàöèè â
îòäåëüíûõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ óñèëèé â äðóãèõ å¼ ÷àñòÿõ è íàîáîðîò.

Îïèñàííàÿ ïîñòàíîâêà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé, à ïî-
ëó÷àåìûå ðåøåíèÿ (êîýôôèöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè â çàêîíå óïðàâëåíèÿ)� îïòèìàëüíûìè
ïî Ïàðåòî. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åíèå ðåøåíèé ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ è ïî-
ñòðîåíèå Ïàðåòî� îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàè-
áîëåå òðóäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â òåîðèè îïòèìèçàöèè è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

3. Ìåòîä ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ñòàòåé [8]-[10], â
êîòîðûõ ââåäåííûå âûøå ôóíêöèîíàëû òðàêòóþòñÿ êàê îáîáùåííûå îïåðàòîðíûå H2 -

íîðìû ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå x =
(
qT , q̇T

)T
, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.1) â

âèäå óïðàâëÿåìîé ëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax+Bvv +Buu, x(0) = 0, (3.1)

ãäå ìàòðèöû A,Bv, Bu ôîðìèðóþòñÿ èç ìàòðèö M,R,K, P,Q ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A =

(
0n×n In
M−1K M−1R

)
, Bv =

(
0

M−1P

)
, Bu =

(
0

M−1Q

)
. (3.2)

Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü óïðàâëåíèå u â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ, ò. å. â âèäå
u = Θx, òîãäà ñèñòåìà (3.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

ẋ = A (Θ)x+Bvv, x(0) = 0, (3.3)

ãäå ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû A (Θ) = A+BuΘ. Óïðàâëÿåìûé âûõîä z ñèñòåìû (3.3)
ïðåäñòàâèì â âèäå

z = Cx+Du = (C +DΘ)x = C (Θ)x (3.4)

ñî ñêàëÿðíûìè m êîìïîíåíòàìè zk = C(k)x +D(k)u = C(k) (Θ) x, k = 1, . . . ,m. Ñîãëàñíî
[8], ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

J (Θ) = sup
v∈L2

maxk{supt≥0 |zk(t)|}
∥v∥2

= d1/2max

(
C (Θ)Y CT (Θ)

)
, (3.5)

ãäå dmax îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû, à ñèììåòðè÷åñêàÿ
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà Y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿ-
ïóíîâà

A (Θ)Y + Y AT (Θ) +BvB
T
v = 0. (3.6)

Òàêèì îáðàçîì, óêàçàí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà J (Θ) , à èìåííî: äëÿ çàäàííîé
ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè Θ ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà
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(3.6) , à çàòåì äëÿ íàéäåííîé ìàòðèöû Y íàéòè ìàêñèìàëüíûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò
ìàòðèöû C (Θ)Y CT (Θ) . Äàëåå äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè, ïðè êîòîðîé
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (3.5) ,òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïî âñåì ýëåìåíòàì
ìàòðèöû Θ ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3.5) . Òàêàÿ ïðîöåäóðà îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî òðóä-
íî âûïîëíèìîé, îñîáåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Θ äîñòàòî÷íî âåëè-
êî. Â ñòàòüÿõ [10], [11] ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâíûé è âåñüìà ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ [12]. Ñîãëàñ-
íî äàííûì èñòî÷íèêàì, äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîé ìàòðèöû Θ, ìèíèìèçèðóþùåé ôóíê-
öèîíàë (3.5) , äîñòàòî÷íî ìèíèìèçèðîâàòü ñêàëÿðíóþ ïåðåìåííóþ γ2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ,
âûðàæàåìûõ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè

(
AY + Y AT +BuZ + ZTBT

u Bv

BT
v −I

)
< 0,

(
Y Y C(k)T + ZTD(k)T

C(k)Y +D(k)Z γ2

)
≥ 0,

k = 1, . . . ,m
(3.7)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö Y, Z è ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé γ2. Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ
âûðàæåíèÿõ íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòü áëî÷-
íûõ ìàòðèö, íàõîäÿùèõñÿ ñëåâà îò çíàêîâ íåðàâåíñòâ. Äàííàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à
ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà MATLAB. Â ðåçóëüòàòå áûëè
íàéäåíû ìàòðèöû Y∗, Z∗ è èñêîìàÿ ìàòðèöà îáðàòíîé ñâÿçè Θ = Z∗Y

−1
∗ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ N êðè-
òåðèÿìè

z1 = C1 (Θ) x, . . . , zN = CN (Θ)x. (3.8)

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðåøåíèé, ò. å. ìàòðèö îáðàòíîé
ñâÿçè

ΘP = argmin
Θ

{Ji (Θ) , i = 1, . . . , N}, (3.9)

ìèíèìèçèðóþùèõ âåêòîðíûé êðèòåðèé ñ êîìïîíåíòàìè

Ji (Θ) = sup
v∈L2

maxk{supt≥0 |zki (t) |}
∥v∥2

, i = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,mi. (3.10)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíèì ñâåðòêó Ãåðìåéåðà [13] è ñôîðìèðóåì èç ôóíêöèé
Ji (Θ) íîâóþ öåëåâóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ:

Jα (Θ) = max
0≤i≤N

{Ji (Θ) /αi}, (3.11)

ãäå αi - ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé ñâåðòêè, ãäå â ñëó÷àå
äâóõ êðèòåðèåâ ëèíèÿ óðîâíÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ ñ íàêëîíîì, îïðåäåëÿ-
þùèìñÿ îòíîøåíèåì α1/α2 , ëèíèåé óðîâíÿ ñâåðòêè Ãåðìåéåðà ÿâëÿåòñÿ óãîë, ãðàíèöû
êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïðÿìûìè y = α1, x = α2 . Èñïîëüçîâàíèå ñâåðòêè Ãåðìåéåðà â
îáùåì ñëó÷àå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êàê ýôôåêòèâíûå ðå-
øåíèÿ â ñìûñëå Ïàðåòî, òàê è ñëàáî ýôôåêòèâíûå. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ñâåðòêè
Ãåðìåéåðà â ðåçóëüòàòå äàñò ìíîæåñòâî, êîòîðîå çàâåäîìî ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé,
îïòèìàëüíûõ â ñìûñëå Ïàðåòî. Ïîñòàâèì äàëåå çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Jα (Θ) ïî
ýëåìåíòàì ìàòðèöû Θ äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ αi. Åñëè ïðåäñòàâèòü óïðàâëÿåìûé
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âûõîä ñèñòåìû â âèäå z = C̄ (Θ)x, ãäå C̄ (Θ) =
(
α−1
1 CT

1 (Θ) , . . . , α−1
N CT

N (Θ)
)T
, òî çàäà-

÷à ìèíèìèçàöèè Jα (Θ) ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà
ìàòðèöû C̄ (Θ)Y C̄T (Θ) :

min
Θ
dmax

(
C̄ (Θ)Y C̄T (Θ)

)
, A (Θ)Y + Y AT (Θ) +BvB

T
v = 0. (3.12)

Â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ çàäà÷à ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä [10]: ìèíè-
ìèçèðîâàòü γ2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, âûðàæàåìûõ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè

(
AY + Y AT +BuZ + ZTBT

u Bv

BT
v −I

)
< 0,

(
Y Y C

(k)T
i + ZTD

(k)T
i

C
(k)
i Y +D

(k)
i Z α2

i γ
2

)
≥ 0,

k = 1, . . . ,mi i = 1, . . . , N
(3.13)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö Y, Z è ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé γ2. Ñîãëàñíî [10], ðåøèâ
îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ αi , ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé, çàâåäîìî ñîäåðæàùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è, ò. å. ìíîæåñòâî
Ïàðåòî.

4. Îïòèìàëüíàÿ ñåéñìîèçîëÿöèÿ âûñîòíîãî çäàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ñåéñìîèçîëÿöèè âûñîòíîãî çäàíèÿ. Ìåõàíè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, ìîäåëèðóþùàÿ êîëåáàíèÿ âûñîòíîãî çäàíèÿ ïðè ñåéñìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà ôóí-
äàìåíò, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïî÷êó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (ýòàæè çäàíèÿ), ñâÿçàííûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî äèññèïàòèâíûìè è óïðóãèìè ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì îäíà èç äâóõ êðàéíèõ
òî÷åê öåïî÷êè ñâÿçàíà ïîñðåäñòâîì âèáðîèçîëÿòîðà ñ ôóíäàìåíòîì (îñíîâàíèåì), ñîâåð-
øàþùèì äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì çåìëåòðÿñåíèÿ (Ðèñ. 4.1 ). Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê áåçðàç-
ìåðíîìó âèäó (ñì. íàïðèìåð, [14]� [15]) ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîé ñèñòåìû èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

ξ̈ + βKξ̇ +Kξ = pv(t) + qu, ξ(0) = 0, ξ̇(0) = 0, (4.1)

ãäå ξ = col (ξ1, . . . , ξn) � êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî îñíîâàíèÿ; v(t)
� âíåøíåå âîçäåéñòâèå, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàþùåå ñ óñêîðåíèåì îñíîâàíèÿ; u �
óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, ðàçâèâàåìîå âèáðîèçîëÿòîðîì; β � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð,
õàðàêòåðèçóþùèé äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû; ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà K è âåêòîðû p è q çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K =


1 −1 0 . . . . . . 0
−1 2 −1 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 2 −1
0 0 . . . 0 −1 1

 , p =


1
1
. . .
1
1

 , q =


1
0
. . .
0
0

 , (4.2)
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ñõåìà n -ýòàæíîãî çäàíèÿ êàê ìíîãîìàññîâîé óïðóãîé ñèñòåìû

Ïðèâåäåì ñèñòåìó (4.1) ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.1) , ïîëàãàÿ

x =
(
ξT , ξ̇T

)T
,

A =

(
0n×n In
−K −βK

)
, Bv =

(
0n×1

p

)
, Bu =

(
0n×1

q

)
. (4.3)

Ôóíêöèîíàëû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî âèáðîèçîëÿöèè ìíîãîìàññîâîé óïðóãîé ñèñòå-
ìû, çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

J1 (u) = sup
v∈L2

supt≥0 |x1(t)|
∥v∥2

,

J2 (u) = sup
v∈L2

max{supt≥0 |x2(t)− x1(t)|, . . . supt≥0 |xn(t)− xn−1(t)|}
∥v∥2

.

(4.4)

Ïåðâûé ôóíêöèîíàë õàðàêòåðèçóåò ñìåùåíèå ïåðâîãî ýòàæà îòíîñèòåëüíî îñíîâàíèÿ, à
âòîðîé îïðåäåëÿåò äåôîðìàöèþ ìíîãîìàññîâîé ñèñòåìû. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ áóäåò ñîñòî-
ÿòü â íàõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè Θ óïðàâëåíèÿ (âèáðîèçîëÿòîðà), ìèíè-
ìèçèðóþùåãî ïî Ïàðåòî ôóíêöèîíàëû (4.4) . Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèî-
íàëû îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: âûáîð ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè, ïðèâîäÿùèé
ê óìåíüøåíèÿ îäíîãî èç íèõ, íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ ïåðâîãî ýòàæà îòíî-
ñèòåëüíî îñíîâàíèÿ, âëå÷åò óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ äðóãîãî ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëÿþùåãî
ìàêñèìàëüíóþ äåôîðìàöèþ ñèñòåìû (âûñîòíîãî çäàíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûé
ïîäõîä ê çàäà÷å âèáðîèçîëÿöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå êîìïðîìèññà ìåæäó çíà÷åíèÿìè
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ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ îáúåêòà îòíîñèòåëüíî îñíîâàíèÿ è ìàêñèìàëüíîé äåôîðìàöèè
ñàìîãî óïðóãîãî îáúåêòà, ÷òî ïðèâîäèò ê äâóêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ äâóêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è äëÿ n = 10, β = 0.1. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé ¾èäåàëüíîãî âèáðîèçîëÿòîðà¿, êîãäà èçìåðåíèþ äîñòóïíî ïîëíîå ñîñòî-
ÿíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ò. å. â ôîðìèðîâàíèè îáðàòíîé ñâÿçè ó÷àñòâóþò êàê êîîð-
äèíàòû, òàê è ñêîðîñòè âñåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Íà Ðèñ. 4.2
êðèâàÿ 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî çíà÷åíèé
ôóíêöèîíàëîâ {J1, J2} äëÿ óêàçàííîãî ñëó÷àÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî íà ïðàêòèêå ïîëíîå ñîñòîÿ-
íèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû âðÿä ëè äîñòóïíî èçìåðåíèþ, òåì íå ìåíåå íàéäåííîå ðåøåíèå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó äëÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëîâ.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáðàòíàÿ ñâÿçü ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå òîëüêî òåêó-
ùåãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x1 è ñêîðîñòè åå èçìåíåíèÿ ẋ1 (ïåðåìåííàÿ x11 ). Ôàêòè÷åñêè
äàííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïàññèâíîìó âèáðîèçîëÿòîðó ñ óïðóãèì è äåìïôèðóþùèì
ýëåìåíòàìè. Íà Ðèñ. 4.2 êðèâàÿ 2 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), ðàñïîëîæåííàÿ âûøå ¾ïðåäåëü-
íîé¿ êðèâîé 1, ñîîòâåòñòâóåò Ïàðåòî- îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ {J1, J2} â
êëàññå ïàññèâíûõ âèáðîèçîëÿòîðîâ. Êðèâûå 3 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è 4 (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ
ëèíèÿ) îòâå÷àþò ñëó÷àÿì, êîãäà ê ïàññèâíîìó âèáðîèçîëÿòîðó äîáàâëåíà ¾àêòèâíàÿ¿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ, ò. å. äîïîëíèòåëüíî èçìåðÿåòñÿ íå òîëüêî ñìåùåíèå âòîðîãî ýòàæà îòíîñè-
òåëüíî ïåðâîãî (êðèâàÿ 3)íî è ñìåùåíèå òðåòüåãî ýòàæà îòíîñèòåëüíî âòîðîãî (êðèâàÿ 4).
Àíàëèç êðèâûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ¾àêòèâíûå¿ âèáðîèçîëÿòîðû (êðèâûå 3 è 4) íå íàìíîãî
ïðåâîñõîäÿò ïàññèâíûå (êðèâàÿ 2), íî âñå ýòè òðè èçîëÿòîðà çàìåòíî óñòóïàþò ¾èäåàëü-
íîìó âèáðîèçîëÿòîðó¿ (êðèâàÿ 1).

J
1

0 5 10 15 20 25

J
2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

u Θ x

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ìíîæåñòâî Ïàðåòî íà ïëîñêîñòè êðèòåðèåâ äëÿ ðàçíûõ òèïîâ âèáðîèçîëÿòîðà

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîé
âèáðîçàùèòû óïðóãèõ îáúåêòîâ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ áûëè âûáðàíû îáîáùåííûå îïåðà-
òîðíûå H2 -íîðìû ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó çà-
ùèùàåìîãî îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé îáúåêòà. Èçëîæåíà îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ìíîãîêðè-
òåðèàëüíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ñâåðòêå Ãåðìåéåðà è òåõíèêå

Ä.Â. Áàëàíäèí, Å.Í. Åæîâ,È.À. Ôåäîòîâ. Äâóõêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è . . .
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ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Â äâóêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîé âèáðîèçîëÿ-
öèè âûñîòíîãî çäàíèÿ îò ñåéñìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé íà ïëîñêîñòè êðèòåðèåâ áûëî ïîñòðî-
åíî ìíîæåñòâî Ïàðåòî, à òàêæå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ¾èäåàëüíîãî¿ Ïàðåòî- îïòèìàëüíîãî
âèáðîèçîëÿòîðà ñ îïòèìàëüíûìè èçîëÿòîðàìè àêòèâíîãî è ïàññèâíîãî òèïîâ. Ïîêàçàíî,
÷òî ¾àêòèâíûå¿ âèáðîèçîëÿòîðû íå íàìíîãî ïðåâîñõîäÿò ïàññèâíûå, íî âñå ýòè èçîëÿòîðû
çàìåòíî óñòóïàþò ¾èäåàëüíîìó¿ âèáðîèçîëÿòîðó.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû �16-01-00606 è �18-41-520002).
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Two-criteria problems for optimal protection of elastic

structures from vibration

c⃝ D.V. Balandin 1, E.N. Ezhov2, I. A. Fedotov3

Abstract. In a multi-objective formulation with criteria such as the maximal deformation of the
elastic object to be protected and maximal deformations of the protection devices, a new class of
optimal vibration protection problems is considered. The mathematical problem is to �nd a linear
feedback control minimizing the above criteria in Pareto sense. A general approach to solving these
problems based on results of modern control theory using linear matrix inequalities technique is
presented. A system of linear matrix inequalities for obtaining the desired gain matrix is derived. An
example of a solution of two-criteria problem for a multistorey building under seismic disturbances
is given. Pareto set on the plane of the criteria is constructed. The ¾ideal¿ Pareto optimal isolator
and optimal isolators of active and passive types are compared as well. It is shown that the ¾active¿
vibration isolators are not much better than the passive one, but all these isolators are noticeably
inferior to the ¾ideal¿ vibration isolator.
Key Words: optimal vibration protection, multi-criteria problem, linear matrix inequalities,
Germeyer convolution.
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Óñòîé÷èâîñòü è ëîêàëüíûå áèôóðêàöèè â ìîäåëè Ñîëîó

ñ çàïàçäûâàíèåì

c⃝ Ä.À. Êóëèêîâ1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàêðîýêîíîìèêè, ïðåäëîæåííàÿ â ñâîå
âðåìÿ ëàóðåàòîì íîáåëåâñêîé ïðåìèè Ð. Ñîëîó. Êëàññè÷åñêèé åå âàðèàíò èìååò åäèíñòâåííûé
ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð � ïîëîæèòåëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäèôè-
êàöèÿ äàííîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùàÿ ýôôåêò çàïàçäûâàíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè
èçó÷åíèÿ äèíàìèêè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì. Äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ â ðàáîòå èçó÷åí âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè è ëîêàëüíûõ áèôóðêàöèÿõ.
Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü äîêðèòè÷åñêèõ áèôóðêàöèé öèêëîâ. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû. Ïðè àíàëèçå ëîêàëüíûõ
áèôóðêàöèé èñïîëüçîâàíû òàêèå ìåòîäû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì êàê ìåòîä èíâàðèàíò-
íûõ (èíòåãðàëüíûõ) ìíîãîîáðàçèé, àïïàðàò òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì Ïóàíêàðå-Äþëàêà, à
òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü Ñîëîó, óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, óñòîé÷èâîñòü,
áèôóðêàöèè, öèêëû, àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû.

1. Ââåäåíèå

Â îñíîâîïîëàãàþùèõ ïî äàííîé òåìàòèêå ðàáîòàõ [1�2] áûëà ïðåäëîæåíà îäíà èç èç-
âåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàêðîýêîíîìèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíà èçâåñòíà êàê
ìîäåëü Ñîëîó. Ñîãëàñíî ìîäåëè, äèíàìèêà ôîíäîâîîðóæåííîñòè òðóäà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì âèäà (ñì. òàêæå [3�4])

p′ = −αp+ βpk, p = p(τ) > 0, (1.1)

ãäå α, β ∈ R, p(τ) � ñòîèìîñòü ôîíäîâ â ìîìåíò âðåìåíè τ. Ïîñëå çàìåí

τ = γ0t, p = γ1x, γ0α = 1, βγ0γ
k−1
1 = 1, γ0, γ1, β > 0 (γ0 =

1

α
, γ1 =

(α
β
)1/(k−1)

)
óðàâíåíèå (1.1) ïðèîáðåòàåò óæå ñëåäóþùèé âèä

ẋ = −x+ xk. (1.2)

Ïåðâûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (1.1), (1.2) îòâå÷àþò çà àìîðòèçàöèþ ôîí-
äîâ, à âòîðûå � ïðîïîðöèîíàëüíû èíâåñòèöèÿì. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå
(1.1) äëÿ íîðìèðîâàííîé ñòîèìîñòè ôîíäîâ x(t) > 0, ò. å. óðàâíåíèå (1.2).

1Êóëèêîâ Äìèòðèé Àíàòîëüåâè÷, äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÔÃÁÎÓ ÂÎ
"ßðîñëàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ï. Ã. Äåìèäîâà" (150003, Ðîññèÿ, ã. ßðîñëàâëü, óë.
Ñîâåòñêàÿ, ä. 14), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0002-6307-0941,
kulikov_d_a@mail.ru
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Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ÄÓ) (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ñîñòîÿ-
íèå ðàâíîâåñèÿ x(t) = 1, åñëè k ̸= 1. Ïðè k ∈ (0, 1) äàííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ãëîáàëü-
íî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ò. å. âñå ðåøåíèÿ ÄÓ (1.2) ñ ïîëîæèòåëüíûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ñòðåìÿòñÿ ê äàííîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïðèëîæåíè-
ÿõ ê ìàêðîýêîíîìèêå ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü âàðèàíò, êîãäà k ∈ (0, 1). Òàêîãî âàðèàíòà
âûáîðà ýòîãî ïàðàìåòðà è áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ â äàííîé ðàáîòå. Äîáàâèì, ÷òî ïðè âñåõ
k : k ∈ (0, 1) èëè äàæå k ∈ (1,∞), ÄÓ (1.2) íå ìîæåò èìåòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ò. å.
äàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñîáåííî ïðè k ∈ (0, 1) , íå âïîëíå àäåêâàòíî îïèñûâàåò
ðåàëüíûå ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ, êîíå÷íî, ñâîéñòâåííà ïåðèîäû ïîäúåìîâ
è ñïàäîâ. Õàðàêòåðíîñòü êîëåáàòåëüíîé äèíàìèêè äëÿ ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè îòìå÷àëàñü
åùå â ðàáîòàõ ýêîíîìèñòîâ XIX â. Ä. Ðèêàðäî, À. Ñìèòà, Ê. Ìàðêñà è ìíîãèõ äðóãèõ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÄÓ (1.2) íóæäàåòñÿ â ìîäèôèêàöèÿõ. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñïîñîá îñ-
íîâàí íà ó÷åòå ôàêòîðà çàïàçäûâàíèÿ, õàðàêòåðíîãî äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (ñì.,
íàïðèìåð, [5�8]) â óñëîâèÿõ ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò çàïàçäûâàíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Ñîëîó
ïðèâîäèò ê ñîäåðæàòåëüíîìó èçìåíåíèþ äèíàìèêè ðåøåíèé è, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò
âûÿâèòü äèàïàçîí îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå áûëî ðàññìîòðåíî ÄÓ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì (ñ çàïàçäûâàíèåì)

ẋ = −y + xk, k ∈ (0, 1), (1.3)

ãäå x = x(t) > 0, y = y(t) = x(t − h), h > 0, ò. å. çàïàçäûâàíèå ââåäåíî â ñëàãàåìîå,
õàðàêòåðèçóþùåå àìîðòèçàöèþ îñíîâíûõ ôîíäîâ. Òàêîé âàðèàíò ââåäåíèÿ çàïàçäûâàíèÿ
âïîëíå åñòåñòâåíåí, ò. ê. ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ñòîèìîñòè îñíîâíûõ ôîíäîâ ñêîðåå çàâèñèò
îò èõ ñòîèìîñòè â ïðåäøåñòâóþùèé ïåðèîä.

Åñëè äîïîëíèòü ÄÓ (1.3) íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t) = φ(t), (1.4)

ãäå çàäàííàÿ ôóíêöèÿ φ(t) ∈ C[−h, 0], òî çàäà÷à Êîøè (1.3),(1.4) ïîðîæäàåò ïî êðàéíåé
ìåðå ëîêàëüíûé ïîëóïîòîê � äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïîýòîìó äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (1.3) ìîæíî è öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè
ÄÓ ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óðàâíåíèå (1.3) èìååò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) = 1. Â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå èçó÷èì âîïðîñ î åãî óñòîé÷èâîñòè. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.3) â ñëåäóþùåì âèäå:

u̇ = −v + ku+
k(k − 1)

2
u2 +

k(k − 1)(k − 2)

6
u3 + o(u3), (1.5)

êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ÄÓ (1.3) ïîñëå çàìåíû x = 1 + u, y = 1 + v, u = u(t), v = v(t) =
u(t− h) è èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû Òåéëîðà.

Äàëåå â ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå (1.5) è ïðåæäå âñåãî îêðåñòíîñòü íóëåâîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (u = 0, v = 0).

Äîáàâèì, ÷òî çàïàçäûâàíèå ìîæíî ââåñòè è èíûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

ẋ = −x+ yk, k ∈ (0, 1), (1.6)

ãäå x = x(t), y(t) = x(t − h). Êàê è óðàâíåíèÿ (1.2) è (1.3),îíî èìååò ñîñòîÿíèå ðàâíî-
âåñèÿ x(t) = 1 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) = 0 óðàâíåíèÿ (1.6)
îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ h > 0 (ñì. ðàçäåë
2), à ïîýòîìó òàêîé ó÷åò çàïàçäûâàíèÿ íå âëèÿåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì íà ýêîíîìè÷å-
ñêóþ äèíàìèêó à, ñëåäîâàòåëüíî, èçó÷åíèå òàêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ ýêîíîìè÷åñêîé
ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ íåöåëåñîîáðàçíî.
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2. Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÄÓ (1.5). Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ëèíåàðèçîâàííûé âàðèàíò ÄÓ (1.5):

u̇ = −v + ku. (2.1)

Èçâåñòíî [9�10],÷òî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíîãî ÄÓ (2.1) ìîæåò áûòü ñâå-
äåí ê àíàëèçó ñëåäóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

λ = − exp(−λh) + k. (2.2)

Ïðè h = 0 îíî èìååò êîðåíü λ = k− 1 < 0. Íàéäåì minh = H, ïðè êîòîðîì ó óðàâíåíèÿ
(2.2) ïîÿâÿòñÿ êîðíè ñ Reλ = 0. Ïðè ýòîì ñëó÷àé λ = 0 íå ðåàëèçóåì íè ïðè îäíîì
h. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè h ñïåêòðó óñòîé÷èâîñòè (ìíîæåñòâó)
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.2)) ïðèíàäëåæèò ïàðà ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé
±iσ, ãäå σ > 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû (h, σ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû

0 = k − cos σh, σ = sin σh.

Ïóñòü σh = ω (h ̸= 0). Òîãäà ωm = arccosk + 2πm, hm =
ωm

sinωm
èëè ωp = −arccosk +

2πp, hp =
ωp

sinωp
, ãäå m, p ∈ Z � ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë. Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç äâóõ

ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèìåíüøåå H = h > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

H =
arccosk√
1− k2

=
a√

1− k2
, a = arccosk.

Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå σ =
√
1− k2 > 0. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè h = H ñóùåñòâóåò

ñîïðÿæåííûé êîðåíü −iσ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè h, ò. å. ïðè h > H êîðíè ±iσ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì h = H(1 + ε), ãäå ε
äîñòàòî÷íî ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðè òàêèõ h = h(ε) ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ(ε) = k − exp(−λ(ε)(1 + ε)H).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

λ′0 =
dλ(ε)

dε
|ε=0 =

iσH(k − iσ)

(1−Hk) + iHσ

è, ñëåäîâàòåëüíî, Reλ′0 =
Hσ2

(1−Hk)2 +H2σ2
> 0, ò. å. ïðè óâåëè÷åíèè h (h > H) êîðíè

±iσ ïåðåõîäÿò â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü: Reλ > 0. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ìàëûõ ε îñòàëü-
íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè Reλ ≤ −γ0 < 0, ãäå
âåëè÷èíà γ0 íå çàâèñèò îò ε. Äàííîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ
â ðàáîòàõ [10�11].

Ïðè ðàññìîòðåíèè âòîðîé âåðñèè ìîäåëè ñ çàïàçäûâàíèåì, ò. å. óðàâíåíèÿ (1.6), àíà-
ëèç óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ:

λ = −1 + k exp(−λh), k ∈ (0, 1).
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Ïðè h = 0 îíî èìååò îäèí êîðåíü λ = −1 = k < 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäíèé
âàðèàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå ìîæåò èìåòü êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ ìíèìîé
îñè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λ = 0. Òîãäà ïîëó÷èëè áû ðàâåíñòâî 0 = −1 + k. Íàêîíåö,
ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé ïðèâîäèò íàñ ê ñèñòåìå

cosσh =
1

k
,

k sinσh = −σ, (1
k
> 1),

íå èìåþùåé ðåøåíèÿ, ò. ê.
1

k
> 1 ïî óñëîâèþ.

3. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Â ÄÓ (1.5) ïîëîæèì

t =
HΘ

h(ε)
, h(ε) = H(1 + γε), γ ∈ R, ε ∈ (0, ε0), 0 < ε0 << 1,

Ãäå Θ � íîâîå, íîðìèðîâàííîå âðåìÿ. Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû âðåìåíè ïåðåïèøåì ÄÓ
(1.5) â âèäå

u′ = (1 + γε)[−v + ku+
k(k − 1)

2
u2 +

k(k − 1)(k − 2)

6
u3 + o(u3)], (3.1)

ãäå u = u(Θ), v = u(Θ−H), à øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé Θ, ò. å.
íîâîìó íîðìèðîâàííîìó âðåìåíè.

Óðàâíåíèå (3.1) èìååò â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äâóìåðíîå ãëàäêîå
èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå M2(ε) [12�13]. Ïðè ýòîì âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè ïðèáëèæàþòñÿ ê íåìó ñî ñêîðîñòüþ ýêñïîíåíòû, åñëè èõ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
ìàëû â ñìûñëå íîðìû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå
ýòî C[−H, 0] (C[−H, 0] ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [−H, 0] ôóíêöèé g(Θ) ñ íîðìîé
||g|| = max

Θ∈[−H,0]
|g(Θ)| ), à äèíàìèêà ðåøåíèé ÄÓ (1.5) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëå àíàëèçà ñè-

ñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ ÄÓ íîðìàëüíîé ôîðìû (ÍÔ). Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå
ÍÔ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â êîìïëåêñíîé ôîðìå è èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó [6,7]

z′ = (α + iβ)z + (d+ ic)z|z|2 + o(ε), (3.2)

ãäå α, β, d, c ∈ R. Äàííûå êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ (3.1), ò. å.
k è h. ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå, ÷òî áóäåò ñäåëàíî íèæå ïîñëå ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (ÍÔ).Äëÿ òàêîé öåëè â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü àäàïòàöèþ àëãîðèòìà Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [6-8]. Â ÍÔ (3.2) z = z(s) � êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ s = εΘ, ε ∈ (0, ε0).
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî àïðèîðè d ̸= 0, ò. å. îòëè÷íà îò íóëÿ ïåðâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà, òî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
ìîæíî è öåëåñîîáðàçíî èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

u(Θ, ε) = ε1/2u1(Θ, z) + εu2(Θ, z) + ε3/2u3(Θ, z) +O(ε2), (3.3)

ãäå u1(Θ, z) = z(s) exp(iσt) + z(s) exp(−iσt); z(s) îäíî èç ðåøåíèé ÍÔ (ñì. ï. 2). Äîñòà-
òî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè u2(Θ, z), u3(Θ, z) ïî ïåðåìåííîé Θ èìåþò ïåðèîä 2π/σ è, êðîìå
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òîãî,

M±(um) =
σ

2π

2π/σ∫
0

um(Θ, z) exp(±iσΘ)dΘ = 0

ïðè m = 2, 3 è ëþáûõ ðàññìàòðèâàåìûõ z(s). Îòìåòèì, ÷òî v(Θ, ε) = u(Θ−H, ε), à ÷åðåç
O(ε2) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ ψ(z, z, ε), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ψ(z, z, ε)| ≤Mε2[|z|+ |z|],M > 0.

Ïîäñòàâèì ñóììó (3.3) â ÄÓ (3.1) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ε, ε3/2.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâà ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ ÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì. Îïðåäåëèì
u2(Θ, z) èç ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

∂u2
∂Θ

+ v2 − ku2 = Φ2(Θ, z), (3.4)

ãäå Φ2(Θ, z) =
k(k − 1)

2
u21, v2 = u2(Θ−H, z).

Ïðè ôîðìèðîâàíèè óðàâíåíèÿ äëÿ u3(Θ, z) ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî
d

dΘ
ψ(Θ, s) =

∂ψ

∂Θ
+
∂ψ

∂s
ε.

Ïîýòîìó ïîëó÷èì
∂u3
∂Θ

+ v3 − ku3 = Φ3(Θ, z), (3.5)

ãäå

Φ3(Θ, z) = k(k − 1)u1u2 +
k(k − 1)(k − 2)

6
u31 + γ[−v1 + ku1] + z′H exp(−iσH) exp(iσΘ)+

+z′H exp(iσH) exp(−iσΘ)− z′ exp(iσΘ)− z′ exp(−iσΘ), z = z(s), z′ =
dz

ds
.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1 Ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

du

dΘ
+ u(t−H)− ku = Φ(Θ),

ãäå Φ(Θ) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîãî Θ ñ ïåðèîäîì 2π/σ èìååò ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå ñ òåì æå ïåðèîäîì, åñëè

M±(Φ(Θ)) =
σ

2π

2π∫
0

Φ(Θ) exp(±iσΘ)dΘ = 0.

Ðàâåíñòâà M±(Θ) = 0 âûäåëÿþò îäíî òàêîå ðåøåíèå.
Îòìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå

Φ2(Θ, z) =
k(k − 1)

2
[z2 exp(2iΘ) + 2|z|2 + z2 exp(−2iΘ)].

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (2.4) ðàçðåøèìî â êëàññå 2π/σ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî ïåðåìåííîé
Θ , è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåé ôîðìå:

u2(Θ, z) = η2z
2 exp(2iσΘ) + η0|z|2 + η2z

2 exp(−2iσΘ),
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ãäå ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ÄÓ (3.4) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìîæíî íàéòè, ÷òî

η0 = −k, η2 = η21 + iη22, η21 =
k(2k + 1)

2(5 + 4k)
, η22 =

k
√
1− k2

5 + 4k
.

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ÄÓ (3.5). Èç óñëîâèé åãî ðàçðåøèìîñòè â êëàññå 2π/σ ïåðèîäè-
÷åñêèõ ïî ïåðåìåííîé Θ ôóíêöèé ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ÍÔ (3.2) âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà

α = γ
(1− k2)3/2a

Q
, β =

1− k2

Q
γ(
√
1− k2 − ak), d =

k(1− k2)3/2

(5 + 4k)Q
[(k + 5)

√
1− k2 − 6ak],

c = − k(1− k2)2

(5 + 4k)Q(1 + k)
[k
√
1− k2 + a(6k + 5)], Q = (

√
1− k2 − ak)2 + a2(1− k2) > 0.

Â íàøåì ñëó÷àå a > 0. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî çíàê α ñîâïàäàåò ñî çíàêîì γ, à çíàê ëÿ-
ïóíîâñêîé âåëè÷èíû d îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ìíîæèòåëÿ φ(k) = (k + 5)

√
1− k2 − 6ak , ò.

ê. îñòàëüíûå ìíîæèòåëè â ôîðìóëå äëÿ d çàâåäîìî ïîëîæèòåëüíû. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî φ(k) > 0 ïðè âñåõ k ∈ (0, 1). Î÷åâèäíî, ÷òî φ(k) = φ(a) = (5 + cos a) sin a − 6a cos a,
ãäå a = arccosk (a ∈ (0, π/2)). Çíàê φ(a) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ôóíêöèè

ψ(a) =
φ(a)

cos a
= 5 tg a+ sin a− 6a.

Ïðè ýòîì ψ(0) = 0, a ψ′(a) =
5

cos2 a
+ cos a− 6 > 0 ïðè âñåõ a ∈ (0, π/2). Òàê

ψ′(a) ≥ 1

cos2 a
(5 + cos4 a− 6 cos2 a) =

1

cos2 a
(5 sin2 a− sin2 a cos2 a) > 0

ïðè a ∈ (0, π/2).
Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ÍÔ (3.2). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 3.1 ÄÓ (2.2) èìååò àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå z(s) = ρ exp(iωs), åñëè
αd < 0. Äàííîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî (îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî), åñëè
d < 0 , è íåóñòîé÷èâî ïðè d > 0. Ïðè ýòîì ρ =

√
−α/d, à ω = β − cα/d.

Â íàøåì ñëó÷àå d > 0. Ïîýòîìó ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè γ < 0,
ò. å. ïðè äîêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ h (h < H). Àíàëèç ÍÔ è ðåçóëüòàòû ðàáîò [6�9;14]
ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ó óðàâíåíèÿ (3.1) (è, êîíå÷íî, ÄÓ (1.5)) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ â äàííîì
óðàâíåíèè).

Ò å î ð å ì à 3.1 Ïóñòü k ∈ (0, 1 − δ), δ > 0. Ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 = ε0(δ) > 0,
÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε0) óðàâíåíèå (3.1) èìååò íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ïðè h =
(1− ε)H. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà

u(Θ, ε) = ε1/2ρ[exp(i(σ + εω)Θ + iφ0) + exp(−i(σ + εω)Θ− iφ0)]+
+ερ2[η exp(2i(σ + εω)Θ + 2iφ0)− k + η exp(−2i(σ + εω)Θ− 2iφ0)] + o(ε).

ãäå φ0 ∈ R , ïîñòîÿííûå ρ, η áûëè óêàçàíû ðàíåå.
Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íåóñòîé÷èâîãî öèêëà ãàðàíòèðóåòñÿ ïðè k ∈

∈ (0, 1− δ). Ïðè k → 1− 0 àìïëèòóäà ρ = ρ(k) → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé k → 1− 0
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òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ, òåì áîëåå ïðè òàêèõ k äëÿ σ = σ(k) òàêæå èìååò
ìåñòî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî lim

k→1−0
σ(k) = 0.

Íàêîíåö, óðàâíåíèå (1.2) èìååò ñëåäóþùèå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ

x(t, ε) = 1 + u((1− ε)t, ε).

Îòìåòèì, ÷òî lim
ε→0

u((1 − ε)t, ε) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε → 0 ôóíêöèÿ x(t, ε) áëèçêà

ê 1. Äîáàâèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå âñå ýòè ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
À. Ì. Ëÿïóíîâà â ôîðìå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàíèåì.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ôàêòîðà çàïàçäûâàíèÿ ïðèâîäèò ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êàê â ìîäåëè ñïðîñ-ïðåäëîæåíèå, òàê è â îñíîâíîé ìîäåëè Ñîëîó
Ïðè çíà÷åíèÿõ áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà h , áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ h = H ,
äëÿ äàííîãî âàðèàíòà ìîäåëè Ñîëîó õàðàêòåðíî æåñòêîå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé èëè, â
èíîé òåðìèíîëîãèè, äîêðèòè÷åñêèå áèôóðêàöèè. Ðàññìîòðåííûé âàðèàíò ìîäåëè Ñîëîó c
òàêèì ñïîñîáîì ó÷åòà ôàêòîðà çàïàçäûâàíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëè ñïðîñ-ïðåäëîæåíèå,
ãäå ó÷åò ôàêòîðà çàïàçäûâàíèÿ ïðèâîäèò ê óñòîé÷èâîìó öèêëó, ò. å. ê ïîñëåêðèòè÷åñêèì
áèôóðêàöèÿì. Ìîæíî äîáàâèòü, ÷òî â ðàáîòàõ [5,15] ðàññìàòðèâàëèñü èíûå ìîäèôèêàöèè
ìîäåëè Ñîëîó, â òîì ÷èñëå ñ ó÷åòîì ôàêòîðà çàïàçäûâàíèÿ. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâà-
ëàñü ìîäåëü Ñîëîó â âèäå ñèñòåìû ÄÓ, â êîòîðîé ó÷èòûâàëñÿ ôàêòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
îêðóæàþùåé ñðåäîé ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ðàáîòàþùèõ. Â ýòèõ è äðó-
ãèõ ðàáîòàõ M. Ferrara, L. Guerini è äð. çàïàçäûâàíèå ââîäèëîñü â ôóíêöèþ ÷èñëåííîñòè
ðàáîòàþùèõ è äîáàâëÿëîñü âòîðîå óðàâíåíèå (îáîáùåííîå ëîãèñòè÷åñêîå, ó÷èòûâàþùåå
çàïàçäûâàíèå). Òàêîé ó÷åò çàïàçäûâàíèÿ õàðàêòåðåí äëÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè
(ñì. [9;14]) è ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ êîëåáàíèé â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí äðóãîé âàðèàíò: îñíîâíîå óðàâíåíèå Ñîëîó îñòàâëåíî áåç
èçìåíåíèé, è â ôóíêöèþ, îòâå÷àþùóþ çà àìîðòèçàöèþ îñíîâíûõ ôîíäîâ, ââåäåíî çà-
ïàçäûâàíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ìîäåëè Ñîëîó òàêæå íå ïîçâîëÿåò
ìîäåëèðîâàòü öèêëû, õîòÿ ìîäåëü Ñîëîó áûëà ïðåäëîæåíà èìåííî äëÿ ðûíî÷íîé ýêîíî-
ìèêè, â ðàìêàõ êîòîðîé íà âåëè÷èíó èíâåñòèöèé âëèÿþò â îñíîâíîì ðûíî÷íûå ôàêòîðû:
öåíà íà îáîðóäîâàíèå, íà èíûå ôîíäû è äð.

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà � 18-01-00672.
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Stability and local bifurcations of the Solow model with

delay

c⃝ D.A. Kulikov 1

Abstract. A mathematical model of macroeconomics, proposed by the Nobel Prize winner Solow,
is considered. Its classical version has a single global attractor - a positive equilibrium state. In
this paper a modi�cation of this model with the delay e�ect is proposed. This leads to the need
to study the dynamics of a di�erential equation with a deviating argument. For the corresponding
equation in the paper, the question of stability and local bifurcations is studied. In particular, the
possibility of subcritical bifurcations of cycles is shown. Asymptotic formulas are obtained for the
corresponding periodic solutions. In the analysis of local bifurcations, such methods of the theory
of dynamical systems as the method of invariant (integral) manifolds, the apparatus of the theory
of normal forms of Poincare-Dulac, and asymptotic methods of analysis are used.

Key Words: model of Solou, delay di�erential equation, stability, bifurcation, cycle, asymptotic
formula.
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì ÿçûêå, íå îïóáëèêîâàííûå è íå
ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ:
� êîäû ÓÄÊ è MSC 2010;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ - ïîëíîñòüþ, äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû,

àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail;
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè (òîëüêî íà ðóññêîì);
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Èíäåêñ ïðåäìåòíîé êëàññèôèêàöèè (MSC 2010) ïî AMS èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåìàòè÷å-

ñêîãî ðàçäåëåíèÿ ññûëîê â äâóõ ðåôåðàòèâíûõ áàçàõ � Mathematical Reviews (MR) Àìå-
ðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåé-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîþçà (Zentralblatt MATH, zbMATH). Ñïðàâî÷íèêè êîäîâ ÓÄÊ è
MSC 2010 ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.

Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
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ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Â òåêñòå àííîòàöèè ñëåäóåò ïðèìåíÿòü çíà÷èìûå ñëîâà èç òåêñòà ñòàòüè.
Ñîêðàùåíèÿ è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, êðîìå îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ (â òîì ÷èñëå â àí-

ãëîÿçû÷íûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòàõ), ïðèìåíÿþò â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ èëè äàþò èõ
îïðåäåëåíèÿ ïðè ïåðâîì óïîòðåáëåíèè.

Åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåäóåò ïðèâîäèòü â ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå ÑÈ. Äî-
ïóñêàåòñÿ ïðèâîäèòü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðÿäîì ñ âåëè÷èíîé â ñèñòåìå ÑÈ çíà÷åíèå âåëè-
÷èíû â ñèñòåìå åäèíèö, èñïîëüçîâàííîé â èñõîäíîì äîêóìåíòå.

Â àííîòàöèè íå äåëàþòñÿ ññûëêè íà íîìåð ïóáëèêàöèè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ê ñòàòüå.
Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Â òåêñòå ðåôåðàòà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü òåðìèíîëîãèþ, õàðàêòåð-
íóþ äëÿ èíîñòðàííûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòîâ. Ñëåäóåò èçáåãàòü óïîòðåáëåíèÿ òåðìèíîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìîé êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íûõ òåðìèíîâ. Íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü åäèíñòâî
òåðìèíîëîãèè â ïðåäåëàõ ðåôåðàòà.

Ïåðå÷èñëèì îáÿçàòåëüíûå êà÷åñòâà àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ê ðóññêîÿçû÷íûì
ñòàòüÿì. Àííîòàöèè äîëæíû áûòü:

- èíôîðìàòèâíûìè (íå ñîäåðæàòü îáùèõ ñëîâ);
- îðèãèíàëüíûìè (íå áûòü êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íîé àííîòàöèè);
- ñîäåðæàòåëüíûìè (îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè è ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-

íèé);
- ñòðóêòóðèðîâàííûìè (ñëåäîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå);
- "àíãëîÿçû÷íûìè"(íàïèñàíû êà÷åñòâåííûì àíãëèéñêèì ÿçûêîì).
Îáúåì àííîòàöèé íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ äîëæíû áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî

250 ñëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæíû îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè, ïî âîçìîæíîñòè íå

ïîâòîðÿòü òåðìèíû çàãëàâèÿ è àííîòàöèè, èñïîëüçîâàòü òåðìèíû èç òåêñòà ñòàòüè, à òàêæå
òåðìèíû, îïðåäåëÿþùèå ïðåäìåòíóþ îáëàñòü è âêëþ÷àþùèå äðóãèå âàæíûå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûå ïîçâîëÿò îáëåã÷èòü è ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ ñòàòüè ñðåäñòâàìè
èíôîðìàöèîííî-ïîèñêîâîé ñèñòåìû. Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî
15 ñëîâ.

Òåêñò ñòàòüè. Ïðè èçëîæåíèè òåêñòà ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
ñòðóêòóðû:

� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè
çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå;

Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â Æóðíàë ÑÂÌÎ



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 2 237

� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ;
� ðåçóëüòàòû - îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè;
� îáñóæäåíèå è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíû-

ìè;
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ

ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû. Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå è
èõ êîëè÷åñòâî íå äîëæíî ïðåâûøàòü 20.

Îïèñàíèå ñõåì áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê äëÿ ðàçäåëà References.
Ñòàòüè â æóðíàëå íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� Ïåðåâîä çàãëàâèÿ ñòàòüè íà àíãëèéñêèé ÿçûê;
� Íàçâàíèå ðóññêîÿçû÷íîãî èñòî÷íèêà (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ èñòî÷íèêà íà àíãëèéñêèé ÿçûê � ïàðàôðàç (äëÿ æóðíàëîâ ìîæíî

íå äåëàòü)];
� Âûõîäíûå äàííûå ñ îáîçíà÷åíèÿìè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, ëèáî òîëüêî öèôðîâûå

(ïîñëåäíåå, â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìîãî ñòàíäàðòà îïèñàíèÿ);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê ñòàòüè (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ ñòàòüè.
Êíèãè (ìîíîãðàôèè è ñáîðíèêè) íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� íàçâàíèå êíèãè (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ êíèãè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ];
� Âûõîäíûå äàííûå: ìåñòî èçäàíèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå - Moscow, St. Petersburg; èç-

äàòåëüñòâî íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, åñëè ýòî îðãàíèçàöèÿ (Moscow St. Univ. Publ.) è òðàíñ-
ëèòåðàöèÿ, åñëè èçäàòåëüñòâî èìååò ñîáñòâåííîå íàçâàíèå ñ óêàçàíèåì íà àíãëèéñêîì, ÷òî
ýòî èçäàòåëüñòâî: Nauka Publ.;

� Êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â èçäàíèè (250 p.);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ êíèãè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ îôîðìëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñòèëþ

öèòèðîâàíèÿ, ïðèíÿòîìó äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè Àìåðèêàíñêèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåéñêèì ìàòåìàòè-
÷åñêèì ñîþçîì (Zentralblatt MATH, zbMATH). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàò AMSBIB,
ðåàëèçîâàííûé â ñòèëåâîì ïàêåòå svmobib.sty.

Äëÿ òðàíñëèòåðàöèè ðóññêîãî àëôàâèòà ëàòèíèöåé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó
BGN (Board of Geographic Names). Íà ñàéòå http://translit.net/ru/bgn/ ìîæíî áåñïëàòíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé òðàíñëèòåðàöèè ðóññêîãî àëôàâèòà â ëàòèíèöó.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå â òåêñòîâîì ôîðìàòå, îôîðìëåííûé â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008 Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà, ðàñïî-
ëàãàòüñÿ çà ñïèñêîì öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå è äîëæåí áûòü çàêîì-
ìåíòèðîâàí. Ýòîò ñïèñîê ëèòåðàòóðû áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè çàãðóçêå ýëåêòðîííîé
âåðñèè æóðíàëà íà ñàéò elibrary.ru. ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008 Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûë-

êà ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Ïîäðîáíûå òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé ñîäåðæàòñÿ â ìàòåðè-
àëå Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex.
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Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ áóäåò âîçâðàùåíà íà äîðàáîòêó.

Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MiKTeX, äèñòðèáóòèâ
êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå � http://www.miktex.org.

Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè èñïîëüçóþòñÿ äâà ôàéëà: ôàéë-ïðåàìáóëà è ôàéë-øàáëîí. Èõ
ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå æóðíàëà â ðàçäåëå Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé. Àäðåñ
äîñòóïà: http://www.journal.svmo.ru/page/rules.

Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí â ôàéë-øàáëîí ñ èìåíåì <Ôàìèëèÿ-
ÈÎ>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ôàéë-ïðåàìáóëó). Íàïðèìåð,
\input{shamanaev.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Îôîðìëåíèå çàãîëîâêîâ ñòàòüè. Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêîâ ñòàòüè íà ðóññêîì
è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \headerRus è \headerEn, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Êîìàíäà \headerRus èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû: {ÓÄÊ} {Íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâ-
òîð(û)} {Àâòîð1\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ Îò÷åñòâî, Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ îð-
ãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.}, Àâòîð2\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ Îò÷åñòâî,
Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.} } {Àííîòà-
öèÿ} {Êëþ÷åâûå ñëîâà} {Íàçâàíèå ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå} {Àâòîð(û) íà àíãëèéñêîì
ÿçûêå}

Êîìàíäà \headerEn èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû: {MSC 2010} {Íàçâàíèå ñòàòüè}
{Àâòîð(û)} {Àâòîð1\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ Îò÷åñòâî, Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ
îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.}, Àâòîð2\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ Îò÷åñòâî,
Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.} } {Àííî-
òàöèÿ} {Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Îôîðìëåíèå òåêñòà ñòàòüè. Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåí-
íîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì
ïàðàìåòðîì: \sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò. ä.
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Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Îôîðìëåíèå ðèñóíêîâ. Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäàìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü_ïîä_ðèñ}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Îôîðìëåíèå ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû íà
ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèÿ thebibliography è
thebibliographyEn, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäàÿ ðóññêîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà îôîðìëÿåòñÿ êîìàíäîé
\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê},
à àíãëîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà � êîìàíäîé
\Bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.
Äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ áèáëèîãðàôè÷åñêîé ññûëêè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû, ðåà-

ëèçóþùèå ôîðìàò AMSBIB è îòíîñÿùèåñÿ ê ñòèëåâîìó ïàêåòó svmobib.sty. Îñíîâîé ýòîãî
ïàêåòà ÿâëÿåòñÿ ñòèëåâîé ôàéë amsbib.sty. Áîëåå ïîäðîáíî ýòè êîìàíäû îïèñàíû â èí-
ñòðóêöèè amsbib.pdf.

Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite
èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ôàéëå-ïðåàìáóëå). Â êà÷åñòâå èìåíè ìåòîê äëÿ ðóññêî-
ÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íóæíî èñïîëüçîâàòü 'ÔàìèëèÿRBibÍîìåðÑñûëêè',
à äëÿ àíãëîÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê � 'ÔàìèëèÿBibÍîìåðÑñûëêè'.

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
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References ñ ïîìîùüþ êîìàíä èç ñòèëåâîãî ïàêåòà svmobib.sty

Ñòàòüè â æóðíàëàõ íà ðóññêîì ÿçûêå:

\Bibitem{shamanaevBib1}
\by P.A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of di�erential equations with perturbation in the
form of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145�151
\lang In Russ.

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by P.A. Shamanaev
\paper [The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear di�erential equations with
a the perturbation in the form of small linear term with delay]
\jour Zhurnal Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2016
\vol 18
\issue 3
\pages 61�69
\lang In Russ.

Ñòàòüè â æóðíàëàõ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå:

\Bibitem{shamanaevBib3}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh re�nement for hyperbolic partial di�erential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484�512

Ñòàòüè â ýëåêòðîííîì æóðíàëå íà ðóññêîì ÿçûêå:

\Bibitem{shamanaevBib4}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with
nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-
ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii
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Ñòàòüè â ñáîðíèêàõ íà ðóññêîì ÿçûêå:

\Bibitem{shamanaevBib5}
\by A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external in�uences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\serial 10
\pages 4�13
\lang In Russ.

Êíèãè (ìîíîãðàôèè è ñáîðíèêè) íà ðóññêîì ÿçûêå:

\Bibitem{shamanaevBib6}
\by B. F. Bylov, R. E. Vinograd, D.M. Grobman, V.V. Nemyitskiy
\book Teoriya pokazateley Lyapunova i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory
of Lyapunov exponents and its applications to stability problems]
\publaddr Moscow
\publ Nauka Publ.
\yr 1966
\totalpages 576
\lang In Russ.

Ìàòåðèàëû êîíôåðåíöèé íà ðóññêîì ÿçûêå:

\Bibitem{shamanaevBib7}
\by A.A. Kyashkin, B.V. Loginov, P.A. Shamanaev
\inbook [On the branching of periodic solutions of linear inhomogeneous di�erential equations
with a perturbation in the form of a small linear summand]
\proc Materialy VII Vserossiyskoy nauchnoy molodezhnoy shkoly-seminar "Matematicheskoe
modelirovanie, chislennye metody i kompleksy programm"imeni E.V. Voskresenskogo s
mezhdunarodnym uchastiem [Proceeding of the VII All-Russian Scienti�c Youth School-
Seminar "Mathematical Modeling, Numerical Methods and Program Complexes"named after
E.V. Voskresensky with international participation]
\procinfo Saransk, 12-15 July 2016
\publ SVMO Publ.
\pages 105�107
\lang In Russ.

\Bibitem{shamanaevBib8}
\by P.A. Shamanaev, A.A. Kyashkin, B.V. Loginov
\inbook [Branching of solutions of linear inhomogeneous di�erential equations with a small
perturbation in the derivative]
\proc Tezisy dokladov "Mezhdunarodnoy konferentsii po di�erentsial'nym uravneniyam
i dinamicheskim sistemam"[Proceeding of the "International Conference on Di�erential
Equations and Dynamical Systems"]
\procinfo Suzdal, 8-12 July 2016
\pages 231�233
\lang In Russ.
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Äèññåðòàöèè íà ðóññêîì ÿçûêå:

\Bibitem{shamanaevBib9}
\by P.A. Shamanaev
\thesis Lyapunovskie preobrazovaniya i ustoychivost' dvizheniya [Lyapunov transformations
and stability of motion]
\thesisinfo Diss. . . . kand. �z.-mat. nauk [PhD phys. and math. sci. diss.]
\publaddr Saransk
\yr 1997
\totalpages 145
\lang In Russ.
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