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Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà

Íàó÷íûé æóðíàë

Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè:

ÏÈ � ÔÑ77-71362 îò 17 îêòÿáðÿ 2017 ã.

Íàó÷íûé ðåöåíçèðóåìûé æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà¿ ïóáëèêóåò îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ñòàòüè è îáçîðû ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì è
òåõíè÷åñêèì îòðàñëÿì íàóê, îáçîðíûå ñòàòüè, îòðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è çà ðóáåæîì.

Îñíîâíûå ðóáðèêè æóðíàëà:
� ¾Ìàòåìàòèêà¿,
� ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿,
� ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà¿.
Ðóáðèêè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ãðóïïàì ñïåöèàëüíîñòåé íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ:

01.01.00 Ìàòåìàòèêà, 01.02.00 Ìåõàíèêà, 05.13.00 Èíôîðìàòèêà, âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà
è óïðàâëåíèå.

Æóðíàë âõîäèò â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ Zentralblatt MATH
(zbMATH). Ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â æóðíàëå, ïðèðàâíèâàþòñÿ ê ïóáëèêàöèÿì â èç-
äàíèÿõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ ( ñîãëàñíî çàêëþ÷åíèþ ïðåçèäèóìà ÂÀÊ îò 29 ìàÿ
2015 ã. � 15/348).

Æóðíàë âêëþ÷åí â áèáëèîãðàôè÷åñêóþ áàçó äàííûõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé ðîññèéñêèõ
ó÷¼íûõ � Ðîññèéñêèé èíäåêñ íàó÷íîãî öèòèðîâàíèÿ (ÐÈÍÖ).

Ïîäïèñêà íà æóðíàë îñóùåñòâëÿåòñÿ â ëþáîì îòäåëåíèè ïî÷òîâîé ñâÿçè íà òåððèòî-
ðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ïîäïèñíîé èíäåêñ èçäàíèÿ â Îáúåäèí¼ííîì êàòàëîãå ¾Ïðåññà
Ðîññèè¿ � 94016.

Ìàòåðèàëû æóðíàëà ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ äîñòóï-
íû ïî ëèöåíçèè Creative Commons ¾Attribution¿ (¾Àòðèáóöèÿ¿) 4.0 Âñåìèðíàÿ.

Ó×ÐÅÄÈÒÅËÈ: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-
ñòâî¿ (430005, Ðîññèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå
îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿ (430005, Ðîññèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68).
ÈÇÄÀÒÅËÜ: ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâà-
íèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿
(430005, Ðîññèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68)

ÐÅÄÀÊÖÈß: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-

ñòâî¿ (430005, Ðîññèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), òåë.: 8(8342)270-256, e-mail: journal@svmo.ru,

web: http://journal.svmo.ru
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Óñòîé÷èâîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ

âîçìóùåííûõ îäíîðîäíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì

c⃝ À.Ï. Æàáêî 1, Î. Ã. Òèõîìèðîâ 2, Î.Í. ×èæîâà 3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî-
ëîæåíèÿ ïîêîÿ äëÿ îäíîðîäíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ âîçìóùåíèÿìè â âèäå èñ÷åçàþùèõ ñî âðåìåíåì ôóíêöèé. Ìåòîä äîêàçàòåëü-
ñòâà îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äîêàçàííîé
Â. È. Çóáîâûì òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ. Ðàññìîòðåí
ïðèìåð ñèñòåìû íåëèíåéíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðûé èëëþñòðèðóåò ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü,
íåñòàöèîíàðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå

1. Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ áûëî ââåäåíî Â. È. Çóáîâûì â ðàáîòå [1].
Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì, íå èìåþùèõ íóëåâîãî ðåøåíèÿ, àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Áûëè ïîëó÷åíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ [1]�[2] äëÿ óêàçàííûõ ñèñòåì è ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñèñòåìû ñòàöèî-
íàðíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîä âîçäåéñòâèåì ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ
ôóíêöèè. Íåñòàöèîíàðíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñðåäíåå, áûëè
ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [3]�[4]. Äëÿ äàííûõ ñèñòåì áûëè ïðèâåäåíû [5] äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ ïîä âîçäåéñòâèåì àíàëîãè÷íûõ
âîçìóùåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
íà ñëó÷àé áîëåå øèðîêîãî êëàññà âîçìóùàþùèõ ôóíêöèé; ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ äëÿ ñèñòåì ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì.
Ðàññìîòðåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ðîëü ìàëîãî ïàðàìåòðà â ïîâåäåíèè ðåøåíèé.

1Àëåêñåé Ïåòðîâè÷ Æàáêî, ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ
¾Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿(Ðîññèÿ, 198504 Ïåòåðãîô, Óíèâåðñèòåò-
ñêèé ïð., 35), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0002-6379-0682,
zhabko.apmath.spbu@mail.ru

2Îëåã Ãåííàäüåâè÷ Òèõîìèðîâ, äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿(Ðîññèÿ, 198504 Ïåòåðãîô, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., 35), êàíäè-
äàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0003-2321-5525, olegtikhomirov@mail.ru

3Îëüãà Íèêîëàåâíà ×èæîâà, äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿(Ðîññèÿ, 198504 Ïåòåðãîô, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., 35), êàí-
äèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-9251-9915, chizhovolg@yandex.ru
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ [1].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1 Ïîëîæåíèå x = 0 áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêèì
ïîëîæåíèåì ïîêîÿ äëÿ ñèñòåìû òðàåêòîðèé, îïðåäåëÿåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè

ẋ = F (t, x), (2.1)

åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü ïîëîæåíèÿ x = 0, ∥x∥ < ε òàêàÿ, ÷òî ëþáîå
ðåøåíèå

x = x(t, x0, t0)

ñèñòåìû (2.1), íà÷èíàþùååñÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè ïðè t = t0 , t0 > 0 , áóäåò îãðàíè÷åíî
ïðè t > t0 , à, êðîìå òîãî,

∥x(t, x0, t0)∥ → 0 ïðè t→ +∞.

Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû ñëåäóþùåãî âèäà:

ẋ = F µ(t, x) +G(t, x), (2.2)

ẋ = F µ(t, x) + νG(t, x), (2.3)

ãäå F µ(t, x) � îäíîðîäíàÿ ïî x ôóíêöèÿ ïîðÿäêà µ > 1, îïðåäåëåííàÿ ïðè t ∈ [0,+∞)
è x ∈ En. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ G(t, x) çàäàíà è íåïðåðûâíà ïî
t, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x ïðè t ∈ [0,+∞) è x ∈ En, ν � âåùåñòâåííàÿ
ïîñòîÿííàÿ. Êðîìå òîãî,

G(t, x)
x

⇒
t→+∞

0 (2.4)

âî âñÿêîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó x = 0 . Íåâîçìóùåííîé ñèñòåìîé äëÿ
(2.2) è (2.3) áóäåì íàçûâàòü

ẋ = F µ(t, x). (2.5)

Ñäåëàåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè F µ(t, x).
Ïóñòü îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî t è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî x . Êðîìå
òîãî, íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå α > 0 è βi > 0 , i = 1, ..., n, òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ t è x èç
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

∥F µ(t, x)∥ ≤ α∥x∥µ, (2.6)∥∥∥∥∂F µ(t, x)

∂xi

∥∥∥∥ ≤ βi∥x∥µ−1. (2.7)

Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè F µ(t, x) ñóùåñòâóåò ñðåäíåå

F̃ µ(x) = lim
T→+∞

1

T

t+T∫
t

F µ(τ, x)dτ, (2.8)

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî (t, x) ∈ [0,+∞) × {∥x∥ ≤ 1} . Â ýòîì
ñëó÷àå óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà äëÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (2.5) áóäåò èìåòü âèä

ẋ = F̃ µ(x). (2.9)
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Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F̃ µ(x) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîé, à ñèñòåìà (2.9) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó. Â ýòîì ñëó÷àå [6] äëÿ
äàííîé ñèñòåìû íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòîëüêî æå
ðàç, êàê è ôóíêöèÿ F̃ µ(x).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (2.1) èìåëà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ, íåîáõîäèìî [1],
÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 2.1 Åñëè:
1) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ V (t, x1, . . . , xn) � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ è

V
t

⇒
x→0

0 ïðè t > 0;

2) ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

dV

dt
=
∂V

∂t
+

n∑
i=1

∂V

∂xs
Fs =W +W1,

îïðåäåëÿåìàÿ â ñèëó ñèñòåìû (2.1), îáëàäàåò òàêèìè ñâîéñòâàìè: ôóíêöèÿ W =
W (t, x1, . . . , xn) � îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, ôóíêöèÿ W1 = W1(t, x1, . . . , xn) ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x1, . . . , xn âî âñÿêîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó x = 0;

3) ñóùåñòâóþò ÷èñëà ε1 > 0, ε2 > 0, ε1 < ε2 òàêèå, ÷òî

inf
∥x∥=ε2

V (t, x) > sup
∥x∥=ε1

V (t, x) äëÿ âñåõ t > 0

è W +W1 < 0 ïðè ε1 6 ∥x∥ < ε2, t > 0, òî ïîëîæåíèå x = 0 åñòü àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîëîæåíèå ïîêîÿ.

Òàêæå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 2.1 [4] Åñëè äëÿ îïðåäåëåííîé, êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ïî t ∈ (−∞,+∞),
íåïðåðûâíîé ïî x ∈ En è îäíîðîäíîé ïî x ïîðÿäêà îäíîðîäíîñòè µ > 1 ôóíêöèè fµ(t, x)
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

|fµ(t, x)| ≤M∥x∥µ,

ãäå M � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ;

1

T

t+T∫
t

fµ(τ, x)dτ → 0 ïðè T → +∞ (2.10)

ðàâíîìåðíî ïî (t, x) ∈ (−∞,+∞)× {∥x∥ ≤ 1} , òî áóäåò âåðíà îöåíêà∣∣∣∣∣∣ε
t∫

−∞

e−ε(t−τ)fµ(τ, x)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ φ(ε) ∥x∥µ , (2.11)

ãäå φ(ε) ≥ 0 è φ(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
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3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëî-

æåíèÿ ïîêîÿ

Ò å î ð å ì à 3.1 Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.9) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî ïî Ëÿïóíîâó è âûïîëíåíû óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ (2.4), (2.6), (2.7) è (2.8), òî ñóùå-
ñòâóåò âåëè÷èíà ∆ > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè |ν| < ∆ ñèñòåìà (2.3) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîëîæåíèå ïîêîÿ â òî÷êå x = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñòîé÷èâîñòè óñðåäíåííîé íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (2.9)
ñëåäóåò [6], ÷òî ñóùåñòâóþò îäíîðîäíàÿ ïîðÿäêà m ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ôóíê-
öèÿ Ṽ (x) è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ W̃ (x) ïîðÿäêà m+ µ− 1,
ñâÿçàííûå ðàâåíñòâîì

∂Ṽ (x)

∂x
F̃ µ(x) = −W̃ (x).

Êðîìå òîãî, êàê ìû ïðåäïîëîæèëè âûøå, ôóíêöèÿ Ṽ (x) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ
íà îñíîâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ óñðåäíåííîé ñèñòåìû

V (t, x) = Ṽ (x) +

t∫
0

e−ε(t−τ)∂Ṽ (x)

∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ .

Ïîñêîëüêó Ṽ (x) è W̃ (x) � îäíîðîäíûå ôóíêöèè ïîðÿäêîâ m è m + µ − 1 ñîîòâåò-
ñòâåííî, èìåþò ìåñòî îöåíêè:

a2∥x∥m ≥ Ṽ (x) ≥ a1∥x∥m,

b2∥x∥m+µ−1 ≥ W̃ (x) ≥ b1∥x∥m+µ−1,

ãäå a1, a2, b1, b2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Èñïîëüçóÿ ýòè îöåíêè, ñâîéñòâà îäíî-
ðîäíûõ ôóíêöèé è (2.6), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

V (t, x) ≤ a2∥x∥m +
c

ε
∥x∥m+µ−1,

ãäå c � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî V
t

⇒
x→0

0 ïðè t > 0. Äèôôåðåíöèðóÿ

V (t, x), â ñèëó ñèñòåìû (2.3), ïîëó÷èì

dV (t,x)
dt

∣∣∣
(2.3)

= ∂Ṽ (x)
∂x

F µ(t, x) + ∂Ṽ (x)
∂x

νG(t, x) + ∂Ṽ (x)
∂x

F̃ µ(x) −

−∂Ṽ (x)
∂x

F µ(t, x)− ε
t∫
0

e−ε(t−τ) ∂Ṽ (x)
∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ +

+ ∂
∂x

{
t∫
0

e−ε(t−τ) ∂Ṽ (x)
∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ

}
[F µ(t, x) + νG(t, x)] .

Óïðîñòèâ äàííîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

dV (t,x)
dt

∣∣∣
(2.3)

= −W̃ (x) + ∂Ṽ (x)
∂x

νG(t, x)− ε
t∫
0

e−ε(t−τ) ∂Ṽ (x)
∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ +

+ ∂
∂x

{
t∫
0

e−ε(t−τ) ∂Ṽ (x)
∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ

}
[F µ(t, x) + νG(t, x)] .
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Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ òåîðåìû:

W = −W̃ (x)− ε
t∫
0

e−ε(t−τ) ∂Ṽ (x)
∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ +

+ ∂
∂x

{
t∫
0

e−ε(t−τ) ∂Ṽ (x)
∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ

}
F µ(t, x),

W1 = ν

∂Ṽ (x)

∂x
+

∂

∂x


t∫

0

e−ε(t−τ)∂Ṽ (x)

∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ


G(t, x), (3.1)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (2.4), (2.6) è (2.7) çàïèøåì, ÷òî W1 → 0 ðàâíîìåðíî ïî x íà ëþáîì
îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå ïðè t→ +∞. Åñëè â êà÷åñòâå fm+µ−1(t, x) âçÿòü ôóíêöèþ

fm+µ−1(t, x) = 0, t < 0,

fm+µ−1(t, x) =
(

∂Ṽ
∂x

)(
F̃ µ(x)− F µ(t, x)

)
, t ≥ 0,

òî äëÿ äëÿ íåå, â ñèëó ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.8), ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (2.10). Ñëåäî-
âàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû è, òàêèì îáðàçîì, èç íåðàâåíñòâà (2.11) ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣ε

t∫
0

e−ε(t−τ)∂Ṽ (x)

∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ η(ε) ∥x∥m+µ−1 → 0 ïðè ε→ 0. (3.2)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà (2.4), (2.6), ïîñòðîèì îöåíêó ñëåäóþùåãî âèäà:∣∣∣∣∣∣ ∂∂x


t∫
0

e−ε(t−τ)∂Ṽ (x)

∂x

[
F̃ µ(x)− F µ(τ, x)

]
dτ

F µ(t, x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ d∥x∥m+2µ−2.

Ïîñëå ýòîãî âûáåðåì âåëè÷èíû ε è δ òàêèå, ÷òîáû ïðè ∥x∥ ≤ δ âûïîëíÿëèñü íåðà-
âåíñòâà:

a1 −
η(ε)

ε
∥x∥µ−1 > 0,

−b1 + η(ε) + d∥x∥µ−1 < 0.

Ýòî âîçìîæíî â ñèëó òåîðåìû è óñëîâèÿ (3.2). Òîãäà V (t, x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà,
à W (t, x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òðåòüå
óñëîâèå òåîðåìû 2.1. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà n1 > 0, n2 > 0, n1 < n2, ÷òî
íåðàâåíñòâî

inf
∥x∥=n2

V (t, x) > sup
∥x∥=n1

V (t, x), ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ t > 0.

Äëÿ âåëè÷èí â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïîñòðîèòü îöåíêè:

inf
∥x∥=n2

V (t, x) > nm
2

[
a1 −

η(ε)

ε
nµ−1
2

]
, sup

∥x∥=n1

V (t, x) 6 nm
1

[
a2 +

η(ε)

ε
nµ−1
1

]
.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà
η(ε)

ε
çàôèêñèðîâàíà è ðàâíà íåêîòîðîé êîíñòàíòå.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå 0 < n1 < n2, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî:

nm
1

[
a2 +

η(ε)

ε
nµ−1
1

]
< nm

2

[
a1 −

η(ε)

ε
nµ−1
2

]
.
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Áóäåì èñêàòü èõ â ìíîæåñòâå n2 < δ . Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ýêâèâà-
ëåíòíî ñëåäóþùåìó: [

a2 +
η(ε)
ε
nµ−1
1

]
[
a1 − η(ε)

ε
nµ−1
2

] < [n2

n1

]m
. (3.3)

Äðîáü â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.3) ñòðåìèòñÿ ê a2/a1 ïðè n1, n2 → 0. Ïîýòîìó äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ε̃ > 0 ìîæíî âûáðàòü òàêîå äîñòàòî÷íî ìàëîå δ̃, ÷òî ïðè n1, n2 < δ̃ áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ âêëþ÷åíèå [

a2 +
η(ε)

ε
nµ−1
1

]
[
a1 − η(ε)

ε
nµ−1
2

] ∈
[
a2
a1

− ε̃,
a2
a1

+ ε̃

]
.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî
a2
a1

+ε̃ <

[
n2

n1

]m
, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè n1 <

n2

m

√
a2
a1

+ ε̃
. Òå-

ïåðü âûáåðåì n2 < min{δ, δ̃}, n1 < min{δ̃, n2

m

√
a2
a1

+ ε̃
}. Î÷åâèäíî òàêèå n1, n2 ñóùåñòâóþò,

è äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

[
n2

n1

]m
>
a2
a1

+ ε̃ >

[
a2 +

η(ε)
ε
nµ−1
1

]
[
a1 − η(ε)

ε
nµ−1
2

] .
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.3) âûïîëíåíî è n2 < δ . Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû
ε è δ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ∥x∥ ≤ δ

−b1 + η(ε) + d ∥x∥µ−1 < −h
2
,

ãäå h � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà ïðè n1 ≤ ∥x∥ ≤ n2 ,

W < −h
2
∥x∥m+µ−1 ≤ −h

2
n1

m+µ−1.

Âûáåðåì ∆ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè n1 ≤ ∥x∥ ≤ n2 è t > 0 áûëî ñïðàâåäëèâûì
íåðàâåíñòâî:

W1 ≤
h

2
n1

m+µ−1. (3.4)

Î÷åâèäíî, ýòî âîçìîæíî â ñèëó óñëîâèé (2.4), (2.6) è (2.7). Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî W + W1 < 0 . Òðåòüå óñëîâèå òåîðåìû 2.1 äîêàçàíî. Ñëåäîâàòåëüíî [1], ó
ñèñòåìû (2.3) åñòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ â òî÷êå x = 0.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1 Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà íîñèò
ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð. Äëÿ ñèñòåìû (2.2) òî÷êà x = 0 ïðè t0 = 0 ìîæåò íå âõî-
äèòü â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ. Íèæå áóäåò ðàññìîòðåí ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé äàí-
íîå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.2 Äëÿ ñèñòåìû (2.2) ñóùåñòâóåò t0 òàêîå, ÷òî òî÷êà x = 0 áó-
äåò âêëþ÷åíà â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ïðè t > t0.

À.Ï. Æàáêî, Î. Ã. Òèõîìèðîâ, Î.Í. ×èæîâà. Óñòîé÷èâîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 1 19

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì t0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
(3.4). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó (2.4) è (3.1) ïðè ν = 1. Òîãäà ñ ïîìîùüþ çàìåíû τ = t+t0
ïîëó÷èì

dx

dτ
= F̃ µ(τ, x) + G̃(τ, x), (3.5)

ãäå F̃ µ(τ, x) = F µ(t + t0, x), G̃(τ, x) = G(t + t0, x). Äëÿ ñèñòåìû (3.5) âåðíû âñå óñëîâèÿ
äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû 3.1. Íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà óæå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì,
ò. ê. óñëîâèå (3.4) âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, x = 0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîëîæå-
íèåì ïîêîÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (2.2) âñå ðåøåíèÿ èç íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè áóäóò ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t > t0. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

4. Ïðèìåð ñèñòåìû ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîëîæåíèåì ïîêîÿ

Ï ð è ì å ð 4.1 Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = −x3 + φ(t)y3 + ν
ey

t+ 1
,

ẏ = −y3 + ψ(t)x3 + ν
ex

t2 + 1
.

(4.1)

Â êà÷åñòâå ôóíêöèé φ(t) è ψ(t) âîçüìåì ñëåäóþùèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè:

φ(t) = cos(
√
2t) + sin(t),

ψ(t) = sin(
√
2t) + cos(t).

Èçâåñòíî [7], ÷òî äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå è áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå
(2.8). Óñðåäíåííàÿ íåâîçìóùåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä:

ẋ = −x3,
ẏ = −y3.

Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå äëÿ íåå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Äëÿ
èñõîäíîé ñèñòåìû (4.1) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè ðå-
øåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êå (0, 0) , ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðà ν (Ðèñ. 4.1).
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Òðàåêòîðèÿ ïðè t0 = 0 è ν = 0.1

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ òðàåêòîðèÿ íà÷èíàåòñÿ â íóëåâîé òî÷êå,
îòäàëÿåòñÿ îò íåå, à çàòåì âîçâðàùàåòñÿ ê íåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñèñòåìà èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ (Ðèñ. 4.2).

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Òðàåêòîðèÿ ïðè t0 = 0 è ν = 1

Ãðàôèê ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà ïåðåñòàåò èìåòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïîêîÿ
ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ν. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â íóëåâîé
òî÷êå, îòäàëÿåòñÿ îò íåå è íå âîçâðàùàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
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Ð è ñ ó í î ê 4.3

Òðàåêòîðèÿ ïðè t0 = 10 è ν = 1

Èç òðàåêòîðèè (Ðèñ. 4.3) âèäíî, ÷òî òî÷êà (0, 0) ïîïàäàåò â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ïðè
óâëå÷åíèè t0. Ãðàôèê èìååò ñõîäñòâî ñ èçîáðàæåííûì íà Ðèñ. 4.1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðå-
øåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â íóëåâîé òî÷êå, îòäàëÿåòñÿ îò íåå, íî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèáëè-
æàåòñÿ ê íåé ñíîâà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà áóäåò èìåòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëîæåíèå
ïîêîÿ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî t0.
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Stability of the asymptotic quiescent position of perturbed

homogeneous nonstationary systems

c⃝ A.P. Zhabko 4, O.G. Tikhomirov 5, O.N. Ñhizhova 6

Abstract. Su�cient conditions for the existence of an asymptotic quiescent position for
homogeneous non-stationary systems of ordinary di�erential equations with perturbations in the
form of functions that disappear with time are obtained in this article. The method of proof is
based on the construction of the Lyapunov function, which satis�es the conditions of the theorem
proved by V. I. Zubov for the existence of an asymptotic quiescent position. An example of a system
of non-linear and non-stationary ordinary di�erential equations is considered, which illustrates the
obtained results.
Key Words: asymptotic quiescent position, asymptotic stability, non-autonomous di�erential
equations, homogeneous di�erential equation, almost periodic functions, almost uniform average.
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Ìíîãîìåðíûå ñîëåíîèäàëüíûå èíâàðèàíòíûå

ìíîæåñòâà ñåäëîâîãî òèïà

c⃝ Å. Â. Æóæîìà 1, Í. Â. Èñàåíêîâà 2, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ 3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ìû ñòðîèì ïðèìåð ãëàäêîãî äèôôåîìîðôèçìà çàìêíóòîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ, êîòîðûé èìååò îäíîìåðíîå (â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå) ñîëåíîèäàëüíîå áàçèñíîå ìíî-
æåñòâî ñ óñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ïðîèçâîëüíîé íåíóëåâîé (íàïåðåä çàäàí-
íîé) ðàçìåðíîñòè è óñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè,
áîëüøåé èëè ðàâíîé äâóì. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî èìååò ñåäëîâîé òèï (íå ÿâëÿåòñÿ íè àòòðàê-
òîðîì, íè ðåïåëëåðîì). Êðîìå ýòîãî, ïîñòðîåííûé äèôôåîìîðôèçì èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îäíîìåðíîãî ñîëåíîèäàëüíîãî áàçèñ-
íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì (äðóãèìè ñëîâàìè, ÿêîáèàí äèôôåîìîðôèçìà â
ýòîé îêðåñòíîñòè ðàâåí åäèíèöå). Êîíñòðóêöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â äàííîé ñòàòüå, ïîçâîëÿ-
åò ïîñòðîèòü äèôôåîìîðôèçì ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè íà ìíîãîîáðàçèè, äèôôåîìîðôíîì
ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè íà ñôåðó êîðàçìåðíîñòè îäèí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ñîëåíîèä, ñåïà-
ðàòîð, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ñîëåíîèäû èçó÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, â òîïîëîãèè, òåî-
ðèè ãðóïï, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ìíîãèõ äðóãèõ. Ñîëåíîèä êàê èíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âïåðâûå áûë óïîìÿíóò â êíèãå [1], ãäå èñ-
ïîëüçîâàëñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòîêà ñ ìèíèìàëüíûì ëîêàëüíî-íåñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, ñî-
ñòîÿùåãî èç ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Ñîëåíîèä â òîïîëîãèþ áûë ââåäåí â [2], ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ êàê ïðèìåð îäíîðîäíîãî
ìíîæåñòâà (ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ), äëÿ êîòîðîãî íå áûëà ïðè-
ìåíèìà ñòàíäàðòíàÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé è êîãîìîëîãèé. Íåçàâèñèìî áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå
ñîëåíîèäà êàê êîìïàêòíîé àáåëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû [3]. Ïðèâåäåì íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàííåíîå îïðåäåëåíèå ñîëåíîèäà: ïåðåñå÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ äðóã
â äðóãà ïîëíîòîðèåâ, òàêèõ, ÷òî äëÿ îñè ëþáîãî ïðåäûäóùåãî ïîëíîòîðèÿ îñü ïîñëåäó-
þùåãî ìîíîòîííî ïðîêðó÷èâàåòñÿ âîêðóã íåå íåñêîëüêî ðàç, íå îáðàçóÿ êðþêîâ [4]. Ñ
òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîëåíîèä ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì êîíòèíóóìîì, êîòîðûé
íåëüçÿ âëîæèòü â ïîâåðõíîñòü [5]�[6].

1Æóæîìà Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ
¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè"¿ (603005, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé
Íîâãîðîä, óë. Á. Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-
0001-8682-7591, zhuzhoma@mail.ru

2Èñàåíêîâà Íàòàëüÿ Âèêòîðîâíà, äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîí-
íûõ òåõíîëîãèé, ÔÃÊÎÓ ÂÎ ¾Íèæåãîðîäñêàÿ àêàäåìèÿ Ìèíèñòåðñòâà âíóòðåííèõ äåë Ðîññèéñêîé Ôå-
äåðàöèè¿ (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, Àíêóäèíîâñêîå ø., ä. 3, áîêñ 268), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0003-4880-3526, nisaenkova@mail.ru

3Ìåäâåäåâ Âÿ÷åñëàâ Ñåðãååâè÷, íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ÒÀÏÐÀÄÅÑÑ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ
¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè"¿ (603005, Ðîññèÿ, ã. Íèæ-
íèé Íîâãîðîä, óë. Á. Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:
http://orcid.org/0000-0001-6369-0000, vmedvedev@hse.ru
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Ñ. Ñìåéë ââåë ñîëåíîèäû â ãèïåðáîëè÷åñêóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èì áûëè
ïîñòðîåíû ïðèìåðû ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ è Ω -óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ïðè-
òÿãèâàþùèìè èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè (ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ àòòðàêòîðàìè); îñíîâ-
íûå ôàêòû, îïðåäåëåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [7]�[11]. Ñõåìàòè÷íî ïðèìåð
Ñìåéëà [12] ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñíà÷àëà êàê ðàñòÿæåíèå ïîëíîòîðèÿ âäîëü åãî îñè, à
çàòåì ñæàòèå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñè. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷åííûé (ïðîìåæó-
òî÷íûé) ïîëíîòîðèé âêëàäûâàåòñÿ â èñõîäíûé òàê, ÷òîáû îñü ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëíîòî-
ðèÿ ïðîêðó÷èâàëàñü íå ìåíåå äâóõ ðàç âäîëü îñè èñõîäíîãî ïîëíîòîðèÿ ñ ñîõðàíåíèåì
äèñêîâîé ñòðóêòóðû. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðè èçó÷åíèè áèôóðêàöèé
ñåäëî-óçëîâûõ öèêëîâ [10], [13]. Èç ðàáîòû [14], à òàêæå [15]�[16] ñëåäóåò, ÷òî äèôôåîìîð-
ôèçì Ñìåéëà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà,
óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå Ñìåéëà, çàìêíóòîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ ñ äâóìÿ áàçèñíûìè ìíî-
æåñòâàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñîëåíîèäàìè (îäíî � àòòðàêòîð, à âòîðîå � ðåïåëëåð).

Â ñòàòüå ìû ñòðîèì ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà, êîòîðûé èìååò îäíîìåðíîå ñîëåíîè-
äàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ñ íåóñòîé÷èâûì è óñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçè-
ÿìè ïðîèçâîëüíîé íåíóëåâîé (íàïåðåä çàäàííîé) ðàçìåðíîñòè. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî èìååò
ñåäëîâîé òèï, ò. å. íå ÿâëÿåòñÿ íè àòòðàêòîðîì, íè ðåïåëëåðîì. Êðîìå ýòîãî ïîñòðîåííûé
äèôôåîìîðôèçì èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ è â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì. Îñíîâíàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáîáùåíèåì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [17]�[18].

Ò å î ð å ì à 1.1 Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ≥ 3 è 1 ≤ k ≤ n−1 ñóùåñòâó-
åò À-äèôôåîìîðôèçì F : Mn → Mn íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàêîãî,
÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (F ) äèôôåîìîðôèçìà F ñîäåðæèò îäíîìåðíîå áà-
çèñíîå ìíîæåñòâî Λ , ÿâëÿþùååñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñîëåíîèäîì, ñ ðàçìåðíîñòÿìè óñòîé-
÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé dimW s(x) = k , dimW u(x) = n−k+1
ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ Λ . Áîëåå òîãî, F èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëî-
ãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ, è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Λ ÿêîáèàí äèôôåîìîðôèç-
ìà F ðàâåí åäèíèöå.

2. Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì ïîñòðîåíèå äèôôåîìîðôèçìà F è ïîêàçûâàåì, ÷òî
îí îáëàäàåò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ îáùíîñòè, â ïîñòðîåíèè ïðèñóòñòâóåò ïàðàìåòð
λ . Ïîýòîìó íèæå F áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Fλ .

Äëÿ ÷èñëà a > 0 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

Ima = [−a; a]m = [−a; a]× · · · × [−a; a]︸ ︷︷ ︸
m ìíîæèòåëåé

m -ìåðíûé êóá åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rm , íàäåëåííîãî êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xm).
Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1 ≤ k ≤ n − 1 , n ≥ 3, è äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ > 1.
Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçì

ψλ : In1 = Ik1×In−k
1 → Rn âèäà (x1, . . . , xn) 7−→

(
1

k
√
2λ
x1, . . . ,

1
k
√
2λ
xk,

n−k
√
λ · xk+1,

n−k
√
λ · xn

)
.

ßñíî, ÷òî ψλ(I
n
1 ) = Ik 1

k√
2λ

× In−k
n−k√

λ
, è ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ψλ ðàâåí J(ψλ) =

1
2
.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà Fλ íàì ïîíàäîáèòñÿ ìîäèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèÿ,
èçâåñòíîãî êàê ïîäêîâà Ñìåéëà [12]. Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ïîäêîâà Ñìåéëà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåîìîðôèçì íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êðóãà ïëîñêîñòè R2 â
ñåáÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò êâàäðàò K = D2

0. Äèôôåîìîðôèçì w : D2
0 = D2 → R2 êâàäðàòà

åñòü êîìïîçèöèÿ ñæàòèÿ âäîëü îñè Ox, ðàñòÿæåíèÿ âäîëü îñè Oy, ñãèáàíèÿ ïîëó÷åí-
íîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è ñäâèãà òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå D2 ∩ w(D2) ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé
îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëîñ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Èíî-
ãäà ïîäêîâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèôôåîìîðôèçì êâàäðàòà, êîòîðûé çàòåì ïðîäîëæàåòñÿ
íà ïëîñêîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî w ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ âñåé ïëîñêîñòè R2

òàê, ÷òîáû ýòî ïðîäîëæåíèå áûëî òîæäåñòâåííûì âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè D2 [8].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C : Rn = Rk × Rn−k → Rn = Rk × Rn−k îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ÿâ-

ëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà ìíîæèòåëå Rk è òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà
ìíîæèòåëå Rn−k . Ñëåäóÿ êîíñòðóêöèè Ñìåéëà, îáîçíà÷èì ÷åðåç wλ : In1 → Rn êîìïî-
çèöèþ îòîáðàæåíèÿ ψλ , ñãèáà ìíîãîìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Ik 1

k√
2λ

× In−k
n−k√

λ
è íåêîòî-

ðîãî ñäâèãà âèäà (x1, . . . , xn) → (x1 + α1, . . . , xk + αk, xk+1, . . . , xn) òàê, ÷òîáû wλ(I
n
1 ) è

C ◦ wλ(I
n
1 ) îáðàçîâàëè äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíôèãóðàöèè: P è C(P ) � ïîäêîâû Ñìåé-

ëà ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû âûïîëíÿëîñü ïîñëåäíåå óñëîâèå, äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü ñäâèã
(x1, . . . , xn) → (x1+α1, . . . , xk+αk, xk+1, . . . , xn) òàê, ÷òîáû wλ(I

n
1 ) è C ◦wλ(I

n
1 ) íå ïåðåñå-

êàëèñü (î÷åâèäíî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü). Àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî äèôôåîìîðôèçì wλ ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà (åãî òàêæå îáî-
çíà÷èì wλ ) n -ìåðíîãî øàðà

Dn ⊃
(
In1 ∪ (Ik 1

k√
2λ

× In−k
n−k√

λ

)∪
wλ(I

n
1 )
∪

(C ◦ wλ(I
n
1 )) = Dn

0 ,

òîæäåñòâåííîãî íà ãðàíèöå ∂Dn øàðà Dn .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(Rn) ãðóïïó èçîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìîâ åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà Rn , êîòîðûå êîíñåðâàòèâíû íà ìíîæåñòâå D0 . Â ñèëó èçîòîïíîñòè
òîæäåñòâåííîìó ìîæíî ñ÷èòàòü (èñïîëüçîâàâ, åñëè íåîáõîäèìî, áîëüøèé øàð Dn ), ÷òî
äèôôåîìîðôèçìû ãðóïïû I(Rn) ðàâíû òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ âíå Dn . Âîçüìåì
â ãðóïïå I(Rn) ïðîñòîé ãëàäêèé ïóòü St ∈ Iso(Rn) , 0 ≤ t ≤ 1 , òàêîé, ÷òî S0 = id
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è S1 = C. Äðóãèìè ñëîâàìè, St ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêîé èçîòîïèåé â ãðóïïå I(Rn) îò òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ê îòîáðàæåíèþ
S1 = C . Ïîñêîëüêó wλ(I

n
1 ) ∩ C ◦ wλ(I

n
1 ) = ∅ , òî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

wλ(I
n
1 ) ∩ S1 ◦ wλ(I

n
1 ) = ∅. (2.1)

Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî [0; 1]/(0 ∼ 1) = S1 ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, íà êîòîðîé ôàêòîð-
îòîáðàæåíèå [0; 1] → [0; 1]/(0 ∼ 1) = S1 èíäóöèðóåò öèêëè÷åñêóþ êîîðäèíàòó t mod 1 .
Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî C(Dn) = Dn , ðàññìîòðèì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

K =
∪

0≤t≤1

(t;St(D
n)) / (S0(D

n) = S1(D
n)) ,

â êîòîðîì (0;S0(D
n)) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ (1;S1(D

n)) . Ïîñêîëüêó êàæäûé äèôôåîìîð-
ôèçì St èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó, K ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S1 × Dn .
Áîëåå òîãî, èç ðàâåíñòâà St(D

n) = Dn ñëåäóåò âêëþ÷åíèå K ⊂ S1 ×Dn . Â ìíîæåñòâå K
âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî

K0 =
∪

0≤t≤1

(t;St(I
n
1 )) / (S0(I

n
1 ) = S1(I

n
1 )) ⊂ K,
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ãîìåîìîðôíîå S1 × In1 .
Äëÿ t ∈ S1 ïîëîæèì Dn

t = {t}×St(D
n) ⊂ K ⊂ S1×Dn , Int = {t}×St(I

n
1 ) ⊂ S1×Dn.

Îòîáðàæåíèå E2 : S
1 → S1 âèäà t → 2t mod, 1 ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ ýíäîìîðôèç-

ìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè äâà. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Fλ : S1 × Dn → S1 × Dn. Äëÿ
ëþáûõ t ∈ [0; 1) è z ∈ Dn

t = {t} × St(D
n) ïîëîæèì

Fλ(t; z) =
(
E2(t);SE2(t) ◦ wλ ◦ S−1

t (z)
)
, t ∈ [0; 1), z ∈ Dn

t .

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå: Fλ(t, I
n
t ) ⊂ Dn

2tmod 1 = Dn
E2(t)

. Îãðàíè-

÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Fλ íà S1 × In1 ⊂ S1 ×Dn áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå ÷åðåç Fλ.
Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Fλ : S1×In1 → Fλ(S

1×In1 ) ⊂ S1×Dn ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîì íà ñâîé îáðàç. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: Fλ(t1; z1) = Fλ(t2; z2) äëÿ íåêîòîðûõ t1 ,
t2 ∈ S1, è z1 ∈ St1(I

n
1 ), z2 ∈ St2(I

n
1 ). Òîãäà Fλ(t1, St1(I

n
1 ))∩Fλ(t2, St2(I

n
1 )) ̸= ∅. Èç îïðåäåëå-

íèÿ Fλ âûòåêàåò ðàâåíñòâî E2(t2) = E2(t1), ò. å., 2t1 mod 1 = 2t2 mod 1. Ïîñêîëüêó îòîá-
ðàæåíèå wλ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, òî ìîæíî ñ÷èòàòü 0 ≤ t1 ̸= t2 ≤ 1.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà t2 = t1 +

1
2
, 0 ≤ t1 ≤ 1

2
. Äàëåå äëÿ ïðî-

ñòîòû çàïèñåé áóäåì ñ÷èòàòü t1 = t. Òîãäà Fλ(t, St(I
n
1 )) =

(
E2(t), SE2(t) ◦ wλ ◦ S−1

t (In1 )
)
.

Ïîýòîìó, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

SE2(t) ◦ wλ ◦ S−1
t (St(I

n
1 ))
∩

SE2(t+
1
2
) ◦ wλ ◦ S−1

t+ 1
2

(St+ 1
2
(In1 )) ̸= ∅

è SE2(t)◦wλ(I
n
1 )
∩
SE2(t+

1
2
)◦wλ(I

n
1 ) ̸= ∅, SE2(t+

1
2
)SE2(t)◦S1, ïîëó÷àåì wλ(I

n
1 )∩S1◦wλ(I

n
1 ) ̸= ∅,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.1). Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Fλ : S1×In1 → Fλ(S
1×In1 ) ⊂ S1×

× Dn ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.
Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ n -ìåðíûé äèñê {0} × Dn = Dn

0 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî Fλ ,
è îãðàíè÷åíèå Fλ íà {0} × In1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ êëàññè÷åñêîé ïîäêî-
âû Ñìåéëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0 íåòðèâèàëüíîå (íèãäå íå ïëîòíîå) íóëüìåðíîå áàçèñíîå
ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèÿ Fλ|{0}×In1

: {0} × In1 → Dn
0 . Òîãäà Fλ èìååò îäíîìåðíîå ñîëå-

íîèäàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ , ãîìåîìîðôíîå S1 × Ω0 . Ïîñêîëüêó E2 : S1 → S1

ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè äâà, òî ÿêîáèàí îòîá-
ðàæåíèÿ Fλ|{0}×In1

ðàâåí 2 · J(wλ) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Fλ êîíñåðâàòèâåí â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Λ.

Î÷åâèäíî, ÷òî Fλ : S1 × Dn → S1 × Dn àíàëîãè÷åí îãðàíè÷åíèþ äèôôåîìîðôèçìà
Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íà áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå [19]. Ïîýòîìó åñëè îòîæäåñòâèòü ãðàíèöû êî-
ïèé ìíîãîîáðàçèÿ S1 × Dn ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî äèôôåîìîðôèçìà ∂(S1 × Dn) =
S1 × Sn−1 → S1 × Sn−1 , òî ïîëó÷èòñÿ ìíîãîîáðàçèå Mn+1 = S1 × Sn , à Fλ áóäåò ïðî-
äîëæàòüñÿ íà Mn+1 äî íåêîòîðîãî À-äèôôåîìîðôèçìà (îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç Fλ ),
êîòîðûé èìååò îäíîìåðíîå ñîëåíîèäàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ . Â ñèëó êîíñòðóêöèè
dimW s(x) = k , dimW u(x) = n− k + 1 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ Λ .

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Fλ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ. Äåéñòâè-
òåëüíî, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îòîáðàæåíèå Fλ|{0}×In1

ñ ïîäêîâîé Ñìåéëà èìååò ïîëîæè-
òåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ [8]�[9], [12]. Îòñþäà è [20] âûòåêàåò òðåáóåìûé ðåçóëü-
òàò. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Many-dimensional solenoid invariant saddle-type sets

c⃝ E. V. Zhuzhoma 4, N.V. Isaenkova 5, V. S. Medvedev 6

Abstract. In the paper we construct some example of smooth di�eomorphism of closed manifold.
This di�eomorphism has one-dimensional (in topological sense) basic set with stable invariant
manifold of arbitrary nonzero dimension and the unstable invariant manifold of arbitrary dimension
not less than two. The basic set has a saddle type, i.e. is neither attractor nor repeller. In addition,
it follows from the construction that the di�eomorphism has a positive entropy and is conservative
(i.e. its jacobian equals one) in some neighborhood of the one-dimensional solenoidal basic set. The
construction represented in this paper allows to construct a di�eomorphism with the properties
stated above on the manifold that is di�eomorphic to the prime product of the circle and the sphere
of codimension one.
Key Words: discrete dynamical system, basic set, solenoid, separator, topological entropy.
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Î äèíàìèêå áèôóðêàöèîííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

ïðîñòîé äóãè

c⃝ Å.Â. Íîçäðèíîâà 1, Î. Â. Ïî÷èíêà 2

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ çàìêíóòîãî n -
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ áèôóðêàöèîííûìè òî÷êàìè ïðîñòûõ äóã â ïðîñòðàíñòâå
äèôôåîìîðôèçìîâ. Ïîíÿòèå ïðîñòîé äóãè âîçíèêëî â ðåçóëüòàòå, èññëåäîâàíèé Ø. Íüþõàó-
ñà, Äæ. Ïàëèñà è Ôë. Òàêåíñà, êîòîðîå ïîêàçàëî, ÷òî òèïè÷íîå ìíîæåñòâî äóã, ñòàðòóþùèõ
â ñèñòåìå Ìîðñà-Ñìåéëà, èìåþò â êà÷åñòâå ïåðâîé áèôóðêàöèîííîé òî÷êè äèôôåîìîðôèçì
ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé. Èìåííî, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà êî-
íå÷íî, íî â îòëè÷èå îò ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, îí ìîæåò èìåòü ëèáî îäíó íåãèïåðáîëè÷å-
ñêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëî-óçëîì èëè ôëèïîì, ëèáî îäíó îðáèòó
íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Àâòîðà-
ìè èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà è ñòðóêòóðà âëîæåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé
íåáëóæäàþùèõ òî÷åê áèôóðêàöèîííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïðîñòîé äóãè, òàêæå óñòàíîâëåíà
âîçìîæíîñòü ïîëíîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèôóðêàöèîííûå òî÷êè, ïðîñòàÿ äóãà.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå Mn, n ≥ 2 ñ ìåòðèêîé d , ïðîñòðàíñòâîì
Diff(Mn) , çàäàííûõ íà íåì äèôôåîìîðôèçìîâ, C1 -òîïîëîãèåé, è åãî ïîäìíîæåñòâîì
MS(Mn), ñîñòîÿùåì èç äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà. Ãëàäêîé äóãîé â Diff(Mn)
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ξ : Mn × [0, 1] → Mn, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàò (x, t) ∈
Mn × [0, 1] è ÿâëÿþùååñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ïðè êàæäîì t èëè, ðàâíîñèëüíî, ãëàäêî
çàâèñÿùåå îò t ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ

{ξt ∈ Diff(Mn), t ∈ [0, 1]}.

Ðàññìîòðèì ãëàäêèå äóãè òàêèå, ÷òî ξt ∈ MS(Mn) äëÿ ëþáîãî t ∈ ([0, 1] \ B) , ãäå B
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñîãëàñíî [5], äëÿ òèïè÷íîãî ìíîæåñòâà òàêèõ äóã, äèôôåîìîðôèçì
ξb , b ∈ B èìååò êîíå÷íîå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωξb , âñå îðáèòû êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè, êðîìå, âîçìîæíî, îäíîé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåäëî-óçåë
èëè ôëèï. Ïðè ýòîì, åñëè âñå îðáèòû ìíîæåñòâà Ωξb ãèïåðáîëè÷åñêèå, òî âñå èõ èíâà-
ðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, êðîìå îäíîé ïàðû èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå èìåþò íåòðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå âäîëü îäíîé ãåòåðîêëèíè-
÷åñêîé îðáèòû; ïðè íàëè÷èè íåãèïåðáîëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû âñå èíâàðèàíòíûå
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ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Òàêæå äèôôåî-
ìîðôèçì ξb íå èìååò öèêëîâ (ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò O1, . . . ,Ok, k ≥ 2 ñî ñâîéñòâîì W s

O1
∩W u

O2
̸= ∅, . . . ,W s

Ok−1
∩W u

Ok
̸= ∅,W s

Ok
∩W u

O1
̸= ∅ ).

Äóãà ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé äóãîé [4]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ
ìíîæåñòâî áèôóðêàöèîííûõ òî÷åê ïðîñòûõ äóã èëè, ðàâíîñèëüíî, ìíîæåñòâî äèôôåîìîð-
ôèçìîâ ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1 Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà

1. Mn =
∪

p∈Ωf

W u
p ;

2. W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ Mn äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷å-

ñêîé òî÷êè p ∈ Ωf ;

3. Ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò {Op, p ∈ Ωf} äîïóñêàåò îòíîøåíèå ïîëíîãî ïî-
ðÿäêà ≺ , óäîâëåòâîðÿþùåå îòíîøåíèþ Ñìåéëà

Op ≺ Oq, åñëè W s
Op

∩W u
Oq

̸= ∅;

4. cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p) ⊂
∪

r∈Ωf :ℓup∩W s
r ̸=∅

W u
r äëÿ ëþáîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû ℓup (êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W u
p \ p ) ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Ωf .

2. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Φ

Ïóñòü f : Mn → Mn äèôôåîìîðôèçì êëàññà Φ ; p � åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Îïðå-
äåëèì òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà; òèï ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè ïå-
ðèîäà k îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì ýòîé òî÷êè êàê íåïîäâèæíîé òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà fk .

Äèôôåðåíöèàë Dfp èíäóöèðóåò ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TpM
n â ïðÿ-

ìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ TpM
n = Eu⊕Ec⊕Es. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Dfp|Eu , Dfp|Ec , Dfp|Es èìåþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âíóòðè, íà ãðàíèöå è âíå åäèíè÷íîãî
êðóãà ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòè äàííûõ ïîïðîñòðàíñòâ ÷åðåç λup , λ

s
p, λ

c
p . Åñ-

ëè λcp = 0 , òî òî÷êà p íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå p èìååò íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëÿåìîå â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ óñëîâèåì

W u
p = {y ∈Mn : lim

k→−∞
fk(y) = p},

ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêîé (ñ ãëàäêîñòüþ íå ìåíüøå, ÷åì ãëàäêîñòü f ) èíúåêòèâíîé èììåð-
ñèåé ïðîñòðàíñòâà Rλu

p è êàñàþùååñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Eu. Àíàëîãè÷íî òî÷êà p èìååò
óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëÿåìîå â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ óñëîâèåì

W s
p = {y ∈Mn : lim

k→+∞
fk(y) = p}},

ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêîé èíúåêòèâíîé èììåðñèåé ïðîñòðàíñòâà Rλs
p è êàñàþùååñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâà Es. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà (ñì., íàïðèìåð, [6]), â îêðåñòíîñòè
ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè p ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð-
ôèçìà ñîâïàäàåò ñ ïîâåäåíèåì åå ëèíåàðèçàöèè è, áîëåå òîãî, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî
îòîáðàæåíèþ

Ah(x1, . . . , xn) =
(
±2x1, 2x2, . . . , 2xλu

p
,±

xλu
p+1

2
,
xλu

p+2

2
, . . . ,

xλu
p+λs

p

2

)
. (2.1)
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Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñòîêîì, åñëè λup = 0, èñòî÷íèêîì, åñëè λup = n è
ñåäëîì, åñëè 0 < λup < n.

Åñëè λcp ̸= 0 , òî ñîãëàñíî [3], ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî W c
p ìíîãîîáðà-

çèÿ Mn, êàñàòåëüíîå ê Ec â òî÷êå p è ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêîé (ñ ãëàäêîñòüþ íå ìåíüøå,
÷åì ãëàäêîñòü f ) èíúåêòèâíîé èììåðñèåé ïðîñòðàíñòâà Rλc

p . Îíî íàçûâàåòñÿ öåíòðàëü-
íûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè p . Öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå íå åäèíñòâåííî, íî îòîáðàæåíèÿ
f |W c

p
è f |W̃ c

p
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû äëÿ ëþáûõ öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé W c

p è W̃ c
p .

Äèíàìèêà â îêðåñòíîñòè íå ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè p â äàííîì ñëó÷àå íå îïðåäåëÿåò-
ñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ äèôôåîìîðôèçìà, íî â íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ äèíàìèêà
â îêðåñòíîñòè íåãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè äîïóñêàåò êàíîíè÷åñêîå îïèñàíèå.
Îïèøåì äâà èç íèõ. Íà ïîÿñíÿþùèõ ðèñóíêàõ äâîéíûìè ñòðåëêàìè ñõåìàòè÷íî èçîáðà-
æåíû íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ñæàòèåì è ðàñòÿæåíèåì, à îäèíàðíûìè
ñòðåëêàìè âûäåëåíû íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî öåíòðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ íåãèïåðáî-
ëè÷åñêîé òî÷êè.

1) Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ñåäëî-óçëîì, åñëè λcp = 1 è
îòîáðàæåíèå f |W c

p
äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ W c

p èìååò âèä:

f |W c
p
(x) = x+ αx2 +O(x3), α ̸= 0.

Ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [3], cóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå W s
p è íåóñòîé÷èâîå W u

p ìíîãîîáðàçèÿ
ñåäëî-óçëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, òîïîëîãè÷åñêè îïðåäåëÿåìûå àíàëîãè÷íî ãèïåðáîëè-

÷åñêîìó ñëó÷àþ, íî îíè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêîé èíúåêòèâíîé èììåðñèåé ïîëóïðîñòðàíñòâ Rλs
p+1

+

è Rλu
p+1

+ ñîîòâåòñòâåííî. Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
p êàñàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Eu⊕Ec ,

à íåóñòîé÷èâîå � ïîäïðîñòðàíñòâà Es ⊕ Ec â òî÷êå p.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñåäëî-óçåë

Ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [5], â îêðåñòíîñòè ñåäëî-óçëîâîé òî÷êè p äèíàìèêà ñèñòåìû òî-
ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíà îòîáðàæåíèþ

As(x1, . . . , xn) =
(
Ah(x1, . . . , xn−1), xn + x2n

)
. (2.2)

2) Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ôëèïîì, åñëè λcp = 1 è
îòîáðàæåíèå f |W c

p
äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ W c

p èìååò âèä:

f |W c
p
(x) = −x+ αx2 + γx3 + o(|x3|), γ + α2 ̸= 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèì ñòîêîì îãðàíè÷åíèÿ îòîáðà-
æåíèÿ f íà öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå ñ èñòî÷íèêîì ïîëó÷àåò-
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ñÿ ðàññìîòðåíèåì îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ). Ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [3], cóùåñòâóåò óñòîé÷è-
âîå W s

p è íåóñòîé÷èâîå W u
p ìíîãîîáðàçèÿ ôëèïà, òîïîëîãè÷åñêè îïðåäåëÿåìûå àíàëîãè÷-

íî ãèïåðáîëè÷åñêîìó ñëó÷àþ, ÿâëÿþùèåñÿ ãëàäêîé èíúåêòèâíîé èììåðñèåé ïðîñòðàíñòâ
Rλs

p+1 è Rλu
p ñîîòâåòñòâåííî.

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ôëèï

Ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [5], â îêðåñòíîñòè ôëèïà p äèíàìèêà ñèñòåìû òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåíà îòîáðàæåíèþ

Af (x1, . . . , xn) =
(
Ah(x1, . . . , xn−1),−xn + x3n

)
. (2.3)

Ë å ì ì à 2.1 (Lemma 2.1 3, [1]) Ïóñòü p � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèç-
ìà f ∈ Φ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ èëè ôëèï, è òàêàÿ, ÷òî 0 < dim W u

p < n. Ïóñòü Tp ⊂ W s
p �

êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè p è ξ ∈ Tp. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-
÷åê {ξm} ⊂ (Mn\Tp), ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå ξ, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξmj

},
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kmj

→ +∞ è òî÷êà η ∈ (W u
p \ p) òàêèå, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü òî÷åê {fkmj (ξmj
)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå η.

Ë å ì ì à 2.2 Ïóñòü p � íåïîäâèæíàÿ ñåäëî-óçëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ Φ. Ïóñòü Tp ⊂ W s

p � êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè p è ξ ∈ Tp. Òîãäà äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {ξm} ⊂ (Mn \ Tp), ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå ξ, ñóùåñòâó-
åò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξmj

}, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kmj
→ +∞ è òî÷êà

η ∈ ∂W u
p òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {fkmj (ξmj

)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå η. Ïðè
ýòîì η ̸= p, åñëè ∂W u

p ̸= p.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåî-
ìîðôèçì f ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ íà W u

p (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî
ïðîâåñòè äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f 2 ). Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.2), ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè
Vp ⊂Mn , VO ⊂ Rn òî÷åê p , O ∈ Rn, ñîîòâåòñòâåííî è ãîìåîìîðôèçì ψ : Vp → VO òàêîé,
÷òî ψ(f(x)) = B(ψ(x)) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (Vp ∩ f(Vp)), ãäå Asf � äèôôåîìîðôèçì,
çàäàííûé ôîðìóëîé

As(x1, . . . , xn) =
(
2x1, 2x2, . . . , 2xλu

p
,
xλu

p+1

2
,
xλu

p+2

2
, . . . ,

xλu
p+λs

p

2
, xn + x2n

)
.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (Vp∩W s
p ) ⊂ Tp , ξ ∈ (Vp∩f(Vp)) è {ξm} ⊂

(Vp ∩ f(Vp)). Âûáåðåì ÷èñëî r ∈ (0, 1/2) òàê, ÷òîáû êóá Kr(O) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
|xi| ≤ r, i = 1, . . . , n} áûë ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà VO ∩ As(V (O)).

3 Â äåéñòâèòåëüíîñòè â öèòèðóåìîé ìîíîãðàôèè Ëåììà 2.1 äîêàçàíî òîëüêî äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè. Íî
õîä äîêàçàòåëüñòâà àáñîëþòíî âåðåí è äëÿ ôëèïà.
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Ïîëîæèì ψ(ξm) = ξ̄m = (ξ̄1,m, . . . , ξ̄n,m), B
u
r = {(x1, . . . , xλu

p
) ∈ Ox1 . . . xλu

p
: (x21 + · · ·+

x2λu
p
) ≤ r2}, Ku

r = {(x1, . . . , xλu
p
, xn) ∈ Ox1 . . . xλu

p
x+n : |xi| ≤ r, i = 1, . . . , λup , 0 ≤ xn ≤ r}.

Òîãäà çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Bu = Bu
r \ Bu

r/2 ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ îãðà-

íè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà As íà Ox1 . . . , xλu
p
\O è çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

Ku = Ku
r \ {(x1, . . . , xλu

p
, xn) ∈ Ku

r : |xi| ≤ r/2, i = 1, . . . , λup , 0 ≤ xn ≤
√
r + 1/4− 1/2}

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà As íà
Ox1 . . . , xλu

p
x+n \ O. Ñ òî÷íîñòüþ äî ðàññìîòðåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ξ̄n,m

âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: a) ξ̄n,m ≤ 0; á) ξ̄n,m > 0. Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà.
Â ñëó÷àå a) îòäåëüíî ðàññìîòðèì ïîäñëó÷àé λup = 0 èëè, ðàâíîñèëüíî, ∂W u

p = p.
Â ýòîì ïîäñëó÷àå ξ̄m ∈ (W s

O \ O) è èç îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {km} → ∞ òàêàÿ, ÷òî lim

m→∞
Akm

s (ξ̄m) = O. Òîãäà

ξm = ψ−1(ξ̄m) � èñêîìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Åñëè λup > 0, òî äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî km òàêîå, ÷òî

Akm
s

(
ξ̄1,m, . . . , ξ̄λu

p ,m, 0, . . . , 0
)
∈ Bu. Ïîëîæèì η̄m = Akm

s (ξ̄m) = (η̄1,m, . . . , η̄n,m). Ïîñêîëüêó

lim
m→∞

ξ̄m = ψ(ξ) ∈ W s
O , òî lim

m→∞
ξ̄i,m = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , λup} è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
m→∞

km = +∞. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξ̄i,m} îãðàíè÷åíà äëÿ ëþáîãî i ∈ {λup +
1, . . . , n} è, ñëåäîâàòåëüíî, η̄i,m → 0 ïðè m→ +∞ äëÿ i ∈ {λup + 1, . . . , n}.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè η̄m ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà Rn.
Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé íà êîìïàêòå, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kmj

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{km} è òî÷êà η̄ ∈ (∂W u
O \ O) òàêèå, ÷òî lim

j→∞
η̄mj

= η̄. Òîãäà ξmj
= ψ−1(A

−kmj
s (η̄mj

)) �

èñêîìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Â ñëó÷àå á) äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî km òàêîå, ÷òî

Akm
s

(
ξ̄1,m, . . . , ξ̄λu

p ,m, 0, . . . , 0, ξ̄n,m
)
∈ Ku. Ïîëîæèì η̄m = Akm

s (ξ̄m) = (η̄1,m, . . . , η̄n,m). Ïî-

ñêîëüêó lim
m→∞

ξ̄m = ψ(ξ) ∈ W s
O, òî lim

m→∞
ξ̄i,m = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , λup , n} è, ñëåäîâà-

òåëüíî, lim
m→∞

km = +∞. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξ̄i,m} îãðàíè÷åíà äëÿ ëþáîãî

i ∈ {λup+1, . . . , n−1} è, ñëåäîâàòåëüíî, η̄i,m → 0 ïðè m→ +∞ äëÿ i ∈ {λup+1, . . . , n−1}.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè η̄m ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà Rn .

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé íà êîìïàêòå, ñóùåñòâóþò ñõîäÿùàÿñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kmj

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{km} è òî÷êà η̄ ∈ (∂W u
O \ O) òàêèå, ÷òî lim

j→∞
η̄mj

= η̄. Òîãäà ξmj
= ψ−1(A

−kmj
s (η̄mj

)) �

èñêîìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

3. Ðàçëîæåíèå íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ â îáúåäèíåíèå èíâàðèàíò-

íûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (1) Òåîðåìû 1.1
Äîêàæåì, ÷òî Mn =

∪
p∈Ωf

W u
p äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈MS(Mn).

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèç-
ìà f íåïîäâèæíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ
ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f. Òîãäà Ωf ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà íåïîäâèæíûõ òî÷åê Ωf = p1 ∪ · · · ∪ pr.

Ïóñòü x ∈Mn. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå Mn êîìïàêòíî, òî α �ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
α(x) (ìíîæåñòâî òî÷åê y ∈ Mn, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kn → ∞
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òàêàÿ, ÷òî lim
kn→∞

f−kn(y) = x ) íå ïóñòî è ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ωf . Ïîêàæåì, ÷òî α(x)

ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, çàâèñÿùåé îò x .
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè pv, pw ∈ α(x).

Ïîñêîëüêó Ωf êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò ρ > 0 òàêîå, ÷òî d(pi, pj) > ρ äëÿ ëþáûõ i ̸= j.

Ïîëîæèì Vi = {y ∈ Mn : d(y, pi) <
ρ

3
}. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ òî÷êà pi, i = 1, r íåïî-

äâèæíà, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ui òàêàÿ, ÷òî cl(Ui) ⊂ Vi è f−1(cl(Ui)) ∩ Vj = ∅
äëÿ ëþáîãî j ̸= i. Ïðåäïîëîæèòåëüíî ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qℓ
èòåðàöèé f−1 òàêàÿ, ÷òî f−q2m(x) ∈ Uv, f−q2m+1(x) ∈ Uw è q2m+1 − q2m ≥ 2. Âûáå-
ðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nm òàê, ÷òî nm � íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà
(q2m, q2m+1), äëÿ êîòîðîãî f−(nm−1)(x) ∈ cl(Uv). Òîãäà f−nm(x) /∈ cl(Uv). Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, f−nm(x) = f−1(f−(nm−1)(x)) /∈ Vj äëÿ j ̸= v è, ñëåäîâàòåëüíî, f−nm(x) ∈ (Mn \
r∪

i=1

Ui).

Ñëåäîâàòåëüíî α(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ωf . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Mn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà pv(x) ∈

Ωf òàêàÿ, ÷òî α(x) = pv(x). Ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kn → +∞ òàêàÿ, ÷òî
lim

kn→+∞
d(f−kn(x), pv(x)) = 0. Èç ñâîéñòâ äèíàìèêè äèôôåîìîðôèçìà f â îêðåñòíîñòè

òî÷êè pv(x) (ñì. ôîðìóëû (2.1), (2.2), (2.3)) ñëåäóåò, ÷òî f−kn(x) ∈ W u
pv(x)

äëÿ âñåõ n
áîëüøèõ íåêîòîðîãî n0. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, x ∈ W u

pv(x)
.

4. Òîïîëîãèÿ âëîæåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷å-

ñêèõ òî÷åê

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (2) Òåîðåìû 1.1
Äîêàæåì, ÷òî W u

p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ Mn äëÿ ëþáîé
ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Ωf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ W u
p è Tp(x) ⊂W u

p � êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
p, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x. Ñîãëàñíî ðàçäåëó 2. äàííîé ðàáîòû, W u

p = Ju
p (R), ãäå R ëèáî

Rλu
p , ëèáî Rλu

p+1, ëèáî Rλu
p+1

+ è Ju
p : R →Mn � èíúåêòèâíàÿ èììåðñèÿ. Â ñèëó, íàïðèìåð,

[2], èíúåêòèâíàÿ èììåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì íà êîìïàêòå, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
êàðòà ψx : Ux → Rn ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàêàÿ, ÷òî ψx(Ux ∩ Tp(x)) = Q, ãäå Q ëèáî Rλu

p ,

ëèáî Rλu
p+1, ëèáî Rλu

p+1
+ . Åñëè Q = Rn èëè Q = R0, òî ψx(Ux ∩Tp(x)) = ψx(Ux ∩W u

p ). Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè p â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
ïîäìíîãîîáðàçèåì. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî W u

p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì Mn â
îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: W u
p íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì Mn. Íå óìåíü-

øàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü òî÷êó p íåïîäâèæíîé. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðîòèâíîì
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ W u

p òàêàÿ, ÷òî (Ux \ Tp(x)) ∩ W u
p ̸= ∅ äëÿ ëþáîé

êàðòû ψx : Ux → Rn ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàêîé, ÷òî ψx(Ux ∩ Tp(x)) = Q. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ⊂ (W u

p \ Tp(x)) òàêàÿ, ÷òî xm → x ïðè m→ +∞.
Ñîãëàñíî Ëåììàì 2.1 è 2.2, ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmj

è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü kj òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yj = f−kj(xmj

) ⊂ W u
p ñõîäèòñÿ ê òî÷êå

y ∈ (W s
p \ p). Ñîãëàñíî ïóíêòó (1) Òåîðåìû 1.1, ñóùåñòâóåò òî÷êà r ∈ Ωf òàêàÿ, ÷òî

y ∈ W u
r . Èç óñëîâèÿ, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû f ∈ Φ íå èìåþò öèêëîâ, ñëåäóåò îòñóòñòâèå

ó íèõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê, à çíà÷èò p ̸= r. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yj, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zi ⊂ W u

p , ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå
z ∈ (W s

r \r), è òî÷êó v ∈ Ωf òàêóþ, ÷òî z ∈ W u
v . Â ñèëó îòñóòñòâèÿ öèêëîâ òî÷êà v îòëè÷-

íà îò òî÷åê p è r. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó êîíå÷íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f.

5. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèô-

ôåîìîðôèçìà êëàññà Φ

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (3) Òåîðåìû 1.1
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò {Op, p ∈ Ωf} äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ

äîïóñêàåò îòíîøåíèå ïîëíîãî ïîðÿäêà ≺, óäîâëåòâîðÿþùåå îòíîøåíèþ Ñìåéëà:

Op ≺ Oq, åñëè W s
Op

∩W u
Oq

̸= ∅.

Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ≺ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíî-
øåíèåì (íåñòðîãîãî) ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè èìåþò ìåñòî:

� ðåôëåêñèâíîñòü: ∀x ∈ X ⇒ x ≺ x;
� àíòèñèììåòðè÷íîñòü: ∀x, y ∈ X : x ≺ y ∧ y ≺ x⇒ x = y;
� òðàíçèòèâíîñòü: ∀x, y, z ∈ X : x ≺ y ∧ y ≺ z ⇒ x ≺ z.
Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≺ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ïîëíîãî (ëèíåéíîãî) ïîðÿä-

êà, åñëè ∀x, y ∈ X ⇒ x ≺ y ∨ y ≺ x.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Øïèëüðàéíà (ñì., íàïðèìåð, [7]), ëþáîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïî-

ðÿäêà ≺ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî îòíîøåíèÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà.
Èç ôîðìóë (2.1), (2.2), (2.3) ñëåäóåò, ÷òî W s

Op
∩ W u

Op
̸= ∅ äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé

îðáèòû Op è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå Ñìåéëà îáëàäàåò ðåôëåêñèâíîñòüþ: Op ≺ Op.
Àíòèñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ Ñìåéëà ñëåäóåò èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ öèêëîâ ó äèôôåî-
ìîðôèçìîâ êëàññà Φ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ òðàíçèòèâíîñòè äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ê îòíîøåíèþ
Ñìåéëà ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Op ≺ Oq, åñëè W s
Op

∩W u
Oq

= ∅ è ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà Or :

W s
Op

∩W u
Or

̸= ∅ è W s
Or

∩W u
Oq

̸= ∅.

Òàêèì îáðàçîì, äîïîëíåííîå îòíîøåíèå Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà, à çíà÷èò, ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ äîïóñêàåò
ïîëíîå óïîðÿäî÷èâàíèå.

6. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðè-

îäè÷åñêèõ òî÷åê

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (4) Òåîðåìû 1.1
Äîêàæåì, ÷òî cl(ℓup)\(ℓup∪p) ⊂

∪
r∈Ωf :ℓup∩W s

r ̸=∅
W u

r äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Ωf

äèôôåîìîðôèçìà f ∈MS(Mn) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü

èìïëèêàöèþ ( i ): åñëè x ∈ (cl(ℓup)\(ℓup∪p)), òî x ∈ W u
r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè r ∈ Ωf òàêîé,

÷òî ℓup ∩W s
r ̸= ∅. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî

äèôôåîìîðôèçìà f íåïîäâèæíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ äëÿ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f.

Ïóñòü x ∈ (cl(ℓup)\(ℓup∪p)). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ⊂ ℓup òàêàÿ, ÷òî
d(xm, x) → 0 ïðè m→ +∞. Â ñèëó ïóíêòà (1) Òåîðåìû 1.1 x ∈ W u

r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
r ∈ Ωf . Â ñèëó ïóíêòà (2) Òåîðåìû 1.1, ñóùåñòâóåò êàðòà ψx : Ux → Rn ìíîãîîáðàçèÿ Mn

Å.Â. Íîçäðèíîâà, Î.Â. Ïî÷èíêà. Î äèíàìèêå áèôóðêàöèîííûõ . . .
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òàêàÿ, ÷òî ψx(Ux ∩W u
r (x)) = Q, ãäå Q ëèáî Rλu

r , ëèáî Rλu
r+1, ëèáî Rλu

r+1
+ . Ïîêàæåì, ÷òî

Q ̸= Rn. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà xm ∈ W u
r äëÿ âñåõ m, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, à

çíà÷èò r = p. Ñëåäîâàòåëüíî, ℓup ∪ p =W u
r è x /∈ W u

r . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, Q ̸= Rn. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: a) Q = R0, á) Q ̸= Rn è Q ̸= R0.
Â ñëó÷àå a) W u

r = r, x = r è xm ∈ W s
r äëÿ âñåõ m, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ℓup ∩W s
r ̸= ∅, ò. å. èìïëèêàöèÿ ( i ) âåðíà.

Â ñëó÷àå á), ñîãëàñíî Ëåììàì 2.1 è 2.2, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmj
è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kj òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yj = f−kj(xmj
) ñõîäèòñÿ ê òî÷-

êå y ∈ (W s
r \ r). Ñîãëàñíî ïóíêòó (1) Òåîðåìû 1.1, ñóùåñòâóåò òî÷êà v ∈ Ωf òàêàÿ, ÷òî

y ∈ ℓuv . Åñëè ℓuv = ℓup , òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ è
ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà è îòñóòñòâèå öèêëîâ, ìû ïîëó÷èì óòâåð-
æäåíèå ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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On the dynamics of bifurcation di�eomorphisms of

a simple arc

c⃝ E.V. Nozdrinova 4, O.V. Pochinka 5

Abstract. In this paper we consider the class of di�eomorphisms of a closed n -dimensional
manifold that are bifurcation points of simple arcs in the space of di�eomorphisms. The concept
of a simple arc arose as a result of research by S. Newhouse, J. Palis and Fl. Takens. They showed
that a generic set of arcs starting in a Morse-Smale system have a di�eomorphism with a regular
dynamics as the �rst bifurcation point. Namely, the non-wandering set of such a di�eomorphism is
�nite, but unlike Morse-Smale systems, it can have either one non-hyperbolic periodic orbit that
is a saddle-node or a �ip, or one orbit of a non-transversal intersection of invariant manifolds of
periodic points. The authors studied the asymptotic properties and the embedding structure of the
invariant manifolds of non-wandering points of bifurcation di�eomorphisms of a simple arc. The
possibility of complete ordering of periodic orbits of such di�eomorphisms is also established.

Key Words: bifurcation points, simple arc.
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Íåïðåðûâíûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè äëÿ óðàâíåíèé ìîíîòîííîãî òèïà

c⃝ È. Ï. Ðÿçàíöåâà 1, Î. Þ. Áóáíîâà 2

Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü íåïðåðûâíîãî ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ìîíîòîííîãî
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è àêêðåòèâíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíå-
íèÿ â ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñòðîãî âûïóêëîì âìåñòå ñî ñâîèì ñîïðÿæåí-
íûì. Â êàæäîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
óêàçàííîãî ìåòîäà. Â àêêðåòèâíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíîãî
ìåòîäà âêëþ÷àþò íå òîëüêî òðåáîâàíèÿ íà îïåðàòîð óðàâíåíèÿ è êîýôôèöèåíòû äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ìåòîä, íî è íà ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì
ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè
ãåîìåòðèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñèëüíî ìîíîòîííûé
îïåðàòîð, óñëîâèå Ëèïøèöà, ñèëüíî àêêðåòèâíûé îïåðàòîð, äóàëüíîå îòîáðàæåíèå, íåïðå-
ðûâíûé ìåòîä, ñõîäèìîñòü.

1. Óðàâíåíèå ñ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå

Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïpîñòpàíñòâî; (u, v) � ñêàëÿpíîå ïpîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ u è v èç H; A : H → H � íåëèíåéíûé îïåpàòîp, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè:
à) A � ñèëüíî ìîíîòîííûé îïåðàòîð, ò. å. ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(Au− Av, u− v) ≥M∥u− v∥2 ∀u, v ∈ H, M > 0; (1.1)

á) A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ò. å.

∥Au− Av∥ ≤ L∥u− v∥ ∀u, v ∈ H, L > 0. (1.2)

Ðàññìîòðèì â H óðàâíåíèå
Ax = f, f ∈ H. (1.3)

Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x â H (ñì., íàïðèìåð, [1]�[2]).
Ïîñòðîèì çàäà÷ó Êîøè ñëåäóþùåãî âèäà:

y′′(t) + λy′(t) + µ[Ay(t)− f ] = 0, (1.4)

1 Ðÿçàíöåâà Èðèíà Ïðîêîôüåâíà, ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Íè-
æåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà¿ (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé
Íîâãîðîä, óë. Ìèíèíà, ä. 24), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-
6215-1662, lryazantseva@applmath.ru

2 Áóáíîâà Îêñàíà Þðüåâíà, äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõ-
íîëîãèé, ÔÃÊÎÓ ÂÎ ¾Íèæåãîðîäñêàÿ àêàäåìèÿ Ìèíèñòåðñòâà âíóòðåííèõ äåë Ðîññèéñêîé Ôåäåðà-
öèè¿ (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, Àíêóäèíîâñêîå øîññå, ä. 3, áîêñ 268), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-5845-4652, bubnovaoyu@mail.ru

È. Ï. Ðÿçàíöåâà, Î. Þ. Áóáíîâà. Íåïðåðûâíûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà ñ . . .



40 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 1

y(t0) = y0, y′(t0) = y′0, (1.5)

ãäå t ≥ t0 ≥ 0; y0 è y′0 � ýëåìåíòû èç H; λ è µ � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòî-
ÿííûå. Â çàäàííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à (1.4)�(1.5) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå ôóíêöèé
C2[t0,+∞) (ñì. [3]).

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå y(t) ïðè t→ +∞. Ïðåæäå âñåãî ñ ó÷åòîì (1.3) ïåðåïèøåì (1.4)
â ñëåäóþùåì âèäå:

y′′(t) + λy′(t) + µ[Ay(t)− Ax] = 0. (1.6)

Óìíîæèâ (1.6) ñêàëÿðíî íà y(t)− x, ïîëó÷èì:

(y′′(t), y(t)− x) + λ(y′(t), y(t)− x) + µ(Ay(t)− Ax, y(t)− x) = 0. (1.7)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ r(t) = ∥y(t)− x∥2/2, òîãäà

r′(t) = (y′(t), y(t)− x), r′′(t) = (y′′(t), y(t)− x) + ∥y′(t)∥2.

Ïîñëå ýòîãî ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ñâîéñòâî (1.1) îïåðàòîðà A, èç (7) âûâåäåì íåðàâåí-
ñòâî:

r′′(t) + λr′(t) + 2Mµr(t) ≤ ∥y′(t)∥2. (1.8)

Óìíîæèâ (1.6) ñêàëÿðíî íà y′(t), ïîëó÷èì:

(y′′(t), y′(t)) + λ∥y′(t)∥2 + µ(Ay(t)− Ax, y′(t)) = 0. (1.9)

Ïóñòü ρ(t) = ∥y′(t)∥2/2, òîãäà ρ′(t) = (y′′(t), y′(t)). Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ñâîéñòâî (1.2)
îïåðàòîðà A, èç (1.9) çàïèøåì:

ρ′(t) + 2λρ(t) ≤ µL∥y(t)− x∥∥y′(t)∥. (1.10)

Ïðèìåíèâ â ïðàâîé ÷àñòè (1.10) ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî ab ≤ a2/2 + b2/2, èç (1.10)
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

ρ′(t) + 2λρ(t) ≤ µL[r(t) + ρ(t)],

èëè
ρ′(t) + (2λ− µL)ρ(t) ≤ µLr(t). (1.11)

Ïóñòü
2λ− µL = γ > 0. (1.12)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1 [4], èç (1.11) âûâåäåì íåðàâåíñòâî:

ρ(t) ≤ ρ(t0)e
−γ(t−t0) + µL

∫ t

t0

r(s)e−γ(t−s)ds.

Ïðèìåíèâ ê èíòåãðàëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïðè t→ ∞, ïîëó-
÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

ρ(t) ≤ a0e
−γt +

µLα1

γ
r(t), (1.13)

ãäå a0 = ρ(t0)e
γt0 , α1 > 1.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ρ(t) è îöåíêó (1.13), èõ (1.8) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

r′′(t) + λr′(t) + 2µ

(
M − Lα1

γ

)
r(t) ≤ 2a0e

−γt. (1.14)

È. Ï. Ðÿçàíöåâà, Î. Þ. Áóáíîâà. Íåïðåðûâíûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà ñ . . .
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ëåâîé ÷àñòüþ, ðàâíîé ëåâîé ÷àñòè (1.14), èìååò âèä

k2 + λk + 2µ

(
M − Lα1

γ

)
= 0.

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäóò ðàçëè÷íûìè è îòðèöàòåëüíûìè, åñëè

0 < M − Lα1

γ
<
λ2

8µ
. α1 > 1. (1.15)

Ïóñòü äàííûå êîðíè åñòü ÷èñëà k1 = −γ1, k2 = −γ2, γ1 < γ2. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå
2 èç ðàáîòû [5], èç (1.14) âûòåêàåò îöåíêà:

r(t) ≤ a1e
−βt, a1 > 0, (1.16)

ãäå β = min{γ, γ1} ïðè γ ̸= γ1 è β < γ ïðè γ = γ1.

Îòñþäà çàêëþ÷èì, ÷òî â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ r(t) → 0 ïðè t→ +∞.
Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 1.1 Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî; îïåðàòîð
A : H → H îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (1.1)�(1.2). Òîãäà çàäà÷à Êîøè (1.4)�(1.5) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå êëàññà C2[t0,+∞) ïðè ëþáûõ ïîñòîÿííûõ λ è µ è ëþáûõ ýëåìåíòàõ
y0, y′0 èç H. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.4) ïîëîæèòåëüíû è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (1.12), (1.15), òîãäà ∥y(t)− x∥ → 0 ïðè t → +∞, ãäå x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1.3); y(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.4)�(1.5).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1 Ðàíåå (ñì., íàïðèìåð, [6]) ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà ðàññìàò-
ðèâàëñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî µ = µ(t) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè t → +∞, è
â äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ìåòîäà äëÿ îöåíêè ñëàãàåìîãî µ(t)(Ay(t) − Ax, y′(t)) èñ-
ïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëàãàåìàÿ îãðàíè÷åííîñòü y(t) íà [t0,+∞) è âûòåêàþùàÿ èç (1.2)
îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A. Ïðè ýòîì îöåíêà ñâåðõó äëÿ r(t) óõóäøàëàñü ïî ñðàâíå-
íèþ ñ (1.16).

2. Óðàâíåíèå ñ àêêðåòèâíûì îïåðàòîðîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; X∗ � åãî ñîïðÿæåííîå.
Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî X è X∗ ñòðîãî âûïóêëû. Ïóñòü J : X → X∗ � äóàëüíîå
îòîáðàæåíèå (ñì. [1]�[2]), ò. å.

∥Jx∥ = ∥x∥, ⟨Jx, x⟩ = ∥x∥2 ∀x ∈ X,

ãäå ⟨u, v⟩ ïðè u ∈ X∗; v ∈ X åñòü îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè X
è X∗.

Ïóñòü îïåðàòîð A : X → X îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
à) A ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî àêêðåòèâíûì, ò. å.

⟨J(u− v), Au− Av⟩ ≥ m∥u− v∥2 ∀u, v ∈ X, m > 0; (2.1)
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á) A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ò. å.

∥Au− Av∥ ≤ l∥u− v∥ ∀u, v ∈ X, l > 0. (2.2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.3) ðàçðåøèìî. Â ñèëó ñâîéñòâà (2.1) îïåðàòîðà A ðå-
øåíèå (1.3) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (ñì., íàïðèìåð, [1]�[2]). Íåïðåðûâíûé ìåòîä âòîðîãî
ïîðÿäêà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3) â óñëîâèÿõ äàííîãî ïóíêòà îïðåäåëèì òàêæå ðàâåíñòâàìè
(1.4)�(1.5). Âìåñòî (1.7) çàïèøåì óðàâíåíèå:

⟨J(y(t)− x), y′′(t)⟩+ λ⟨J(y(t)− x), y′(t)⟩+ µ⟨J(y(t)− x), Ay(t)− Ax⟩ = 0, (2.3)

è äëÿ ôóíêöèè r(t) = ∥y(t)− x∥2/2 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X íàéäåì

r′(t) = ⟨J(y(t)− x), y′(t)⟩, r′′(t) = ⟨J(y(t)− x), y′′(t)⟩+
⟨
dJ(y(t)− x)

dt
, y′(t)

⟩
.

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà à) îïåðàòîðà A èç (2.3) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

r′′(t) + λr′(t) + 2mµr(t) ≤
⟨
dJ(y(t)− x)

dt
, y′(t)

⟩
= β(t). (2.4)

Äàëåå âû÷èñëèì çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà Jy′(t) ∈ X∗ íà ýëåìåíòàõ ïðàâîé è
ëåâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (1.4) è ïðèäåì ê ðàâåíñòâó:

⟨Jy′(t), y′′(t)⟩+ λ∥y′(t)∥2 + µ⟨Jy′(t), Ay(t)− Ax⟩ = 0. (2.5)

Ïóñòü ρ(t) = ∥y′(t)∥2/2, òîãäà ρ′(t) = ⟨Jy′(t), y′′(t)⟩. Èñïîëüçóÿ (2.2), èç (2.5) ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî (ñì. âûâîä (1.11)):

ρ′(t) + (2λ− µl)ρ(t) ≤ µlr(t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2λ− µl = γ̄ > 0. (2.6)

Ïîäîáíî (1.13) óñòàíîâèì îöåíêó

ρ(t) ≤ b0e
−γ̄t +

µlα2

γ̄
r(t), b0 = ρ(t0)e

γ̄t0 , α2 > 1. (2.7)

Íàéäåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ |β(t)| íà [t0,+∞). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíîå
ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðèè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X.

Ïóñòü äóàëüíîå îòîáðàæåíèå â X äèôôåðåíöèðóåìî è îáëàäàåò ñâîéñòâîì∥∥∥∥dJu(t)dt

∥∥∥∥ ≤ σ

∥∥∥∥du(t)dt

∥∥∥∥ , σ > 0 (2.8)

äëÿ ëþáîé äèôôåðåíöèðóåìîé íà [t0,+∞) ôóíêöèè u(t), çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðèíàäëåæàò
X.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:∥∥∥∥dJ(y(t)− x)

dt

∥∥∥∥ ≤ σ ∥y′(t)∥ , ∀t ≥ t0.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
|β(t)| ≤ σ∥y′(t)∥2 = 2σρ(t).

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ îöåíêè (2.7) èç (2.4) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

r′′(t) + λr′(t) + 2µmr(t) ≤ 2σ

[
b0e

−γ̄t +
µlα2

γ̄
r(t)

]
,

èëè

r′′(t) + λr′(t) + 2µ

(
m− σlα2

γ̄

)
r(t) ≤ b1e

−γ̄t, b1 > 0.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

k2 + λk + 2µ

(
m− σlα2

γ̄

)
= 0

áóäóò ðàçëè÷íûìè è îòðèöàòåëüíûìè, åñëè

0 < m− σlα2

γ̄
<
λ2

8µ
, α2 > 1. (2.9)

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1, ïðèäåì ê óòâåðæäåíèþ.

Ò å î ð å ì à 2.1 Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
ñòðîãî âûïóêëîå âìåñòå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì; îïåðàòîð A : X → X îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè (2.1)�(2.2); äóàëüíîå îòîáðàæåíèå â X äèôôåðåíöèðóåìî; óðàâíåíèå (1.3) ðàçðå-
øèìî; íåðàâåíñòâî (2.8) ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû λ è µ óðàâíåíèÿ
(1.4) ïîëîæèòåëüíû è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (2.6), (2.9). Òîãäà ∥y(t) − x∥ → 0
ïðè t→ +∞, ãäå y(t) è x � åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.4)�(1.5) è óðàâíåíèÿ
(1.3) ñîîòâåñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî â [7]�[8] óñòàíîâëåíà äèôôåðåíöèðóåìîñòü äóàëüíûõ îòîáðàæåíèé è
ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (2.8) â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp[a, b] è lp ïðè p > 2, ïðè÷åì
σ = 2p− 3. Óêàæåì, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.3) ñ àêêðåòèâ-
íûì îïåðàòîðîì A ñîäåðæàò òðåáîâàíèÿ íà ñâîéñòâà îïåðàòîðà äóàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ,
êîòîðûå òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå óñëîâèÿ íà ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâ X è
X∗ (ñì., íàïðèìåð, [1]�[2] ).

Çàìå÷àíèå 1.1 ñïðàâåäëèâî è â óñëîâèÿõ äàííîãî ðàçäåëà.
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Î ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ,

ïåðå÷èñëÿþùåãî ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà

â ïîëíûõ äåðåâüÿõ

c⃝ Ä.Ñ. Òàëåöêèé1

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà, âîçíèêàþùåå ïðè àíàëèçå êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïîëíûõ
q -àðíûõ äåðåâüÿõ. Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè q = 2 ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìå-
åò ïðåäåë, à ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì q îíî ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ñõîäÿùèåñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, èíäåêñû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ òðè. Ðàíåå
ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîçâîëèë ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòîò ýôôåêò èìååò
ìåñòî ïðè ëþáîì q ≥ 11 . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ðàñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì
q ≥ 3 . Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îäíîâðåìåííîé ñõîäèìîñòè âñåõ òðåõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ðåøåíèÿ, èíäåêñû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ òðè, ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå ñïåöèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðîâåäåííûé
â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííûé ïîèñê ðåøåíèé ñèñòåìû ïîêàçàë, ÷òî ïðè 3 ≤ q ≤ 9 ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû íå ñóùåñòâóåò. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì îáðàçîì â äàííîé
ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ íåðàñïàäàåìîñòü íà òðè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è äëÿ q = 10 .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå, òåîðåìà ðàñõîäèìîñòè, âû÷èñëèòåëüíûé ýêñ-
ïåðèìåíò.

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàôàõ èç ïàðàìåò-
ðè÷åñêè çàäàííûõ êëàññîâ (â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ êëàññà) ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî
ðàáîò ([1]�[8]). Òàê, À. Ä. Êîðøóíîâ è À. À. Ñàïîæåíêî èññëåäîâàëè àñèìïòîòèêó êîëè-
÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â n -ìåðíîì êóáå [1]. Í. Êàëêèí è Ã. Âèëô îïèñàëè ñëàáóþ
àñèìïòîòèêó êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïëîñêîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêå [5].
Ï. Êèðøåíõîôåð, Õ. Ïðîäèíãåð è Ð. Òèøàé ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé ïîëíûõ q -àðíûõ äåðå-
âüåâ. Êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïîëíîì q -àðíîì äåðåâå âûñîòû n îáîçíà÷èì
÷åðåç i(q, n) . Ï. Êèðøåíõîôåð, Õ. Ïðîäèíãåð è Ð. Òèøàé äîêàçàëè â [2] ñóùåñòâîâàíèå
òàêèõ êîíñòàíò β′

q, α
′
q, α

′
q,1, α

′
q,2 (α′

q,1 ̸= α′
q,2 ), ÷òî äëÿ ëþáîãî q ∈ 2, 4 ïðè n −→ ∞ âû-

ïîëíåíà àñèìïòîòèêà i(q, n) ∼ α′
q · (β′

q)
qn è äëÿ ëþáîãî q ≥ 5 ïðè k −→ ∞ ñïðàâåäëèâû

àñèìïòîòèêè:
i(q, 2k) ∼ α′

q,1 · (β′
q)

q2k , i(q, 2k + 1) ∼ α′
q,2 · (β′

q)
q2k+1

.

Â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàëàñü âåëè÷èíà mi(q, n) � êîëè÷åñòâî ìàêñèìàëüíûõ íåçàâè-
ñèìûõ ìíîæåñòâ â ïîëíûõ q -àðíûõ äåðåâüÿõ âûñîòû n . Ñîãëàñíî äàííîìó èññëåäîâàíèþ,
äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò α2 è β2 ïðè n −→ ∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî
mi(q, n) ∼ α2 · (β2)2

n
. Â ðàáîòå [4] áûëî òàêæå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëü-

øîãî q , íåêîòîðûõ òðåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîíñòàíò α
(1)
q , α

(2)
q , α

(3)
q è êîíñòàíòû bq ïðè

1 Òàëåöêèé Äìèòðèé Ñåðãååâè÷, ëàáîðàíò êàôåäðû àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìà-
òèêè, ÔÃÀÎÓ ÂÎ ¾Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî¿ (603950,
Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä. 23), ORCID: http://orcid.org/0000-0003-0966-3903,
dmitalmail@gmail.com
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k −→ ∞ èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà:

mi(q, 3k) ∼ α(1)
q · (βq)q

3k

,mi(q, 3k + 1) ∼ α(2)
q · (βq)q

3k+1

,mi(q, 3k + 2) ∼ α(3)
q · (βq)q

3k+2

.

Ïðîâåäåííûé â [4] âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîçâîëèë ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âòîðîé
ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîãî q ≥ 11 . Îáà ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíû àíàëèçîì ñâîéñòâ
ðåøåíèÿ îïðåäåëåííîãî ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåêîòîðûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè,
ñâÿçûâàþùåãî âåëè÷èíû mi(q, n),mi(q, n − 1) è mi(q, n − 2) . Åñëè ïðèíÿòü a(q, n) ,

mi(q, n)

(mi(q, n− 1))q
, òî äàííîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä:

a(q, n) = 1
(a(q,n−1))q

+ 1− (1− 1
a(q,n−1)·(a(q,n−2))q

)q,

a(q, 1) = 2,
a(q, 2) = 1.

(1.1)

Â [4] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a(2, n)} èìååò ïðåäåë è ÷òî êàæäàÿ èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {a(q, 3k)}, {a(q, 3k + 1)}, {a(q, 3k + 2)} òàêæå èìååò ñâîé ïðåäåë ïðè
ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì q . Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò ðåçóëüòàòû, óïîìÿíóòûå â
ïðåäûäóùåì àáçàöå. Îäíàêî â ðàáîòå [4] íå èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{a(q, n)} ïðè ìàëûõ q . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè ëþáîì q ≥ 3 ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {a(q, n)} íå èìååò ïðåäåëà, à ñëåäîâàòåëüíî íå ñóùåñòâóåò êîíñòàíò α′′

q

è b′′q òàêèõ, ÷òî mi(q, n) ∼ α′′
q · (β′′

q )
qn . Ýòî ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáî-

òû. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îäíîâðåìåííîé ñõîäèìîñòè âñåõ òðåõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{a(q, 3k)}, {a(q, 3k+1)}, {a(q, 3k+2)} ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñïåöèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåêî-
òîðîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðîâåäåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííûé ïîèñê
ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû ïîêàçàë, ÷òî ïðè 3 ≤ q ≤ 9 ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ íå ñóùå-
ñòâóåò. Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé q íå ñóùåñòâóåò òðåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîíñòàíò
α
(I)
q , α

(II)
q , α

(III)
q è êîíñòàíòû b′′′q òàêèõ, ÷òî ïðè k −→ ∞ èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå

ðàâåíñòâà:

mi(q, 3k) ∼ α(I)
q · (β′′′

q )
q3k ,mi(q, 3k + 1) ∼ α(II)

q · (β′′′
q )

q3k+1

,mi(q, 3k + 2) ∼ α(III)
q · (β′′′

q )
q3k+2

.

Äîïîëíèòåëüíûå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äàííîå óòâåð-
æäåíèå ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ q = 10 . Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîñòàâëÿþò âòîðîé îñ-
íîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû.

2. Î ðàñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a(q, n) ïðè q ≥ 3

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì q ≥ 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a(q, n)} íå
èìååò ïðåäåëà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: f(t1, t2) , 1

tq1
+1− (1− 1

t1t
q
2
)q . Îòìåòèì, ÷òî â ñïèñêàõ

àðãóìåíòîâ ôóíêöèé ìû íå áóäåì ÿâíî óêàçûâàòü àðãóìåíò q . Òîãäà ñîîòíîøåíèå 1.1
èìååò âèä: a(q, n) = f(a(q, n − 1), a(q, n − 2)) . Ñîãëàñíî ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî 1 ≤
a(q, n) ≤ 2 äëÿ ëþáûõ q ≥ 2 è n , ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ f(t1, t2)
òîëüêî íà ìíîæåñòâå {(t1, t2) : (t1, t2) ∈ [1, 2]2, f(t1, t2) ≥ 1} .

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(t1, t2) èìåþò âèä:

f ′
t1
(t1, t2) = − q

tq+1
1

− q · (1− 1
t1t

q
2
)q−1 · 1

t21t
q
2
,

f ′
t2
(t1, t2) = −q · (1− 1

t1t
q
2
)q−1 · q

t1t
q+1
2

.
(2.1)

Ïîñêîëüêó ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(t1, t2) îòðèöàòåëüíû ïðè ïîëîæèòåëüíûõ
t1 è t2 , òî ôóíêöèÿ f(t1, t2) óáûâàåò â ïåðâîì êâàäðàíòå. Âìåñòå ñ òåì f(1, 1) = 2 è

Ä.Ñ. Òàëåöêèé. Î ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ, ïåðå÷èñëÿþùåãî . . .
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f(2, 2) < 2 äëÿ ëþáîãî q ≥ 2 . Ïîýòîìó óðàâíåíèå f(t, t) = t èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
íà ìíîæåñòâå [1,2], êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Lq . Î÷åâèäíî, ÷òî 1 < Lq < 2 . Íå
ñóùåñòâóåò òàêîãî n , ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî a(q, n+1) = a(q, n) = Lq . Äåéñòâèòåëüíî,
èíà÷å Lq = f(Lq, a(q, n− 1)) , îòêóäà ïî ôîðìóëàì 2.1 ñëåäîâàëî áû, ÷òî a(q, n− 1) = Lq

è ïîýòîìó a(q, 1) = a(q, 2) . Äàííîå ðàâåíñòâî íå âîçìîæíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì q ≥ 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a(q, n)} èìååò ïðåäåë.

Òîãäà îí äîëæåí áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ f(t, t) = t , ò.å. ñîâïàäàòü ñ Lq .
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Aq , f ′
t1
(Lq, Lq) = − q

Lq+1
q

− q · (1− 1

Lq+1
q

)q−1 · 1

Lq+2
q
,

Bq , f ′
t2
(Lq, Lq) = −q2 · (1− 1

Lq+1
q

)q−1 · 1

Lq+2
q
,

Tq , 1− 1

Lq+1
q
.

Òîãäà ðàâåíñòâî f(Lq, Lq) = Lq ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:T
q
q + Lq · Tq = 1

Tq = 1− 1

Lq+1
q

.
(2.2)

Ë å ì ì à 2.1 Ïðè ëþáîì q ≥ 3 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà Bq < −1 è Bq < Aq+1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âåðíû ðàâåíñòâà:

L3 = 1.265..., L4 = 1.238..., L5 = 1.216...,

A3 = −1.515..., A4 = −1.689..., A5 = −1.836...,

B3 = −1.032..., B4 = −1.255..., B5 = −1.447...

Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî ïðè 3 ≤ q ≤ 5 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q ≥ 6 .

Ïóñòü λ = 1.432... � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ λ · eλ = 6 . Î÷åâèäíî, ÷òî |Bq| = q2 ·
T q−1
q

Lq+2
q

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Tq ≥ 1− λ

q
. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû 2.2, íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè

T q
q > 1 − q

Lq+1
q

è íåðàâåíñòâà (1 − 1/x)x >
1

e
, âåðíîãî äëÿ ëþáîãî x > 1 , ñëåäóåò, ÷òî

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

1

eλ
+ 1− λ

q
< max

((
1− λ

q

)q

+ 1− λ

q
, 1− q

Lq+1
q

+ Lq · Tq
)

≤ T q
q + Lq · Tq = 1,

îòêóäà q < λ ·eλ = 6 . Ïîýòîìó Tq < 1− λ

q
. Òîãäà

1

Lq+1
q

>
λ

q
è |Bq| > λ ·q ·

T q−1
q

Lq

. Ïîêàæåì,

÷òî λ · q ·
T q−1
q

Lq

> 1 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: T q
q ≤ Lq · Tq

λ · q
. Îòñþäà è ïåðâîãî ðàâåíñòâà

ñèñòåìû (2.2) ñëåäóåò, ÷òî Lq · Tq · (1 +
1

λ · q
) ≥ 1 , ò. å.

Lq · Tq ≥
λ · q

1 + λ · q
= 1− 1

λ · q + 1
> 1− 1

λ · q
.
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Òîãäà èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (2.2) ñëåäóåò, ÷òî âû-
ïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

T q
q <

1

λ · q
, Lq

q · T q
q >

(
1− 1

λ · q

)q

> e−
1
λ .

Ïîñêîëüêó 1

Lq+1
q

> λ
q
, òî q

λ
> Lq+1

q > Lq
q . Òîãäà

1
λ2 > Lq

q · T q
q > e−

1
λ , ò. å. λ2e−

1
λ < 1 .

Íî λ2e−
1
λ = 1.020... . Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî

Bq < −1 âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî q ≥ 3 .

Î÷åâèäíî, ÷òî Aq = − q

Lq+1
q

+ Bq

q
è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî Bq < 1 + Aq ðàâíîñèëüíî

íåðàâåíñòâó:

q · (q − 1) · T q−1
q

Lq+2
q

>
q

Lq+1
q

− 1. (2.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

q · (q − 1) · T q−1
q

Lq+2
q

≤ q

Lq+1
q

, T q
q ≤ Lq · Tq

q − 1
.

Îòñþäà è âòîðîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (2.2) ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Lq ·Tq ≥
(1− 1

q
) . Íî òîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

Lq−1
q · T q−1

q ≥ (1− 1

q
)q−1 ≥ (1− 1

q − 1
)q−1 >

1

e
,

ò. å. T q−1
q >

1

e · Lq−1
q

. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ:

q · (q − 1) · T q−1
q

Lq+2
q

>
q · (q − 1)

e · L2q+1
q

>
q · (q − 1)

e · L2q+2
q

.

Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
q · (q − 1)

e · L2q+2
q

>
q

Lq+1
q

− 1 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(t) , q · (q − 1)

e
· t2 − q · t+1 . Ôóíêöèÿ g(t) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì ñ ïîëîæè-

òåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì. Óðàâíåíèå g(t) = 0 íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé,

ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé äèñêðèìèíàíò ðàâåí q2 − 4

e
· q · (q − 1) , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

îòðèöàòåëüíûì ïðè ëþáîì q ≥ 4 . Òîãäà g(t) > 0 äëÿ ëþáîãî t . Çàìåòèì, ÷òî

g

(
1

Lq+1
q

)
=
q · (q − 1)

e · L2q+2
q

− q

Lq+1
q

+ 1 > 0.

Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2.3, ò. å. íåðàâåí-
ñòâî Bq < 1 + Aq .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 2.2 Ïóñòü zq,1, zq,2 � êîðíè óðàâíåíèÿ z2 = Aq · z + Bq , âîçìîæíî,
êîìïëåêñíûå. Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî min(|zq,1|, |zq,2|) > 1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå z2 − Aq · z − Bq = 0 èìååò êîýôôèöèåíòû
Aq < 0 è Bq < −1 , ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå. Äèñêðèìèíàíò Dq ýòîãî óðàâíåíèÿ
ðàâåí A2

q + 4 ·Bq . Åñëè Dq ≥ 0 , òî A2
q ≥ −4 ·Bq > 4 , ò. å. Aq < −2 . Òîãäà
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zq,1 =
Aq −

√
Dq

2
, zq,2 =

Aq +
√
Dq

2
, zq,1 ≤ zq,2.

Ïîñêîëüêó Bq < Aq+1 , ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî zq,2 <
−1 . Åñëè Dq < 0 , òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

|Dq| = −A2
q − 4 ·Bq, zq,1 =

Aq −
√
|Dq| · i

2
, zq,2 =

Aq +
√

|Dq| · i
2

.

Òîãäà |zq,1| = |zq,2| = −Bq > 1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 2.1 Äëÿ ëþáîãî q ≥ 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a(q, n)} íå èìååò
ïðåäåëà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ϵq(n) , a(q, n)− Lq . Òîãäà
ϵq(n) −→ 0 , êîãäà n −→ ∞ , ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϵq(n)} íå ñîäåðæèò äâóõ ïîäðÿä
èäóùèõ íóëåé. Èç ôîðìóëû Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî

ϵq(n) = Aq · ϵq(n− 1) +Bq · ϵq(n− 2) +O(ϵ2q(n− 1) + ϵ2q(n− 2)).

Óðàâíåíèå bq(n) = Aq · bq(n− 1)+Bq · bq(n− 2) ñ íåòðèâèàëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
(bq(1), bq(2)) ̸= (0, 0) èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå z2 = Aq · z + Bq . Çíà÷èò, äëÿ
íåêîòîðûõ êîíñòàíò Cq,1, Cq,2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî bq(n) = Cq,1 · (zq,1)n + Cq,2 · (zq,2)n .
Ïîñêîëüêó (bq(1), bq(2)) ̸= (0, 0) , òî C2

q,1 + C2
q,2 ̸= 0 . Ïîýòîìó bq(n) 9 0 ïðè n −→ ∞ .

Ïðè áîëüøèõ n çíà÷åíèå bq(n) áóäåò áëèçêî ê ϵq(n) . Çíà÷èò, ϵq(n) 9 0 ïðè n −→ ∞ .
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ ïðè ìàëûõ q
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïåðèîäà 3

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì çíà÷åíèÿ q ∈ 3, 10 è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêè ïî-
êàçûâàåì, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a(q, 3k)}, {a(q, 3k+1)}, {a(q, 3k+2)} íå ìîãóò áûòü
îäíîâðåìåííî ñõîäÿùèìèñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû
ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû:

a(q, 3k + 1) −→ z∗q , a(q, 3k + 2) −→ x∗q, a(q, 3k + 3) −→ y∗q .

Î÷åâèäíî, ÷òî (x∗q, y
∗
q , z

∗
q ) ̸= [1, 2]3 \ {(Lq, Lq, Lq)} � ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû íåëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé: 
x = f(z, y),

y = f(x, z),

z = f(y, x).

(3.4)

Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñî ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ñèñòåìû (3.4), è ÷èñëåííî èñêàòü âñå åå ðåøåíèÿ íà ìíîæåñòâå [0, 2]2 :{

x = f(f(y, x), y),

y = f(x, f(y, x)).
(3.5)
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Ñèñòåìó (3.5) áóäåì ÷èñëåííî ðåøàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êâàäðàòå [0, 2]2 ââåäåì
ñåòêó 1000×1000 è áóäåì èñêàòü òî÷êè äàííîé ñåòêè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó [0, 2]2 \
[Lq −

1

10
, Lq +

1

10
]2 , â êîòîðûõ íåâÿçêà ñèñòåìû 3.5 áëèçêà ê ìèíèìàëüíîé. Íà êâàäðàòå

[Lq −
1

10
, Lq +

1

10
]2 îïÿòü íàëîæèì ñåòêó 1000× 1000 è áóäåì èñêàòü òî÷êè äàííîé ñåòêè,

â êîòîðûõ íåâÿçêà ñèñòåìû (3.5) áëèçêà ê ìèíèìàëüíîé. Ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé
ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû 3.4 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Òàáëèöà 1: Ðåøåíèÿ ñèñòåìû 3.4.
q Ðåøåíèÿ ñèñòåìû 3.4

3 (1.265..., 1.265..., 1.265...) = (L3, L3, L3)
4 (1.238..., 1.238..., 1.238...) = (L4, L4, L4)
5 (1.216..., 1.216..., 1.216...) = (L5, L5, L5)
6 (1.198..., 1.198..., 1.198...) = (L6, L6, L6)
7 (1.183..., 1.183..., 1.183...) = (L7, L7, L7)
8 (1.171..., 1.171..., 1.171...) = (L8, L8, L8)
9 (1.160..., 1.160..., 1.160...) = (L9, L9, L9)
10 (1.151..., 1.151..., 1.151...) = (L10, L10, L10)

(1.001..., 1.034..., 1.715...), (1.715..., 1.001..., 1.034...), (1.034..., 1.715..., 1.001...)

Èç ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòà âèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì q ∈ 3, 9 òî÷êè (x∗q, y
∗
q , z

∗
q ) íå

ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, ïðè âñåõ òàêèõ q ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a(q, 3k)}, {a(q, 3k + 1)} ,
{a(q, 3k + 2)} íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñõîäÿùèìèñÿ.

Îïðåäåëèì ïàðàìåòðû:

ζq,k , a(q, 3k + 1)− z∗q , θq,k , a(q, 3k + 3)− y∗q .

Â ðàáîòå [4] áûëà ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:(
ζq,k+1

θq,k

)
= Mq ·

(
ζq,k
θq,k−1

)
+O(ζ2q,k + θ2q,k−1),

ãäå Mq ,
(
M

(1,1)
q M

(1,2)
q

M
(2,1)
q M

(2,2)
q

)
è êîýôôèöèåíòû M

(1,1)
q ,M

(1,2)
q ,M

(2,1)
q ,M

(2,2)
q îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M (1,1)
q , f ′

t1
(y∗q , x

∗
q) · f ′

t1
(x∗q, z

∗
q ) · f ′

t1
(z∗q , y

∗
q ) + f ′

t1
(y∗q , x

∗
q) · f ′

t2
(x∗q, z

∗
q ) + f ′

t1
(z∗q , y

∗
q ) · f ′

t2
(y∗q , x

∗
q)

M (1,2)
q , f ′

t1
(y∗q , x

∗
q) · f ′

t1
(x∗q, z

∗
q ) · f ′

t2
(z∗q , y

∗
q ) + f ′

t2
(y∗q , x

∗
q) · f ′

t2
(z∗q , y

∗
q )

M (2,1)
q , f ′

t1
(x∗q, z

∗
q ) · f ′

t1
(z∗q , y

∗
q ) + f ′

t2
(x∗q, z

∗
q )

M (2,2)
q , f ′

t1
(x∗q, z

∗
q ) · f ′

t2
(z∗q , y

∗
q )

Äàëåå ïðèìåì q = 10 è âû÷èñëèì îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(t1, t2) â òðåõ
òî÷êàõ. Â òî÷êå (x∗10, y

∗
10, z

∗
10) = (1.001..., 1.034..., 1.715...) îíè ðàâíû:

f ′
t1
(x∗q, z

∗
q ) = −9.934..., f ′

t1
(z∗q , y

∗
q ) = −0.045..., f ′

t1
(y∗q , x

∗
q) = −6.922...,

f ′
t2
(x∗q, z

∗
q ) = −0.254..., f ′

t2
(z∗q , y

∗
q ) = −0.312..., f ′

t2
(y∗q , x

∗
q) = 0.000...;

â òî÷êå (x∗10, y
∗
10, z

∗
10) = (1.715..., 1.001..., 1.034...) îíè ðàâíû:

f ′
t1
(x∗q, z

∗
q ) = −6.922..., f ′

t1
(z∗q , y

∗
q ) = −9.934..., f ′

t1
(y∗q , x

∗
q) = −0.045...,

f ′
t2
(x∗q, z

∗
q ) = 0.000..., f ′

t2
(z∗q , y

∗
q ) = −0.254..., f ′

t2
(y∗q , x

∗
q) = −0.312...;
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â òî÷êå (x∗10, y
∗
10, z

∗
10) = (1.034..., 1.715..., 1.001...) îíè ðàâíû:

f ′
t1
(x∗q, z

∗
q ) = −0.045..., f ′

t1
(z∗q , y

∗
q ) = −6.922..., f ′

t1
(y∗q , x

∗
q) = −9.934...,

f ′
t2
(x∗q, z

∗
q ) = −0.312..., f ′

t2
(z∗q , y

∗
q ) = 0.000..., f ′

t2
(y∗q , x

∗
q) = −0.254...;

Â ïåðâîì ñëó÷àå M10 =

(
−1.336... −21.454
0.193... 3.099...

)
, âî âòîðîì M10 =(

−0.005... 0.0001...
68.763... 1.758...

)
, à â òðåòüåì M10 =

(
1.763... 0.000...
−0.312... 0.000...

)
. Â ïåðâîì ñëó÷àå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû M10 ðàâíû 1.762... è 0.0002..., âî âòîðîì � 1.761... è
-0.008..., à â òðåòüåì � 1.763... è 0.000...

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k ïàðà (ζ10,k+1, θ10,k) áóäåò áëèçêà ê ïàðå (xk+1, yk) �

ðåøåíèþ ñèñòåìû

(
xk+1

yk

)
= M10 ·

(
xk
yk−1

)
ñ íåêîòîðûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Îáùèì

ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû áóäåò

(
xk+1

yk

)
= C1 · λk1 · v1 + C2 · λk2 · v2 , ãäå λ1 > 1, λ2

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû M10 , à v1,v2 � åå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Åñëè äëÿ

íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé C1 = 0 , òî íîðìà âåêòîðà

(
xk+1

yk

)
áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî

áûñòðî ñõîäèòüñÿ ê íóëþ, à ñëåäîâàòåëüíî íîðìà âåêòîðà

(
ζ10,k+1

θ10,k

)
òàêæå äîëæíà

ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñõîäèòüñÿ ê íóëþ. Ïðîâåäåííûé â ðàáîòå [4] âû÷èñëèòåëüíûé

ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ýòî íå òàê. Ïîýòîìó C1 ̸= 0 . Çíà÷èò, íîðìà âåêòîðà

(
xk+1

yk

)
íå

áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, è ïîýòîìó ëèáî a(10, 3k + 1) 9 z∗10 , ëèáî a(10, 3k + 2) 9 x∗10 ,
ëèáî a(10, 3k + 3) 9 y∗10 .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íà-
ó÷íîãî ôîíäà â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 17-11-01336.
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On properties of solution of a reccurent equation

appearing in enumeration of maximal independent sets in

complete trees

c⃝ D. S. Taletskii2

Abstract. The article considers a second-order nonlinear recurrent equation arising in analysis of
the independent sets' quantity in complete q -ary trees. We proved earlier that for q = 2 its solution
has a limit and for any su�ciently large q the solution splits into three converging subsequences
with indices corresponding to the residue classes modulo 3. Computational experiment allowed
to assume that this e�ect holds for any q ≥ 11 . The present paper proves divergence of the
solution for any q ≥ 3 . The necessary condition for simultaneous convergence of all subsequences
of the solution, with indices corresponding to the residue classes modulo 3, is the existence of a
special solution of some nonlinear equations' system. Numerical search for solutions of the system,
conducted in the present paper, showed that there is no corresponding solution of the system for
any 3 ≤ q ≤ 9 . We numerically and analytically show that the non-disintegrability into three
subsequences takes place also for q = 10 .

Key Words: recurrent equation, divergence theorem, computational experiment.
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×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà I ðîäà

ñ ðàçðûâíûìè ÿäðàìè

c⃝ À.Í. Òûíäà 1, Ä.Í. Ñèäîðîâ 2, È. Ð. Ìóôòàõîâ 3

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ ñèñòåì íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Âîëüòåððà I ðîäà ñ ÿäðàìè, èìåþùèìè êîíå÷íûå ðàçðûâû âäîëü íåïðåðûâíûõ êðè-
âûõ. Ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé èòåðàöèîííûé ÷èñëåííûé ìåòîä, â
îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ëèíåàðèçàöèÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìå
Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëåíû ïðîèçâîäíûå Ôðåøå êîìïîíåíòîâ íåëèíåéíîãî
âåêòîðíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â òî÷êå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. ßäðà èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè íà êàæäîé èòåðàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñíè-
çèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà. Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ïðèìåíÿåòñÿ
êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ñïåöèàëüíûå àäàïòèâíûå ñåòêè, ó÷è-
òûâàþùèå ðàçðûâû ÿäåð. Ïðèâåäåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà. Ïðåäëîæåííûé ÷èñëåííûé
ïîäõîä äîïóñêàåò òàêæå èñïîëüçîâàíèå áîëåå òî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèÿ â ñî÷åòàíèè
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íî-ëèíåéíîé àï-
ïðîêñèìàöèè ïîðÿäîê òî÷íîñòè âîçðàñòàåò íà åäèíèöó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà, ðàçðûâíûå
ÿäðà, ìåòîä Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à, àäàïòèâíûå ñåòêè, àïïðîêñèìàöèÿ èíòåãðàëîâ.

1. Ââåäåíèå

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ (äèôôåðåíöèàëüíûå, èíòåãðàëüíûå è èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ) ñ ðàçëè÷íîãî ðîäà îòêëîíÿþùèìèñÿ àðãóìåíòàìè
(çàäåðæêàìè) ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûì ñðåäñòâîì ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
â ðÿäå îáëàñòåé ôèçèêè, òåõíèêè, ìåäèöèíû, ýêîíîìèêè è â äðóãèõ îáëàñòÿõ, ñì.,
íàïðèìåð, [1]�[2]. Ïðè ýòîì îñíîâàííûå íà íèõ ìîäåëè îáåñïå÷èâàþò íàèáîëåå ðåàëè-
ñòè÷íîå îòðàæåíèå ñâîéñòâ íàáëþäàåìûõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿÿñü çà÷àñòóþ åäèíñòâåííûì
ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ èõ îïèñàíèÿ. Èíòåãðàëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ìîäåëÿìè
c çàïàçäûâàíèÿìè ìîæíî îïèñûâàòü áîëüøîå ìíîãîîáðàçèå ïðîöåññîâ. Òàêèå ìîäåëè
ó÷èòûâàþò ýôôåêò ïàìÿòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîãäà ïðîøëûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
âîçäåéñòâóþò íà ðàçâèòèå â áóäóùåì. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ
àðãóìåíòàìè (çàäåðæêàìè) ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì àïïàðàòîì ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì â ðÿäå îáëàñòåé ôèçèêè, òåõíèêè, ýêîíîìèêè è ò. ä. Òî÷íûå ðåøåíèÿ òàêèõ

1 Òûíäà Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, äîöåíò êàôåäðû âûñøåé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÔÃÁÎÓ ÂÎ
¾Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿ (440026, Ðîññèÿ, ã. Ïåíçà, óë. Êðàñíàÿ, ä. 40), êàíäèäàò
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-6023-9847, tyndaan@mail.ru

2 Ñèäîðîâ Äåíèñ Íèêîëàåâè÷, âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ñèñòåì ýíåðãåòèêè èì. Ë.À.
Ìåëåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ (664033, Ðîññèÿ, ã. Èðêóòñê, óë. Ëåðìîíòîâà, ä. 130), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3131-1325, contact.dns@gmail.com

3Ìóôòàõîâ Èëüäàð Ðèíàòîâè÷, ñïåöèàëèñò Ãëàâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî öåíòðà ÎÀÎ ¾ÐÆÄ¿
(664005, ã. Èðêóòñê, óë. Ìàÿêîâñêîãî, ä. 25), ORCID: https://orcid.org/0000-0003-2516-459X,
ildar_sm@mail.ru
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óðàâíåíèé â áîëüøèíñòâå íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ íå ìîãóò áûòü íàéäåíû àíàëèòè÷åñêè,
ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ.

Îäíèì èç êëàññîâ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàäåðæêàìè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà è èõ ñèñòåìû, ÿäðà êîòîðûõ òåðïÿò êîíå÷íûå ðàçðûâû âäîëü ñåìåé-
ñòâà ãëàäêèõ êðèâûõ. Â öèêëå ðàáîò àâòîðîâ [2] � [5] ïðåäëàãàåòñÿ ðÿä ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè â ïðåäåëàõ
èíòåãðèðîâàíèÿ, èãðàþùèìè ðîëü âðåìåííûõ çàäåðæåê. Â äàííîé ðàáîòå èòåðàöèîííûé
÷èñëåííûé ìåòîä îáîáùàåòñÿ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñèñòåìû óðàâíåíèé òàêîãî òèïà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà I ðîäà [2], [4]:

t∫
0

h1(t, s, x1(s), x2(s), ..., xn(s))ds− f1(t) = 0,

t∫
0

h2(t, s, x1(s), x2(s), ..., xn(s))ds− f2(t) = 0,

...
t∫
0

hn(t, s, x1(s), x2(s), ..., xn(s))ds− fn(t) = 0,

(2.1)

ãäå t ∈ [0, T ] , à ÿäðà hi(t, s, x1(s), x2(s), ..., xn(s)) , òåðïÿùèå êîíå÷íûå ðàçðûâû íà ëèíèÿõ
αj(t), j = 1, n− 1, èìåþò âèä

hi(t, s, x1(s), x2(s), ..., xn(s)) =


Ki1(t, s)Gi1(s, x1(s)), (t, s) ∈ m1,

Ki2(t, s)Gi2(s, x2(s)), (t, s) ∈ m2,
...

Kin(t, s)Gin(s, xn(s)), (t, s) ∈ mn,

(2.2)

ãäå mj = {(t, s)| αj−1(t) < s ≤ αj(t)} ; α0(t) = 0 ; αn(t) = t ; i = 1, n ; j = 1, n . Ôóíêöèè
Kij(t, s) , fi(t) è αj(t) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå îòíîñèòåëüíî t ïðè (t, s) ∈ mj ,
Kin(t, t) ̸= 0 , 0 < α1(t) < α2(t) < ... < αn−1(t) < t . Ôóíêöèè α1(t), ..., αn−1(t) ÿâëÿþòñÿ
íåóáûâàþùèìè ïðè t ∈ [0, T ] . Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ òàêîãî
êëàññà íåëèíåéíûõ ñèñòåì èçó÷àëñÿ â ðàáîòå [4].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà ñèñòåì, îñ-
íîâàííûé íà ëèíåàðèçàöèè èíòåãðàëüíîãî âåêòîð-îïåðàòîðà. Äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ
â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè ÿäðàìè èñïîëüçóåò-
ñÿ îáîáùåíèå àëãîðèòìà ïðÿìîé äèñêðåòèçàöèè, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ [3]�[5]. Ìåòîä
îñíîâàí íà êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé àïïðîêñèìàöèè òî÷íûõ ðåøåíèé è èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê
òî÷íîñòè.

3. Îïèñàíèå ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pi ëåâóþ ÷àñòü i -ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1):

Pi =
n∑

j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

Kij(t, s)Gij(s, xj(s))ds− fi(t), (3.1)
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÷åðåç X � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, à ÷åðåç F � âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé fi

X =


x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 , F =


f1(t)
f2(t)
...

fn(t)

 .

Òàêæå ââåäåì ìàòðè÷íûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

P (X) ≡


P11 P12 · · · P1n

P21 P22 · · · P2n
...

...
. . .

...
Pn1 Pn2 · · · Pnn



x1
x2
...
xn

−


f1
f2
...
fn

 , (3.2)

êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû

(Pijx)(t) ≡
αj(t)∫

αj−1(t)

Kij(t, s)Gij(s, x(s))ds, i, j = 1, n.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.1) â îïåðàòîðíîì âèäå:

P (X) = 0. (3.3)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3) èñïîëüçóåì
ìîäèôèöèðîâàííóþ ñõåìó Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à [6]:

Xm+1 = Xm − [P ′(X0)]−1(P (Xm)),m = 0, 1, ..., (3.4)

ãäå X0 =


x01(t)
x02(t)
...

x0n(t)

 � âåêòîð-ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.3) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë X∗ = lim
m→∞

Xm. Ïðîèçâîäíàÿ P ′(X0) îïåðàòîðà (3.2) èìååò
âèä: 

∂P11

∂x1(t)

∂P12

∂x2(t)
· · · ∂P1n

∂xn(t)
∂P21

∂x1(t)

∂P22

∂x2(t)
· · · ∂P2n

∂xn(t)
...

...
. . .

...
∂Pn1

∂x1(t)

∂Pn2

∂x2(t)
· · · ∂Pnn

∂xn(t)




x01
x02
...
x0n

 . (3.5)

Åå êîìïîíåíòû

(
∂Pij

∂xj(t)

)
(x0j), i, j = 1, n, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
∂Pij

∂xj(t)

)
(x0j)(t) = lim

ω→0

Pij(x
0
j + ωx)− Pij(x

0
j)

ω
=

= lim
ω→0

1

ω

αj(t)∫
αj−1(t)

Kij(t, s)[Gij(s, x
0
j(s) + ωx(s))−Gij(s, x

0
j(s))]ds.
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Îñóùåñòâèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïîëó÷èì:

(
∂Pij

∂xj(t)

)
(x0j)(t) =

αj(t)∫
αj−1(t)

Kij(t, s)Gijx(s, x
0
j(s))x(s)ds,

ãäå

Gijx(s, x
0
j(s)) =

∂Gij(s, xj(s))

∂xj

∣∣∣∣
x=x0

j

.

Íà èòåðàöèè ñ íîìåðîì m èìååì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïîïðàâêè
∆Xm+1 = Xm+1 −Xm, m = 0, 1, 2, . . .

P ′(X0)∆Xm+1 = −P (Xm),

êîòîðîå â ðàçâåðíóòîì âèäå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

K1j(t, s)G1j(s, x
0
j(s))∆x

m+1
j (s)ds = f1(t)−

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

K1j(t, s)G1j(s, x
m
j (s))ds,

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

K2j(t, s)G2j(s, x
0
j(s))∆x

m+1
j (s)ds = f2(t)−

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

K1j(t, s)G2j(s, x
m
j (s))ds,

...
n∑

j=1

αi(t)∫
αi−1(t)

Knj(t, s)Gnj(s, x
0
j(s))∆x

m+1
j (s)ds = fn(t)−

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

K1j(t, s)Gnj(s, x
m
j (s))ds.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ïîñëå ðÿäà óïðîùåíèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

K1j(t, s)G1j(s, x
0
j(s))x

m+1
j (s)ds = Ψm

1 (t),

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

K2j(t, s)G2j(s, x
0
j(s))x

m+1
j (s)ds = Ψm

2 (t),

...
n∑

j=1

αi(t)∫
αi−1(t)

Knj(t, s)Gnj(s, x
0
j(s))x

m+1
j (s)ds = Ψm

n (t),

m = 0, 1, 2, ..., (3.6)

ãäå

Ψm
i (t) = fi(t)−

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

Kij(t, s)[Gijx(s, x
0
j(s))x

m
j (s)−Gij(s, x

m
j (s))]ds.

Ñèñòåìà (3.6) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà ñ ðàç-
ðûâíûìè ÿäðàìè Kij(t, s)Gij(s, x

0
j(s)), i = 1, n, j = 1, n, íå èçìåíÿþùèìèñÿ îò èòåðàöèè

ê èòåðàöèè. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ó÷àñòâóþùèõ â èòå-
ðàöèîííîì ïðîöåññå (3.4), ïðåäëîæèì äàëåå.
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4. Äèñêðåòèçàöèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

4.1. Ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (3.4).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé I ðîäà ñëåäóþùåãî âèäà:

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

h1(t, s)xj(s)ds = f1(t),

n∑
j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

h2(t, s)xj(s)ds = f2(t),

...
n∑

j=1

αj(t)∫
αj−1(t)

hn(t, s)xj(s)ds = fn(t),

(4.1)

ãäå ÿäðà hi(t, s), i = 1, n òåðïÿò êîíå÷íûå ðàçðûâû íà ëèíèÿõ αj(t), j = 1, n− 1 è èìåþò
âèä:

hi(t, s) =


Ki1 := Ki1(t, s)Gi1(s, x

0
j(s)) ïðè α0(t) ≤ s ≤ α1(t);

Ki2 := Ki2(t, s)Gi2(s, x
0
j(s)) ïðè α1(t) ≤ s ≤ α2(t);

...

Kin := Kin(t, s)Gin(s, x
0
j(s)) ïðè αn−1(t) ≤ s ≤ αn(t).

Çäåñü, êàê è ðàíåå, α0(t) ≡ 0; α0(t) < α1(t) < ... < αn(t) ≡ t; f(0) = 0. Ââåäåííûå ñ öåëüþ
óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ íîâûå ÿäðà Kij(t, s) è ïðàâàÿ ÷àñòü fi(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè
è äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Ôóíêöèè αj(t) ∈ C1[0, T ] è ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè.
Êðîìå òîãî, α′

1(0) ≤ α′
2(0) ≤ ... ≤ α′

n−1(0) < 1 . Ïîäðîáíîå òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
óðàâíåíèé òàêîãî òèïà ïðîâåäåíî â êíèãå [2].

4.2. Êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1) íà îòðåçêå [0, T ] (â óñëîâèÿõ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ) ââåäåì ñåòêó óçëîâ (íåîáÿçàòåëüíî
ðàâíîìåðíóþ):

0 = t0 < t1 < t2 < ... < tN = T, h = max
j=1,N

(tj − tj−1) = O
(
N−1

)
.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1) áóäåì èñêàòü â âèäå âåêòîðà êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ
ôóíêöèé:

XN(t) =



N∑
j=1

xj1δj(t)

N∑
j=1

xj2δj(t)

...
N∑
j=1

xjnδj(t)


, t ∈ (0, T ], δj(t) =

{
1 ïðè t ∈ ∆j = (tj−1, tj],

0 ïðè t /∈ ∆j
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ñ íåîïðåäåëåííûìè ïîêà êîýôôèöèåíòàìè xji , i = 1, n, j = 1, N.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé x0i = xi(0), i = 1, n, ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè êàæäî-

ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.1) ïî t :

f ′
i(t) =

n∑
j=1

( αj(t)∫
αj−1(t)

∂Kij(t, s)

∂t
xj(s)ds+ α′

j(t)Kij(t, αj(t))xj(αj(t))−

− α′
j−1(t)Kij(t, αj−1(t))xj(αi−1(t))

)
.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé 

n∑
j=1

K1j(0, 0)[α
′
j(0)− α′

j−1(0)]x
0
j = f ′

1(0),

n∑
j=1

K2j(0, 0)[α
′
j(0)− α′

j−1(0)]x
0
j = f ′

2(0),

...
n∑

j=1

Knj(0, 0)[α
′
j(0)− α′

j−1(0)]x
0
j = f ′

n(0)

(4.2)

îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé x0j , j = 1, n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ (4.1)
òàêîâû, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4.2) èìååò åäèíñòâåííîå íåòðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå.

Ââåäåì äàëåå îáîçíà÷åíèå fk
i = fi(tk), i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , N . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ x1j çàïèøåì êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.1) â òî÷êå t = t1 :

n∑
j=1

αj(t1)∫
αj−1(t1)

Kij(t1, s)xj(s)ds = f 1
i . (4.3)

Ïîñêîëüêó íà äàííîì øàãå äëèíû âñåõ îòðåçêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ αj(t1) − αj−1(t1) â
(4.3) íå ïðåâîñõîäÿò ìàêñèìàëüíîãî øàãà ñåòêè h , à êîìïîíåíòû ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ x1j , j = 1, n , òî, ïðèìåíÿÿ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ñðåäíèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîëó÷èì ñèñòåìó:

n∑
j=1

(αj(t1)− αj−1(t1))Ki(t1,
αj(t1) + αj−1(t1)

2
)x1j = f 1

1 ,

n∑
j=1

(αj(t1)− αj−1(t1))Ki(t1,
αj(t1) + αj−1(t1)

2
)x1j = f 1

2 ,

...
n∑

j=1

(αj(t1)− αj−1(t1))Ki(t1,
αj(t1) + αj−1(t1)

2
)x1j = f 1

n,

èç êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ x1j , j = 1, n.
Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç lkj íîìåð îòðåçêà ñåòêè, íà êîòîðûé ïîïàäàåò çíà÷åíèå αj(tk),

ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå tlkj−1 ≤ αj(tk) ≤ tlkj .
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Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå íàéäåíû çíà÷åíèÿ x2j , x
3
j , ..., x

lkj−1

j , j = 1, n. Ïðåîáðàçóåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.1) è ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ â òî÷êå t = tk :

n∑
j=1

αj(tk)∫
t
lk
j
−1

K1j(tk, s)xj(s)ds = fk
1 −

n∑
j=1

t
lk
j
−1∫

αj−1(tk)

K1j(tk, s)x
N
j (s)ds,

n∑
j=1

αj(tk)∫
t
lk
j
−1

K2j(tk, s)xj(s)ds = fk
2 −

n∑
j=1

t
lk
j
−1∫

αj−1(tk)

K2j(tk, s)x
N
j (s)ds,

...

n∑
j=1

αj(tk)∫
t
lk
j
−1

Knj(tk, s)xj(s)ds = fk
n −

n∑
j=1

t
lk
j
−1∫

αj−1(tk)

Knj(tk, s)x
N
j (s)ds.

Ñ ó÷åòîì èñïîëüçóåìîé àïïðîêñèìàöèè ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

n∑
j=1

x
lkj
j

αj(tk)∫
t
lk
j
−1

K1j(tk, s)ds = fk
1 −

n∑
j=1

t
lk
j
−1∫

αj−1(tk)

K1j(tk, s)x
N
j (s)ds,

n∑
j=1

x
lkj
j

αj(tk)∫
t
lk
j
−1

K2j(tk, s)ds = fk
2 −

n∑
j=1

t
lk
j
−1∫

αj−1(tk)

K2j(tk, s)x
N
j (s)ds,

...

n∑
j=1

x
lkj
j

αj(tk)∫
t
lk
j
−1

Knj(tk, s)ds = fk
n −

n∑
j=1

t
lk
j
−1∫

αj−1(tk)

Knj(tk, s)x
N
j (s)ds.

(4.4)

Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â (4.4) èñïîëüçóþòñÿ ñîñòàâíûå ôîðìóëû ñðåäíèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûå ïî âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêå óçëîâ, ïðèâÿçàííîé ïðè êàæäîì
êîíêðåòíîì çíà÷åíèè N ê ëèíèÿì αi(t) ðàçðûâîâ ÿäðà K(t, s).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè ìåòîä èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, à
îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

εN = ∥X −XN∥C[0,T ] = O

(
1

N

)
.

Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé ÷èñëåííûé ïîäõîä äîïóñêàåò èñïîëüçî-
âàíèå áîëåå òî÷íîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íî-
ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ïîðÿäîê òî÷íîñòè âîçðàñòàåò íà åäèíèöó.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â

öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå

c⃝ Î.Â. Ãåðìèäåð 1, Â.Í. Ïîïîâ 2

Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷ î òåïëî- è ìàññîïå-
ðåíîñå â äëèííîì öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå ñ èñïîëüçîâàíèåì çåðêàëüíî-äèôôóçíîé ìîäåëè
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Ìàêñâåëëà. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó
ïðîöåññà, èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå Âèëüÿìñà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êàíàëå ïîääåðæèâàåòñÿ
ïîñòîÿííûé ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû. Óðàâíåíèå Âèëüÿìñà çàïèñàíî â äåêàðòî-
âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è î íåèçîòåðìè÷åñêîì òå÷åíèè ðàç-
ðåæåííîãî ãàçà ÷åðåç êàíàë ïîëó÷åíî ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê. Ïîêàçàíî, ÷òî
âèä ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëÿþùèì ïðè ïîñòðîåíèè ýòîãî ðåøåíèÿ. Â øèðî-
êîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ÷èñëà Êíóäñåíà âû÷èñëåíû ïðèâåäåííûå ïîòîêè òåïëà è
ìàññû ãàçà ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè
òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà. Ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ ýòèõ ïîòîêîâ äëÿ ñâîáîäíîìî-
ëåêóëÿðíîãî è ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ðåæèìîâ òå÷åíèÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷íûìè
ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â îòêðûòîé ïå÷àòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ íàíîòåõíîëîãèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, óðàâíåíèå Âèëüÿìñà, çåðêàëüíî-
äèôôóçíîå îòðàæåíèå, çåðêàëüíî-äèôôóçííàÿ ìîäåëü, ìîäåëü Ìàêñâåëà, àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå, ÷èñëî Êíóäñåíà.

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå òå÷åíèé â ìèêðî- è íàíîêàíàëàõ â çàâèñèìîñòè îò ìîäåëè âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìîëåêóë ãàçà ñ îáòåêàåìûìè ïîâåðõíîñòÿìè èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðèìå-
íåíèÿ íîâûõ òåõíîëîãèé [1]. Íàèáîëåå èçâåñòíîé ìîäåëüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ
çåðêàëüíî-äèôôóçíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå Ìàêñâåëëà. Â ìîäåëè Ìàêñâåëëà ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà, îòðàæåííûõ îò ñòåíîê êàíàëà, èìååò âèä [2]:

f+(r′Γ,v) = (1− α)f−(r′Γ,v − 2n(nv)) + αfΓ(r
′
Γ,v), vn > 0, (1.1)

fΓ(r
′,v) = nΓ(r

′)

(
m

2πkBTΓ(r′)

)3/2

exp

(
− m

2kBTΓ(r′)
v2

)
, (1.2)

1 Ãåðìèäåð Îêñàíà Âëàäèìèðîâíà, àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, ÔÃÀÎÓ ÂÎ ¾Ñåâåðíûé (Àðê-
òè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà¿, (163002, Ðîññèÿ, ã. Àðõàíãåëüñê, íàá.
Ñåâåðíîé Äâèíû, ä. 17), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-2112-805X, o.germider@narfu.ru
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ãäå α � êîýôôèöèåíò àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà ìîëåêóë ãàçà; f−(r′Γ,v) �
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàäàþùèõ ìîëåêóë ãàçà íà îáòåêàåìóþ ïîâåðõíîñòü Γ ; n � âåê-
òîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Γ , íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó ãàçà; r′ è v � ðàäèóñ-âåêòîð è
ñêîðîñòü ìîëåêóë ãàçà; m � ìàññà ìîëåêóë ãàçà; kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; TΓ(r

′) ;
nΓ(r

′) � òåìïåðàòóðà è êîíöåíòðàöèÿ ãàçà íà ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Êîýôôèöè-
åíò àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà â ìîäåëè çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ
Ìàêñâåëëà (1.1) îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîëåêóëà îòðàçèòñÿ îò ñòåíêè äèôôóç-
íî. Ïðè α = 1 çåðêàëüíî-äèôôóçíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïåðåõîäèò â ìîäåëü äèôôóçíîãî
îòðàæåíèÿ. Â ñëó÷àå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ êîýôôèöèåíò àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî
èìïóëüñà ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå.

Äðóãîé ìîäåëüþ, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå ìîëåêóë ãàçà ñ ïîâåðõíîñòüþ, ÿâëÿ-
åòñÿ ìîäåëü ×åð÷èíüÿíè-Ëýìïèñ, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ äâà ïàðàìåòðà: êîýôôèöèåíò
àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà è êîýôôèöèåíò àêêîìîäàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ατ , ñâÿçàííîé ñ êîìïîíåíòîé ñêîðîñòè vn íàïðàâëåííîé ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.
Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà, îòðàæåííûõ îò ïîâåðõíîñòè
êàíàëà, èìååò âèä [3]:

f+(r′Γ,v) =
1

|vn|

∫
v′n<0

|v′n|R(v′ → v)f−(r′Γ,v
′)dv′,

R(v′ → v) =
m2vn

4π2αnατ (2− ατ )(kBT )2

2π∫
0

exp

(√
1− αnmvnv

′
n

kBTαn

cosϕ

)
dϕ×

× exp

(
m (v2n + (1− αn)v

′2
n )

2kBTαn

− m (vτ + (1− ατ )v
′
τ )

2

2kBTατ (2− ατ )

)
, (1.3)

ãäå R(v′ → v) � ÿäðî ðàññåÿíèÿ; v′ , v � âåêòîðû ñêîðîñòè ïàäàþùèõ è îòðàæåííûõ
ìîëåêóë ãàçà îò ñòåíîê êàíàëà. Ïðè ατ = 0 è αn = 0 îòðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíûì,
ïðè ατ = 1 è αn = 1 � äèôôóçíûì.

Â ðàìêàõ ìîäåëè çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Ìàêñâåëëà â ðàáîòàõ [1],
[4], [5] ïðîâåäåíî âû÷èñëåíèå ïîòîêîâ òåïëà è ìàññû ãàç â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîýô-
ôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà â êàíàëå, îáðàçîâàííîì äâóìÿ áåñêî-
íå÷íûìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî êàíàëà ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-
íèé ìàññîâîãî ïîòîêà ñ èñïîëüçîâàíèåì çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Ìàêñ-
âåëëà è S-ìîäåëè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ïðèâåäåíû â [6]; â [7] � íà îñíîâå
ÁÃÊ. Äèôôóçíàÿ ìîäåëü îòðàæåíèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà â ðàáîòàõ [8]�[11] äëÿ ïîëó÷åíèÿ
çíà÷åíèé ïîòîêîâ òåïëà è ìàññû â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå, â [12] � â êàíàëå òðåóãîëüíîãî
ñå÷åíèÿ, â [13]�[16] â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå, â [17]�[18] � â êàíàëå ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷å-
íèÿ. Â ðàáîòàõ [8]�[10], [12]�[15], [17] ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ S-ìîäåëè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà.

Âìåñòå ñ òåì èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåíåíèå òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âèëüÿìñà â çàäà÷àõ î òåïëîâîì êðèïå â ïðÿìîóãîëüíîì, öè-
ëèíäðè÷åñêîì è ýëëèïòè÷åñêîì êàíàëàõ ïîëó÷åíî â [11], [16]�[18] ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëåí-
íîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ìàññîïåðåíîñà ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ×åð÷èíüÿèè-Ëýìïèñ â
ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå îñóùåñòâëåíî â [19]. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå â îòëè÷èå îò [13]�[16]
ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ òåïëà è ìàññû â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå â çàäà÷å î òåï-
ëîâîì êðèïå íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Âèëüÿìñà ñ èñïîëüçîâàíèåì çåðêàëüíî-
äèôôóçíîé ìîäåëè îòðàæåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïîâåðõíîñòüþ êàíàëà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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Âèëüÿìñà áûëî ïîñòðîåíî ñ ïðèìíåíèåì ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê [20]. Â øèðîêîì äèàïà-
çîíå èçìåíåíèÿ ÷èñëà Êíóäñåíà íàéäåíû çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ òåïëà è ìàññû â çàâèñèìîñòè
îò êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [21]�[22] çíà÷åíèé ïîòîêà
ìàññû ãàçà â êàíàëå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå ãàçà â äëèííîì öèëèíäèðè÷åñêîì êàíàëå ðàäèó-
ñà R′ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàíàëå ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû,
íàïðàâëåííûé âäîëü åãî îñè Oz′ . Èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà áóäåì îïèñûâàòü óðàâíåíèåì
Âèëüÿìñà, êîòîðîå äëÿ ñòàíöèîíàðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ ãàçà â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä [11]:

vx
∂f

∂x′
+ vy

∂f

∂y′
+ vz

∂f

∂z′
=

ω

γlg
(f∗ − f), (2.1)

ãäå ω = |v − u(r′)| ; v � ñêîðîñòü ìîëåêóë ãàçà; u(r′) � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü ãàçà; r′ �
ðàçìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð; lg � ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà; γ = 5/2 ,
T0 � òåìïåðàòóðà ãàçà â íåêîòîðîé òî÷êå, ïðèíÿòîé â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò;

f∗ = n∗

(
m

2πkBT∗

)3/2

exp

(
− m

2kBT∗
(v − u∗)

2

)
. (2.2)

Ïàðàìåòðû n∗ , T
∗ è u∗ â ôóíêöèè (2.2) âûáèðàåì èç óñëîâèÿ, ÷òî ìîäåëüíûé èíòåãðàë

ñòîëêíîâåíèé óäîâëåòâîðÿë çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö, èìïóëüñà è ýíåðãèè [23].
Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ êàíàëà èñïîëüçóåì ìîäåëü çåðêàëüíî-

äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ Ìàêñâåëëà (1.1). Â êà÷åñòâå ðàçìåðíîãî ìàñøòàáà äëèíû âûáåðåì
ðàäèóñ öèëèíäðà R′ , ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû äëèíû áóäåì
îáîçíà÷àòü áåç øòðèõà. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî áåçðàçìåðíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ÿâëÿ-
åòñÿ ìàëûìè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ò. å.

GT =
1

T0

dT

dz
, |GT | ≪ 1, (2.3)

ãäå z = z′/R′ , R = 1 . Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè òåìïåðàòóðà ãàçà èìååò âèä

T (z) = T0(1 +GT z). (2.4)

Ëèíåàðèçóåì ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (1.2) ñ ïàðàìåò-
ðàìè, çàäàííûìè íà ñòåíêàõ êàíàëà, îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ìàêñâåëëèàíà
f0(C) = n0(β/π)

3/2 exp (−C2) , ãäå β = m/(2kBT0) , C = β1/2v � áåçðàçìåðíàÿ ñêî-
ðîñòü ìîëåêóë ãàçà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàâëåíèå, ïîääåðæèâàåìîå â êàíàëå, ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííûì. Ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî p = n(z)kBT (z) , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
âûðàæåíèþ äëÿ fΓ(r,C) :

fΓ(z,C) = f0(C)

(
1 +GT

(
C2 − 5

2

)
z

)
. (2.5)

Â ñèëó ìåäëåííîãî òå÷åíèÿ ãàçà è ïîñòîÿííîãî ñîñòîÿíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ ñî
ñòåíêàìè êàíàëà ïðîâåäåì ëèíåàðèçàöèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(r,C) îòíîñèòåëüíî
fΓ(z,C) è, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (2.5), ïðåäñòàâëÿåì åå êàê

f(r,C) = f0(C)

(
1 +GT

(
C2 − 5

2

)
z + h(x, y,C)

)
. (2.6)
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Ôóíêöèþ f∗(r
′,C) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

f∗(r,C) = f0(C)(1 + h∗(r,C)), (2.7)

h∗(r,C) =
δn∗

n(z)
+ 2CU∗ +

(
C2 − 3

2

)
δT∗
T (z)

. (2.8)

Ïîäñòàâèâ (2.7) â ìîäåëüíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Âèëüÿìñà (2.1), ïîëó÷èì ëèíåà-
ðèçîâàííîå ðåëàêñàöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h(x, y,C) :

(
Cx
∂h

∂x
+ Cy

∂h

∂y
+ CzGT

(
C2 − 5

2

))
γKn+ Ch(x, y,C) =

=
C

2π

∫
C ′ exp(−C ′2)k(C,C′)h(x, y,C′)d3C′, (2.9)

ãäå k(C,C′) = 1 + 3CC′/2 + (C2 − 2) (C ′2 − 2) /2 .
Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ h(x, y,C) â âèäå:

h(x, y,C) = γKnGTCz

(
C − 5

2C

)
Z(x, y, Cx, Cy). (2.10)

Ïîäñòàâèâ (2.10) â (2.9), ïîëó÷èì:(
Cx
∂Z

∂x
+ Cy

∂Z

∂y

)
γKn+ CZ(x, y, Cx, Cy) + C = 0 (2.11)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

Z(xΓ, yΓ, Cx, Cy) = (1− α)Z(xΓ, yΓ, C
∗
x, C

∗
y ), xΓCx + yΓCy < 0,

C∗ = C− 2n(nC),

ãäå C∗ � áåçðàçìåðíàÿ ìîëåêóëÿðíàÿ ñêîðîñòü äî îòðàæåíèÿ, a x2Γ + y2Γ = 1 . Èçìåíåíèå
ôóíêöèè âäîëü òðàåêòîðèè (õàðàêòåðèñòèêè)

dr⊥ = C⊥dt, (2.12)

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

∂Z

∂r⊥
C⊥γKn sin θ + C⊥Z(x, y, φ, θ) + C⊥ = 0, (2.13)

C = (C⊥ cosφ,C⊥ sinφ,Cz) , C⊥ = (C⊥ cosφ,C⊥ sinφ) , C⊥ = C sin θ,

ãäå C⊥ � âåêòîð ïðîåêöèè C íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè z′ ; Z̃(x, y, φ, θ) ≡
Z(x, y, Cx, Cy) , ãäå óãëû φ è θ îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ïîëîæèòåëüíûõ íàïðàâëåíèé îñåé Cx

è Cz ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå çíàê òèëüäû áóäåì îïóñêàòü. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.13) â
âèäå:

dZ = − 1

γKn sin θ
(C⊥Z(x, y, φ, θ) + C⊥) dt. (2.14)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.14) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

Z = A exp

(
− C⊥t

γKn sin θ

)
− 1, (2.15)
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ãäå A � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ; t � âðåìÿ äâèæåíèÿ ìîëåêóëû âäîëü âäîëü òðà-
åêòîðèè îò ãðàíèöû, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò îòðàæåíèå, äî òî÷êè r⊥ ñî ñêîðîñòüþ C⊥ .
Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà õàðàêòåðèñòèêè â òî÷êå n -ãî îòðàæåíèÿ îáîçíà÷èì tn : tn > tn−1 .
Ñëåäóÿ [24], ðàññìîòðèì ôóíêöèþ (2.15) íà èíòåðâàëå (tn−1, tn) . Â ýòîì ñëó÷àå 0 ≤ t ≤ Tn .
Òàê êàê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðäû îêðóæíîñòè ðàâíûõ äëèí (Ðèñ.
2.1), òî ïàðàìåòð Tn , îïðåäåëÿþùèé âðåìÿ äâèæåíèÿ ìîëåêóëû ñî ñêîðîñòüþ C⊥ îò òî÷-
êè r⊥,Γ,n−1 äî òî÷êè r⊥,Γ,n , íå çàâèñèò îò âûáîðà íîìåðà òî÷êè n : Tn = T . Çàìåòèâ, ÷òî
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.12) íà èíòåðâàëå (tn−1, tn) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

r⊥ = r⊥,Γ,n−1 +C⊥t, (2.16)

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ T :

r⊥,Γ,n = r⊥,Γ,n−1 +C⊥T. (2.17)

x
 

y  

1

1-  

1

O
 

G  

1-  

1-nt  

^C  

2-nt  

^r  

1,, -G^ nr

j  

n,,G^r  

nt  

3-nt  

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìîëåêóëû íà ïðîìåæóòêàõ (tn−1, tn) , (tn−2, tn−1) è (tn−3, tn−2)

Â òî÷êå îòðàæåíèÿ t = tn ôóíêöèÿ Z(t) ≡ Z(t(x, y, φ, θ)) èñïûòûâàåò ñêà÷îê:

Z(tn + 0) = (1− α)Z(tn − 0). (2.18)

Çíàê +/− îáîçíà÷àåò ïðåäåë ôóíêöèè Z(t) â òî÷êå îòðàæåíèÿ tn ñïðàâà èëè ñëåâà
ïî âðåìåíè ïðîëåòà. Â ìîìåíò íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè ( t = 0 )

Z(tn−1 + 0) = A− 1. (2.19)

Èç (2.19) íàõîäèì ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ A :

A = Z(tn−1 + 0) + 1. (2.20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî tn − 0 = tn−1 + T è âûðàæåíèå (2.20), èìååì

Z(tn − 0) = (Z(tn−1 + 0) + 1) exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
− 1. (2.21)

Î.Â. Ãåðìèäåð, Â.Í. Ïîïîâ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïåðåíîñà . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 1 69

Ïîäñòàâëÿÿ (2.18) â (2.21), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ Z(tn + 0) :

Z(tn + 0) = (1− α)

(
Z(tn−1 + 0) exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
+ exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
− 1

)
. (2.22)

Ñîãëàñíî (2.22) çàïèøåì äëÿ ôóíêöèè Z(tn−1 + 0) ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Z(tn−1 + 0) = (1 − α)

(
Z(tn−2 + 0) exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
+ exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
− 1

)
. (2.23)

Ïîäñòàâèì (2.23) â (2.22). Çàòåì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2.22), âûðàæàÿ Z(tn−2 + 0)
÷åðåç Z(tn−3 + 0) è ò. ä., ïîëó÷èì:

Z(tn + 0) = (1− α)

(
exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
− 1

)
+

+(1− α)2
(
exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
− 1

)
exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
+

+(1− α)3
(
exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
− 1

)
exp

(
− 2C⊥T

γKn sin θ

)
+ . . .

(2.24)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûðàæåíèå (2.24) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì (1 − α) exp (−C⊥T/(γKn sin θ)) , íàéäåì ïî-
ñòîÿííóþ A èç ðàâåíñòâà (2.20):

A = 1 +

(1− α)

(
exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

)
− 1

)
1− (1− α) exp

(
− C⊥T

γKn sin θ

) . (2.25)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ (2.15) è (2.25) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿëè
ôóíêöèþ Z(x, y, φ, θ) â ñëó÷àå çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ ìîëåêóë îò âíóòðåííåé
ïîâåðõíîñòè êàíàëà, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä ïàðàìåòðîâ t è T ÷åðåç x , y , φ .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà t ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.16), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

r2⊥,Γ,n−1 = r2⊥ − 2C⊥r⊥t+ C2
⊥t

2. (2.26)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r⊥,Γ,n−1 = R = 1 è C⊥r⊥,Γ,n−1 < 0 , èç óðàâíåíèÿ (2.26) íàéäåì t :

t =
C⊥r⊥t+

√
C2

⊥ (1− r2⊥)− (C⊥r⊥)2

C2
⊥

=

= −
x cosφ+ y sinφ+

√
1− (y cosφ− x sinφ)2

C⊥
.

(2.27)

Ñêàëÿðíî óìíîæàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.16) íà C⊥ , âûðà-
çèì t èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà. Ñðàâíåíèå äàííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ t ñ (2.27) ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä:

C⊥r⊥,Γ,n−1 = −
√
C2

⊥ (1− r2⊥)− (C⊥r⊥)2 = −C⊥
√

1− (y cosφ− x sinφ)2. (2.28)

Ïàðàìåòð T íàéäåì èç óðàâíåíèÿ (2.17), ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì (2.28):

T = −2C⊥r⊥,Γ,n−1

C2
⊥

=
2
√
1− (y cosφ− x sinφ)2

C⊥
. (2.29)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîäñòàíîâêå ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé (2.25), (2.27) è (2.29) â (2.15)
ôóíêöèÿ Z(x, y, φ, θ) ïðèíèìàåò âèä:

Z(x, y, φ, θ) =

α exp

(
−
x cosφ+ y sinφ+

√
1− (y cosφ− x sinφ)2

γKn sin θ

)

1− (1− α) exp

(
−
2
√
1− (y cosφ− x sinφ)2

γKn sin θ

) − 1. (2.30)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè (2.30), çàïèñàííîå â öèëèíäðè÷å-
ñêèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå è ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé,
âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ â (2.30) ïî ôîðìóëàì x = ρ cosϕ , y = ρ sinϕ , ρ = r⊥ ;
Cρ = C⊥ cosψ , Cξ = C⊥ sinψ . Ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ψ = φ− ϕ , çàïèøåì:

Z(ρ, ψ, θ) =
α exp(−ξ1(ρ, ψ, θ))

exp(ξ2(ρ, ψ, θ))− (1− α) exp(−ξ2(ρ, ψ, θ))
− 1, (2.31)

ξ1(ρ, ψ, θ) =
ρ cosψ

γKn sin θ
, ξ2(ρ, ψ, θ) =

√
1− ρ2 sin2 ψ

γKn sin θ
. (2.32)

Âûðàæåíèå (2.31) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [25] ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè òå÷åíèÿ â êàíàëå íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ Âèëüÿìñà, çàïèñàííîãî â öèëèíäðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

3. Âû÷èñëåíèå ïîòîêîâ òåïëà è ìàññû ãàçà â êàíàëå. Àíàëèç ïî-

ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ (2.6) ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü áåçðàçìåðíûå z -êîìïîíåíòû âåê-
òîðà ïîòîêà òåïëà qz(x, y) è ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà Uz(x, y) â êàíàëå:

qz(x, y) =
γKnGT

π3/2

∫
exp

(
−C2

) C2
z

C

(
C2 − 5

2

)2

Z(x, y, φ, θ)d3C = −3GTγKn

2
√
π

×

×

1− 3α

2π

π∫
0

cos2 θ sin θdθ

π∫
0

exp

(
−
x cosφ+ y sinφ+

√
1− (y cosφ− x sinφ)2

γKn sin θ

)

1− (1− α) exp

(
−
2
√

1− (y cosφ− x sinφ)2

γKn sin θ

) dφ

 ,

(3.1)

Uz(x, y) =
γKnGT

π3/2

∫
exp

(
−C2

) C2
z

C

(
C2 − 5

2

)
Z(x, y, φ, θ)d3C = −2

9
qz(x, y), (3.2)

ãäå qz(x, y) è Uz(x, y) â (3.1) è (3.2) ñâÿçàíû ñ ðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè ñîîòíîøåíèÿìè [2]:

qz(x, y) =
β1/2

p0
q′z(x, y), q′z(x, y) =

m

2

∫
(vz − uz(r))|v − u(r)|2f(r,v)d3v, (3.3)

Uz(x, y) = β1/2uz(x, y), uz(x, y) =
1

n(z)

∫
vzf(r,v)d

3v. (3.4)
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Ñîãëàñíî [1], îïðåäåëèì ïðèâåäåííûå ïîòîêè òåïëà JQ è ìàññû ãàçà JM â êàíàëå êàê

JQ =
8

π

1∫
0

dy

√
1−y2∫
0

qz(x, y)dx, JM =
8

π

1∫
0

dy

√
1−y2∫
0

Uz(x, y)dx. (3.5)

Â ñëó÷àå ïîëíîé àêêîìîäàöèè ìîëåêóë ãàçà ñòåíêàìè êàíàëà (α = 1 ) âûðàæåíèå (3.1)
ïðèìåò âèä:

qz(x, y) = −3GT γKn
2
√
π

×

×

(
1− 3

2π

π∫
0

cos2 θ sin θdθ
π∫
0

exp

(
−
x cosφ+ y sinφ+

√
1− (y cosφ− x sinφ)2

γKn sin θ

)
dφ

)
.

(3.6)
Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû JT,M/GT , âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (3.5)

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple 18, â ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòàìè,
ïîëó÷åííûìè â [21]�[22] íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìàññîâîãî ïîòîêà íåñòàí-
öèîíàðíûì ìåòîäîì äëÿ He , Ne è Ar . Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé â õîäå
ýêñïåðèìåíòîâ ñîñòàâèëà 2 %. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 1, ïîêàçàë,
÷òî ïðè Kn = 1/2 è Kn = 1/3 îòëè÷èå çíà÷åíèé JT,M/GT , íàéäåííûõ ïî ôîðìóëå (3.5)
äëÿ α = 0.895 , 0.925 è 0.927 , îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ìàññîâîãî ïîòîêà â [22] è
[21] äëÿ He è Ne íå ïðåâûøàåò 7 %, à äëÿ Ar ñîñòàâëÿåò 6 % [21]. Ñ óìåíüøåíèåì
÷èñëà Êíóäñåíà ðàçëè÷èå óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó
ïðåäåëó óðàâíåíèå Âèëüÿìñà ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ ÷èñëà Ïðàíäòëÿ, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ
îò ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà [26].

Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ JT,M/GT â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [21]�[22]

Kn−1 α = 0.895 He α = 0.925 Ne α = 0.927 Ar
(3.5) [22] [21] (3.5) [22] [21] (3.5) [22]

2 0.2839 0.282 0.2906 0.2801 0.274 0.2859 0.2798 0.283
3 0.2138 0.227 0.2314 0.2118 0.221 0.2304 0.2117 0.225
4 0.1712 0.191 0.1907 0.1700 0.187 0.1899 0.1698 0.188
5 0.1425 0.164 0.1607 0.1417 0.161 0.1605 0.1416 0.162
6 0.1220 0.143 0.1384 0.1214 0.139 0.1382 0.1214 0.142
7 0.1065 0.125 0.1217 0.1061 0.122 0.1210 0.1061 0.120
8 0.0946 0.111 0.1091 0.0942 0.108 0.1076 0.0942 0.113
9 0.0850 0.0995 0.0982 0.0847 0.0972 0.0969 0.0847 0.101
10 0.0772 0.0908 0.0896 0.0770 0.0889 0.0887 0.0769 0.0913
20 0.0401 0.0486 0.0618 0.0401 0.0471 0.0615 0.0400 0.0497
30 0.0271 0.0328 0.0473 0.0270 0.0317 0.0475 0.0270 0.0336

Â òàáëèöå 2 äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6] ïðè α = 1 , 0.8 è 0.6 , ïî-
ëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì S-ìîäåëè ìåòîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò. Àíàëèç äàííûõ, ïðåä-
ñòàâëåííûõ â òàáëèöå 2, ïîêàçàë, ÷òî óìåíüøåíèå êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òàíãåíöè-
àëüíîãî èìïóëüñà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ìàññîâîãî ïîòîêà â êàíàëå. Ïðè ýòîì íàáëþäà-
åòñÿ óìåíüøåíèå ðàçëè÷èé çíà÷åíèé JT,M/GT , íàéäåííûõ â ðàìêàõ S-ìîäåëè è óðàâíåíèÿ
Âèëüÿìñà, ïðè Kn < 0.5 . Ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîìó ðåæèìó ïðîèñõî-
äèò â öåëîì óâåëè÷åíèå ðàçëè÷èé, êîòîðîå íå ïðåâîñõîäèò 1 % ïðè Kn = 1000 è 6 % ïðè
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Kn = 100 . Îòëè÷èå ïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé ïîòîêà ìàññû ãàçà îò [6] íå ïðåâûøàåò 8 %
ïðè Kn > 10 .

Òàáëèöà 2: Çíà÷åíèÿ JT,M/GT â çàâèñèìîñòè îò α = 1, 0.8 è 0.6

Kn
α

1 0.8 0.6
(3.5) [6] (3.5) [6] (3.5) [6]

0.0001 0.0001 − 0.0001 − 0.0001 −
0.0010 0.0008 − 0.0008 − 0.0008 −
0.0100 0.0083 − 0.0083 − 0.0083 −
0.1000 0.0765 0.1014 0.0778 0.0962 0.0792 0.0908
0.5000 0.2705 0.3016 0.2965 0.3118 0.3238 0.3230
1.0000 0.3881 0.3959 0.4529 0.4372 0.5264 0.4865
2.0000 0.4977 0.4779 0.6209 0.5648 0.7742 0.6769
5.0000 0.6080 0.5675 0.8165 0.7244 1.1066 0.9435
10.000 0.6632 0.6210 0.9266 0.8297 1.3166 1.1341
100.00 0.7376 0.7243 1.0919 1.0530 1.6687 1.5775
1000.0 0.7502 0.7486 1.1230 1.1166 1.7525 1.7237
10000 0.7520 − 1.1267 − 1.7513 −

Äëÿ ðåæèìà òå÷åíèÿ, áëèçêîãî ê ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîìó, âûðàæåíèå (3.5) äëÿ ïðèâå-
äåííîãî ïîòîêà ìàññû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó Kn−1 .
Â ýòîì ñëó÷àå, îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ ïîðÿäêà Kn−1 , ïîëó÷èì:

JT,M
GT

=
4 · (2− α)

3α
√
π

− 2 · (α2 − 6α + 6)

5α2πKn
(ln 2 + 2 lnKn− 2) . (3.7)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.7) îïðåäåëÿåò ïðèâåäåííûé ïîòîê ìàññû ãàçà â ñâîáîäíîìîëå-
êóëÿðíîì ðåæèìå â ðàìêàõ çåðêàëüíî-äèôôóçíîé ìîäåëè îòðàæåíèÿ è ñîâïàäàåò ñ âû-
ðàæåíèåì [1]. Â ñëó÷àå ïîëíîé àêêîìîäàöèè ìîëåêóë ãàçà ñòåíêàìè êàíàëà âûðàæåíèå
(3.7) ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì JT,M = 4GT/(3

√
π) . Ïðè Kn ≥ 100 çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå íà

îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (3.7), ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â
òàáëèöå 2, äëÿ êàæäîãî èç ïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé α . Òàê, äëÿ Kn = 100 è α = 0.6 ,
0.8 ïðèâåäåííûå ïîòîêè ìàññû ãàçà ñîãëàñíî (3.7) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ JT,M = 1.6781GT ,
1.0994GT , êîòîðûå ïðåâûøàþò àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ JT,M = 1.6687GT , 1.0919GT , âû-
÷èñëåííîå ïî (3.5) íå áîëåå ÷åì íà 0.7 % êàê è â ñëó÷àå äèôôóçíîé ìîäåëè îòðàæåíèÿ.

Äëÿ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ, áëèçêèõ ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó, âûðàæåíèå (3.2) ïðèáëèæàåò-
ñÿ ê çíà÷åíèþ UT,z(x, y) = GTγKn/(3

√
π) . Ïðèâåäåííûé ïîòîê ìàññû (3.5) â ýòîì ñëó÷àå

èìååò ïðåäåë JT,M = 5GTKn/6 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåæèìîâ, áëèçêèõ ê ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîìó ðåæèìó, ïðèâåäåííûå ïîòîêè òåïëà è ìàññû íå çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòà àêêîìî-
äàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê ðåøåíà
çàäà÷à î ïåðåíîñå òåïëà è ìàññû ãàçà â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿí-
íîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèâåäåííûõ ïîòîêîâ òåïëà è
ìàññû ãàçà êàê ëèíåéíûå ôóíêöèè îò ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû è âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ýòèõ
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ïîòîêîâ äëÿ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ îò ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîãî äî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî. Ïîêàçà-
íî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà ìîëåêóë
ãàçà íà âåëè÷èíó ïîòîêà ìàññû ãàçà, ïðè÷åì íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå çíà÷åíèé ìàññîâîãî
ïîòîêà ïðè íåïîëíîé àêêîìîäàöèè ìîëåêóë ãàçà íà ñòåíêàõ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé
äëÿ äèôôóçíîé ìîäåëè îòðàæåíèÿ, íàáëþäàëîñü ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñâîáîäíîìîëåêó-
ëÿðíîìó ðåæèìó. Äëÿ äðóãèõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ïîòîêà ìàññû òàêæå âîçðàñòàþò
ïðè óìåíüøåíèè êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà, íî áîëåå ìåäëåí-
íî, äîñòèãàÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäåëà â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå òå÷åíèÿ. Ïðîâåäåí
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ S-ìîäåëè êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé ñòîëêíîâåíèÿ, à òàêæå ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè äàííûìè. Ïîëó÷åíû ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííûõ ïîòîêîâ â
ðåæèìàõ òå÷åíèÿ, áëèçêèõ ê ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîìó. Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ Âèëüÿìñà, óäîâëåòâîðÿþùåãî çåðêàëüíî-äèôôóçíîé ìî-
äåëè ìîëåêóë ãàçà ñòåíêàìè êàíàëà, ìîæåò áûòü òàêæå ïðèìåíåí ê êàíàëàì ñ äðóãîé
êîíôèãóðàöèåé ñå÷åíèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷-
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Mathematical modeling of transport processes in

a cylindrical channel
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Abstract. In the framework of the kinetic approach, a solution of heat and mass transfer problems
in a long cylindrical channel is found using a mirror-di�use model of the Maxwell boundary
condition. The Williams equation is used as the main equation describing the kinetics of the
process, assuming that a constant longitudinal temperature gradient is maintained in the channel.
The Williams equation is written in the Cartesian coordinate system. The solution of the linearized
problem of nonisothermal �ow of the rare�ed gas through the channel is obtained using the method
of characteristics. It is shown that the type of the boundary condition becomes decisive in the
construction of this solution. In a wide range of the Knudsen numbers, the reduced heat and gas
mass �ows through the cross-section of the channel are calculated depending on the accommodation
coe�cient of the tangential pulse. Limiting expressions of these �ows for the free molecular and
hydrodynamic �ow regimes are obtained. The comparison with similar results presented in the open
press is carried out. The obtained results can be used in the development of new nanotechnology.

Key Words: kinetic Boltzmann equation, Williams equation, mirror-di�use re�ection, mirror-
di�use model, Maxwell model, analytic solution, Knudsen number.
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Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

íåñòàöèîíàðíûõ íåýêâèäèñòàíòíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ

c⃝ Ë. Â. Êëî÷êîâà 1, Þ. Í. Îðëîâ 2, Ð. Â. Ïëåøàêîâ 3

Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåííîãî ðÿäà, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïîðîæäåíû íåñòàöèîíàðíûì ïîòîêîì ñîáûòèé. Â ñëó-
÷àå, êîãäà íåñòàöèîíàðíîñòü îáóñëîâëåíà ñëó÷àéíûì ïåðåêëþ÷åíèåì ñ îäíîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà íà äðóãîé, ÷òî èìååò ìåñòî äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè íàáëþäàåìûõ âðåìåííûõ ðÿ-
äîâ, îñóùåñòâëÿåòñÿ ôèëüòðàöèÿ âëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ âûäåëèòü ñòàöèîíàðíóþ êîìïîíåí-
òó. Ïðåäëîæåíà ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ ìåãàïîëèñà, ïðè êîòîðîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè (ìîìåíòàìè âûáðî-
ñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â àòìîñôåðó) îáðàçóåò íåñòàöèîíàðíûé âðåìåííîé ðÿä. Îïèñàí
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïî ðàñ÷åòó ñòàòèñòèê, îïðåäåëÿþùèõ ýâîëþöèþ âûáîðî÷íîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà îïðåäåëåííîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå. Ðåàëèçîâàíî ïðåîáðàçîâàíèå äàííûõ
ñòàòèñòèê îò îáúåìà âûáîðêè ê ïðîìåæóòêó âðåìåíè è âûâåäåíî óðàâíåíèå ýâîëþöèè èõ
ðàñïðåäåëåíèé â òåðìèíàõ ýìïèðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûáîðî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, íåýêâèäèñòàíòíûé âðåìåííîé ðÿä,
óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, íåñòàöèîíàðíûé ïîòîê ñîáûòèé.

1. Ââåäåíèå

Àíàëèç íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, îïèðàåòñÿ íà
èçó÷åíèå ýâîëþöèîííûõ ñâîéñòâ èõ âûáîðî÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûáîðêà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà, íîìåð ýëåìåíòà äàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìîìåíòîì âðåìåíè. Îñíîâû êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê
àíàëèçó âûáîðî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñôîðìóëèðîâàíû â [1], [2]. Â íèõ áûëè âûïèñàíû ýâî-
ëþöèîííûå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ è Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ öåëüþ ïîèñêà ïîäõîäÿùåé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, èìåþùåé áëèçêèå ê äàííîé âûáîðêå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå
äèñêðåòíûé àíàëîã òàêîé ñèñòåìû ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü âðåìåííî-
ãî ðÿäà, ïîçâîëÿþùåé äàòü åãî ïðîãíîç íà íåêîòîðûé ãîðèçîíò, îïðåäåëÿåìûé ñêîðîñòüþ
ðàçáåãàíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé.

Çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðÿäà ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ íà çàäàííûé âðåìåííîé ãî-
ðèçîíò âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ [3]�[8]. Â ðàáîòå [6] êèíåòè÷åñêèå

1Êëî÷êîâà Ëþäìèëà Âèêòîðîâíà, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå
ó÷ðåæäåíèå ¾Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì. Â. Êåë-
äûøà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿, (125047, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Ìèóññêàÿ ïë., ä. 4), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0003-3973-3909, klud@imamod.ru

2Îðëîâ Þðèé Íèêîëàåâè÷, çàâåäóþùèé îòäåëîì ïðèêëàäíîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, Ôåäåðàëü-
íîå ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå ¾Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè èì. Ì. Â. Êåëäûøà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿, (125047, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Ìèóññêàÿ ïë.,
ä. 4), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-9114-0436,
ov3159f@yandex.ru

3Ïëåøàêîâ Ðóñëàí Âëàäèìèðîâè÷, àñïèðàíò, Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå ¾Ôåäå-
ðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì. Â. Êåëäûøà Ðîññèéñêîé
àêàäåìèè íàóê¿, (125047, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Ìèóññêàÿ ïë., ä. 4), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-5368-
4416, ruslanplkv@gmail.com
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ìîäåëè ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàãðÿçíåííîñòè àòìîñôåðû ìå-
ãàïîëèñîâ, ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèé èëè âðåäíûõ ïðèìåñåé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé
è íåñòàöèîíàðíîé ñðåäå. Â ðàáîòå [9] èññëåäîâàëèñü íåêîòîðûå ñòàòèñòèêè íà íåýêâèäè-
ñòàíòíûõ âðåìåííûõ ðÿäàõ, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà âðåìåííîãî ðÿäà
äëÿ îöåíêè ïðåèìóùåñòâåííîãî ñîõðàíåíèÿ òåíäåíöèè èëè, íàïðîòèâ, ñìåíû åå íà ïðîòè-
âîïîëîæíóþ.

Îãðàíè÷åíèå èçëîæåííîé â [3]�[8] òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðîìåæóòêè
âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè, íàïðèìåð, ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæ-
äó çàïðîñàìè â ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ìåæäó çåìëåòðÿñåíèÿìè â ñåéñìè÷åñêè
àêòèâíîì ðåãèîíå, ìåæäó àâàðèéíûìè ñáðîñàìè ïðîäóêòîâ õèìè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà è ò.
ï. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ïîäîáíûõ ðÿäîâ òàêæå ìîæíî èçó÷àòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî
íåêîòîðîìó îáúåìó äàííûõ, à íå ïî ïðîìåæóòêó ðåàëüíîãî âðåìåíè, íî ìíîãèå âîïðîñû
îêàçûâàþòñÿ ïðè ýòîì âíå ðàññìîòðåíèÿ. Òàê, êîððåëÿöèÿ ìåæäó ìîìåíòîì çàãðÿçíåíèÿ
àòìîñôåðû è óðîâíåì çàáîëåâàåìîñòè íàñåëåíèÿ èìååò âðåìåííîé, à íå ñîáûòèéíûé ëàã.
Ïîýòîìó âîçíèêàþò ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è, ïðèíöèïèàëüíî ôîðìóëèðóåìûå â òåðìèíàõ
òåêóùåãî âðåìåíè, à íå ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâ ýëåìåíòîâ ðÿäà.

Äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàê ïîòîê ñîáûòèé, òàê è ñàìè çíà÷åíèÿ
âðåìåííîãî ðÿäà èìåþò íåñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî âîçíèêàåò çàäà÷à
ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóõ íåñòàöèîíàðíûõ ïîòîêîâ äàííûõ.

Èñïîëüçîâàíèå êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà âðåäíûõ ïðèìåñåé, ÿâëÿåòñÿ
âåñüìà àêòóàëüíûì. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò êîððåêòíî çàäàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà
èñòî÷íèêà äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, îïèñûâàþùèõ
ýâîëþöèþ ïðèìåñåé, èõ ñîñòàâ è êîíöåíòðàöèþ â õèìè÷åñêè àêòèâíîì ãàçå â îïðåäåëåí-
íûõ òåìïåðàòóðíûõ è êîíâåêòèâíûõ óñëîâèÿõ âíåøíåé ñðåäû. Â ñèëó òîãî, ÷òî èñòî÷íèê
çàãðÿçíåíèÿ ïî èíòåíñèâíîñòè è ñîñòàâó ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è íåñòàöèîíàðíûì, êèíåòè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðèìåñåé, ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà èç-çà íåîïðåäå-
ëåííîñòè ôóíêöèè èñòî÷íèêà.

Ãåíåðàöèÿ àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé íåýêâèäèñòàíòíîãî íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà
ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, âàæíîé ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷åé, ðåøåíèå êîòîðîé
ïîçâîëèò ìîäåëèðîâàòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû óïðàâëåíèÿ íàáëþäàåìûì ñëó÷àéíûì
ïðîöåññîì è ïðîâîäèòü èõ îïòèìèçàöèþ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà, ïîçâî-
ëÿþùàÿ ïðèìåíèòü êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä ê àíàëèçó âðåìåííûõ ðÿäîâ ðàçëè÷íîãî òèïà.

2. Ìåòîä ãåíåðàöèè íåýêâèäèñòàíòíîé òðàåêòîðèè

Ãåíåðàöèÿ íåýêâèäèñòàíòíîãî íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà îñíîâûâàåòñÿ íà ñëå-
äóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû ïîòîêà ñîáûòèé [4].

Âî-ïåðâûõ, ñ÷èòàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íàçûâàåìûé ïå-
ðèîäîì, âíóòðè êîòîðîãî çàäàíà íîðìèðîâàííàÿ íà åäèíèöó ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè ïî-
òîêà. Ïðèìåíèòåëüíî ê ýêîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêå ìåãàïîëèñà òàêîé ïåðèîä ñâÿçàí ñ åñòå-
ñòâåííîé ñóòî÷íîé è ñåçîííîé ïåðèîäè÷íîñòüþ. Ýòî ïîçâîëÿåò çàäàòü îïðåäåëåííûé âðå-
ìåííîé ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Âî-âòîðûõ, àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ïðèðîñòîâ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (íàïðè-
ìåð, óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ) èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ñ ¾òîëñòûì õâîñòîì¿, ïðè÷åì íåñòàöèî-
íàðíîñòü ïîòîêà ïðèñóùà íàèáîëåå âåðîÿòíîìó ñîáûòèþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ êîòîðûì ìåíåå
âåðîÿòíûå ñîáûòèÿ ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà ñîáûòèé. Ýòî ïðåäïîëîæå-
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íèå ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ôèëüòðàöèþ äàííûõ ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ñòàòèñòèêè îòíîñèòåëüíî
ðåäêèõ, íî çíà÷èìûõ ñîáûòèé. Â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âëî-
æåíèÿ äâóõ ïðîöåññîâ � ñòàöèîíàðíîãî è íåñòàöèîíàðíîãî. Èìåííî äëèíà ñåðèè èç ýëåìåí-
òîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ñîáûòèé îáðàçóåò íåñòàöèîíàðíûé âðåìåííîé
ðÿä, à äëèòåëüíîñòü ñåðèè èç ïðî÷èõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-
ñîì.

Ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ìîäåëü âðåìåííîãî ðÿäà, îáëàäàþùå-
ãî ñâîéñòâàìè, áëèçêèìè ê íàáëþäàåìûì íà ïðàêòèêå.

Ýòàï I. Ïîäãîòîâêà äàííûõ. Íà ýòàïå ïîäãîòîâêè äàííûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòî-
ðèè íåýêâèäèñòàíòíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñîáèðàþòñÿ ñòàòèñòèêè:

� ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (θ) ñåðèé ñîáûòèé ïî äëèòåëüíîñòè âðåìåíè θ îáùåãî
äâèæåíèÿ òðàåêòîðèè çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ) ââåðõ èëè âíèç;

� âåðîÿòíîñòè P± ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî ïðèðîñòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
äëÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñîáûòèÿ, P+ + P− = 1 ;

� ïàðàìåòð íåñòàöèîíàðíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé Λ(t, τ) íà ïðîìåæóòêå
âðåìåíè ∆t(τ) = [t− τ ; t] âíóòðè ïåðèîäà T (íàïðèìåð, çà ìåñÿö);

� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(n) ñåðèé ïðèðàùåíèé, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîòîðûõ îò-
ëè÷àåòñÿ îò íàèáîëåå âåðîÿòíîãî, â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà n ñîáûòèé;

� ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(k, k′;K, t) äëèí k è èõ ïðèðàùåíèé k′ äëÿ
ñåðèé íàèáîëåå âåðîÿòíîãî àáñîëþòíîãî ïðèðàùåíèÿ ïî âûáîðêå äëèíû K ñîáûòèé â
ìîìåíò âðåìåíè t .

Ïî ñîáðàííûì ñòàòèñòèêàì îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü pk(t− τ, t) ÷èñëà k ñîáûòèé íà
ïðîìåæóòêå âðåìåíè ∆t(τ) ïî ôîðìóëå:

pk(t− τ, t) =
(Λ(t, τ))k

k!
exp(−Λ(t, τ)), Λ(t, τ) = τµ(t− τ, t). (2.1)

Ââåäåííàÿ çäåñü âåëè÷èíà µ(t−τ, t) íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïîòîêà íà ïðîìåæóòêå
∆t(τ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå ÷èñëî ñîáûòèé íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå:

µ(t− τ, t) =
1

τ

∞∑
k=1

kpk(t− τ, t). (2.2)

Ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû, à ïîòîê îðäèíàðíûé. Âðåìÿ àãðåãèðîâàíèÿ ñîáûòèé
ïîëàãàåì ðàâíûì íåêîòîðîé óñëîâíîé åäèíèöå τ ≡ 1 (íàïðèìåð, 1 ñóòêè).

Ïîñëå ýòîãî çàäàåòñÿ îæèäàåìîå ÷èñëî N ñîáûòèé íà âðåìåííîì ãîðèçîíòå T ìîäåëè-
ðîâàíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà. Îíî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè íîðìèðîâêó ïðîôèëÿ
èíòåíñèâíîñòè Λ(t, τ) íà ýòî ÷èñëî ñîáûòèé.

Ýòàï II. Ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèè. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå èç ðàñïðåäåëåíèÿ F (θ) ãåíåðè-
ðóåòñÿ ñëó÷àéíûé ðÿä ÷èñåë θk â åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ âðåìåíè, ïðèíÿòîì â ïàðàìåòðå
ïîòîêà: ∑

k

θk = T. (2.3)

Óñëîâèå (2.3) îïðåäåëÿåò ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî M ìàêðîäâèæåíèé ââåðõ è âíèç (íà-
ðàñòàíèå óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ èëè î÷èùåíèå è ðåëàêñàöèÿ ñðåäû) è èõ äëèòåëüíîñòü, íà
êàæäîì ïðîìåæóòêå θk çàäàåòñÿ âåðîÿòíîñòü P±

k ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî ïðè-
ðîñòîâ.

Çàòåì ãåíåðèðóþòñÿ ñëó÷àéíûå öåëûå ÷èñëà nj èç ðàñïðåäåëåíèÿ (2.1), êîòîðûå äàþò
÷èñëà ñîáûòèé â òå÷åíèå óñëîâíîé âðåìåííîé åäèíèöû τ íà ïðîìåæóòêàõ ∆τ (j) , ãäå
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j åñòü íîìåð òåêóùåãî âðåìåíè â òåðìèíàõ τ . Äëÿ äàííîé ãåíåðàöèè íàõîäèòñÿ ÷èñëî
ñîáûòèé:

Ñ =
T∑

j=1

nj. (2.4)

Ýòî ÷èñëî Ñ â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷íî îò çàäàííîãî èçíà÷àëüíî N , íî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå
÷èñëî ñîáûòèé çà ïåðèîä ïî àíñàìáëþ òðàåêòîðèé ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó N ïðè óâåëè÷åíèè
÷èñëà òðàåêòîðèé.

Äàëåå ãåíåðèðóåòñÿ âûáîðêà ÷èñåë ±1 îáùåé äëèíû Ñ èç êóñî÷íî-ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P±

k â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àéíûì ÷èñëîì ìàêðîäâèæåíèé èç
(2.3). Ýòà âûáîðêà îïðåäåëÿåò çíàê ïðèðàùåíèÿ çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â îòäåëü-
íîì ñîáûòèè.

Èç ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(k, k′;K, t) íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè

φ(k;K, t) =
∑
k′

f(k, k′;K, t), u(k;K, t)φ(k;K, t) =
∑
k′

k′f(k, k′;K, t), (2.5)

êîòîðûå ó÷àñòâóþò â ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ φ(k;K, t) èç ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆τ (j) â ïðîìåæóòîê ∆τ (j + 1) :

φ(k;K, j + 1) = φ(k;K, j) + φ(k − 1;K, j)u(k − 1;K, j)− φ(k;K, j)u(k;K, j). (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, èç ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (2.6) ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû íåñòàöè-
îíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí ñåðèé íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ïðèðîñòîâ. Ôóíêöèè f(k, k′;K, t)
âû÷èñëÿþòñÿ â ñêîëüçÿùåì îêíå äëèíû K , ïîýòîìó íà èõ âèä âëèÿþò è âûáðàííûå íà
ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðàìåòðû ïîòîêà è ïðîìåæóòêè òðåíäîâ ââåðõ è
âíèç.

Ïîñëå òîãî êàê âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè φ(k;K, j) , èç íèõ êàê èç àíàëîãîâ ãåíåðàëüíûõ
ñîâîêóïíîñòåé ñòðîÿòñÿ âûáîðêè äëèí k1,j, k2,j, . . . â òàêîì êîëè÷åñòâå, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà
ïðîãíîçíîìó ÷èñëó ñîáûòèé èç (2.4): ∑

i

ki,j = nj.

Äëèíû ñåðèé íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ïðèðîñòîâ ïðåðûâàþòñÿ ñåðèÿìè ïðèðîñòîâ íà äðó-
ãèå âåëè÷èíû. Äàííûå ñåðèè, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, èìåþò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå S(n) ïî äëèíàì, èç êîòîðîãî ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûé íàáîð öåëûõ ÷èñåë n1,j, n2,j, . . . ,
ðàâíûõ äëèíàì ñåðèé óêàçàííîãî âòîðîãî òèïà. Äëèíû ñåðèé ki,j è ni,j ÷åðåäóþòñÿ äî
òåõ ïîð, ïîêà èõ ñóììàðíàÿ äëèíà íå ñòàíåò ðàâíîé nj èëè íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü ýòî
÷èñëî çà ñ÷åò ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî. Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå â
ñëåäóþùåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ∆τ (j + 1) .

Çíàêè ïðèðîñòîâ âî âñåõ ýòèõ ñîáûòèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëó÷àéíûõ
çíàêîâ ±1 , êîòîðàÿ ãåíåðèðîâàëàñü íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü íåýêâèäèñòàíòíîé òðàåêòîðèè âðåìåííîãî ðÿäà
íà çàäàííîì ãîðèçîíòå.

3. Óðàâíåíèå ýâîëþöèè âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t èçâåñòíà âûáîðî÷íàÿ ïëîòíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (ÂÏÔÐ) FN(x, n), ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå äëèíû N â ìîìåíò âðåìåíè t(n), ãäå
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n åñòü íîìåð áëèæàéøåãî ñëåâà ñîáûòèÿ ê ìîìåíòó t. Ýòó ÂÏÔÐ â òåðìèíàõ íîìåðà
ñîáûòèÿ áóäåì â ýòîé ãëàâå îáîçíà÷àòü FN(x, n), à ÂÏÔÐ, ïîñòðîåííóþ ïî òîìó êîëè÷å-
ñòâó ñîáûòèé, êîòîðîå ïðîèçîøëî çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t− T ; t], åñëè ýòî êîëè÷åñòâî
ñîáûòèé îòëè÷íî îò íóëÿ, îáîçíà÷èì fT (x, t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð ïîòîêà Λ(t, τ) èç (2.1)�(2.2) èçâåñòåí. Òîãäà ìîæíî ïåðåé-

òè ê ïîñòðîåíèþ ïðîãíîçà ÂÏÔÐ F̂N(k)(x, n+ k). Â òåðìèíàõ íîìåðà ñîáûòèÿ óðàâíåíèå
ýâîëþöèè ÂÏÔÐ èìååò âèä [1], [4]:

∂FN(x, n)

∂n
+

∂

∂x
u(x, n)FN(x, n) = 0, u(x, n) =

∫
ẋF

(2)
N (x, ẋ, n)dẋ, (3.1)

ãäå ýìïèðè÷åñêàÿ ñêîðîñòü u(x, n) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñîâìåñòíóþ ÂÏÔÐ F
(2)
N (x, ẋ, n)

çíà÷åíèé ðÿäà è åãî ïðèðàùåíèé â òåðìèíàõ íîìåðà ñîáûòèÿ.
×òîáû ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ÂÏÔÐ â òåðìèíàõ âðåìåíè, íàäî ïåðå-

ïèñàòü åãî ÷åðåç åäèíèöû àãðåãèðîâàíèÿ, ò. å. â íàøåì ñëó÷àå äëÿ øàãà ïî âðåìåíè τ ,
êîòîðûé äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì åäèíè÷íûì.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ïî ÷èñëó ñîáûòèé
ñîãëàñíî ôîðìóëå

∂FN(x, n)

∂t
=
∂FN(x, n)

∂n

∂n

∂t
(3.2)

è ïîñëåäíþþ ñëåäóåò ïîíèìàòü â àãðåãèðîâàííîì ñìûñëå, ò. å. dn/dt = n(t+ 1)− n(t) , òî

dn

dt
= Λ(t, τ). (3.3)

Èç (3.1)�(3.2) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ýâîëþöèè ïî
àãðåãèðîâàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè:

∂f(x, t)

∂t
= −Λ(t, τ)

∂

∂x
u(x, t)f(x, t) = − ∂

∂x
ν(x, t)f(x, t),

ν(x, t) = Λ(t, τ)u(x, t).

(3.4)

Ïðîãíîçíàÿ ìîäåëü äëÿ ÂÏÔÐ f(x, t) ñëåäóåò èç (3.4) çàìåíîé u(x, t) è Λ(t, τ) íà èõ
ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ:

f̂(x, t+ 1) = f(x, t)− ∂

∂x
Λ̂(t, τ)û(x, t)f(x, t). (3.5)

Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïîñòðîåíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ÂÏÔÐ íåýêâèäèñòàíò-
íîãî íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà â òåðìèíàõ âðåìåíè. Äëÿ ïðîãíîçà ñàìîãî ðÿäà
ìîæíî, íàïðèìåð, ïðèíÿòü ïðîãíîçíîå çíà÷åíèå ðàâíûì ñðåäíåìó ïî ïðîãíîçíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ:

x̂(t(n+ k)) =

∫
F̂N(k)(x, n+ k)dx. (3.6)

4. Àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïîñëå òîãî êàê ïðîâåäåíà ôèëüòðàöèÿ âëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ èçâëå÷ü èç ïîòî-
êà ñîáûòèé ñòàöèîíàðíóþ ñåðèþ, äëèíà êîòîðîé ïðåðûâàåòñÿ âòîðûì ïðîöåññîì ñ
íåñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ìîæíî ïîñòðîèòü õàîòè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó,
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äèíàìè÷åñêè-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî ñàìîå ýìïèðè÷åñêè íàé-
äåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñåðèé ïî äëèíàì. Òàêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòî-
ðàÿ ïîðîæäàåò ñòàöèîíàðíîå ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ îäíîìåðíàÿ õàîòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðèíèìà-
þùàÿ çíà÷åíèÿ íà [0; 1] , ñ çàäàííûì çàêîíîì îòîáðàæåíèÿ yn+1 = g(yn) . Ïóñòü ôóíêöèÿ
g èìååò íåñêîëüêî ïðîìåæóòêîâ ìîíîòîííîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ
ïðîìåæóòêîâ äâà. Âîçüìåì, íàïðèìåð, êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå:

yn+1 =


2yn, 0 ≤ yn < 1/2;

2− 2y, 1/2 ≤ yn ≤ 1.
(4.1)

Åñëè òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ýìïè-
ðè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ f(x) , òî íóæíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îáðàòíîé ê
èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) . Íàïðèìåð, äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ íàñûùåíèåì
õàðàêòåðíû çàâèñèìîñòè âèäà f(x) = αe−αx , äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷àåì F (x) = 1− e−αx .

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä h(y) = − 1

α
ln(1− y) . Òîãäà íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè g (4.1) èñêîìîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

xn+1 = h
(
g(h−1(xn))

)
. (4.2)

Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå èìååò âèä:

xn+1 =


− 1

α
ln
(
2e−αxn − 1

)
, 0 ≤ xn

1

α
ln 2;

− 1

α
ln
(
1− 2e−αxn

)
,

1

α
ln 2 ≤ xn < +∞.

(4.3)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëèíû ïðîìåæóòêîâ ìåæäó ñåðèÿìè âûðàæàþòñÿ íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè, ïîýòîìó ýëåìåíòû ðÿäà òàêèõ äëèí îïðåäåëÿþòñÿ èç (4.3) ôîðìóëîé
ln = [xn] + 1 . Ïî ïîñòðîåíèþ, íàéäåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå åäèíñòâåííàÿ. Âìå-
ñòî (4.1) ìîæíî âçÿòü äðóãóþ çàòðàâî÷íóþ ñèñòåìó, íàïðèìåð, ëîãèñòè÷åñêóþ.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ìîäåëü (4.1)�(4.3) íå ïðåäñêàçûâàåò ïðîìåæóòêè ìåæäó ñåðèÿ-
ìè ðàâíûõ äëèòåëüíîñòåé, à âñåãî ëèøü äàåò îäíó èç âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé òàêèõ ïðî-
ìåæóòêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ
àíàëîãè÷íà ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè, ðåàëèçóþùåé çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (4.3) îïðåäåëÿåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, äëÿ êîòîðîé ýì-
ïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëèòåëüíîñòåé ñåðèé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ìåðîé, ò. å. íå
çàâèñèò îò âðåìåíè. Äëÿ îñòàâøåéñÿ îò ïðîâåäåííîé ôèëüòðàöèè íåñòàöèîíàðíîé âûáî-
ðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìîäåëüíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå.
Êàê ïðàâèëî, íà ïðàêòèêå íåñòàöèîíàðíîñòü äîñòàòî÷íî õîðîøî ìîäåëèðóåòñÿ óðàâíåíè-
åì äèôôóçèè ñî ñíîñîì. Òàê, äëÿ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f(x, t) ðåãóëÿðíîãî
äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ïðèìåíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

∂f(x, t)

∂t
= − ∂

∂x
(u(x, t)f(x, t)) +

1

2

∂2

∂x2
(λ(x, t)f(x, t)) , (4.4)

ãäå u(x, t) � ñêîðîñòü ñíîñà âåðîÿòíîñòè; λ(x, t) � íåîòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò äèô-
ôóçèè. Âåëè÷èíà ñíîñà îöåíèâàåòñÿ èç ñîïîñòàâëåíèÿ äâóõ âûáîðî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé,
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ïîñòðîåííûõ äëÿ âñòûê-âûáîðîê, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà ãîðèçîíòó ïðîãíîçà, à êîýôôèöè-
åíò äèôôóçèè îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ýëåìåíòàì ðÿäà â ïðåäøåñòâóþùèé ìî-

ìåíò âðåìåíè. Èìåííî λ =
dσ2

dt
− 2covx,ν , ãäå σ2 � âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ðÿäà, à covx,ν

� âûáîðî÷íàÿ êîâàðèàöèÿ ýëåìåíòîâ ðÿäà è åãî ïåðâûõ ðàçíîñòåé. Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìå-
íè ïîíèìàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå êàê ðàçíîñòü äèñïåðñèé â äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà
âðåìåíè.

Ñêîðîñòü u(i, t) èçìåíåíèÿ âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â i -îé
ÿ÷åéêå â ìîìåíò t îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

u(i+ 1, t)f(i+ 1, t) = −
i∑

k=1

(f(k, t+ 1)− f(k, t)) , (4.5)

ò. å. âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èçìåíåíèå âûáîðî÷íîé èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çà
îäèí øàã ïî âðåìåíè. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäàþùàÿ âðåìåííîé ðÿä çíà÷åíèé x(t) ,
ïðèáëèæåííî íàõîäèòñÿ èç (4.5). Îáîçíà÷àÿ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.5), äåëåííóþ íà
f(i+ 1, t) , ÷åðåç w(i, t) , ïîëó÷àåì:

u(i, t) = w(i− 1, t). (4.6)

Äàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, â îòëè÷èå îò (4.3), ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé, è ñêîðîñòü
u(i, t) òðàêòóåòñÿ êàê èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ñàìîãî âðåìåííîãî ðÿäà, ò. å. u(i, t) = x(t +
1)− x(t). Ýòà ìîäåëü äåéñòâóåò íà îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè -� èìåííî íà òîì,
â êîòîðîì îöåíåíà ñêîðîñòü (4.6).

5. Çàêëþ÷åíèå

Îïèñàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü êàê íåñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó ïèêîâîãî
÷èñëà ñîáûòèé, êîãäà ïîòîê ñîáûòèé è ñàìî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåñòà-
öèîíàðíûìè ïðîöåññàìè, òàê è ïîäîáíûå åé íåñòàöèîíàðíûå ìíîãîìåðíûå ïîòîêè ñëó÷àé-
íûõ ñîáûòèé. Êðîìå çàäà÷ ýêîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, îáúåêòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò
áûòü è ñîáñòâåííî ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîãäà ïîòîê òåëåôîííûõ âûçîâîâ
èëè çàïðîñîâ íà ïîñåùåíèå ñàéòà è ñêà÷èâàíèå îïðåäåëåííîé èíôîðìàöèè èìååò íåñòà-
öèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïîñòðîåííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè
îïòèìèçàöèþ ôóíêöèîíàëà óïðàâëåíèÿ: ñîâîêóïíîñòè ìåðîïðèÿòèé ïî ïðåäîòâðàùåíèþ
àâàðèé èëè ëèêâèäàöèÿ èõ ïîñëåäñòâèé, ïðîôèëàêòèêè çàáîëåâàíèé, àëãîðèòìà ðàáîòû
òîðãîâîé ñèñòåìû íà áèðæå, áëîêèðîâàíèÿ îïðåäåëåííûõ çàïðîñîâ íà ñàéò ñèñòåìû ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è ò. ï. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà � 17-01-00361.
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Kinetic equation for simulation of non-stationary

non-equidistant time-series

c⃝ L. V. Klochkova 4, Yu. N. Orlov 5, R. V. Pleshakov 6

Abstract. We obtain kinetic equation for the sample distribution function of the time series
with values generated by non-stationary �ow of events. In many practically observed time series
unsteadiness is due to random switching from one random process to another. In these cases the
attachments are �ltered; it allows to select a stationary component of series. A model is proposed
to describe the evolution of pollution levels in the city. In this model a sequence of time intervals
between random events, which are the moments of pollutants' emission into the atmosphere, forms
a non-stationary time series. Software package for calculating statistics that determine the evolution
of the sampling distribution at a certain time interval is described. The conversion of these statistics
from sample size to the time interval is implemented. The equation of their distributions' evolution
in terms of empirical Liouville equation is obtained.

Key Words: sample distribution function, non-equidistant time series, Liouville equation, non-
stationary �ow of events.
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ÓÄÊ 519.67; 538.945

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïðîíèêíîâåíèÿ

âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òîëñòûé äèñê

âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà íà îñíîâå

àëãîðèòìà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé

c⃝ Í.Ä. Êóçüìè÷åâ 1, È.Â. Áóðüÿíîâ 2, Ì.À. Âàñþòèí 3, À.Þ. Øèòîâ 4

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûïîëíåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïðîíèêíîâåíèÿ âíåøíå-
ãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òîëñòûé äèñê âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà (ÂÒÑÏ) íàõîäÿ-
ùåãîñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Çàäà÷à ñâåäåíà ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè,
âêëþ÷àþùåé èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà. Ïðè ýòîì îáúåì äèñêà, çàíÿòûé ýêðàíè-
ðóþùèì òîêîì (ñâåðõòîêîì), îòäåëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíîé êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, ôîðìà
êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì â ïëîñêîñòè (r, z) äèñêà. Ïðèâåäåí ðåçóëüòàò
ðàçðàáîòêè ïðîãðàììû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C# äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîé êîíôèãó-
ðàöèè îáúåìà ñâåðõòîêà â äèñêå ÂÒÑÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, íà îñíîâå ìîäåëè Áèíà, äëÿ ñëó÷àåâ
êîãäà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå â ïëîñêîñòè z = 0 ïðîíèêàåò â ñâåðõïðîâîäÿùèé äèñê íà
ãëóáèíó 20, 50 è 80 % îò ðàäèóñà äèñêà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû äëÿ
ñåòêè 50x50 â ïëîñêîñòè (r,z) ÷åòâåðòè ñå÷åíèÿ äèñêà. Îáðàáîòêà è âèçóàëèçàöèÿ ïîëó÷åííûõ
÷èñëåííûõ äàííûõ âûïîëíÿëèñü ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè OriginLab è MS Excel.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâåðõïðîâîäíèê 2-ãî ðîäà, âûñîêîòåìïåðàòóðíûé ñâåðõïðîâîäíèê, êðè-
òè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ýêðàíèðóþùèé ñâåðõòîê, ìîäåëü Áèíà, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ðî-
äà, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, àëãîðèòì ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.
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èíòåðåñ ê íèì íå óãàñàåò è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÂÒÑÏ â ýëåêòðîòåõíè-
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ôîðìó îáúåìà çàíÿòîãî ýêðàíèðóþùèì âíåøíèå ìàãíèòíûå ïîëÿ ñâåðõïðîâîäÿùèì òî-
êîì (ñâåðõòîêîì). Ñóùåñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ýêðàíèðóþùèå
ñâîéñòâà ÂÒÑÏ, ïëîõî îïèñûâàþò êàðòó ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà è íà-
ìàãíè÷åííîñòü ÂÒÑÏ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìîäåëü ðàñ÷åòà

Èçâåñòíî, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â ñâåðõïðîâîäíèê âòîðîãî ðîäà, êàêîâûìè
ÿâëÿþòñÿ ÂÒÑÏ, â âèäå âèõðåâûõ íèòåé Àáðèêîñîâà è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ôðîíòîì âíóòðü
ñâåðõïðîâîäíèêà, ïðåîäîëåâàÿ ñèëó ïèííèíãà [1], [2]. Â ñèëó èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà,
â îáëàñòè åãî ïðîíèêíîâåíèÿ, âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå ñîçäàåò ýêðàíèðóþ-
ùèé ñâåðõòîê ñ ïëîòíîñòüþ, ðàâíîé êðèòè÷åñêîé Jc . Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà Jc , çàâè-
ñèò îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ èíäóêöèåé B , ò.å. Jc = Jc(B) [3]. Ïîëíîå ìàãíèòíîå
ïîëå (ñóììà âíåøíåãî àêñèàëüíî-íàïðàâëåííîãî ïîëÿ è ïîëÿ ñîçäàííîãî ýêðàíèðóþùèì
ñâåðõòîêîì ñâåðõïðîâîäÿùåãî äèñêà) îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûìè âûðàæåíèÿìè, çàïè-
ñàííûìè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ ýêðàíèðîâàííîé îáëàñòè äèñêà D−

èíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ àêñèàëüíîé Hz è ðàäèàëüíîé Hr ñîñòàâëÿþùèõ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî ýêðàíèðóþùèì ñâåðõòîêîì, ïðèìóò âèä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
1-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà J(r, z) [3]�[9]:

∫
D+Gz(r, z, r

′, z′) · J(r′, z′)dr′dz′ = −2π ·H0;∫
D+Gr(r, z, r

′, z′) · J(r′, z′)dr′dz′ = 0.
(2.1)

Çäåñü H0 � íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî àêñèàëüíî-íàïðàâëåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
r, r′, z, z′ - òåêóùèå êîîðäèíàòû â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, z ϵ D−) , Gz è
Gr � ÿäðà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âûðàæåííûå ÷åðåç ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû
1-ãî ðîäà K(k) è E(k) :

Gz(r, z, r
′, z′) =

1√
(r′ + r)2 + (z − z′)2

·
[
K(k)− r′2 − r2 − (z − z′)2

(r′ + r)2 + (z − z′)2
· E(k)

]
;

Gr(r, z, r
′, z′) =

z − z′

r
√

(r′ + r)2 + (z − z′)2
·
[
−K(k) +

r′2 + r2 + (z − z′)2

(r′ − r)2 + (z − z′)2
· E(k)

]
.

K(k) =

∫ π/2

0

1√
1− k2 · sin2 θ

dθ;

E(k) =

∫ π/2

0

√
1− k2 · sin2 θ dθ,

à àðãóìåíò ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ðàâåí:

k2(r, z, r′, z′) =
4 · r′ · r

(r′ + r)2 + (z − z′)2

Íà Ðèñ. 2.1 ïðåäñòàâëåíî ñå÷åíèå ÷åòâåðòè äèñêà, â êîòîðîå ïðîíèêàåò ñâåðõòîê è
ìàãíèòíîå ïîëå â âèäå íèòåé Àáðèêîñîâà (îáëàñòü D+ ). Â îáëàñòü D− (ýêðàíèðîâàííàÿ
îáëàñòü) ñâåðõòîê è ìàãíèòíîå ïîëå íå ïðîíèêàþò. Äàííûå îáëàñòè îòäåëåíû öèëèíäðè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íîé êðèâîëèíåéíîé êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Ñå÷åíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ L(r, z) = 0 , óðàâíåíèå êîòîðîé íåîáõîäèìî íàéòè ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè. Äëÿ ýòîãî íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (2.1) äëÿ Hz áûëà ïîñòðîåíà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
F (r, z) , ìèíèìóì êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâíûõ íóëþ çíà÷åíèÿõ Hz(r, z) è Hr(r, z) â
îáëàñòè D− è îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíóþ êðèâóþ L(r, z) = 0 [4].

Ð è ñ ó í î ê 2.1

×åòâåðòàÿ ÷àñòü ñå÷åíèÿ äèñêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç îñü z . Â îáëàñòè D+ ñâåðõòîê åñòü, à â

îáëàñòè D− - îòñóòñòâóåò. R - ðàäèóñ äèñêà, b - åãî ïîëóòîëùèíà

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

F (r, z) =

∫
D+

Gz(r, z, r
′, z′) · J(r′, z′)dr′dz′ + 2π ·H0; r, z ϵ D−. (2.2)

Êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿëîñü óñëîâèå F (r, z) < ε , ãäå ε � ìàëîå íàïåðåä çàäàí-
íîå ÷èñëî ( ε/H0 << 1 ), îïðåäåëÿþùåå òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó îáúåìà ïðîíèêøåãî ñâåðõòîêà â äèñê
ÂÒÑÏ íàìè áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé äëÿ ïîèñêà ÷èñëåííîãî óðàâ-
íåíèÿ îïòèìàëüíîé êðèâîé Lopt(r, z) = 0 .

3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Â ïðîãðàììå çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàäèóñà R è ïîëóòîëùèíû b äèñêà. Çàòåì ôîðìèðó-
åòñÿ ñåòêà (50x50, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ øàãàõ m è n ïî r è z ñîîòâåòñòâåííî: hr = R/50
è hz = b/50 ) äëÿ ÷åòâåðòè ñå÷åíèÿ äèñêà è îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü, â êîòîðóþ ïðîíèê ñâåðõ-
òîê â ÂÒÑÏ [6]. Ëèíèÿ îòäåëÿþùàÿ îáëàñòè D+ è D− , ïîêàçàííûõ íà Ðèñ. 2.1, áóäåò
íàõîäèòñÿ ìåæäó ïðÿìîé è äèàãîíàëüþ (Ðèñ. 3.1), òàê êàê ïðîèçâîäíûå äëÿ ýòèõ ôîðì
êðèâûõ L(r, z) (dHz/dr)|z=0 èìåþò ðàçíûå çíàêè â îáëàñòè D− .

Ð è ñ ó í î ê 3.1
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à) ïåðâàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé áóäåò ðàáîòàòü àëãîðèòì: m1(n) = 49 � âåðõíÿÿ ãðàíèöà,

m2(n) = 50− 2 · n � íèæíÿÿ ãðàíèöà, n = 25 - ïðàâàÿ ãðàíèöà, á) ñîîòâåòñòâóþùèå èì

çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè F1, F2 ïðè ãëóáèíå ïðîíèêíîâåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â

äèñê äëÿ z = 0, ρ/R = 0.5

Äëÿ îïòèìàëüíîé êðèâîé Lopt(r, z) âåëè÷èíà (dHz/dr)|z=0 = 0 . Â ïðîãðàììå êîîð-
äèíàòû r, z çàäàþòñÿ â åäèíèöàõ hr è hz . Îáëàñòü ïîèñêà îïòèìàëüíîé êðèâîé îãðà-
íè÷èâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè: n = 25,m = 49 è m(n) = 50− 2n . Ðàññ÷èòûâàåì äëÿ îáëàñòåé
îãðàíè÷åííûõ âûøå óêàçàííûìè ëèíèÿìè íàïðÿæåííîñòü Hz ìàãíèòíîãî ïîëÿ (Ðèñ. 3.1).

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé, ïðîãðàììà èùåò îïòèìàëüíûå îáëàñòè, â êîòîðûõ, âåðî-
ÿòíåå âñåãî, îêàæåòñÿ íóæíàÿ íàì êðèâàÿ, êîòîðàÿ äàñò òî÷íóþ ôîðìó îáúåìà, çàíÿòîãî
ýêðàíèðóþùåì ñâåðõòîêîì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ëèíèè èëè êðèâûå, êîòîðûå ñîîòâåò-
ñòâóþò çíà÷åíèþ ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ îêîëî íóëÿ, ò.å.

√
H2

z +H2
r −H0 ≈ 0 è èìåþò

ôîðìó âûòÿíóòîé êðèâîé (Ðèñ. 3.2).

Ð è ñ ó í î ê 3.2

à) ðàññ÷èòàííûå ïðîãðàììîé ëèíèè m3(n)−m7(n) ñîçäàííûå â ÷åòâåðòè ñå÷åíèÿ äèñêà, á)

ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè F3− F7

Äàëåå çàïóñêàåòñÿ àëãîðèòì ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, êîòîðûé èùåò ôîðìó ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñâåðõòîêà, ñîîòâåòñòâóþùóþ îïòèìàëüíîé ôóíêöèè F (r, z) . Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àë-
ãîðèòìà ïðè ðàçëè÷íûõ ãëóáèíàõ ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ρ/R = 0.5, 0.2 è 0.8
ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 3.3 � 3.5.

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïðè ρ/R = 0.5 (50%)
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Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïðè ρ/R = 0.2 (20%)

Ð è ñ ó í î ê 3.5

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïðè ρ/R = 0.8 (80%)

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïîèñêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ðåêóðñèâíûé âûçîâ ôóíêöèè,
êîòîðûé ïåðåáèðàåò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ôîðì ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõ-
ïðîâîäíèê, âû÷èñëÿåò èíòåãðàë äëÿ F ïî ôîðìóëå (2.2) è íà êàæäîì ýòàïå ñðàâíèâàåò
åãî ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. Ïî ñóòè àëãîðèòìà ïîèñêà îïòèìàëüíîé
êîíôèãóðàöèè îáúåìà ñâåðõòîêà ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ êðèâûõ â îáëàñòÿõ ñ îêîí÷àòåëüíî
óñòàíîâëåííûìè âåðõíåé m1(n) è íèæíåé m2(n) ãðàíèöàìè. Çíà÷åíèå øàãà ñëó÷àéíî, íî
âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ çíà÷åíèé äàííûõ ãðàíè÷íûõ îáëàñòåé. Ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ çíà-
÷åíèé [m1(n)−m2(n)] íèæíÿÿ ãðàíèöà ïðîèçâîëüíûõ øàãîâ óâåëè÷èâàåòñÿ. Êàê òîëüêî
íàõîäèòñÿ ëó÷øèé âàðèàíò, ïðè êîòîðîì ñðåäíåå îòêëîíåíèå ≤ 3% , äàííûå çàïèñûâàþò-
ñÿ â ôàéë, ïîñëå ÷åãî äàííûå îáðàáàòûâàþòñÿ â MS Excel è OriginPro ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ
2D è 3D ãðàôèêîâ.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü îïòèìàëü-
íóþ êîíôèãóðàöèþ îáúåìà äèñêà çàíÿòîãî ýêðàíèðóþùèì ñâåðõòîêîì. Àëãîðèòì íàõî-
äèò ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè ÷òî, ïî ñóòè, ðåøàåò èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà
(2.1). Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå óðàâíåíèå êðèâîé Lopt(r, z) = 0 , îáðàçóþùåé êðèâî-
ëèíåéíûé êîíóñ, âíóòðè êîòîðîãî ïîëå è ñâåðõòîê îòñóòñòâóþò. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû,
ðàçðàáîòàííîé íà ÿçûêå C#, ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà, áûëî âûïîë-
íåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïðîíèêíîâåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
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ÂÒÑÏ-äèñê. Ðàñ÷åòû áûëè âûïîëíåíû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå â ïëîñ-
êîñòè z = 0 ïðîíèêàåò íà ãëóáèíó 20, 50 è 80 % îò ðàäèóñà äèñêà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ
äðóãèõ çàäà÷ ïîäîáíûõ ðàñìîòðåííîé. Íàïðèìåð, äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè
êðèòè÷åñêîãî òîêà â îáúåìå äèñêà äëÿ ìîäåëè êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ òèïà Êèìà [2] �
[3] ñâåðõïðîâîäíèêîâ 2-ãî ðîäà [7]. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû
äëÿ ñåòêè 50x50 â ïëîñêîñòè (r, z) ÷åòâåðòè ñå÷åíèÿ äèñêà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. C. P. Bean, �Magnetization of hard superconductors�, Phys. Rev. Lett., 8 (1962), 250 �
251.

2. Y.B. Kim, C. F. Heampstead, A.R. Strnad, �Critical persistent currents in hard
superconductors�, Phys. Rev. Lett., 9:7 (1962), 306 � 309.

3. E.H. Brandt, �Superconductor disks and cylinders in axial magnetic �eld. II. Nonlinear
and linear ac susceptibilities�, Phys. Rev. B., 58:10 (1998), 6506 � 6522.

4. Í.Ä. Êóçüìè÷åâ, À.À. Ôåä÷åíêî, �Íàìàãíè÷åííîñòü êîðîòêèõ öèëèíäðîâ æåñòêèõ
ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà è êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíèðóþùåãî òîêà â ìîäåëè
Áèíà�, ÆÒÔ, 82:5 (2012), 1 � 5.

5. Í.Ä. Êóçüìè÷åâ, È.Â. Áóðüÿíîâ, �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ðàçðàáîòêà ïðî-
ãðàììû ðàñ÷åòà ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ñâåðõïðîâîäíèêîâ 2-ãî ðîäà â ôîðìå öèëèíäðà�,
Ìàòåðèàëû XI Âñåðîñ. íàó÷.-ïðàêò. êîíô. ¾Ìàøèíîñòðîåíèå: íàóêà, òåõíèêà, îá-
ðàçîâàíèå¿, 2017, 270 � 278.

6. Í.Ä. Êóçüìè÷åâ, À.À. Ôåä÷åíêî, �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåëèíåéíîãî îò-
êëèêà êîðîòêîãî öèëèíäðà èç æåñòêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà�, Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åá-
íûõ çàâåäåíèé. Ïîâîëæñêèé ðåãèîí. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè, 19:3 (2011),
110 � 119.

7. Í.Ä. Êóçüìè÷åâ, À.À. Ôåä÷åíêî, �×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãàðìîíèê íàìàãíè÷åí-
íîñòè äèñêà èç æåñòêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà â ïðèáëèæåíèè ýêðàíèðîâêè
ïîëÿ â öåíòðå îáðàçöà�,Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, 13:1
(2011), 55 � 62.

8. Í.Ä. Êóçüìè÷åâ, À.À. Ôåä÷åíêî, �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà íà-
ìàãíè÷åííîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà â ìîäåëè Áèíà�, Èçâåñòèÿ âûñ-
øèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ïîâîëæñêèé ðåãèîí. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè, 21:1
(2012), 139 � 148.

9. Í.Ä. Êóçüìè÷åâ, À.À. Ôåä÷åíêî, �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ
ýêðàíèðóþùåãî òîêà è ãèñòåðåçèñ íàìàãíè÷åííîñòè êîðîòêèõ öèëèíäðîâ æåñòêèõ
ñâåðõïðîâîäíèêîâ 2-ãî ðîäà â ïðèáëèæåíèè Áèíà�,Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, 13:4 (2011), 25 � 34.

Ïîñòóïèëà 15.01.2018

Í.Ä. Êóçüìè÷åâ, È.Â. Áóðüÿíîâ, Ì.À. Âàñþòèí, À.Þ. Øèòîâ. ×èñëåííîå . . .



94 Zhurnal SVMO. 2018. Vol. 20, No. 1

MSC2010 97-04; 90C99; 82D55

Numerical modeling of the process of penetration of an

external magnetic �eld into a thick disk-shaped of a

high-temperature superconductors on the basis of the

random walk algorithm

c⃝ N.D. Kuzmichev 5, I. V. Buryanov 6, M.A. Vasyutin 7, A.Yu. Shitov 8

Abstract. In this paper a mathematical modeling of the process of penetration of an external
magnetic �eld into a thick disk-shaped sample of high-temperature superconductor (HTSC) in
a critical state is performed. The problem is reduced to �nding the minimum of the objective
function that includes integral equations of the �rst kind. At the same time, volume of the disk
is occupied by the shielding superconducting current (overcurrent). Disk is separated by a curved
conical surface with shape that is determined by a random walk in the disk (r, z) plane. The result
of the development of the program in language C# is given; this program calculates the optimal
con�guration of the overcurrent volume in HTSC using the random walk algorithm. The results of
the computational experiment based on Bean's model for cases when an external magnetic �eld in
the z = 0 plane penetrates in a superconducting disk to the depth of 20, 50 and 80 % of the disk
radius, are given. The results of the program's work for the grid of 50x50 in the plane (r, z) of the
quarter of the disk section are presented. Processing and visualization of obtained numerical data
were carried out using OriginLab and MS Excel.

Key Words: type-II superconductor, high-temperature superconductor, critical state, shielding
overcurrent, Bean's model,integral equations of the �rst kind, objective function, random walk
algorithm
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Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ

êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè

c⃝ Ç.À. Õàìèäóëëèíà 1, À.Ñ. Èñìàãèëîâà 2, Ñ.È. Ñïèâàê 3

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ìåòîäàìè
òåîðèè ãðàôîâ. Ðàññìîòðåí òåîðåòèêî-ãðàôîâûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ìåõàíèçìà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ìåõàíèçìîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, îñíîâàííîå íà àëãîðèòìàõ íàõîæäåíèÿ áàçèñíûõ ìàðø-
ðóòîâ è çàïèñè óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ñêîðîñòè ïî áàçèñíûì ìàðøðóòàì. Âûðàæåíû êèíå-
òè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ïðîäóêòîâ ðåàêöèè ÷åðåç êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàðøðó-
òîâ. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò òåîðèÿ êâàçèñòàöèîíàðíûõ ðåàêöèé Äç. Õîðèóòè � Ì.È. Òåìêèíà.
Â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíà òåîðåòèêî-ãðàôîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè÷å-
ñêèõ ðåàêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé êàòàëèòè÷åñêèõ ðåàêöèé,
ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàì-
ìû êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïî îòäåëüíûì êîìïîíåíòàì ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ìå-
õàíèçìîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Ðàáîòà ïðîãðàììû ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå ìåõàíèçìà
ïàðîâîé êîíâåðñèè ìåòàíà íà íèêåëåâîì êàòàëèçàòîðå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèçì õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, ìàðøðóò, ãðàô Òåìêèíà, êèíåòè÷åñêîå
óðàâíåíèå ðåàêöèè, êîíñòàíòà ñêîðîñòè.

1. Ââåäåíèå

Îñíîâíûì â òåîðèè ñëîæíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåàêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå îá èõ ìàðøðó-
òàõ. Êàæäûé íàáîð ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ ÷èñåë, ïðèâîäÿùèé ê èñêëþ÷åíèþ ïðîìåæóòî÷íûõ
âåùåñòâ, íàçûâàåòñÿ ìàðøðóòîì ðåàêöèè [1]�[2].

Êàæäûé ìàðøðóò ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áàçèñíûõ ìàðøðó-
òîâ. Äëÿ íåáîëüøèõ ñõåì ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé áàçèñ ìàðøðóòîâ
íåòðóäíî íàéòè íåïîñðåäñòâåííî. Ïðè íàõîæäåíèè áàçèñà ìàðøðóòîâ äëÿ ñèñòåì, ñîäåð-
æàùèõ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ ðåàêöèè è ñòàäèé, áîëåå íàãëÿäíûì ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå àïïàðàòà òåîðèè ãðàôîâ.

Â ðàáîòàõ [3]�[4] îïèñàí òåîðåòèêî-ãðàôîâûé ìåòîä äåêîìïîçèöèè ïî áàçèñíûì ìàðø-
ðóòàì äëÿ ïðèìåíåíèÿ îáùåé òåîðèè àíàëèçà èíôîðìàòèâíîñòè êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
Àâòîðû èñïîëüçóþò ìåòîäîëîãèþ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé õè-
ìè÷åñêîé êèíåòèêè íà ãðàôàõ, ïðåäëîæåííûõ À.È. Âîëüïåðòîì [5].

Â [2] ïðèâîäèòñÿ ìåòîäèêà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíûõ ðåàêöèé,
îñíîâàííàÿ íà òåîðåòèêî-ãðàôîâîé èíòåðïðåòàöèè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Â ãðàôå âåðøè-
íàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå âåùåñòâà, à äóãàìè � ýëåìåíòàðíûå ñòàäèè, íàïðàâëåíèå
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êîòîðûõ óêàçûâàåò íà íàïðàâëåíèå ðåàêöèè. Ãðàôû, ââåäåííûå Ì.È. Òåìêèíûì, óäîáíî
ïðèìåíÿòü ïðè èññëåäîâàíèè ìåõàíèçìîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî
ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ.

Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñëîæíûõ ðåàêöèé â ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìàõ ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå ñêîðîñòåé íàêîïëåíèÿ ñîîòâåòñâóþùèõ ïðîäóêòîâ [2]:

WAj
=
∑
p

vjW
(p) −

∑
p‘

v‘jW
(p‘),

ãäå WAj
� ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ âåùåñòâà Aj , W

(p) è W (p‘) � ñêîðîñòè ïî ìàðøðóòàì
p è p‘ ñîîòâåòñòâåííî; p è p‘ � ìàðøðóòû îáðàçîâàíèÿ è ðàñõîäîâàíèÿ âåùåñòâà Aj ñî-
îòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèÿ äàííûõ ìàðøðóòîâ ñîäåðæàò ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû
ïðè ýòîì âåùåñòâå vj è v‘j .

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü õèìè÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ â ñèñòåìå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðè-
çîâàíà ñêîðîñòÿìè íàêîïëåíèÿ ñîîòâåòñâóþùèõ ïðîäóêòîâ WAj

è óâÿçàíà ñî ñêîðîñòÿìè
ðåàêöèè ïî áàçèñíûì ìàðøðóòàì. Ñêîðîñòüþ ðåàêöèè ïî áàçèñíîìó ìàðøðóòó íàçûâàåò-
ñÿ ÷èñëî ïðîáåãîâ ïî áàçèñíîìó ìàðøðóòó â åäèíèöó âðåìåíè â åäèíè÷íîì ðåàêöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ïðîáåãè ñòàäèé ðàñïðåäåëåíû ïî ìàðøðóòàì áàçèñà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áàçèñíûé ìàðøðóò ðåàêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìàðøðóò-
íóþ ðåàêöèþ, îáùèé âèä ãðàôà êîòîðîé èçîáðàæåí íà (Ðèñ. 1.1). Òåîðåòèêî-ãðàôîâûé
ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè ðåàêöèè ïî áàçèñíîìó ìàðøðóòó àíàëîãè÷åí âûâîäó ñêîðî-
ñòè îäíîìàðøðóòíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

Ð è ñ ó í î ê 1.1
Ãðàô Òåìêèíà îäíîìàðøðóòíîé ñëîæíîé êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè

Â ðàáîòå [6] ïðèâîäèòñÿ óïðîùåííàÿ ôîðìà çàïèñè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îäíî-
ìàðøðóòíîé ñëîæíîé êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè, îñíîâàííàÿ íà òåîðåòèêî-ãðàôîâîì àíà-
ëèçå ìåõàíèçìà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè:

W =

n∏
i=1

b+i −
n∏

i=1

b−i

n∑
i=1

Bpr,i +
n∑

i=1

Bobr,i +
n∑

k=1

n−2∑
i=1

Bsm,i

,

ãäå Bpr,i , Bobr,i , Bsm,i � âåñà ïðÿìûõ, îáðàòíûõ è ñìåøàííûõ êàðêàñîâ ñîîòâåòñòâåííî,
b+j , b

−
j � âåñà äóã, âõîäÿùèõ â äàííûé êàðêàñ â ïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñ-

âåííî.
Âåñ äóãè ãðàôà, ñîîòâåòñâóþùåãî ìåõàíèçìó ðåàêöèè, îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå bs = ks èëè

bs = kscj â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ó÷àñòâóåò ëè â s -é ðåàêöèè íàáëþäàåìîå âåùåñòâî, ãäå
cj � êîíöåíòðàöèÿ j -ãî íàáëþäàåìîãî âåùåñòâà, ks � êîíñòàíòà ñêîðîñòè s -é ñòàäèè.

Êàðêàñ âåðøèíû � íåçàìêíóòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âñå âåð-
øèíû è âõîäÿùàÿ â äàííóþ âåðøèíó. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ âåñà k -ãî êàðêàñà i -é
âåðøèíû, ïîëó÷åííîå óñòðàíåíèåì èç öèêëà k -îé ñòàäèè:

Bk,i =
i−1∏

j=k+1

b+j ·
k−1∏
j=i

b−j , k = 1, ..., n.
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Ïðÿìûìè è îáðàòíûìè íàçûâàþòñÿ êàðêàñû, ñîñòàâëåííûå èç äóã, êîòîðûå îáõîäÿòñÿ
òîëüêî â ïðÿìîì èëè îáðàòíîì íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Ñìåøàííûå êàðêàñû � êàð-
êàñû, ñîäåðæàùèå äóãè, êîòîðûå îáõîäÿòñÿ êàê â ïðÿìîì, òàê è â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.
Âûðàæåíèÿ äëÿ Bpr,i , Bobr,i , Bsm,i , ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [5], ñòðóêòóðèðîâàíû ñ ó÷åòîì
âåðøèí ãðàôà ìåõàíèçìà ðåàêöèè, â êîòîðûõ ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèÿ:

k = 1 : Bpr,1 =
n∏

j=2

b+j , k = 2, ..., n− 1 : Bpr,k =
n∏

j=k+1

b+j ·
k−1∏
j=1

b+j , k = n : Bpr,n =
n−1∏
j=1

b+j ,

k = 1 : Bobr,1 =
n−1∏
j=1

b−j , k = 2 : Bobr,2 =
n∏

j=2

b−j , k = 3, ..., n : Bobr,k =
n∏

j=i

b−j ·
i−2∏
j=1

b−j ,

k = 1, ..., n : Bsm,k =
i−1∏

j=k+i

b+j ·
k−i∏
j=i

b−j , i ̸= k, i ̸= k + 1.

Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ñêîðîñòè ðåàêöèè ïî áàçèñíîìó ìàðøðóòó è êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ïî îòäåëüíûì êîìïîíåòàì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ìîãóò
áûòü çàïèñàíû íåïîñðåäñòâåííî èç ãðàôà ðåàêöèè, íåîáõîäèìî ëèøü çíàòü âåñà äóã è ñòå-
õèîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìåõàíèçìîì ðåàêöèè.

Ðåàëüíûå ìåõàíèçìû ñëîæíûõ ðåàêöèé ÷àñòî âêëþ÷àþò â ñåáÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî
âåùåñòâ è ðåàêöèé ìåæäó íèìè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ îá àâòîìàòèçàöèè ðåøåíèÿ
çàäà÷è, êîòîðîå óñêîðèò èññëåäîâàíèå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé è ïîâûñèò óðîâåíü íàäåæíîñòè
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà îïðåäå-
ëåíèÿ óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ñêîðîñòè ïî áàçèñíûì ìàðøðóòàì è êèíåòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé îáðàçîâàíèÿ ïðîäóêòîâ ðåàêöèè.

2. Îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ

Ïðîãðàììà ðàçðàáîòàíà àâòîðàìè â ñðåäå Microsoft Visual C++ 2012. Èíòåðôåéñ ïðî-
ãðàììû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêíî ñ ïîëÿìè è òàáëèöàìè äëÿ ââîäà âõîäíûõ äàííûõ, ñ
âêëàäêàìè è ñ êíîïêàìè äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ è ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðàññìîòðèì
ìåõàíèçì ïàðîâîé êîíâåðñèè ìåòàíà íà íèêåëåâîì êàòàëèçàòîðå [7] :

1) CH4 + Z → CH2Z +H2, 1)X1 + Y1 → X2 + Y2,

2) CH2Z +H2O → COZ + 2H2, 2) Y2 +X3 → Y3 + 2X2,

3) COZ → CO + Z, 3) Y3 → X4 + Y1,

4)H2O + Z → OZ +H2, 4)X3 + Y1 → X2 + Y4,

5) CO +OZ → CO2 + Z, 5)X4 + Y4 → X5 + Y1;

ãäå X1 = CH4, X2 = H2, X3 = H2O, X4 = CO, X5 = CO2 � èñõîäíûå âåùåñòâà è ïðîäóêòû
ðåàêöèè; Y1 = Z, Y2 = CH2Z, Y3 = COZ, Y4 = OZ � ïðîìåæóòî÷íûå âåùåñòâà.

Âõîäíûìè äàííûìè ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâî ñòàäèé â ìåõàíèçìå, îáùåå êî-
ëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ, êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ, îáîçíà÷åíèÿ ó÷àñòíèêîâ ðåàê-
öèè, ìàòðèöà ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, ìàòðèöà âåñîâ (Ðèñ. 2.1).
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Ð è ñ ó í î ê 2.1
Îêíî äëÿ ââîäà äàííûõ

Îòîáðàæåíèå ìåõàíèçìà ðåàêöèè ïîñòðîåíî íà ïîñòðî÷íîì àíàëèçå ñòåõèîìåòðè÷åñêîé
ìàòðèöû. Ñòðîêàì ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ñòàäèè, ñòîëáöàì � ó÷àñòíèêè
ðåàêöèè. Îáðàòèìîñòü ñòàäèè ó÷òåíà â ìàòðèöå âåñîâ: åñëè b−=0 , òî ñòàäèÿ íåîáðàòèìà
(çíàê → ), èíà÷å � îáðàòèìà (çíàê ⇔ ). Ìåõàíèçì õèìè÷åñêîé ðåàêöèè îòîáðàæàåòñÿ
òàêæå ÷åðåç ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ.

Â ïðîãðàììå ïîñòðîåíèå ãðàôà Òåìêèíà îñíîâàíî íà àíàëèçå ìàòðèöû ñòåõèîìåòðè-
÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, ñîäåðæàùåé èíôîðìàöèþ î ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâàõ. Â öåíòðå
îáëàñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ãðàôà èçîáðàæåíû âåðøèíû ãðàôà. Ýëåìåíòàðíûå
ñòàäèè â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè èçîáðàæåíû äóãàìè â âåðõíåé ÷àñòè ãðàôà, à â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè � â íèæíåé. Ðåáðà èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèÿ è îòìå÷åíû ñîîò-
âåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè èç ìàòðèöû âåñîâ (Ðèñ. 2.2).

Íàõîæäåíèå áàçèñíûõ ìàðøðóòîâ ðåàëèçîâàíî â ïðîãðàììå èíñòðóìåíòàìè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àïïàðàòà ëèíåéíîé àëãåáðû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòü ìàòðèöû ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ, îòâå÷àþùåé ïðîìåæóòî÷íûì âåùåñòâàì. Ïîèñê ìàðøðóòà íà÷èíàåòñÿ ñî
ñòîëáöà ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò 1 ê -1 â ñòðîêå,
äàëåå � îò -1 ê 1 â ñòîëáöå è ò. ä. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèã-
íóò ýëåìåíò, ñ êîòîðîãî íà÷àëîñü äâèæåíèå. Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó ñòîëáöó ïðîãðàììà
¾çàïîìèíàåò¿ ó÷àñòíèêà ðåàêöèè è íîìåð ñòàäèè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîëáöîâ è ñòðîê
îïðåäåëÿåò áàçèñíûé ìàðøðóò ñëîæíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

Ð è ñ ó í î ê 2.2
Ãðàô Òåìêèíà ìåõàíèçìà ïàðîâîé êîíâåðñèè ìåòàíà íà íèêåëåâîì êàòàëèçàòîðå

Äëÿ ðåàêöèè ïàðîâîé êîíâåðñèè ìåòàíà íà íèêåëåâîì êàòàëèçàòîðå ïðîãðàììîé áûëè
íàéäåíû äâà áàçèñíûõ ìàðøðóòà:M1 = (11100)T , M2 = (00011)T . Äëÿ êàæäîãî ìàðø-
ðóòà ïðîãðàììà ñòðîèò ïîäãðàô ñ àíàëîãè÷íûì àëãîðèòìîì ðèñîâàíèÿ ãðàôà èñõîäíîãî
ìåõàíèçìà (Ðèñ. 2.3) .
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Ð è ñ ó í î ê 2.3

Ïîäãðàôû, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûì ìàðøðóòàì M1, M2

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû � óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíîé ñêîðîñòè ïî áàçèñ-
íûì ìàðøðóòàì (Ðèñ. 2.4) è êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå îáðàçîâàíèÿ ïðîäóêòîâ ïàðîâîé êîí-
âåðñèè ìåòàíà íà íèêåëåâîì êàòàëèçàòîðå (Ðèñ. 2.5).

Ð è ñ ó í î ê 2.4

Ñêîðîñòè ïî ìàðøðóòàì äëÿ ìåõàíèçìà ïàðîâîé êîíâåðñèè ìåòàíà íà íèêåëåâîì êàòàëèçàòîðå

Ð è ñ ó í î ê 2.5

Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ïðîäóêòîâ ïàðîâîé êîíâåðñèè ìåòàíà íà íèêåëåâîì

êàòàëèçàòîðå
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Ïðîãðàììà àïðîáèðîâàíà íà ëèíåéíûõ ìåõàíèçìàõ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé è
ñïîñîáíà êîððåêòíî ðàáîòàòü ñ ìàññèâàìè, ñîñòîÿùèìè èç íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ êèíåòè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Ïðàâèòåëüñòâà
Ðåñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 17-47-020068.
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Software implementation of the algorithm for determining

the kinetic equation of the chemical reaction

c⃝ Z.A. Khamidullina 4, A. S. Ismagilova 5, S. I. Spivak 6

Abstract. In the present paper we study complex chemical reactions by methods of graph theory. A
graph-theoretic algorithm for determining the kinetic equation of the chemical reaction mechanism
is considered. The software for studying the mechanisms of chemical reactions, based on algorithms
for �nding the basic routes and recording the stationary velocity equation along these routes is
developed. Kinetic equations of product formation by kinetic equations of routes were expressed.
The method is based on Horiuti -Temkin's theory of quasistationary reactions. The program
implements a graph-theoretic interpretation of the mechanisms of complex chemical reactions
for the construction of stationary kinetic models of catalytic reactions linear with respect to
intermediate substances. The obtained kinetic equations for individual components are used to
study the mechanisms of chemical reactions. Program is tested on the example of the mechanism
of methane vapor conversion on a nickel catalyst.

Key Words: chemical reaction mechanism, route, Temkin's graph, kinetic equation, rate constant.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æèçíü

Ïàìÿòè Ëîãèíîâà Áîðèñà Âëàäèìèðîâè÷à

Á. Â. Ëîãèíîâ

(14.11.1938�09.01.2018)

9 ÿíâàðÿ 2018 ã. íà 80-ì ãîäó æèçíè, ïîñëå òÿæåëîé è ïðîäîëæèòåëüíîé áîëåçíè óøåë
èç æèçíè Ëîãèíîâ Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷, çàñëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäå-
ðàöèè, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿
Óëüÿíîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ ðîäèëñÿ â 1938 ã. â ã. Òåðìåç Óçáåêñêîé ÑÑÐ. Åãî îòåö, Ëîãèíîâ
Âëàäèìèð Ãåîðãèåâè÷, ðàáîòàë èíæåíåðîì�äèñïåò÷åðîì ÌèíÂîäÕîçà. Ìàòü Áîðèñà Âëà-
äèìèðîâè÷à � Ãîðáàòåíêî Àííà Îíóôðèåâíà, îêîí÷èëà ôàðìàöåâòè÷åñêèé èíñòèòóò è äî
âîéíû ðàáîòàëà ïî ñïåöèàëüíîñòè, à ïîñëå âîéíû � áóõãàëòåðîì.

Â 1956 ã. Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ îêîí÷èë ñ çîëîòîé ìåäàëüþ øêîëó � 32 ã. Òàøêåíòà è
ïîñòóïèë íà ôèçè÷åñêîå îòäåëåíèå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñðåäíåàçèàòñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â. È. Ëåíèíà, ñîçäàííîãî â 1924 ã. è âïîñëåäñòâèè
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ïåðåèìåíîâàííîãî â Òàøêåíòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò. Â 1959 ã. ôàêóëüòåò áûë
ðàçäåëåí íà ôèçè÷åñêèé è ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé, è Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ ïðîäîëæèë
îáó÷åíèå íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå. Îí ñòàë îäíèì èç ëó÷øèõ ñòóäåíòîâ
íà êóðñå áëàãîäàðÿ âûñîêîìó èíòåëëåêòó, íåçàâèñèìîìó ìûøëåíèþ, îãðîìíîìó òðóäîëþ-
áèþ è ðàáîòîñïîñîáíîñòè.

Â 1961 ã. Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ ñ îòëè÷èåì îêîí÷èë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëü-
òåò Òàøêåíòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è áûë ïðèãëàøåí â àñïèðàíòóðó. Â 1965
ã. ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà È. Ñ. Àðæàíûõ Á. Â. Ëîãèíîâ çàùèòèë êàäèäàòñêóþ
äèññåðòàöèþ â ñïåöèàëèçèðîâàííîì ñîâåòå ïî ôèç.-ìàò. íàóêàì ÀÍ Óçáåêñêîé ÑÑÐ.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ àñïèðàíòóðû (â íîÿáðå 1964 ã.) Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ Ëîãèíîâ äâà
ãîäà ðàáîòàë àññèñòåíòîì êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÒàøÃÓ, à â 1966 ã. áûë ïåðå-
âåäåí íà äîëæíîñòü ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà â Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Â. È. Ðî-
ìàíîâñêîãî ÀÍ Óçáåêñêîé ÑÑÐ â îòäåë ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, âîçãëàâëÿåìûé
÷ë.-êîðð. ÀÍ ÓçÑÑÐ Ì. Ñ. Ñàëàõèòäèíîâûì.

Â 1982 ã. Á. Â. Ëîãèíîâ çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó ¾Òåîðèÿ âåòâëåíèÿ
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â óñëîâèÿõ ãðóïïîâîé èíâàðèàíòíîñòè¿ â ñïåöèàëèçèðî-
âàííîì ñîâåòå ïîä ïðåäñåäàòåëüñòâîì àêàäåìèêà À. Í. Òèõîíîâà íà ôàêóëüòåòå ÂÌÊÌÃÓ
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà (ã. Ìîñêâà).

Â 1985 ã. Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ áûë íàçíà÷åí çàâåäóþùèì îòäåëîì ¾Ïðèêëàäíàÿ ìà-
òåìàòèêà¿ Èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêè èì. Â. È. Ðîìàíîâñêîãî ÀÍ Óçáåêñêîé ÑÑÐ. Çà âðåìÿ
ðàáîòû â Èíñòèòóòå Ìàòåìàòèêè èì. Â. È. Ðîìàíîâñêîãî ÀÍ Óçáåêñêîé ÑÑÐ Á. Â. Ëîãè-
íîâ ïîäãîòîâèë 10 êàíäèäàòîâ íàóê.

Â ÿíâàðå 1992 ã. Á. Â. Ëîãèíîâó áûëî ïðèñâîåíî ó÷åíîå çâàíèå ïðîôåññîðà ïî ñïåöè-
àëüíîñòè 01.01.02 � Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ñ äåêàáðÿ 1993 ã. Á. Â. Ëîãèíîâ ðàáîòàë â Óëüÿíîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè÷åñêîì
óíèâåðñèòåòå ïðîôåññîðîì êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿. Çà 20 ëåò ðàáîòû â ã. Óëüÿ-
íîâñêå ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì áûëî çàùèùåíî åùå 8 êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé.

Ñ 1994 ã. Á. Â. Ëîãèíîâ ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííûì ó÷àñòíèêîì, à çàòåì è ÷ëåíîì ïðî-
ãðàììíûõ êîìèòåòîâ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì è ìîëîäåæíûõ íàó÷íûõ øêîë-ñåìèíàðîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ,
÷èñëåííûì ìåòîäàì è êîìïëåêñàì ïðîãðàìì, ïðîâîäèìûõ â Ìîðäîâñêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì óíèâåðñèòåòå. Íà÷èíàåòñÿ åãî òåñíîå ñîòðóäíè÷åñòâî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëîé Ìîð-
äîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è Ñðåäíå-Âîëæñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì,
âîçãëàâëÿåìûìè ïðîôåññîðîì Å. Â. Âîñêðåñåíñêèì. Îí ñòàíîâèòñÿ íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-
ëåì êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ íà êàôåäðå ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ÷ëåíîì äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà (ïîä ïðåäñåäà-
òåëüñòâîì Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî), ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèè íàó÷íîãî ðåöåíçèðóåìîãî æóðíàëà
¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ (ñ 2009 ã. � ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæ-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿).

Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ âíåñ íåîöåíèìûé âêëàä â ðàçâèòèå æóðíàëà. Òàê â 2004 ã. îí
ïðåäñòàâèë æóðíàë â ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ Zentralblatt MATH (Ãåðìàíèÿ), áëàãî-
äàðÿ ÷åìó ñ 2015 ã. æóðíàë âõîäèò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ.

Á. Â. Ëîãèíîâ âåë àêòèâíóþ íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü â îáëàñòè òåîðèè âåòâëåíèÿ ðå-
øåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî ñòóäåíòàìè, àñïèðàíòàìè è ñîòðóäíèêàìè êàôåäðû ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ÿâëÿëñÿ íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì ïî äîêòîð-
ñêèì äèññåðòàöèÿì. Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì áûëî çàùèùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî êóðñîâûõ
è äèïëîìíûõ ðàáîò, à òàêæå äâå êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèè.

Îí ìíîãîêðàòíî âûñòóïàë â ðîëè ïëåíàðíîãî äîêëàä÷èêà è îðãàíèçàòîðà ñåêöèé è
ìèíè-ñèìïîçèóìîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è êîíãðåññàõ ðàçëè÷íîãî ðàíãà;
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ó÷àñòâîâàë âî ìíîãèõ âñåñîþçíûõ, âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîí-
ôåðåíöèÿõ è ñèìïîçèóìàõ, ïðîõîäèâøèõ â Áîëãàðèè, Âåíãðèè, Ãåðìàíèè, Êàíàäå, Ïîëüøå,
Ðóìûíèè, Ðîññèè, ×åõîñëîâàêèè è äðóãèõ ñòðàíàõ.

Îí ÿâëÿëñÿ ðóêîâîäèòåëåì è èñïîëíèòåëåì íàó÷íûõ ãðàíòîâ è ôåäåðàëüíûõ öåëåâûõ
ïðîãðàìì ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ, íåîäíîêðàòíî âûèãðûâàë ãðàíòû îðãêîìèòåòîâ ìåæäóíà-
ðîäíûõ êîíôåðåíöèé.

Ïðîôåññîð Á. Â. Ëîãèíîâ ÿâëÿëñÿ ÷ëåíîì ðÿäà îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ íàó÷-
íûõ ñîîáùåñòâ: Àêàäåìèÿ Åñòåñòâîçíàíèÿ, Àêàäåìèÿ Íåëèíåéíûõ Íàóê, ÑÂÌÎ (Ñðåäíå-
Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî), AMS (Àìåðèêàíñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî,
ÑØÀ), IFNA (Ìåæäóíàðîäíàÿ ôåäåðàöèÿ íåëèíåéíîãî àíàëèçà, ÑØÀ), GAMM (Îáùå-
ñòâî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, Ãåðìàíèÿ), ROMAI (Ðóìûíñêîå îáùåñòâî ïðè-
êëàäíîé è èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêè); ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèé íàó÷íûõ æóðíàëîâ, â òîì
÷èñëå RÎÌÀI Jîurnàl (Ðóìûíèÿ), ¾Èçâåñòèÿ Èðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
Ñåðèÿ ¾Ìàòåìàòèêà¿, ¾Âåñòíèê ÓëÃÒÓ¿, òðóäîâ ÓëÃÒÓ è ÓëÃÏÓ; ðåôåðåíòîì æóðíàëîâ
ïî ìàòåìàòèêå: ÐÆ ¾Ìàòåìàòèêà¿, ¾MathematicalReviews¿, ¾Zentralblatt f�ur Mathematik¿;
ïîñòîÿííûì ðåöåíçåíòîì íåñêîëüêèõ öåíòðàëüíûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ, â ò. ÷. âñåðîññèé-
ñêîãî æóðíàëà ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿. Á. Â. Ëîãèíîâ ÿâëÿëñÿ ÷ëåíîì ìíîãèõ
äèññåðòàöèîííûõ ñîâåòîâ âåäóùèõ óíèâåðñèòåòîâ Ðîññèè è íåîäíîêðàòíî âûñòóïàë â êà-
÷åñòâå îôèöèàëüíîãî îïïîíåíòà.

Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ ÿâëÿëñÿ îäíèì èç îñíîâàòåëåé íîâîãî íàïðàâëåíèÿ â îáëàñòè
íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé -� òåîðèè âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â ò. ÷. â óñëîâè-
ÿõ ãðóïïîâîé ñèììåòðèè, ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè, ìåòîäà ëîæíûõ âîçìóùåíèé, ïîëó÷èâ-
øåãî ìåæäóíàðîäíîå ïðèçíàíèå è íàøåäøåãî øèðîêîå ïðèìåíåíèå â åñòåñòâåííîíàó÷íûõ
äèñöèïëèíàõ (ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, ôèçèêà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ãèäðî- è àýðîóïðóãîñòü,
íåëèíåéíàÿ îïòèêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ). Ðåçóëüòàòû åãî òðóäîâ â äàííûõ íàó÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ îêàçàëè çíà÷èòåëüíîå è ïëîäîòâîðíîå âëèÿíèå íà ýâîëþöèþ ìàòåìàòèêè, â
íàñòîÿùåå âðåìÿ îíè èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ê ìåõàíèêå è ôèçèêå, âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.

Ìíîãîëåòíèé öèêë èññëåäîâàíèé Á. Â. Ëîãèíîâà â îáëàñòè íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé, íåëè-
íåéíîãî àíàëèçà è ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ îòðàæåí â 485 íàó÷íûõ
ðàáîòàõ (èç íèõ 270 ñòàòåé â ðåñïóáëèêàíñêèõ, öåíòðàëüíûõ è çàðóáåæíûõ æóðíàëàõ)
ñáîðíèêàõ òðóäîâ êîíôåðåíöèé ðàçëè÷íîãî ðàíãà, 4-õ ìîíîãðàôèÿõ. Ìíîãèå èç ýòèõ ðà-
áîò ïîëó÷èëè ìåæäóíàðîäíîå ïðèçíàíèå, öèòèðóþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå.

Â 1987 ã. Á. Â. Ëîãèíîâ áûë íàãðàæäåí îðäåíîì ¾Çíàê Ïî÷åòà¿ çà âûñîêèå íàó÷íûå
äîñòèæåíèÿ, èìåë îòðàñëåâûå íàãðàäû, íåîäíîêðàòíî ïîîùðÿëñÿ ðóêîâîäñòâîì Èíñòèòó-
òà Ìàòåìàòèêè ÀÍ ÓçÑÑÐ è ÓëÃÒÓ. Ñ 1998 ã. èìååò çâàíèå ¾Âåòåðàí òðóäà¿; 1 ôåâðàëÿ
2007 ã. åìó ïðèñâîåíî çâàíèå ¾Çàñëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè ÐÔ¿. Øèðîòà íàó÷íîé äåÿòåëü-
íîñòè, ïðèêëàäíàÿ íàïðàâëåííîñòü èññëåäîâàíèé, òâîð÷åñêàÿ àêòèâíîñòü, íàó÷íûå ñâÿçè â
Ðîññèè, ÑÍÃ è äàëüíåì çàðóáåæüå, ïðåäîñòàâëåíèå åìó çàðóáåæíûõ ãðàíòîâ äëÿ ó÷àñòèÿ
â ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ìåðîïðèÿòèÿõ (Ãåðìàíèÿ, Êàíàäà, Èñïàíèÿ, Ïîëüøà, Ðóìû-
íèÿ, Òóðöèÿ, Ôèíëÿíäèÿ, Øâåöèÿ è äð.) õàðàêòåðèçóþò Á.Â. Ëîãèíîâà êàê ïðîôåññîðà
ìåæäóíàðîäíîãî óðîâíÿ.

Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ îáëàäàë çàìå÷àòåëüíûì äàðîì � óìåíèåì âèäåòü è ôîðìóëè-
ðîâàòü íîâûå ïðîáëåìû. Åãî óâëå÷åííîñòü íàóêîé, à òàêæå ëèäåðñêèå êà÷åñòâà è âûñî-
÷àéøèé ïðîôåññèîíàëüíûé àâòîðèòåò, âñåãäà ïðèâëåêàëè áîëüøîå êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ.
Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ ïðåäúÿâëÿë âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê êà÷åñòâó êàê ñâîèõ íàó÷íûõ ðå-
çóëüòàòîâ, òàê è ðàáîò àñïèðàíòîâ. Îäíàêî åãî òðåáîâàòåëüíîñòü ñî÷åòàëàñü ñ îòçûâ÷è-
âîñòüþ, æåëàíèåì è óìåíèåì ïðèéòè íà ïîìîùü, ïîääåðæàòü ñâîèõ ó÷åíèêîâ, êîëëåã è
ñîòðóäíèêîâ. Íå æàëåÿ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè è çäîðîâüÿ, îí áûë ãîòîâ íå òîëüêî êîíñóëü-
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òèðîâàòü ñâîèõ ó÷åíèêîâ, íî è òùàòåëüíî ïðîâåðÿòü èõ ðàñ÷åòû.
Áîðèñ Âëàäèìèðîâè÷ äî ïîñëåäíèõ äíåé ñîõðàíÿë íàó÷íóþ àêòèâíîñòü. Ìíîãèå ïîêî-

ëåíèÿ êîëëåã è ó÷åíèêîâ áóäóò áëàãîäàðíû åìó � çàìå÷àòåëüíîìó ó÷åíîìó è ÷åëîâåêó.
Ñâåòëàÿ ïàìÿòü î Áîðèñå Âëàäèìèðîâè÷å Ëîãèíîâå áóäåò æèòü â íàøèõ ñåðäöàõ äîëãèå

ãîäû.

À. Ñ. Àíäðååâ, À. Í. Àíäðîíîâ, Ò. Å. Áàäîêèíà,

Ä. È. Áîÿðêèí, È. Â. Áîéêîâ, Ï. À. Âåëüìèñîâ,

Â. Ç. Ãðèíåñ, Ñ. À. Ãðèøèíà, Â. Ê. Ãîðáóíîâ,

Þ. Í. Äåðþãèí, À. Ï. Æàáêî, Ð. Â. Æàëíèí,

È. Â. Êîíîïëåâà, Ë. Ð. Êèì-Òÿí, Â. Í. Êðèçñêèé,

Ò. Ô. Ìàìåäîâà, Ñ. Ì. Ìóðþìèí, Î. Â. Ïî÷èíêà,

È. Ï. Ðÿçàíöåâà, Í. Â. Ñàâèíîâ, À. Ð. Ñèáèðåâà,

Ë. À. Ñóõàðåâ, Â. Ô. Òèøêèí, Å. Â. Ôîëèàäîâà,

È. È. ×ó÷àåâ, Ï. À. Øàìàíàåâ, Í. Ã. ßðóøêèíà
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì ÿçûêå, íå îïóáëèêîâàííûå è íå
ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ:
� êîäû ÓÄÊ è MSC 2010;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ - ïîëíîñòüþ, äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû,

àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail;
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè (òîëüêî íà ðóññêîì);
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Èíäåêñ ïðåäìåòíîé êëàññèôèêàöèè (MSC 2010) ïî AMS èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåìàòè÷å-

ñêîãî ðàçäåëåíèÿ ññûëîê â äâóõ ðåôåðàòèâíûõ áàçàõ � Mathematical Reviews (MR) Àìå-
ðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåé-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîþçà (Zentralblatt MATH, zbMATH). Ñïðàâî÷íèêè êîäîâ ÓÄÊ è
MSC 2010 ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.

Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
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ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Â òåêñòå àííîòàöèè ñëåäóåò ïðèìåíÿòü çíà÷èìûå ñëîâà èç òåêñòà ñòàòüè.
Ñîêðàùåíèÿ è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, êðîìå îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ (â òîì ÷èñëå â àí-

ãëîÿçû÷íûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòàõ), ïðèìåíÿþò â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ èëè äàþò èõ
îïðåäåëåíèÿ ïðè ïåðâîì óïîòðåáëåíèè.

Åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåäóåò ïðèâîäèòü â ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå ÑÈ. Äî-
ïóñêàåòñÿ ïðèâîäèòü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðÿäîì ñ âåëè÷èíîé â ñèñòåìå ÑÈ çíà÷åíèå âåëè-
÷èíû â ñèñòåìå åäèíèö, èñïîëüçîâàííîé â èñõîäíîì äîêóìåíòå.

Â àííîòàöèè íå äåëàþòñÿ ññûëêè íà íîìåð ïóáëèêàöèè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ê ñòàòüå.
Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Â òåêñòå ðåôåðàòà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü òåðìèíîëîãèþ, õàðàêòåð-
íóþ äëÿ èíîñòðàííûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòîâ. Ñëåäóåò èçáåãàòü óïîòðåáëåíèÿ òåðìèíîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìîé êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íûõ òåðìèíîâ. Íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü åäèíñòâî
òåðìèíîëîãèè â ïðåäåëàõ ðåôåðàòà.

Ïåðå÷èñëèì îáÿçàòåëüíûå êà÷åñòâà àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ê ðóññêîÿçû÷íûì
ñòàòüÿì. Àííîòàöèè äîëæíû áûòü:

- èíôîðìàòèâíûìè (íå ñîäåðæàòü îáùèõ ñëîâ);
- îðèãèíàëüíûìè (íå áûòü êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íîé àííîòàöèè);
- ñîäåðæàòåëüíûìè (îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè è ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-

íèé);
- ñòðóêòóðèðîâàííûìè (ñëåäîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå);
- "àíãëîÿçû÷íûìè"(íàïèñàíû êà÷åñòâåííûì àíãëèéñêèì ÿçûêîì).
Îáúåì àííîòàöèé íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ äîëæíû áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî

250 ñëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæíû îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè, ïî âîçìîæíîñòè íå

ïîâòîðÿòü òåðìèíû çàãëàâèÿ è àííîòàöèè, èñïîëüçîâàòü òåðìèíû èç òåêñòà ñòàòüè, à òàêæå
òåðìèíû, îïðåäåëÿþùèå ïðåäìåòíóþ îáëàñòü è âêëþ÷àþùèå äðóãèå âàæíûå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûå ïîçâîëÿò îáëåã÷èòü è ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ ñòàòüè ñðåäñòâàìè
èíôîðìàöèîííî-ïîèñêîâîé ñèñòåìû. Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî
15 ñëîâ.

Òåêñò ñòàòüè. Ïðè èçëîæåíèè òåêñòà ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
ñòðóêòóðû:

� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè
çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå;
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� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ;
� ðåçóëüòàòû - îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè;
� îáñóæäåíèå è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíû-

ìè;
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ

ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû. Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå è
èõ êîëè÷åñòâî íå äîëæíî ïðåâûøàòü 20.

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Ñ ýòîãî íîìåðà â ñòàòüþ âêëþ÷àåòñÿ ñïèñîê ëèòå-
ðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû èìååò çàãîëîâîê Referenñes è ðàñïî-
ëàãàåòñÿ ïîñëå êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.

Îïèñàíèå ñõåì áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê äëÿ ðàçäåëà References.
Ñòàòüè â æóðíàëå íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� Ïåðåâîä çàãëàâèÿ ñòàòüè íà àíãëèéñêèé ÿçûê;
� Íàçâàíèå ðóññêîÿçû÷íîãî èñòî÷íèêà (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ èñòî÷íèêà íà àíãëèéñêèé ÿçûê � ïàðàôðàç (äëÿ æóðíàëîâ ìîæíî

íå äåëàòü)];
� Âûõîäíûå äàííûå ñ îáîçíà÷åíèÿìè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, ëèáî òîëüêî öèôðîâûå

(ïîñëåäíåå, â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìîãî ñòàíäàðòà îïèñàíèÿ);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê ñòàòüè (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ ñòàòüè.
Êíèãè (ìîíîãðàôèè è ñáîðíèêè) íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� íàçâàíèå êíèãè (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ êíèãè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ];
� Âûõîäíûå äàííûå: ìåñòî èçäàíèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå - Moscow, St. Petersburg; èç-

äàòåëüñòâî íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, åñëè ýòî îðãàíèçàöèÿ (Moscow St. Univ. Publ.) è òðàíñ-
ëèòåðàöèÿ, åñëè èçäàòåëüñòâî èìååò ñîáñòâåííîå íàçâàíèå ñ óêàçàíèåì íà àíãëèéñêîì, ÷òî
ýòî èçäàòåëüñòâî: Nauka Publ.;

� Êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â èçäàíèè (250 p.);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ êíèãè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ îôîðìëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñòèëþ

öèòèðîâàíèÿ, ïðèíÿòîìó äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè Àìåðèêàíñêèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåéñêèì ìàòåìàòè-
÷åñêèì ñîþçîì (Zentralblatt MATH, zbMATH). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàò AMSBIB,
ðåàëèçîâàííûé â ñòèëåâîì ïàêåòå svmobib.sty.

Äëÿ òðàíñëèòåðàöèè ðóññêîãî àëôàâèòà ëàòèíèöåé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó
BGN (Board of Geographic Names). Íà ñàéòå http://translit.net/ru/bgn/ ìîæíî áåñïëàòíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé òðàíñëèòåðàöèè ðóññêîãî àëôàâèòà â ëàòèíèöó.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå â òåêñòîâîì ôîðìàòå, îôîðìëåííûé â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008 Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà, ðàñïî-
ëàãàòüñÿ çà ñïèñêîì öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå è äîëæåí áûòü çàêîì-
ìåíòèðîâàí. Ýòîò ñïèñîê ëèòåðàòóðû áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè çàãðóçêå ýëåêòðîííîé
âåðñèè æóðíàëà íà ñàéò elibrary.ru. ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008 Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûë-

êà ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Ïîäðîáíûå òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé ñîäåðæàòñÿ â ìàòåðè-
àëå Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex.
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Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ áóäåò âîçâðàùåíà íà äîðàáîòêó.

Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MiKTeX, äèñòðèáóòèâ
êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå � http://www.miktex.org.

Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè èñïîëüçóþòñÿ äâà ôàéëà: ôàéë-ïðåàìáóëà è ôàéë-øàáëîí. Èõ
ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå æóðíàëà â ðàçäåëå Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé. Àäðåñ
äîñòóïà: http://www.journal.svmo.ru/page/rules.

Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí â ôàéë-øàáëîí ñ èìåíåì <Ôàìèëèÿ-
ÈÎ>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ôàéë-ïðåàìáóëó). Íàïðèìåð,
\input{shamanaev.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Îôîðìëåíèå çàãîëîâêîâ ñòàòüè. Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêîâ ñòàòüè íà ðóññêîì
è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \headerRus è \headerEn, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ýòè êîìàíäû èìåþò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

{ÓÄÊ èëè MSC 2010} {íàçâàíèå ñòàòüè} {àâòîð(û)} {Àâòîð1\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ
Îò÷åñòâî, Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.},
Àâòîð2\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ Îò÷åñòâî, Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ îðãàíèçàöèè,
ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.} } {Àííîòàöèÿ} {Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Îôîðìëåíèå òåêñòà ñòàòüè. Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåí-
íîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì
ïàðàìåòðîì: \sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò. ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,
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\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Îôîðìëåíèå ðèñóíêîâ. Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäàìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü_ïîä_ðèñ}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Îôîðìëåíèå ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû íà
ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèÿ thebibliography è
thebibliographyEn, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäàÿ ðóññêîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà îôîðìëÿåòñÿ êîìàíäîé
\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê},
à àíãëîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà � êîìàíäîé
\Bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.
Äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ áèáëèîãðàôè÷åñêîé ññûëêè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû, ðåà-

ëèçóþùèå ôîðìàò AMSBIB è îòíîñÿùèåñÿ ê ñòèëåâîìó ïàêåòó svmobib.sty. Îñíîâîé ýòîãî
ïàêåòà ÿâëÿåòñÿ ñòèëåâîé ôàéë amsbib.sty. Áîëåå ïîäðîáíî ýòè êîìàíäû îïèñàíû â èí-
ñòðóêöèè amsbib.pdf.

Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite
èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ôàéëå-ïðåàìáóëå). Â êà÷åñòâå èìåíè ìåòîê äëÿ ðóññêî-
ÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íóæíî èñïîëüçîâàòü 'ÔàìèëèÿRBibÍîìåðÑñûëêè',
à äëÿ àíãëîÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê � 'ÔàìèëèÿBibÍîìåðÑñûëêè'.

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
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