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Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà

Íàó÷íûé æóðíàë

Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè:

ÏÈ � ÔÑ77-37887 îò 23 îêòÿáðÿ 2009 ã.

Íàó÷íûé ðåöåíçèðóåìûé æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà¿ ïóáëèêóåò îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ñòàòüè è îáçîðû ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì è
òåõíè÷åñêèì îòðàñëÿì íàóê, îáçîðíûå ñòàòüè, îòðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è çà ðóáåæîì.

Îñíîâíûå ðóáðèêè æóðíàëà:
� ¾Ìàòåìàòèêà¿,
� ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿,
� ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà¿.
Ðóáðèêè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ãðóïïàì ñïåöèàëüíîñòåé íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ:

01.01.00 Ìàòåìàòèêà, 01.02.00 Ìåõàíèêà, 05.13.00 Èíôîðìàòèêà, âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà
è óïðàâëåíèÿ.

Æóðíàë âõîäèò â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ Zentralblatt MATH
(zbMATH), à ñòàòüè îïóáëèêîâàííûå â íåì ïðèðàâíèâàþòñÿ ê ïóáëèêàöèÿì â èçäàíèÿõ,
âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ (çàêëþ÷åíèå ïðåçèäèóìà ÂÀÊ îò 29 ìàÿ 2015 ã. � 15/348).

Æóðíàë âêëþ÷åí â áèáëèîãðàôè÷åñêóþ áàçó äàííûõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé ðîññèéñêèõ
ó÷¼íûõ � ÐÈÍÖ.

Ïîäïèñêà íà æóðíàë îñóùåñòâëÿåòñÿ â ëþáîì ïî÷òîâîì îòäåëåíèè ñâÿçè íà âñåé òåððè-
òîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ïîäïèñíîé èíäåêñ èçäàíèÿ â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåñ-
ñà Ðîññèè¿ � 94016.

Ó×ÐÅÄÈÒÅËÈ: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-
ñòâî¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâà-
òåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68).
ÈÇÄÀÒÅËÜ: ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâà-
íèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿
(430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68)

ÐÅÄÀÊÖÈß: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-

ñòâî¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), òåë.: 8(8342)270-256, e-mail: journal@svmo.ru, web:

http://journal.svmo.ru

c⃝ ÔÃÁÎÓÂÎ ¾ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà¿, 2017
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Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ãàóññà äëÿ ðåøåíèÿ ïëîõî

îáóñëîâëåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

c⃝ Ë.Á. Áîëîòèí 1 Å.Á. Êóçíåöîâ 2

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîèñêó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòð (â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìîæåò âûñòóïàòü âðåìÿ) è èìåþùèõ
ïëîõóþ îáóñëîâëåííîñòü ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà.Ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû,
íàïðèìåð, ïî ïðàâèëó Êðàìåðà èëè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà íåâîçìîæíî â îêðåñòíîñòè ñèí-
ãóëÿðíîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óñïåøíî
ïðîõîäèòü êàê îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíîñòè, òàê è ñàìè îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ ìàòðèöà ñèñòå-
ìû âûðîæäàåòñÿ. Äàííûé àëãîðèòì ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ
ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îñîáûå òî÷êè, ìåòîä ïðî-
äîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, íàèëó÷øèé ïàðàìåòð ïðîäîëæåíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû,
îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1, 2], ïîñâÿùåííûõ ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(ÑËÀÓ) ñ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ, ðàññìàòðèâàëîñü ðåøåíèå ñèñòåì, ìàòðèöû êîòîðûõ
ñòàíîâÿòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà çàäà÷è. Â îêðåñòíîñòè òà-
êèõ òî÷åê çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè, ò.å. ìàëûì èçìåíåíèÿì ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû îòâå÷àþò áîëüøèå èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïëîõî
îáóñëîâëåííûå ñèñòåìû èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íà ïðàêòèêå ýòî ðåøåíèå ÷èñëåí-
íî ïîëó÷èòü ñëîæíî, òàê êàê äàæå íåçíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè îêðóãëåíèÿ,
íåìèíóåìî íàêàïëèâàåìûå ïðè ðàñ÷åòå, ïðèâîäÿò ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì.

Â ýòèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëèñü ïðåäåëüíûå îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ ðàíã ìàòðèöû n -
ãî ïîðÿäêà ÑËÀÓ ñ n íåèçâåñòíûìè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå n− 1 . Òàêèå ñèòóàöèè
âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷íîñòè â ìåõàíèêå äåôîðìè-
ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì, êîòîðûé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà
ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû íàõîäèëîñü ïó-
òåì ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Êðàìåðà è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è
äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1 Áîëîòèí Ëåîíèä Áîðèñîâè÷, ñòóäåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé àâèà-
öèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò) (125993, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Âîëîêî-
ëàìñêîå øîññå, 4.), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-5473-9458, yourleo@yandex.ru

2Êóçíåöîâ Åâãåíèé Áîðèñîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé
àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò) (125993, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Âîëî-
êîëàìñêîå øîññå, 4.), äîêòîð ôèçèêî - ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-5759-0062,
kuznetsov@mai.ru
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Íåäîñòàòîê òàêîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà Êðàìå-
ðà ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ n -ãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî çíàòü n + 1 îïðåäåëèòåëü n -ãî ïîðÿäêà,
âû÷èñëåíèå êîòîðûõ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïîðÿä-
êà ÑËÀÓ. Ýòîò íåäîñòàòîê îñîáåííî î÷åâèäåí ïðè ðåøåíèè ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ÑËÀÓ.
Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ãàóññà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà:

A(t)x = b(t), (2.1)

ãäå A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ∥aij∥nn , x = (x1, ..., xn)
T , b = (b1, ..., bn)

T , ïàðàìåòð çàäà÷è

t ∈ R .
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ñ ìàòðèöåé âèäà

A(t) =


a11 · · · a1n
... · · · ...

a11 + ε1(1− t) · · · a1n + εn(1− t)
... · · · ...
an1 · · · ann


ãäå ñòðîêà a11 + ε1(1 − t), . . . , a1n + εn(1 − t) � k -àÿ ñòðîêà, k = 1, n, εi ≪ 1 , i =
1, n, t ∈ [0.2] .

3. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

Â îêðåñòíîñòè t = 1 ðåøåíèå xi(t) ñèñòåìû (2.1) áóäåò ïëîõî îáóñëîâëåííûì, à ïðè
t = 1 ìàòðèöà ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííîé. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðèìåíèì ìåòîä
ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó [3].

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñèñòåìó (2.1) ïî ïåðåìåííîé t :

A(t)ẋ = ḃ(t)− Ȧ(t)x. (3.1)

Ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèÿ

e(t) = −ḃ(t) + Ȧ(t)x (3.2)

ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A(t)ẋ+ e(t)ṫ = 0. (3.3)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïåðåìåííûå x è t ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà λ ,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äëèíîé äóãè êðèâîé ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1), ñì.
[3], ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3.3) â ìàòðè÷íîé ôîðìå

a11 · · · a1n e1(t)
... · · · ...

...
a11 + ε1(1− t) · · · a1n + εn(1− t) e2(t)

... · · · ...
...

an1 · · · ann en(t)




x′1
...
x′k
...
t′

 =


0
...
0
...
0

 .
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Çäåñü øòðèõ îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó λ , êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

n∑
i=1

(x′i)
2 + (t′)2 = 1, (3.4)

ãäå x′i è t′ � ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé xi è t ïî ïàðàìåòðó λ .
Íàèëó÷øèé ïàðàìåòð ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (3.4) äåëàåò çàäà÷ó (3.3) íåëèíåéíîé â ñèëó

ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû

a11 · · · a1n e1(t)
... · · · ...

...
a11 + ε1(1− t) · · · a1n + εn(1− t) e2(t)

... · · · ...
...

an1 · · · ann en(t)
x′1 · · · x′n t′




x′1
...
x′k
...
t′

 =


0
...
0
...
1

 .

Ëèíåàðèçóåì ýòó ñèñòåìó, ïåðåïèñàâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âèäå

n∑
i=1

(x′i∗)(x
′
i) + (t′∗)(t

′) = 1, (3.5)

ãäå èíäåêñ "çâåçäî÷êà"îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå ôóíêöèè, âû÷èñëåííîå íà ïðåäûäóùåì øà-
ãå ïðîöåññà ïîøàãîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà ñ ó÷åòîì (3.5) ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà
çàïèøåòñÿ â âèäå

a11 · · · a1n e1(t)
... · · · ...

a11 + ε1(1− t) · · · a1n + εn(1− t) e2(t)
... · · · ...
an1 · · · ann en(t)
x′1∗ · · · x′n∗ t′∗




x′1
...
x′k
...
t′

 =


0
...
0
...
1

 .

Ýòî óæå ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà,
íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà. Â ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìå çâåçäî÷êîé ïîìå÷åíû êîìïîíåí-
òû åäèíè÷íîãî âåêòîðà X ′

∗ = (x′1∗, · · · , x′n∗, t′∗)T � âåêòîðà ïðîèçâîäíûõ, âû÷èñëåííûõ íà
ïðåäûäóùåì øàãå ïðîöåññà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ, à âåêòîð X ′ = (x′1, · · · , x′n, t′)T � âåêòîð
ïðîèçâîäíûõ, âû÷èñëåííûõ íà ðàññìàòðèâàåìîì øàãå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçî-
âàííîé ñèñòåìû. Êàê è âåêòîð X ′

∗ , âåêòîð X ′ íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé
êðèâîé çàäà÷è, íî íå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì, êàê ýòî òðåáóåò ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåîáðàçî-
âàííîé ñèñòåìû, òàê êàê â ñèëó ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ïðîåêöèÿ
âåêòîðà X ′ íà íàïðàâëåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà X ′

∗ ðàâíà åäèíèöå. Íî åãî ìîæíî ñäåëàòü
åäèíè÷íûì, ïðîèçâåäÿ íîðìèðîâêó ïî ôîðìóëå

X ′
∗ =

X ′

||X ′||
,

ãäå ||X ′|| � êâàäðàòè÷íàÿ íîðìà ìàòðèöû X ′ .
Ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì âåêòîð áóäåò ðåøåíèåì íà äàííîì øàãå èñõîäíîé çàäà÷è

è åå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, âçÿòûìè èç ïðåäûäóùåãî øàãà.
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Ïðè ðåøåíèè ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà
X ′

∗ âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òîáû îí íå áûë îðòîãîíàëüíûì ê âåêòîðó êàñàòåëüíîé â
íà÷àëüíîé òî÷êå èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Åñëè ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé ïî ïåðå-
ìåííîé t′ , òî âåêòîð X ′

∗ ìîæíî ïðèíÿòü, íàïðèìåð, ðàâíîì X ′
∗ = (0, 0, · · · , 1)T .

4. Ïðèìåð

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàëîñü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé ÑËÀÓ òðåòüåãî
ïîðÿäêà:  2 1 3

2 + 0.1(1− t) 1 + 0.2(1− t) 3 + 0.3(1− t)
3 4 −1

xy
z

 =

2
1
3

 .

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íà îòðåçêå t ∈ [0, 2] áûëî ïîëó÷åíî â âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå
MathCAD 14 íåñêîëüêèìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè èíòåãðèðîâàíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è [4].

Ïðèìåíÿëèñü ñëåäóþùèå ìåòîäû:
1. Ìåòîä Ýéëåðà.
2. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Íà pèc. 4.1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì îáîèõ ìåòîäîâ â îêðåñòíîñòè
îñîáîé òî÷êè t = 1 . Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Êðàìåðà è
ìåòîäà Ãàóññà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àëèñü.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Îòìåòèì, ÷òî äîñòîâåðíîå ðåøåíèå íåïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è ýòèìè ìåòîäàìè ïîëó-
÷èòü íå óäàëîñü èç-çà ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè ÝÂÌ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè.
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5. Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåí àëãîðèòì è ðàçðàáîòàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîãðàììà ïðè-
ìåíåíèÿ ìåòîäà Ãàóññà äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ îñîáåííîñòÿìè, ñîäåðæàùåé ïàðàìåòð. Äàí-
íûé àëãîðèòì ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ íèçêîãî ïîðÿäêà äàåò òàêèå æå ðåçóëüòàòû, êàê è
àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ïðàâèëî Êðàìåðà [1, 2], íî ìîæåò ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàòüñÿ è
ïðè ðåøåíèè ñèñòåì âûñîêîãî ïîðÿäêà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåäåòñÿ ðàáîòà ïî ïðèìåíåíèþ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàññìîòðåííîãî êëàññà èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 16-08-00943.
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Gauss method application to solution of ill-conditioned

systems of linear algebraic equations

c⃝ L.B. Bolotin 3 E.B. Kuznetsov 4

Abstract. The paper deals with the numerical solution of the system of linear algebraic equations
that is singular under certain values of the problem parameter, which can be, for example, time. The
solution of such system by the Kramer's rule or using Gaussian elimination method is impossible
in the neighborhood of singularity of the system matrix. The algorithm is proposed which can
successfully overcome the neighborhood of the singularity and singular points where the system
matrix degenerates. The algorithm implies the application of the method of solution continuation
with respect to the best parameter and Gaussian elimination method for linear algebraic equations'
system.
KeyWords: system of linear algebraic equations, singular points, method of solution continuation
with respect to a parameter, the best parameter of continuation, numerical methods, ordinary
di�erential equations.
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Î ñëîåíèÿõ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ

c⃝ À. Þ. Äîëãîíîñîâà 1

Àííîòàöèÿ. Ïðåäìåòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îáçîð íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîåíèÿõ ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Í.È. Æóêîâîé, è ñî-
ïîñòàâëåíèå èõ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Îáçîð ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü
ïîñâÿùåíà ãðóïïàì àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ â êàòå-
ãîðèè ñëîåíèé. Âî âòîðîé ÷àñòè èçëîæåíû ðåçóëüòàòû îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîä-
õîäîâ ê ïîíÿòèþ ïîëíîòû äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà ñëîåíèé. Â òðåòüåé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû
òåîðåìû î ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèÿõ, îáðàçóþùèõ âàæíûé êëàññ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëü-
íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, èçëîæåíû ðåçóëüòàòû î ãðàôèêàõ ïñåâäîðèìàíîâûõ
ñëîåíèé, êîòîðûå ñîäåðæàò âñþ èíôîðìàöèþ î ñëîåíèÿõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîåíèå, ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, ïñåâäîðèìàíîâî ñëîåíèå, ãðàôèê ñëîåíèÿ,
áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà Ëè, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà.

1. Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå ñëîåíèÿ áûëî ââåäåíî ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ï. Ïåíëåâå â êîíöå 19
âåêà êàê èíñòðóìåíò ãëîáàëüíîãî àíàëèçà ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îáùàÿ òåîðèÿ ñëîåíèé áûëà ñôîðìèðîâàíà â 40-õ ãîäàõ 20-îãî âåêà íà ñòû-
êå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òîïîëîãèè è òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Êëàññè÷åñêèå ðàáîòû ïî òåîðèè ñëîåíèé ïðèíàäëåæàò Ø. Ýðåñìàíó, Æ. Ðèáó,
à òàêæå À. Õåâëèãåðó è Ý. Æèñó. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
ñëîåíèè âíåñëè È. Òàìóðà, Ð. Ãåðìàí, Ò. Èíàáà, Ï. Ìîëèíî, Ñ.Ï. Íîâèêîâ, Ô. Òîíäåóð,
Á. Ðåéíõàðò è Ï. Øâåéöåð. Òåîðèÿ ñëîåíèé íàøëà ïðèìåíåíèå â òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå, â ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé è êîíòàêòíîé ãåîìåòðèÿõ è äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.

Èññëåäîâàíèþ ñëîåíèé, ñîãëàñîâàííûõ ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, ïîñâÿùåíû
ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ òàêèõ, êàê Á. Ðåéíõàðò, Ï. Ìîëèíî, Ô. Òîí-
äåóð, Ô. Êàìáåð, Ð. Âîëàê, À. Áåæàíêó è Õ. Ôàððàí, Ë. Êîíëîí, Â.Â. Ðîâåíñêèé, Õ.
Àëüâàðóñ Ëîïåñ, Ï. Âàëü÷àê, Í.È. Æóêîâà è äðóãèå. Â èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñòðóê-
òóð íà ñëîåíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàþò ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíûìè
ñòðóêòóðàìè.

Ñëîåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, äîïóñêàþùèå â êà÷å-
ñòâå òðàíñâåðñàëüíîé ñòðóêòóðû ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü, íàçûâàþòñÿ ñëîåíèÿìè ñ òðàíñâåð-
ñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ (Îïðåäåëåíèå 2.1.). Ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòüþ âêëþ÷àþò â ñåáÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûå ñëîåíèÿ, à òàêæå ïñåâäîðèìàíî-
âû, ëîðåíöåâû è ðèìàíîâû ñëîåíèÿ.

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îáçîð íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîåíèÿõ ñ òðàíñâåðñàëü-
íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Í.È. Æóêîâîé, è ñîïîñòàâëå-
íèå èõ ñ èçâåñòíûìè äîñòèæåíèÿìè äðóãèõ àâòîðîâ.

1Äîëãîíîñîâà Àííà Þðüåâíà, ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè,
ñòàæåð-èññëåäîâàòåëü ëàáîðàòîðèè ÒÌÄ, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

”
Âûñøàÿ øêî-

ëà ýêîíîìèêè“ ( 603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøêàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12.), ORCID:
http://orcid.org/0000-0003-0656-6374, annadolgonosova@gmail.com
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Ïî ñóùåñòâó, ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ðåçóëüòàòàì î
ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ â êàòåãîðèè ñëîå-
íèé. Âî âòîðîé ÷àñòè èçëîæåíû ðåçóëüòàòû îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ïî-
íÿòèþ ïîëíîòû äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà ñëîåíèé. Â òðåòüåé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû òåîðåìû
î ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèÿõ, îáðàçóþùèõ çíà÷èìûé ïîäêëàññ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.

2. Ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ è

àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ

Íàïîìíèì ïîíÿòèå ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ïóñòü N � q -
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è M � ãëàäêîå n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãäå 0 < q < n . N -êîöèêëîì
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {Ui, fi, {kij}}i,j∈J , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Ñåìåéñòâî {Ui, i ∈ J} îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ M .
2. Îòîáðàæåíèÿ fi : Ui → N â N ÿâëÿþòñÿ ñóáìåðñèÿìè ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè.
3. Åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, i, j ∈ J, òîãäà îïðåäåëåí äèôôåîìîðôèçì

kij : fj(Ui ∩ Uj) → fi(Ui ∩ Uj)

òàêîé, ÷òî: fi = kij ◦ fj.
Êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè âñåõ ñóáìåðñèé pj èç ìàêñèìàëüíîãî (ïî âêëþ÷åíèþ)

N -êîöèêëà {Ui, fi, {kij}}i,j∈J îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé íîâîé òîïîëîãèè Ω íà M . Êîì-
ïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,Ω) îáðàçóþò ðàçáèåíèå
F = {Lα |α ∈ A} ìíîãîîáðàçèÿ M , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì, çàäàííûì óêàçàííûì
êîöèêëîì, à Lα , α ∈ A , íàçûâàþòñÿ ñëîÿìè ýòîãî ñëîåíèÿ.

Ïóñòü (M (1),∇(1)) è (M (2),∇(2)) � ìíîãîîáðàçèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, ãäå ∇(1) è ∇(2)

� îïåðàòîðû êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f :
M (1) →M (2) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè (M (1),∇(1)) è

(M (2),∇(2)) , åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó f∗(∇(1)
X Y ) = ∇(2)

f∗X
f∗Y äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ

âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y íà M (1) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå, çàäàííîå N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {kij}}i,j∈J . Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòüþ, åñëè íà N çàäàíà òàêàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇N , ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé
äèôôåîìîðôèçì kij ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé, èíäóöèðîâàííûõ íà
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ fi(Ui ∩ Uj) è fj(Ui ∩ Uj) â N.

Êîíñòðóêöèÿ ñëîåíîãî ðàññëîåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè ïðè èññëåäîâàíèè
ñëîåíèé.

Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ,
çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì, è H = GL(q;R) � ãðóïïà Ëè íåâûðîæäåííûõ q -ìåðíûõ
ìàòðèö. Òîãäà îïðåäåëåíû:

1) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé π : R →M ;
2) H -èíâàðèàíòíîå ñëîåíèå (R,F) , ñëîè êîòîðîãî ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) .
Ýòî ðàññëîåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R(M,H) , à ñëîåíèå (R,F) íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì.
H -ñâÿçíîñòüþ â ãëàâíîì H -ðàññëîåíèè R(M,H) íàä n -ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì M

íàçûâàåòñÿ n -ìåðíîå H -èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå Q íà R , òðàíñâåðñàëüíîå ñëîÿì
ðàññëîåíèÿ.

À. Þ. Äîëãîíîñîâà. Î ñëîåíèÿõ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç h àëãåáðó Ëè ãðóïïû Ëè H . Íàïîìíèì, ÷òî H -ñâÿçíîñòü Q â H -
ðàññëîåíèè R(M,H) , ãäå H = GL(q,R) , íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé [1],
åñëè h -çíà÷íàÿ 1-ôîðìà ñâÿçíîñòè ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

iX(ω) = 0, iX(dω) = 0 (2.1)

äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, êàñàòåëüíîãî ê ïîäíÿòîìó ñëîåíèþ.
Â [2] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì. Òîãäà ñóùåñòâóþò:

1) ñëîåíîå ðàññëîåíèå R(M,H) ñ ïîäíÿòûì ñëîåíèåì (R,F) , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ e -
ñëîåíèåì;

2) òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìàÿ H -ñâÿçíîñòü Q íà R , ïðè÷åì åå ôîðìà ñâÿçíîñòè
ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.1).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå R(M,H) , óäîâëåòâîðÿþùåå
Ïðåäëîæåíèþ 2.1., íàçûâàåòñÿ ñëîåíûì ðàññëîåíèåì òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ äëÿ ñëîå-
íèÿ (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàäàíèå ñëîåíèÿ (M,F ) c òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ýê-
âèâàëåíòíî çàäàíèþ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé H -ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè òðàíñâåð-
ñàëüíûõ ðåïåðîâ íàä M .

3. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòüþ

Â ëþáîé êàòåãîðèè ñ êàæäûì îáúåêòîì àññîöèèðóåòñÿ ãðóïïà åãî àâòîìîðôèçìîâ. Îäíîé
èç âàæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ îáúåêòà
â çàäàííîé êàòåãîðèè è íàõîæäåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ýòà ãðóïïà äîïóñêàåò ñòðóêòóðó
ãðóïïû Ëè (ñì., íàïðèìåð, ââåäåíèå â ìîíîãðàôèè Ø. Êîáàÿñè [3]).

×åðåç Fol ìû îáîçíà÷àåì êàòåãîðèþ ñëîåíèé, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå
ñëîåíèÿ, à ìîðôèçìàìè äâóõ ñëîåíèé � ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ñëîè îäíîãî
ñëîåíèÿ â ñëîè äðóãîãî ñëîåíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ãëàäêîñòü ïîíèìàåòñÿ êëàññà C∞ , êàê ýòî
ïðèíÿòî â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, õîòÿ ôàêòè÷åñêè äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ ðåçóëü-
òàòîâ äàííîé ðàáîòû äîñòàòî÷íî ãëàäêîñòè êëàññà C2 .

Ïðè èññëåäîâàíèè ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ñòðóêòóðàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãî-
ðèÿ FolT , â êîòîðîé èçîìîðôèçìû ñîõðàíÿþò íå òîëüêî ñëîåíèÿ, íî è òðàíñâåðñàëüíóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ê òàêèì ðàáîòàì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñòàòüè È. Â. Áåëü-
êî [4], Äæ. À. Ëåñëè [5] è Í.È. Æóêîâîé [6].

Äæ. Õàíî è À. Ìîðèìîòà äîêàçàëè, ÷òî ãðóïïà âñåõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé àô-
ôèííîé ñâÿçíîñòè åñòü êîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà Ëè. Ðàíåå ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ê. Íî-
ìèäçó ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîòû àôôèííîé ñâÿçíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ
óêàçàííîé âûøå êàòåãîðèè ñëîåíèé FolT È. Â. Áåëüêî â [4] ïîñòàâèë âîïðîñ î ñóùåñòâîâà-
íèè ñòðóêòóðû êîíå÷íîìåðíîé ãðóïïû Ëè â ãðóïïå áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ òðàíñâåðñàëü-
íî ïðîåêòèðóåìûõ ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé íà ñëîåíîì ìíîãîîáðàçèè, ãäå ãðóïïîé áàçîâûõ
àâòîìîðôèçìîâ íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóï-
ïå àâòîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà
áûëè ïîëó÷åíû Äæ. À. Ëåñëè [5]. Äëÿ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé æåñòêîé ãåîìåòðèåé
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Í.È. Æóêîâîé [6] ââåäåí èíâàðèàíò � ñòðóêòóðíàÿ àëãåáðà Ëè è äîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî
íóëþ ýòîãî èíâàðèàíòà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðóïïà áàçîâûõ
àâòîìîðôèçìîâ äîïóñêàëà ñòðóêòóðó êîíå÷íîìåðíîé ãðóïïîé Ëè. Â [6] íàéäåíû òàêæå
òîïîëîãè÷åñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàííàÿ ãðóïïà áûëà êîíå÷íî-
ìåðíîé ãðóïïîé Ëè è ïîëó÷åíû íåêîòîðûå òî÷íûå îöåíêè ðàçìåðíîñòè ýòîé ãðóïïû. Òàê
êàê ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ âõîäÿò â êëàññ ñëîåíèé ñ æåñòêèìè
òðàíñâåðñàëüíûìè ãåîìåòðèÿìè, òî ðåçóëüòàòû ñòàòüè [6] âåðíû è äëÿ íèõ.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì êàòåãîðèþ
ãëàäêèõ ñëîåíèé Fol , ãäå èçîìîðôèçìû "íå çàìå÷àþò"äîïîëíèòåëüíóþ òðàíñâåðñàëüíóþ
ñòðóêòóðó. Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé è
ñëîåíèé ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Ïðè ýòîì âàæíî çíàòü, íà êàêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ìîäåëèðóþòñÿ òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Íàïðèìåð, Ð. Ïàë�å [7] áûëà ââåäåíà ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîæåñòâå C∞(M ′,M) ãëàä-
êèõ îòîáðàæåíèé M ′ → M êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé M ′ è M . Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà èì áûë âçÿò èíäóêòèâíûé ïðåäåë ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ãðóïïà äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Diff(M) êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M áûëà èññëåäîâàíà ìíîãèìè àâ-
òîðàìè. Äæ. À. Ëåñëè è Õ. Îìîðè ââåëè ñòðóêòóðó áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé íà
Diff(M) , ìîäåëèðóåìûõ íà ïðîñòðàíñòâàõ Ôðåøå è íà èíäóêòèâíûõ ïðåäåëàõ ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ïðèìåíåíèå FD -òîïîëîãèè ïîçâîëè-
ëî Ï. Ìèõîðó [8] ââåñòè ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà Diff(M) , ìîäåëèðóåìóþ íà LF -
ïðîñòðàíñòâàõ, ò.å., íà èíäóêòèâíûõ ïðåäåëàõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå. Äàëåå ãðóïïà äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ M ñ FD -òîïîëîãèåé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç D(M) .

Ïóñòü (M,F ) � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòüþ. Îáúåêòîì äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà D(M,F ) ãðóïïû D(M) ,
ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìû ñëîåíèÿ (M,F ) â êàòåãîðèè ñëîåíèé Fol .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè ñòðóêòóðó ãëàäêîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìîäå-
ëèðóåìîãî íà LF -ïðîñòðàíñòâàõ, â ãðóïïå D(M) , Ï. Ìèõîð [8] ïðåäëîæèë êîíñòðóê-
öèþ ëîêàëüíîé äîáàâêè. Å. Ìàñèàñ-Âèðãîñ è Å. Ñàíìàðòèí [9] àäàïòèðîâàëè ýòîò ìåòîä
ê ñëîåíèÿì. Îíè ââåëè è ïðèìåíèëè ëîêàëüíûå ñëîåíûå äîáàâêè â èññëåäîâàíèè ãðóïï
àâòîìîðôèçìîâ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé.

Â ðàáîòå àâòîðà è Í.È. Æóêîâîé [2] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ îáîáùàåò
ðåçóëüòàòû Å. Ìàñèàñ-Âèðãîñà è Å. Ñàíìàðòèí äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé [9] íà ñëîåíèÿ ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòüþ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà ãðóïïà àâ-
òîìîðôèçìîâ D(M,F ) ñëîåíèÿ (M,F ) â êàòåãîðèè ñëîåíèé Fol äîïóñêàåò ñòðóêòóðó
áåñêîíå÷íîìåðíîé ãðóïïû Ëè, ìîäåëèðóåìîé íà LF -ïðîñòðàíñòâàõ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññêàçàòü î ìåòîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3.1., íàïîìíèì ñëåäóþ-
ùåå ïîíÿòèå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íà-
çûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì, åñëè êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ îáúåìëþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà, êàñàþùàÿñÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â îäíîé òî÷êå, êàñàåòñÿ åãî â êàæäîé ñâîåé
òî÷êå [10].

Íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ([2], Òåîðåìà 4.1).
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Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ è M � q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèþ (M,F ) .
Òîãäà íà ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿç-
íîñòü ∇M , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îáà ðàñïðåäåëåíèÿ M è TF ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäå-
çè÷åñêèìè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇M , óäîâëåòâîðÿþùåé Òåîðåìå 3.2.,
íàìè áûëà èñïîëüçîâàíà êîíñòðóêöèÿ ñëîåíîãî ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ. Ìû
ïðèìåíèëè òàêæå ðåçóëüòàòû Óèëîìîðà è Óîêåðà [11] î ñóùåñòâîâàíèè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
áåç êðó÷åíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñëîåíèå (M,F ) ïàðàëëåëüíî.

Ïðèìåíåíèå Òåîðåìû 13 è Ñëåäñòâèÿ 14 èç [9] ïîçâîëèëî íàì ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìû 3.1. ê ïîñòðîåíèþ ñëîåíîé ëîêàëüíîé äîáàâêè äëÿ (M,F ) . Áëàãîäàðÿ èñïîëüçî-
âàíèþ ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòè ∇M íàøà êîíñòðóêöèÿ ñëîåíîé àäàïòèðîâàííîé ëîêàëüíîé
äîáàâêè çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé, èñ-
ïîëüçóåìàÿ Ìàñèàñ-Âèãîñîì è Å. Ñàíìàðòèí â ([9]).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Òàê êàê ïñåâäîðèìàíîâû ñëîåíèÿ, è â ÷àñòíîñòè, ëîðåíöå-
âû ñëîåíèÿ, ïðèíàäëåæàò êëàññó ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, òî
Òåîðåìû 3.1. è 3.2. âåðíû è äëÿ íèõ.

4. Ïîëíîòà ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Õîïôà � Ðèíîâà äëÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ïîíÿòèå ãåî-
äåçè÷åñêîé ïîëíîòû ýêâèâàëåíòíî ïîëíîòå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ìåòðèêà êîòîðîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà äëèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå êîìïàêòíîå ðèìà-
íîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Â ðàáîòå [12] ïîñòðîåíû ïðèìåðû êîìïàêòíûõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ïîëíûìè. Ýòî èëëþñòðèðóåò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ãåîäåçè÷åñêîé ïîëíîòû ìíîãîîáðà-
çèé àôôèííîé ñâÿçíîñòè îò ïîëíîòû ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ð.À. Âîëàê â [13] ïîñòàâèë âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ïîëíîòû
äëÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûõ ñëîåíèé. Ìû èññëåäóåì ýòîò âîïðîñ â êëàññå ñëîåíèé ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.

Â îòëè÷èå îò ðèìàíîâûõ ñëîåíèé íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåð-
ñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêè ïîëíûìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = H n Rq ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû H = GL(q,R) è
âåêòîðíîé ãðóïïû Rq. Ãðóïïó G ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãðóïïó âñåõ àôôèííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé Aff(Aq) q -ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Aq, à H = GL(q,R) êàê
ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó àôôèííîé ãðóïïû Aff(Aq) â íåêîòîðîé òî÷êå. Êàê èçâåñòíî,
ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàð-
òàíîâî ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé òèïà (G,H) [14].

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ðàçäåëå 2. Ïóñòü
(M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòüþ è R(M,H) � àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ. Ïóñòü M �
ôèêñèðîâàííîå q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèþ (M,F ) .

Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ M -ïîëíûì, åñëè ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X òàêîå, ÷òî
X|u ∈ Mu ∀u ∈ R è ω(X) = const, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå M, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îíî ÿâëÿåòñÿ M -ïîëíûì.
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Â ðàáîòå [15] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê
îïðåäåëåíèþ ïîëíîòû äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà ñëîåíèé.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I Òîãäà ñëåäóþùèå
òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ñëîåíèå (M,F ) , ðàññìàòðèâàåìîå êàê êàðòàíîâî, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

2. Ñëîåíèå (M,F ) ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.1.

3. Íà M ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíîå q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M è ëèíåéíàÿ ñâÿç-
íîñòü ∇ òàêèå, ÷òî:

1) êàæäàÿ ñóáìåðñèÿ fi ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì;

2) ðàñïðåäåëåíèÿ M è TF ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíû;

3) êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð íà êàæäîé ìàêñèìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé, êàñàþùåéñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ M, èçìåíÿåòñÿ îò −∞ äî +∞.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå
(N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûì ñëîåíèåì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êðèâèçíà è êðó÷åíèå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇N ðàâíû íóëþ.

Â [15] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïîëíîòû òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûõ
ñëîåíèé, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

Ò å î ð å ì à 4.2. Ïóñòü (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî àôôèííîå ñëîåíèå ïðîèçâîëü-
íîé êîðàçìåðíîñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà èç âûïîëíåíèÿ ëþáîãî èç òðåõ
ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé ïîëíîòû â Òåîðåìå 4.1. âûòåêàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ
íåçàâèñèìûõ óñëîâèé:

(i) ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) ;

(ii) èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè M̃ îáðàçî-

âàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè r : M̃ → Aq íà àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî Aq .

Â [15] ïîñòðîåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íåçàâèñèìîñòü óñëîâèé (i) è (ii) â Òåîðåìå 4.2.

5. Ãåîìåòðèÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèé

Ðèìàíîâû ñëîåíèÿ, îáðàçóþùèå ïîäêëàññ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòüþ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ðàññëîåíèé, ñëîè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ, Îíè èìåþò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå â òåîðèè îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ è â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðèìàíîâû ñëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
ãëóáîêî èçó÷åííûìè ñðåäè ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè.
Âïåðâûå ïîíÿòèå ðèìàíîâà ñëîåíèÿ ïîÿâèëîñü â ðàáîòå Ðåéíõàðòà. Èññëåäîâàíèþ ðèìàíî-
âûõ ñëîåíèé ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ðÿäà ìàòåìàòèêîâ òàêèõ, êàê Ï. Ìîëèíî,
À. Õåôëèãåð, Ý. Æèñ, Ô.Òîíäåóð, Ð. Ãåðìàí, Å. Ñàëåì, È. Êàðüåð, è ìíîãèõ äðóãèõ (ñì.
[1] è ññûëêè òàì).

Çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êðèòåðèÿ ðèìàíîâîñòè ñëîåíèÿ ïîñòàâèë Ð.À. Âîëàê â [16]. Îí
èçó÷àë êîìïàêòíûå ñëîåíèÿ, òî åñòü, ñëîåíèÿ, âñå ñëîè êîòîðûõ êîìïàêòíû, è äîêàçàë, ÷òî
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ëþáîå ïîëíîå êîìïàêòíîå G -ñëîåíèå êîíå÷íîãî òèïà, à òàêæå ëþáîå ïîëíîå êîìïàêòíîå
ñëîåíèå, äîïóñêàþùåå òðàíñâåðñàëüíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì. Í.È. Æóêîâà ðàñïðîñòðàíèëà ýòè
ðåçóëüòàòû íà êîìïàêòíûå êàðòàíîâû ñëîåíèÿ. Â [17] åþ äîêàçàí êðèòåðèé ðèìàíîâîñòè
äëÿ êîíôîðìíûõ ñëîåíèé êîðàçìåðíîñòè q ≥ 3.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðèìàíîâûìè, ïñåâäîðèìàíîâû ñëîåíèÿ èìåþò çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæ-
íóþ ñòðóêòóðó. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî ïñåâäî-îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà ÿâ-
ëÿåòñÿ íåêîìïàêòíîé â îòëè÷èå îò îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû.

Ïðîñòûå ïñåâäîðèìàíîâû ñëîåíèÿ îáðàçîâàííû ñëîÿìè ïñåâäîðèìàíîâûõ ñóáìåðñèé,
ââåäåííûõ è èññëåäîâàííûõ â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Î'Íåéëà è À. Ãðåÿ.

Ïñåâäîðèìàíîâû ñëîåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé èññëåäî-
âàíèé â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.1. Åñëè êàæäûé ñëîé ãëàäêîãî ñëîåíèÿ (M,F ) íà ïñåâäî-
ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) , íàäåëåííûé èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé, ÿâëÿåòñÿ ïñåâ-
äîðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì, è ìåòðèêà g òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìà, ò.å. ïðîèç-
âîäíàÿ Ëè LXg îò g ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X , êàñàòåëüíûõ
ê (M,F ) , òî ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì.

Ñëåäóþùèé êðèòåðèè ïñåâäîðèìàíîâîñòè ñëîåíèÿ íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
äîêàçàí â [18].

Ò å î ð å ì à 5.1. Ïóñòü (M,F ) � ãëàäêîå ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè
q íà n -ìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) , 0 < q < n . Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òî-
áû (M,F ) áûëî ïñåâäîðèìàíîâûì ñëîåíèåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà ñëîÿõ
ñëîåíèÿ èíäóöèðîâàëàñü ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà è q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå D , îðòîãî-
íàëüíîå ê TF , áûëî ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì.

Èç Òåîðåìû 5.1. âûòåêàåò àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé, ïðèíàäëå-
æàùèé Á. Ðåéíõàðòó, ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî èçëîæåíî â ìîíîãðàôèè Ìîëè-
íî [1]. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé áûòü ëîêàëüíî ýêñòðåìàëÿìè ôóíêöèîíàëà äëèíû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàííîå
ñâîéñòâî íå èìååò àíàëîãà â ïñåâäîðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìû 5.1. ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò êðèòåðèé À. Ä. Ëüþèñà [10] ãåîäåçè÷åñêîé èíâàðè-
àíòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè àôôèííîé ñâÿçíîñòè.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5.1. Ñþðúåêòèâíàÿ ñóáìåðñèÿ p :M → B ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé M è B ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäóöèðóåòñÿ
ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà íà ñëîÿõ è ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, îðòîãîíàëüíàÿ ñëîåíèþ â îäíîé
òî÷êå, îñòàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé åìó â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.

Â ðàáîòå Í.È. Æóêîâîé è Ê.È. Øåèíîé [19] íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿëîñü ïñåâäîðè-
ìàíîâûì ñëîåíèåì ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû è, â ÷àñòíîñòè, ðèìàíîâûì ñëîåíèåì.

Ïîíÿòèå ãðóïïîèäà ãîëîíîìèè ïðèíàäëåæèò Ø. Ýðåñìàíó. Ïîçäíåå ýêâèâàëåíòíàÿ
êîíñòðóêöèÿ ïîä íàçâàíèåì ãðàôèêà ñëîåíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Õ.Âèíêåëíêåìïåðîì. Ãðà-
ôèê G(F ) ñëîåíèÿ (M,F ) íåñåò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ñëîåíèè (M,F ) è î åãî ãðóïïàõ
ãîëîíîìèè. Îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé K -òåîðèè è íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè,
C∗ -àëãåáðà, ñòðîèòñÿ íà ãðàôèêå G(F ) [20].

Èññëåäîâàíèþ ãðàôèêîâ ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèé ïîñâÿùåíà ðàáîòà [18], â êîòîðîé
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Ò å î ð å ì à 5.2. Ïóñòü G(F ) � ãðàôèê ïñåâäîðèìàíîâà ñëîåíèÿ (M,F ) íà ïñåâ-
äîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) è pi : G(F ) → M, i = 1, 2, � åãî êàíîíè÷åñêèå ïðîåê-
öèè. Òîãäà:

1. Ãðàôèê G(F ) ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì (2n − q) -ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì è íà íåì
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà d òàêàÿ, ÷òî èíäóöèðîâàííîå
ñëîåíèå

F = {Lα = p−1
i (Lα)|Lα ∈ F}

íà (G(F ), d) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì ñëîåíèåì, à pi ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîðèìàíî-
âûìè ñóáìåðñèÿìè, ïðè÷åì ñëîè ñóáìåðñèé p1 è p2 îðòîãîíàëüíû.

2. Êàæäûé ñëîé Lα = p−1
i (Lα) èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ èçîìåòðè÷åí ïñåâäîðèìàíîâó

ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèþ (Lα × Lα)/Ψα ïðîèçâåäåíèÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé
Lα × Lα , ãäå Lα � ãîëîíîìíîå ïñåâäîðèìàíîâî íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî äëÿ
ñëîÿ Lα , ïî ãðóïïå èçîìåòðèé Ψα , èçîìîðôíîé ãðóïïàì ãîëîíîìèè Γ(Lα) è Γ(Lα)
ñëîåâ Lα ∈ F è Lα ∈ F , pi(Lα) = Lα .

Êàê èçâåñòíî, ãðàôèê ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî ñëîåíèÿ (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q íà
n -ìåðíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåõàóñäîðôîâûì ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè (2n− q) .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-
01-00312) è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ-Íèæíèé Íîâãîðîä â
2017 ãîäó (ïðîåêò � 90).

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü Í.È. Æóêîâîé çà íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî äàííîé ðàáîòîé.
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On foliations with transverse linear connection

c⃝ A. Yu. Dolgonosova 2

Abstract. The subject of this article is a review of the results on foliations with transversal linear
connection obtained by the author together with N.I. Zhukova, and their comparison with the
results of other authors. The work consists of three parts. The �rst part focuses on automorphism
groups of foliations with a transversal linear connection in the category of foliations. In the second
part the equivalence of the concepts of completeness for the class of foliations under investigation
is studied. In the third part we present theorems on pseudo-Riemannian foliations that form an
important class of foliations with a transversal linear connection. In particular, we present results
on graphs of pseudo-Riemannian foliations that contain all information about foliations.
Key Words: foliation, linear connection, pseudo-Riemannian foliation, graph of foliation, in�nite-
dimensional Lie group, Ehresmann connection.
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Îðèåíòèðóåìîñòü èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé

ïñåâäîàíîñîâñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ è ðàçâåòâë¼ííûå

íàêðûòèÿ

c⃝ À. Þ. Æèðîâ1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì çàìêíóòîé îðèåí-
òèðóåìîé ïîâåðõíîñòè (âîçìîæíî, îáîáù¼ííûé), èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ êîòîðîãî íåîðèåíòè-
ðóåìû. Îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé ïî òàêîìó ãîìåîìîðôèçìó ñòðîèòñÿ äâó-
ëèñòíîå íàêðûòèå äàííîé ïîâåðõíîñòè (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçâåòâë¼ííîå) è ïñåâäîàíîñîâñêèé
ãîìåîìîðôèçì íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè, êîòîðûé íàêðûâàåò èñõîäíûé è èìååò îðèåíòèðó-
åìûå èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ. Åñëè èñõîäíûé ãîìåîìîðôèçì íå èìååò îñîáåííîñòåé íå÷¼òíîé
âàëåíòíîñòè, òî íàêðûòèå, êîòîðîå ñòðîèòñÿ, � íåðàçâåòâë¼ííîå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî
èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ êðàòíîñòè 2 â îñîáåííîñòÿõ íå÷¼òíîé âàëåíòíîñòè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå íàêðûâàþùèé ãîìåîìîðôèçì èìååò âäâîå áîëüøåå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñ-
õîäíûì ÷èñëî îñîáåííîñòåé òåõ æå âàëåíòíîñòåé, à âî âòîðîì ÷èñëî îñîáåííîñòåé ÷¼òíûõ
âàëåíòíîñòåé óäâàèâàåòñÿ è ê íèì ïðèáàâëÿþòñÿ îñîáåííîñòè óäâîåííûõ íå÷¼òíûõ âàëåíòíî-
ñòåé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïñåâäîàíîñîâñêèå ãîìåîìîðôèçìû, ñèíãóëÿðíûå ñëîåíèÿ, ðàçâåòâëåííûå
íàêðûòèÿ.

1. Ïñåâäîàíîñîâñêèå ãîìåîìîðôèçìû

Ïóñòü f : M → M � îáîáù¼ííûé ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì (GPA-ãîìåîìîð-
ôèçì) çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g , ò.å. òàêîé, ÷òî èìåþòñÿ äâà f -
èíâàðèàíòíûõ òðàíñâåðñàëüíûõ äðóã äðóãó îäíîìåðíûõ ñëîåíèÿ Wu,Ws ïîâåðõíîñòè
M ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì S îáùèõ îñîáåííîñòåé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî f è òà-
êèõ, ÷òî f ðàñòÿãèâàåò ñëîè ïåðâîãî ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì λ > 1 (íàçûâàåìîì
äèëàòàöèåé GPA-ãîìåîìîðôèçìà) è ñæèìàåò ñëîè âòîðîãî ñ êîýôôèöèåíòîì λ−1 . Ðàñòÿ-
æåíèå è ñæàòèå ñëî¼â ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òðàíñâåðñàëüíûõ ìåð µs , µu . Ïåðâàÿ èçìåðÿåò
äëèíû äóã ñëî¼â Wu , âòîðàÿ � ñëî¼â Ws (òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýòèõ ìåð ñì. [1],[2]). Ïðè
ýòîì â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè êàæäîå èç ñëîåíèé óñòðîåíî êàê ñåäëî ñ d ̸= 2 ñåïà-
ðàòðèñàìè (îñîáàÿ òî÷êà âàëåíòíîñòè d ). Åñëè íåò îñîáûõ òî÷åê âàëåíòíîñòè 1 (èãë),
òî ãîìåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèì (PA-ãîìåîìîðôèçì). Ñèíãóëÿðíûì òè-
ïîì GPA-ãîìåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = B(f) = {bd : d ∈ N} , ãäå
bd åñòü ÷èñëî îñîáåííîñòåé âàëåíòíîñòè d . Äèëàòàöèÿ è ñèíãóëÿðíûé òèï ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé èíâàðèàíòû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè GPA-ãîìåîìîðôèçìîâ.

Íàðÿäó ñ íèìè èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî îðèåíòèðóåìîñòè èíâàðèàíòíûõ ñëî-
åíèé. Ñëîåíèå ñ îñîáåííîñòÿìè íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè äëÿ ëþáîé äóãè ñëîÿ
è ëþáîé òðàíñâåðñàëüíîé åìó äóãè èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ îäèíàêîâ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî åñëè èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ GPA-ãîìåîìîðôèçìà èìåþò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ
òî÷êó íå÷¼òíîé âàëåíòíîñòè, òî îíè íå ìîãóò áûòü îðèåíòèðóåìûìè. Íàïðèìåð, ¾ñóùå-
ñòâåííî îáîáù¼ííûé¿ ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì (îáîáù¼ííûé ïñåâäîàíîñîâñêèé,

1Æèðîâ Àëåêñåé Þðüåâè÷, ïðîôåññîð, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èñ-
ñëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò) (125993, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Âîëîêîëàìñêîå øîññå, 4.), äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:http://orcid.org/0000-0002-8957-3934, alexei_zhirov@mail.ru
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íå ÿâëÿþùèéñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèì, ò.å. èìåþùèé õîòÿ áû îäíó îñîáåííîñòü òèïà èãëà)
èìååò íåîðèåíòèðóåìûå èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ. Â 1974 ã. Ð.Â. Ïëûêèíûì [3] áûë ïðèâå-
ä¼í ïðèìåð ïîñóùåñòâó òàêîãî ãîìåîìîðôèçìà ñôåðû (ïñåâäîàíîñîâñêèå ãîìåîìîðôèçìû
òîãäà åù¼ íå áûëè ââåäåíû). Îí ïîñòðîèë äèôôåîìîðôèçì äâóìåðíîé ñôåðû, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé àêñèîìå A Ñ. Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîìåð-
íîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà è ÷åòûð¼õ îòòàëêèâàþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, à ýòîò
äèôôåîìîðôèçì èçîòîïåí ïîñðåäñòâîì èçîòîïèè, ôèêñèðóþùåé îòòàëêèâàþùèå òî÷êè,
GPA-ãîìåîìîðôèçìó ñ ÷åòûðüìÿ îñîáåííîñòÿìè òèïà èãëà.

Åñëè âàëåíòíîñòè âñåõ îñîáûõ òî÷åê ÷¼òíû, òî ñëîåíèÿ ìîãóò áûòü êàê îðèåíòèðóåìû-
ìè, òàê è íåîðèåíòèðóåìûìè. Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû Õ. Ìàçóðà è Äæ. Ñìàéëè [4], à â
[5] èìåþòñÿ ïðèìåðû äâóõ ïñåâäîàíîñîâñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ êðåíäåëÿ (ïðèìåðû 15.2 è
15.3), èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ êîòîðûõ èìåþò ïî äâå îñîáåííîñòè âàëåíòíîñòè 4 , ïðè÷¼ì
äëÿ ïåðâîãî èç íèõ ñëîåíèÿ îðèåíòèðóåìû, à äëÿ âòîðîãî � íåò.

Ðàçâåòâë¼ííîå k -ëèñòíîå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòè M ñ ìíîæåñòâîì âåòâëåíèÿ Σ ⊂
M � ýòî òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè M̃ íà M , ÷òî äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè x /∈ Σ íàéä¼òñÿ îòêðûòûé äèñê U ∋ x , äëÿ êîòîðîãî p−1(U) åñòü îáúåäèíåíèå

k íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèñêîâ Ũ1, . . . , Ũk è îãðàíè÷åíèÿ p|Ũi : Ũi → U ñóòü ãîìåîìîðôèç-
ìû, à äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈

∑
íàéä¼òñÿ ñîäåðæàùèé å¼ äèñê U , äëÿ êîòîðîãî p−1(U)

åñòü îáúåäèíåíèå k(x) < k äèñêîâ Ũ1, . . . , Ũk(x) è â íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

íà ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z îòîáðàæåíèå p|Ũi èìååò âèä z 7→ zki ( ki > 1 ,∑
ki = k ). Òî÷êà x̃i ∈ p−1(x)

∩
Ũi ( x ∈ Σ ), äëÿ êîòîðîé ki > 1 , íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

âåòâëåíèÿ, à ÷èñëî ki � å¼ êðàòíîñòüþ.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ
Ò å î ð å ì à. Ïóñòü f :M →M åñòü îáîáù¼ííûé ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì

çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ñ íåîðèåíòèðóåìûìè èíâàðèàíòíûìè
ñëîåíèÿìè, èìåþùèé ñèíãóëÿðíûé òèï B(f) = {bd} . Òîãäà ñóùåñòâóþò çàìêíóòàÿ îðè-

åíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü M̃ ðîäà

g̃ = 2g − 1 +
1

2

∑
k>1

b2k−1,

ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì f̃ : M̃ → M̃ ñ îðèåíòèðóåìûìè èíâàðèàíòíûìè ñëîå-
íèÿìè è äâóëèñòíîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå p : M̃ → M ñ ìíîæåñòâîì âåòâëåíèÿ,
ñîâïàäàþùèì ñ ìíîæåñòâîì îñîáåííîñòåé íå÷¼òíîé âàëåíòíîñòè èíâàðèàíòíûõ ñëîå-
íèé f . Ïðè ýòîì

1). Ãîìåîìîðôèçì f̃ íàêðûâàåò f ò.å. p◦ f̃ = f ◦p è èìååò òó æå äèëàòàöèþ, ÷òî
è f .

2). Îòîáðàæåíèå íàêðûòèÿ p ïåðåâîäèò ñëîè ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ ñëîåíèÿ W̃u (ñæè-

ìàþùåãîñÿ ñëîåíèÿ W̃s ) ãîìåîìîðôèçìà f̃ â ñëîè ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ (ñæèìàþùåãîñÿ)
ñëîåíèÿ f .

3). Ñèíãóëÿðíûé òèï B(f̃) = {b̃d} ãîìåîìîðôèçìà f̃ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

b̃d =


0, åñëè d íå÷¼òíî (èëè d = 2);
2bd + bd/2, åñëè d ÷¼òíî è íå êðàòíî 4 (è d ̸= 2);
2bd, åñëè d êðàòíî 4;

Äëÿ ïîäðîáíîãî îïèñàíèå, êàêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíâàðèàíòíûìè ñëîåíèÿìè ãî-
ìåîìîðôèçìîâ f̃ è f îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå íàêðûòèÿ, ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå.
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1) Îñîáûå òî÷êè èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé f̃ ñóòü ïðîîáðàçû îñîáûõ òî÷åê âàëåíòíîñòåé,
îòëè÷íûõ îò 1 , èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé f .

2) Ïðîîáðàç êàæäîãî ñæèìàþùåãîñÿ (ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ) îñîáîãî ñëîÿ f , âûõîäÿùåãî
èç îñîáîé òî÷êè âàëåíòíîñòè 1 (åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ), åñòü íåîñîáûé ñëîé äëÿ ñæèìà-

þùåãî (ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ) ñëîÿ f̃ .
3) Ïðîîáðàç ñëîÿ, âûõîäÿùåãî èç îñîáîé òî÷êè íå÷¼òíîé âàëåíòíîñòè d > 2 (åñëè

òàêîâûå èìåþòñÿ), åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ îñîáûõ ñëî¼â, âûõîäÿùèõ èç îñîáîé òî÷êè âà-
ëåíòíîñòè 2d .

4) Ïðîîáðàç êàæäîãî îñîáîãî ñëîÿ, âûõîäÿùåãî èç îñîáîé òî÷êè ÷¼òíîé âàëåíòíîñòè,
åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ îñîáûõ ñëî¼â, âûõîäÿùèõ èç äâóõ ðàçëè÷íûõ îñîáûõ òî÷åê òîé æå
âàëåíòíîñòè.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Åñëè èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ èñõîäíîãî ãîìåîìîðôèçìà f íå
èìåþò îñîáûõ òî÷åê íå÷¼òíûõ âàëåíòíîñòåé, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, íà-
êðûòèå p íå èìååò òî÷åê âåòâëåíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì â îáû÷íîì
ñìûñëå ýòîãî ñëîâà.

Òàê, äëÿ ïñåâäîàíîñîâñêîãî ãîìåîìîðôèçìà èç óïîìÿíóòîãî âûøå ïðèìåðà 15.3 [5],
ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ïîëó÷àåòñÿ äâóëèñòíîå íàêðûòèå êðåíäåëÿ ïîâåðõíîñòüþ ðîäà 3
è íàêðûâàþùèé ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì ñ ÷åòûðüìÿ îñîáûìè òî÷êàìè èíâàðè-
àíòíûõ ñëîåíèé, âàëåíòíîñòè 4 êàæäàÿ. Äëÿ ïðèìåðà Ïëûêèíà ïîëó÷àåòñÿ äâóëèñòíîå
ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå ñôåðû òîðîì ñ ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ êðàòíîñòè 2 è íà-
êðûâàþùèé ãîìåîìîðôèçì áåç îñîáûõ òî÷åê èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé, ò.å. äèôôåîìîðôèçì
Àíîñîâà äâóìåðíîãî òîðà. Ïîñóùåñòâó ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëèëî äàòü ñïîñîá ïîñòðîå-
íèå äèôôåîìîðôèçìà Ïëûêèíà ñïîñîáîì, îòëè÷íûì îò ïåðâîíà÷àëüíîé êîíñòðóêöèè (ñì.
íàïðèìåð [6], �17.2).

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ p î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòå-
êàþò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, êîòîðîå ñîñòîèò â ÿâíîì ïîñòðîåíèè ïîâåðõíîñòè M̃ ,
îòîáðàæåíèÿ p è ãîìåîìîðôèçìà f̃ . Îíî îñíîâàíî íà òåõíèêå ëåíòî÷íûõ ïðåäñòàâëå-
íèé GPA-ãîìåîìîðôèçìîâ, ðàçâèòîé â [5]. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ òå êîíñòðóêöèè èç [5],
êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ, áóäóò âîñïðîèçâåäåíû íèæå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò â ÿâíîì ïîñòðîåíèè ïîâåðõíîñòè M̃ , îòîáðàæå-
íèÿ p è ãîìåîìîðôèçìà f̃ . Îíî îñíîâàíî íà òåõíèêå ëåíòî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé GPA-
ãîìåîìîðôèçìîâ, ðàçâèòîé â [5]. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äàííîãî ñîîáùåíèÿ ñîäåðæèò êðàòêîå
è íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå ýòîé êîíñòðóêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé, ïî ìíåíèþ àâòîðà, ñàìî-
ñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ âîçìîæíûìè îáîáùåíèÿìè.

Ëåíòî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ GPA-ãîìåîìîðôèçìà ñòðîÿòñÿ ïî åãî ìàðêîâñêèì ðàçáè-
åíèÿì îïèñûâàåìîãî íèæå ñïåöèàëüíîãî âèäà. Âîîáùå ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå äëÿ GPA-
ãîìåîìîðôèçìà åñòü êîíå÷íûé íàáîð ïàðàëëåëîãðàììîâ P = {Π1, . . . ,Πn} , ò.å. çàìêíó-
òûõ ïîäìíîæåñòâ M , êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü îáðàç ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè χj
â M ïëîñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò (ãîðèçîí-
òàëüíîé è âåðòèêàëüíîé), ïåðåâîäÿùèì ãîðèçîíòàëüíûå (âåðòèêàëüíûå) îòðåçêè â äóãè
ñëî¼â ñæèìàþùåãîñÿ (ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ) ñëîåíèÿ. Îáðàç âíóòðåííîñòè ïðÿìîóãîëüíèêà
íàçîâ¼ì âíóòðåííåé ÷àñòüþ ïàðàëëåëîãðàììà. Òðåáóåòñÿ ÷òîáû âíóòðåííèå ÷àñòè ïàðàë-
ëåëîãðàììîâ íå ïåðåñåêàëèñü, èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàëî ñ ñàìîé ïîâåðõíîñòüþ, à äëÿ
ìíîæåñòâ ∂sP (îáúåäèíåíèå ñæèìàþùèõñÿ ñòîðîí âñåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ) è ∂uP (îáú-
åäèíåíèå èõ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ ñòîðîí) áûëî âûïîëíåíî f(∂sP) ⊂ ∂sP , f(∂uP) ⊃ ∂uP .

Ë å ì ì à 1.1. ([5], �5) Ïóñòü W s
1 , . . . ,W

s
m åñòü ñåìåéñòâî îñîáûõ ñëî¼â, öèêëè-

÷åñêè ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà, è Sk åñòü îñîáàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ W s
k . Òîãäà

ñóùåñòâóþò
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1) ñåìåéñòâî äóã Ik ⊂ W s
k , öèêëè÷åñêè ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà, òàêèõ, ÷òî Sk ∈ Ik ;

2) ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå P = {Π1, . . . ,Πn} òàêîå, ÷òî ∂sP = ∪kIk , êàæäàÿ ñæèìàþ-
ùàÿñÿ ñòîðîíà ëþáîãî ïàðàëëåëîãðàììà ñîäåðæèòñÿ â òîé äóãå Ik , ñ êîòîðîé îíà èìååò
îáùèå âíóòðåííèå òî÷êè è êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà ∂uP \

∪
k int Ik ñî-

äåðæèò îñîáóþ òî÷êó èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé.

Ðàññìîòðèì ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå, îáëàäàþùåå ïåðå÷èñëåííûìè â ëåììå ñâîéñòâàìè.
Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ∂uP ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çâåçäó, ò.å. îáúåäèíå-
íèå äóã (ëó÷åé) âñåõ îñîáûõ ñëî¼â ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ ñëîåíèÿ, èñõîäÿùèõ èç íåêîòîðîé
îñîáîé òî÷êè (öåíòðà çâåçäû), è èìåþùèõ êîíöû âíóòðè äóã Ik .

Ñäåëàåì â ïîâåðõíîñòè M ðàçðåçû âäîëü ëó÷åé âñåõ çâ¼çä. Êàæäóþ ñâÿçíóþ êîìïî-
íåíòó êðàÿ ∂Π ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè Π áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê d -óãîëüíèê, ãäå d �
÷èñëî ëó÷åé ñîîòâåòñòâóþùåé çâåçäû, ñ÷èòàÿ åãî âåðøèíàìè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãàìè
Ik , îòëè÷íûå îò èõ êîíöîâ, à ñòîðîíàìè � ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû äóãè ðàñòÿãèâàþùèõñÿ
ñëî¼â (â ñëó÷àå d = 1 ïîëó÷àåòñÿ îäíîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ðàçðåçà-
íèè âäîëü åäèíñòâåííîãî ëó÷à). Ïîëó÷åííóþ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì Π íàçîâ¼ì ëåíòî÷íîé.
Ïîäìíîæåñòâà Π , ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïàðàëëåëîãðàììîâ ìàðêîâñêîãî ðàçáèåíèÿ, áóäåì íà-
çûâàòü ëåíòàìè è îáîçíà÷àòü òåìè æå ñèìâîëàìè Πj , à ñæèìàþùèåñÿ (ðàñòÿãèâàþùèåñÿ)
ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà áóäåì íàçûâàòü êîíöàìè ëåíòû. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëåíòî÷íàÿ
ïîâåðõíîñòü ïîëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì ëåíò èõ êîíöàìè ê äóãàì Ik (ïîñëå ðàçðåçàíèÿ
îíè ñòàíîâÿòñÿ äèçúþíêòíûìè), êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü áàçèñíûìè îòðåçêàìè, à èõ îáú-
åäèíåíèå I � áàçèñîì ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè.

Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî áàçèñíîãî îòðåçêà äâà íàïðàâëåíèÿ: îäíî, êîòîðîå áóäåì íàçû-
âàòü ãîðèçîíòàëüíûì è ãîâîðèòü î í¼ì ¾íàïðàâëåíèå ñëåâà íàïðàâî¿ � ýòî íàïðàâëåíèå
íà ñàìîì áàçèñíîì îòðåçêå, à äðóãîå � âåðòèêàëüíîå èëè ¾íàïðàâëåíèå ñíèçó ââåðõ¿ �
ýòî òðàíñâåðñàëüíîå íàïðàâëåíèå ê íåìó. Ïðè ýòîì ïîòðåáóåì, ÷òîáû óêàçàííàÿ ïàðà íà-
ïðàâëåíèé çàäàâàëà îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ çàôèêñèðóåì. Òîãäà
â ïîíÿòíîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî äàííàÿ ëåíòà ïðèêëååíà äàííûì êîíöîì ê
áàçèñó ñâåðõó èëè ñíèçó. Ñîîòâåòñòâåííî áóäåì ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ëåíòà ïðèêëååíà ê áà-
çèñó ëèáî îäíîñòîðîííå (ò.å. îáîèìè êîíöàìè ñâåðõó èëè îáîèìè ñíèçó), ëèáî äâóñòîðîííå
(îäíèì êîíöîì ñâåðõó, à äðóãèì ñíèçó). Ðàçóìååòñÿ ýòè õàðàêòåðèçàöèè ëåíò çàâèñÿò îò
ïðîèçâîëà â âûáîðå ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ áàçèñíûõ îòðåçêîâ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè íà ïðîòèâîïîëîæíîå îäíîãî èç íàïðàâëåíèé äëÿ êàêîãî-ëèáî
áàçèñíîãî îòðåçêà, äðóãîå àâòîìàòè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Ë å ì ì à 1.2. Èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ GPA-ãîìåîìîðôèçìà îðèåíòèðóåìû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ áàçèñíûõ îòðåçêîâ åãî ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî âû-
áðàòü ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå íàïðàâëåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå ëåíòû áó-
äóò ïðèêëååíû ê áàçèñó äâóñòîðîííå.

Ïî ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè Π äàííîãî GPA-ãîìåîìîðôèçìà ïîñòðîèì ïîâåðõíîñòü Π̃ è
äâóëèñòíîå (íåðàçâåòâë¼ííîå) íàêðûòèå p : Π̃ → Π , ïðè÷¼ì ïîâåðõíîñòü Π̃ ïî ïîñòðîåíèþ
áóäåò óñòðîåíà êàê ëåíòî÷íàÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà ïîëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì 2n ëåíò
ê 2m äèçúþíêòíûõ áàçèñíûõ îòðåçêîâ, ãäå n è m � ÷èñëî ëåíò è áàçèñíûõ îòðåçêîâ Π
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì,
÷òî èõ ëåâûå êîíöû ñóòü ñîäåðæàùèåñÿ â íèõ ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè. Çàíóìåðóåì îòðåçêè
∆1, . . . ,∆2n , âäîëü êîòîðûõ ê áàçèñó ïðèêëååíû ëåíòû, â ñîîòâåòñòâèè ñ âîçðàñòàíèåì
íîìåðîâ áàçèñíûõ îòðåçêîâ è íàïðàâëåíèåì êàæäîãî èç íèõ ñëåâà íàïðàâî, ïðåäïîëàãàÿ
ïðè ýòîì, ÷òî ñíà÷àëà â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþò êîíöû ëåíò, âäîëü êîòîðûõ
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îíè ïðèêëååíû ê áàçèñó ñâåðõó, à çàòåì òå, âäîëü êîòîðûõ ëåíòû ïðèêëååíû ñíèçó. Êîíåö
ëåíòû, èìåþùèé ìåíüøèé íîìåð, áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì, à äðóãîé å¼ êîíåö � âòîðûì.

Ðàññìîòðèì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ýêçåìïëÿðîâ èñõîäíîé ëåíòî÷íîé ïîâåðõ-
íîñòè. Îáîçíà÷èì èõ Πa è Πb ñîîòâåòñòâåííî. Áàçèñíûå îòðåçêè è ëåíòû ïåðâîãî ýêçåì-
ïëÿðà îáîçíà÷èì Iak è Πa

j , à áàçèñíûå îòðåçêè è ëåíòû âòîðîãî � Ibk è Πb
j . Îáîçíà÷èì

Ĩ = Ia∪Ib , ãäå Ia = ∪kIak è Ib = ∪kIab (âñå îáúåäèíåíèÿ äèçúþíêòíû). Çàòåì, îñòàâëÿÿ áåç
èçìåíåíèÿ ëåíòû, ïðèêëååííûå ê êàæäîìó ýêçåìïëÿðó áàçèñà äâóñòîðîííå, ¾ïåðåêëåèì¿
ëåíòû, ïðèêëååííûå îäíîñòîðîííå, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ëåíòà Πj ïðèêëååíà ê áàçèñó ïîâåðõíîñòè Π îäíîñòîðîííå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∆′ è ∆′′ ïåðâûé è âòîðîé å¼ êîíöû ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ¾êîïèè¿ Πa

j , Πb
j ëåíòû

Πj , à òàêæå êîïèè ∆′
a , ∆

′′
a , ∆

′
b è ∆′′

b îòðåçêîâ ∆′ è ∆′′ . Îòðåæåì ëåíòû Πa
j , Π

b
j îò Ĩ :

ïåðâóþ âäîëü îòðåçêà ∆′′
a , à âòîðóþ âäîëü ∆′′

b . Ïîñëå ýòîãî ïðèêëåèì ëåíòó Πa
j âäîëü

¾îñâîáîäèâøåãîñÿ êîíöà¿ ê îòðåçêó ∆′′
b , à ëåíòó Πb

j � ê ∆′′
a .

Ïîëó÷åííóþ ïîâåðõíîñòü îáîçíà÷èì Π̃ è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå p : Π̃ → Π êàê ïåðå-
âîäÿùåå êàæäóþ èç äâóõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ¾êîïèÿìè¿ òî÷êè x ∈ Π , â ñàìó ýòó òî÷êó.
Î÷åâèäíî, ÷òî p åñòü äâóëèñòíîå íàêðûòèå, à ïîâåðõíîñòü Π̃ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê àáñòðàêòíàÿ ëåíòî÷íàÿ ïîâåðõíîñòü â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Òî, ÷òî ìû íàçûâàåì
å¼ àáñòðàêòíîé, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî a'priory îíà ìîæåò íå áûòü ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòüþ
êàêîãî-ëèáî GPA-ãîìåîìîðôèçìà. Íàïðèìåð, ýòî òàê, åñëè åñëè îíà îêàæåòñÿ íåñâÿçíîé
(òàê îíî è áóäåò, åñëè âñå ëåíòû ïîâåðõíîñòè Π ïðèêëååíû ê å¼ áàçèñó äâóñòîðîííå), ÷òî
íåâîçìîæíî â ñëó÷àå ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè GPA-ãîìåîìîðôèçìà, ïîñêîëüêó ñëîè åãî
èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé ïëîòíû â M .

Ë å ì ì à 1.3. Åñëè èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ GPA-ãîìåîìîðôèçìà f íåîðèåíòèðóå-
ìû, òî àáñòðàêòíàÿ ëåíòî÷íàÿ ïîâåðõíîñòü Π̃ , ïîñòðîåííàÿ ïî åãî ëåíòî÷íîé ïîâåðõ-
íîñòè Π ñâÿçíà.

Ë å ì ì à 1.4. Ïîäú¼ì ïðè íàêðûòèè p : Π̃ → Π êàæäîé êîìïîíåíòû êðàÿ ëåí-
òî÷íîé ïîâåðõíîñòè Π , ÿâëÿþùåéñÿ d -óãîëüíèêîì, åñòü 2d -óãîëüíàÿ êîìïîíåíòà êðàÿ
ïîâåðõíîñòè Π̃ , åñëè d íå÷¼òíî, è äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå äâóõ d -óãîëüíûõ êîìïî-
íåíò å¼ êðàÿ, åñëè d ÷¼òíî. Ýòèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì óãëîâ èñ÷åð-
ïûâàþòñÿ âñå êîìïîíåíòû êðàÿ Π̃ .

Ðàçðåçàíèå ïîâåðõíîñòè M , ïðèâîäÿùåå ê ïîâåðõíîñòè Π , ïðîèçâîäèòñÿ ïî äóãàì,
ñîñòàâëÿþùèì ìíîæåñòâî ∂uP , à f(∂uP) ⊃ ∂uP . Ïîýòîìó ïîñëå ðàçðåçàíèÿ èç GPA-
ãîìåîìîðôèçìà f ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Π → Π , êîòîðîå áóäåì îáîçíà-
÷àòü òåì æå ñèìâîëîì f .

Îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f̃ : Π̃ → Π̃ , íàêðûâàþùåå f : Π → Π . Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ιa, ιb : Π → Π̃ , îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

ιa(Π \ I) = Πa \ Ĩ; ιa(I) = Ia; ιb(Π \ I) = Πb \ Ĩ; ιb(I) = Ib;
p ◦ ιa = p ◦ ιb = id.

(1.1)

Èç êîíñòðóêöèè ïîâåðõíîñòè Π̃ âûòåêàåò, ÷òî óêàçàííûìè óñëîâèÿìè ýòè îòîáðàæå-
íèÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíû, ïðè÷¼ì èõ îãðàíè÷åíèÿ íà êàæäîå èç ìíîæåñòâ Π \ I è I
íåïðåðûâíû, à ñàìè îíè èìåþò ðàçðûâû íà I â òî÷êàõ òåõ îòðåçêîâ, âäîëü êîòîðûõ ïðî-
èçâîäèëèñü ïåðåêëåéêè ëåíò.

Îïðåäåëèì îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f̃ íà áàçèñå ïîâåðõíîñòè Π̃ , ïîëàãàÿ

f̃ |Ia = ιa ◦ f ◦ p|Ia; f̃ |Ib = ιb ◦ f ◦ p|Ib, (1.2)
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à çàòåì ïðîäîëæèì åãî íà ëåíòû ýòîé ïîâåðõíîñòè.
Äëÿ ýòîãî çàäàäèì äâà îòîáðàæåíèÿ

fa : Π
a \ ιa(f−1(I)) → Π̃, fb : Π

b \ ιb(f−1(I)) → Π̃,

ïîëàãàÿ
fa := ιa ◦ f ◦ p, fb := ιb ◦ f ◦ p. (1.3)

Ïåðâîå èç íèõ íåïðåðûâíî íà êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà Πa \ ιa(f−1(I)) , à
âòîðîå � íà êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå Πb \ ιb(f−1(I)) . Ñ ïîìîùüþ ýòèõ äâóõ îòîáðàæå-

íèé áóäåì ñòðîèòü ïðîäîëæåíèå f̃ íà ëåíòû.
Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîé ëåíòû Πj èñõîäíîé ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè Π ñâÿçíûå êîì-

ïîíåíòû ìíîæåñòâà Πj \ f−1(I) . Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü èõ ñåêòîðàìè ëåíòû Πj .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kj èõ ÷èñëî, à ñàìè ñåêòîðû � ÷åðåç Πj,1, . . . ,Πj,Kj

, çàíóìåðîâàâ èõ
âòîðûì èíäåêñîì â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì íà ëåíòå îò å¼ ïåðâîãî êîíöà êî âòîðîìó.
Çàìûêàíèå ñåêòîðà åñòü ïàðàëëåëîãðàìì. Åãî ñæèìàþùèåñÿ ñòîðîíû áóäåì íàçûâàòü êîí-
öàìè ñåêòîðà, ïðè÷¼ì ïåðâûì êîíöîì ñåêòîðà Πj,1 áóäåì ñ÷èòàòü òîò, êîòîðûé ñîâïàäàåò
ñ ïåðâûì êîíöîì ëåíòû Πj à äðóãîé � âòîðûì. Äëÿ ñåêòîðà Πj,k ( k > 1 ) áóäåì ñ÷èòàòü
ïåðâûì êîíöîì òîò, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñî âòîðûì êîíöîì Πj,k−1 , à äðóãîé � âòîðûì åãî
êîíöîì. Çàìåòèì, ÷òî ñàìè êîíöû ñåêòîðà â í¼ì íå ñîäåðæàòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàç ïîä
äåéñòâèåì f êàæäîãî ñåêòîðà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ëåíòå, à îáðàçû åãî êîíöîâ � â
êîíöàõ ýòîé ëåíòû è, ñëåäîâàòåëüíî â áàçèñå I .

Îïðåäåëèì ñåêòîðû äëÿ ëåíò ïîâåðõíîñòè Π̃ , ïîëàãàÿ Πa
j,k := ιa(Πj,k) , Π

b
j,k := ιb(Πj,k) ,

à òàêæå ïåðâûé è âòîðîé êîíöû êàæäîãî èç íèõ êàê îáðàçû ïåðâîãî è âòîðîãî êîíöîâ
ñåêòîðà Πj,k ïðè îòîáðàæåíèÿõ ιa, ιb .

Çàäàäèì îòîáðàæåíèå f̃ íà ïåðâûõ ñåêòîðàõ ëåíò ïîâåðõíîñòè Π̃ , ïîëàãàÿ

f̃ |Πa
j,1 := fa|Πj,1; f̃ |Πb

j,1 := fb|Πj,1. (1.4)

Äàëåå, äëÿ êàæäîé ëåíòû Π̃a
j ( Π̃b

j ) áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿòü f̃ íà ñåêòîðàõ
Πa
j2
, . . . ,Πa

jKj
(ñîîòâåòñòâåííî Πb

j2
, . . . ,Πb

j,Kj
) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü äëÿ 1 < k 6 Kj (ïðè ôèêñèðîâàííîì j ∈ 1, n ) Πik−1
åñòü ëåíòà ïîâåðõíîñòè

Π , ñîäåðæàùàÿ f(Πj,k−1) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ f̃ |Πa
j,k−1 è f̃ |Πb

j,k−1 óæå îïðåäåëåíû, ïðè÷¼ì

f̃ |Πa
j,k−1 = fa|Πa

j,k−1; f̃ |Πb
j,k−1 = fb|Πb

j,k−1.

Òîãäà ïîëàãàåì

f̃ |Πa
j,k :=

{
fa|Πa

j,k, åñëè Πik−1
ïðèêëååíà ê áàçèñó äâóñòîðîííå;

fb|Πa
j,k, åñëè Πik−1

ïðèêëååíà ê áàçèñó îäíîñòîðîííå;

f̃ |Πb
j,k :=

{
fb|Πb

j,k, åñëè Πik−1
ïðèêëååíà ê áàçèñó äâóñòîðîííå;

fa|Πb
j,k, åñëè Πik−1

ïðèêëååíà ê áàçèñó îäíîñòîðîííå;

(1.5)

Â ñëó÷àå, êîãäà ýòè îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëåíû êàê

f̃ |Πa
j,k−1 = fb|Piaj,k−1; f̃ |Πb

j,k−1 = fa|Πb
j,k−1,

îãðàíè÷åíèÿ f̃ |Πa
j,k è f̃ |Πb

j,k îïðåäåëÿåì ïî òåì æå ôîðìóëàì (1.5), ïîìåíÿâ â èõ ïðàâûõ
÷àñòÿõ ìåñòàìè fa è fb .
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Ôîðìóëû (1.4)�(1.5) îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå f̃ íà âñåé ïîâåðõíîñòè Π̃ êðîìå òî÷åê,

ïðèíàäëåæàùèõ êîíöàì ñåêòîðîâ å¼ ëåíò, ò.å. òî÷åê ìíîæåñòâà Ĩ∪ιa(f−1I)∪ιb(f−1I) . Íà Ĩ
îíî áûëî îïðåäåëåíî ðàâåíñòâàìè (1.2). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâ-

íîñòè îòîáðàæåíèÿ f̃ íà êîíöû ñåêòîðîâ ïðåâðàùàåò åãî â íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
Π̃ → Π̃ .

Ïî ïîñòðîåíèþ îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà âíóòðåííîñòè Π̃ , à íà êðàå óñòðîåíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Â ñèëó ëåììû 4 êàæäàÿ êîìïîíåíòà êðàÿ Π̃ åñòü ìíîãîóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè, ëåæàùèìè âíóòðè áàçèñíûõ îòðåçêîâ, è ñòîðîíàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ äóãàìè,
ñîñòàâëåííûìè èç êðà¼â ëåíò. Êàæäàÿ ñòîðîíà òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñîäåðæèò åäèí-
ñòâåííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ f̃ . Ðàññìîòðèì, êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó A
òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïóñòü δ1 è δ2 � äóãè, ñîäåðæàùèåñÿ â åãî ñìåæíûõ ñòîðîíàõ è
ñîåäèíÿþùèå äàííóþ âåðøèíó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè, ëåæàùèìè íà ýòèõ ñòîðîíàõ.
Äóãè δ1 è δ2 ñîäåðæàò äóãè δ′1 è δ′2 , èìåþùèå òî÷êó A îáùèì êîíöîì, è òàêèå, ÷òî

f̃(δ′1) = f̃(δ′2) åñòü äóãà, âñå òî÷êè êîòîðîé ëåæàò âíóòðè Π̃ êðîìå îáðàçîâ å¼ êîíöîâ,

îòëè÷íûõ îò f̃(A) . Ïîñëåäíèå ïåðåõîäÿò â îäíó òî÷êó íà êðàå Π̃ , à èìåííî � â îäíó èç

âåðøèí íåêîòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ÿâëÿþùåãîñÿ êîìïîíåíòîé êðàÿ Π̃ . Èíûìè ñëîâàìè,
êàæäîé òî÷êå x1 ∈ δ′1 ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x2 ∈ δ′2 òàêàÿ, ÷òî f̃(x1) = f̃(x2) .

Çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü M̃ ïîëó÷èì, îòîæäåñòâèâ òî÷êè x1, x2 êàæäîé òàêîé ïàðû,
à òàêæå òî÷êè f̃−k(x1) , f̃

−k(x2) ( k > 1 ). Êðîìå òîãî, îòîæäåñòâèì âñå ïåðèîäè÷åñêèå

òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå êðàÿ Π̃ .
Ïðè òàêèõ îòîæäåñòâëåíèÿõ èç îòîáðàæåíèÿ p : Π̃ → Π ïîëó÷èòñÿ ðàçâåòâë¼ííîå

íàêðûòèå p : M̃ → M , à èç îòîáðàæåíèÿ f̃ : Π̃ → Π̃ � ãîìåîìîðôèçì f̃ : M̃ → M̃ ,
íàêðûâàþùèé f . Ãîìåîìîðôèçì f̃ , êàê ýòî ëåãêî âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ, � ïñåâäîàíî-
ñîâñêèé ñ îñîáûìè òî÷êàìè èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé, ïîëó÷àþùèìèñÿ ïðè îòîæäåñòâëåíèè
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê íà êðàå Π̃ . Ñàìà ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ëåíòî÷íîé ïî-
âåðõíîñòüþ. Ïîýòîìó èç ëåììû 4 âûòåêàåò óòâåðæäåíèå (iii) òåîðåìû. Êðîìå òîãî, åñëè,

îñòàâèâ áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïåðâûõ m áàçèñíûõ îòðåçêîâ Π̃ , èçìåíèòü íàïðàâ-
ëåíèÿ îñòàëüíûõ íà ïðîòèâîïîëîæíûå, ïîëó÷èì, ÷òî âñå ëåíòû Π̃ áóäóò ïðèêëååíû ê
å¼ áàçèñó äâóñòîðîííå. Â ñèëó ëåììû 2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ äëÿ f̃
îðèåíòèðóåìû. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðîäàìè ïîâåðõíîñòåé M è M̃ ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç
ôîðìóëû Ýéëåðà�Ïóàíêàðå, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóììà èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê ñëîåíèÿ ñ
îñîáåííîñòÿìè ðàâíà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå ïîâåðõíîñòè. Óòâåðæäåíèå (ii) âûòåêàåò
íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ.
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Orientability of invariant foliations of pseudo-Anosovian

homeomorphisms and branched coverings

c⃝ A. Yu. Zhirov2

Abstract. This paper deals with pseudo-Anosov homeomorphism (possibly generalized) of closed
orientable surface; invariant foliations of this mapping are supposed to be non-orientable. A
construction is described that helps to build two-sheeted (in general, branched) covering of this
surface and pseudo-Anosov homeomorphism of the covering surface that covers the original and has
orientable invariant foliations. The covering and the homeomorphism are constructed by means of
original mapping. If the original homeomorphism does not have singularities of odd valency then
the constructed covering is not branched. Otherwise it has branch points of multiplicity 2 in
singularities of odd valency. It is established that in the �rst case the covering homeomorphism
has twice the number of singularities of the same valences as compared with the original. In the
second case the number of singularities of even valencies doubles and the features of doubled odd
valences are added to them.
Key Words: pseudo-Anosov homeomorphisms, foliations with singularities, branched coverings.
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñîïðÿæåíèåì äèôôåîìîðôèçìîâ
Ñìåéëà-Âèåòîðèñà è ñîïðÿæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíî-
ñòè. Èìåííî, ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñîïðÿæåííîñòè îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ
Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî îäíèì èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé
ñîïðÿæåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîñòü ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè. Â ðàáîòå òàêæå äîêàçàíà òåõíè÷åñêàÿ òåîðåìà,
â êîòîðîé ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà íà áà-
çîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïåðåâîäÿùåãî îðáèòû îäíîãî äèôôåîìîðôèçìà Ñìåéëà-Âèåòîðèñà â
îðáèòû äðóãîãî äèôôåîìîðôèçìà ñ íàëè÷èåì êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû îòîáðàæåíèé. Ñîâ-
ìåñòíî ñ ïåðâûì ðåçóëüòàòîì âñå ýòî äàåò ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Â äàëüíåéøåì ìàòåðèàëû äàííîé ñòàòüè ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
èíâàðèàíòîâ ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà íà áàçîâûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîïðÿæåííîñòü, êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü, ñîëåíîèä, íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì.

1. Ââåäåíèå

Óñòàíîâëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåî-
ðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè âûäåëÿåòñÿ êëàññ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ, âíóòðè êîòîðîãî ñïåðâà ðåøàåòñÿ çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
(íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ìíîãî-
îáðàçèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îðáèòû îäíîãî äèôôåîìîðôèçìà â îðáèòû äðóãîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà, ñ íàëè÷èåì êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû îòîáðàæåíèé) è çàäà÷à ðåàëèçàöèè. Ïðè
ýòîì îäèí èç ýòàïîâ ñîñòîèò â îïèñàíèè âîçìîæíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, îïðåäå-
ëÿþùèõ äèíàìèêó äèôôåîìîðôèçìîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Áëàãîäàðÿ ðàáîòàì
Àíîñîâà Ä.Â., Ïëûêèíà Ð.Â., Ñìåéëà Ñ. è äð. áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äàæå ó ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûõ (ãðóáûõ) äèôôåîìîðôèçìîâ ìîãóò áûòü ñëîæíî óñòðîåííûå ñ òîïîëîãè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà. Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ òàêèõ ìíîæåñòâ
ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèä.

Â ñîâðåìåííóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîëåíîèäû ââåë Ñìåéë [1]. Îí ïîñòðî-
èë ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ è äîêàçàë, ÷òî äàííûé äèôôåîìîðôèçì
èìååò ïðèòÿãèâàþùåå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå ñîëåíîèäó ñ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé. Ïåðâûì îáîáùåíèåì äàííîãî ïðèìåðà áûëà êîíñòðóêöèÿ Ð. Âèëüÿìñà,

1Èñàåíêîâà Íàòàëüÿ Âèêòîðîâíà, äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé, ÔÃÊÎÓ ÂÎ ¾Íèæåãîðîäñêàÿ àêàäåìèÿ Ìèíèñòåðñòâà âíóòðåííèõ äåë Ðîññèéñêîé Ôåäåðà-
öèè¿ (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, Àíêóäèíîâñêîå øîññå, ä. 3, ÁÎÊÑ � 268), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http:// orcid.org/0000-0003-4880-3526, nisaenkova@mail.ru

2Æóæîìà Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ
Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿ (603005, Ðîññèÿ, ã. Íèæ-
íèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:
http://orcid.org/0000-0001-8682-7591, zhuzhoma@mail.ru
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êîòîðûé ðàññìàòðèâàë îáîáùåííûå ñîëåíîèäû [2] - [4] è ïîëó÷èë èõ âíóòðåííþþ êëàñ-
ñèôèêàöèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Âèëüÿìñ ïîëó÷èë íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñî-
ïðÿæåííîñòè îãðàíè÷åíèé äâóõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà èõ îäíîìåðíûå ðàñòÿãèâàþùèåñÿ
àòòðàêòîðû, ãîìåîìîðôíûå ñîëåíîèäó. Îòìåòèì ðàáîòû ó÷åíèêîâ Ð. Âèëüÿìñà, îòíîñÿ-
ùèåñÿ ê äàííîìó íàïðàâëåíèþ [5], [6], [7].

Âàæíûé êëàññ îáîáùåííûõ ñîëåíîèäîâ ñîñòàâëÿþò îäíîìåðíûå ðàñòÿãèâàþùèåñÿ àò-
òðàêòîðû íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Âíåøíÿÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ ïðîèç-
âåäåíà Ïëûêèíûì Ð.Â., Ãðèíåñîì Â.Ç. è èõ ó÷åíèêàìè [8]-[11]. Ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû â
ýòîì íàïðàâëåíèè äëÿ ïîòîêîâ íà ïëîñêîñòè è ñôåðå ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ À.À.Àíäðîíîâà,
Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà, Å.À.Ëåîíòîâè÷, À.Ã.Ìàéåðà. Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì íà äâóìåðíîì òîðå ðàçðàáîòàíà À.Ïóàíêàðå è À.Äàíæóà. Íà äâóìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ áîëüøåãî ðîäà äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü
Ñ.Õ.Àðàíñîíîì, Â.Ç.Ãðèíåñîì, Ì.Ì.Ïåéêñîòî è äð. [12], [13].

Â ñòàòüå [14] ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ èíâàðèàíòíûìè ñîëåíîè-
äàëüíûìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ êëàññè÷åñêèé ïðèìåð Ñìåéëà ñ ñîëåíî-
èäàëüíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì, à òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ îïèñàíèå âñåõ âîçìîæ-
íûõ èíâàðèàíòíûõ (áàçèñíûõ) ìíîæåñòâ. Èç ðàáîò [15], [16] ñëåäóåò, ÷òî èç âíóòðåííåé
êëàññèôèêàöèè ñîëåíîèäàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ íå ñëåäóåò âíåøíÿÿ êëàññèôèêàöèÿ.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòó çàäà÷ó â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî ñìûñë ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîíÿò-
íûì, òî åñòü èç âíåøíåé êëàññèôèêàöèè âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ ñëåäóåò. Âèëüÿìñîì
ïîëó÷åíà òîëüêî âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ íà èõ ðàñ-
òÿãèâàþùèåñÿ àòòðàêòîðû, âíåøíÿÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîëåíîèäàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ,
çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè íå ìåíåå òðåõ, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè èçó÷åíà
íå ïîëíîñòüþ.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñîïðÿ-
æåííîñòè îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà÷àëüíûé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè. Îäíèì èç íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèé ñîïðÿæåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ
ñîïðÿæåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè. Òàêæå çäåñü äî-
êàçûâàåòñÿ òåõíè÷åñêàÿ òåîðåìà, ãäå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ
èçó÷åíèÿ ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà.

2. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, è ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ðåçóëü-
òàòû. Ïóñòü Λ , Λ′ � èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ f , f ′ ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ :M →M òàêîé, ÷òî

φ(Λ) = Λ′ è f ′|Λ = φ ◦ f ◦ φ−1|Λ′ ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ f |Λ è f ′|Λ′ ñîïðÿæåíû, èëè äèôôåîìîðôèçìû f è f ′ ñî-
ïðÿæåíû íà èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâàõ Λ , Λ′ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè Λ = NW (f) ,
Λ′ = NW (f ′) , òî f è f ′ íàçûâàþòñÿ Ω -ñîïðÿæåííûìè. Åñëè Λ = Λ′ = M , òî f è
f ′ íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè.

Ñîãëàñíî [14], äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn , óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå À Ñìåéëà,
çàìêíóòîãî n -ìíîãîîáðàçèÿ Mn ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ñìåéëà-Âèåòîðèñà (ïðè-
íàäëåæèò êëàññó SV ), åñëè ñóùåñòâóåò âëîæåííîå â Mn áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå Bn =

S1 × Dn−1 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |Bn
def
= F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì F : Bn →

F (Bn) ⊂ Bn íà ñâîé îáðàç, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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• F èìååò âèä
F (t, z) = (g(t), w(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, (2.1)

ãäå g : S1 → S1 � íåîñîáûé C1 ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ≥ 2 ;

• ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ S1 ïðåîáðàçîâàíèå w|{t}×Dn−1 : {t} × Dn−1 → Bn ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî ñæèìàþùèì C1 âëîæåíèåì

{t} ×Dn−1 → int
(
{g(t)} ×Dn−1

)
, (2.2)

ò.å. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < λ < 1 , C > 0 òàêèå, ÷òî

diam (F k({t} ×Dn−1)) ≤ Cλkdiam ({t} ×Dn−1), ∀k ∈ N. (2.3)

Ñîëåíîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëíîòîðèé B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bi ⊃ . . . , òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ≥ 1
îñü ïîëíîòîðèÿ Bi+1 îáõîäèò ni ≥ 2 ðàç îñü ïîëíîòîðèÿ Bi , íå îáðàçóÿ êðþêîâ. Ñîëå-
íîèä ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êàíòîðîâñêîãî òèïà (ñîâåðøåííûì, íèãäå íå ïëîòíûì), ñ òî-
ïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ðàâíîé åäèíèöå, ñâÿçíûì è âïîëíå ðàçðûâíûì êîíòèíóóìîì,
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûì ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêà íà êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1 . Ñþðüåêòèâíîå C1 îòîáðàæåíèå g : S1 → S1 íàçûâàåòñÿ
ýíäîìîðôèçìîì [17]. Ýíäîìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ Dg ̸= 0
[18]. Ïîñêîëüêó d ≥ 2 , òî Ed ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì ( g : S1 → S1 -
ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîðôèçì, åñëè Dg > 1 ). Øóá [17] êëàññèôèöèðîâàë ðàñòÿãèâàþùè-
åñÿ ýíäîìîðôèçìû, ïîêàçàâ, ÷òî ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì ñîïðÿæåííîñòè â
êëàññå ðàñòÿãèâàþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ.

Íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû îêðóæíîñòè îáðàçóþò âàæíûé êëàññ d -íàêðûòèé îêðóæíî-
ñòè. d -íàêðûòèåì îêðóæíîñòè S1 íàçûâàåòñÿ ñþðüåêòèâíûé ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì
S1 → S1 ñòåïåíè |d| ≥ 2 , ïðè ýòîì ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè ñîñòîèò èç |d| ∈ N òî÷åê.
Â ñòàòüå [19] ñäåëàíà êëàññèôèêàöèÿ d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè S1 ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿ-
æåííîñòè ñ ïîìîùüþ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ. Â [19] ïîêàçàíî, ÷òî
ïîëíûì êëàññèôèêàöèîííûì èíâàðèàíòîì ñ òî÷íîñòüþ äî d -ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
íàäåëåííîå ñõåìîé èíâàðèàíòíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (îòìå÷åííîå ìíîæåñòâî) ëèíåéíîãî
ðàñòÿãèâàþùåãî ýíäîìîðôèçìà ñòåïåíè d .

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ïåðâûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà, ñîïðÿãàþùåãî äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà F1 è F2 íà
áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Bn1 è Bn2 . Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîïðÿæåííîñòü äèôôåîìîðôèçìîâ
Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íåîáõîäèìî âëå÷åò ñîïðÿæåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà F1 è F2 ñîïðÿæåíû
íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Bn1 è Bn2 , òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

ψ∗ : Bn1 \ intF1(Bn1 ) → Bn2 \ intF2(Bn2 )

òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ψ∗ èìååò âèä:

ψ∗(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, (3.1)
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• ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 , ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî

g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1. (3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñîïðÿæåííîñòè F1 è F2 íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ : Bn1 → Bn2 òàêîé, ÷òî

F n
2 ◦ φ = φ ◦ F n

1 . (3.3)

Âîçüìåì íåêîòîðîå t ∈ S1 è ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå â òî÷êå (t, z) ∈
{t} ×Dn−1

W s
1 (t, z) = {(t, z′) ∈ {t} ×Dn−1 : lim

j→∞
ρ(F j

1 (t, z), F
j
1 (t, z

′)) → 0}.

Òàê êàê φ - ãîìåîìîðôèçì, òî ρ(φ ◦ F n
1 (t, z), φ ◦ F n

1 (t, z
′)) → 0 ïðè n→ ∞ . Ñîãëàñíî

3.3, ïîëó÷àåì ρ(F n
2 ◦ φ(t, z), F n

2 ◦ φ(t, z′)) → 0 . Òîãäà φ(t, z′) ∈ W s
2 (φ(t, z)) , ãäå

W s
2 (φ(t, z)) = {φ(t, z′) : lim

j→∞
ρ(F j

2 (φ(t, z)) , F
j
2 (φ(t, z

′))) → 0}.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè φ(t, z) , φ(t, z′) ïðèíàäëåæàò îäíîìó äèñêó è îòîáðàæåíèå φ
èìååò âèä φ(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1 .

Èñïîëüçóÿ âèä äèôôåîìîðôèçìà F1 è îòîáðàæåíèÿ φ , èç F2 ◦ φ = φ ◦ F1 ïîëó÷èì
ðàâåíñòâà F2 (ψ(t), w∗(t, z)) = φ (g1(t), w1(t, z)) = (g2 ◦ ψ(t), w∗(t, z)) = (ψ ◦ g1(t), w1(t, z)) .
Çíà÷èò, g2 ◦ ψ(t) = ψ ◦ g1(t) è ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 . �

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåîðåìó, â êîòîðîé ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïåðåâîäÿùåãî îðáèòû îäíîãî äèô-
ôåîìîðôèçìà â îðáèòû äðóãîãî äèôôåîìîðôèçìà ñ íàëè÷èåì êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû
îòîáðàæåíèé (ñîâìåñòíî ñ òåîðåìîé 3.1. ýòî äàåò ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è òîïîëîãè÷å-
ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè). Ýòîò ðåçóëüòàò ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíâà-
ðèàíòîâ ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà SV íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ò å î ð å ì à 3.2. Äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà F1 è F2 ñîïðÿæåíû íà
áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Bn1 è Bn2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

ψ∗ : Bn1 \ intF1(Bn1 ) → Bn2 \ intF2(Bn2 )

òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ψ∗ èìååò âèä:

ψ∗(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, (3.4)

• ψ∗ ñîïðÿãàåò F1 è F2 íà ãðàíèöàõ áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèé ∂Bn1 è ∂Bn2 ,

• ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 , ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî

g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1. (3.5)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïîñòðîèì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì
äëÿ F1 è F2 íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà ∩k≥0F

k
i (Bni )=Sol (Fi) , ãäå i = 1, 2

ÿâëÿþòñÿ ñîëåíîèäàìè. Ñîëåíîèä îáëàäàåò ñëîæíîé äèíàìèêîé, ïîýòîìó èñêîìûé ãîìåî-
ìîðôèçì ñòðîèòñÿ îòäåëüíî íà ñîëåíîèäàëüíûõ ìíîæåñòâàõ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ è
íà äîïîëíåíèè ê ñîëåíîèäàì.

Ñïåðâà ïîñòðîèì ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ áåç ñîëåíî-
èäà. Ðàññìîòðèì äâà äèôôåîìîðôèçìà F1 : Bn1 → Bn1 è F2 : Bn2 → Bn2 , ïðèíàäëåæà-
ùèõ êëàññó SV è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 2.1 - 2.3. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì
F1(t, z) = (g1(t), w1(t, z)) , è F2(t, z) = (g2(t), w2(t, z)) , t ∈ S1, z ∈ Dn−1 .

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíûé ãîìåîìîðôèçì ψ∗ : Bn1 \ intF1(Bn1 ) → Bn2 \ intF2(Bn2 ) òàêîé, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ψ∗ èìååò âèä:
ψ∗(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, (3.6)

• ψ∗ ñîïðÿãàåò F1 è F2 íà ãðàíèöàõ áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèé ∂Bn1 è ∂Bn2 ,

ψ∗ ◦ F1|∂Bn
1
= F2 ◦ ψ∗|∂Bn

1
(3.7)

• ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 , ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî

g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1. (3.8)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà ∩k≥0F
k
i (Bni )=Sol (Fi) , ãäå i = 1, 2 . Ââåäåì îòîáðàæåíèå ψ∗,e :

Bn1 \ Sol (F1) → Bn2 \ Sol (F2) , ãäå ∀x ∈ Bn1 \ Sol (F1) îïðåäåëÿåòñÿ â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

ψ∗,e(x) = F n
2 ◦ ψ∗ ◦ F−n

1 (x). (3.9)

Ë å ì ì à 3.1. ∪
j≥0

F j [Bn \ F (Bn)] = Bn \ Sol (F ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåììà òðèâèàëüíà äëÿ j = 0 , ãäå Bn \F (Bn) = Bn \Sol (F ) .
Äëÿ j = 1 èìååì

∪
j≥0 F [Bn \ F (Bn)] = [Bn \ F (Bn)]

∪
[F (Bn) \ F 2(Bn)] .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ýòèõ ìíîæåñòâ è îïðåäåëåíèå ñîëåíîèäà, ïîëó÷àåì
[Bn \ F (Bn)]

∪
[F (Bn) \ F 2(Bn)] = Bn \ [F (Bn) ∩ F 2(Bn)] = Bn \ Sol (F ).

Ïóñòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∪
j≥0 F

j [Bn \ F (Bn)] = Bn\
Sol (F ). Òîãäà, èñõîäÿ èç ýòîãî, ïåðâîãî øàãà èíäóêöèè è ñâîéñòâà ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåì∪
j≥0 F

j+1 [Bn \ F (Bn)] = F [Bn \ F (Bn)] ∪
[∪

j≥1 F
j+1 [Bn \ F (Bn)]

]
= [F (Bn \ Sol (F ))] ∪

[Bn \ Sol (F )] = [F (Bn) \ Sol (F )] ∪ [Bn \ Sol (F )] = [F (Bn) ∪ Bn] \ Sol (F ) = Bn \ Sol (F ).
Ëåììà äîêàçàíà. �

Ë å ì ì à 3.2. Îòîáðàæåíèå ψ∗,e ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî

ψ∗,e ◦ F1(x) = F2 ◦ ψ∗,e(x).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòîáðàæåíèå ψ∗,e ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, êàê êîìïîçèöèÿ
äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà F1 è F2 è ãîìåîìîðôèçìà ψ∗ .

Äîêàæåì ðàâåíñòâî ψ∗,e ◦ F n
1 (x) = F n

2 ◦ ψ∗,e(x) . Âîçüìåì òî÷êó x ∈ intF1(Bn1 ) , ñóùå-
ñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n , ÷òî F−n

1 (x) ∈ Bn1 \ intF1(Bn1 ) . Ñîãëàñíî ëåììå 3.1.
F−n
1 (x) ∈ Bn1 \Sol (F1) . Ãîìåîìîðôèçì ψ∗ : Bn1 \ intF1(Bn1 ) → Bn2 \ intF2(Bn2 ) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì 3.6 è 3.8, òîãäà ψ
(
F−n
1 (x)

)
∈ Bn2 \Sol (F2) . Ó÷èòûâàÿ ñïîñîá çàäàíèÿ îòîáðàæå-

íèÿ ψ∗,e = F n
2 ◦ ψ∗ ◦ F−n

1 , ïîëó÷àåì

ψ∗,e ◦ F n
1

(
F−n
1 (x)

)
= ψ∗,e(x) = F n

2 ◦ ψ∗,e
(
F−n
1 (x)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ψ∗,e ◦ F1(x) = F2 ◦ ψ∗,e(x) è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ
äèàãðàììà

Bn1 \ Sol (F1)
ψ∗,e−→ Bn2 \ Sol (F2)

↓ F1 ↓ F2

Bn1 \ Sol (F1)
ψ∗,e−→ Bn2 \ Sol (F2)

.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ñòàòüè [14], ðàññìîòðèì ñèìâîëè÷åñêèå ìîäåëè îãðàíè÷åíèé

äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà SV F1 è F2 íà Sol (F1) è Sol (F2) ñîîòâåòñòâåííî. Âîçü-
ìåì òî÷êó p ∈ Sol (F1) . Ñîãëàñíî ëåììå 3 ñòàòüè [14], ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàìêíóòûõ äâóìåðíûõ äèñêîâ Di = F i

1({ti} ×Dn−1) òàêèõ, ÷òî p ∈ · · · ⊂ Di ⊂ · · · ⊂ D0 è
p = ∩i≥0Di , ñì. ðèñ. 3.1.

)( 1FSolpÎ

0D

1D

2D

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ñå÷åíèå ñîëåíîèäàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ∗,es : Sol (F1) → Sol (F2) , ãäå ψ∗,es(p) = p
′
, p

′ ∈ Sol (F2) .
Ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè è ðåçóëüòàòàìè ñòàòüè [14], ðàññìîòðèì

∏
g1

êàê ïîäìíîæå-

ñòâî ìíîæåñòâà
∏

i∈Z+
0
S1
i , ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ti}∞0 , ãäå ti = g1(ti+1) ïðè

âñåõ i ≥ 0 . Òîïîëîãèÿ íà
∏

g1
èíäóöèðóåòñÿ òîïîëîãèåé íà

∏
i∈Z+

0
S1
i . Íà

∏
g1

îïðåäåëåí

ãîìåîìîðôèçì ĝ1 :
∏

g1
→
∏

g1
, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ĝ1 ({t0, . . . , ti, . . .}) = {g1(t0), t0, . . . , ti . . .}.

Ïðîñòðàíñòâî
∏

g1
ñ îòîáðàæåíèåì ĝ1 , ñëåäóÿ [4], íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåäåëîì

ïðåîáðàçîâàíèÿ g1 .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ îáðàòíûé ïðåäåë äëÿ ýíäîìîðôèçìà g2 .
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ñîëåíîèäîâ Sol (F1) è Sol (F2) ââåäåíû îòîáðàæåíèÿ

θj : Sol (Fj) →
∏

gj
j = 1, 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì θj(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ :
∏

g1
→
∏

g2
, ïîëîæèâ
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ψ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = {t′0, t
′

1, . . . , t
′

i, . . .}, t
′

i = ψ(ti), ∀i ≥ 0. (3.10)

ãäå ψ : S1 → S1 ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1 .

Ë å ì ì à 3.3. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ψ :
∏

g1
→
∏

g2
âåðíû ðàâåíñòâà

t
′

i = g2(t
′

i+1), ∀i ≥ 0. (3.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es ïðàâèëà 3.10, ëåììû 3
ñòàòüè [14] è ñîïðÿæåííîñòè ýíäîìîðôèçìîâ g1 è g2 ãîìåîìîðôèçìîì ψ ïîëó÷àåì

g2(t
′

i+1) = g2 (ψ(ti+1)) = ψ (g1(ti+1)) = ψ(ti) = t
′

i �.

Ë å ì ì à 3.4. ψ � âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ψ . Äëÿ ýòîãî âîçü-
ìåì äâå ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞0 , {t

′
i}∞0 ∈

∏
g1
, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå i, j ,

÷òî ti ̸= tj . Îòñþäà è ñïîñîáà çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ψ , ãäå íà êàæäîé êîìïîíåíòå äåé-
ñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ψ ñëåäóåò, ÷òî ψ(ti) ̸= ψ(tj) , ò.å. îáðàçû ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ψ ({ti}∞0 ) ̸= ψ

(
{t′i}∞0

)
.

Ïóñòü {ti}∞0 = {t′0, t
′
1, . . . , t

′
i, . . .} ∈

∏
g2
. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{t′1, . . . , t
′
i, . . .} ∈

∏
g1
, ÷òî ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ ψ , ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà t

′
0 = g2(t

′
1)

è â ñèëó ëåììû 3.3. ïåðåõîäèò â èñõîäíóþ ψ
(
{t′1, . . . , t

′
i, . . .}

)
= {g2(t

′
1), t

′
1, . . . , t

′
i, . . .} =

{t′0, t
′
1, . . . , t

′
i, . . .} . Ýòî è äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî îòîáðàæåíèÿ. �

Ë å ì ì à 3.5. Îòîáðàæåíèå ψ íåïðåðûâíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {r0, . . . , ri, . . .} ∈
∏

g1
, è ïóñòü Uε � îêðåñòíîñòü òî÷êè

ψ ({r0, . . . , ri, . . .}) = {ψ(r0), ψ(r1), . . . , ψ(ri) . . .}. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òèõîíîâñêîé òîïî-
ëîãèè, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå k ∈ Z+ è ñêîëü
óãîäíî ìàëîå ε > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè t = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈ Uε âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà: |ψ(r0) − ψ(t0)| < ε, |ψ(ri) − ψ(ti)| < ε äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k − 1. Òàê
êàê ψ íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî |ri− ti| < δ âëå÷åò |ψ(ri)−ψ(ti))| < ε
äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k − 1. . ßñíî ÷òî, ìîæíî ñ÷èòàòü δ ≤ ε . Çàäàäèì îêðåñòíîñòü Uδ
òî÷êè {r0, . . . , ri, . . .} , ïîëîæèâ t = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈ Uδ , åñëè |ri − ti| < δ äëÿ ëþáîãî
i = 1, . . . , k − 1 . Òîãäà ψ (Uδ) ⊂ Uε . �

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ψ∗,es : Sol (F1) → Sol (F2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
êîìïîçèöèè ãîìåîìîðôèçìîì

ψ∗,es = θ−1
2 ◦ ψ ◦ θ1. (3.12)

Ë å ì ì à 3.6. Îòîáðàæåíèå ψ∗,es ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî

ψ∗,es ◦ F1(p) = F2 ◦ ψ∗,es(p).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñïåðâà èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es .
Âîçüìåì ðàçëè÷íûå p1, p2 ∈ Sol (F1) . Ñîãëàñíî ëåììå 3 ñòàòüè [14], êàæäîé òî÷êå

pi , i = 1, 2 , ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ S1 , è
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ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ äèñêîâ Di
j = F j

1 ({tij}×Dn−1) òàêèõ, ÷òî
pi = ∩j≥0D

i
j . Ïîñêîëüêó p1 ̸= p2 è äèàìåòðû äèñêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî

D1
1 = D2

1, . . . , D
1
k−1 = D2

k−1, D
1
k ̸= D2

k.

Ïîýòîìó t1k ̸= t2k è, çíà÷èò, θ1(p1) ̸= θ1(p2) .
Â ñèëó ëåììû 3.4. ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θ1(p1) = ({t10, t11, . . . , t1i , . . .})

è θ1(p2) = ({t20, t21, . . . , t2i , . . .}) , â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî t1k ̸= t2k , ïå-
ðåéäóò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψ(θ1(p1)) = ({ψ(t10), ψ(t11), . . . , ψ(t1i ), . . .}) , ψ(θ1(p2)) =
({ψ(t20), ψ(t21), . . . , ψ(t2i ), . . .}) , ãäå ψ(t1k) ̸= ψ(t2k) , ò.å. ψ(θ1(p1)) ̸= ψ(θ1(p2)) .

Ñ ó÷åòîì ñïîñîáà çàäàíèÿ 3.10 îòîáðàæåíèÿ ψ , âåðíû ðàâåíñòâà

({ψ(t10), ψ(t11), . . . , ψ(t1i ), . . .}) = ({t1′0 , t1
′

1 , . . . , t
1′

i , . . .}),

({ψ(t20), ψ(t21), . . . , ψ(t2i ), . . .}) = ({t2′0 , t2
′

1 , . . . , t
2′

i , . . .}).

Èç ëåììû 3.3. tj
′

i = g2(t
j′

i+1) , j = 1, 2 è óñëîâèÿ (2.3) âûòåêàåò ÷òî

{tj
′

0 } ×D2 ⊃ F2({tj
′

1 } ×Dn−1) ⊃ . . . ⊃ F i
2({t

j′

i } ×Dn−1) ⊃ . . . .

Áîëåå òîãî, òàê êàê diam (F i
2({t

j′

i }×Dn−1)) → 0 ïðè i→ ∞ è j = 1, 2 , òî ïåðåñå÷åíèÿ∩
i≥0 F

i
2({t

j′

i }×Dn−1) ñîñòîÿò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè p
′
1, p

′
2 ñîîòâåòñòâåííî. Èç îïðåäåëåíèÿ

ìíîæåñòâà Sol (F2) ñëåäóåò, ÷òî p
′
1, p

′
2 ∈ Sol (F2) . Ò.ê. ñóùåñòâóåò k äëÿ êîòîðîãî âåðíî

ðàâåíñòâî ψ(t1k) ̸= ψ(t2k) , òî p
′
1 ̸= p

′
2 è, ñëåäîâàòåëüíî, θ−1

2

(
ψ(θ1(p1))

)
̸= θ−1

2

(
ψ(θ1(p2))

)
.

Äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es . Âîçüìåì p
′ ∈ Sol (F2) . Ñîãëàñíî ëåììå 3

ñòàòüè [14] îïðåäåëåíà åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ({t′0, t
′
1, . . . , t

′
i, . . .}) òàêàÿ,

÷òî θ2(p
′
) = ({t′0, t

′
1, . . . , t

′
i, . . .}) . Â ñèëó ëåììû 3.4. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = (ψ)−1({t′0, t
′

1, . . . , t
′

i, . . .}),

ãäå t
′
i = ψ(ti) . Èç ïðîâåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî

θ−1
1 ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = p , p ∈ Sol (F1) . Òàêèì îáðàçîì ψ∗,es(p) = θ−1

2 ◦ ψ ◦ θ1(p) = p
′
.

Â ñèëó ëåììû 3.5. è ëåììû 5 èç [14], ψ∗,es � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, êàê êîìïîçèöèÿ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ψ∗,es � ãîìåîìîðôèçì.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî ψ∗,es ◦ F1(p) = F2 ◦ ψ∗,es(p) , êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Sol (F1)
ψ∗,es−→ Sol (F2)

↓ F1 ↓ F2

Sol (F1)
ψ∗,es−→ Sol (F2)

.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ñîãëàñíî ëåììå 5 ñòàòüè [14], îòîáðàæåíèå θ1
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî θ1◦f1 = ĝ1◦θ1 . Ó÷èòûâàÿ ñïîñîá çàäàíèÿ ψ∗,es 3.12
è ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ψ∗,es ◦ F1(p) = θ−1

2 ◦ ψ ◦ θ1 ◦ F1(p) = θ−1
2 ◦ ψ ◦ ĝ1 ◦ θ1(p) . Äåéñòâóÿ

îòîáðàæåíèÿìè θ1 è ĝ1 , ïîëó÷àåì θ−1
2 ◦ ψ ◦ ĝ1 ◦ θ1(p) = θ−1

2 ◦ ψ ◦ ĝ1({t0, t1, . . . , ti, . . .}) =
θ−1
2 ◦ ψ({g1(t0), t0, t1, . . . , ti, . . .}) = θ−1

2 ({ψ(g1(t0)), ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}) .
Â ñèëó òîãî, ÷òî ψ � ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì g1 è g2 , ïîëó÷àåì

θ−1
2 ({ψ(g1(t0)), ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}) = θ−1

2 ({g2(ψ(t0)), ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}) =
θ−1
2 ◦ ĝ2({ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}).
Àíàëîãè÷íî, ñîãëàñíî ëåììå 5 èç [14], ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå θ2 , ÿâëÿþùååñÿ ãîìåî-

ìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî θ2 ◦ F2 = ĝ2 ◦ θ2 . Ïðåîáðàçîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûì
óìíîæåíèåì íà θ−1

2 ñíà÷àëà ñëåâà, à çàòåì ñïðàâà, ïîëó÷àåì
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F2 ◦ θ−1
2 = θ−1

2 ◦ ĝ2. (3.13)

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå
îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es â âèäå 3.12, ïðàâèëà äåéñòâèé îòîáðàæåíèé θ1 è ψ , èìååì F2◦ψ∗,es(p) =
F2 ◦ θ−1

2 ◦ ψ ◦ θ1(p) = F2 ◦ θ−1
2 ◦ ψ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = F2 ◦ θ−1

2 ({ψ(t0), ψ(t1), . . . , ψ(ti), . . .}) .
Ñîãëàñíî 3.13, ψ∗,es ◦ F1(p) = F2 ◦ ψ∗,es(p) . Ëåììà äîêàçàíà.
� Â ñèëó îáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ âûøå, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ψ∗∗(p) =

{
F n
2 ◦ ψ∗ ◦ F−n

1 (p), p ∈ Bn1 \ Sol (F1)

θ−1
2 ◦ ψ ◦ θ1(p), p ∈ Sol (F1)

.

Ë å ì ì à 3.7. ψ∗∗ � ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì äëÿ F1 è F2 íà áàçîâûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ òàêîé, ÷òî

ψ∗∗ ◦ F1|Bn
1
= F2 ◦ ψ∗∗|Bn

1
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ψ∗∗ - âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå â ñèëó ëåìì 3.2. è
3.7.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ψ∗,e = F n
2 ◦ ψ∗ ◦ F−n

1 , äåéñòâóþùåãî íà äîïîëíåíèè ê ñîëåíîèäàì
íà áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ψ∗,e : Bn1 \ Sol (F1) → Bn2 \ Sol (F2) , íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç
êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì t -ñå÷åíèå, ãäå t ∈ S1 - ìíîæåñòâî âèäà {t} × Dn−1 def
= Dn−1

t . Êàæäîå
ñå÷åíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Dn−1 ïîñðåäñòâîì ïðîåêöèè p2 : S1 ×
Dn−1 → Dn−1 .

Ãîìåîìîðôèçì ψ∗ èìååò âèä ψ∗(t, z) = (ψ(t), w∗(t, z)), t ∈ S1, z ∈ Dn−1, ãäå ψ :
S1 → S1 ñîïðÿãàåò ýíäîìîðôèçìû g1 è g2 , ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî g2 ◦ ψ = ψ ◦ g1 ,
òîãäà gn2 ◦ψ = ψ◦gn1 . Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì ψ∗ ñîõðàíÿåò äèñêîâóþ
ñòðóêòóðó, ò.å. ïåðåâîäèò t -ñå÷åíèå â ψ(t) -ñå÷åíèå è âåðíî ðàâåíñòâî

ψ∗
(
Dn−1
ti

\ Sol (F1)
)
= Dn−1

ψ(ti)
\ Sol (F2). (3.14)

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ψ∗,es : Sol (F1) → Sol (F2) , äåéñòâóþùåãî ïî
ïðàâèëó ψ∗,es = θ−1

2 ◦ ψ ◦ θ1 .
Âîçüìåì òî÷êó p ∈ Sol (F1) . Ñîãëàñíî ëåììå 3 ñòàòüè [14] ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) ∈
∏

g1
òàêàÿ, ÷òî θ1(p) = ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) . Òîãäà

ψ∗,es(p) = θ−1
2 ({t′0, t1,

′
. . . , t

′
i, . . .}) , ãäå t

′
i = ψ(ti) .

Ïóñòü U ′ îêðåñòíîñòü òî÷êè θ2 (ψ∗,es(p)) = {t′i}∞0 , ãäå p ∈ Sol (F1) . Çàôèêñèðóåì
ε > 0 , r ∈ N . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå

∏
g2
, ìîæíî ñ÷èòàòü U ′ =

{{x′
i}∞0 ∈

∏
g : |x

′
i − t

′
i| < ε , äëÿ i = 0 , . . . , r} .

Òàê êàê äëÿ òî÷êè θ2 (ψ∗,es(p)) = {t′0, t1,
′
. . . , t

′
i, . . .} â åå îêðåñòíîñòè U ′ , çàäàííîé

÷èñëàìè r ∈ N è ε > 0 , âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî t′r−j = gj2(t
′
r) äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ r , à

îòîáðàæåíèå g2 íåïðåðûâíîå, òî ñóùåñòâóåò òàêîå 0 < δ ≤ ε , ÷òî |x′r − t′r| < δ âëå÷åò
|x′i − t′i| < ε äëÿ âñåõ i = 0 , . . . , r − 1 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Dt,δ
def
= [t− δ, t + δ]×Dn−1

t , ãäå Dn−1
t - t -ñå÷åíèå, t ∈ S1 . Ïóñòü

U îêðåñòíîñòü òî÷êè p ∈ Sol (F1) . Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U(p) ∩ Sol (F1) , â ñèëó
ëåììû 3 ñòàòüè [14], θ1(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} ∈

∏
g1

è

q =
∩
i≥0

F i
1(D

n−1
xi

) = Dn−1
x0

∩ F1(D
n−1
x1

) ∩ F 2
1 (D

n−1
x2

) ∩ . . . . (3.15)
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Òîãäà äëÿ òî÷êè ψ∗,es(q) = θ−1
2 ({x′

0, x1,
′
. . . , x

′
i, . . .}) , ãäå x

′
i = ψ(xi) , â ñèëó ðàâåíñòâà

3.14 âûïîëíÿåòñÿ

ψ∗,es(q) =
∩
i≥0

F i
2(D

n−1
ψ(xi)

) = Dn−1
ψ(x0)

∩ F2(D
n−1
ψ(x1)

) ∩ F 2
2 (D

n−1
ψ(x2)

) ∩ . . . .

Äèôôåîìîðôèçì F1 èìååò âèä F1(t, z) = (g1(t), w1(t, z)) , ãäå g1 : S1 → S1 � íåîñî-
áûé C1 ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ≥ 2 . Ñóùåñòâóåò δr > 0 , δr ≤ . . . ≤ δ2 ≤ δ1 ≤ ε

òàêîå, ÷òî F r
1

(
Dn−1
t1r,δr

)
∩ F r

1

(
Dn−1
t2r,δr

)
∩ . . . ∩ F r

1

(
Dn−1
td1,δr

)
= Ø . Òîãäà òî÷êà q ∈ F r

1

(
Dn−1
tr,δr

)
⊂

. . . ⊂ F 2
1

(
Dn−1
t2,δ2

)
⊂ F1

(
Dn−1
t1,δ1

)
⊂ F1

(
Dn−1
t0,ε

)
. Òàê êàê q ∈ U(p) ∩ Sol (F1) , òî q ∈

Dn−1
x0

∩F1(D
n−1
x1

)∩F 2
1 (D

n−1
x2

)∩. . .∩F r
1 (D

n−1
xr )∩F r

1

(
Dn−1
tr,δr

)
. Çíà÷èò, F r

1 (D
n−1
xr )∩F r

1

(
Dn−1
tr,δr

)
̸= Ø ,

Dn−1
xr ∩Dn−1

tr,δr
̸= Ø è |xr − tr| < δr . Ïîñêîëüêó g1 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà |g1(xr)− g1(tr)| < ε , |g21(xr)− g21(tr)| < ε , . . . , |gr1(xr)− gr1(tr)| < ε ,
ò.å. |xr−1 − tr−1| < ε , |xr−2 − tr−2| < ε , . . . , |x0 − t0| < ε .

Èç 3.15 äëÿ òî÷êè ψ∗,es(q) = θ−1
2 ({x′

0, x1,
′
. . . , x

′
i, . . .}) , ãäå x

′
i = ψ(xi) , è â ñèëó ðàâåíñòâà

3.14 âûïîëíÿåòñÿ

ψ∗,es(q) =
∩
i≥0

F i
2(D

n−1
ψ(xi)

) = Dn−1
ψ(x0)

∩ F2(D
n−1
ψ(x1)

) ∩ F 2
2 (D

n−1
ψ(x2)

) ∩ . . . .

Òàê êàê îòîáðàæåíèå îòîáðàæåíèå ψ íåïðåðûâíî, ñì. ëåììó 3.5., òîãäà |x′r−1− t′r−1| <
ε , |x′r−2 − t′r−2| < ε , . . . , |x′0 − t′0| < ε . Èòàê, ψ∗,es(q) ∈ U ′(ψ∗,es(p)) äëÿ ëþáîé òî÷êè
q ∈ U(p) . Ñëåäîâàòåëüíî, ψ∗,es � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. ψ−1

∗,es � íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå, êàê ïðîîáðàç íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ íà êîìïàêòå. Òàêèì îáðàçîì, ψ∗,es �
ãîìåîìîðôèçì.

Íàëè÷èå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Bn1
F1−→ Bn1

↓ ψ∗∗ ↓ ψ∗∗

Bn2
F2−→ Bn2

ñëåäóåò èç ëåìì 3.2., 3.7. è óñëîâèÿ 3.7 äëÿ ãîìåîìîðôèçìà ψ∗ î ñîïðÿæåíèè F1 è F2 íà
ãðàíèöàõ áàçîâûõ ìíîãîîáðàçèé ∂Bn1 è ∂Bn2 . �
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Conjugacy of Smale-Vietoris di�eomorphisms using a

conjugacy of endomorphisms
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Abstract. In the paper one gets the connection between a conjugacy of Smale-Vietoris
di�eomorphisms and corresponding nonsingular circle endomorphisms conjugacy. To be precise,
one gets the necessary condition for a conjugacy of the restriction of Smale-Vietoris di�eomorphism
on basic manifolds. It is shown that a necessary condition for a conjugacy of the di�eomorphisms'
class under consideration is a conjugacy of corresponding circle endomorphisms. In the paper
the technical theorem is also proved that contains some su�cient conditions of the existence of
homeomorphism on basic manifolds that takes the orbits of Smale-Vietoris di�eomorphism to the
orbits of another di�eomorphism with a commutative diagram of mappings. Together with the �rst
result it gives the particular solution of the topological equivalence problem. Later on, the results
of this paper may be useful to �nd invariants of conjugacy for di�eomorphisms of the class under
consideration on basic manifolds.
Key Words: conjugacy, commutative diagram, topological equivalence, solenoid, nonsingular
endomorphism.
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Ñòàáèëèçàöèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ

ïîëèíîìèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

c⃝ Ì. Â. Êîçëîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îäíîðîäíîé ïðàâîé ÷àñòüþ â âèäå ïîëèíîìîâ
íå÷åòíîé ñòåïåíè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âîçìóùàþùåãî ïàðàìåòðà. Ïîëó÷åíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óêàçàííûõ ñèñòåì äî àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè óïðàâëåíèåì îáðàòíîé ñâÿçüþ â âèäå ïîëèíîìîâ òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è ïðàâàÿ
÷àñòü èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåðåíèþ ïîäëåæàò òîëüêî êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ è óïðàâëåíèå ìîæåò âõîäèòü òîëüêî â ìåäëåííóþ ïîäñèñòåìó. Äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ îïèñàíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé. Â êà÷åñòâå
ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äåêîìïîçèöèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû íà áûñò-
ðóþ è ìåäëåííóþ ïîäñèñòåìû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ, ìàëûé ïàðàìåòð, ñòàáèëèçàöèÿ, îäíîðîäíàÿ
ôîðìà.

1. Ââåäåíèå

Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè àýðîêîñìè÷åñêèõ, ìåõàíè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ
âèäîâ ñèñòåì (ñì. îáçîð [1]). Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ íàïðàâëåíèé â èññëåäîâàíèè
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó è, êàê
ñëåäñòâèå, çàäà÷à óïðàâëåíèÿ è ñòàáèëèçàöèè. Äàííîé òåìàòèêå ïîñâÿùåíî íåìàëî ðà-
áîò (ñì. [1]�[6]). Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî
âîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ îäíîðîäíîé ïðàâîé ÷àñòüþ â âèäå ïîëèíîìîâ íå÷åòíîé ñòåïåíè.

Ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
ẋ = A11x

[µ] + A12y
{µ},

εẏ = A21x
[µ] + A22y

{µ},
(1.1)

ãäå x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn , y = (y1, . . . , ym)

T ∈ Rm , ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, µ > 0
� íå÷åòíîå ÷èñëî; x[µ] ∈ RN � âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòàâëåííûé èç âñåâîçìîæíûõ ìîíîìîâ
âèäà xk11 x

k2
2 . . . xknn , k1 + · · · + kn = µ , ñëåäóþùèõ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå; y{µ} =

(yµ1 , . . . , y
µ
m)

T ; Aij � âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé. Â ðàáîòå
[5] íà îñíîâå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè, âïåðâûå ïðåäëîæåííîãî À. Í. Òèõîíîâûì [7], áûëè
ïîëó÷åíû óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) â âèäå
ñëåäóþùåé òåîðåìû.

1Êîçëîâ Ìèõàèë Âëàäèìèðîâè÷, ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà" (430005, Ðîññèÿ,
Ðåñïóáëèêà Ìîðäîâèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68.), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-7681-
8931, kozlov.mvl@yandex.ru
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Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè ìàòðèöà A22 ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé è íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = (A11 − A12A
−1
22 A21)x

[µ]

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî ïðè ε < ε0 íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì ( ε0 � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî).

Â ðàáîòå [6] áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà èçìåðåíèþ ïîäëåæàò òîëüêî êîìïîíåíòû
âåêòîðà áûñòðûõ ïåðåìåííûõ y . Âñëåäñòâèå ýòîãî, ñòàáèëèçàöèÿ ñèñòåìû (2.1) îñóùåñòâ-
ëÿëàñü äîáàâëåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óïðàâëåíèÿ, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò y , ÷òî ïðèâîäèëî
ê ñèñòåìå {

ẋ = A11x
[µ] + A12y

{µ} +K1y
{µ},

εẏ = A21x
[µ] + A22y

{µ} +K2y
{µ}.

(1.2)

Ìàòðèöû K1 , K2 ïîäáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñèñòåìà (1.2) óäîâëåòâîðÿëà
òåîðåìå 1.1. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòî èññëåäîâàíèå ïðîäîëæåíî íà ñëó÷àé, êîãäà èçìåðåíèþ
ïîäëåæèò òîëüêî âåêòîð ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ x , à óïðàâëåíèå ìîæåò âõîäèòü òîëüêî
â ïåðâóþ ïîäñèñòåìó (2.1).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.1) ñ äîáàâëåíèåì ê íåé óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ{
ẋ = A11x

[µ] + A12y
{µ} +BU,

εẏ = A21x
[µ] + A22y

{µ},
(2.1)

ãäå B � çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n×r) , U ∈ Rr � âåêòîð óïðàâëåíèÿ.
Óïðàâëåíèå U áóäåì ñòðîèòü ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè â ñëåäóþùåé ôîðìå

U = Kx[µ], (2.2)

ãäå K � ïîñòîÿííàÿ (r × N) �ìàòðèöà, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïî-
ñòðîåíèè òàêîé ìàòðèöû K , ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ïðè óïðàâëåíèè (2.2)
ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1., äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ìàòðèöà A22 ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé;
2) ìàòðèöà K òàêîâà, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = (A11 − A12A
−1
22 A21 +BK)x[µ] (2.3)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî ïðè ε < ε0 , ε0 � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïî-
ñòðîåíèþ ìàòðèöû K , ñòàáèëèçèðóþùåé íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3).
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3. Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû K

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå A = A11 − A12A
−1
22 A21 è ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.3) â âèäå

ẋ = (A+BK)x[µ]. (3.1)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ ñòàáèëèçèðóåìîñòè ñèñòåìû (3.1).
2.1. Ñëó÷àé, êîãäà ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíà ñèñòåìà

ẋ = BKx[µ]. (3.2)

Çàäàäèì ìàòðèöó K òàê, ÷òîáû ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåøàííûì ìîíîìàì â
âåêòîðå x[µ] , áûëè íóëåâûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K0 (r×n) �ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàò-
ðèöû K óäàëåíèåì ýòèõ íóëåâûõ ñòîëáöîâ. Òîãäà ñèñòåìó (3.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ẋ = BK0x
{µ}. (3.3)

Â ðàáîòå [8] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû âèäà (3.3) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

rang B = n. (3.4)

Åñëè óñëîâèå (3.4) âûïîëíåíî, òî ìàòðèöà S = BBT ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è ìàòðèöà K0 = −BT ñòàáèëèçèðóåò ñèñòåìó (3.3). Â èòîãå
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 3.1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3.4), òî ñèñòåìà (3.1) ñòàáèëèçèðóåòñÿ
ìàòðèöåé K , â êîòîðîé íà ìåñòå ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîíîìàì âèäà xµi , ñòî-
ÿò ñòîëáöû ìàòðèöû K0 = −hBT , à îñòàëüíûå ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè, h > 0 �
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñèñòåìà (3.1) ïðè âûáðàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèíèìàåò âèä

ẋ = Ax[µ] − hSx{µ}. (3.5)

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó v = 1
2
xTS−1x , ïîëíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â ñèëó ñèñòåìû (3.5) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó

dv

dt
|(3.5) = xTS−1Ax− hxTx{µ} ≤

√
N
∥∥S−1

∥∥ ∥A∥ ∥x∥µ+1 − h
√
n ∥x∥µ+1 ,

è, î÷åâèäíî, ïðè h > h0 = ∥S−1∥ ∥A∥
√
N/n ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíê-

öèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííàÿ ìàòðèöà K ñòàáèëèçèðóåò íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(3.1) ïðè h > h0 . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ëåììà 3.1..

2.2. Ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìó (3.2) íåâîçìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü. Â ýòîì ñëó÷àå rangB =
k < n . Êàê óêàçàíî â ðàáîòå [8], ñèñòåìó (3.1) ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôà-
çîâûõ êîîðäèíàò ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, êîãäà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ âõîäÿò òîëüêî
â k óðàâíåíèé ñèñòåìû. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà (3.1) óæå èìååò
òàêîé âèä, ÷òî óïðàâëåíèå âõîäèò òîëüêî â ïåðâûå k óðàâíåíèé, ò.å. ïîñëåäíèå (n − k)
ñòðîê ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè. Òîãäà ñèñòåìà (3.1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå{

ẋ(1) = (A(1) +B(1)K)x[µ],

ẋ(2) = A(2)x[µ],
(3.6)
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ãäå x(1) = (x1, . . . , xk)
T , x(2) = (xk+1, . . . , xn)

T , A(1) � (k × N) �ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç
ïåðâûõ k ñòðîê ìàòðèöû A , A(2) � ((n − k) × N) �ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç îñòàëüíûõ
ñòðîê ìàòðèöû A , B(1) � k × r �ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâûõ k ñòðîê ìàòðèöû B .
Âûäåëèì â ïåðâîé ïîäñèñòåìå ñèñòåìû (3.6) áëîê, ñîäåðæàùèé òîëüêî âåêòîð x(1){µ} , â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì{

ẋ(1) = (A(1) +B(1)K(1))x[µ] +B(1)K(2)x(1){µ},

ẋ(2) = A(2)x[µ],
(3.7)

ãäå K(1) � (r × N) �ìàòðèöà, â êîòîðîé ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèì ñòåïåíÿì x(1){µ} ,
ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè; K(2) � (r × k) �ìàòðèöà.

Ë å ì ì à 3.2. Ïðè K(2) = −B(1)T ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ ìàòðèöó K(1) , ÷òî
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.7) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåêòîðó x(1) ñ
êîíòðîëåì íà÷àëüíûõ äàííûõ ïî ýòîìó âåêòîðó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

A(1) +B(1)K(1) = 0. (3.8)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà B(1) èìååò k ñòðîê è rang B(1) = k , òî ñèñòåìà (3.8) èìååò ðåøå-
íèå K(1) = K(1)∗ . Êðîìå òîãî, ìàòðèöà S = B(1)B(1)T ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (3.7) K(2) = −B(1)T è K(1) = K(1)∗ , ïîëó÷àåì{

ẋ(1) = −Sx(1){µ},
ẋ(2) = A(2)x[µ],

(3.9)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà v = 1
2
x(1)TS−1x(1) , ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êî-

òîðîé â ñèëó ñèñòåìû (3.9) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé

dv

dt
|(3.9) = −(xµ+1

1 + · · ·+ xµ+1
n ).

Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.7) àñèìïòîòè÷åñêè x(1) �óñòîé÷èâî ñ x(1) �
êîíòðîëåì íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ëåììà 3.2. äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.7) ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íî ñòàáèëèçèðîâà-
íî (ïî âåêòîðó x(1) ). Äëÿ ñòàáèëèçàöèè ïî âñåìó ôàçîâîìó âåêòîðó íåîáõîäèìî, ÷òîáû
âòîðàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (3.7) íå ñîäåðæàëà èçîëèðîâàííûõ ïîäñèñòåì ñ íå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì íóëåâûì ðåøåíèåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçîëèðîâàííûõ ïîäñèñòåì íåò âîîáùå,
è ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà (3.7) èìååò âèä{

ẋ(1) = (A(1) +B(1)K(1))x[µ] +B(1)K(2)x(1){µ},

ẋ(2) = A
(2)
1 x(1){µ} + A

(2)
2 x(2){µ}.

(3.10)

Ïóñòü K(1) = K(1)∗ , K(2) = −hB(1)T , òîãäà ñèñòåìó (3.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå{
ẋ(1) = −hSx(1){µ},
ẋ(2) = A

(2)
1 x(1){µ} + A

(2)
2 x(2){µ}.

(3.11)
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Ë å ì ì à 3.3. Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ(2) = A
(2)
2 x(2){µ} (3.12)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì h > 0 íóëåâîå ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (3.11) òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî [9], ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 2 ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà v(x(2)) , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥grad v∥ ≤
∥∥x(2)∥∥ , (3.13)

dv

dt
|(3.12) = gradTv · A(2)

2 x(2){µ} ≤ −c
∥∥x(2)∥∥µ+1

, c > 0. (3.14)

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ V = 1
2
x(1)TS−1x(1) + v(x(2)) . Åå

ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (3.11) èìååò âèä

dv

dt
|(3.11) = −hx(1)Tx(1){µ} + gradTv · A(2)

1 x(1){µ} + gradTv · A(2)
2 x(2){µ}.

Ñ ó÷åòîì (3.13), (3.14) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

dv

dt
|(3.11) ≤ −h

√
k
∥∥x(1)∥∥µ+1

+
√
k
∥∥∥A(2)

1

∥∥∥ · ∥∥x(1)∥∥µ · ∥∥x(2)∥∥− c
∥∥x(2)∥∥µ+1

. (3.15)

Äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∥∥x(1)∥∥µ · ∥∥x(2)∥∥ ≤ d

(
δ
∥∥x(1)∥∥µ+1

+
1

δµ
∥∥x(2)∥∥µ+1

)
,

ãäå d > 0 � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(r1, r2) = rµ1 r2 íà ìíîæåñòâå rµ+1
1 +rµ+1

2 = 1 ,
r1,2 > 0 . Ïðîäîëæàÿ îöåíêó (3.15), ïîëó÷àåì

dv

dt
|(3.11) ≤ −h

√
k
∥∥x(1)∥∥µ+1

+ dδ
√
k
∥∥∥A(2)

1

∥∥∥ · ∥∥x(1)∥∥µ+1
+

+
d

δµ

√
k
∥∥∥A(2)

1

∥∥∥ · ∥∥x(2)∥∥µ+1 − c
∥∥x(2)∥∥µ+1

.

(3.16)

Ïðè δ > δ0 =
(
d
c

√
k
∥∥∥A(2)

1

∥∥∥)1/µ è h > h0 = dδ
∥∥∥A(2)

1

∥∥∥ ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.16)

ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ
h íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.11) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ëåììà 3.3. äîêàçàíà.

4. Ïðèìåð

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû K äëÿ ñèñòåìû âèäà (3.1).

Ï ð è ì å ð 4.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ẋ1
ẋ2
ẋ3

 = Ax[3] +

 b1 0 0
0 b2 0
0 0 b3

Kx[3], (4.1)

ãäå x ∈ R3 , x[3] = (x31, x
2
1x2, x

2
1x3, x1x

2
2, x1x2x3, x1x

2
3, x

3
2, x

2
2x3, x2x

2
3, x

3
3)
T , A ∈ R3,10 , K ∈

R3,10 .
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Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ñòàáèëèçèðóåìîñòè ñèñòåìû (4.1).
1) Ïóñòü b1, b2, b3 ̸= 0 , ò.å. rang B = 3 . Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 3.1., ñòàáèëèçèðóþùàÿ

ìàòðèöà K ìîæåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

K = −h

 b1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 b2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 b3

 .

2) Ïóñòü b1, b2 ̸= 0 , b3 = 0 , ò.å. rang B = 2 . Òîãäà ñèñòåìó (4.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå (

ẋ1
ẋ2

)
=

(
A1,2 +

(
b1 0 0
0 b2 0

)
K(1)

)
x[3]+

+

(
b1 0 0
0 b2 0

) k11 k17
k21 k27
k31 k37

( x31
x32

)
,

ẋ3 = A3x[3],

(4.2)

ãäå A1,2 åñòü ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâûõ äâóõ ñòðîê ìàòðèöû A ; A3 � òðåòüÿ ñòðîêà
ìàòðèöû A ; K(1) åñòü ìàòðèöà K , â êîòîðîé ïåðâûé è ñåäüìîé ñòîëáöû íóëåâûå.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.2. ìîæíî ïîäîáðàòü òàêóþ ìàòðèöó K(1) , ÷òîáû

A1,2 +

(
b1 0 0
0 b2 0

)
K(1) = 0.

Êðîìå òîãî ïîäñòàíîâêà  k11 k17
k21 k27
k31 k37

 = −
(
b1 0 0
0 b2 0

)T
ïðèâîäèò ñèñòåìó (4.2) ê âèäó(

ẋ1
ẋ2

)
= −

(
b21 0
0 b22

)(
x31
x32

)
,

ẋ3 = A3x[3],

(4.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî âåêòîðó
(x31, x

3
2) . Åñëè æå ñòðîêà A3 èìååò âèä

A3 = (a1, 0, 0, 0, 0, 0, a3, 0, 0, a3) , (4.4)

ãäå a1, a2 ∈ R , a3 < 0 , òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî
âñåìó íàáîðó ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.
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Stabilization of singularly perturbed systems with a

polynomial right-hand side

c⃝ M. V. Kozlov 2

Abstract. The article considers the problem of stabilization of singularly perturbed systems of
ordinary di�erential equations with homogeneous right-hand side in the form of polynomials of
odd degree. The values of the perturbing parameter are supposed to be small. Su�cient conditions
are obtained for stabilizing the zero solution of these systems to asymptotic stability by feedback
control in the form of polynomials of the same degree as the right-hand side of the original system.
It is assumed that only components of the vector of slow variables are subject for measurement and
that control can only enter into the slow subsystem. For various cases, methods for constructing
stabilizing controls are described. As a method of investigation, decomposition of a singularly
perturbed system into a fast and slow subsystems of smaller dimension is applied. For stability
analysis, the Lyapunov function method is used.
Key Words: singular perturbations, small parameter, stabilization, homogenious form.
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Î ñóùåñòâîâàíèè ýíäîìîðôèçìà äâóìåðíîãî òîðà ñî

ñòðîãî èíâàðèàíòíûì ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì

c⃝ Å.Ä. Êóðåíêîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ýíäîìîðôèçì f äâóìåðíîãî òîðà, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé àêñèîìå A , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî îáëàäàåò îäíîìåðíûì ñæèìàþùèìñÿ
ðåïåëëåðîì Λ . Ýòîò ðåïåëëåð îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) f(Λ) = Λ , f−1(Λ) = Λ ;
2) Λ ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà íà îòðåçîê;
3) T 2 \ Λ ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ äèñêîâ.
Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâàíà íà ¾õèðóðãè÷åñêîé¿ îïåðàöèè, ïðåäëîæåííîé Ñ. Ñìåéëîì [1], â
ïðèìåíåíèè ê àëãåáðàè÷åñêîìó ýíäîìîðôèçìó Àíîñîâà íà òîðå. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîäòâåðæäàþùèå, ÷òî ïîñòðîåííûé ýíäîìîðôèçì èìååò óêàçàííûå
ñâîéñòâà. Ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîêàçûâàåò ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñòðóêòó-
ðîé îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ýíäîìîôèçìîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ
äèôôåîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò êîíòðàñòèðóåò ñ ôàêòîì êîíå÷íî-
ñòè ìíîæåñòâà äèñêîâ â ìíîæåñòâå T 2 \ Λ , â ñëó÷àå, êîãäà äèôôåîìîðôèçì óäîâëåòâîðÿåò
àêñèîìå A è îáëàäàåò ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûì ðåïåëëåðîì Λ [2].
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýíäîìîðôèçì, àêñèîìà A , áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ðåïåëëåð.

1. Ââåäåíèå

Ïîä Cr � ýíäîìîðôèçìîì ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ïîíèìàåò-
ñÿ ãëàäêîå ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êëàññà Cr , r > 1 . Åñëè ýíäîìîðôèçì f îáëàäàåò
îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì êëàññà Cr , òî îí íàçûâàåòñÿ Cr -äèôôåîìîðôèçìîì.

Ïóñòü f : Mn →Mn � ýíäîìîðôèçì êëàññà Cr ( r > 1 ), çàäàííûé íà çàìêíóòîì ìíî-
ãîîáðàçèè Mn , ñíàáæåííîì ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Mn ñóùåñòâóåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà x̄ = {xi ∈ Mn | x0 =
x, f(xi) = xi+1, i ∈ Z} . Êàæäóþ èç òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåì íàçûâàòü ÷àñòíîé
òðàåêòîðèåé òî÷êè x .

Ïóñòü Λ ⊂ Mn çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå (èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèç-
ìà f ) ìíîæåñòâî, òî åñòü f(Λ) = Λ .

Ñëåäóÿ Ô. Ïøåòûöêîìó [3] äàäèì îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, îáîáùà-
þùåå îïðåäåëåíèå äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ, äàííîå Ñ. Ñìåéëîì [1]

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ìíîæåñòâî Λ ýíäîìîðôèçìà f : Mn → Mn íàçûâà-
åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0 , 0 < λ < 1 òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ ⊂ Λ òî÷êè x ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå êàñàòåëüíîãî
ïîäðàññëîåíèÿ Tx̄M

n â âèäå Tx̄M
n =

∪
xi∈x̄

Es
xi,x̄

⊕ Eu
xi,x̄

2 òàêîå, ÷òî:

1. Df(Es
xi,x̄

) = Es
xi+1,x̄

, Df(Eu
xi,x̄

) = Eu
xi+1,x̄

, ãäå Es
xi,x̄

, Eu
xi,x̄

⊂ TxiM
n ;

1Êóðåíêîâ Åâãåíèé Äìèòðèåâè÷, ñòàæåð-èññëåäîâàòåëü ëàáîðàòîðèè ÒÌÄ, ÍÈÓ ÂØÝ (603155,
Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25), ORCID: http://orcid.org/0000-0002-3544-1143,
ekurenkov@hse.ru

2 Ñèìâîë ⊕ îçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó ëèíåéíûé ïîäïðîñòðàíñòâ.
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2. ∥Dfk(v)∥ 6 Cλk∥v∥ , äëÿ ëþáûõ k > 0, i ∈ Z , v ∈ Es
xi,x̄

;

3. ∥Dfk(v)∥ > (1/C)λ−k∥v∥ , äëÿ ëþáûõ k > 0, i ∈ Z , v ∈ Eu
xi,x̄

.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ýíäîìîðôèçì f : Mn → Mn , íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèç-
ìîì Àíîñîâà, åñëè âñåîáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå Mn ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæå-
ñòâîì ýíäîìîôèçìà f .

Â ðàáîòå [3] äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå àêñèîìû A , ââåäåííîé
Ñ. Ñìåéëîì â [1] äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ýíäîìîðôèçì f : Mn → Mn óäîâëåòâî-
ðÿåò àêñèîìå A (ÿâëÿåòñÿ A -ýíäîìîðôèçìîì), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf � ãèïåðáîëè÷íî è íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ýíäîìîðôèçìà f ;

2. ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Perf ýíäîìîðôèçìà f ïëîòíî â íåáëóæäàþùåì
ìíîæåñòâå Ωf .

Äëÿ A -ýíäîìîðôèçìà, èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè, äîêàçàííàÿ
â [3], è îáîáùàþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Ñ. Ñìåéëîì â [1].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü ýíäîìîðôèçì f :Mn →Mn óäîâëåòâîðÿåò àê-
ñèîìå A . Òîãäà åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ f -èíâàðèàíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ (íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè) Ω =

∪l
i=1Ωi òàêèõ, ÷òî îãðàíè-

÷åíèå f íà êàæäîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ωi ýíäîìîðôèçìà f : Mn → Mn

íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî

f(U) ⊂ IntU è
∞∩
n=0

fn(U) = Ωi .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ωi ýíäîìîðôèçìà f : Mn → Mn

íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî

cl (U) ⊂ f(U) è
∞∩
n=0

f−n(U) = Ωi
3.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Ðåïåëëåð (àòòðàêòîð) Ωi A -ýíäîìîðôèçìà f : Mn →
Mn íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèìñÿ (ðàñòÿãèâàþùèìñÿ), åñëè åãî òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåð-
íîñòü ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ óñòîé÷èâûõ (íåóñòîé÷èâûõ) èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé òî÷åê èç Ωi .

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû, ñïðàâåäëèâîñòü
êîòîðîé íà äàííîì ýòàïå ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñóùåñòâóåò C∞ -ãëàäêèé À-ýíäîìîðôèçì f : T2 → T2 òàêîé,
÷òî åãî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñîäåðæèò îäíîìåðíûé ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð Λ .
Áîëåå òîãî, íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ íå çàâèñèò îò ÷àñòíîé
òðàåêòîðèè òî÷êè x , è ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåïåëëåðîì, òî åñòü
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêà íà êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

3 Ïîä f−1(A) ïîíèìàåòñÿ ïîëíûé ïðîîáðàç ìíîæåñòâà A .
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2. Êîíñòðóêöèÿ ýíäîìîðôèçìà

Ïðåäñòàâèì T2 êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî R2/Z2 è îáîçíà÷èì ÷åðåç π : R2 → T2

åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ R2 íà T2 . Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèé ýíäîìîðôèçì g : T2 →

T2 äâóìåðíîãî òîðà, èíäóöèðîâàííûé ìàòðèöåé A =

(
3 1
1 1

)
ïî ôîðìóëå g(x) = Ax

mod 1 , ãäå x ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè R2 .
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ýíäîìîðôèçìîì Àíî-

ñîâà ñ óñòîé÷èâûì W s
g è íåóñòîé÷èâûì W u

g îäíîìåðíûìè ñëîåíèÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ îáðàçàìè â ñèëó ïðîåêöèè π èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé ìàòðèöû A , ñîñòîÿùèìè èç âñåõ

ïðÿìûõ ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðàì e⃗s =

(
1−

√
2

1

)
, e⃗u =

(
1 +

√
2

1

)
ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè

âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè λs = 2−

√
2 < 1 , λu = 2 +

√
2 > 1 . ×åðåç W s

g (x) (W u
g (x) ) áóäåì îáîçíà÷àòü

ýëåìåíò ñëîåíèÿ W s
g (W u

g ), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó x ∈ T2 . Äàëåå, ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ïàðó e⃗u/∥e⃗u∥ , e⃗s/∥e⃗s∥ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû êîîðäèíàò
(u1;u2) òàê, ÷òî (1; 0) è (0; 1) ñóòü êîîðäèíàòû âåêòîðîâ e⃗u/∥e⃗u∥ , e⃗s/∥e⃗s∥ ñîîòâåòñòâåííî.

Ýíäîìîðôèçì g èìååò îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç O ,
g(O) = O . Ïîñêîëüêó det g = 2 , òî g ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì, è ïîëíûé ïðî-
îáðàç g−1(O) ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê O è O1 ̸= O . Âîçüìåì r0 > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû
λur0 -îêðåñòíîñòè òî÷åê O è O1 íå ïåðåñåêàëèñü. Ïóñòü δ : [0;∞) → [0; 1] � C∞ -ôóíêöèÿ
òàêàÿ, ÷òî δ(r) ≡ 1 ïðè 0 6 r 6 r0

2
, è δ(r) ≡ 0 ïðè r > r0 .

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
u̇1 = −u1 · δ(

√
u21 + u22)

u̇2 = 0
(2.1)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç φt ñäâèã íà âðåìÿ t âäîëü òðàåêòîðèé ýòîé ñèñòåìû. Âîçüìåì ÷èñëî
τ > 0 òàêîå, ÷òî

e−τ · λu < 1. (2.2)

Ïîëîæèì
f = φτ ◦ g. (2.3)

ßñíî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì òîðà T2 íà ñåáÿ. Íåïîñðåäñòâåííî èç (2.3) âûòåêàåò,
÷òî ýíäîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ 2-
ëèñòíûì íàêðûòèåì T2 → T2 , è ãîìîòîïåí ýíäîìîðôèçìó g . Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ
ñëîåíèå W u

g èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà f , f
(
W u
g (z)

)
=W u

g (f(z)) .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç u1 (t,M0) , u2 (t,M0) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

(0,M0) , òî åñòü òàêîå ðåøåíèå, ÷òî ui (0,M0) =M0 , i = 1, 2 . Åñëè òî÷êà M0 ïðèíàäëåæèò
r0 -îêðåñòíîñòè U(r0) òî÷êè O , è èìååò â íåé êîîðäèíàòû (u10;u20) , òî ìû òàêæå áóäåì
çàïèñûâàòü ðåøåíèå â âèäå ui (t, (u10;u20)) , i = 1, 2 . Èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî u2 (t, (u10;u20)) =
u20 äëÿ ∀ t . Ïîýòîìó ÿêîáèàí äèôôåîìîðôèçìà

φτ : (u10;u20) → (u1 (τ, (u10;u20)) ; u2 (τ, (u10;u20)))

ðàâåí

D(φτ ) =

(
∂u1
∂u10

∂u1
∂u20

0 1

)
,

ãäå ∂u1
∂u10

, ∂u1
∂u20

âû÷èñëÿþòñÿ ïðè t = τ . Îòñþäà è (2.3) âûòåêàåò, ÷òî ÿêîáèàí ýíäîìîð-
ôèçìà f ðàâåí

D(f) = Dφτ ·Dg =
(

∂u1
∂u10

∂u1
∂u20

0 1

)
·
(
λu 0
0 λs

)
=

(
λu · ∂u1

∂u10
λs · ∂u1

∂u20

0 λs

)
. (2.4)
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Ðàâåíñòâî (2.4) èìååò ìåñòî íà âñåì òîðå T2 , ïîñêîëüêó âíå îêðåñòíîñòè U(r0) , â ñèëó
(2.1), ∂u1

∂u10
= 1 è ∂u1

∂u20
= 0 .

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà O = p0 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ñòîêîì ýíäîìîðôèçìà f . Äåé-
ñòâèòåëüíî, â r0

2
-îêðåñòíîñòè U( r0

2
) òî÷êè p0 ñèñòåìà (2.1) èìååò âèä u̇1 = −u1 , u̇2 = 0 .

Ïîýòîìó ÿêîáèàí äèôôåîìîðôèçìà φτ ðàâåí Dφτ =

(
e−τ 0
0 1

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿêî-

áèàí ýíäîìîðôèçìà f â òî÷êå O ðàâåí

Df =

(
e−τ 0
0 1

)
·
(
λu 0
0 λs

)
=

(
e−τλu 0
0 λs

)
.

Îòñþäà è (2.2) âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Îòìåòèì, ÷òî êðèâàÿ W u

g (O) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî f , f
(
W u
g (O)

)
= W u

g (O) .
Áîëåå òîãî, íà W u

g (O) èìåþòñÿ ðîâíî òðè íåïîäâèæíûå îòíîñèòåëüíî f òî÷êè p0 , p1 ,
p2 , ïðè÷åì p1 è p2 ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñåäëàìè, è p0 íà W u

g (O) íàõîäèòñÿ
ìåæäó òî÷êàìè p1 , p2 . Äàëåå, ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôíàÿ äèñêó îêðåñòíîñòü V òî÷êè
p0 , íå ñîäåðæàùàÿ òî÷åê p1 , p2 , è òàêàÿ, ÷òî

1. cl f(V ) ⊂ V ,
∩
n>0 f

n(V ) = p0 .

2. Ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(V ) ñîñòîèò èç äâóõ (ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ) êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äèñêó.

3. λu · ∂u1
∂u10

|V < 1 , λu · ∂u1
∂u10

|T2\ compV [f−1(V )] > 1 , ãäå compV [f
−1(V )] � êîìïîíåíòà ñâÿç-

íîñòè ìíîæåñòâà f−1(V ) , ñîäåðæàùàÿ V .

Ïóñòü V � îêðåñòíîñòü òî÷êè p0 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ âûøåïðèâåäåííûì óñëîâèÿì, è
ïóñòü

W s
f (p0) = W s

0 =
∪
i>0

f−i(V ).

Äðóãèìè ñëîâàìè, W s
0 åñòü îáúåäèíåíèå ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ îêðåñòíîñòè V îòíîñè-

òåëüíî îòîáðàæåíèé f i äëÿ âñåõ i > 0 , ãäå f 0 = id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà
ìíîæåñòâî W s

0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. W s
0 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì òàêèì, ÷òî f j(x) → p0 ïðè j → ∞ äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ∈ W s
0 .

2. W s
0 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì,

f (W s
0 ) = W s

0 = f−1 (W s
0 ) .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè z /∈ W s
0 � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, òî ëþáàÿ ÷àñòíàÿ òðàåêòîðèÿ,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç z , íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ W s
0 .

3. p1 , p2 /∈ W s
0 .

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî W s
0 îòêðûòîå, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíîå. Åñ-

ëè x ∈ W s
0 , òî fk(x) ∈ V äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N . Îòñþäà âûòåêàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Èç íåãî è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà W s
0 ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïî êîíñòðóêöèè, òî÷-

êè p1 , p2 íå ïðèíàäëåæàò V è ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà f .
Òîãäà p1 , p2 /∈ W s

0 è, ñëåäîâàòåëüíî, W s
0 ̸= T2 . Ïîëîæèì

T2 \W s
0 = Λ ̸= ∅.
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Ïî ïîñòðîåíèþ, Λ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì:

f(Λ) = Λ = f−1(Λ).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðåïåëëåð

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ìíîæåñòâà Λ ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè (ñì.
ðèñ. 2.1), îíî ïîêàçàëî, ÷òî èññëåäóåìûé ýíäîìîðôèçì îáëàäàåò èíâàðèàíòíûì ãèïåð-
áîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ìíîæåñòâà
x ∈ Λ ïðîõîäèò óñòîé÷èâîå W s

f (x) è íåóñòîé÷èâîå W u
f (x) èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ,

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s

f (x) öåëèêîì ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó Λ ;

2) íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u
f (x) äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Λ íå çàâèñèò îò ÷àñòíîé

òðàåêòîðèè (ëåæàùåé â Λ ) ýòîé òî÷êè, à çàâèñèò òîëüêî îò ñàìîé òî÷êè x , ïîýòîìó
îáîçíà÷åíèå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u

f (x) êîððåêòíî.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ ìíîãîîáðàçèå W u

f (x) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé
êðèâîé âñþäó ïëîòíîé â T2 .

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ f âûòåêàåò, ÷òî W u
f (x) = W u

g (x) äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ Λ \W u

g (O) . Òàê êàê W u
g (x) âñþäó ïëîòíî â T2 , òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäå-

íèå òîëüêî äëÿ W u
f (p1) è W u

f (p2) . Èìååì ðàâåíñòâî W u
f (p1) ∪W u

f (p2) = W u
g (p0) \ {p0} .

Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ïîëóñëîåâ ìíîæåñòâà W u
g (p0)\{p0} âñþäó ïëîòåí â T2 , òî íåóñòîé-

÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ W u
f (p1) , W

u
f (p2) âñþäó ïëîòíû â T2 . Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
f (p0) îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â T2 . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

êàæäîå èç óñòîé÷èâûõ W s
f (p1) , W

s
f (p2) ìíîãîîáðàçèé âñþäó ïëîòíî â Λ .
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Ïîêàæåì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà Λ ðàâíà åäèíèöå,

dimΛ = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó Λ îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî. Ïîýòîìó Λ íèãäå
íå ïëîòíî, è ñëåäîâàòåëüíî dimΛ 6 1 . Òàê êàê Λ ñîäåðæèò îäíîìåðíûå êðèâûå, òî
dimΛ > 1 . Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, èç âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëü-
íûì ðåïåëëåðîì, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûì ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêà íà êàíòîðîâî ìíîæå-
ñòâî.
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äà÷è è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû â ðàìêàõ ïðîãðàììû ôóíäàìåí-
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On existence of an endomorphism of 2 -torus with strictly

invariant repeller

c⃝ E.D. Kurenkov 4

Abstract. In the article we construct endomorphism f of 2-torus. This endomorphism satis�es an
axiom A and has non-wondering set that contains one-dimensional contracting repeller satisfying
following properties:
1) f(Λ) = Λ , f−1(Λ) = Λ ;
2) Λ is locally homeomorphic to the product of the Cantor set and the interval;
3) T 2 \ Λ consist of a countable family of disjoint open disks.
The key idea of construction consists in applying the surgery introduced by S. Smale [1] to
an algebraic Anosov endomorphism of the two-torus. We present the results of computational
experiment that demonstrate correctness of our construction. Suggested construction reveals
signi�cant di�erence between one-dimensional basic sets of endomorphismsand one-dimensional
basic sets of corresponding di�oemorphisms. In particular, the result contrasts with the fact that
wondering set of axiom A -satisfying di�eomorphism consists of a �nite number of open disks in
case of spaciously situated basic set [2].
Key Words: endomorphism, axiom A , basic set, repeller.
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Îïðåäåëåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ

öèêëîâ ïåðâîãî ðîäà ñèñòåì ñ öèëèíäðè÷åñêèì

ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

c⃝ Ñ.Ñ. Ìàìîíîâ 1, À.Î. Õàðëàìîâà2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ öèëèíäðè÷åñêèì ôà-
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñèñòåìû ÷àñòîòíî-ôàçîâîé
àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû (×ÔÀÏ×). Äëÿ ñèñòåìû (×ÔÀÏ×) ìàëî èçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ
ðåàëèçàöèè êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ íàðóøåíèåì óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåæèìó ñèíõðîíèçàöèè è îáðàçîâàíèþ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëü-
íîãî öèêëà âîêðóã ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà òîðà,
ìåòîäà íåëîêàëüíîãî ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé, ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïåðâîãî ðîäà ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàòåëüíûì ðåæèìàì ñèñòåìû (×ÔÀÏ×).
Ñîñòàâëåí àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïåðâîãî ðîäà,
ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èñõîäíîé ñèñòåìû îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ïåðâîãî ðîäà. Ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû (×ÔÀÏ×) êàê ãåíåðàòîðà ìî-
äóëèðîâàííûõ êîëåáàíèé, à òàêæå äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèñèíõðîííûõ
ðåæèìîâ ôàçîâûõ ñèñòåì.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôàçîâàÿ ñèñòåìà, êâàçèñèíõðîííûå ðåæèìû, ïðåäåëüíûå öèêëû ïåðâîãî
ðîäà, ðåæèìû ñèíõðîíèçàöèè, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ öèëèíäðè÷åñêèì ôàçîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì

ẋ = Ax+ bφ (σ) + d 2kcT x

1+τ2(cT x)2
,

σ̇ = cTx,
(1.1)

ãäå x, b, c, d ∈ R2, k, τ ∈ R , ìàòðèöà A èìååò äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
φ (σ)� ∆ -ïåðèîäè÷åñêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ñèñòåìà (1.1) ÿâëÿ-
åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñèñòåìû ÷àñòîòíî-ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè (×ÔÀÏ) [1-4].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðåøåíèå z(t, z0) =

(
x(t, x0)
σ(t, σ0)

)
ñèñòåìû (1.1) íàçûâà-

åòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì ïåðâîãî ðîäà, åñëè ñóùåñòâóåò τ > 0 , òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî
t ∈ R âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà x(t+ τ, x0) = x(t, x0) , σ(t+ τ, σ0) = σ(t, σ0) .

1Ìàìîíîâ Ñåðãåé Ñòàíèñëàâîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòèêè è ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "PÃÓ èì. Ñ. À. Åñåíèíà" (390000, Ðîññèÿ, ã. Ðÿçàíü, óë.
Ñâîáîäû, ä. 46.), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0002-5626-748X,
s.mamonov@rsu.edu.ru

2Õàðëàìîâà Àíàñòàñèÿ Îëåãîâíà, àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "PÃÓ èì. Ñ. À. Åñåíèíà" (390000, Ðîññèÿ, ã. Ðÿçàíü, óë. Ñâîáîäû, ä.
46.), ORCID: http://orcid.org/0000-0002-7811-381X, a.harlamova@rsu.edu.ru
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Â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ âòîðîãî ðîäà, ïðåäëî-
æåííûå â ðàáîòå [4] äëÿ îïðåäåëåíèÿ öèêëîâ ïåðâîãî ðîäà. Öèêëû ïåðâîãî ðîäà èçó÷àëèñü
â ðàáîòàõ [5], [6], ãäå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé, íàéäåíû ïàðàìåòðû áèôóðêàöèè è ðàçðàáîòàí àëãî-
ðèòì íàõîæäåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ ñèñòåìû (1.1). Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü öèêëîâ
ïåðâîãî ðîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè îïðåäåëÿþò êâàçèñèíõðîííûå ðåæèìû ôàçîâîé
ñèñòåìû [3] èëè ñèíõðîíèçì âòîðîãî ðîäà [2]. Óñòàíîâëåíèå â ñèñòåìå ×ÔÀÏ êâàçèñèíõðîí-
íîãî ðåæèìà ñâÿçàíî ñ íàðóøåíèåì óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ðåæèìó ñèíõðîíèçàöèè è îáðàçîâàíèþ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà âîêðóã ýòîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) cT b = −Γ < 0, cTA = lT , lT b = ν > 0, cTd = ξ2 > 0, lTd = −ξ1 < 0, rang ∥c, l∥ =

= 2, lTA = −α1l
T − β1c

T , cTA−1b ̸= 0, α1 > 0, β1 > 0, k > 0;
2) φ (σ)� ∆ -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ äâà íóëÿ íà ïåðèîäå φ (σ1) = φ (σ2) =

= 0, 0 < σ1 < σ2 < ∆ , äëÿ σ̃ = σ − σ1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ φ (σ) = a2σ̃+
+σ̃2φ2 (σ̃) , |φ2 (σ̃)| ≤ τ1+τ2 |σ̃| , φ (σ) = φ (σ̃ + σ1) = φ0 (σ̃) , φ̇0 (0) > 0, σ̃2 = σ2−σ1, φ̇0 (σ̃2) <
< 0, φ̇ (σ̃) � îãðàíè÷åíà íà ñåãìåíòå [0;∆], τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0;

3) ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìàòðèö H, L2 M2

ATH +HA = −L2 − 2λ̃1H, (2.1)(
A+ 2kdcT

)T
H +H

(
A+ 2kdcT

)
= −M2 + 2m2cc

T − 2λ̃1H, (2.2)

Hb = −c, (2.3)

ïðè λ̃1 > 0, m2 > 0 èìååò ðåøåíèå H = HT ≥ 0, L2 = LT2 ≥ 0, M2 = MT
2 ≥ 0 , ìàòðèöà

H èìååò äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ;
4) ìàòðèöû H, L2, M2 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

H = γ̄1cc
T + γ̄2

(
l + νΓ−1c

) (
l + νΓ−1c

)T
, (2.4)

L2 = 2η̄1 (l + η̄2c) (l + η̄2c)
T , (2.5)

M2 = 2ν̄1 (l + ν̄2c) (l + ν̄2c)
T , (2.6)

ãäå γ̄1, γ̄2, η̄1, ν̄1 ∈ R+ ;
5) ñóùåñòâóþò λ1, λ2, λ̃1 ∈ R , óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

λ22 = a2 +
√
γ̄1λ1

(
νΓ−1 − 2λ̃1

)
+ λ21, (2.7)

λ̃1
(
λ21 + λ22

)
−
√
γ̄1λ1a2Γ− γ̄1

− 1
2λ1λ

2
2 − γ̄1

− 1
2λ31 ≤ 0; (2.8)

6) ñóùåñòâóåò R ∈ R , òàêîå ÷òî(
λ1√
γ̄1

− λ̃1

)
R2 +

√
γ̄1λ1√
γ̄2λ2

R2 +

(√
λ21 + λ22√
γ̄1λ32

τ1 +

√
γ̄1Γλ1
λ32

τ1

)
R3 +

+

(√
λ21 + λ22√
γ̄1λ42

τ2 +

√
γ̄1Γλ1
λ42

τ2

)
R4 +

m2

2τ
√
γ̄1
R +

∣∣∣∣2k√γ̄1ξ2λ1 − m2λ1√
γ̄1

∣∣∣∣ R

2τλ2
< 0;

(2.9)
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7) ñóùåñòâóåò R > 0 òàêîå, ÷òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà

ẏ = − νy

Γ
√
Γ
− φ (σ) + µ+ ξ2

2ky√
Γ (1 + τ 2Γy2)

, σ̇ = y, (2.10)

ïðè µ = µ1 >
R

Γ
√
γ̄2

èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ f−
1 (σ) , f−

1 (−σ̄3) = f−
1 (σ̄2) =

= 0,−σ̄3 < 0, σ̄2 > 0, f−
1 (σ) < 0 äëÿ ëþáîãî σ ∈ (−σ̄3; σ̄2) ;

8) ñóùåñòâóåò R > 0 òàêîå, ÷òî ñèñòåìà (2.10) ïðè µ = −µ2 < − R
Γ
√
γ̄2

èìååò

ðåøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ f+
1 (σ) , f+

1 (−σ̄1) = f+
1 (σ̄2) ,−σ̄3 < −σ̄1 < 0, f+

1 (σ) > 0
äëÿ ëþáîãî σ ∈ (−σ̄1; σ̄2) ;

9) äëÿ ëþáîãî σ ∈ [−σ̄3;−σ̄1] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(
− R√

γ̄2
− Γφ (σ)

)
> 0 ;

10) ðàññìîòðèì ôóíêöèè g±1 (σ) =
(√

γ̄1
√
Γf±

1 (σ) + σ̃λ1

)2
+ γ̄2ν

2Γ−1
(
f±
1 (σ)

)2
+ σ̃2λ22−

−R2 , òîãäà íà ïðîìåæóòêå [−σ̄5; σ̄4] ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà g−1 (σ) < f−
1 (σ) , g+1 (σ) >

> f+
1 (σ) .
Òîãäà ñèñòåìà (1.1) èìååò ïðåäåëüíûé öèêë ïåðâîãî ðîäà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè V1 (z) = xTHx+ 2
√
γ̄1c

Txσ̃λ1 + σ̃2λ21+
+σ̃2λ22 − R2, V +

1 (z) = cTx −
√
Γf+

1 (σ) , V −
1 (z) = cTx −

√
Γf−

1 (σ) , W (z) = cTx ,

ãäå z =

(
x
σ

)
, f+

1 (σ) , f−
1 (σ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 7 è 8 òåîðåìû. Ïóñòü D =

=
{
z : V1 (z) = xTHx+ 2

√
γ̄1c

Txσ̃λ1 + σ̃2λ21 + σ̃2λ22 −R2 ≤ 0
}
, ∂D = {z : V1 (z) = 0} . Ìíî-

æåñòâî D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèä.
Ïóñòü

∂Q1 =
{
z : V +

1 (z) = cTx−
√
Γf+

1 (σ) = 0, σ ∈ [−σ̄1; σ̄2]
}
,

∂Q2 =
{
z : V −

1 (z) = cTx−
√
Γf−

1 (σ) = 0, σ ∈ [−σ̄3; σ̄2]
}
,

∂Q3 =
{
z : W (z) = cTx = 0, σ ∈ [−σ̄3;−σ̄1]

}
,

∂Q = ∂Q1 ∪ ∂Q2 ∪ ∂Q3 , òîãäà ∂Q ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Îáîçíà÷èì
âíåøíîñòü öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âìåñòå ñ ïîâåðõíîñòüþ ∂Q ÷åðåç ìíîæåñòâî Q .

Ìíîæåñòâî Ω = Q ∩ D ÿâëÿåòñÿ òîðîèäàëüíûì, ñå÷åíèå åãî ïëîñêîñòüþ lTx = 0
èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 2.1, à ãðàíèöà ýòîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ∂Ω =
= ∂Ω1∪∂Ω2∪∂Ω3∪∂Ω4 , ãäå ∂Ω1 = ∂Q1∩D, ∂Ω2 = ∂Q2∩D, ∂Ω3 = ∂Q3∩D, ∂Ω4 = Q∩∂D.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∂Ω4 , åñëè z ∈ ∂Ω4 , òî èç (2.4) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V 1 (z) = xTHx+ 2
√
γ̄1c

Txσ̃λ1 + σ̃2λ21 + σ̃2λ22 −R2 = γ̄1
(
cTx
)2

+ γ̄2
(
lTx+ νΓ−1cTx

)2
+ σ̃2λ21+

+ 2
√
γ̄1c

Txσ̃λ1 + σ̃2λ22 −R2 =
(√

γ̄1c
Tx+ σ̃λ1

)2
+ γ̄2

(
lTx+ νΓ−1cTx

)2
+ σ̃2λ22 −R2 = 0.

(2.11)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ 1�6 òåîðåìû è ñîîòíîøåíèÿ (2.1), (2.2), (2.11) íàéäåì ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè V1 (z) íà ìíîæåñòâå ∂Ω4 â ñèëó ñèñòåìû (1.1) è ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà φ (σ) =
= a2σ̃ + σ̃2φ2 (σ̃)

V̇1 (z) = xT
(
ATH +HA

)
x− 2cTxφ (σ) +

2k

1 + τ 2 (cTx)2
xT
(
cdTH +HdcT

)
x+

+ 2
√
γ̄1λ1l

Txσ̃ − 2
√
γ̄1λ1Γφ (σ) σ̃ + 2

√
γ̄1λ1σ̃ξ2

2kcTx

1 + τ 2 (cTx)2
+ 2

√
γ̄1λ1

(
cTx
)2

+

+ 2
(
λ21 + λ22

)
σ̃cTx =

1

1 + τ 2 (cTx)2

(
−τ 2

(
cTx
)2
xTL2x+ 2

(
cTx
)2
m2 − xTM2x

)
−

− 2λ̃1x
THx+ 2

√
γ̄1λ1l

Txσ̃ − 2
√
γ̄1λ1Γφ (σ) σ̃ + 2

√
γ̄1λ1σ̃ξ2

2kcTx

1 + τ 2 (cTx)2
+

+ 2
√
γ̄1λ1

(
cTx
)2

+ 2
(
λ21 + λ22

)
σ̃cTx− 2cTxφ (σ) .

(2.12)
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Èç (2.11) ïîëó÷èì, ÷òî V1 (z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

V1 (z) = σ̃2
(
λ21 + λ22

)
+ 2
√
λ21 + λ22

√
γ̄1λ1√
λ21 + λ22

cTxσ̃ +
γ̄1λ

2
1

λ21 + λ22

(
cTx
)2 − γ̄1λ

2
1

λ21 + λ22

(
cTx
)2

+

+ γ̄1
(
cTx
)2

+ γ̄2
(
lTx+ νΓ−1cTx

)2 −R2 =

(
σ̃
√
λ21 + λ22 +

√
γ̄1λ1√
λ21 + λ22

cTx

)2

+
(
cTx
)2×

×
√
γ̄1λ

2
2√

λ21 + λ22
+ γ̄2

(
lTx+ νΓ−1cTx

)2 −R2 = 0.

(2.13)

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V1 (z) â ñèëó (2.12) ïðèìåò âèä

V̇1 (z) ≤
2m2

(
cTx
)2

1 + τ 2 (cTx)2
− 2λ̃1x

THx− 2cTxφ (σ) + 2
(
λ21 + λ22

)
σ̃cTx+ 2

√
γ̄1λ1l

Txσ̃−

− 2
√
γ̄1λ1Γφ (σ) σ̃ + 2

√
γ̄1λ1σ̃ξ2

2kcTx

1 + τ 2 (cTx)2
+ 2

√
γ̄1λ1

(
cTx
)2

+ 2
√
γ̄1λ1l

Txσ̃−

− 2
√
γ̄1λ1Γφ (σ) σ̃ + 2

√
γ̄1λ1σ̃ξ2

2kcTx

1 + τ 2 (cTx)2
+ 2

√
γ̄1λ1

(
cTx
)2
.

(2.14)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.14) çàïèøåì ñëàãàåìîå
√
γ̄1λ1

(
cTx
)2

â âèäå

√
γ̄1λ1

(
cTx
)2

= γ̄1
− 1

2λ1

(
γ̄1
(
cTx
)2

+ 2
√
γ̄1c

Txλ1σ̃ + λ21σ̃
2 − 2

√
γ̄1c

Txλ1σ̃ − λ21σ̃
2
)
=

= γ̄1
− 1

2λ1
(√

γ̄1c
Tx+ λ1σ̃

)2 − 2λ21c
Txσ̃ − γ̄1

− 1
2λ31σ̃

2.
(2.15)

Â ñèëó óñëîâèé (2.14), (2.15) è òîãî, ÷òî φ (σ) = a2σ̃ + σ̃2φ2 (σ̃) èìååì

V̇1 (z) ≤
2m2

(
cTx
)2

1 + τ 2 (cTx)2
+ 2

√
γ̄1λ1σ̃ξ2

2kcTx

1 + τ 2 (cTx)2
− 2λ̃1R

2 + 4
√
γ̄1λ1λ̃1c

Txσ̃+

+ 2λ̃1
(
λ21 + λ22

)
σ̃2 − 2cTxσ̃a2 − 2cTxσ̃2φ2 (σ̃) + 2

(
λ21 + λ22

)
σ̃cTx+ 2

√
γ̄1λ1×

×
(
lTx+ νΓ−1cTx

)
σ̃ − 2νΓ−1√γ̄1λ1cTxσ̃ − 2

√
γ̄1λ1Γa2σ̃

2 − 2
√
γ̄1λ1Γσ̃

3φ2 (σ̃)−
− 2γ̄1

− 1
2λ1λ

2
2σ̃

2 + 2γ̄1
− 1

2λ1R
2 − 4λ21c

Txσ̃ − 2γ̄1
− 1

2λ31σ̃
2.

(2.16)

Â íåðàâåíñòâå (2.16) íàéäåì êîýôôèöèåíò ïðè 1
2
cTxσ̃ è èñïîëüçóÿ (2.7) ïîëó÷èì

2
√
γ̄1λ1λ̃1 − a2 +

(
λ21 + λ22

)
− νΓ−1√γ̄1λ1 − 2λ21 = 0. (2.17)

Èç (2.16), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.8), íàéäåì êîýôôèöèåíò ïðè 1
2
σ̃2

λ̃1
(
λ21 + λ22

)
−
√
γ̄1λ1a2Γ− γ̄1

− 1
2λ1λ

2
2 − γ̄1

− 1
2λ31 ≤ 0. (2.18)

Â (2.16) ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå
2m2(cT x)

2

1+τ2(cT x)2
+ 2

√
γ̄1λ1σ̃ξ2

2kcT x

1+τ2(cT x)2
ê âèäó

2m2

(
cTx
)2

1 + τ 2 (cTx)2
+ 2

√
γ̄1λ1σ̃ξ2

2kcTx

1 + τ 2 (cTx)2
=

2m2

(
cTx
) (√

γ̄1c
Tx+ λ1σ̃ − λ1σ̃

)
√
γ̄1
(
1 + τ 2 (cTx)2

) +

+ 2k
√
γ̄1λ1ξ2

2σ̃cTx

1 + τ 2 (cTx)2
=
(√

γ̄1c
Tx+ λ1σ̃

) 2m2c
Tx

√
γ̄1
(
1 + τ 2 (cTx)2

)−
− 2m2γ̄1

− 1
2λ1σ̃

cTx

1 + τ 2 (cTx)2
+ 4k

√
γ̄1λ1ξ2σ̃

cTx

1 + τ 2 (cTx)2
.

(2.19)
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Â ñèëó (2.11), (2.13), (2.16), (2.19) äëÿ z ∈ ∂Ω4 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

cTx

1 + τ 2 (cTx)2
≤ 1

2τ
, (2.20)

∣∣cT√γ̄1 + σ̃λ1
∣∣ ≤ R, (2.21)

|σ̃| ≤ Rλ−1
2 , (2.22)∣∣lTx+ νΓ−1cTx
∣∣ ≤ Rγ̄2

− 1
2 , (2.23)∣∣cTx∣∣ ≤ R

√
λ21 + λ22
γ̄1λ2

, (2.24)

Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé (2.9), (2.17), (2.18), (2.20)�(2.24) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V1 (z)
íà ìíîæåñòâå ∂Ω4 â ñèëó ñèñòåìû (1.1) ïðè φ (σ) = a2σ̃ + σ̃2φ2 (σ̃) ïðèìåò âèä

1

2
V̇1 (z) ≤

(
λ1√
γ̄1

− λ̃1

)
R2 +

√
γ̄1λ1√
γ̄2λ2

R2 +
∣∣cTx∣∣ (τ1 + τ2 |σ̃|) σ̃2 +

√
γ̄1Γλ1 (τ1 + τ2 |σ̃|) |σ̃|3+

+
m2

2τ
√
γ̄1
R +

(
2k

√
γ̄1ξ2λ1 −

m2√
γ̄1
λ1

)
cTx

1 + τ 2 (cTx)2
σ̃ ≤

(
λ1√
γ̄1

− λ̃1

)
R2 +

√
γ̄1λ1√
γ̄2λ2

R2+

+

(√
λ21 + λ22√
γ̄1λ32

τ1 +

√
γ̄1Γλ1
λ32

τ1

)
R3 +

(√
λ21 + λ22√
γ̄1λ42

τ2 +

√
γ̄1Γλ1
λ42

τ2

)
R4 +

m2

2τ
√
γ̄1
R+

+

∣∣∣∣2k√γ̄1ξ2λ1 − m2√
γ̄1
λ1

∣∣∣∣ R

2τλ2
< 0.

(2.25)

Ïóñòü z ∈ ∂Ω1 , òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

cTx =
√
Γf+

1 (σ) , σ ∈ [−σ̄1; σ̄2] , (2.26)∣∣lTx+ νΓ−1cTx
∣∣ ≤ Rγ̄2

− 1
2 . (2.27)

Èñïîëüçóÿ (2.26), (2.27), óñëîâèÿ 1, 8 òåîðåìû íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè V +
1 (z) â

ñèëó ñèñòåìû (1.1) íà ìíîæåñòâå ∂Ω1

V̇ +
1 (z) = cTAx+ cT bφ (σ) + cTd

2kcTx

1 + τ 2 (cTx)2
−

√
Γ
df+

1 (σ)

dσ
cTx = lTx− Γφ (σ)+

+ ξ2
2kcTx

1 + τ 2 (cTx)2
− Γf+

1 (σ)
df+

1 (σ)

dσ
≥ −Rγ̄2−

1
2 − νΓ− 1

2f+
1 (σ)− Γφ (σ)+

+ ξ2
2k

√
Γf+

1 (σ)

1 + τ 2Γ
(
f+
1 (σ)

)2 − Γf+
1 (σ)

df+
1 (σ)

dσ
= −Rγ̄2−

1
2 + µ2Γ > −Rγ̄2−

1
2 +Rγ̄2

− 1
2 = 0.

(2.28)

Äëÿ z ∈ ∂Ω2 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

cTx =
√
Γf−

1 (σ) , σ ∈ [−σ̄3; σ̄2] . (2.29)

Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè V −
1 (z) â ñèëó ñèñòåìû (1.1) íà ìíîæåñòâå ∂Ω2 . Àíà-

ëîãè÷íî (2.28), èñïîëüçóÿ (2.27), (2.29), óñëîâèÿ 1, 7 òåîðåìû, ïîëó÷èì

V̇ −
1 (z) < 0. (2.30)
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∂Ω3 , åñëè z ∈ ∂Ω3 , òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâî (2.27) è ðà-
âåíñòâî

cTx = 0, σ ∈ [−σ̄3;−σ̄1] . (2.31)

Â ñèëó óñëîâèé 1, 9 òåîðåìû è (2.27), (2.31) ïîëó÷èì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè W (z)
â ñèëó ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Ẇ (z) = lTx− Γφ (σ) + ξ2
2kcTx

1 + τ 2 (cTx)2
= lTx− Γφ (σ) ≥ −Rγ̄2−

1
2 − Γφ (σ) > 0. (2.32)

Ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (2.25), (2.28), (2.30), (2.32) ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî Ω ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Q0 (z) = σ̃ è ïëîñêîñòü P = {z : Q0 (z) = 0} . Íàéä¼ì ïåðåñå÷å-
íèå ìíîæåñòâà Ω è ïëîñêîñòè P , îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèåñÿ ìíîæåñòâà ÷åðåç D1 è D2 ,
òîãäà Ω ∩ P = D1 ∪ D2 , ãäå D1 = Ω ∩ P ∩

{
z : cTx > 0

}
, D2 = Ω ∩ P ∩

{
z : cTx < 0

}
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Q1 (z) = cTx è ïëîñêîñòü L = {z : Q1 (z) = 0} . Íàéä¼ì ïåðåñå÷å-
íèå ìíîæåñòâà Ω è ïëîñêîñòè L , îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèåñÿ ìíîæåñòâà ÷åðåç D3 è D4 ,
òîãäà Ω ∩ L = D3 ∪D4 , ãäå D3 = Ω ∩ L ∩ {z : σ̃ > 0} , D4 = Ω ∩ L ∩ {z : σ̃ < 0} .

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ 1 è 2 òåîðåìû, íåðàâåíñòâî (2.14), ïîëîæèòåëüíóþ èíâàðèàíòíîñòü
ìíîæåñòâà Ω ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ σ̃ (t)� áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ìåíÿåò çíàê.

Âîçüì¼ì òî÷êó z0 ∈ D1 , è ââåäåì îïåðàòîð Tz = z (t0 + Tz) . Èç íåïðåðûâíîñòè òðàåê-
òîðèé gz0 ñèñòåìû (1.1) è òîãî ôàêòà, ÷òî ìíîæåñòâî D1 �ìíîæåñòâî áåç êîíòàêòà ñëå-
äóåò íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà T . Ìíîæåñòâî D1 � çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå, âûïóêëîå,
îïåðàòîð T îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî D1 â ñåáÿ, T (D1) ⊂ D1 , òîãäà ïî òåîðåìå Áðàóý-
ðà ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà T òàêàÿ, ÷òî Tz∗ = z∗ ∈ D1 . Íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà z∗ îïðåäåëÿåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ïåðâîãî ðîäà. Òàêèì îáðàçîì,
ñèñòåìà (1.1) èìååò ïðåäåëüíûé öèêë ïåðâîãî ðîäà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (2.1)� (2.3) âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ A =

(
−λ̃1 0

0 −λ̃2

)
, c =

(
c1
c2

)
, b =

(
b1
b2

)
, d =

(
d1
d2

)
, c1b

−1
1 < 0, c2b

−1
2 <

< 0, cT b = −Γ, cTAb = ν > 0, ε0 = νΓ−1, α = λ̃2 − λ̃1, rang ∥c, l∥ = 2, òîãäà ìàòðè÷íûå
óðàâíåíèÿ (2.1)� (2.3) èìåþò ðåøåíèå H = HT ≥ 0, L2 = LT2 ≥ 0, M2 = MT

2 ≥ 0 ,
ìàòðèöû H, L2, M2 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (2.4)� (2.6), ãäå

γ̄1 = Γ−1, γ̄2 =
(
Γ
(
λ̃2 − ε0

)(
ε0 − λ̃1

))−1

, (2.33)

η̄1 =
(
Γ
(
ε0 − λ̃1

))−1

, η̄2 = λ̃1, (2.34)

m2 = −α−1k2c2b2
(
d1b

−1
1 − d2b

−1
2

)2 − 2kd1b
−1
1 , (2.35)

ν̄1 = − (αb2c2)
−1 , ν̄2 = λ̃1 + kc2b2

(
d1b

−1
1 − d2b

−1
2

)
. (2.36)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå (2.1) ïî-

êàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû H =

(
−c1b−1

1 0
0 −c2b−1

2

)
, L2 =

(
0 0
0 −2αc2b

−1
2

)
óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèÿì (2.4), (2.5), ãäå γ̄1, γ̄2, η̄1, η̄2 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.33), (2.34).
Èñïîëüçóÿ (2.1) èç (2.2) îïðåäåëèì ìàòðèöó M2

−M2 = −L2 +
(
2kdcT

)T
H +H

(
2kdcT

)
− 2m2cc

T . (2.37)
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Èç óðàâíåíèÿ (2.37) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå m2 , äëÿ êîòîðîãî detM2 = 0 . Åñëè m2

óäîâëåòâîðÿåò (2.37), òî detM2 = 0 è M2 = ūūT . Òàê êàê rang ∥c, l∥ = 2 , òî äëÿ âåêòîðà
ū ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå ïî ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòîðàì c è l , u =

√
2ν̄1 (l + ν̄2c) ,

ãäå ν̄1 , ν̄2 íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2.36). Ëåììà äîêàçàíà.

Ï ð è ì å ð 2.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

˙̃x = Ãx̃+ b̃φ (σ) + d̃
2kc̃T x̃

1 + τ 2 (c̃T x̃)2
, σ̇ = c̃T x̃, (2.38)

ãäå Ã =

(
−α1 −β1
1 0

)
, b̃ =

(
ν
−Γ

)
, c̃ =

(
0
1

)
, d̃ =

(
−ξ1
ξ2

)
, φ (σ) = sin (σ) − γ, D = α2

1−

−4β1 > 0. Ìàòðèöà Ã èìååò äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
(
−λ̃1

)
,
(
−λ̃2

)
, λ̃1 =

= 2−1
(
α1 −

√
D
)
, λ̃2 = 2−1

(
α1 +

√
D
)
, λ̃1λ̃2 = β1, λ̃1 + λ̃2 = α1, λ̃2 − λ̃1 =

√
D = α.

Â ñèñòåìå (2.38) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x̃ = Sx , ïîëó÷èì ñèñòåìó (1.1), ãäå A =

= S−1ÃS, b = S−1b̃, cT = c̃TS, d = S−1d̃. Ïóñòü S =

(
β1 −λ̃2
−λ̃2 1

)
, òîãäà detS = ∆s =

= −λ̃2
√
D < 0, S−1 = ∆−1

s

(
1 λ̃2
λ̃2 β1

)
, A =

(
−λ̃1 0

0 −λ̃2

)
, b = ∆−1

s

(
ν − λ̃2Γ

λ̃2ν − Γβ1

)
, c =

=

(
−λ̃2
1

)
, d = ∆−1

s

(
−ξ1 + λ̃2ξ2
−λ̃2ξ1 + β1ξ2

)
, l = AT c =

(
β1
−λ2

)
, lTA = −α1l

T − β1c
T , lT b =

= ν, det ∥c, l∥ = −∆s ̸= 0, rang ∥c, l∥ = 2. Äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1
òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α1 = 1.25, β1 = 0.0519, ξ1 = 0.0344, ξ2 = 0.8, Γ = 1, ν =
= 0.043, τ = 55.9, k = 0.0374, φ (σ) = sin σ − γ, γ = 0.36.

Ôóíêöèÿ φ (σ)� ∆ -ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì ∆ = 2π . Óðàâíåíèå φ (σ) = 0 íà
ñåãìåíòå [0;∆] èìååò äâà êîðíÿ φ (σ1) = φ (σ2) = 0 , ãäå 0 < σ1 < σ2 < ∆, σ1 =
arcsin γ, σ2 = = π − 2 arcsin γ , ïîëó÷èì σ1 = 0.368, σ2 = 2.41. Îáîçíà÷èì σ̃ = σ − σ1 ,
òîãäà σ = σ̃ + σ1 . Ôóíêöèþ φ (σ) ïðåäñòàâèì â âèäå φ (σ) = a2σ̃ + σ̃2φ2 (σ̃) , äëÿ
ýòîãî íàéäåì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè φ0(σ̃) = −γ + sin (σ̃ + σ1) â íóëå, ïîëó÷èì ðàç-
ëîæåíèå ôóíêöèè φ0 (σ̃) â ðÿä φ0 (σ̃) = cosσ1σ̃ − sinσ1

2!
σ̃2 − cosσ1

3!
σ̃3 + sinσ1

4!
σ̃4 + ..., îò-

ñþäà a2 = cos σ1 =
√
1− γ2 = 0.933. Íàéäåì ðàçëîæåíèå â ðÿä ôóíêöèè φ2 (σ̃) =

=
(
− γ

2!
+ γ

4!
σ̃2 − γ

6!
σ̃4 + ...

)
+ σ̃ cosσ1

(
− 1

3!
+ σ̃2

5!
− σ̃4

7!
+ ...

)
= φ21 + σ̃φ22 . Ðÿäû φ21 è φ22�

ñõîäÿòñÿ, òîãäà |−φ2| ≤ |−φ21|+ |σ̃| |−φ22| ≤ 2−1γ+6−1a2 |σ̃| . Ïîëó÷èëè, ÷òî φ2 (σ̃)� çíà-
êî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä 0 < s < a1 , ãäå a1 > 0 òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ |φ2 (σ̃)| ≤ τ1+τ2 |σ̃| ,
ãäå τ1 = 2−1γ = 0.18, τ2 = 6−1

√
1− γ2 = 0.155. Íàéä¼ì φ̇0 (0) = cos 0 = 1 > 0, φ̇0 (σ̃2) =

= cos σ2 = cos 2.41 = −0.737 < 0, φ̇ (σ̃) = cos σ̃� îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà ñåãìåíòå
[0;∆] . Äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíåíî óñëîâèå 2 òåîðåìû.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.33)� (2.36) ëåììû, íàéäåì çíà÷åíèÿ γ̄1 = 1, ε0 = 0.043, α =
= 1.164, γ̄2 = 106, m2 = 0.0598, η̄1 = 1.16 · 106, η̄2 = 0.043, ν̄1 = 1.16 · 106, ν̄2 = 0.043, h11 =
= −c1b−1

1 = 1.457, h22 = −c2b−1
2 = 1.355 · 106. Òàê êàê h11 > 0, h22 > 0, η̄1 > 0, ν̄2 > 0 , òî

ìàòðèöà H èìååò äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ detH ≥ 0, L1, L2 óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâàì L1 ≥ 0, L2 ≥ 0 . Äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ 3, 4 òåîðåìû.

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâà (2.7) �(2.8) îòíîñèòåëüíî λ1 ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ̃1 = 0.043 , ïîëó÷èì
λ1 ∈ [0.0215;+∞) . Äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíåíî óñëîâèå 5 òåîðåìû.

Âîçüì¼ì λ1 = 0.0215 è ïî ôîðìóëå (2.7) îïðåäåëèì λ2 = 0.966 . Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà
(2.9) îïðåäåëÿåòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. ×èñëåííî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
åñëè R ∈ [0.0407; 0.06107] , òî óñëîâèå 6 òåîðåìû âûïîëíåíî.

Ñ.Ñ. Ìàìîíîâ, À.Î. Õàðëàìîâà. Îïðåäåëåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ . . .
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Âîçüì¼ì R√
γ̄2

= 4.404 · 10−5 > 0 . ×èñëåííî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà âòîðîãî ïîðÿä-

êà (2.10) ïðè µ = −µ2 = −4.414 · 10−5 < −4.404 · 10−5 èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëÿþùåå
ôóíêöèþ f+

1 (σ) òàêóþ, ÷òî f+
1 (0) = 0.008 è äëÿ ëþáîãî σ ∈ (−0.00826; 0.0083) ôóíêöèÿ

f+
1 (σ) > 0 , f+

1 (−0.00826) = f+
1 (0.0083) = 0 . Óñëîâèå 8 òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íî

ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà óñëîâèÿ 7.
×èñëåííî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè σ ∈ [−0.00832;−0.00826] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(−4.404 · 10−5 − φ (σ)) > 0 . Â òåîðåìå âûïîëíåíî óñëîâèå 9.
×èñëåííûìè ìåòîäàìè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè σ ∈ [−0.0365; 0.0365] äëÿ ôóíêöèé

f+
1 (σ) , f−

1 (σ) , g+1 (σ) , g+1 (σ) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ 10.
Äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû, òîãäà ñèñòåìà (1.1) èìååò ïðå-

äåëüíûé öèêë ïåðâîãî ðîäà. Óñëîâèÿ òåîðåìû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü îáëàñòü íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé öèêëà ïåðâîãî ðîäà ñèñòåìû (1.1). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà íàéä¼ì
M = Ω ∩ {z : σ̃ = 0} . Äëÿ ãðàíèöû ìíîæåñòâà Ω âîçüì¼ì f+

1 (0) = f−
1 (0) = 0.008 . Ìíî-

æåñòâî M îïðåäåëÿåòñÿ ëèíèÿìè

L1 : x
THx+ 2

√
γ̄1c

Txσ̃λ1 + σ̃2λ21 + σ̃2λ22 = R2 ⇔ x̃T (S−1)
T
HS−1x̃ = R2 ⇔

⇔ 106x̃21 + 2 · 43 · 103x̃1x̃2 + 1850x̃22 = 0.044041,

L2 : c
Tx =

√
Γf+

1 (0) ⇔ x2 = 0.008,

L3 : c
Tx =

√
Γf−

1 (0) ⇔ x2 = −0.008.

×èñëåííûìè ìåòîäàìè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî öèêë ïåðâîãî ðîäà îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè x1 = −0.00057, x2 = 0.0132568713, σ = 0.368.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ïîç-
âîëÿþò îïðåäåëèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êâàçèñèíõðîííûõ ðåæèìîâ äëÿ ñèñòåìû
÷àñòîòíî-ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû .
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Determination of the conditions of existence of limit cycles

of a �rst-order systems with cylindrical phase space

c⃝ S. S. Mamonov 3, A. O. Kharlamova4

Abstract. This article deals with a system of di�erential equations with a cylindrical phase space,
which is a mathematical model of a frequency-phase locked loop (FPLL) system. For the system
(FPLL) little studied is the implementation of oscillatory regimes that are associated with a
violation of stability of the equilibrium state corresponding to the synchronization regime and to
the formation of stable limit cycle around this equilibrium state. A numerical-analytical approach
is developed to determine the conditions of existence of the �rst kind limiting cycles of a di�erential
equations' system that correspond to the system oscillatory modes. To do this, author used the
torus principle, the nonlocal reduction method and the results obtained to �nd the solution of the
system of matrix equations. An algorithm is developed for checking the conditions for the existence
of limit cycles of the �rst kind, which allows to determine a region in the phase space of initial
system that contains containing initial conditions of the cycle. Applicative value of the obtained
results is in the possibility of using the system (FPLL) for generation of modulated oscillations, as
well as for determining the conditions of the existence of phase systems' quasisynchronous regimes.
Key Words: phase system, quasi-synchronous modes, limiting �rst-order cycles, synchronization
modes, �xed point, shift operator along trajectories.
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Íåïðåðûâíûé ðåãóëÿðèçîâàííûé àíàëîã ìåòîäà

Íüþòîíà äëÿ m-àêêðåòèâíûõ óðàâíåíèé

c⃝ È. Ï. Ðÿçàíöåâà1

Àííîòàöèÿ. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïðèáëèæåííîì çà-
äàíèè äàííûõ (îïåðàòîðà è ïðàâîé ÷àñòè çàäàííîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ) ñ äèôôå-
ðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå m-àêêðåòèâíûì îïåðàòîðîì ïîñòðîåí íåïðåðûâíûé ðåãóëÿðèçîâàí-
íûé àíàëîã ìåòîäà Íüþòîíà, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åãî ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ê íåêî-
òîðîìó ðåøåíèþ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿåìîìó îäíîçíà÷íî. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêà-
çûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç ðå-
ãóëÿðèçîâàííûå ðåøåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå. Ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà ïðåäïîëàãàþòñÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè. Äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
îïðåäåëÿþùåãî èçó÷àåìûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, äîêàçûâàåòñÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäè-
ìîñòè íåïðåðûâíîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíàÿ ñõîäèìîñòü îïåðàòîðíîãî ìåòîäà ðåãó-
ëÿðèçàöèè äëÿ àêêðåòèâíûõ óðàâíåíèé. Òðåáîâàíèÿ íà ãåîìåòðèþ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, â
êîòîðîì ñòðîèòñÿ íåïðåðûâíûé ìåòîä, è åãî ñîïðÿæåííîãî âûïîëíÿþòñÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ïðèáëèæåííîì çàäàíèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îòäåëüíî èçó-
÷åíû ñëó÷àè íåâîçìóùåííîãî è âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé, èñïîëüçóåìûõ â óðàâíåíèè, îïðåäåëÿþùåì èçó÷àåìûé ìåòîä. Óêàçàí ïðèìåð
îïåðàòîðà, âîçíèêàþùåãî â òåîðèè ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, m-àêêðåòèâíûé îïåðàòîð, äóàëüíîå îòîáðàæå-
íèå, ìåòîä Íüþòîíà, íåïðåðûâíûé ìåòîä, âîçìóù¼ííûå äàííûå, ðåãóëÿðèçàöèÿ, ñõîäèìîñòü.

1. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ è ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè,
ñ÷èòàåì, ÷òî X è ñîïðÿæ¼ííîå åìó ïðîñòðàíñòâî X∗ ñòðîãî âûïóêëû.

Ïóñòü J : X → X∗ � äóàëüíîå îòîáðàæåíèå (ñì. [1] � [3]), ò.å.

∥Jx∥ = ∥x∥, ⟨Jx, x⟩ = ∥x∥2 ∀x ∈ X, (1.1)

çäåñü ⟨u, v⟩, u ∈ X∗, v ∈ X åñòü îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè X
è X∗.

Â íàøèõ óñëîâèÿõ D(J) = X, R(J) = X∗, J � îäíîçíà÷íîå ñòðîãî ìîíîòîííîå è
êîýðöèòèâíîå îòîáðàæåíèå â X (ñì., íàïðèìåð, [3]). Ðàññìîòðèì â X óðàâíåíèå

Ax = f, (1.2)

1 Ðÿçàíöåâà Èðèíà Ïðîêîôüåâíà, ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîä-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Ð.Å. Àëåêñååâà (603950, Ðîññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä,
óë. Ìèíèíà, ä.24), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-6215-1662,
lryazantseva@applmath.ru
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ãäå f � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç X, A : X → X � àêêðåòèâíûé íà X
îïåðàòîð, ò.å.

⟨J(x− y), Ax− Ay⟩ ≥ 0 ∀x, y ∈ X. (1.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1.2) èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé N, è îïðåäåëèì (ñì. [2],
c.143) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ óðàâíåíèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

⟨J(x∗ − x), x∗⟩ ≤ 0 ∀x ∈ N. (1.4)

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî íîðìà â X ðàâíîìåðíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî (ñì. [4]). Êðîìå
òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð A äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå íà X, òîãäà èç (1.3)
âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð, [1], ñ.316)

⟨Jh,A′(x)h⟩ ≥ 0 ∀x, h ∈ X. (1.5)

Ïóñòü A � m-àêêðåòèâíîå îòîáðàæåíèå, ò.å. R(A+ αE) = X ïðè ëþáîì α > 0, çäåñü
E : X → X � åäèíè÷íûé îïåðàòîð.

Îòìåòèì, ÷òî èç (1.5) ñëåäóåò àêêðåòèâíîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A′(x) : X → X ïðè
âñåõ x ∈ X, êîòîðûé òàêæå ñ÷èòàåì m-àêêðåòèâíûì.

Â íàøèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (1.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîððåêòíóþ çàäà÷ó. Â äàííîé
çàìåòêå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2) áóäåò ïîñòðîåí è èññëåäîâàí íåïðåðûâíûé ðåãóëÿðèçîâàííûé
àíàëîã ìåòîäà Íüþòîíà. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà ýòîò
ìåòîä èçó÷àëñÿ â [5].

Â [2], [4] äëÿ ðåøåíèÿ (1.2) èçó÷àëñÿ îïåðàòîðíûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè âèäà

Axα(t) + α(t)xα(t) = f, t ≥ t0 ≥ 0, (1.6)

ãäå α(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì

lim
t→+∞

α(t) = 0. (1.7)

Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå (ñì.[2, 4]):

lim
t→+∞

∥xα(t)− x∗∥ = 0, (1.8)

ãäå x∗ ∈ N è óäîâëåòâîðÿåò (1.4).
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî α(t) ∈ C1[t0,+∞) è óáûâàåò íà [t0,+∞).
Ïóñòü äàííûå A è f çàäà÷è (1.2) èçâåñòíû ïðèáëèæ¼ííî, ò.å. âìåñòî A è f èçâåñòíû

èõ ïðèáëèæåíèÿ A(t) è f(t) ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ïðè âñåõ t ≥ t0 ≥ 0 îáëàäàþò
ñâîéñòâàìè:
1). A(t) : X → X � m-àêêðåòèâíûé äèôôåðåíöèðóåìûé ïî Ôðåøå îïåðàòîð, ïðè âñåõ
u ∈ X ñóùåñòâóåò A′(t)u = (A(t)u)′t, ò.å. îïðåäåë¼í îïåðàòîð A′(t) : X → X, ïðè÷åì
ýëåìåíò A′(t)u(t) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t ïðè t ∈ [t0,+∞) äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé
u(t) ∈ C[t0,+∞) ñî çíà÷åíèÿìè â X, è ëèíåéíûé îïåðàòîð (A(t)u)′u : X → X ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì íà X ïðè ôèêñèðîâàííûõ u ∈ X è t ∈ [t0,+∞), ïðîèçâîäíàÿ (A(t)u(t))′u
íåïðåðûâíà ïî t íà [t0,+∞) ïðè ëþáîé u(t) ∈ C[t0,+∞), è (A(t)u)′u íåïðåðûâíî çàâèñèò
îò u ∈ X ïðè ëþáîì t ∈ [t0,+∞);

∥A(t)z − Az∥ ≤ h(t)g(∥z∥) ∀z ∈ X, (1.9)

∥A′(t)z∥ ≤ h1(t)q(∥z∥) ∀z ∈ X, (1.10)
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ïðè÷åì ôóíêöèè g(s) è q(s) îïðåäåë¼ííûå ïðè s ≥ 0, íåîòðèöàòåëüíû è ïåðåâîäÿò âñÿêîå
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â îãðàíè÷åííîå, ôóíêöèè h(t) è h1(t), âõîäÿùèå â (1.9) è (1.10)
ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðè t→ +∞;
2). Ôóíêöèÿ f(t) ∈ X è èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(t),

∥f(t)− f∥ ≤ δ(t); (1.11)

ãäå δ(t) → 0 ïðè t→ ∞.
Ïîäîáíî [5] íåïðåðûâíûé ðåãóëÿðèçîâàííûé àíàëîã ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ óðàâíåíèÿ

(1.2) îïðåäåëèì â ôîðìå ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè

(A(t)w(t))′ww
′(t) + α(t)w′(t)− f ′(t) + γ(t)[A(t)w(t) + α(t)w(t)− f(t)] = 0, (1.12)

w(t0) = w0 ∈ X, (1.13)

ò.å. ðåãóëÿðèçàöèþ ïðîâîäèì ïî àêêðåòèâíîìó îïåðàòîðó A(t) è åãî ïðîèçâîäíîé Ôðåøå
(A(t)x)′x.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ë å ì ì à 1.1. Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âåëè÷èíà

ξ(t, u(t)) = (A(t) + α(t)E)−1 u(t),

íåïðåðûâíà ïî t ïðè âñåõ t ≥ t0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(t) ∈ C[t0,+∞) ñî çíà÷åíèÿìè â
X è íåïðåðûâíà ïî u íà X ïðè ôèêñèðîâàííîì t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè u(t) ∈ C[t0,+∞) è äëÿ t1, t2 ∈
[t0,+∞) íàéäåì ýëåìåíòû ξi = ξ(ti, u(ti)), ò.å. (A(ti) + α(ti)E)

−1u(ti) = ξi. Çíà÷èò,
A(ti)ξi + α(ti)ξi = u(ti) ïðè i = 1, 2. Îòñþäà èìååì ðàâåíñòâî

⟨J(ξ1 − ξ2), A(t1)ξ1 − A(t2)ξ2⟩+ ⟨J(ξ1 − ξ2), α(t1)ξ1 − α(t2)ξ2⟩ = ⟨J(ξ1 − ξ2), u(t1)− u(t2)⟩.

Îòñþäà, ïîäîáíî [5], ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∥ξ1 − ξ2∥ ≤ 1

α(t2)

(
∥A(t2)ξ1 − A(t1)ξ1∥+ |α(t2)− α(t1)|∥ξ1∥+ ∥u(t1)− u(t2)∥

)
. (1.14)

Òåïåðü, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå íåïðåðûâíîñòü A(t)u ïî t ïðè ôèêñèðîâàííîì u,
íåïðåðûâíîñòü α(t) è u(t) ïðè t ∈ [t0,+∞), èìååì íåïðåðûâíîñòü ξ(t, u(t)) ïî t.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì t ≥ t0, è çàäàâ u1 è u2 èç X, îïðåäåëèì ýëåìåíòû ξ̃i = (A(t) +
α(t)E)−1ui, ò.å. A(t)ξ̃i + α(t)ξ̃i = ui, i = 1, 2. Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

⟨J(ξ̃1 − ξ̃2), A(t)ξ̃1 − A(t)ξ̃2⟩+ α(t)∥ξ̃1 − ξ̃2∥2 = ⟨J(ξ̃1 − ξ̃2), u1 − u2⟩,

îòñþäà â ñèëó àêêðåòèâíîñòè îïåðàòîðà A(t) èìååì

∥ξ̃1 − ξ̃2∥ ≤ 1

α(t)
∥u1 − u2∥. (1.15)

Ñëåäîâàòåëüíî, ëåììà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
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Ë å ì ì à 1.2. Ïóñòü

χ(t, u(t), w(t)) =
[
(A(t)u(t))′u + α(t)E

]−1
w(t),

ãäå u(t) è w(t) � íåïðåðûâíûå íà [t0,+∞) ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â X. Òîãäà â íàøèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ χ(t, u(t), w(t)) íåïðåðûâíà ïî t íà [t0,+∞) è íåïðåðûâíà ïî u ïðè
ôèêñèðîâàííûõ t è w(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(t), w(t) � ôóíêöèè èç C[t0,+∞), è t1 è t2 åñòü çíà÷åíèÿ
èç [t0,+∞), χi = χ(ti, u(ti), w(ti)), i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî,[

(A(ti)u(ti))
′
u + α(ti)E

]−1
w(ti) = χi ò.å. (A(ti)u(ti))

′
u χi + α(ti)χi = w(ti), i = 1, 2.

Ïîñêîëüêó àêêðåòèâíûé äèôôåðåíöèðóåìûé ïî Ôðåøå îïåðàòîð A îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì (1.5), òî ïîäîáíî [5] (ñì. ëåììó 2 â [5]) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∥χ1 − χ2∥ ≤ 1

α(t2)

[
∥(A(t2)u(t2))′u − (A(t1)u(t1))

′
u∥∥χ1∥+

+|α(t2)− α(t1)|∥χ1∥+ ∥w(t1)− w(t2)∥
]
.

Òåì ñàìûì â íàøèõ óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòü χ(t, u(t), w(t)) ïî t äîêàçàíà.
Ïóñòü ïðè ôèêñèðîâàííûõ t ≥ t0, w = w(t), u1 è u2 èç X âåðíû ðàâåíñòâà[

(A(t)ui)
′
ui
+ α(t)E

]−1
w = zi, èëè (A(t)ui)

′
ui
zi + α(t)zi = w, i = 1, 2.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî⟨
J(z1 − z2), (A(t)u1)

′
u1
z1 − (A(t)u1)

′
u1
z2
⟩
+ α(t)∥z1 − z2∥2+

+
⟨
J(z1 − z2), [(A(t)u1)

′
u1

− (A(t)u2)
′
u2
]z2
⟩
= 0.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî (1.5) äëÿ îïåðàòîðà (A(t)u1)
′
u1
, èìååì íåðàâåíñòâî

∥z1 − z2∥ ≤ 1

α(t)
∥(A(t)u1))′u1 − (A(t)u2)

′
u2
∥ ∥z2∥.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè (A(t)u)′u ïî u ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t ≥ t0 (ñì. óñëîâèå
(i)) ëåììà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Óñòàíîâèì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.12), (1.13) ïðè t → ∞ ê ðåøåíèþ
x∗ óðàâíåíèÿ (1.2).

2. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðè òî÷íîì çàäàíèè îïåðàòîðà

Ïóñòü îïåðàòîð A â (1.2) èçâåñòåí, à âìåñòî ýëåìåíòà f èçâåñòíû åãî ïðèáëèæå-
íèÿ f(t), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (ii). Íåïðåðûâíûé ðåãóëÿðèçîâàííûé àíàëîã ìåòîäà
Íüþòîíà (1.12), (1.13) â íàøåì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

A′(v(t))v′(t) + α(t)v′(t)− f ′(t) + γ(t)[Av(t) + α(t)v(t)− f(t)] = 0, (2.1)

v(t0) = v0 ∈ X. (2.2)
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Ïåðåïèøåì (2.1) â ñëåäóþùåì âèäå

du(t)

dt
= −γ(t)u(t) + α′(t)v(t), (2.3)

ãäå
u(t) = Av(t) + α(t)v(t)− f(t). (2.4)

Òàê êàê
v(t) = (A+ α(t)E)−1 (u(t) + f(t)) , (2.5)

òî îò (2.3) ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

du(t)

dt
= −γ(t)u(t) + α′(t) (A+ α(t)E)−1 (u(t) + f(t)) . (2.6)

Óñòàíîâèì óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.6) ïðè
ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè u(t0) = u0 ∈ X. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé γ(t), α′(t), f(t)
è ëåììû 1.1. äåëàåì âûâîä î íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà

F (t, u) = −γ(t)u+ α′(t) (A+ α(t)E)−1 (u+ f(t)) . (2.7)

ïî t íà [t0,+∞) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ýëåìåíòå u èç X.

Äàëåå ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé α(t) è γ(t) : ïóñòü ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

γ(t) ≤ γ0 ∀t ≥ t0, (2.8)

|α′(t)|
α(t)

≤ λ0 ∀t ≥ t0, (2.9)

ãäå γ0 è λ0 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ îöåíêó (1.15), óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ îïå-

ðàòîðà F (t, u) ïî ïåðåìåííîé u ñ ïîñòîÿííîé γ0+λ0. Òåïåðü îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.6) â êëàññå ôóíêöèé C1[t0,+∞) ñëåäóåò èç [6], ñ. 399 �
401. Òàêèì îáðàçîì, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíò v(t) ïðè âñåõ t ≥ t0 ïî ôîðìóëå
(2.5). Êðîìå òîãî, â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (ñì. [5]
è ëåììó 1.2.).

v′(t) = [A′(v(t)) + α(t)E]−1(u′(t)− α′(t)v(t) + f ′(t)). (2.10)

Ñëåäîâàòåëüíî, óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ v(t) ∈ C1[t0,+∞)
çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.2).

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ρ0 > 0 òàêàÿ, ÷òî

⟨J(Az + α(t)z − f(t)), z⟩ ≥ 0 ïðè ∥z∥ ≥ ρ0 ∀t ≥ t0. (2.11)

Äàëåå èç (2.3) èìååì⟨
Ju(t),

du(t)

dt

⟩
+ γ(t)∥u(t)∥2 = α′(t)⟨Ju(t), v(t)⟩. (2.12)

Ïóñòü ∥v(t)∥ ≥ ρ0 ïðè íåêîòîðîì t ∈ [t0,+∞), òîãäà â ñèëó (2.4) è (2.11) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ⟨Ju(t), v(t)⟩ ≥ 0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ α(t) ïî óñëîâèþ óáûâàåò, òî ñ ó÷¼òîì
ðàâåíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [3], ïðèìåð 5.7)

⟨Ju(t), u′(t)⟩ =
(
1

2
∥u(t)∥2

)′

t

= ∥u(t)∥d∥u(t)∥
dt
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îò (2.12) ïðè âûáðàííîì t ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

d∥u(t)∥
dt

+ γ(t)∥u(t)∥ ≤ 0. (2.13)

Ïóñòü t ∈ [t0,+∞) è ∥v(t)∥ < ρ0, òîãäà èç (2.12) âûâîäèìì íåðàâåíñòâî

d∥u(t)∥
dt

+ γ(t)∥u(t)∥ < −α′(t)ρ0. (2.14)

Òåïåðü, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (2.13), çàêëþ÷àåì, ÷òî (2.14) âåðíî ïðè âñåõ t ≥ t0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà (ñì. [7], ñ. 264)

∥u(t)∥ ≤ a0exp

(
−
∫ t

t0

γ(s)ds

)
− ρ0

∫ t

t0

α′(θ)exp

(
−
∫ t

θ

γ(s)ds

)
dθ, (2.15)

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ a0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ∥Av0+α(t)v0−f(t)∥ ≤ a0, v0
� ýëåìåíò èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (2.2).

Èç (1.6) è (2.4) èìååì

⟨J(v(t)− xα(t)), Av(t)− Axα(t)⟩+ α(t)⟨J(v(t)− xα(t)), v(t)− xα(t)⟩ =

= ⟨J(v(t)− xα(t)), f(t)− f + u(t)⟩.

Ñâîéñòâî àêêðåòèâíîñòè îïåðàòîðà A ïîçâîëÿåò îòñþäà âûâåñòè íåðàâåíñòâî

α(t)∥v(t)− xα(t)∥2) ≤ ⟨J(v(t)− xα(t)), f(t)− f⟩+ ⟨J(v(t)− xα(t)), u(t)⟩.

Îòñþäà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (1.11) è îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà J (ñì. (1.1)) ïîëó÷àåì
îöåíêó

∥v(t)− xα(t)∥ ≤ δ(t)

α(t)
+

∥u(t)∥
α(t)

,

êîòîðàÿ íà îñíîâàíèè (2.15) ïðèíèìàåò âèä

∥v(t)− xα(t)∥ ≤ a1

 δ(t)
α(t)

+
exp

(
−
∫ t
t0
γ(s)ds

)
α(t)

−

∫ t
t0
α′(θ)exp

(
−
∫ t
θ
γ(s)ds

)
dθ

α(t)

 ,
ãäå a1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, äàëåå ÷åðåç ak áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå.

Òåïåðü, ïîäîáíî [5], óñòàíàâëèâàåì óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå ñòðîãî âûïóêëîå âìåñòå ñî ñâîèì ñî-
ïðÿæ¼ííûì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, íîðìà â X ðàâíîìåðíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãà-
òî, A : X → X � m-àêêðåòèâíûé äèôôåðåíöèðóåìûé ïî Ôðåøå îïåðàòîð, ïðè÷¼ì
A′(u) � îãðàíè÷åííûé è íåïðåðûâíà ïî u íà X îïåðàòîð, óðàâíåíèå (1.2) èìååò íåïó-
ñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé N, α(t) è γ(t) � ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì α(t) ∈
C1[t0,+∞), γ(t) ∈ C[t0,+∞), α(t) óáûâàåò, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.7), (2.8), (2.9) è

lim
t→+∞

exp
(
−
∫ t
t0
γ(s)ds

)
α(t)

= 0, (2.16)
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lim
t→+∞

α′(t)

α′(t) + α(t)γ(t)
= 0. (2.17)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1.2) èçâåñòíà ïðèáëèæ¼ííî, å¼ ïðè-
áëèæåíèÿ f(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (ii), ïðè÷åì

lim
t→+∞

δ(t)

α(t)
= 0, (2.18)

è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.11).

Òîãäà çàäà÷à Êîøè (2.1), (2.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êëàññà C1[t0,+∞), êî-
òîðîå ïðè t → +∞ ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x∗ ∈ N, îïðåäåëÿåìîìó íåðàâåíñòâîì
(1.4).

3. Ñëó÷àé ïðèáëèæ¼ííî çàäàííîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 2.1. è óñëîâèÿ (i). Òîãäà íåïðåðûâíûé
ðåãóëÿðèçîâàííûé àíàëîã ìåòîäà Íüþòîíà èìååò âèä (1.12), (1.13). Ââåä¼ì íîâóþ ôóíê-
öèþ

ũ(t) = A(t)w(t) + α(t)w(t)− f(t), (3.1)

òîãäà (1.12) äà¼ò ðàâåíñòâî

dũ(t)

dt
+ γ(t)ũ(t) = A′(t)w(t) + α′(t)w(t). (3.2)

Èç (3.1) íàéäåì
w(t) = (A(t) + α(t)E)−1 (ũ(t) + f(t)) (3.3)

è ïåðåïèøåì (3.2) â ñëåäóþùåì âèäå

dũ(t)

dt
= −γ(t)ũ(t) + (A′(t) + α′(t)E) (A(t) + α(t)E)−1 (ũ(t) + f(t)) . (3.4)

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥A′(t)u1 − A′(t)u2∥ ≤ L̃(t)∥u1 − u2∥, L̃(t) > 0 ∀u1, u2 ∈ X, ∀t ≥ t0, (3.5)

ãäå ôóíêöèÿ L̃(t) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

L̃(t)

α(t)
≤ L0 ∀t ≥ t0, L0 > 0. (3.6)

Òåïåðü, ïîäîáíî [5], â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü óðàâíåíèÿ (1.12) â êëàññå ôóíêöèé C1[t0,+∞) äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
(1.13).

Íà îñíîâàíèè ëåììû 1.1. äåëàåì âûâîä î íåïðåðûâíîñòè w(t) íà [t0,+∞). Â òî æå
âðåìÿ

w′(t) = [(A(t)w(t))′w + α(t)E]−1(ũ′(t)− (A′(t) + α′(t)E)w(t) + f ′(t)).

Äàëåå, â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïî ëåììå 1.2. óñòàíàâëèâàåì, ÷òî w′(t) ∈ C[t0,+∞),
ò.å. w(t) ∈ C1[t0,+∞).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w(t) � îãðàíè÷åííàÿ íà [t0,+∞) ôóíêöèÿ, è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿí-
íàÿ ρ̃ > 0 òàêàÿ, ÷òî

⟨J(A(t)z + α(t)z − f(t)), z⟩ ≥ 0 ïðè ∥z∥ ≥ ρ̃ ∀t ≥ t0. (3.7)

Èç (3.2) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî⟨
Jũ(t),

dũ(t)

dt

⟩
+ γ(t)∥ũ(t)∥2 = ⟨Jũ(t), A′(t)w(t)⟩+ α′(t)⟨Jũ(t), w(t)⟩.

Îòñþäà òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè, ÷òî è ïðè âûâîäå (2.14), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

d∥ũ(t)∥
dt

+ γ(t)∥ũ(t)∥ ≤ ∥A′(t)w(t)∥ − α′(t)ρ̃0.

Òåïåðü ïðåäïîëàãàåìàÿ îãðàíè÷åííîñòü w(t) íà [t0,+∞) è íåðàâåíñòâî (1.10) ïîçâî-
ëÿþò îò ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó

d∥ũ(t)∥
dt

+ γ(t)∥ũ(t)∥ ≤ a2[h1(t)− α′(t)].

Âíîâü ïðèìåíèâ ëåììó èç [7], èìååì îöåíêó

∥ũ(t)∥ ≤ a3

[
exp

(
−
∫ t

t0

γ(s)ds

)
+

∫ t

t0

[h1(θ)− α′(θ)]exp

(
−
∫ t

θ

γ(s)ds

)
dθ

]
. (3.8)

Äàëåå, âû÷èòàÿ èç (3.1) ðàâåíñòâî (1.6) è íàõîäÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà J(w(t)−xα(t))
íà ýëåìåíòàõ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, èìååì

⟨J(w(t)− xα(t)), A(t)w(t)− A(t)xα(t)⟩+ α(t)∥w(t)− xα(t)∥2 =

= ⟨J(w(t)− xα(t)), Axα(t)− A(t)xα(t)⟩+ ⟨J(w(t)− xα(t)), f(t)− f + ũ(t)⟩.

Àêêðåòèâíîñòü îïåðàòîðà A(t), îãðàíè÷åííîñòü ∥xα(t)∥ íà [t0,+∞) (ñì. (1.8)), ïðåä-
ïîëîæåíèÿ (1.9), (1.11) ïîçâîëÿþò èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûâåñòè îöåíêó

∥w(t)− xα(t)∥ ≤ a4
δ(t) + h(t)

α(t)
+

∥ũ(t)∥
α(t)

∀t ≥ t0.

Ïðèìåíèâ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ â ïðàâîé ÷àñòè (3.8), çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé

lim
t→+∞

h(t)

α(t)
= lim

t→+∞

h1(t)

α′(t) + α(t)γ(t)
= 0, (3.9)

è (2.16) � (2.18) èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ∥w(t) − xα(t)∥ → 0 ïðè
t→ +∞.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.1. îïåðàòîð A âîçìóùåí, è âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (3.5), (3.6), è âìåñòî (2.11) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.7). Òîãäà
çàäà÷à Êîøè (1.12), (1.13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w(t) ∈ C1[t0,+∞). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýòî ðåøåíèå îãðàíè÷åíî íà [t0,+∞), è ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (3.9), òîãäà w(t)
ïðè t → +∞ ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X ê ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (1.2), îïðå-
äåëÿåìîìó íåðàâåíñòâîì (1.4).
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Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Ïðèìåðû ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì òåîðåì 2.1. è 3.1., ïðèâåäåíû â [5].

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Óñëîâèå (3.7) åñòü îäíî èç èçâåñòíûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1])

J(A(t)x+ α(t)x− f(t)) = 0, t ≥ t0. (3.10)

Ïîñêîëüêó â íàøèõ óñëîâèÿõ íà ïðîñòðàíñòâà X è X∗ ðàâåíñòâî Jz = 0 âîçìîæíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z = 0, òî èç (3.10) ïîëó÷àåì, ÷òî A(t)x+α(t)x = f(t). Òàê
êàê îïåðàòîðû A(t) ïî óñëîâèþ ÿâëÿþòñÿ m-àêêðåòèâíûìè, òî (3.7) íå ïðîòèâîðå÷èò
ðàíåå ïðèíÿòûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî (2.11) åñòü îäíî
èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Ax+ α(t)x = f(t).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.3. Ïîäîáíî [5] âûâîäèòñÿ îãðàíè÷åííîñòü w(t) íà [t0,+∞) èç
íåðàâåíñòâà

⟨Jw(t), ((A(t)w(t))′w + α(t)E)−1(γ(t)[A(t)w(t) + α(t)w(t)− f(t)] + f ′(t))⟩ ≥ 0

ïðè ∥w(t)∥ ≥ R0 > 0.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.4. Â îòëè÷èå îò [5] (ñì. òåîðåìó 2) â òåîðåìå 3.1. îòñóò-
ñòâóåò òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè g(s)/s ïðè s → ∞. Â [5] âûïîëíåíèå â H
íåðàâåíñòâ âèäà (2.11) è (3.7) (ïðè J = E ) íå ïðåäïîëàãàëîñü. Îíè âûâîäèëèñü íà îñíîâà-
íèè (1.9) è (1.11) èç íåðàâåíñòâà (Ax− f, x) ≥ 0 ïðè ∥x∥ ≥ ρ > 0, x ∈ H. Äëÿ îïåðàòîðà
A â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X óêàçàííîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä ⟨J(Ax−f), x⟩ ≥ 0
ïðè ∥x∥ ≥ ρ > 0, x ∈ X. ×òîáû âûâåñòè îòñþäà íåðàâåíñòâà (2.11) è (3.7) íåîáõîäèìû
ðàâíîìåðíàÿ ìîíîòîííîñòü J íà X è âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà äëÿ J íà X.
Ïðèìåðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà J íåèçâåñòíû (ñì.,
íàïðèìåð, [2], [3]). Îòìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ â
H è X ìîæåò áûòü íåâîçìîæíà, òàê êàê A è f â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíû.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.5. Â [5] ïîêàçàíî êàê íàñòðîèòü ìåòîä (1.12), (1.13) äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà èçâåñòíû åäèíñòâåííûå ïðèáëèæåíèÿ Ah è f δ îïåðàòîðà A è ýëåìåíòà f
ñîîòâåòñòâåííî.

Ï ð è ì å ð 3.1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A : Lp[a, b] → Lp[a, b] (p > 1) ñëåäóþùåãî
âèäà

Az(x) =

{
z(x)/[b1 + b2z(x)], z(x) ≥ 0,
0, z(x) < 0,

ãäå b1 è b2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîêàæåì àêêðåòèâíîñòü A.

Ïîñêîëüêó â Lp[a, b] îïåðàòîð J : Lp[a, b] → Lq[a, b] èìååò âèä

Jz(x) = ∥z∥2−p|z(x)|p−2z(x) ∀z(x) ∈ Lp[a, b], z(x) ̸≡ 0

è J(0) = 0, òî ïðè z1(x) > 0 è z2(x) > 0 ïîëó÷àåì

⟨J(z1(x)− z2(x)), Az1(x)− Az2(x)⟩ =

= ∥z1 − z2∥2−p
∫ b

a

|z1(x)− z2(x)|p−2[z1(x)− z2(x)]

[
z1(x)

b1 + b2z1(x)
− z2(x)

b1 + b2z2(x)

]
dx =
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= b1∥z1 − z2∥2−p
∫ b

a

|z1(x)− z2(x)|p

[b1 + b2z1(x)][b1 + b2z2(x)]
dx ≥ 0.

Ïóñòü âîçìóù¼ííûé îïåðàòîð A(t), t ∈ [t0,+∞) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

A(t)z(x) =

{
z(x)/[b1(t) + b2(t)z(x)], z(x) ≥ 0,
0, z(x) < 0,

ãäå b1(t) è b2(t) � ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè èç C1[t0,+∞), ïðè÷åì

bi(t) ≥ ai > 0, |bi − bi(t)| ≤ h(t), i = 1, 2, t ≥ t0, h(t) → 0 ïðè t→ +∞.

Àêêðåòèâíîñòü îïåðàòîðîâ A(t) : Lp[a, b] → Lp[a, b] ïðîâåðÿåòñÿ òåìè æå ðàñ-
ñóæäåíèÿìè, ÷òî è äëÿ îïåðàòîðà A. Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (1.9), (1.10)
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîäîáíî [5].

Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 1 è 2, âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (2.11) è (3.7)
òðåáóåòñÿ òîëüêî íà ðåøåíèÿõ çàäà÷ (2.1), (2.2) è (1.12), (1.13) ñîîòâåòñòâåííî. Çíà-
÷èò, ñïðàâåäëèâîñòü (2.11) è (3.7) ìîæíî óñòàíîâèòü ÷èñëåííî.
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Ñontinuous regularization analog of Newton method for

m-accretive equations

c⃝ I. P. Ryazantseva2

Abstract. Paper studies nonlinear equations with approximate data (i.e. the operator and the
right-hand side of an operator equation) with the Frechet-di�erentiable m-accretive operator
in Banach space. For such equation a regularized continuous analog of Newton's method is
constructed; su�cient conditions for method's strong convergence to a certain uniquely determined
solution of the given equation are obtained. Previously we prove auxiliary assertions of continuity
of values that are determined in terms of regularized solutions and their derivatives. The
approximations of the operator are assumed to be di�erentiable. One-valued solvability of the
di�erential equation de�ning the investigated regularization method is proved. In the proof of the
continuous method convergence known convergence of operator regularization method for accretive
equations is used. Requirements on the geometry of Banach space and its conjugate are performed
for a wide class of Banach spaces. For approximate right-hand side de�nition of the equation
the cases of the unperturbed and of the perturbed operator are studied separately. Examples are
built for parametric functions that are used in the equation that de�nes the method studied. The
example is speci�ed of an operator arising in the theory of a scalar density function, for which the
conditions of convergence of the method are performed.
Key Words: Banach space, m-accretive operator, duality mapping, Newton's method, continuous
method, perturbed data, regularization, convergence.
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Ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà è ìîäåëè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ

ïîëåé â ïëàçìå

c⃝ A. Í. Ñàõàðîâ1, À. À. Øèëîâñêàÿ2

Àííîòàöèÿ. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [14] è ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ
ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ìîäåëåé ìàãíèòíûõ ïîëåé â ýëåêòðîïðîâîäÿùåé ñðå-
äå (ïëàçìå) â òåðìèíàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè èíòåíñèâíî
âåäóòñÿ â òå÷åíèè ïîñëåäíèõ 20 ëåò. Òàê êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè
ñîïðÿæåíî ñ èçâåñòíûìè òðóäíîñòÿìè, òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëè-
æåííûå ìîäåëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñòðîèòñÿ êëàññ ìîäåëåé âåêòîðíûõ ïîëåé, îáúåäèíåííûõ
îáùèì íàçâàíèåì ìîäåëü òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Ïîëÿ èç ýòîãî êëàññà ïîðîæäàþò
íåïðåðûâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (ïîòîêè) íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ äîñòî÷íî ïðî-
ñòîé ñòðóêòóðîé. Âî-ïåðâûõ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîíå÷íî è ñîñòîèò èç ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, âî-âòîðûõ, ýòè ïîòîêè äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìîé
ñàìîèíäåêñèðóþùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùåé ïðîâåñòè èõ ïîëíóþ òîïîëî-
ãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ. Êðîìå òîãî, ïîëÿ èç óêàçàííîãî êëàññà ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî
áëèçêî àïïðîêñèìèðîâàíû âåêòîðíûìè ïîëÿìè, ïîðîæäàþùèìè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ïî-
òîêè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîëÿì â êîðîíå Ñîëíöà, ÷òî ñâÿçàíî ñ àêòóàëüíîé çàäà÷åé
îöåíêè âûáðîñà ýíåðãèè ïðè ñîëíå÷íûõ âñïûøêàõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îñîáûå òî÷êè ïîëÿ, ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè, èñòî÷íèêè, ñòîêè, ñåïà-
ðàòðèñû, ñåïàðàòîðû, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

1. Ââåäåíèå

Ñòðóêòóðà (òîïîëîãèÿ ñèëîâûõ ëèíèé) ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëàçìå èãðàåò âàæíóþ ðîëü
äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (ÌÃÄ): ýâîëþöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
êîðîíå Ñîëíöà, óñòîé÷èâîñòü ïëàçìû â òåðìîÿäåðíûõ ðåàêòîðàõ, ìåõàíèçìû òóðáóëåíò-
íîãî äèíàìî3, òåîðèÿ ìàãíèòíîãî ïåðåçàìûêàíèÿ.

Ýâîëþöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëàçìå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ (óðàâíåíèÿìè ÌÃÄ, [1], ãë. 8), êîòîðûå îïðåäåëÿþò äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà
íåêîòîðîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M3 (êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü íåñóùèì): ìàãíèòíîå
ïîëå H è ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö ïëàçìû v. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è îïèñàíèÿ òîïî-
ëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ÌÃÄ. Íàéäåííîå ïîëå H ïîðîæäàåò (ïðè èçâåñòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) íåïðå-
ðûâíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ïîòîê) íà M3. Íà âòîðîì ýòàïå íàõîäÿòñÿ èíòåãðàëüíûå

1 Ñàõàðîâ Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé
ìåõàíèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ"(603107,
Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð-ò Ãàãàðèíà, ä. 97), ORCID:http://orcid.org/0000-0002-4520-8062,
ansakharov2008@yandex.ru

2ØèëîâñêàÿÀííà Àíàòîëüåâíà, àñïèðàíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìà-
òè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà, Èíñòèòóò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè,
ÔÃÀÎÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî (603950, Ðîññèÿ, ÃÑÏ-20, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð-ò Ãàãàðèíà, ä.23, êîðï.6),
ORCID:http://orcid.org/0000-0002-3328-8157, a.shilovskaia@gmail.com

3 Äèíàìî � ìåõàíèçì óñèëåíèÿ èëè ïîääåðæàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî (ëèáî êîëåáàòåëüíîãî) ñîñòîÿíèÿ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè ïðîâîäÿùåé ñðåäû.
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êðèâûå ýòîé ñèñòåìû, còðóêòóðà êîòîðûõ è îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàê
êàê ðåøåíèå çàäà÷è ïåðâîãî ýòàïà ñîïðÿæåíî ñ èçâåñòíûìè òðóäíîñòÿìè, òî â ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîé ìîäåëè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ó÷èòûâàþùåé ñïåöèôèêó ðåøàåìîé çàäà÷è. Óäà÷íûé âûáîð òàêîé ìî-
äåëè ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ íå ðåøàòü óðàâíåíèÿ ÌÃÄ, è, âî-âòîðûõ, ïîëó÷èòü àäåêâàòíóþ
ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Çäåñü ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ðåàëèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â àòìîñôåðå Ñîëíöà, êîòîðàÿ âåñüìà àêòóàëüíà äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû âûáðîñà ýíåð-
ãèè ïðè ñîëíå÷íûõ âñïûøêàõ. Ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïîëÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî íå óäîâëå-
òâîðÿþò òðåáîâíèÿì, ãàðàíòèðóþùèì ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíûõ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ
íà íåñóùåì ìíîãîîáðàçèè. Îäíàêî, ïðè ðÿäå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ôèçè÷åñêîãî
õàðàêòåðà (èõ òî÷íîå îïèñàíèå áóäåò ïðèâåäåíî íèæå) ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëÿ, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè îáúåêòàìè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â
ðàáîòå [14] âîçíèêàåò êëàññ ìîäåëåé ìàãíèòíûõ ïîëåé, äëÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷:

Çàäà÷à 1. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà èñòî÷íèêîâ ïîëÿ ïîñòðîèòü âñå ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âûå4 êîíôèãóðàöè ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé (ôàçîâûå ïîðòðåòû ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïîòîêà);

Çàäà÷à 2. Íàéòè òèïè÷íûå5 áèôóðêàöèè êîíôèãóðàöèé, ïîðîæäàåìûõ îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêèì ñåìåéñòâàìè òàêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Â ïîñëåäíåå äâàäöàòèëåòèå ðåøåíèþ ýòèõ äâóõ çàäà÷ áûëî ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè-
÷åñòâî ðàáîò ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè àñòðîôèçèêè. Ïîÿâèëñÿ äàæå òåðìèí ìàãíèòíàÿ
òîïîëîãèÿ, îáîçíà÷àþùèé ìåòîä îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òåðìèíàõ òðåõ-
ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Îäíàêî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé êàðòèíû íå õâàòàåò, íà íàø
âçãëÿä, ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ÷åìó ïîñâÿùåíà íàñòîÿ-
ùàÿ ñòàòüÿ.

Íåëîêàëüíûå áèôóðêàöèè â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâÿçàíû ñ ðîæäåíèåì èëè ðàçðóøåíèåì
òàê íàçûâàåìûõ ñåïàðàòîðîâ, ìàòåìàòè÷åñêèìè îáðàçàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïîòîêîâ, ïðèíàäëåæàùèå ïåðåñå÷åíèþ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ òðàåêòî-
ðèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà6 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé (ñì. íàïðìåð,
ðàáîòû [3]-[6]).

Èçó÷åíèå òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïëàçìå â òåðìèíàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà-
÷àëîñü äîñòàòî÷íî äàâíî (â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà), î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò âíó-
øèòåëüíîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïî äàííîé òåìàòèêå. Áîëüøóþ èõ ÷àñòü ìîæíî íàéòè â
áèáëèîãðàôè÷åñêîì ñïèñêå ìîíîãðàôèè [7] è îáçîðà [8]. Íåêîòîðûå áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû
ïðèâåäåíû ñïèñêå ëèòåðàòóðû äàííîé ïóáëèêàöèè. Îòäåëüíî îòìåòèì ïèîíåðñêèå ðàáîòû

4 Ïóñòü v � Cr -ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå (r ≥ 1) íà Cr+1 -ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M. Ïîòîê, ïîðîæ-
äàåìûé ïîëåì v, íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì (ãðóáûì), åñëè â ïðîñòðàíñòâå âñåõ C1 -ãëàäêèõ
âåêòîðíûõ ïîëåé íà M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ïîëÿ v òàêàÿ, ÷òî âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå èç ýòîé îêðåñò-
íîñòè òîïîëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó, ïðè÷åì, ãîìåîìîðôèçì, îñóùåñòâëÿþùèé ýê-
âèâàëåíòíîñòü, áëèçîê ê òîæäåñòâåííîìó.

5 Ïîíÿòèå òèïè÷íîñòè áèôóðêàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â êíèãå [2].
6 Ãëàäêèé ïîòîê íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ è çàêíóòûõ òðàåêòðèé;
2) ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé òðàåêòîðèé íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà

òðàíñâåðñàëüíû.
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[9], [10], [11] è [12], ñ êîòîðûõ ñîáñòâåííî è íà÷àëîñü ïðèìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ
äëÿ èçó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìàãíèòíûõ ïîëåé.

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè îïèñàíèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîèçâîëüíûõ ìàã-
íèòíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ÌÃÄ. Êðîìå òîãî, îáñóæäàåòñÿ ñâîéñòâî
âìîðîæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â èäåàëüíóþ ïëàçìó. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ñâîéñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ íåèçìåííîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè: ïîëÿ
H t1 è H t2 îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû7.

Â ðàçäåëå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ìîäåëè ìàãíèòíûõ ïîëåé â êîðîíå Ñîëíöà: òàê
íàçûâàåìûå ìîäåëè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ (ìîäåëè ÒÌÇ).

Â ðàçäåëå 4 ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ íî âàæíàÿ ìîäåëü ÒÌÇ, ïîðîæäàåìîãî ïîòåíöè-
àëîì, îïðåäåëÿåìûì ïîëîæåíèåì çàðÿäîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ãåîìåòðèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì

ÌÃÄ

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, åñëè íå îãîâîðåíî îòäåëüíî, ÷òî íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå M3, íà
êîòîðîì çàäàíî ìàãíèòíîå ïîëå, ãîìåîìîðôíî òðåõìåðíîé ñôåðå S3. Ïóñòü B = µH
� âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè ïðîèçâîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâ-
íåíèÿì ÌÃÄ. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç r = {x, y, z} åâêëèäîâû êîîðäèíàòû òî÷êè S3 â
ëîêàëüíîé êàðòå, òî ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè
âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dr

ds
= B(r), (2.1)

ãäå s � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå òî÷êè íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ.

2.1. Îñîáåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Îïèñàíèå òîïîëîãèè ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îïèñàíèÿ êîíôè-
ãóðàöèè îñîáåííîñòåé ïîëÿ. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ, ãäå îíî
ðàâíî íóëþ (òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ íóëåâûìè òî÷êàìè ïîëÿ), à òàêæå â òî÷êàõ, ãäå ðàñ-
ïîëîæåíû èñòî÷íèêè ïîëÿ: ýëåêòðè÷åñêèå èëè ìàãíèòíûå çàðÿäû. Ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ
ëèáî íà÷èíàþòñÿ, ëèáî çàêàí÷èâàþòñÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Ìàãíèòíûå çàðÿäû � ìîíîïîëè �
äî ñèõ ïîð ýêñïåðèìåíòàëüíî íå îáíàðóæåíû, ïîýòîìó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íå
èìååò èñòî÷íèêîâ. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

divB = 0. (2.2)

Íóëåâûå òî÷êè ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

B(r) = 0. (2.3)

Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè) ïîòîêà, ïîðîæäàå-
ìîãî ýòèì ïîëåì. Èç óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ1, λ2, λ3 íóëåâîé òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

λ1 + λ2 + λ3 = 0. (2.4)

7 Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M3 íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : M3 → M3, ïåðåâîäÿùèé èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðâîãî ïîëÿ â èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå âòîðîãî, ñîõðàíÿÿ èõ îðèåíòàöèè.
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Â òèïè÷íîì ñëó÷àå âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, λ2, λ3 íóëåâîé òî÷êè
ïîëÿ B íå ðàâíû íóëþ. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.4) ñëåäóåò, ÷òî íóëåâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
ñåäëîì ñ äâóìåðíîé è îäíîìåðíîé ñåïàðàòðèñàìè. Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè, òî îíè ëèáî âñå âåùåñòâåííûå, ëèáî
îäíî èç íèõ âåùåñòâåííî, à äâà äðóãèõ � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ

Â ëèòåðàòóðå ïî ôèçèêå ìàãíèòíûõ ïîëåé îäíîìåðíóþ ñåïàðàòðèñó ñåäëà íàçûâàþò
øèïîì (spine), à äâóìåðíóþ � âååðíîé ïîâåðõíîñòüþ (fan). Ïåðåñå÷åíèÿ âååðíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé ðàçëè÷íûõ íóëåâûõ òî÷åê ïðèíÿòî íàçûâàòü ñåïàðàòîðàìè. Åñëè ýòè ïåðåñå÷åíèÿ
òðàíñâåðñàëüíû, òî èõ íàçûâàþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè ñåïàðàòîðàìè. Íà ÿçûêå íåïðå-
ðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ïîòîêîâ) � ýòî ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè (ðèñ. 2.1).
Îáúåäèíåíèå îñîáåííîñòåé ïîëÿ, øèïîâ, âååðíûõ ïîâåðõíîñòåé è ñåïàðàòîðîâ îïðåäåëÿåò
òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ è íàçûâàåòñÿ ñêåëåòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ8.

2.2. Câîéñòâî âìîðîæåííîñòè è óñòîé÷èâîñòü òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì èíäóêöèè

∂B

∂t
− rot(v ×B)− νm∆B = 0, (2.5)

ãäå νm � ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïðîâîäèìîñòü ïëàçìû, v � ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ ÷àñòèö ïëàçìû. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè, ò.ê. ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1) çàâèñèò îò t êàê îò ïàðàìåòðà.

Â èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïëàçìå ( νm = 0 ) ìàãíèòíîå ïîëå îáëàäàåò òàê íàçûâàåìûì
ñâîéñòâîì âìîðîæåííîñòè: ïðè äâèæåíèè ñðåäû ñèëîâûå ëèíèè ñëåäóþò çà íåé, áóäó÷è
êàê áû ïðèêëååííûìè ê åå ÷àñòèöàì (òåîðåìà Àëüôâåíà9 [13]). Êðèòåðèåì âìîðîæåííîñòè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëàçìó ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ èíäóêöèè.

Ò å î ð å ì à 2.1. ([14], òåîðåìà 2.1) Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.5) ïðè νm = 0
ðàâíà ñêîáêå Ïóàññîíà ïîëåé v è B.

8 Ïðè ïîñòðîåíèè èçîáðàæåíèé ñêåëåòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà-
÷åíèé: èñòî÷íèêè îáîçíà÷àþòñÿ áóêâîé α, ñòîêè � ω, ñåäëà � σn, ãäå n � ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ.

9 Õàííåñ Óëîô É¼ñòà Àëüôâåí (øâåä. Hannes Olof Gosta Alfven; 30 ìàÿ 1908, Íîðð÷¼ïèíã � 2 àïðåëÿ
1995, Þðñõîëüì) � èçâåñòíûé øâåäñêèé ôèçèê, ñïåöèàëèñò ïî ôèçèêå ïëàçìû. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè ïî ôèçèêå â 1970 ã. çà ðàáîòû â îáëàñòè òåîðèè ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêè.
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Ðàâåíñòâî íóëþ ñêîáêè Ïóàññîíà10 ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó êîììóòèðóåìîñòè ïîòîêîâ,
ïîðîæäàåìûõ ýòèìè ïîëÿìè ([16], ãë. 8, � 39, òåîðåìà D).

Â èäåàëüíîé ïëàçìå ñâîéñòâî âìîðîæåííîñòè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîñòîÿíñòâà
ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íàòÿíóòóþ íà ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð,
êîòîðûé äâèæåòñÿ âìåñòå ñ ïëàçìîé (òåîðåìà Êåëüâèíà î öèðêóëÿöèè äëÿ ìàãíèòíîãî
ïîòîêà). Ðàññìîòðèì çàêîí Îìà äëÿ ïëàçìû

E + v ×B = R,

ãäå E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, R = νm∇ × B . Ïóñòü âåêòîð R óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

B × (∇×R) = 0, (2.6)

êîòîðîå ïðè B ̸= 0 ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

∇×R = αB,

ãäå α � íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 2.1 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà ïîëåé v è B è â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ðàâíà
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.6) ìàãíèòíîå ïîëå îáëàäàåò ñâîéñòâîì
âìîðîæåííîñòè11.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýâîëþöèÿ ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â ïëàçìå äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåð ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé: â òå÷åíèè çíà÷èòåëüíîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå èçìåíÿåòñÿ, çàòåì áûñòðî ïðîèñõîäèò
ïåðåñòðîéêà ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ÿâëåíèåì ïåðåçàìûêàíèÿ ìàãíèòíûõ
ñèëîâûõ ëèíèé [7]. Òàê êàê ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ äâèæóòñÿ âìåñòå ñ ÷àñòèöàìè ïëàçìû,
òî ëèíèè ñ ðàçíûìè íàïðàâëåíèÿìè12 ìîãóò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî. Äàëåå ñèëîâûå
ëèíèè ìîãóò ëèáî ðàçîéòèñü áåç èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè, ëèáî ïåðåçàìêíóòüñÿ. Î÷åâèäíî,
âîçìîæíûìè ìîäåëÿìè ÿâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïåðåçàìûêàíèÿ ÿâëÿþòñÿ áèôóðêàöèè â ñè-
ñòåìå (2.1), ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ òîïîëîãèè ïîëÿ.

Òàê êàê âåêòîð èíäóêöèè B çàâèñèò îò âðåìåíè t, òî ïîëÿ B(r, t1) è B(r, t2) îïðå-
äåëÿþò, âîîáùå ãîâîðÿ, äâå ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Ñâîéñòâî
âìîðîæåííîñòè ãàðàíòèðóåò íåèçìåííîñòü òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âðåìåíè.

Ò å î ð å ì à 2.2. ([15]) Ïóñòü ìàãíèòíîå ïîëå B(r, t) êîììóòèðóåò ñ âåêòîðîì
ñêîðîñòè ÷àñòèö ïëàçìû. Òîãäà ïîëÿ B(r, t1) è B(r, t2) òîïîëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýê-
âèâàëåíòíû äëÿ âñåõ t1, t2 ∈ R.

3. Ìîäåëè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ

3.1. Ñâîéñòâà ïîëåé, îïðåäåëÿåìûõ ìîäåëÿìè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîðîíå Ñîëíöà ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå åãî ìîäåëåé ïîëÿ ñ òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè, â êîòîðûõ óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíî-
ñòè ïîëÿ (2.2) íàðóøàåòñÿ. C òî÷êè çðåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè, òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè ïîëÿ

10 Ïóñòü Lu , Lv � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ u , v ñîîòâåòñòâåííî. Äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (1-ãî ïîðÿäêà)LuLv −LvLu íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà âåêòîðíûõ ïîëåé u
è v .

11 Âïåðâûå â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ ñâîéñòâî âìîðîæåííîñòè îáñóæäàëîñü âðàáîòå [15].
12 Íàïðàâëåíèå ñèëîâîé ëèíèè â çàäàííîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà B, êàñàþùåãîñÿ

ëèíèè â ýòîé òî÷êå.
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ýòî îñîáåííîñòè ïîëÿ, â êîòîðûõ îíî ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
èçáåæàòü ðàáîòû ñ áåñêîíå÷íîñòÿìè â àñòðîôèçèêå èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ìîäåëü
òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî çàðÿäà (ìîäåëü ÒÌÇ), ñóòü êîòîðîé ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

1. ðåàëüíûé èñòî÷íèê ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íóëåâîé òî÷êè ïîëÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ;

2. ïîëå ïîòåíöèàëüíî, òî åñòü ïðåäñòàâèìî â âèäå B = ∇Φ, ãäå Φ � ñêàëÿðíûé ïîòåí-
öèàë;

3. ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîðîíû Ñîëíöà ãðàíèöà ôîòîñôåðû ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê äâóìåðíàÿ ñôåðà S2, íà êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ âñå èñòî÷íèêè ïîëÿ.

Ð è ñ ó í î ê 3.1
Ñêåëåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ òðåìÿ èñòî÷íèêàìè (α1 � èñòî÷íèê, ω1, ω2 � ñòîêè) è òðåìÿ ñåäëàìè

( σ1
1, σ

2
2, σ

1
3) . Cåïàðàòîð � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåäëî σ1

1 ñ ñåäëîì σ2
2

Ôèçè÷åñêîå îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè ýòîé ìîäåëè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â îáçîðå
[8]. C òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóòü ìîäåëè ÒÌÇ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

Îáû÷íî ïîòîê (íåïðåðûâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà) ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì,
îñîáåííîñòÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òîëüêî íóëåâûå òî÷êè. Òàê êàê ãåîìåòðè÷åñêè ñèëîâûå
ëèíèè ïîëÿ â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêîâ âåäóò ñåáÿ òàêæå, êàê â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâûõ
(óñòîé÷èâûõ) íóëåâûõ òî÷åê ïîëÿ, òî â ìîäåëè ÒÌÇ óñëîâèå 1 óòâåðæäàåò, ÷òî ãåîìåòðèÿ
ðåàëüíîãî ïîëÿ íåñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ãåîìåòðèè ïîëÿ, ó êîòîðîãî èñòî÷íèêè (ñòî-
êè) ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè (óñòîé÷èâûìè) íóëåâûìè òî÷êàìè. Íà ãðàíèöå ôîòî-
ñôåðû ýòèì òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäû (êîíå÷íîãî ðàçìåðà) ïó÷êîâ ìàãíèòíûõ ëèíèé,
ïåðåñåêàþùèõ ãðàíèöó. Òàêèì îáðàçîì, òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè � êîìïàêòèôèêàöèÿ ýòèõ
ñëåäîâ. Õîòÿ äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ â ýòèõ òî÷êàõ íå ðàâíà íóëþ, îäíàêî èìåííî ýòî óñëî-
âèå ïîçâîëÿåò èç ìíîæåñòâà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé âûäåëèòü êëàññ ïîëåé, äîïóñêàþùèõ
ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ áåçäèâåðãåíòíûõ ïîëåé.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîòåíöèàëüíîå ïîëå â óñëîâèè 2 ïîðîæäàåòñÿ ôóíê-
öèåé Ìîðñà13. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [17]), ÷òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ìíîæåñòâî

13 Íàïîìíèì, ÷òî C2 -ôóíêöèÿ φ íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè äëÿ
ëþáîé åå êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vp ñ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé x = (x1, . . . , xn) è

öåëîå ip � èíäåêñ p òàêèå, ÷òî φ(x)
∣∣
Vp

= φ(p)−
ip∑

k=1

x2
k +

n∑
k=ip+1

x2
k
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ãðàäèåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé òàêèõ, ÷òî ëþáîå ïîëå èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàåòñÿ
ôóíêöèåé Ìîðñà φ è äîïóñêàåò òàê íàçûâàåìóþ ñàìîèíäåêñèðóþùóþñÿ ýíåðãåòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ f, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà ñî ñâîéñòâàìè:

1) ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê φ è f ñîâïàäàþò;
2) äëÿ êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p èìååì f(p) = φ(x)+ const ïðè x ∈ Vp è f(p) = ip ;
3) ∇φ · ∇f < 0 âíå ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
Âîîáùå ãîâîðÿ, óñëîâèå 3 íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, îíî ëèøü äàåò íåêîòîðûå óäîá-

ñòâà ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ìîäåëåé ïîëÿ. Êðîìå òîãî, èíîãäà åãî äîïîëíÿþò ïðåä-
ïîëîæåíèåì îá èíâàðèàíòíîñòè ãðàíèöû ôîòîñôåðû îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàåìîãî ïîòîêà
(êîìïîíåíòà Bz ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà íóëþ).

Êàê ïîêàçàíî â [5] è [18] ìîäåëü ÒÌÇ ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ñôîðìóëèðîâàííûõ âî
ââåäåíèè çàäà÷ äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäàþùèõ ïîòîêè ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) êàæäûé ïîòîê F t íå èìååò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ;

2) ïîòîê F t äîïóñêàåò ñàìîèíäåêñèðóþùóþñÿ ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f : S3 →
[0, 3].

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G ìíîæåñòâî ïîòîêîâ ñî ñâîéñòâàìè 1) è 2). Çàìåòèì, ÷òî
ïîòîêè èç G íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè.

Íà ðèñ. 3.1 ïîêàçàí ñêåëåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ îäíèì èñòî÷íèêîì, äâóìÿ ñòîêàìè è
òðåìÿ íóëåâûìè òî÷êàìè, ïîñòðîåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ÒÌÇ.

3.2. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

Ñàìîèíäåêñèðóþùóþñÿ ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïîòîêîâ èç êëàññà G ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ýòèõ ïîòîêîâ.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå, ïîðîæäàþùåå ïîòîê èç êëàññà G. Ïóñòü Ω0 � ìíîæåñòâî
èñòî÷íèêîâ, Ω3 � ìíîæåñòâî ñòîêîâ, Ω1,2 � ìíîæåñòâî ñåäåë èíäåêñîâ 1 è 2, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Åñëè f � ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó
ïîëþ, òî Σ = f−1(3/2). Èç ïðåäïîëîæåíèé ìîäåëè ÒÌÇ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî îñîáåííîñòåé
ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

nα − n2
σ = nω − n1

σ, (3.1)

ãäå nα � ÷èñëî èñòî÷íèêîâ, nω � ÷èñëî ñòîêîâ, n1
σ � ÷èñëî ñåäåë èíäåêñà 1, n2

σ � ÷èñ-
ëî ñåäåë èíäåêñà 2. Îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû èíäåêñîâ îñîáûõ
òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òðåõìåðíîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè. Ðàâåíñòâî (3.1) îïðåäå-
ëÿåò òîïîëîãèþ ïîëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëà ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé óñòîé÷èâûõ è
íåóñòîé÷èâûõ äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ. Äàëåå, ïóñòü

g =
n1
σ + n2

σ − nα − nω + 2

2
.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà èç G ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ([18],
ëåììà 2):

1. g � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî;

2. ïîòîê èìååò íå ìåíåå g ñåäåë èíäåêñà 1, óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðûõ ñîäåðæèò
ãåðîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ;

3. ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Σ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé
ïîâåðõíîñòüþ ðîäà g.

À. Í. Ñàõàðîâ, À. À. Øèëîâñêàÿ. Ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà è ìîäåëè òîïîëîãèè . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 1 95

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòîêîâ èç êëàññà G ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðè-
àíòîì â ñëåäóþùèì ñìûñëå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå
ôóíêöèè f è f ′ ïîòîêîâ F t è F ′t cîãëàñîâàííî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè
ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì H : S3 → S3 òàêîé, ÷òî

1. f ′ ◦H = f ;

2. H(W s
Ω1

∩ Σ) = W s
Ω′

1
∩ Σ′, H(W u

Ω2
∩ Σ) = W u

Ω′
2
∩ Σ′.

Äâà ïîòîêà èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè ñîãëàñîâàííî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ([18], òåîðåìà 3).

3.3. Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå ïîòîêè

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïîòåíöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ïîðîæäàþò ïîòîêè, êîòîðûå
íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê áûëî ïîêàçàíî
C. Ñìåéëîì ([19], òåîðåìà À), ãðàäèåíòíûé ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ôóíêöèåé Ìîðñà, ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî àïïðîêñèìèðîâàí (â C1 -òîïîëîãèè) ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì ïî-
òîêîì. Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå ïîòîêè ýòî ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ó êîòîðûõ
îòñóòñòâóþò çàìêíóòûå òðàåêòîðèè. Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå ïîòîêè ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âû, äëÿ ïîòîêîâ íà òðåõìåðíîé ñôåðå ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ
(ñì., íàïðèìåð, [20]). Â ñèëó ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå êîíôè-
ãóðàöèè ìàãíèòíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâàíèÿì ìîäåëè ÒÌÇ, ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûìè ïîòîêàìè.

Â êàêîì ñìûñëå ðàâåíñòâî (3.1) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ ïîòîêîâ? Ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ ýòî óðàâíåíèå èìååò
öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ âèäà n1

σ +m, n2
σ +m, m = 0, 1, . . . . Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîìó m

ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâàÿ êîíôèãóðàöèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà (øòðèõîâûå ëèíèè) äëÿ ïîëÿ, ñêåëåò êîòîðîãî èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.1

Äëÿ ðàçëè÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíûõ êîíôèãóðàöèé áóäåì èñïîëüçîâàòü
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [20].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W u
a , W

s
a íåóñòîé÷èâîå è óñòîé÷èâîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå òî÷-

êè a. Îáúåäèíåíèå A ñòîêîâ, ñåäåë èíäåêñà 1 è èõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ÿâëÿåòñÿ
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àòòðàêòîðîì14 ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî ðàññìàòðèâàåìûì âåêòîðíûì ïîëåì (ñîîòâåòñòâåí-
íî, îáúåäèíåíèå R èñòî÷íèêîâ, ñåäåë èíäåêñà 2 è èõ óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ÿâëÿåòñÿ
ðåïåëëåðîì ïîòîêà).

Èçâåñòíî [21], ÷òî ãðàíèöà F òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà n1

σ−nω+1, êîòîðàÿ çàäàåò ðàçáèåíèå Õåãîðà15 ñôåðû
S3. Ïåðåñå÷åíèÿ

{ck = W s
σ1k

∩ F, k = 1, 2, . . . , n1
σ}

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè
F. Åùå îäèí íàáîð çàìêíóòûõ êðèâûõ íà F äàþò ïåðåñå÷åíèÿ

{dk = W u
σ2
k
∩ F, k = 1, 2, . . . , n2

σ}.

Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ðàâíî ÷èñëó ïåðåñå÷åíèé
êðèâûõ ïåðâîãî íàáîðà ñ êðèâûìè èç âòîðîãî íàáîðà (ðèñ. 3.2).

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èç [20], ïîâåðõíîñòü F ñ ïåðâûì è âòîðûì íàáîðàìè çà-
ìêíóòûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî
âåêòîðíûì ïîëåì: äâå êîíôèãóðàöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : F → F ′, êîòîðûé
ïåðåâîäèò ïåðâûé íàáîð îêðóæíîñòåé â ïåðâûé, à âòîðîé âî âòîðîé. Àëãîðèòì ïðîâåðêè
ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà h ïðèâåäåí â óïîìÿíóòîé ðàáîòå [20].

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Êàæäîìó m ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî òîïîëîãè÷åñêè íå

ýêâèâàëåíòíûõ êîíôèãóðàöèé èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ò.ê. ÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé

ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà � òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò.

4. Ïðîñòàÿ ìîäåëü ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìîäå-

ëè ÒÌÇ

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòàÿ, íî î÷åíü ïîïóëÿðíàÿ ìîäåëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïî-
ðîæäàåìàÿ ïîòåíöèàëîì, èìåþùèì êîíå÷íîå ÷èñëî èñòî÷íèêîâ ïîëÿ. Ïîòåíöèàë çàäàåòñÿ
ïîëîæåíèåì çàðÿäîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è èìååò âèä

Φ(r) = −
n∑
k=1

αk
1

∥r − rk∥
. (4.1)

Òîãäà

B(r) = ∇Φ(r) =
n∑
k=1

αk
r − rk

∥r − rk∥3
. (4.2)

Ýòî ïîëå èìååò n èñòî÷íèêîâ c èíòåíñèâíîñòÿìè αk , ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ rk ,
k = 1, 2, . . . , n. Óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè divB = 0 âûïîëíÿåòñÿ âñþäó, êðîìå èñòî÷-
íèêîâ ïîëÿ. Â ðàâåíñòâå (4.2) ïîäðàçóìåâàåòñÿ áàëàíñ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, òî åñòü ñóììà

14 Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì ïîòîêà f t , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñò-
íîñòü UA òàêóþ, ÷òî f t(UA) ⊂ intUA è A =

∩
t≥0

f t(UA). Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè îíî

� àòòðàêòîð ïîòîêà f−t.
15 Ðàçáèåíèå Õåãîðà çàìêíóòîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå îáúåäèíå-

íèÿ äâóõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îáùèì êðàåì, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êðåíäåëåì
(handlebody).
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èíòåíñèâíîñòåé âñåõ èñòî÷íèêîâ ðàâíà íóëþ. Â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà íóëþ ýòîé ñóììû äî-
áàâëÿåòñÿ èñòî÷íèê ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåíñèâíîñòè, ðàñïîëîæåííûé â áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííîé òî÷êå.

Â ýòîé ìîäåëè ìàãíèòíîå ïîëå â èñòî÷íèêàõ ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî,
êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïîâåäåíèå ñèëîâûõ ëèíèé â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêîâ íå îòëè÷à-
åòñÿ îò ïîâåäåíèÿ ýòèõ ëèíèé â îêðåñíîñòè ïðèòÿãèâàþùèõ (îòòàëêèâàþùèõ) íóëåâûõ
òî÷åê ïîëÿ. Ïîñòðîèì âåêòîðíîå ïîëå, ýêâèâàëåíòíîå ïîëþ (4.2), òàêîå ÷òî âñå èñòî÷-
íèêè ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè òî÷êàìè. Â ôèçèêå åé ñîîòâåòñòâóò òàê íàçûâàåìàÿ ïðîöåäóðà
ðåãóëÿðèçàöèè â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêîâ.

Ïóñòü a(r) =
n∏
k=1

∥r − rk∥3. Òîãäà óðàâíåíèå (2.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B(r) =
1

a(r)

n∑
k=1

αk(r − rk)a(r)/∥r − rk∥3 =
1

a(r)
Q(r).

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå Q(r) = 0 îïðåäåëÿåò íóëè ïîëÿ B(r) è èìååò, êðîìå ýòîãî,
ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ r1, r2, . . . , rn.

Ïóñòü ϵ > 0, äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , n íàéäåì øàð Uk(ε) ðàäèóñà ρ(ε) c öåíòðîì â
òî÷êå rk òàêîé, ÷òî a(r) < ε äëÿ âñåõ r ∈ Uk(ε). Î÷åâèäíî, ÷òî ρ(ε) → 0 ïðè ε → 0.
Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå

Bε(r) =
1

a(r, ε)
Q(r), (4.3)

ãäå a(r, ε) = a(r) + ε
n∑
k=1

bk(r), à bk : Uk(ε) → [0, 1] � C∞ -ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

1. bk(r) = 1 ïðè ∥r − rk∥ ≤ ρ(ε)

2
,

2. 0 < bk(r) < 1 ïðè
ρ(ε)

2
< ∥r − rk∥ < ρ(ε) ,

3. bk(r) = 0 ïðè ∥r − rk∥ ≥ ρ(ε).

Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ïîëå Bε(r) èìååò òå æå ñàìûå íóëè, ÷òî è ïîëå B(r),

áåçäèâåðãåíòíî â îáëàñòè S3 \
n∪
k=1

Uk(ε) è èìååò â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ-ñòîêîâ ïðîñòûå

íóëåâûå òî÷êè r1, r2, . . . , rn.
Êàê ñâÿçàíû âåêòîðíûå ïîëÿ (4.2) è (4.3)? Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðeìà.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïîëå B(r) îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîëþ
Bε(r).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü h : S3 → S3 � îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âíå îêðåñòíîñòåé Uk(ε) h � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, òàê êàê èíòåãðàëüíûå
êðèâûå îáîèõ ïîëåé ñîâïàäàþò.

Â îêðåñòíîñòè Uk(ε) âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (2.1) âõîäÿò â èñòî÷íèê rk
èëè âûõîäÿò èç íåãî, ïðè÷åì äîñòèãàþò èñòî÷íèê çà êîíå÷íîå �âðåìÿ�, çàâèñÿùåå, âîîáùå
ãîâîðÿ, îò íà÷àëüíûõ äàííûõ16.

16 Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîãî èñòî÷íèêà óðàâíåíèå (2.1) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (φ, θ, ρ = ∥r∥)
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû

φ̇ = 0, θ̇ = 0, ρ̇ =
α

ρ2
,
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëåé B è Bε ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè äàííû-
ìè íà ãðàíèöå øàðà Uk(ε) : (φ0, θ0, ρ(ε)). Òîãäà ãîìåîìîðôèçì h : Uk(ε) → Uk(ε) ñòðîèòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü F s

Bε
(r0) � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ

dr

ds
= Bε(r) (4.4)

c íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì r0. Ñîïîñòàâèì òî÷êå F s
Bε

(ϕ0, θ0, ρ(ε)) òî÷êó íà èíòåãðàëüíîé
êðèâîé ïîëÿ B c ïàðàìåòðîì sks/(sk−s), ãäå sk(ϕ0, θ0, ρ(ε)) � �âðåìÿ� äîñòèæåíèÿ òî÷êè
rk. Òàê êàê ôóíêöèÿ sk(ϕ0, θ0, ρ(ε)) íåïðåðûâíà, òî ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò íå òîëüêî
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, íî è íåïðåðûâíûì.

Äàëåå, ïðè r ∈ Uk(ε) óðàâíåíèå (4.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå
óðàâíåíèå

a(r, ε)
dr

ds
= Q(r), (4.5)

èìåþùåå åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
(íåóñòîé÷èâî). Ïóñòü r(s, r0, ε) � ðåøåíèå (4.5) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì r0 = (φ0, θ0, ρ(ε)).
Òîãäà ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå À.Í. Òèõîíîâà [22] r(s, r0, ε) → rk ïðè ε → 0 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå h ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò òîæäåñòâåííîãî è íåïðåðûâíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Morse-Smale �ows and the model of the topology of

magnetic �elds in plasma

c⃝ A. N. Sakharov17, A. A. Shilovskaya18

Abstract. This article is a continuation of the work [14]and is devoted to the presentation of
results related to the construction of models of magnetic �elds in an electrically conductive medium
(plasma) in terms of dynamic systems. Research in this direction has been intensively pursued
over the past 20 years. Since the solution of magnetic hydrodynamics' equations is associated with
certain di�culties approximate models of magnetic �elds are used. A class of vector �elds' models
is constructed, united by the common name model of the topology of magnetic charges. Fields
from this class generate continuous dynamical systems (�ows) on three-dimensional manifolds
with a su�ciently simple structure. First, the non-wandering set is �nite and consists of hyperbolic
equilibrium states. Second, these �ows allow the existence of a so-called self-indexing energy
function that allows them to be complete topological classi�ed. In addition, �elds of this class may
be arbitrarily closely approximated by vector �elds generating structurally stable �ows. Particular
attention is paid to the �elds in the corona of the Sun, which is associated with the actual problem
of energy release estimation in solar �ares.
KeyWords: singular points of the �eld, magnetic �eld lines, sources, sinks, separatrix, separators,
heteroclinic curves.
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïîêîìïîíåíòíîé

àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è åå

ïðèëîæåíèå ê óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

c⃝ Ï.À. Øàìàíàåâ 1, Î. Ñ. ßçîâöåâà 2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïîêîìïîíåíòíîé àñèìïòî-
òè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ âîçìóùåíèÿìè â âèäå âåêòîðíûõ ïîëèíîìîâ. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàí íà ïî-
ñòðîåíèè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðà, ñâÿçûâàþùåãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû
è åå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, è ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ñóùå-
ñòâîâàíèå ïîñòðîåííîãî îïåðàòîðà äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîêîìïîíåíòíûõ îöåíîê
ýëåìåíòîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îïåðàòîð ïîçâîëÿåò ïîñòðî-
èòü îòîáðàæåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó íà÷àëüíûìè òî÷êàìè èññëåäóåìîé
ñèñòåìû è åå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) íóëåâûõ ðåøåíèé ëîêàëüíî ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíûõ ñèñòåì ïî Áðàóåðó. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè
ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñî-
îòâåòñòâóþùåé êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè íåêîòîðûõ ñòàäèé êîìïàêòíîé ñõåìû ðåàêöèè ïèðîëèçà
ïðîïàíà. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû, ñîâïàäàþùåé ñ èññëåäóåìîé ñèñòåìîé. Äàëåå ïîêàçàíî,
÷òî íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ëîêàëüíî ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ïî Áðàóåðó
å¼ ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî ïåðâûì äâóì êîìïîíåíòàì è èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâå-
ñèå ïî îñòàëüíûì êîìïîíåíòàì, äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî êàæäîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
èññëåäóåìîé ñèñòåìû òàê æå îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ëî-
êàëüíàÿ ïîêîìïîíåíòíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïî Áðàóýðó, ïðèíöèï Øàóäåðà î
íåïîäâèæíîé òî÷êå, óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà.

1. Ââåäåíèå

Èäåÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èõ ðåøåíèé ïðèíàäëåæèò
À.Ì. Ëÿïóíîâó [1]. Åñëè ïîâåäåíèå ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè t → ∞ , ýêâèâàëåíò-
íîñòü íîñèò íàçâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïîñâÿùåíû
ðàáîòû [2]-[8]. Â ðàáîòàõ [2]-[3] äëÿ êëàññèôèêàöèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì ââåäåíû ïîíÿòèÿ
ïîêîìïîíåíòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïî Áðàóýðó è Ëåâèíñîíó îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðûõ ýòàëîííûõ ôóíêöèé.

1Øàìàíàåâ Ïàâåë Àíàòîëüåâè÷, äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà" (430005, Ðîññèÿ, Ðåñïóáëè-
êà Ìîðäîâèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68.), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:
http://orcid.org/0000-0002-0135-317X, korspa@yandex.ru

2ßçîâöåâà Îëüãà Ñåðãååâíà, àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà" (430005, Ðîññèÿ, Ðåñïóá-
ëèêà Ìîðäîâèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68.), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-8075-4491,
kurinaos@gmail.com
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæåíî ðàçâèòèå èäåé Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî [2] î ïîêîìïî-
íåíòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïî Áðàóýðó è Ëåâèíñîíó îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðûõ ôóíêöèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì â íåêîòîðîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ââåäåííûå
îïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàñïðîñòðàíèòü ìåòîäèêó íà áîëåå øèðîêèé êëàññ íåëèíåéíûõ
ñèñòåì, ÷åì â ðàáîòàõ [2]-[3]. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïîêîì-
ïîíåíòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïî Áðàóåðó äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âîçìóùåíèÿìè â âèäå âåêòîðíûõ ïîëèíîìîâ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ξ âñåõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âèäà

dx

dt
= f(t, x), (1.1)

ãäå x ∈ Rn, f ∈ C(0,1)([T,+∞)×Rn, Rn), T ≥ 0, f(t, 0) ≡ 0 .
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó ñèñòåìû âèäà (1.1) èç ìíîæåñòâà Ξ ñóùåñòâóåò ñîâîêóïíîñòü

ðåøåíèé x(t : t0, x
(0)) , îïðåäåë¼ííûõ ïðè âñåõ t ≥ t0 ≥ T è x(0) ∈ D ⊆ Rn , ãäå D �

íåêîòîðàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn , ñîäåðæàùàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t : t0, x

(0)) è y(t : t0, y
(0)) ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (t0, x

(0))
è (t0, y

(0)) ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1) è ñèñòåìû

dy

dt
= g(t, y), (1.2)

ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó Ξ .
Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ ðàçâèâàþò èäåè Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî èç ðàáîò [2]-[3].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1.1) è (1.2) áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè
ïî Áðàóåðó îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè µi(t) , åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 ≥ T ñóùåñòâóþò
äâà îòîáðàæåíèÿ P (1) : V → U è P (2) : U → V òàêèå, ÷òî

xi(t : t0, x
(0)) = yi(t : t0, P

(2)x(0)) + o(µi(t)), (1.3)

yi(t : t0, x
(0)) = xi(t : t0, P

(1)y(0)) + o(µi(t)), (1.4)

ïðè t → ∞ äëÿ âñåõ i ∈ M0 ⊆ N , N = {1, . . . , n} . Çäåñü xi(t : t0, x
(0)) , yi(t : t0, x

(0)) �
i -ûå êîìïîíåíòû ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ x(0) ∈ U , y(0) ∈ V , U , V ⊆ D � íåêîòîðûå
îáëàñòè, ñîäåðæàùèå îêðåñòíîñòü íóëÿ, µ : [T,+∞) → [0,+∞) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Åñëè â îïðåäåëåíèè 1.1. ïîëîæèòü M0 = N , òî ñèñòå-
ìû (1.1) è (1.2) áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ïî Áðàóåðó
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé µi(t) .

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Îïðåäåëåíèå 1.2. îáîáùàåò îïðåäåëåíèå ëîêàëüíî àñèìïòî-
òè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì ïî Áðàóåðó îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè µ(t) èç ðàáîòû [2].
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â îïðåäåëåíèè 1.2. ïîëîæèòü µi(t) ≡ µ(t) , i = 1, n .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1.1) èìååò ëîêàëüíîå
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïî êîìïîíåíòàì i , i ∈ M0 ⊆ N , åñëè êàæäîå åå ðåøåíèå
xi(t : t0, x

(0)) , x(0) ∈ U ⊆ Rn , îáëàäàåò ñâîéñòâîì

lim
t→∞

xi(t : t0, x
(0)) = bi <∞, i ∈M0, (1.5)

è, íàîáîðîò, äëÿ ëþáûõ ÷èñåë bi , i ∈ M0 , òàêèõ, ÷òî b = colon(b1, ..., bn) ∈ V ⊆ D ,
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xi(t : t0, x

(0)) , x(0) ∈ U ⊆ D , ñèñòåìû (1.1) òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (1.5).
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Åñëè â îïðåäåëåíèè 1.3. ïîëîæèòü M0 = N , òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1.1) èìååò ëîêàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.

Â ðàáîòå [2] ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè) íóëåâûõ ðåøåíèé àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì ïî Áðàóåðó, èñõîäÿ èç
ñâîéñòâ ïðàâûõ ÷àñòåé èññëåäóåìûõ ñèñòåì. Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) íóëåâûõ ðåøåíèé ëîêàëüíî ïîêîìïîíåíòíî àñèìï-
òîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì ïî Áðàóåðó, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ (1.1.).

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü ñèñòåìû (1.1) è (1.2) ëîêàëüíî ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòî-
òè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ïî Áðàóýðó îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé µi(t) , ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ
P (1) è P (2) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â íóëå è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

xi(t : t0, x
(0)) = yi(t : t0, P

(2)x(0)) + µi(t)δi(t : t0, x
(0)), (1.6)

yi(t : t0, x
(0)) = xi(t : t0, P

(1)y(0)) + µi(t)γi(t : t0, y
(0)), (1.7)

i ∈M0 , δi(t : t0, x
(0)) è γi(t : t0, y

(0)) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞ ðàâíîìåðíî ïî x(0)

è y(0) , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, åñëè ó îäíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå (àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîå) íóëåâîå ðåøåíèå ïî êîìïîíåíòàì i ∈ M0 è lim

t→∞
µi(t) = di, di ∈ R1

( lim
t→∞

µi(t) = 0 ), òî âòîðàÿ ñèñòåìà èìååò òàê æå óñòîé÷èâîå (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâîå) íóëåâîå ðåøåíèå ïî êîìïîíåíòàì i ∈ M0 ; êðîìå òîãî, åñëè îäíà ñèñòåìà èìååò
ëîêàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïî êîìïîíåíòàì i ∈ M0 , òî ýòèì æå ñâîé-
ñòâîì áóäóò îáëàäàòü ðåøåíèÿ âòîðîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2.1 èç ðàáîòû [2].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âîç-
ìóùåíèÿìè â âèäå âåêòîðíûõ ïîëèíîìîâ èç ìíîæåñòâà Ξ

dx

dt
= Ax+ P (x), (2.1)

ãäå A � ïîñòîÿííàÿ (n× n) -ìàòðèöà,

P (x) =

 P1(x),
. . . ,
Pn(x)

 , Pj(x) =
σ∑

|p|=2

d(j)p xp, xp = xp11 x
p2
2 . . . xpnn , σ ≥ 2, |p| = p1 + · · ·+ pn;

è åå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå

dy

dt
= Ay. (2.2)

Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî N = {1, . . . , n} íà r íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ:

N1 = {1, 2, . . . , l1},
N2 = {l1 + 1, . . . , l2},
. . . ,

Nr = {lr−1 + 1, . . . , lr = n}.

Ï.À. Øàìàíàåâ, Î.Ñ. ßçîâöåâà. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 1 105

Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi (i = 1, n) ìàòðèöû A èìåþò ñëåäóþùèå âåùåñòâåííûå
÷àñòè:

Re λ1 = ... = Re λl1 = Λ1,

Re λl1+1 = ... = Re λl2 = Λ2,

. . .

Re λlr−1+1 = ... = Re λlr = Λr,

òàêèå ÷òî Λ1 < Λ2 < ... < Λr .
Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (2.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Y (t) = [y(1)(t), y(2)(t), ..., y(n)(t)],

ãäå y(j)(t) � âåêòîð-ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè n , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2), òàêèå, ÷òî ïðè j ∈ Nk, k = 1, r, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà [9]

||y(j)(t− t0)|| ≤ De(Λk+ε)(t−t0), t ≥ t0, (2.3)

||y(j)(t− t0)|| ≤ De(Λk−ε)(t−t0), t ≤ t0, (2.4)

ãäå ε > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì i -óþ ñòðîêó ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû Y (t) . Ó÷èòûâàÿ (2.3), ïîëó÷èì

îöåíêó äëÿ ýëåìåíòîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû

|yij(t− t0)| ≤ De(βi+ε)(t−t0), t ≥ t0, j = 1, n, (2.5)

ãäå βi ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èç ÷èñåë Λ1, ...,Λr ïðè îöåíêå ýëåìåíòîâ yij(t) ,
ïî òåì èíäåêñàì j , äëÿ êîòîðûõ yij(t) ̸= 0 .

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2.4), àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì

|yij(t− t0)| ≤ De(αi−ε)(t−t0), t ≤ t0, j = 1, n, (2.6)

ãäå αi ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èç ÷èñåë Λ1, ...,Λr ïðè îöåíêå ýëåìåíòîâ yij(t) ,
ïî òåì èíäåêñàì j , äëÿ êîòîðûõ yij(t) ̸= 0 .

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à î ïîëó÷åíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé ïîêîìïîíåíòíîé àñèìï-
òîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì (2.1) è (2.2) ïî Áðàóåðó.

3. Ëîêàëüíàÿ ïîêîìïîíåíòíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

è óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ âîç-

ìóùåíèÿìè â âèäå âåêòîðíûõ ïîëèíîìîâ

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M0 = {1, ..., q} . Â ñëó÷àå,
åñëè M0 ñîñòîèò èç ïðîèçâîëüííîãî íàáîðà ÷èñåë i1, i2, ..., iq èç ìíîæåñòâà N , òî ìîæíî
ñäåëàòü ïåðåíóìåðàöèþ êîìïîíåíòîâ xi âåêòîðà x .

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

p1β1 + ...+ pnβn < αi, i ∈M0, (3.1)

p1β1 + ...+ pnβn < βi, i ∈ N \M0, (3.2)

ïî âñåì íàáîðàì (p1, ..., pn) òàêèì, ÷òî d
(j)
p ̸= 0, j = 1, n, òî ñèñòåìû (2.1) è (2.2)

ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ïî Áðàóåðó îò-
íîñèòåëüíî ôóíêöèé µi(t) = e(βi+ε)(t−t0), i ∈M0.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ïðîâîäèòü ñîãëàñíî ðàáîòàì
[2]-[3].

Ïîñòðîèì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

Ω = {φ : φ ∈ C([T,+∞), Rn), |φi(t)| ≤ ce(βi+ε)(t−t0), t ≥ t0, ε > 0, c ∈ R1
+, i = 1, n}.

Â ïðîñòðàíñòâå Ω ââåäåì íîðìó

||φ||Ω = max
i=1,n

sup
t≥t0

{
|φi(t)|e−(βi+ε)(t−t0)

}
. (3.3)

Îïðåäåëèì íà Ω îïåðàòîð

Lφ = y(t)−
+∞∫
t

Y1(t− s)P (φ(s))ds+

t∫
t0

Y2(t− s)P (φ(s))ds, (3.4)

ãäå y(t) = Y (t− t0)y
(0) ,

Y (t) = Y1(t) + Y2(t), Y1(t) = Y (t)I1 ≡
[
Ỹ1(t)
O1

]
, Y2 = Y (t)I2 ≡

[
O2

Ỹ2(t)

]
(3.5)

ãäå I1, I2 � îïåðàòîðû, îáíóëÿþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû Y (t) ñ q+1 -óþ ïî n -óþ è ñ 1-îé
ïî q -óþ ñòðîêè ñîîòâåòñòâåííî; Ỹ1(t) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè q × n , ỹij1 (t) ≡ yij(t), i =
1, q, j = 1, n ; Ỹ2(t) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n−q)×n , ỹij2 (t) ≡ yij(t), i = q + 1, n, j = 1, n ;
O1, O2 � íóëåâûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (n− q)× n è q × n ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|yi(t)| ≤
n∑
j=1

|yij(t− t0)| |y(0)j | ≤ De(βi+ε)(t−t0)||y(0)||, t ≥ t0, i = 1, n.

Ðàññìîòðèì øàð
Ω0 = {φ : ||φ||Ω ≤ c0, c0 ∈ R1

+}
ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì c0 è ïîêàæåì, ÷òî L : Ω0 → Ω0 .

Ïóñòü ||φ||Ω ≤ c0 . Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ i -õ êîìïîíåíò ( i ∈ M0 )
îïåðàòîðà L

|(Lφ)i| ≤ e(βi+ε)(t−t0)

D||y(0)|| +D

n∑
j=1

σ∑
|p|=2

d(j)p D|p|c
|p|
0 ·

·
+∞∫
t

exp {(−αi + ε+ p1β1 + ...+ pnβn) (s− t0)} ds

 , t ≥ t0. (3.6)

Àíàëîãè÷íî äëÿ èíäåêñîâ i ∈ N \M0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|(Lφ)i| ≤ e(βi+ε)(t−t0)

D||y(0)|| +D
n∑
j=1

σ∑
|p|=2

d(j)p D|p|c
|p|
0 ·

·
t∫

t0

exp {(−βi + ε+ p1β1 + ...+ pnβn) (s− t0)} ds

 , t ≥ t0. (3.7)
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Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.1) è (3.2), ïîäáåðåì t0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t ≥ t0

D

n∑
j=1

σ∑
|p|=2

d(j)p D|p|c
|p|−1
0

+∞∫
t

exp {(−αi + ε+ p1β1 + ...+ pnβn) (s− t0)} ds ≤ θ1, (3.8)

D

n∑
j=1

σ∑
|p|=2

d(j)p D|p|c
|p|−1
0

t∫
t0

exp {(−βi + ε+ p1β1 + ...+ pnβn) (s− t0)} ds ≤ θ2. (3.9)

Âûáåðåì y(0) òàêîå, ÷òî

||y(0)|| ≤ 1− θ

D
c0, ãäå θ = max{θ1, θ2}. (3.10)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (3.6)-(3.9), ïîëó÷èì

||Lφ|| ≤ c0e
(βi+ε)(t−t0) ïðè âñåõ φ ∈ Ω0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,
||Lφ||Ω ≤ c0 ïðè âñåõ φ ∈ Ω0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L : Ω0 → Ω0 .
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íà Ω0 . Ïóñòü {φl}, l = 1, 2, ... �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç Ω0 , ñõîäÿùàÿñÿ ê φ ∈ Ω0 , òî åñòü

||φl − φ||Ω → 0 ïðè l → +∞ .

Òàê êàê âåêòîðíûé ïîëèíîì P (x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé ïî x , òî

||Yk(t− s)P (φl(s))− Yk(t− s)P (φ(s))||Ω → 0 ïðè l → +∞,

k = 1, 2 ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ≥ t0 .
Òîãäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà [10] ê

îïåðàòîðó L , ïîëó÷èì

||(Lφ)l − Lφ||Ω → 0 ïðè l → +∞ .

Èç îöåíîê (3.6) è (3.7) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé

y = Lφ, φ ∈ Ω0, (3.11)

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî.
Íàéäåì

d

dt
Lφ(t) = Ay + P (φ(t))− A

 +∞∫
t

Y1(t− s)P (φ(s))ds+

t∫
t0

Y2(t− s)P (φ(s))ds

 .
Ñ ó÷¼òîì îöåíîê (3.6) è (3.7) èìååì

|| d
dt
Lφ(t)||Ω ≤ c0

ïðè âñåõ ||φ||Ω ≤ c0 . Òîãäà
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||Lφ(t1)− Lφ(t2)||Ω ≤ c0||t1 − t2||Ω,
÷òî äîêàçûâàåò ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà ôóíêöèé (3.11) íà ëþáîì êîì-
ïàêòå èç [t0,+∞) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå Àðöåëà [11], ìíîæåñòâî ôóíêöèé (3.11) ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòíûì, à îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì íà Ω0 .

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ïðèíöèïà Øàóäåðà [11] î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé
òî÷êè îïåðàòîðà L âûïîëíåíû

φ = Lφ, φ ∈ Ω0, (3.12)

ãäå φ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà L .
Ñ ó÷¼òîì (3.4) óðàâíåíèå (3.12) èìååò âèä

x(t) = y(t)−
+∞∫
t

Y1(t− s)P (x(s))ds+

t∫
t0

Y2(t− s)P (x(s))ds. (3.13)

Èç ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà L ñëåäóåò, ÷òî åñëè â óðàâíåíèè (3.13) â êà÷åñòâå x(t) âçÿòü
ðåøåíèå x(t : t0, x

(0)) ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x(0) = x(0) , òî y(t) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè y(0) = y(0) . È íàîáîðîò, åñëè y(t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.2), òî x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.1).

Èç óðàâíåíèÿ (3.13) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

y(0) = x(0) +

∞∫
t0

Y1(t0 − s)P (x(s : t0, x
(0)))ds

ñóùåñòâóåò è óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íà÷àëüíûìè òî÷êàìè ðåøåíèé x(t :
t0, x

(0)) è y(t : t0, y
(0)) ñèñòåì (2.1) è (2.2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âçÿòü U = {u : u ∈ Rn, ||u|| ≤ ε1 < c0} , V = {v : v ∈ Rn, ||v|| ≤
≤ ε2 <

1− θ

D
c0} , à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ P (2)

P (2)x(0) = x(0) +

+∞∫
t

Y1(t0 − s)P (x(s : t0, x
(0)))ds. (3.14)

Ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ P (1) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì èç ðàáîòû
[2].

Çàïèøåì óðàâíåíèå (3.13) ïî êîìïîíåíòàì i ∈M0

xi(t : t0, x
(0)) = yi(t : t0, y

(0))−
n∑
j=1

∫ +∞

t

yij(t− s)Pj(x(s : t0, x
(0)))ds. (3.15)

Ñ ó÷¼òîì (3.6) èç (3.13) ïîëó÷èì

|xi(t : t0, x(0))− yi(t : t0, y
(0))| ≤ c0e

(βi+ε)(t−t0), t ≤ t0, (3.16)

ãäå i ∈M0 , x
(0) è y(0) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì y(0) = P (2)x(0) .

Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (3.16) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (1.3) è (1.4) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ñèñòåìû (2.1) è (2.2) ëîêàëüíî ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ïî
Áðàóåðó îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé µi(t) = e(βi+ε)(t−t0), i ∈M0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Åñëè íåðàâåíñòâà (3.1) âûïîëíÿþòñÿ ïî âñåì i ∈ N , òî
ñèñòåìû (2.1) è (2.2) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ïî Áðàóåðó
ïî âñåì êîìïîíåíòàì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé µi(t) = e(βi+ε)(t−t0) .

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Λ1 < Λ2 < ... < Λm < Λm+1 = Λr = 0, 1 ≤ m ≤ r (Λr+1 = 0), (3.17)

ïðè÷åì, ãåîìåòðè÷åñêèå êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ñ íóëåâûìè âå-
ùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè ðàâíû 1. Òîãäà, åñëè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (3.1) è (3.2) òåîðå-
ìû 3.1, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî êîìïîíåíòàì
i = 1,m è óñòîé÷èâî ïî êîìïîíåíòàì i = m+ 1, r .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Ω èç òåîðåìû 3.1 îïåðàòîðíîå
óðàâíåíèå

x = ξ + Jx, (3.18)

ãäå x = x(t : t0, x
(0)) ,

ξ = Y (t− t0)x
(0), (3.19)

Jx =

t∫
t0

Y (t− s)P (x(s))ds. (3.20)

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíóþ ôîðìó çàïèñè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1).
Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû ãåîìåòðè÷åñêèå êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

A ñ íóëåâûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè ðàâíû 1, òî èç ôîðìóë (3.3) îïðåäåëåíèÿ íîðìû â
ïðîñòðàíñòâå Ω ñëåäóåò, ÷òî

|xi(t)| ≤ ||x||Ωe(βi+ε)(t−t0), i = 1, n, (3.21)

ïðè÷åì x(t) ∈ Ω0 , êàê òîëüêî ||x||Ω ≤ c0 .
Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (3.6)-(3.9), îöåíèì êîìïîíåíòû îïåðàòîðà J

|(Jx)i| ≤ θ||x||Ωe(βi+ε)(t−t0), i = 1, n,

îòêóäà
||Jx||Ω ≤ θ||x||Ω. (3.22)

Çäåñü âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî θ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

D

n∑
j=1

σ∑
|p|=2

d(j)p D|p|||x|||p|−1
Ω

t∫
t0

exp {(−βi + ε+ p1β1 + ...+ pnβn) (s− t0)} ds ≤ θ < 1.

Âûáèðàÿ x(0) òàêîå, ÷òî

||x(0)|| ≤ 1− θ

D
c0, (3.23)

îöåíèì ξ , ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.17),

||ξ|| ≤ (1− θ)c0. (3.24)
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Òîãäà ñîãëàñíî ðàáîòå [9] óðàâíåíèå (3.18) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

||x(t)|| ≤ D1||x(0)||, t ≥ t0, D1 =
D

1− θ
. (3.25)

Ñîïîñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà (1.6) è (3.15), ïîëó÷èì

µi(t)δi(t : t0, x
(0)) = −

n∑
j=1

∫ +∞

t

yij(t− s)Pj(x(s : t0, x
(0)))ds. (3.26)

Òîãäà èç îöåíîê (3.16) è (3.25) ñëåäóåò, ÷òî δi(t : t0, x
(0)) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞

ðàâíîìåðíî ïî x(0) .
Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 1.1 è óñëîâèÿ (3.17) ñëåäóåò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

(2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî êîìïîíåíòàì i = 1,m è óñòîé÷èâî ïî êîìïîíåíòàì
i = m+ 1, r .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàêöèè ïèðî-

ëèçà ïðîïàíà

Ðàññìîòðèì êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü íåêîòîðûõ ñòàäèé êîìïàêòíîé ñõåìû ðåàêöèè ïè-
ðîëèçà ïðîïàíà [12]:

C3H8 → C2H5 ·+CH3 ·
C2H5· → C2H4 +H2 · (4.1)

C3H8 + C2H5· → C2H6 + n− C3H7·

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè èìååò âèä:

ċ1 = −k1c1 − k3c1c2
ċ2 = k1c1 − k2c2 − k3c1c2
ċ3 = k1c1
ċ4 = k2c2
ċ5 = k2c2
ċ6 = k3c1c2
ċ7 = k3c1c2

, (4.2)

çäåñü t ≥ 0 , ci (i = 1, 7) � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ è ðàäèêàëîâ C3H8 , C2H5· , CH3· , C2H4 ,
H2 , C2H6 , n−C3H7· , ñîîòâåòñòâåííî, ki > 0 (i = 1, 3) � êîíñòàíòû ñêîðîñòåé õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé. Òàê êàê êîíöåíòðàöèè ci ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû, òî
ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ïðè ci ≥ 0 . Íå òåðÿÿ îáùíîñòè,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî k1 > k2 .

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (4.2) ê íóëþ, íàõîäèì, ÷òî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
îáðàçóþò ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå R7 âèäà

c = colon(0, 0, c3, c4, c5, c6, c7), (4.3)

ãäå ci ∈ R1
+, i = 3, 7.
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Ôèêñèðóÿ íåêîòîðûå c∗i , i = 3, 7 , èññëåäóåì íà óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ
íåêîòîðîå íåíóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ c∗ = colon(0, 0, c∗3, c

∗
4, c

∗
5, c

∗
6, c

∗
7) [13]-[14], à òàê

æå àñèìïòîòèêó ðåøåíèé ñèñòåìû (4.2) â îêðåñòíîñòè ýòîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Â ñèñòåìå (4.2) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

c = x+ c∗. (4.4)

Òîãäà ñèñòåìà (4.2) áóäåò èìåòü âèä

ẋ1 = −k1x1 − k3x1x2
ẋ2 = k1x1 − k2x2 − k3x1x2
ẋ3 = k1x1
ẋ4 = k2x2
ẋ5 = k2x2
ẋ6 = k3x1x2
ẋ7 = k3x1x2

, (4.5)

èëè, â âåêòîðíîé ôîðìå:

dx

dt
= Ax+ P (x),

A =



−k1 0 0 0 0 0 0
k1 −k2 0 0 0 0 0
k1 0 0 0 0 0 0
0 k2 0 0 0 0 0
0 k2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


, P (x) =



−k3x1x2
−k3x1x2

0
0
0

k3x1x2
k3x1x2


.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé â
îêðåñòíîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ x ≡ 0 ñèñòåìû (4.5).

Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ñèñòåìû (4.5) èìååò âèä:

ẏ1 = −k1y1
ẏ2 = k1y1 − k2y2
ẏ3 = k1y1
ẏ4 = k2y2
ẏ5 = k2y2
ẏ6 = 0
ẏ7 = 0

. (4.6)

Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè è èìåþò ãåî-
ìåòðè÷åñêèå êðàòíîñòè ðàâíûìè 1, ïðè÷åì Λ1 = −k1 , Λ2 = −k2 , m = 2 , Λk = 0 ,
k = 3, 7 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.6) óñòîé÷èâî. Çàìåòèì, ÷òî òàê
êàê ìàòðèöà A èìååò íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òî èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé
ñîãëàñíî ðàáîòû [15], è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìû Ëÿïóíîâà [1] îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (4.5) íåïðèìåíèìû.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
íåëèíåéíîé ñèñòåìû (4.5) è óñòàíîâëåíèÿ ëîêàëüíîé ïîêîìïîíåíòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî Áðàóåðó ìåæäó ñèñòåìàìè (4.5) è (4.6) ïî âñåì ïåðåìåííûì ïðîâåðèì
ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé òåîðåìû 3.2. Â ýòîì ñëó÷àå M0 = N ≡ {1, ..., 7} .
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Íîðìèðîâàííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (4.6) èìååò âèä:

Y (t− s) =



e−k1(t−s) 0 0 0 0 0 0
− k1
k1−k2 [e

−k1(t−s) − e−k2(t−s)] e−k2(t−s) 0 0 0 0 0

1− e−k1(t−s) 0 1 0 0 0 0
1 + 1

k1−k2 [k2e
−k1(t−s) − k1e

−k2(t−s)] 0 1 0 0 0

1 + 1
k1−k2 [k2e

−k1(t−s) − k1e
−k2(t−s)] 1− e−k2(t−s) 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1


.

Èç âèäà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñëåäóåò, ÷òî íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû (4.6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî y1 è y2 è èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïî
îñòàëüíûì êîìïîíåíòàì.

Îöåíèâàÿ ýëåìåíòû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû Y (t− s) ïî ñòðîêàì, îïðåäåëèì αi è
βi :

α1 = β1 = −k1,

α2 = −k1, β2 = −k2,

αi = βi = 0, i = 3, 7.

Òàê êàê d
(j)
p = 0 ïðè j ∈ {4, 5, 6} , òî óñëîâèå (3.1) áóäåò èìåòü âèä

p1β1 + p2β2 < αi, i = 1, 7. (4.7)

Òàê êàê p1 = p2 = 1 äëÿ âñåõ íàáîðîâ (p1, ..., p7) , äëÿ êîòîðûõ d
(j)
p ̸= 0 , òî óñëîâèÿ

(4.7), à ñëåäîâàòåëüíî, è óñëîâèÿ (3.1) òåîðåìû 3.1. âûïîëíåíû. Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (4.5) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî êîìïîíåíòàì i = 1, 2 è óñòîé÷èâî ïî
êîìïîíåíòàì i = 3, 7 .

Ó÷èòûâàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ (4.4), ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû îá àñèìïòîòè-
÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ñèñòåìû (4.2) â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ c∗ :

• ñèñòåìû (2.1) è (2.2) ëîêàëüíî ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ïî Áðà-
óåðó;

• êàæäîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ c∗ ñèñòåìû (4.2) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûì ïî êîìïîíåíòàì c1 è c2 ;

• ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.2), íà÷èíàþùèåñÿ â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ c∗ èìå-
þò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïî êîìïîíåíòàì c3, c4, c5, c6, c7 , ïðè÷åì ïðè t → ∞
ýòè ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íåìó.
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The su�cient conditions of local asymptotic equivalence of

nonlinear systems of ordinary di�erential equations and its

application for investigation of stability respect to part of

variables

c⃝ P.A. Shamanaev 3 O. S. Yazovtseva 4

Abstract. The article states su�cient conditions of local component-wise asymptotic equivalence
for nonlinear systems of ordinary di�erential equations with perturbations in form of vector
polynomials. The proof method is based on constructing of operator in Banach space, which
connects solutions of nonlinear system and of its linear approximation, and on using the Shauder
principle for �xed point. The existance of constructed operator is proved by using component-
wise estimates for elements of fundamental matrix of linear approximation. The operator allows to
construct mapping which establishes relation between initial points of nonlinear system and initial
points of its linear approximation. Su�cient conditions for the stability (asymptotic stability) of
zero solutions of locally component-wise asymptotically equivalent systems according to Brauer
are presented. As an application of the theory built the nonlinear equations'system is considered
which corresponds to the kinetic model of certain stages of compact scheme of propane pyrolysis
reaction. The stability of equilibrium state of this system is investigated. The assigned task reduces
to investigation of trivial equilibrium of nonlinear system coinciding with explored system. Then
it is shown that nonlinear system is locally component-wise equivalent according to Brauer to its
linear approximation. Taking in mind that trivial solution of linear approach is asymptotically
stable with respect to the �rst two variables and has asymptotic equilibrium with respect to the
other variables the conclusion is drawn that allthe equilibria of explored system have the same
properties.
Key Words: nonlinear systems of ordinary di�erential equations, local component-wise Brauer
asymptotic equivalence, the Shauder principle for a �xed point, stability with respect to a part of
variables, chemical kinetics.
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Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîé ïëàñòèíû ïðè

ñòðóéíîì îáòåêàíèè

c⃝ À.Â. Àíêèëîâ1, Ï.À. Âåëüìèñîâ2

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé óïðó-
ãóþ ïëàñòèíó ïðè îäíîñòîðîííåì îáòåêàíèè åå ïîòîêîì èäåàëüíîãî íåñæèìàåìîãî ãàçà ñ îòðû-
âîì ñòðóè ïî ñõåìå Êèðõãîôà. Ïîâåäåíèå óïðóãîãî ìàòåðèàëà îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíîé ìîäå-
ëüþ, ó÷èòûâàþùåé êàê ïðîäîëüíûå, òàê è ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè óïðóãîé ïëàñòèíû. Äàíî
ðåøåíèå àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè çàäà÷è, îñíîâàííîå íà ìåòîäàõ òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïîëó÷åíà ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî íåèçâåñòíûå ôóíêöèè äåôîðìàöèè ïëàñòè-
íû. Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, ïîëó÷å-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè
óïðóãîãî òåëà ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîãèäðîóïðóãîñòü, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, äèíàìè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü, óïðóãàÿ ïëàñòèíà, äîçâóêîâîé ïîòîê ãàçà, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ôóíêöèîíàë.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, óñòðîéñòâ, àïïàðàòîâ, ñèñòåì è ò. ä. ðàç-
ëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ, íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ñ ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäîé, íåîáõîäè-
ìî ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, òðåáóåìîé
äëÿ èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è íàäåæíîñòè ýêñïëóàòàöèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà
è àýðîãèäðîóïðóãîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðîøî ðàçâèòûå ðàçäåëû ìåõàíèêè ñïëîøíîé
ñðåäû.

Ìíîãî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî äèíàìèêå, óñòîé÷èâîñòè è ôëàòòåðó ïëàñòèí è îáî-
ëî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â ïîòîêå æèäêîñòè èëè ãàçà (ñðåäè ïîñëåäíèõ â êà÷åñòâå ïðèìåðà
îòìåòèì êàê ðîññèéñêèå [1-4], òàê è çàðóáåæíûå [5-7] èññëåäîâàíèÿ). Áîëüøèíñòâî ðàáîò
ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ôëàòòåðà ïëàñòèí è îáîëî÷åê â ñâåðõçâóêîì ïîòîêå, è òîëüêî
íåáîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîò ïîñâÿùåíà îáòåêàíèþ ïëàñòèí è îáîëî÷åê äîçâóêîâûì ïîòîêîì,
÷òî óêàçûâàåò íà ñëîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè óïðóãèõ òåë ïðè óêàçàííîì ðåæèìå
îáòåêàíèÿ è òðåáóåò áîëåå ïðèñòàëüíîãî è ãëóáîêîãî âíèìàíèÿ ê ýòèì çàäà÷àì.

1Àíêèëîâ Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷, äîöåíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Óëüÿíîâ-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò¿ (432027, Ðîññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ñåâåðíûé Âåíåö, ä.
32.), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0002-5946-8535, ankil@ulstu.ru.

2 Âåëüìèñîâ Ïåòð Àëåêñàíäðîâè÷, çàâ. êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Óëüÿ-
íîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò¿ (432027, Ðîññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ñåâåð-
íûé Âåíåö, ä. 32.), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-7825-7015,
velmisov@ulstu.ru.
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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîé ïëàñòèíû ïðè îäíîñòîðîí-
íåì îáòåêàíèè åå äîçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà (æèäêîñòè) â ìîäåëè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé
ñðåäû ñ îòðûâîì ñòðóè ïî ñõåìå Êèðõãîôà. Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîò-
âåòñòâóåò êîíöåïöèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Ïîâåäåíèå óïðóãî-
ãî ìàòåðèàëà â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíîé ìîäåëüþ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé çàäà÷è
àýðîãèäðîóïðóãîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ àýðîãèäðî-
äèíàìè÷åñêîé ÷àñòè äâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìåòîäàìè êîì-
ïëåêñíîãî àíàëèçà, ïðè ýòîì àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà (äàâëåíèå æèäêîñòè èëè
ãàçà) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå íåèçâåñòíûå äåôîðìàöèè ïëàñòèíû [8].
Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïëàñòèí ðåøåíèå çàäà-
÷è ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè äëÿ ôóíêöèé äåôîðìàöèé. Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé
ñèñòåìû.

Ïîäîáíûå çàäà÷è ïî èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðè äîçâóêîâîì ðåæè-
ìå îáòåêàíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â [8] � [17]. Êðîìå òîãî, îòëè÷èåì îò ðàíåå ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ [9] ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü óïðóãîãî òåëà, ó÷èòûâàþùàÿ è ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ óïðóãîé
ïëàñòèíû.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ óïðóãîé ïëàñòèíû ïðè îäíîñòîðîííåì
îáòåêàíèè åå ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñðåäû ñ îòðûâîì ñòðóè ïî ñõåìå Êèðõãîôà.
Ïóñòü â ïëîñêîñòè xOy îòðåçîê [0, l] îñè Ox ñîîòâåòñòâóåò óïðóãîé ïëàñòèíå, êîòîðàÿ â
òî÷êå x = 0 ñîåäèíåíà ñ æåñòêîé íåäåôîðìèðóåìîé ïëàñòèíîé, çàíèìàþùåé ïîëîæåíèå
y = 0, x ∈ (−∞, 0) . Â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ñêîðîñòü ñðåäû ðàâíà V è íàïðàâëåíà
âäîëü îñè Ox .

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

∆φ = 0, (x, y) ∈ H = {(x, y) ∈ R2 : |x| <∞, y > 0}; (2.1)

φy(x, 0, t) = 0, x ∈ (−∞, 0); (2.2)

φy(x, 0, t) = ẇ(x, t) + V w′(x, t), x ∈ (0, l); (2.3)

φy(x, 0, t) = ḣ(x, t) + V h′(x, t), x ∈ (l,+∞); (2.4)

φt(x, 0, t) + V φx(x, 0, t) = 0, x ∈ (l,+∞); (2.5)

w(0, t) = 0; (2.6)

h(l, t) = w(l, t); (2.7)

|∇φ|2∞ = (φ2
x + φ2

y + φ2
t )∞ = 0; (2.8)

P (x, t) = ρ(φt(x, 0, t) + V φx(x, 0, t)), x ∈ (0, l); (2.9)
−EF

(
u′(x, t) + 1

2
w′2(x, t)

)′
+Mü(x, t)− β2I

−1u̇′′(x, t) = 0,

−EF
[
w′(x, t)

(
u′(x, t) + 1

2
w′2(x, t)

)]′
+Dw′′′′(x, t) +Mẅ(x, t)+

+Nw′′(x, t) + β2ẇ
′′′′(x, t) + β1ẇ(x, t) + β0w(x, t) = P (x, t), x ∈ (0, l).

(2.10)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: ρ � ïëîòíîñòü ãàçà; M = hpρp � ïîãîííàÿ ìàññà ïëàñòè-
íû; hp � òîëùèíà ïëàñòèíû; E , ρp � ìîäóëü óïðóãîñòè è ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ïëàñòèíû;
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N � ñæèìàþùàÿ (ðàñòÿãèâàþùàÿ) ïëàñòèíó ñèëà; F =
hp

1− ν2
; D = EI � èçãèáíàÿ

æåñòêîñòü ïëàñòèíû; I =
h3p

12(1− ν2)
� ìîìåíò èíåðöèè ïëàñòèíû; β2, β1 � êîýôôèöèåí-

òû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî äåìïôèðîâàíèÿ; β0 � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ñëîÿ îáæàòèÿ;
ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Èíäåêñû x, y, t ñíèçó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
x, y, t ; øòðèõ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòå x , à òî÷êà � ïî âðåìåíè
t . Íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè: φ(x, y, t) � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ãàçà; w(x, t) , u(x, t)
� ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå äåôîðìàöèè ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè îñåé Oy è Ox ñîîòâåò-
ñòâåííî (ïîïåðå÷íàÿ è ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå äåôîðìàöèè ïëàñòèíû); h(x, t) � ôóíê-
öèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè; P (x, t) � àýðîäèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà
íà ïëàñòèíó.

Óñëîâèÿ (2.2 � 2.4) � óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ, (2.5) � óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ
íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, (2.6) � óñëîâèå çàêðåïëåíèÿ ïëàñòèíû â òî÷êå x = 0 , (2.7) �
óñëîâèå ñòûêîâêè; (2.8) � óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ñèëó íåñæèìàåìîñòè ñðåäû ïîòîê âåêòîðà ñêîðîñòè ÷åðåç âåùåñòâåííóþ îñü ðàâåí
íóëþ, ïîýòîìó ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ (2.2) � (2.4) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ∫ ∞

−∞
φy(x, 0, t)dx =

∫ l

0

(ẇ + V w′)dx+

∫ ∞

l

(ḣ+ V h′)dx = 0. (2.11)

Äëÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà â (2.11) ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèé x

|ḣ+ V h′| ≤ A(t)x−α, (2.12)

ãäå A(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè t , t ≥ 0 ; α > 1 .

3. Îïðåäåëåíèå ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ïîòîêà

Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H ââåäåì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W = f(z, t) = φ+iψ (ãäå
z = x + iy, ψ � ôóíêöèÿ òîêà) è ðàññìîòðèì â íåé àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ifz(z, t) =
φy + iφx . Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè (2.2) � (2.4), (2.8), ïðåäñòàâèì ifz(z, t) â H ñ ïîìîùüþ
èíòåãðàëà Ùâàðöà [18] â âèäå

ifz(z, t) =
1

πi

∫ l

0

w1(τ, t)
dτ

τ − z
+

1

πi

∫ ∞

l

h1(τ, t)
dτ

τ − z
, (3.1)

w1(x, t) = ẇ + V w′, h1(x, t) = ḣ+ V h′. (3.2)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

w2(τ, t) =

∫ τ

0

w1(x, t)dx =

∫ τ

0

(ẇ + V w′)dx, h2(τ, t) =

∫ ∞

τ

h1(x, t)dx =

∫ ∞

τ

(ḣ+ V h′)dx.

Ïîñêîëüêó w2(0, t) = 0 , à â ñèëó óñëîâèé (2.11), (2.12)

w2(l, t) + h2(l, t) = 0, lim
τ→∞

h2(τ, t) ln(τ − z) = 0,

òî, èíòåãðèðóÿ â (3.1) ñíà÷àëà ïî z , à çàòåì ïî ÷àñòÿì, áóäåì èìåòü

f(z, t) = − 1

π

∫ l

0

w2(τ, t)
dτ

τ − z
+

1

π

∫ ∞

l

h2(τ, t)
dτ

τ − z
+ C1(t). (3.3)
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (3.3) ïî t è ïåðåéäåì ïî ôîðìóëàì Ñîõîöêîãî [18] ê ïðåäåëó ïðè
z → x ∈ (l,∞) . Îòäåëÿÿ âåùåñòâåííþ ÷àñòü, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2.8):

φt(x, 0, t) = − 1

π

∫ l

0

∂w2

∂t

dτ

τ − x
+

1

π

∫ ∞

l

∂h2
∂t

dτ

τ − x
. (3.4)

Èç âûðàæåíèÿ (3.1) ïðè z → x ∈ (l,∞) íàéäåì

φx(x, 0, t) = − 1

π

∫ l

0

w1(τ, t)
dτ

τ − x
− 1

π

∫ ∞

l

h1(τ, t)
dτ

τ − x
. (3.5)

Óñëîâèå (2.5), òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàåò âèä∫ l

0

w3(τ, t)
dτ

τ − x
=

∫ ∞

l

h3(τ, t)
dτ

τ − x
, x ∈ (l,∞), (3.6)

w3(x, t) =
∂w2

∂t
+ V w1 =

∫ x

0

(ẅ + V ẇ′)dx+ V ẇ + V 2w′, (3.7)

h3(x, t) =
∂h2
∂t

− V h1 =

∫ ∞

x

(ḧ+ V ḣ′)dx− V ḣ− V 2h′. (3.8)

Âûðàçèì h3(x, t) èç (3.6). Ïóñòü τ1 = −1/τ, x1 = −1/x , òîãäà∫ ∞

l

h3(x, t)
dτ

τ − x
= −

∫ 0

−1/l

h3

(
−1

τ
, t

)
dτ1

τ 21 (τ
−1
1 − x−1

1 )
=

∫ 0

−1/l

h3

(
−1

τ
, t

)
x1dτ1

τ1(τ1 − x1)
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, (3.6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå∫ 0

−1/l

1

τ1
h3

(
−1

τ
, t

)
dτ1

τ1 − x1
=

∫ l

0

w3(τ, t)
dτ

τx1 + 1
. (3.9)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî

ôóíêöèè h̃(τ1, t) =
1
τ1
h3

(
− 1
τ1
, t
)
. Îíî èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ [19]:

1) ðåøåíèå, íå îãðàíè÷åííîå íà îáîèõ êîíöàõ îòðåçêà [�1/l,0];
2) ðåøåíèå, îãðàíè÷åííîå íà îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà [�1/l,0];
3) ðåøåíèå, îãðàíè÷åííîå íà îáîèõ êîíöàõ îòðåçêà [�1/l,0], ïðè óñëîâèè, ÷òî∫ 0

−1/l

dx1√
(x1 + 1/l)(−x1)

∫ l

0

w3(τ, t)
dτ

τx1 + 1
= 0. (3.10)

Ðåøåíèÿ, íå îãðàíè÷åííûå íà ëåâîì êîíöå îòðåçêà, íå ïîäõîäÿò ïî ñìûñëó ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è. Ðåøåíèå 3) íàëàãàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà w . Â äàëüíåéøåì áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèåì 2) óðàâíåíèÿ (3.6):

h3(x, t) =

√
x− l

π

∫ l

0

w3(τ, t)
dτ√

l − τ(τ − x)
, x ∈ (l,∞), (3.11)

îãðàíè÷åííûì íà ëåâîì è íå îãðàíè÷åííûì íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà [−1/l, 0] , è ïîëó÷åí-
íûì îáðàùåíèåì èíòåãðàëà òèïà Êîøè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.9).

Èíòåãðèðóÿ â (3.11) ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì (2.6), (3.7), (3.8) è çàòåì äèôôåðåíöèðóÿ ïî-
ëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî x , ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
h(x, t)

ḧ+ 2V ḣ′ + V 2h′′ = −V
2w′(0, t)

πx

√
l

x− l
+ (3.12)
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+
1

π
√
x− l

∫ l

0

(ẅ(τ, t) + 2V ẇ′(τ, t) + V 2w′′(τ, t))

√
l − τ

τ − x
dτ, x ∈ (l,∞),

ïðè óñëîâèè
h′(l, t) = w′(l, t). (3.13)

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ (2.9). Èñõîäÿ èç âûðàæå-
íèé (3.1), (3.3), ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè z → x ∈ (0, l) ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî:

φx(x, 0, t) = − 1

π

∫ l

0

w1(τ, t)
dτ

τ − x
− 1

π

∫ ∞

l

h1(τ, t)
dτ

τ − x
,

φt(x, 0, t) = − 1

π

∫ l

0

∂w2

∂t
(τ, t)

dτ

τ − x
+

1

π

∫ ∞

l

∂h2
∂t

(τ, t)
dτ

τ − x
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

φt + V φx = − 1

π

∫ l

0

w3(τ, t)
dτ

τ − x
+

1

π

∫ l

0

h3(τ, t)
dτ

τ − x
, x ∈ (0, l). (3.14)

Ïðåîáðàçóÿ èíòåãðàëû â (3.14) ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ñ ó÷åòîì óñëîâèé
(2.6), (2.7), (2.11), (3.13) áóäåì èìåòü:

ϕt + V ϕx =
1

π

∫ l

0

∂w3

∂τ
ln |τ − x|dτ − 1

π

∫ ∞

l

∂h3
∂τ

ln |τ − x|dτ + V 2

π
w′(0, t) ln x.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

∂h3
∂τ

(τ, t) = − 1

π
√
τ − l

∫ l

0

∂w3

∂ξ
(ξ, t)

√
l − ξ

ξ − τ
dξ +

V 2w′(0, t)

π

√
l

τ
√
l − τ

,

∫ ∞

0

ln(ω2 + a2)

(ω2 + b2)
dω =

π ln(a+ b)

b
, (a > 0; b > 0),

è ïðîâîäÿ ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ (2.9):

P (x, t) = ρ (φt + V φx)|y=0 = −ρ

π

∫ l

0

∂w3

∂τ
(τ, t) ln

(
√
l − x+

√
l − τ)2

|τ − x|
dτ−

−ρV
2w′(0, t)

π
ln

(
√
l − x+

√
l)2

x
, (3.15)

∂w3

∂x
(x, t) = ẅ(x, t) + 2V ẇ′(x, t) + V 2w′′(x, t), x ∈ (0, l).

Åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.15), (2.10) íàéäåíî, òî îòûñêàíèå ôóíêöèè h(x, t) ,
îïðåäåëÿþùåé ãðàíèöó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (3.12) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.7), (3.13). Ïðè ýòîì ôóíêöèè w(x, t) è h(x, t)
äîëæíû òàêæå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (2.11), (2.12). Äàëåå, åñëè ôóíêöèÿ h(x, t) íàé-
äåíà, òî, ïîëàãàÿ â (3.3) z = x + iy è îòäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì ïîòåíöèàë
φ(x, y, t) .

À. Â. Àíêèëîâ, Ï. À. Âåëüìèñîâ. Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîé ïëàñòèíû . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 1 121

4. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

K(x, τ) = ln

∣∣∣∣√l − τ +
√
l − x√

l − τ −
√
l − x

∣∣∣∣ , x ̸= τ.

Òîãäà àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà (3.15) ïðèìåò âèä

P (x, t) = −ρV
2w′(0, t)

π
K(x, 0)− ρ

π

∫ l

0

(
ẅ(τ, t) + 2V ẇ′(τ, t) + V 2w′′(τ, t)

)
K(x, τ)dτ. (4.1)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, çàïèøåì (4.1) â âèäå

P (x, t) = −ρ

π

∫ l

0

(ẅ(τ, t) + 2V ẇ′(τ, t))K(x, τ)dτ +
ρV 2

π

∫ l

0

w′(τ, t)
∂K(x, τ)

∂τ
dτ. (4.2)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.2) â ñèñòåìó (2.10), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

−EF
(
u′(x, t) + 1

2w
′2(x, t)

)′
+Mü(x, t)− β2I

−1u̇′′(x, t) = 0,

−EF
[
w′(x, t)

(
u′(x, t) + 1

2w
′2(x, t)

)]′
+Dw′′′′(x, t) +Mẅ(x, t)+

+Nw′′(x, t) + β2 ˙w′′′′(x, t) + β1ẇ(x, t) + β0w(x, t) =

= −ρ
π

∫ l

0

(ẅ(τ, t) + 2V ẇ′(τ, t))K(x, τ)dτ +
ρV 2

π

∫ l

0

w′(τ, t)
∂K(x, τ)

∂τ
dτ, x ∈ (0, l).

(4.3)

Ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ w(x, t) ≡ 0,
u(x, t) ≡ 0 ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.3) ïî îòíîøåíèþ ê âîç-
ìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ââåäåì ôóíêöèîíàë:

Φ(t) =

∫ l

0

{
EF

(
u′(x, t) +

1

2
w′2(x, t)

)2

+M(u̇2(x, t) + ẇ2(x, t)) +Dw′′2(x, t)−

−Nw′2(x, t) + β0w
2(x, t) + 4Mθu(x, t)u̇(x, t) + 2Mθẇ(x, t)w(x, t)+

+2β2I
−1θu′2(x, t) + β1θw

2(x, t) + β2θw
′′2(x, t)

}
dx+

4∑
i=1

I i(t), (4.4)

I1(t) =
ρ

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

ẇ(x, t)ẇ(τ, t)K(τ, x)dτ, I2(t) = −ρV
2

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

w′(x, t)w′(τ, t)K(τ, x)dτ,

I3(t) =
2ρθ

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

w(x, t)ẇ(τ, t)K(τ, x)dτ, I4(t) =
2ρθ

π

(∫ l

0

w(x, t)√
l − x

dx

)2

,

ãäå ïàðàìåòð θ ≥ 0 . Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò Φ ïî t :

Φ̇(t) = 2

∫ l

0

{
EF

(
u′ +

1

2
w′2
)(

u̇′ + w′ẇ′
)
+Mu̇ü+Mẇẅ +Dw′′ẇ′′ −Nw′ẇ′+

+β0wẇ + 2Mθu̇2 + 2Mθuü+Mθẇ2 +Mθwẅ + 2β2I
−1θu′u̇′+ (4.5)

+ β1θwẇ + β2θw
′′ẇ′′
}
dx+

4∑
i=1

İ i(t).
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé w(x, t) , u(x, t) ìîãóò èìåòü âèä
1) æåñòêîå íåïîäâèæíîå çàùåìëåíèå:

w(x, t) = w′(x, t) = u(x, t) = 0; (4.6)

2) æåñòêîå ïîäâèæíîå çàùåìëåíèå:

w(x, t) = w′(x, t) = u′(x, t) = 0; (4.7)

3) øàðíèðíîå íåïîäâèæíîå çàêðåïëåíèå:

w(x, t) = w′′(x, t) = u(x, t) = 0. (4.8)

Ïóñòü íà ëåâîì êîíöå ïëàñòèíû ïðè x = 0 èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ (4.6) èëè (4.7), ÷òî
ñîãëàñóåòñÿ ñ óñëîâèåì (2.6), à íà ïðàâîì êîíöå ïëàñòèíû ïðè x = l � óñëîâèÿ (4.6), èëè
(4.7), èëè (4.8).

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé w(x, t) , u(x, t) , ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.3),
ðàâåíñòâî (4.5) ïðèìåò âèä:

Φ̇(t) = 2

∫ l

0

{
−2EFθ

(
u′ +

1

2
w′2
)2

− β2I
−1u̇′2 − β2ẇ

′′2 − β1ẇ
2 + 2Mθu̇2+

+Mθẇ2 − β0θw
2 −Dθw′′2 +Nθw′2

}
dx+

4∑
i=1

İ i(t)− (4.9)

−2ρ

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

ẇ(x, t) (ẅ(τ, t) + 2V ẇ′(τ, t))K(x, τ)dτ+

+
2ρV 2

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

ẇ(x, t)w′(τ, t)
∂K(x, τ)

∂τ
dτ−

−2ρθ

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

w(x, t) (ẅ(τ, t) + 2V ẇ′(τ, t))K(x, τ)dτ+

+
2ρV 2θ

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

w(x, t)w′(τ, t)
∂K(x, τ)

∂τ
dτ.

Ïîëüçóÿñü ñèììåòðè÷íîñòüþ ÿäðà K(τ, x) = K(x, τ) , íàéäåì İi(t) (i = 1, 4) .
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

K1(x) =

∫ l

0

K(τ, x)dτ, K0 = sup
x∈(0,l)

K1(x).

Ïðîèçâåäåì îöåíêó èíòåãðàëîâ İi(t) (i = 1, 4) è ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ èíòåãðàëîâ â (4.9),
èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà ±2ab ≤ a2+ b2 , K(τ, x) ≥ 0 , K(τ, x) = K(x, τ) . Òîãäà îöåíêà (4.9)
ïðèìåò âèä

Φ̇(t) ≤ 2

∫ l

0

{
−β2ẇ′′2 −

(
β1 −Mθ − 4ρθK0

π

)
ẇ2 − β0θw

2 −
(
Dθ − ρV 3l2

π
− ρV 2θl2

π

)
w′′2 −

+

(
Nθ +

ρθV 2(4K0 + l2)

π

)
w′2 − β2I

−1u̇′2 + 2Mθu̇2
}
dx. (4.10)
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Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

β2 ≥ 0, Dθ − ρV 3l2

π
− ρV 2θl2

π
≥ 0, (4.11)

òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Ðåëåÿ [20]∫ l

0

w′′2(x, t)dx ≥ λ1

∫ l

0

w′2(x, t)dx,

∫ l

0

w′′2(x, t)dx ≥ µ1

∫ l

0

w2(x, t)dx,

∫ l

0

u̇′
2
(x, t)dx ≥ η1

∫ l

0

u̇2(x, t)dx, (4.12)

ãäå λ1, µ1− íàèìåíüøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ψ′′′′(x) = −λψ′′(x) ,
ψ′′′′(x) = µψ(x) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4.6)�(4.8) äëÿ ôóíêöèè w(x, t) , η1− íàèìåíüøåå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è ψ′′(x) = −ηψ(x) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4.6)�(4.8)
äëÿ ôóíêöèè u(x, t) , ïîëó÷èì

Φ̇(t) ≤ −2

∫ l

0

{(
β2µ1 + β1 −Mθ − 4ρθK0

π

)
ẇ2 + β0θw

2 +
(
β2I

−1η1 − 2Mθ
)
u̇2+

+

[
λ1

(
Dθ − ρV 3l2

π
− ρV 2θl2

π

)
−
(
Nθ +

ρθV 2(4K0 + l2)

π

)]
w′2
}
dx. (4.13)

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

β2µ1 + β1 −Mθ − 4ρθK0
π ≥ 0, β2I

−1η1 − 2Mθ ≥ 0,

Dλ1θ −Nθ − ρV 3l2λ1
π − ρV 2θ(4K0 + l2 + l2λ1)

π ≥ 0,
(4.14)

òî èç (4.13) ïîëó÷èì
Φ̇(t) ≤ 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî âûðàæåíèå îò 0 äî t

Φ(t) ≤ Φ(0). (4.15)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ Φ(0) â íåðàâåíñòâî (4.15)

Φ(t) ≤
∫ l

0

{
EF

(
u′0 +

1

2
w′2

0

)2

+M(u̇20 + ẇ2
0) +Dw′′

0
2 −Nw′2

0 + β0w
2
0 + 4Mθu0u̇0+

+2Mθẇ0w0+2β2I
−1θu′

2
0 + β1θw

2
0 + β2θw

′′
0
2

}
dx+ (4.16)

+
ρ

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

ẇ(x, 0)ẇ(τ, 0)K(τ, x)dτ − ρV 2

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

w′(x, 0)w′(τ, 0)K(τ, x)dτ+

+
2ρθ

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

w(x, 0)ẇ(τ, 0)K(τ, x)dτ +
2ρθ

π

(∫ l

0

w(x, 0)√
l − x

dx

)2

.

Çäåñü èíäåêñ 0 ñíèçó îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå áåðåòñÿ ïðè t = 0 .
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (4.12), íåðàâåíñòâî ±2ab ≤ a2 + b2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî∫ l

0

dx

∫ l

0

w′(x, 0)w′(τ, 0)K(τ, x)dτ ≥ 0,
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ïîëó÷èì

Φ(t) ≤
∫ l

0

{
EF

(
u′0 +

1

2
w′2

0

)2

+ 2Mθu20 + 2Mθu̇20+

+2β2I
−1θu′

2
0 +

(
M +Mθ +

ρK0(1 + θ)

π

)
ẇ2

0+ (4.17)

+

[
D + β2θ +

1

λ1

(
|N |+ 4ρθl2

π

)
+

1

µ1

(
β0 +Mθ + β1θ +

ρθK0

π

)]
w′′

0
2

}
dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî∫ l

0

dx

∫ l

0

ẇ(x, t)ẇ(τ, t)K(τ, x)dτ ≥ 0,

ïîëó÷èì

Φ(t) ≥
∫ l

0

{
EF

(
u′ +

1

2
w′2
)2

+M(u̇2 + ẇ2) + 4Mθuu̇+

+2β2I
−1θu′

2
+ (D + β2θ)w

′′2 −Nw′2 + (β0 + β1θ)w
2 + 2Mθẇw

}
dx−

−ρV
2

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

w′(x, t)w′(τ, t)K(τ, x)dτ +
2ρθ

π

∫ l

0

dx

∫ l

0

w(x, t)ẇ(τ, t)K(τ, x)dτ.

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî (4.12), íåðàâåíñòâî ±2ab ≥ −a2 − b2 , áóäåì èìåòü

Φ(t) ≥
∫ l

0

{
Mu̇2 + 4Mθuu̇+ 2β2I

−1θu′2 +

(
M − ρθK0

π

)
ẇ2+

+

(
λ1D + β2λ1θ −N − ρV 2K0

π

)
w′2 +

(
β0 + β1θ −

ρθK0

π

)
w2 + 2Mθẇw

}
dx. (4.18)

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

M − ρθK0

π
> 0, λ1D + β2λ1θ −N − ρV 2K0

π
> 0. (4.19)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ðåëåÿ∫ l

0

w′2(x, t)dx ≥ ϑ1

∫ l

0

w2(x, t)dx, (4.20)

ãäå ϑ1− íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è ψ′′(x) = −ϑψ(x) ñ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè (4.6)�(4.8) äëÿ ôóíêöèè w(x, t) è òðåòüå íåðàâåíñòâî (4.12), ïîëó÷èì

Φ(t) ≥
∫ l

0

{
Mu̇2 + 4Mθuu̇+ 2β2I

−1η1(1− ψ2)θu
2 + 2β2I

−1ψ2θu
′2 +

(
M − ρθK0

π

)
ẇ2+

+ψ1

(
λ1D + β2λ1θ −N − ρV 2K0

π

)
w′2 + 2Mθẇ+ (4.21)

+

[
ϑ1(1− ψ1)

(
λ1D + β2λ1θ −N − ρV 2K0

π

)
β0 + β1θ −

ρθK0

π

]
w2w

}
dx,
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ãäå ïàðàìåòðû ψ1 ∈ (0, 1) , ψ2 ∈ (0, 1) âûáèðàåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

β2I
−1η1(1− ψ2)− 2Mθ ≥ 0,

(
M − ρθK0

π

)
×

×
[
ϑ1(1− ψ1)

(
λ1D + β2λ1θ −N − ρV 2K0

π

)
β0 + β1θ − ρθK0

π

]
−M2θ2 ≥ 0.

(4.22)

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (4.22) è òî, ÷òî

w2(x, t) ≤ l

∫ l

0

w′2(x, t)dx, u2(x, t) ≤ l

∫ l

0

u′
2
(x, t)dx,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

Φ(t) ≥
∫ l

0

(
2β2I

−1ψ2θu
′2 + ψ1

(
λ1D + β2λ1θ −N − ρV 2K0

π

)
w′2
)
dx ≥

≥ 2β2I
−1ψ2θ

l
u2 +

ψ1

l

(
λ1D + β2λ1θ −N − ρV 2K0

π

)
w2. (4.23)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (4.17), (4.23), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2β2I
−1ψ2θ

l
u2(x, t) +

ψ1

l

(
λ1D + β2λ1θ −N − ρV 2K0

π

)
w2(x, t) ≤

∫ l

0

{
EF

(
u′0 +

1

2
w′2

0

)2

+

+2Mθu20 + 2Mθu̇20 + 2β2I
−1θu′

2
0 +

(
M +Mθ +

ρK0(1 + θ)

π

)
ẇ2

0+

+

[
D + β2θ +

1

λ1

(
|N |+ 4ρθl2

π

)
+

1

µ1

(
β0 +Mθ + β1θ +

ρθK0

π

)]
w′′

0
2

}
dx,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 4.1. Åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëà θ > 0 , ψ1 ∈ (0, 1) , ψ2 ∈ (0, 1) , òàêèå, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.11), (4.14), (4.19), (4.22), è êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä (4.6)�
(4.8), òî ðåøåíèå w(x, t), u(x, t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.3) óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê
âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé u̇0, u0, u

′
0, ẇ0, w

′
0, w

′′
0 .

5. Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé íåëèíåéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîëåáàíèé óïðóãîé ïëà-
ñòèíû ïðè îäíîñòîðîííåì îáòåêàíèè åå äîçâóêîâûì ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ñðå-
äû ñ îòðûâîì ñòðóè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ýòîé ïëàñòèíû. Ìîäåëü îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ íåèç-
âåñòíûõ ôóíêöèé äåôîðìàöèè ïëàñòèíû è ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ãàçà. Íà îñíîâå ìåòî-
äîâ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïîëó÷åíà ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî íåèçâåñò-
íûå ôóíêöèè äåôîðìàöèè ïëàñòèíû. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîãî ôóíêöèîíàëà ïîëó÷åíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ïîãîííóþ ìàññó ïëàñòèíû, èçãèáíóþ
æåñòêîñòü ïëàñòèíû, ñæèìàþùåå (ðàñòÿãèâàþùåå) ïëàñòèíó óñèëèå, ñêîðîñòü íåâîçìó-
ùåííîãî îäíîðîäíîãî ïîòîêà, à òàêæå íà êîýôôèöèåíòû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî äåìïôè-
ðîâàíèÿ, êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ñëîÿ îáæàòèÿ. Ýòè óñëîâèÿ ÿâíî ñîäåðæàò îñíîâíûå ïà-
ðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, è â òàêîì âèäå îíè íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåíû äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè, àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.
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Dynamic stability of elastic plate at jet �ow

c⃝ A.V. Ankilov3, P.A. Velmisov4

Abstract. The mathematical model of the dynamic system containing an elastic plate at
a one-sided �ow of ideal incompressible gas stream with a separation of jet according to
Kirchho�'s scheme is o�ered. The behavior of elastic material is described by the nonlinear model
considering both longitudinal and transversal deformations of an elastic plate. The solution of an
aerohydrodynamic part of a problem is based on methods of the theory of functions of complex
variable. The related system of the integro-di�erential equations with partial derivatives containing
only unknown plate deformations functions is obtained. Basing on the building of the functional
corresponding to this system of the equations the su�cient conditions for stability of system
solutions are established. De�nition of elastic body stability corresponds to the Lyapunov's concept
of stability of dynamic systems.
Key Words: aerohydroelasticity, mathematical modeling, dynamic stability, elastic plate,
subsonic �ow of gas, partial di�erential equations, functional.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà
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Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êàíàòà äâèæóùåãîñÿ â

ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè

c⃝ Â. Í. Àíèñèìîâ 1, Â. Ë. Ëèòâèíîâ 2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ êàíàòà, äâèæóùåãîñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëå-
íèè. Ìîäåëü ó÷èòûâàåò íàòÿæåíèå êàíàòà, èçãèáíóþ æ¼ñòêîñòü è ñîïðîòèâëåíèå âíåøíåé ñðå-
äû. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ îòíîñèòñÿ ê øèðîêîìó êðóãó êîëåáëþùèõñÿ îäíîìåðíûõ îáúåêòîâ ñ
äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè. Ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ êîëåáàíèÿ êàíàòà
õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàíî äèñêðåòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Â ðåçóëüòàòå
â âèäå ðÿäà ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.
Ïðè íàëè÷èè ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû çàäà÷à ðåøàëàñü ìåòîäîì Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà. Ïîëó-
÷åííîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ïðèáëèæ¼ííûå çíà÷åíèÿ äâóõ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.
Ñðàâíåíèåì òî÷íûõ è ïðèáëèæ¼ííûõ ÷àñòîò îöåíåíà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòî-
äîì Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà. Â ñòàòüå ïðîàíàëèçèðîâàíî, êàê âëèÿåò ñêîðîñòü ïðîäîëüíîãî
äâèæåíèÿ êàíàòà íà ôîðìó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ðåøåíèå ïðîèçâåäåíî â áåçðàçìåðíûõ
ïåðåìåííûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàñ÷¼òà êîëåáàíèé øè-
ðîêîãî êðóãà òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàíèÿ îáúåêòîâ ñ äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè, êðàåâûå çàäà÷è, ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà.

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ êàíàòà, äâèæóùåãîñÿ â ïðîäîëüíîì íà-
ïðàâëåíèè. Ìîäåëü ó÷èòûâàåò íàòÿæåíèå êàíàòà, èçãèáíóþ æ¼ñòêîñòü è ñîïðîòèâëåíèå
âíåøíåé ñðåäû. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ îòíîñèòñÿ ê øèðîêîìó êðóãó êîëåáëþùèõñÿ îä-
íîìåðíûõ îáúåêòîâ ñ äâèæóùèìèñÿ ãðàíèöàìè è íàãðóçêàìè. Òàêèå îáúåêòû øèðîêî
ðàñïðîñòðàíåíû â òåõíèêå. Ýòî êàíàòû ãðóçîïîäú¼ìíûõ óñòàíîâîê [1, 2, 3], ãèáêèå çâå-
íüÿ ïåðåäà÷ [4, 5, 6], áàëêè [7], ëåíòîïðîòÿæíûå ìåõàíèçìû [8], êîíâåéåðû [9, 10] è ò.ä.
Íàëè÷èå äâèæóùèõñÿ ãðàíèö äåëàåò íåïðèìåíèìûìè ê ðåøåíèþ òàêèõ êðàåâûõ çàäà÷
êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ïîýòîìó îíè â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçó÷åíû
íåäîñòàòî÷íî.

1Àíèñèìîâ Âàëåðèé Íèêîëàåâè÷, çàâåäóþùèé êàôåäðîé Îáùåòåîðåòè÷åñêèõ äèñöèïëèí Ñûç-
ðàíñêîãî ôèëèàëà ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÑàìÃÒÓ¿ (446001, Ðîññèÿ, Ñàìàðñêàÿ îáë., Ñûçðàíü, óë. Ñî-
âåòñêàÿ, ä.45.), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0002-1346-167X,
anisimov170159@mail.ru
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öèïëèí Ñûçðàíñêîãî ôèëèàëà ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÑàìÃÒÓ¿ (446001, Ðîññèÿ, Ñàìàðñêàÿ îáë., Ñûç-
ðàíü, óë. Ñîâåòñêàÿ, ä.45.), êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0002-6108-803X,
vladlitvinov@rambler.ru

Â. Í. Àíèñèìîâ, Â. Ë. Ëèòâèíîâ. Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êàíàòà . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 1 131

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñõåìà îáúåêòà èçó÷åíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2.1.

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ñõåìà îáúåêòà

Óðàâíåíèå, ó÷èòûâàþùåå èçãèáíóþ æ¼ñòêîñòü, íàòÿæåíèå êàíàòà è ñîïðîòèâëåíèå
âíåøíåé ñðåäû, èìååò âèä [11]:

utt(x, t) + buxxxx(x, t)− a2uxx(x, t) +Gut(x, t) = 0. (2.1)

Çäåñü u(x, t) � ïîïåðå÷íîå ñìåùåíèå òî÷êè êàíàòà ñ êîîðäèíàòîé x â ìîìåíò âðåìåíè
t ; b = EI

ρ
(E � ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà êàíàòà; I � îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ

êàíàòà, ρ � ìàññà åäèíèöû äëèíû êàíàòà); a2 = T
ρ
(T � íàòÿæåíèå êàíàòà); G � êîýôôè-

öèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû (ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó äëèíû ñòðóíû ïðè åäèíè÷íîé
ñêîðîñòè ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

u(vt, t) = 0;u(vt+ l, t) = 0; ux(vt, t) = 0;ux(vt+ l, t) = 0, (2.2)

ãäå v � ñêîðîñòü ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ êàíàòà, l � äëèíà êîëåáëþùåéñÿ ÷àñòè. Ââåäåì
áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:

u(x, t) = U(ξ, τ); ξ =
2π(x− vt)

l
; τ =

2π
√
a2 − v2

l
t.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çàäà÷ó ñ óñëîâèÿìè, çàäàííûìè íà íåïîäâèæíûõ ãðàíèöàõ:

Uττ (ξ, τ) + βUξξξξ(ξ, τ)− Uξξ(ξ, τ)− γUξτ (ξ, τ) + λUτ (ξ, τ)− ηUξ(ξ, τ) = 0; (2.3)

U(0, τ) = 0;U(2π, τ) = 0;Uξ(0, τ) = 0;Uξ(2π, τ) = 0. (2.4)

Çäåñü

β =
4π2b

l2(a2 − v2)
;λ =

Gl

2π
√
a2 − v2

; γ =
2v√
a2 − v2

; η =
Gvl

2π(a2 − v2)
.

×åòûðå êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèÿ (2.1) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç òðè áåçðàçìåðíûõ
ïàðàìåòðà:

α =
v

a
; θ =

4π2b

l2a2
;D =

Gl

2πα
.

Ïàðàìåòðû õàðàêòåðèçóþò: α � ñêîðîñòü ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ êàíàòà; θ � èçãèáíóþ
æ¼ñòêîñòü; D � ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû.

×åðåç áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.3) âûðàæàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

β =
θ

1− α2
; γ =

2α√
1− α2

;λ =
D√

1− α2
; η =

αD

1− α2
.
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3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Ðåøèì çàäà÷ó (2.3), (2.4) áåç ó÷¼òà èçãèáíîé æ¼ñòêîñòè (β = 0 ). Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü
â âèäå [12]:

U(ξ, τ) = µ(ξ)eωτ .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè µ(ξ) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

µ′′(ξ) + (γω + η)µ′(ξ)− (ω2 + λω)µ(ξ) = 0; (3.1)

µ(0) = 0;µ(2π) = 0. (3.2)

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.1-3.2) íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóäíåíèé. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíî
âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé:

ωn = −γη + 2λ

γ2 + 4
+ i

√
(γ2 + 4)(n2 + η2)− (γη + 2λ)2

γ2 + 4
, (3.3)

Çäåñü i � ìíèìàÿ åäèíèöà; n � ïîðÿäêîâûé íîìåð ÷àñòîòû. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü
âûðàæåíèÿ (3.3) õàðàêòåðèçóåò çàòóõàíèå êîëåáàíèé, à ìíèìàÿ ÷àñòîòó. Ïðè îòñóòñòâèè
çàòóõàíèÿ (λ = η = 0) âûðàæåíèå (3.3) ïðèìåò âèä:

ωn = i
n√
γ2 + 4

. (3.4)

Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì:

µ(ξ) = sin

(
(1− α)nξ

2

)
+ sin

(
(1 + α)nξ

2

)
.

Êàê èçìåíÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè µ(ξ) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà α ïîêàçàíî
íà ðèñ. 3.1.

Àíàëèç ðèñóíêà 3.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷åì áîëüøå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êàíàòà, òåì áîëü-
øå èñêàæàþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Èñêàæåíèå ïðîèñõîäèò íà ãðàíèöå, äâèæóùåéñÿ
íàâñòðå÷ó áåãóùèì âîëíàì.

Ðåøèì çàäà÷ó ñ ó÷¼òîì èçãèáíîé æ¼ñòêîñòè, íî áåç ó÷åòà çàòóõàíèÿ (λ = η = 0) .
Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå [12]

U(ξ, τ) = µ(ξ)eiωτ .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ µ(ξ) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

βµ′′′′(ξ)− µ′′(ξ)− iγωµ′(ξ)− ω2µ(ξ) = 0; (3.5)

µ(0) = 0;µ(2π) = 0;µ′(0) = 0;µ′(2π) = 0. (3.6)

Äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì äèñêðåòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå [13]:

F (p) =

∫ 2π

0

µ(ξ)eipξdξ; p = 0,±1,±2...

Â. Í. Àíèñèìîâ, Â. Ë. Ëèòâèíîâ. Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êàíàòà . . .
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îò ñêîðîñòè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ êàíàòà

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì:

F (p) =
ipβµ2 − βµ3

βp4 + p2 − βωp− ω2
,

ãäå µ2 = µ′′(2π)− µ′′(0);µ3 = µ′′′(2π)− µ′′′(0) .
Îáðàòíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

µ(ξ) =
1

2π

∞∑
p=−∞

F (p)e−ipξ.

Îáúåäèíÿÿ â äàííîì ðàâåíñòâå ÷ëåíû ïðè p è −p , ïîëó÷èì:

µ(ξ) =
1

2π

(
βµ3

ω2
+ 2

∞∑
p=1

ipβµ2Bp − βµ3Ap
A2
p −B2

p

cos(pξ)

)
+
i

π

∞∑
p=1

−ipβµ2Ap + βµ3Bp

A2
p −B2

p

sin(pξ).

(3.7)
Çäåñü Ap = βp4 + p2 − ω2;Bp = γωp .
Ïðè ïðèìåíåíèè èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëî ó÷òåíî, ÷òî

µ(2π)− µ(0) = 0;µ′(2π)− µ′(0) = 0;

Ïîýòîìó, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.6), äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå
µ2 è µ3 äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû èç óñëîâèé: µ(0) = 0 è µ′(0) = 0 . Ïîäñòàâëÿÿ â äàííûå
óñëîâèÿ µ(ξ) , îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì (3.7), ïîëó÷èì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî µ2 è µ3 . Èç ðàâåíñòâà íóëþ å¼ îïðåäåëèòåëÿ
ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò:
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(
β

ω2
− 2

∞∑
p=1

βAp
A2
p −B2

p

)
∞∑
p=1

βp2Ap
A2
p −B2

p

+ 2

(
∞∑
p=1

βpBp

A2
p −B2

p

)2

= 0. (3.8)

Ðåøèì çàäà÷ó (2.3), (2.4) ìåòîäîì Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà [14, 15]. Ðåøåíèå áóäåì èñ-
êàòü â âèäå:

U(ξ, τ) = µ(ξ)eωτ .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ µ(ξ) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

L[µ(ξ)] = βµ′′′′(ξ)− µ′′(ξ)− (γω + η)µ′(ξ) + (ω2 + ωλ)(ξ) = 0; (3.9)

µ(0) = 0;µ(2π) = 0;µ′(0) = 0;µ′(2π) = 0. (3.10)

Ôóíêöèþ µ(ξ) âîçüì¼ì â âèäå:

µ(ξ) = C1µ1(ξ) + C2µ2(ξ),

ãäå µ1(ξ) = ξ2(ξ − 2π)2 ; µ2(ξ) = ξ2(ξ − 2π)2(ξ − π) . Äàííûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3.10) è ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íà èíòåðâàëå (0, 2π) .

Ñîãëàñíî ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà [14, 15], ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå C1 è C2

íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:∫ 2π

0

L[µ(ξ)]µ1(ξ)dξ = 0;

∫ 2π

0

L[µ(ξ)]µ2(ξ)dξ = 0.

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L[µ(ξ)] îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3.9).
Ïðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå è ïðèðàâíÿâ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ê íóëþ, ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò:

ω4 + 2λω3 + ω2(2.86457β + λ2 + 0.27795γ2 + 1.41853)+

+ω(2.86457λβ + 1.41852λ+ 0.55591γη)+

+(0.82177β2 + 0.77244β + 0.27795η2 + 0.69921) = 0.

(3.11)

Äàííîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äâå ïåðâûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé êàíàòà.

Óðàâíåíèå (3.8) áûëî ðåøåíî ÷èñëåííî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è θ .
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Ïðè θ = 0 ðÿäû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå
(3.8) ðàñõîäÿòñÿ, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ÷àñòîò áûëè âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå (3.4).

Óðàâíåíèå (3.11) ðåøàëîñü â ñðåäå MATLAB. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ìåòîäà
Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà óðàâíåíèå (3.11) áûëî ðåøåíî äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ çàòóõàíèÿ
(λ = η = 0) . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè α
ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ÷àñòîòû: òî÷íîå çíà÷åíèå ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, òî÷íîå çíà-
÷åíèå âòîðîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû,
ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå âòîðîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Ïðè îòñóòñòâèè èçãèáíîé æ¼ñòêîñòè
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Òàáëèöà 1: Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû îò ñêîðîñòè ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ êàíàòà è èçãèáíîé
æåñòêîñòè

α\θ 0 1 2 3 4 5 ïðèìå÷àíèÿ

0

0.500 0.792 0.975 1.129 1.263 1.385 ω1(òî÷í.)
1.000 1.898 2.450 2.914 3.307 3.658 ω2(òî÷í.)

0.792 0.940 1.086 1.220 1.342 ω1(ïðèáë.)
1.912 2.503 2.972 3.375 3.734 ω2(ïðèáë.)

0.2

0.490 0.795 0.985 1.143 1.281 1.406 ω1(òî÷í.)
0.980 1.924 2.501 2.967 3.369 3.728 ω2(òî÷í.)

0.792 0.948 1.100 1.239 1.364 ω1(ïðèáë.)
1.955 2.556 3.034 3.345 3.811 ω2(ïðèáë.)

0.4

0.458 0.806 1.019 1.193 1.344 1.479 ω1(òî÷í.)
0.917 2.015 2.644 3.148 3.581 3.966 ω2(òî÷í.)

0.795 0.980 1.150 1.302 1.439 ω1(ïðèáë.)
2.100 2.737 3.246 3.685 4.076 ω2(ïðèáë.)

0.6

0.400 0.841 1.101 1.311 1.490 1.650 ω1(òî÷í.)
0.800 2.227 2.973 3.561 4.063 4.510 ω2(òî÷í.)

0.818 1.063 1.271 1.452 1.615 ω1(ïðèáë.)
2.419 3.141 3.723 4.224 4.671 ω2(ïðèáë.)

0.8

0.300 0.966 1.346 1.643 1.894 2.117 ω1(òî÷í.)
0.600 2.817 4.221 4.662 5.343 5.946 ω2(òî÷í.)

0.936 1.314 1.613 1.868 2.093 ω1(ïðèáë.)
3.237 4.193 4.966 5.633 6.229 ω2(ïðèáë.)

0.9

0.218 1.200 1.750 2.174 2.530 2.842 ω1(òî÷í.)
0.436 3.748 5.220 6.344 7.293 8.130 ω2(òî÷í.)

1.178 1.732 2.159 2.518 2.833 ω1(ïðèáë.)
4.455 5.732 6.836 7.754 8.574 ω2(ïðèáë.)

0.99

0.071 3.300 5.089 6.445 7.576 8.565 ω1(òî÷í.)
0.141 11.180 15.847 19.376 22.338 24.946 ω2(òî÷í.)

3.346 5.136 6.445 7.624 8.614 ω1(ïðèáë.)
13.745 17.824 21.116 23.955 26.490 ω2(ïðèáë.)

(θ = 0) ÷àñòîòû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà, èìåþò áîëüøóþ ïîãðåø-
íîñòü, ïîýòîìó â òàáëèöå îíè íå ïðèâåäåíû. Â ýòîì ñëó÷àå îíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî
ôîðìóëå (3.3).

Â òàáëèöå æèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû ïðèáëèæ¼ííûå ÷àñòîòû èìåþùèå ïîãðåøíîñòü
áîëåå 5% . Àíàëèç òàáëè÷íûõ äàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ÷àñòîò, ïîëó÷åííûõ
ìåòîäîì Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà, óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì α è óìåíüøàåòñÿ ñ óâå-
ëè÷åíèåì θ .

Óðàâíåíèå (3.8) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ëþáóþ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó. Íàïðèìåð, ïðè α =
= 0.4 è θ = 2 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû:

ω1 = 1.019;ω2 = 2.644;ω3 = 4.995;ω4 = 8.103;ω5 = 11.972;ω6 = 16.620.

Óðàâíåíèå (3.11) ïîçâîëÿåò ó÷åñòü çàòóõàíèå (D ̸= 0) . Íàïðèìåð, äëÿ ïàðàìåòðîâ
α = 0.8 ; θ = 2 ; D = 0.1 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ÷àñòîòû:

ω1 = −0.0859 + 1.312ι;ω2 = −0.0807 + 4.192ι.
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Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ÷àñòîò õàðàêòåðèçóåò çàòóõàíèå êîëåáàíèé, à ìíèìàÿ ÷àñòîòó.
Åñëè ωn áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà (çàäà÷à (2.3), (2.4)), òî ÷àñòîòà èñõîäíîé çàäà÷è (2.1),

(2.2) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

Wn =
π(α2 − ν2)βωn

lν
.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðîèçâåäåí àíàëèç êîëåáàíèé êàíàòà äâèæóùåãîñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëå-
íèè. Ìîäåëü ó÷èòûâàåò íàòÿæåíèå êàíàòà, èçãèáíóþ æ¼ñòêîñòü è ñîïðîòèâëåíèå âíåøíåé
ñðåäû. Ðåøåíèå ïðîèçâåäåíî òî÷íûì è ïðèáëèæ¼ííûì ìåòîäàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü
ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà Êàíòîðîâè÷à-Ãàëåðêèíà äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåì ñ äâèæó-
ùèìèñÿ ãðàíèöàìè. Ïîëó÷åííûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ ðàñ÷¼òà øèðîêîãî êðóãà òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
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Calculation of eigen frequencies of a rope moving in

longitudinal direction

c⃝ V. N. Anisimov3, V. L. Litvinov4

Abstract. The article studies the oscillations of a rope moving in the longitudinal direction. The
model takes into account the tension of the rope, �exural sti�ness and resistance of the external
environment. The object of the study refers to a wide range of oscillating one-dimensional objects
with moving boundaries. At a constant speed of longitudinal motion, the rope oscillations are
characterized by a set of eigenfrequencies. In the absence of medium resistance a discrete integral
Fourier transform is used to solve the problem. As a result, an equation is obtained in the form
of series, that makes it possible to �nd the exact values of the eigenfrequencies. In the presence
of medium resistance the problem was solved by the Kantorovich-Galerkin method. The equation
obtained allows us to �nd approximate values of the �rst two eigenfrequencies. A comparison of
the exact and approximate frequencies estimates the accuracy of the solution obtained by the
Kantorovich-Galerkin method. The article analyzes how the speed of longitudinal rope motion
a�ects the shape of natural oscillations. The solution is made in dimensionless variables. It allows
us to use the obtained results to calculate the oscillations of a wide range of technical objects.
Key Words: oscillations of objects with moving boundaries, boundary value problems,
mathematical models, resonant properties.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æèçíü

Ïàìÿòè Àëåêñååíêî Ñåðãåÿ Íèêîëàåâè÷à

27 îêòÿáðÿ 2016 ãîäà ïîñëå òÿæ¼ëîé áîëåçíè ñêîí÷àëñÿ Àëåêñååíêî Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷.
Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷ ðîäèëñÿ 17 äåêàáðÿ 1948 ãîäà â ãîðîäå Ôðóíçå (íûíå Áèøêåê). Åãî

ìàòü Ëþäìèëà Ñåðãååâíà è îòåö Íèêîëàé Êîíñòàíòèíîâè÷ áûëè ãåîëîãàìè, ïîýòîìó âîñïè-
òàíèåì âíóêà çàíèìàëñÿ äåäóøêà ïî ìàòåðèíñêîé ëèíèè Êëèìîâ Ñåðãåé Àëåêñàíäðîâè÷.
Îêîí÷èâ øêîëó â 1966 ãîäó, Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷ ïîñòóïèë â Êèðãèçñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò ïî ñïåöèàëüíîñòè ìàòåìàòèêà, ïðåïîäàâàòåëü ìàòåìàòèêè. Ñ òåõ ïîð æèçíü
Ñ.Í. Àëåêñååíêî áûëà ñâÿçàíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè è ïðåïîäàâàíèåì ìà-
òåìàòèêè.

Ïî ðåçóëüòàòàì àêòèâíîé íàó÷íîé ðàáîòû â 1976 ãîäó îí çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ
äèññåðòàöèþ ïî ñïåöèàëüíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ íà òåìó
¾Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ïðîèçâîäíîé¿, âûïîëíåííóþ ïîä ðóêîâîäñòâîì È.Ì. Èìàíàëèå-
âà. Îäíèì èç îïïîíåíòîâ äèññåðòàöèè áûë èçâåñòíûé ìàòåìàòèê Â.À. Òðåíîãèí.

Â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ñ.Í. Àëåêñååíêî âïåðâûå ðàçðàáîòàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
òåîðèÿ è óñòàíîâëåíà ðàâíîìåðíàÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà îöåíêà îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà äëÿ íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïà-
ðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.

Äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà òåìó ¾Îá
èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè â òð¼õìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ äèíàìèêè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè¿
áûëà çàùèùåíà â Áèøêåêå â 1994 ãîäó. Âïîñëåäñòâèè Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
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ðîññèéñêîãî äèïëîìà äîêòîðà íàóê ïîâòîðíî çàùèòèë ýòó äèññåðòàöèþ â äèññåðòàöèîí-
íîì ñîâåòå Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàí ìàòå-
ìàòè÷åñêèé àïïàðàò âûñîêîãî óðîâíÿ: ìåòîä àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, òåîðèÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, àïïàðàò îáîáù¼ííûõ è ñëàáûõ ðåøåíèé, ïîñòðîåíû
ñïåöèàëüíûå êâàçèíîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè: ïðè
ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî âÿçêîñòü, äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü
ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òð¼õìåðíîé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà; äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé îïðåäåë¼ííîãî âèäà, ïîñòðîåíî àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùåå ôóíêöèè ïîãðàíñëîÿ, äëÿ ïîëíîé íåëèíåéíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñ óñëîâèåì ðåãóëÿðíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ âäîëü òâåðäûõ
ñòåíîê.

Íà÷èíàÿ ñ 1991 ãîäà, Ñ.Í. Àëåêñååíêî çàíèìàëñÿ ðàçðàáîòêîé íîâîãî ìåòîäà èññëåäîâà-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàçâàííîãî âïîñëåäñòâèè ìå-
òîäîì äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà (ÌÄÀ). Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó èñõîäíàÿ ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê óäîáíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ñ.Í. Àëåêñååíêî ñîâìåñòíî ñ Ì.È. Èìàíàëèåâûì â ðàáîòàõ [4�7]êîíöåïòóàëü-
íî ðàçðàáîòàë ÌÄÀ. Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì
õàðàêòåðèñòèê. ÌÄÀ äîâîëüíî áûñòðî ïðèâë¼ê âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ. Ñ.Í. Àëåêñååíêî
ðàñïðîñòðàíèë ÌÄÀ íà óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ è íà ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Ñ.Í. Àëåêñååíêî îïóáëèêîâàë îêîëî 100 ïå÷àòíûõ íàó÷íûõ ðàáîò, âûñòóïàë ñ äîêëà-
äàìè íà ìíîãî÷èñëåííûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ðàçíîãî óðîâíÿ, ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì
çàùèùåíî íåñêîëüêî êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé. Â Êûðãûçñêî-Ðîññèéñêîì Ñëàâÿíñêîì
óíèâåðñèòåòå îí ÿâëÿëñÿ ïðåäñåäàòåëåì äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà îò Ðîññèéñêîãî ÂÀÊ,
çàâåäîâàë êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, áûë ÷ëåíîì äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà â Èí-
ñòèòóòå ìàòåìàòèêè. Ñ.Í. Àëåêñååíêî íåîäíîêðàòíî âûñòóïàë â êà÷åñòâå îïïîíåíòà íà
çàùèòàõ äîêòîðñêèõ è êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé.

Ïàðàëëåëüíî ñ íàó÷íîé ðàáîòîé Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷ âñåãäà çàíèìàëñÿ ïðåïîäàâàòåëü-
ñêîé äåÿòåëüíîñòüþ. Îí ÷èòàë ìàòåìàòè÷åñêèå êóðñû äëÿ îáó÷àþùèõñÿ ðàçëè÷íûõ óðîâ-
íåé. Èì èçäàíû ìíîãî÷èñëåííûå ìåòîäè÷åñêèå ðàçðàáîòêè è ó÷åáíûå ïîñîáèÿ. Â ïåäàãî-
ãè÷åñêîé ðàáîòå îí âûäåëÿëñÿ àêêóðàòíîñòüþ, âûñîêîé êâàëèôèêàöèåé, ïðîôåññèîíàëèç-
ìîì. Ñ.Í. Àëåêñååíêî óñïåøíî ðóêîâîäèë ÍÈÐÑ, äèïëîìíûìè è êóðñîâûìè ðàáîòàìè,
ðóêîâîäèë àñïèðàíòàìè. Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷ ïðîøåë ïóòü îò àññèñòåíòà äî ïðîôåññîðà è
îò ìëàäøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà äî ãëàâíîãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà.

Â 2007 ãîäó Ñ.Í. Àëåêñååíêî ñ ñåìü¼é ïåðååõàë èç Áèøêåêà â Íèæíèé Íîâãîðîä, ãäå
íà÷àë ðàáîòàòü íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â Íèæåãîðîäñêîì ãîñóäàðñòâåííîì
ïåäàãîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå. Ñ 2009 ãîäà îí ïðåïîäàâàë â Íèæåãîðîäñêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå íà êàôåäðå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè â äîëæíîñòè ïðîôåñ-
ñîðà. Ïðåïîäàâàë Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷ ïðåèìóùåñòâåííî íà ñïåöèàëüíîñòè ¾Ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿: â¼ë ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ è ÷èòàë ëåêöèè, êàê ïî îñíîâ-
íûì êóðñàì, òàê è ïî ñïåöêóðñàì, êîòîðûå îïðåäåëÿëèñü íàïðàâëåííîñòüþ åãî íàó÷íîé
äåÿòåëüíîñòè, ãîòîâèë ìåòîäè÷åñêèé ìàòåðèàë ðàçíîãî óðîâíÿ, ïðèíèìàë ñàìîå àêòèâíîå
ó÷àñòèå â ïîäãîòîâêå êàôåäðû ê ïëàíîâîé àòòåñòàöèè âóçà, ðóêîâîäèë íàó÷íîé ðàáîòîé
áàêàëàâðîâ, ìàãèñòðîâ è àñïèðàíòîâ, ñîâåðøåíñòâóÿ ñâî¼ äåòèùå � ÌÄÀ.

Ñ.Í. Àëåêñååíêî ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàáîòå íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé ïî äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è øêîë-ñåìèíàðîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ïðî-
âîäèìûõ Íàöèîíàëüíûì èññëåäîâàòåëüñêèì Ìîðäîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì
èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, Ñðåäíå-Âîëæñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì è Èíñòèòóòîì ïðèêëàä-
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íîé ìàòåìàòèêè Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê èì. Ì.Â. Êåëäûøà. Åãî ýíåðãè÷íîå ó÷àñòèå
èãðàëî áåñöåííóþ îáðàçîâàòåëüíóþ è âîñïèòàòåëüíóþ ðîëü ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ó÷àñò-
íèêîâ ýòèõ íàó÷íûõ ôîðóìîâ.

Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷ áûë äîáðîæåëàòåëüíûì ÷åëîâåêîì è íàä¼æíûì òîâàðèùåì. Ñëóæ-
áà íàóêå è îáðàçîâàíèþ âñåãäà ÿâëÿëàñü åãî îñíîâíûì æèçíåííûì äåëîì. Ñâåòëàÿ ïàìÿòü
î Ñåðãåå Íèêîëàåâè÷å áóäåò æèòü â íàøèõ ñåðäöàõ.
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì ÿçûêå, íå îïóáëèêîâàííûå è íå
ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ:
� êîäû ÓÄÊ è MSC 2010;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ - ïîëíîñòüþ, äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû,

àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail;
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè (òîëüêî íà ðóññêîì);
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Èíäåêñ ïðåäìåòíîé êëàññèôèêàöèè (MSC 2010) ïî AMS èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåìàòè÷å-

ñêîãî ðàçäåëåíèÿ ññûëîê â äâóõ ðåôåðàòèâíûõ áàçàõ � Mathematical Reviews (MR) Àìå-
ðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåé-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîþçà (Zentralblatt MATH, zbMATH). Ñïðàâî÷íèêè êîäîâ ÓÄÊ è
MSC 2010 ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.

Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
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ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Â òåêñòå àííîòàöèè ñëåäóåò ïðèìåíÿòü çíà÷èìûå ñëîâà èç òåêñòà ñòàòüè.
Ñîêðàùåíèÿ è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, êðîìå îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ (â òîì ÷èñëå â àí-

ãëîÿçû÷íûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòàõ), ïðèìåíÿþò â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ èëè äàþò èõ
îïðåäåëåíèÿ ïðè ïåðâîì óïîòðåáëåíèè.

Åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåäóåò ïðèâîäèòü â ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå ÑÈ. Äî-
ïóñêàåòñÿ ïðèâîäèòü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðÿäîì ñ âåëè÷èíîé â ñèñòåìå ÑÈ çíà÷åíèå âåëè-
÷èíû â ñèñòåìå åäèíèö, èñïîëüçîâàííîé â èñõîäíîì äîêóìåíòå.

Â àííîòàöèè íå äåëàþòñÿ ññûëêè íà íîìåð ïóáëèêàöèè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ê ñòàòüå.
Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Â òåêñòå ðåôåðàòà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü òåðìèíîëîãèþ, õàðàêòåð-
íóþ äëÿ èíîñòðàííûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòîâ. Ñëåäóåò èçáåãàòü óïîòðåáëåíèÿ òåðìèíîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìîé êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íûõ òåðìèíîâ. Íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü åäèíñòâî
òåðìèíîëîãèè â ïðåäåëàõ ðåôåðàòà.

Ïåðå÷èñëèì îáÿçàòåëüíûå êà÷åñòâà àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ê ðóññêîÿçû÷íûì
ñòàòüÿì. Àííîòàöèè äîëæíû áûòü:

- èíôîðìàòèâíûìè (íå ñîäåðæàòü îáùèõ ñëîâ);
- îðèãèíàëüíûìè (íå áûòü êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íîé àííîòàöèè);
- ñîäåðæàòåëüíûìè (îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè è ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-

íèé);
- ñòðóêòóðèðîâàííûìè (ñëåäîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå);
- "àíãëîÿçû÷íûìè"(íàïèñàíû êà÷åñòâåííûì àíãëèéñêèì ÿçûêîì).
Îáúåì àííîòàöèé íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ äîëæíû áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî

250 ñëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæíû îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè, ïî âîçìîæíîñòè íå

ïîâòîðÿòü òåðìèíû çàãëàâèÿ è àííîòàöèè, èñïîëüçîâàòü òåðìèíû èç òåêñòà ñòàòüè, à òàêæå
òåðìèíû, îïðåäåëÿþùèå ïðåäìåòíóþ îáëàñòü è âêëþ÷àþùèå äðóãèå âàæíûå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûå ïîçâîëÿò îáëåã÷èòü è ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ ñòàòüè ñðåäñòâàìè
èíôîðìàöèîííî-ïîèñêîâîé ñèñòåìû. Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî
15 ñëîâ.

Òåêñò ñòàòüè. Ïðè èçëîæåíèè òåêñòà ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
ñòðóêòóðû:

� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè
çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå;
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� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ;
� ðåçóëüòàòû - îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè;
� îáñóæäåíèå è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíû-

ìè;
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ

ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû. Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå è
èõ êîëè÷åñòâî íå äîëæíî ïðåâûøàòü 20.

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Ñ ýòîãî íîìåðà â ñòàòüþ âêëþ÷àåòñÿ ñïèñîê ëèòå-
ðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû èìååò çàãîëîâîê Referenñes è ðàñïî-
ëàãàåòñÿ ïîñëå êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.

Îïèñàíèå ñõåì áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê äëÿ ðàçäåëà References.
Ñòàòüè â æóðíàëå íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� Ïåðåâîä çàãëàâèÿ ñòàòüè íà àíãëèéñêèé ÿçûê;
� Íàçâàíèå ðóññêîÿçû÷íîãî èñòî÷íèêà (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ èñòî÷íèêà íà àíãëèéñêèé ÿçûê � ïàðàôðàç (äëÿ æóðíàëîâ ìîæíî

íå äåëàòü)];
� Âûõîäíûå äàííûå ñ îáîçíà÷åíèÿìè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, ëèáî òîëüêî öèôðîâûå

(ïîñëåäíåå, â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìîãî ñòàíäàðòà îïèñàíèÿ);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê ñòàòüè (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ ñòàòüè.
Êíèãè (ìîíîãðàôèè è ñáîðíèêè) íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� íàçâàíèå êíèãè (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ êíèãè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ];
� Âûõîäíûå äàííûå: ìåñòî èçäàíèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå - Moscow, St. Petersburg; èç-

äàòåëüñòâî íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, åñëè ýòî îðãàíèçàöèÿ (Moscow St. Univ. Publ.) è òðàíñ-
ëèòåðàöèÿ, åñëè èçäàòåëüñòâî èìååò ñîáñòâåííîå íàçâàíèå ñ óêàçàíèåì íà àíãëèéñêîì, ÷òî
ýòî èçäàòåëüñòâî: Nauka Publ.;

� Êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â èçäàíèè (250 p.);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ êíèãè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ îôîðìëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñòèëþ

öèòèðîâàíèÿ, ïðèíÿòîìó äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè Àìåðèêàíñêèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåéñêèì ìàòåìàòè-
÷åñêèì ñîþçîì (Zentralblatt MATH, zbMATH). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàò AMSBIB,
ðåàëèçîâàííûé â ñòèëåâîì ïàêåòå svmobib.sty.
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BGN (Board of Geographic Names). Íà ñàéòå http://translit.net/ru/bgn/ ìîæíî áåñïëàòíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé òðàíñëèòåðàöèè ðóññêîãî àëôàâèòà â ëàòèíèöó.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå â òåêñòîâîì ôîðìàòå, îôîðìëåííûé â ñîîò-
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ëàãàòüñÿ çà ñïèñêîì öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå è äîëæåí áûòü çàêîì-
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Ïîäðîáíûå òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé ñîäåðæàòñÿ â ìàòåðè-
àëå Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex.
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Îôîðìëåíèå òåêñòà ñòàòüè. Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåí-
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∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
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\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.
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Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).
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âàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäàìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü_ïîä_ðèñ}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Îôîðìëåíèå ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû íà
ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèÿ thebibliography è
thebibliographyEn, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäàÿ ðóññêîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà îôîðìëÿåòñÿ êîìàíäîé
\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê},
à àíãëîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà � êîìàíäîé
\Bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.
Äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ áèáëèîãðàôè÷åñêîé ññûëêè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû, ðåà-

ëèçóþùèå ôîðìàò AMSBIB è îòíîñÿùèåñÿ ê ñòèëåâîìó ïàêåòó svmobib.sty. Îñíîâîé ýòîãî
ïàêåòà ÿâëÿåòñÿ ñòèëåâîé ôàéë amsbib.sty. Áîëåå ïîäðîáíî ýòè êîìàíäû îïèñàíû â èí-
ñòðóêöèè amsbib.pdf.

Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite
èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ôàéëå-ïðåàìáóëå). Â êà÷åñòâå èìåíè ìåòîê äëÿ ðóññêî-
ÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íóæíî èñïîëüçîâàòü 'ÔàìèëèÿRBibÍîìåðÑñûëêè',
à äëÿ àíãëîÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê � 'ÔàìèëèÿBibÍîìåðÑñûëêè'.

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
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