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Íàó÷íûé ðåöåíçèðóåìûé æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îáùåñòâà¿ ïóáëèêóåò îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ñòàòüè è îáçîðû ïî
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì è òåõíè÷åñêèì îòðàñëÿì íàóê, îáçîðíûå ñòàòüè, îò-
ðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è
çà ðóáåæîì.

Ðóáðèêè æóðíàëà:
� ìàòåìàòèêà;
� ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà;
� ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà.
Æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ âõîäèò

â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ Zentralblatt MATH (zbMATH),
à ñòàòüè îïóáëèêîâàííûå â íåì ïðèðàâíèâàþòñÿ ê ïóáëèêàöèÿì â èçäàíèÿõ,
âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ (çàêëþ÷åíèå ïðåçèäèóìà ÂÀÊ îò 29 ìàÿ 2015 ã.
� 15/348).

Æóðíàë âêëþ÷åí â áèáëèîãðàôè÷åñêóþ áàçó äàííûõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé
ðîññèéñêèõ ó÷¼íûõ - ÐÈÍÖ. Àäðåñ äîñòóïà íà èíôîðìàöèîííîé ïëàòôîðìå
eLIBRARY.RU: http://elibrary.ru/title_about.asp?id=32209.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!
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Ìàòåìàòèêà

ÓÄÊ 531-36

Îá óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

c⃝ À.Ñ. Àíäðååâ 1, Ë.Ñ. Òàõòåíêîâà 2

Àííîòàöèÿ. Èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî è ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïîëó÷åííûå òåîðåìû ïðèìåíÿþòñÿ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ïëîñêîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íà ýëëèï-
òè÷åñêîé îðáèòå, â òîì ÷èñëå ïðè âîçäåéñòâèè ñëó÷àéíûõ ñèë è (èëè) ïðè ñëó÷àéíîì èçìåíå-
íèè ïàðàìåòðîâ. Äîêàçàíà òåîðåìà î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
íà îñíîâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, èìåþùåé çíàêîïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ â ñèëó îáûêíîâåííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð â ñèëó ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè íîâûõ óñëîâèé óñòîé÷è-
âîñòè ðîáàñòíîãî õàðàêòåðà. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà, ïðè êîòîðîì îí ñîâåðøàåò â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå òðè îáîðîòà çà âðåìÿ, ðàâíîå
äâóì ïåðèîäàì îáðàùåíèÿ öåíòðà ìàññ ïî îðáèòå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ïîëîæåíèå ðàâíî-
âåñèÿ, ñòàáèëèçàöèÿ, ñïóòíèê, ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ìíîãèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ôèçè÷åñêèõ,
áèîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà. Èñ-
ñëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé
òàêèì óðàâíåíèåì áåç ó÷åòà ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, ïîñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû
[1], [2− 6] . Àíàëèç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [7, 8]. Ãîðàçäî
â ìåíüøåé ñòåïåíè èçó÷åíà óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà [9]. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû çäåñü ïîëó÷åíû äëÿ ëèíåéíî-
ãî ñëó÷àÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä íîâîé ôîðìû äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçèðóåìîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé îáûêíî-
âåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì è ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿìè âòîðîãî
ïîðÿäêà, ñ ïðèìåíåíèåì ê çàäà÷å î ñòàáèëèçàöèè ïëîñêîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà íà ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå.

1 äåêàí ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ è àâèàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ïðîôåññîð, äîêòîð
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, çàâåäóþùèé êàôåäðîé èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëå-
íèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; andreevas@sv.ulsu.ru

2 Àñïèðàíò êàôåäðû èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; lubov.s.alex@yandex.ru
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîèñêà óñëîâèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-

âîñòè

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ öåëîãî ðÿäà ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

ẍ+ k(t, x, ẋ)ẋ+ f(t, x, ẋ) sin x = 0, (2.1)

ãäå ôóíêöèè k(t, x, ẋ) ∈ C(R+ × R× R), f(t, x, ẋ) ∈ C(R+ × R× R) è â íåêîòîðîé îáëàñòè
R+ × {|x| < H0, |ẋ| < H0, 0 < H0 ≤ +∞} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

0 < kmin ≤ k(t, x, ẋ) ≤ kmax,

0 < fmin ≤ f(t, x, ẋ) ≤ fmax. (2.2)

Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ẋ = x = 0 ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü
ðåøåíà íà îñíîâå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ µ , ÷òî âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ

0 < µ ≤ kmin,√
fmax
α
−
√
fmin ≤ 2

√
µ(kmin − µ),√

µ(
kmax
α
− µ)−

√
µ(kmin − µ) ≤ 2

√
fmin, 0 < α ≤ 1. (2.3)

Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ẋ = x = 0 ñèñòåìû (2.1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà â âèäå:

V =
1

2
(ẋ+ µ sinx)2 +

1

2
g sin2 x,

ãäå µ > 0, g > 0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Î÷åâèäíî, ÷òî V îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíà ïî ẋ è x .
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V èìååò âèä

V̇ = (ẋ+µ sinx)(µẋ cosx−k(t, x, ẋ)ẋ−f(t, x, ẋ) sin x)+gẋ sin x cos x = (µ cos x−k(t, x, ẋ))ẋ2+

+(µ(µ cosx− k(t, x, ẋ))− f(t, x, ẋ) + g cosx)ẋ sin x− µf(t, x, ẋ) sin2 x.

Íàõîäèì, ÷òî V̇ ≤ 0 , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

µ cos x− k(t, x, ẋ) ≤ 0,

µf(t, x, ẋ) ≥ 0,

(µ(µ cosx− k(t, x, ẋ))− f(t, x, ẋ) + g cos x)2 ≤ −4µf(t, x, ẋ)(µ cosx− k(t, x, ẋ)). (2.4)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ âíå çàâèñèìîñòè îò (t, x, ẋ) , åñëè
äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé 0 < α ≤ 1 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.3).

Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâàìè (2.4), ìíîæåñòâî {V̇ = 0} =
{ẋ = 0} .Óðàâíåíèÿ, ïðåäåëüíûå ê (2.1) [10], èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä. Íåñëîæíî îïðå-
äåëèòü, ÷òî äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìíîæåñòâî {ẋ = 0} ñîäåðæèò ðåøåíèÿ ẋ = x = 0 .
Ñîîòâåòñòâåííî, ñîãëàñíî òåîðåìå èç [10, 11] ïðè óñëîâèÿõ (2.3) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ẋ = x = 0 ñèñòåìû (2.1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.�

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 4
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Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Åñëè óñëîâèÿ (2.2) è (2.3) âûïîëíÿþòñÿ ïðè H0 =∞ , òîãäà
ẋ = x = 0 ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ãëîáàëüíî.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïðè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ:

ẍ+ k(t, x, ẋ)ẋ+ f(t, x, ẋ) sinx = σ(t) ˙ξ(t) sin x, (2.5)

ãäå ξ(t) � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ,σ(t) ∈ C(R+) ,σ(t) ≤ σ2
max , k(t, x, ẋ) ,

f(t, x, ẋ) îïðåäåëåíû âûøå.
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà óñëîâèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ïî-

ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ẋ = x = 0 ñèñòåìû (2.5) .

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ µ , ÷òî âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1

2fmin
σ2
max ≤ µ ≤ kmin,√

fmax
α
− σ2

min

2µ
−

√
fmin −

σ2
max

2µα
≤ 2
√
µ(kmin − µ),

√
µ(
kmax
α
− µ)−

√
µ(kmin − µ) ≤ 2

√
fmin −

σ2
max

2µα
, 0 < α ≤ 1. (2.6)

Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ẋ = x = 0 ñèñòåìû (2.5) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî
ïî âåðîÿòíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì àíàëîãè÷íóþ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ
Ëÿïóíîâà:

V =
1

2
(ẋ+ µ sin x)2 +

1

2
g sin2 x.

Âû÷èñëèì îïåðàòîð LV [12]:

LV = (ẋ+ µ sin x)(µẋ cos x− k(t, x, ẋ)ẋ− f(t, x, ẋ) sin x) + gẋ sinx cosx+
1

2
σ2(t) sin2 x =

= (µ cos x− k(t, x, ẋ))ẋ2 + (µ(µ cos x− k(t, x, ẋ))− f(t, x, ẋ) + g cos x)ẋ sinx+ (
1

2
σ2(t)−

−µf(t, x, ẋ)) sin2 x.

Ñîãëàñíî [9] óñëîâèå LV ≤ 0 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè, êîòîðîå ïî òåîðåìå
Ñèëüâåñòðà [13] çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

µ cos x− k(t, x, ẋ) ≤ 0,

1

2
σ2(t)− µf(t, x, ẋ) ≤ 0,

(µ(µ cosx− k(t, x, ẋ))− f(t, x, ẋ) + g cosx)2 ≤ 4(
1

2
σ2(t)− µf(t, x, ẋ))(µ cos x− k(t, x, ẋ)).

Àíàëèç ýòèõ íåðàâåíñòâ âíå çàâèñèìîñòè îò (t, x, ẋ) ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî ýòè
óñëîâèÿ âûïîëíåíû, åñëè èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (2.6). Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìîé ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ýòîãî òàêæå äîñòàòî÷íî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ïî âåðîÿòíîñòè.�
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3. Ïëîñêîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ñïóòíèêà íà ýëëèïòè÷åñêîé

îðáèòå

Ïëîñêîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ñïóòíèêà íà ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå îïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì óðàâíåíèåì [14]:

Θ̈− 2e sin ν

1 + e cos ν
Θ̇ +

3(A− C)
B(1 + e cos ν)

sinΘ cosΘ =
2e sin ν

1 + e cos ν
+ U, (3.1)

ãäå ν � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ, e � ýêñöåíòðèñèòåò, A,B,C � ãëàâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû
èíåðöèè ñïóòíèêà, U � óïðàâëåíèå, Θ̇ = ∂Θ

∂ν
, Θ̈ = ∂2Θ

∂ν2
.

Ïîëîæèì, ÷òî óïðàâëåíèå

U1 = Θ̈0 −−
2e sin ν

1 + e cos ν
Θ̇0 +

3(A− C)
2B(1 + e cos ν)

sin 2Θ0 −
2e sin ν

1 + e cos ν

îáåñïå÷èâàåò çàäàííîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ïî çàêîíó Θ = Θ0(ν) .
Óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ẍ− 2e sin ν

1 + e cos ν
ẋ+

3(A− C)
B(1 + e cos ν)

cos(2Θ0 + x) sin x = U2, U2 = U − U1. (3.2)

Ðåøèì çàäà÷ó ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ U2

U2 = −k1ẋ− k2 sinx, (3.3)

ãäå k1, k2 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, ïðè êîòîðîì íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå ẋ = x = 0
óðàâíåíèÿ

ẍ+ (k1 −
2e sin ν

1 + e cos ν
)ẋ+ (k2 +

3(A− C)
B(1 + e cos ν)

) cos(2Θ0 + x) sin x = 0 (3.4)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óñèëåíèÿ k1 è k2 ïîäîáðàíû
òàê, ÷òî:

0 < µ ≤ k1 −
2e√
1− e2

,

√
k2
α

+
3(A− C)
B(1− e)α

−

√
k2 −

3(A− C)
B(1− e)

≤ 2

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ),

√
µ(
k1
α

+
2e

α
√
1− e2

− µ)−

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ) ≤ 2

√
k2 −

3(A− C)
B(1− e)

, A > C;

√
k2
α
− 3(A− C)
B(1− e)α

−

√
k2 +

3(A− C)
B(1− e)

≤ 2

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ),

√
µ(
k1
α

+
2e

α
√
1− e2

− µ)−

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ) ≤ 2

√
k2 +

3(A− C)
B(1− e)

, A < C,

ãäå 0 < α ≤ 1 .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 4



12 À.Ñ. Àíäðååâ, Ë.Ñ. Òàõòåíêîâà

Òîãäà óïðàâëåíèå (3.3) ðåøàåò çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè çàäàííîãî âðàùàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ïðèâåäåííóþ âûøå òåîðåìó 2.1.
Ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû MATLAB âûïîëíåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.4). Ïðè ýòîì

ïðîâîäèëàñü ïðîâåðêà ñîîòâåòñòâèÿ âûáðàííûõ êîýôôèöèåíòîâ k1 è k2 óñëîâèÿì òåîðå-
ìû (3.1.). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ e = 0.2 , A−C

B
= 0.6 ,Θ0 = π .
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0
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0.5

Ð è ñ ó í î ê 3.1
k1 = 2, k2 = 3

0 100 200 300 400 500 600 700
0
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0.015
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0.025

0.03

Ð è ñ ó í î ê 3.2
k1 = 35, k2 = 18

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî ïëîñêîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íà
ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ïðè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ:

ẍ+ (k1 −
2e sin ν

1 + e cos ν
)ẋ+ (k2 +

3(A− C)
B(1 + e cos ν)

cos(2Θ0 + x)) sin x = σ(ν) ˙ξ(ν) sin x. (3.5)
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Îïðåäåëèì èçìåíåíèÿ óñëîâèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ k1 è k2 äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé
âûøå çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ, íî ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé, îïèñàííûõ â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.5) .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óñèëåíèÿ k1 è k2 ïîäîáðàíû
òàê, ÷òî:

σ2
max

2(k2 − 3(A−C)
B(1−e) )

≤ µ ≤ k1 −
2e√
1− e2

,

√
(
k2
α

+
3(A− C)
B(1− e)α

− σ2
min

2µ
−

√
(k2 −

3(A− C)
B(1− e)

− σ2
max

2µα
≤ 2

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ),

√
µ(
k1
α

+
2e√

1− e2α
− µ)−

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ) ≤ 2

√
k2 −

3(A− C)
B(1− e)

− σ2
max

2µα
, A > C;

σ2
max

2(k2 +
3(A−C)
B(1−e) )

≤ µ ≤ k1 −
2e√
1− e2

,

√
(
k2
α
− 3(A− C)
B(1− e)α

− σ2
min

2µ
−

√
(k2 +

3(A− C)
B(1− e)

− σ2
max

2µα
≤ 2

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ),

√
µ(
k1
α

+
2e√

1− e2α
− µ)−

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ) ≤ 2

√
k2 +

3(A− C)
B(1− e)

− σ2
max

2µα
, A < C,

ãäå 0 < α ≤ 1 .
Òîãäà óïðàâëåíèå U = U1 + U2 ðåøàåò çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè çàäàííîãî âðàùàòåëü-

íîãî äâèæåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ẋ = x = 0 ñèñòåìû (3.5) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ïðèâåäåííóþ âûøå òåîðåìó 2.2.
Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.1), ïðè A− C = 2eB , U = 0 è 0 < e ≤ 1

2
ýòî

óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå [14]

Θ = Θ0 =
ν

2
. (3.6)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðåøåíèåì ñïóòíèê âðàùàåòñÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû, ñîâåðøàÿ â
àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå òðè îáîðîòà çà âðåìÿ, ðàâíîå äâóì ïåðèîäàì îáðàùåíèÿ öåíòðà
ìàññ ïî îðáèòå. Â ðàáîòàõ [15, 16] íàéäåíî, ÷òî äâèæåíèå íåóñòîé÷èâî ïðè âñåõ e ∈ (0, 1

2
] ,

êðîìå e = e0 = 0, 054773 , ïðè êîòîðîì îíî óñòîé÷èâî.
Óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (3.2) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

ẍ− 2e sin ν

1 + e cos ν
ẋ+

6e

(1 + e cos ν)
cos(ν + x) sin x = U2 (3.7)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 äâèæåíèå ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíî óïðàâëåíèåì (3.3). Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû k1 è k2 ïîäîáðàíû òàê, ÷òî

0 < µ ≤ k1 −
2e√
1− e2

,
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√
k2
α

+
6e

α(1 + e)
−
√
k2 −

6e

1− e
≤ 2

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ),

√
µ(
k1
α

+
2e

α
√
1− e2

− µ)−

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ) ≤ 2

√
k2 −

6e

1− e
, 0 < α ≤ 1.

Òîãäà óïðàâëåíèå (3.3) ðåøàåò çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè çàäàííîãî âðàùàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 2.1.
Óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðè ñëó÷àéíûõ âîçìó-

ùåíèÿõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ẍ+ (k1 −
2e sin ν

1 + e cos ν
)ẋ+ (k2 +

6e

(1 + e cos ν)
cos(ν + x)) sin x = σ(ν) ˙ξ(ν) sin x. (3.8)

Äåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü óñòðàíåíî âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ k1
è k2 , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, îïðåäåëåííûì â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 3.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû k1 è k2 ïîäîáðàíû òàê, ÷òî

σ2
max(1− e)

2(k2(1− e)− 6e)
≤ µ ≤ k1 −

2e√
1− e2

,

√
k2
α

+
6e

α(1 + e)
− σ2

min

2µ
−

√
k2 −

6e

1− e
− σ2

max

2µα
≤ 2

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ),

√
µ(
k1
α

+
2e

α
√
1− e2

− µ)−

√
µ(k1 −

2e√
1− e2

− µ) ≤ 2

√
k2 −

6e

1− e
− σ2

max

2µα
, 0 < α ≤ 1.

Òîãäà óïðàâëåíèå U = U1 + U2 ðåøàåò çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè çàäàííîãî âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 2.2.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 15-01-08482.
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g(x) = 0 �, J. of Mat. Anal. And Appl., 65 (1978), 321-332.

4. L. Hatvani, T. Krisztin, V. Totik, �A necessary and su�cient condition for the asymptotic
stability of the damped oscillator�, J. Di�erent. Equat., 119:1 (1995), 209-223.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 4



Îá óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà 15

5. L. Hatvani, �Integral conditions on the asymptotic stability of the damped linear oscillator
with small damping�, Proc. Amer. Math. Soc., 124:2 (1996), 415-422.

6. N. Ianiro, C. Ma�ei, �On the asymptotic behavior of the solutions of nonlinear equation�,
Nonlinear di�erential equations: invariance,stability and bifurcations.: N-Y.: Acad. Press.,
1982, 175-182.

7. À.Ñ. Àíäðååâ, Î.Ä. Þðüåâà, �Îá óñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòå-
ïåíüþ ñâîáîäû�, Èçâåñòèÿ ÐÀÅÍ ñåðèÿ ÌÌÌÈÓ., 1:1 (1997), 102-114.

8. Ë. Õàòâàíè, �Î äåéñòâèè äåìïôèðîâàíèÿ íà ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé íåàâ-
òîíîìíûõ ñèñòåì�, ÏÌÌ., 65:4 (2001), 725-732.

9. Ð. Ç. Õàñüìèíñêèé, Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ñëó-
÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ èõ ïàðàìåòðîâ, Íàóêà, Ì., 1969, 367 ñ.

10. À.Ñ. Àíäðååâ, �Îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøå-
íèÿ íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû�, ÏÌÌ., 48:2 (1984), 225-232.

11. À.Ñ. Àíäðååâ, Î.À. Ïåðåãóäîâà, �Ê ìåòîäó ñðàâíåíèÿ â çàäà÷àõ îá àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè�, ÏÌÌ., 70:6 (2006), 965-976.

12. Á. Îêñåíäàëü, Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.Ââåäåíèå â òåîðèþ è
ïðèëîæåíèÿ, Ìèð, ÀÑÒ, Ì., 2003, 408 ñ.

13. È. Ã. Ìàëêèí, Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, Íàóêà, Ì., 1966, 533 ñ.

14. Â.Â. Áåëåöêèé, Äâèæåíèå èñêóñòâåííîãî ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ,
Íàóêà, Ì., 1965, 416 ñ.

15. À.À. Õåíòîâ, �Îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ îäíîãî âðàùåíèÿ èñ-
êóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè âîêðóã öåíòðà ìàññ�, Êîñìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, 6:5
(1966), 733-795.

16. À.Ï. Ìàðêååâ, �Îá îäíîì ñïîñîáå àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îòîáðàæåíèé, ñî-
õðàíÿþùèõ ïëîùàäü�, ÏÌÌ, 75:5 (2014), 611-624.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 4



16

On stability and stabilization of the second-order nonlinear

equation

c⃝ A. S. Andreev3, L. S. Takhtenkova4

Abstract. The article presents the solution of the problem about su�cient conditions for
asymptotic stability of equilibrium position for special-kind ordinary and stochastic di�erential
equations. Theorems obtained in the paper are applied for solution of the stabilization problem for
two-dimensional rotational motion of a satellite on elliptic orbit. This motion may be in�uenced by
random forces; parameters of the motion also may vary stochastically. Authors prove the theorem
about the su�cient conditions of asymptotic stability. These conditions are based on Lyapunov
function with sign-constant derivative by virtue of the ordinary di�erential equation and the
corresponding operator by virtue of the stochastic di�erential equation. Novelty of the results
is that new robust stability conditions are obtained. In particular the authors solved the problem
about stabilization of satellite's motion wherein it makes three turns in absolute space during a
time equal to two periods of revolution of the center of mass on the orbit.

KeyWords: Lyapunov function, asymptotic stability, equilibrium position, stabilization, satellite,
stochastic perturbation
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Î ñöåíàðèÿõ âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà â òðåõìåðíûõ

íåîðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèÿõ

c⃝ À. Ñ. Ãîí÷åíêî1, À. Ä. Êîçëîâ2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæå-
íèé èçó÷àþòñÿ ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ (ñîäåðæàùèõ òîëüêî îä-
íó íåïîäâèæíóþ òî÷êó) àòòðàêòîðîâ. Îïèñàíû 4 ðàçëè÷íûõ âèäà òàêèõ ñöåíàðèåâ, ïðèâîäÿ-
ùèõ ê âîçíèêíîâåíèþ äèñêðåòíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ íåîðèåíòèðóåìûõ àòòðàêòîðîâ: ñîîòâåò-
ñòâåííî ëîðåíöåâñêîãî è âîñüìåðî÷íîãî òèïîâ (ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ òî÷êó òèïà ñåäëî),
à òàêæå äâóõ òèïîâ ñïèðàëüíûõ àòòðàêòîðîâ (ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ òî÷êó òèïà ñåäëî-
ôîêóñ). Äàíû ïðèìåðû ðåàëèçàöèè ýòèõ ñöåíàðèåâ â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ
îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðàííûé àòòðàêòîð, àòòðàêòîð Ëîðåíöà, ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð, ãîìî-
êëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ, òðåõìåðíîå îáîáùåííîå îòîáðàæåíèå Ýíî

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1] ,[2], [3] áûëè èññëåäîâàíû íåêîòîðûå óíèâåðñàëüíûå ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ
ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ îðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæå-
íèé. Çäåñü òåðìèíîì ¾ãîìîêëèíè÷åñêèé¿ ìû îãðàíè÷èâàåì êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðàí-
íûõ àòòðàêòîðîâ òîëüêî òåìè, êîòîðûå ñîäåðæàò ðîâíî îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó (òèïà
ñåäëî, åñëè âñå ìóëüòèïëèêàòîðû äåéñòâèòåëüíû, èëè ñåäëî-ôîêóñ, åñëè ó íåïîäâèæíîé
òî÷êè åñòü ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ). Óíèâåðñàëüíîñòü ñöåíàðè-
åâ îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, òî, ÷òî îíè ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ â îáùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ
ñåìåéñòâàõ, è âî-âòîðûõ, òî, ÷òî äëÿ òàêèõ ñöåíàðèåâ íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ êàêèõ-ëèáî
ñïåöèàëüíûõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì (òèïà íàëè÷èÿ ñèììåòðèé è ò.ï.).

Â ðàáîòå [1] áûëè îïèñàíû òðè ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèÿ òàêîãî ðîäà, ñâÿçàííûõ ñ âîçíèê-
íîâåíèåì äèñêðåòíûõ àòòðàêòîðîâ ëîðåíöåâñêîãî òèïà, âîñüìåðî÷íîãî òèïà è ñïèðàëü-
íîãî òèïà ñîîòâåòñòâåííî. Êà÷åñòâåííûå ñõåìû äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñöåíàðèåâ ïîêàçàíû íà
ðèñ. 1.1, à äëÿ òðåòüåãî � íà ðèñ. 1.2. Âñå îíè ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ â îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ Tµ òðåõìåðíûõ îðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèé, è âñå íà÷èíàþòñÿ ñ òåõ
çíà÷åíèé µ , ïðè êîòîðûõ Tµ èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó Oµ ,
êîòîðàÿ ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, è çäåñü â ñöåíàðèÿõ
ïîÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷èÿ.

Ñöåíàðèé 1 âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (â) ðè-
ñóíêà 1.1). Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè µ òî÷êà Oµ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå áèôóð-
êàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà: îíà ñàìà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé òèïà (2,1), ò.å. ñ äâóìåðíûì óñòîé-
÷èâûì è îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à â å¼ îêðåñòíîñòè
ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïåðèîäà 2 (îí â ýòîò ìîìåíò ñòàíîâèòñÿ àòòðàêòî-
ðîì). Çàòåì ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà, â ðåçóëüòàòå ñåðèè íåêîòîðûõ áèôóðêàöèé, ýòîò
öèêë è âñå ïðèòÿãèâàþùèå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå îò íåãî îòðîæäàþòñÿ, òå-
ðÿþò óñòîé÷èâîñòü. Êàêèì ñïîñîáîì ýòî ïðîèñõîäèò, çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.3 Ïðè

1 Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÍÈÈ ñóïåðêîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-
ñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; agonchenko@mail.ru

2 Ëàáîðàíò ÍÈÈ ñóïåðêîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; kozzzlo�@list.ru
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ýòîì âàæíî, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîé òî÷êè Oµ ïåðåñåêàþòñÿ è, êîãäà
W u(Oµ) öåëèêîì ëåæèò â ïîãëîùàþùåé îáëàñòè, îáðàçóåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàê-
òîð. Ïîñêîëüêó òî÷êà Oµ èìååò â ýòîò ìîìåíò ìóëüòèïëèêàòîð λ1 < −1 , òî äâà äðóãèõ
λ2 è λ3 áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè è ðàçíûõ çíàêîâ, íàïðèìåð, 0 < λ2 < 1,−1 < λ3 < 0 .
Â ñëó÷àå, êîãäà |λ2| > |λ3| , êîíôèãóðàöèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîãî àòòðàêòîðà
áóäåò î÷åíü ïîõîæà ïî ôîðìå íà àòòðàêòîð Ëîðåíöà, ñì. ðèñ. 1.1(â). Òîëüêî çäåñü ìû èìå-
åì äåëî ñ åãî äèñêðåòíûì âàðèàíòîì. Ïðè ýòîì ðîëü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ àòòðàêòîðà â
ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ áóäåò èãðàòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà Oµ , à â �äûðêàõ� äèñêðåòíîãî àò-
òðàêòîðà, âìåñòî ðàâíîâåñèé, áóäåò ëåæàòü ñåäëîâîé öèêë (p1, p2) ïåðèîäà 2. Êðîìå òîãî,
òî÷êà Oµ äåëèò ñâî¼ îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(Oµ) íà äâå ñâÿçíûå êîì-
ïîíåíòû � ñåïàðàòðèñû. Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâûé ìóëüòèïëèêàòîð λ1 îòðèöàòåëüíûé, òî
òî÷êè íà W u(Oµ) áóäóò �ïðûãàòü� ïîä äåéñòâèåì Tµ ñ îäíîé ñåïàðàòðèñû íà äðóãóþ (â
êëàññè÷åñêîì àòòðàêòîðå Ëîðåíöà êàæäàÿ èç ñåïàðàòðèñ ñàìà ïî ñåáå èíâàðèàíòíà). Îò-
ìåòèì òàêæå, ÷òî îòðèöàòåëüíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðîâ òî÷êè Oµ îáåñïå÷èâàåò ëîêàëüíóþ
(íà å¼ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ) ñèììåòðèþ, ñõîæóþ ñ ñèììåòðèåé â ìîäåëè Ëîðåíöà
[11].

Ñöåíàðèé 2 âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ïóòü
(à)⇒ (á)⇒ (ã) ðèñóíêà 1.1). Íà÷àëî ýòîãî ñöåíàðèÿ òàêîå æå, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå.
Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ìîìåíò îáðàçîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðû òî÷êè Oµ òàêèå, ÷òî îïÿòü λ1 < −1, 0 < λ2 < 1,−1 < λ3 < 0 ,
íî |λ2| < |λ3| . Òîãäà ïî ôîðìå ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð, ñì. ðèñ. 1.1(ã), áóäåò ïîõîæ
íà àòòðàêòîð, âîçíèêàþùèé ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîçìóùåíèè äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ
ãîìîêëèíè÷åñêîé âîñüìåðêîé ñåäëîâîãî ðàâíîâåñèÿ [12]. Ïîýòîìó òàêîé àòòðàêòîð áûë
íàçâàí â [1],[3] �äèñêðåòíûì âîñüìåðî÷íûì àòòðàêòîðîì�.

3 Óêàæåì äâà ïðîñòåéøèõ âàðèàíòà: 1) óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïðåòåðïåâàåò îáðàòíóþ áèôóðêàöèþ
Àíäðîíîâà-Õîïôà (â íåãî �âëèïàåò� çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ (C1, C2) ïåðèîäà 2 ñåäëîâîãî òèïà,
êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îòðîæäàåòñÿ îò ãîìîêëèíè÷åñêîé âîñüìåðêè ñåäëà Oµ â ìîìåíò åå îáðàçîâàíèÿ)
� òàêèå áèôóðêàöèè ïðîèñõîäÿò, íàïðèìåð, â îòîáðàæåíèè Ïóàíêàðå îäíîé ìîäåëè êåëüòñêîãî êàìíÿ,
[4],[5], à â ñëó÷àå ïîòîêîâ � â ìîäåëè Ëîðåíöà, [6]; 2) óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïðåòåðïåâàåò ïðÿìóþ
áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà (èç íåãî ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ïåðèîäà
2, êîòîðàÿ çàòåì ñëèâàåòñÿ ñ èíâàðèàíòíîé êðèâîé (C1, C2) è èñ÷åçàåò) � òàêèå áèôóðêàöèè ïðîèñõîäÿò
â íåêîòîðûõ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ Ýíî, [7],[1],[8], à â ñëó÷àå ïîòîêîâ � â ìîäåëè Øèìèöó-Ìîðèîêà,
[9],[10].
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Ð è ñ ó í î ê 1.1

Èëëþñòðàöèÿ áèôóðêàöèîííîãî ñöåíàðèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê âîçíèêíîâåíèþ ëèáî äèñêðåòíîãî

àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (â)), ëèáî äèñêðåòíîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ïóòü

(a)⇒ (á)⇒ (ã)). Çäåñü ïîêàçàíû òî÷êè h1 è h2 , ïðèíàäëåæàùèå îäíîé è òîé æå

ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, òàêèå, ÷òî hi ∈W s(Oµ) ∩W u(Oµ) è h2 = Tµ(h1) . Ýòè òî÷êè

ðàñïîëîæåíû ñ îäíîé ñòîðîíû îò W ss
loc(Oµ) â ëîðåíöåâñêîì ñëó÷àå (â) è ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

of W ss
loc(Oµ) â ñëó÷àå âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ã).

Ñöåíàðèé 3 âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà (ðèñ. 1.2). Ýòîò ñöå-
íàðèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâûõ äâóõ òåì, ÷òî ïåðâîé áèôóðêàöèåé ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè òî÷êè Oµ çäåñü ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèåé Àíäðîíîâà-Õîïôà. Â ðåçóëüòàòå ýòîé áè-
ôóðêàöèè íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1,2), ò.å. ñ îäíîìåðíûì
óñòîé÷èâûì è äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à èç íåå ðîæ-
äàåòñÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ Lµ , ðèñ. 1.2(á). Ñîîòâåòñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè µ ñíà÷àëà àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ýòà êðèâàÿ Lµ , à çàòåì
îíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü (êàêèì ñïîñîáîì � çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è, ñì., íàïðè-
ìåð, [2]), è ôîðìèðóåòñÿ ñòðàííûé ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé ñåäëî-ôîêóñ
Oµ è åãî íåóñòîé÷èâîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ðèñ. 1.2(ã). Ïðè ýòîì âàæíûì ýòàïîì â
ñòàíîâëåíèè àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîâàíèå ò.í. �âîðîíêè Øèëüíèêîâà�, êîãäà êðèâàÿ
Lµ ìåíÿåò ñâîé òèï ñ óçëîâîãî íà ôîêóñíûé � òîãäà íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè
Oµ íà÷èíàåò íàêðó÷èâàòüñÿ íà Lµ , ðèñ. 1.2(â), è â îáðàçîâàâøóþñÿ âîðîíêó áóäóò âòÿãè-
âàòüñÿ âñå òðàåêòîðèè èç ïîãëîùàþùåé îáëàñòè (êðîìå îäíîé èç óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ
ñåäëî-ôîêóñà Oµ ). Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíîãî àòòðàê-
òîðà ó òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ áûë ðàññìîòðåí åùå â ðàáîòå Ë. Ï.Øèëüíèêîâà [13]. Ïîýòîìó
âîçíèêàþùèé â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé òàêîé àòòðàêòîð ñïèðàëüíîãî òèïà áûë íàçâàí â [2]
�äèñêðåòíûì àòòðàêòîðîì Øèëüíèêîâà�.
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Ð è ñ ó í î ê 1.2

Èëëþñòðàöèÿ áèôóðêàöèîííîãî ñöåíàðèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê âîçíèêíîâåíèþ äèñêðåòíîãî

àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà.

Â ñëó÷àå íåîðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé (äèôôåîìîðôèçìîâ), êîòîðûå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, êàê ïîêàçàíî, ïîõîæèå ñöåíàðèè òàêæå âîçìîæíû.
Îäíàêî, â ñèëó íåîðèåíòèðóåìîñòè îòîáðàæåíèé, âñå îíè èìåþò ñâîþ ñïåöèôèêó � îïè-
ñàíèå òàêèõ ñöåíàðèåâ äàåòñÿ â � 1. Çäåñü ìû âûäåëÿåì 4 âèäà ñöåíàðèåâ, ïðèâîäÿùèõ
ê âîçíèêíîâåíèþ ñîîòâåòñòâåííî íåîðèåíòèðóåìûõ ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàê-
òîðîâ, òàêèõ êàê äèñêðåòíûå àòòðàêòîð Ëîðåíöà, âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð, ñïèðàëüíûé
àòòðàêòîð è àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà. Â � 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâà-
íèÿ òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî ðàçëè÷íîãî âèäà, èë-
ëþñòðèðóþùèõ êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé óêàçàííûõ â � 1 ñöåíàðèåâ, ñì. ðèñ. 7-10. Ìû
ïîêàçûâàåì òàêæå, ÷òî ó òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèé ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
òàêèå æå àòòðàêòîðû, êàê è â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, íî òîëüêî ýòî óæå �äâóõêîìïîíåíò-
íûå� ãîìîêëèíè÷åñêèå àòòðàêòîðû, ñîäåðæàùèå ñåäëîâûå òî÷êè ïåðèîäà 2, ñì. ðèñ. 3.5,
ñîîòâåòñòâåííî êàæäàÿ êîìïîíåíòà àòòðàêòîðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî T 2 .

2. Îïèñàíèå ñöåíàðèåâ â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ

îòîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî Tµ òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îòîá-
ðàæåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Tµ ïðè µ0 < µ < µ1 èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâóþ
íåïîäâèæíóþ òî÷êó Oµ , ò.å. ìóëüòèïëèêàòîðû λ1, λ2, λ3 òî÷êè Oµ òàêèå, ÷òî |λi| < 1 ,
è ïîñêîëüêó Tµ íåîðèåíòèðóåìî, òî λ1λ2λ3 < 0 . Ïóñòü µ = µ1 � ýòî çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà, ïðè êîòîðîì òî÷êà Oµ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, íî ïðè ýòîì íå èñ÷åçàåò. Òîãäà, â
îáùåì ñëó÷àå, µ1 � ýòî áèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, îòâå÷àþùåå ëèáî áèôóð-
êàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà òî÷êè Oµ , ëèáî (äèñêðåòíîé) áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ó òî÷êè Oµ ïðè µ = µ1 ïîÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîð −1 , à âî âòîðîì �
ïàðà ìóëüòèïëèêàòîðîâ e±iφ ñ 0 < φ < π . Îïèñûâàåìûå íèæå ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ
ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó Oµ , ïðåäïîëàãàþò òàêæå,
÷òî ýòà òî÷êà ëåæèò â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîãëîùàþùåé îáëàñòè U .
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Èëëþñòðàöèÿ áèôóðêàöèîííûõ ñöåíàðèåâ, ïðèâîäÿùèõ ê âîçíèêíîâåíèþ äèñêðåòíûõ

íåîðèåíòèðóåìûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ: �òîíêîãî� àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ïóòü

(à)⇒ (á)⇒ (â)); âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ïóòü (a)⇒ (á)⇒ (ã)); ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà (ïóòü

(a)⇒ (á)⇒ (ä)). Çäåñü ïîêàçàíû òî÷êè h1 è h2 , ïðèíàäëåæàùèå îäíîé è òîé æå

ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, òàêèå, ÷òî hi ∈W s(Oµ) ∩W u(Oµ) è h2 = Tµ(h1) . Ýòè òî÷êè

ðàñïîëîæåíû ñ îäíîé ñòîðîíû îò W ss
loc(Oµ) â ëîðåíöåâñêîì ñëó÷àå (â), ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò of

W ss
loc(Oµ) â ñëó÷àå âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ã), è ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷êè ëåæàò â W ss

loc(Oµ)

íà ñïèðàëè, çàêðó÷èâàþùåéñÿ âîêðóã Oµ , â ñëó÷àå ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà (ä).

Ïåðâûé ñöåíàðèé, ñì. ðèñ. 2.1 (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (â)), ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåîðè-
åíòèðóåìîãî ãîìîêëèíè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, êîòîðûé ìû íàçûâàåì �òîíêèé äèñêðåòíûé
àòòðàêòîð Ëîðåíöà�. Îí âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå öåïî÷êè: óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
⇒ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà ⇒ îáðàçîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé ìíîãî-
îáðàçèé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè λ1 < −1, 0 < λ2, λ3 < 1 .
Ïîñêîëüêó óñòîé÷èâûå ìóëüòèïëèêàòîðû çäåñü ïîëîæèòåëüíû, òî ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷-
êà â W s

loc(Oµ) è âñå å¼ îáðàçû îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíûõ èòåðàöèé Tµ áóäóò ëåæàòü
â W s

loc(Oµ) íà îäíîé è òîé æå ãëàäêîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé, âõîäÿùåé â òî÷êó Oµ (à íå
íà ðàçíûõ, êàê â ñëó÷àå îðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, ñð. ðèñ. 1.1(â)
è 2.1(â) à òàêæå ðèñ. 2.2 (à) è (ã)).4

4 Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê çàìûêàíèå
íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè Oµ . Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäëà Oµ íàêàïëèâàþòñÿ
ñàìè ê ñåáå (îáðàçóÿ, ÷òî íàçûâàåòñÿ, îäíîìåðíûé íåðàçëîæèìûé êîíòèíóóì), òî èõ ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷-
êè íà W s

loc(Oµ) áóäóò ëåæàòü âáëèçè òî÷åê h1, h2, ..., hi = T i−1(h1), ... . Ïîñëåäíèå æå, ò.ê. 0 < λ2, λ3 < 1 ,
áóäóò ëåæàòü íà îäíîé ãëàäêîé êðèâîé, âõîäÿùåé â Oµ ñ îäíîé ñòîðîíû îò W ss

loc(Oµ) , ñì. ðèñ. 2.2, � â
ýòîì ñëó÷àå òåðìèí �òîíêèé� êàæåòñÿ çäåñü âïîëíå ïîäõîäÿùèì.
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Ð è ñ ó í î ê 2.2

Èëëþñòðàöèÿ ïîâåäåíèÿ èòåðàöèé òî÷êè h1 ∈W ss
loc(Oµ) îòîáðàæåíèÿ Tµ â çàâèñèìîñòè îò

çíàêîâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ λ2, λ3 óñòîé÷èâîé (íà W ss
loc(Oµ) ) íåïîäâèæíîé òî÷êè Oµ .

Âòîðîé ñöåíàðèé, îáðàçîâàíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàê-
òîðà, ñì. ðèñ. 2.1 (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (ã)), ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âñå
ìóëüòèïëèêàòîðû òî÷êè Oµ îòðèöàòåëüíû, ò.å. êîãäà λ1 < −1 < λ2, λ3 < 0 ïðè µ > µ1 .
Âîçíèêàþùèå çäåñü ãîìîêëèíè÷åñêèå àòòðàêòîðû î÷åíü ïîõîæè íà òå, êîòîðûå èìåþò
ìåñòî â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, ñð. ðèñ. 1.1(ã) è 2.1(ã).

Òðåòèé ñöåíàðèé ñâÿçàí ñ îáðàçîâàíèåì íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî ñïèðàëüíîãî
àòòðàêòîðà, ñì. ðèñ. 2.1 (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (ä)). Ýòîò ñöåíàðèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðîìåæóòî÷íûé ìåæäó ïåðâûìè äâóìÿ ñöåíàðèÿìè (�ëîðåíöåâñêèì� è �âîñüìåðî÷íûì�).
Çäåñü îïÿòü ïåðâàÿ áèôóðêàöèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè - ýòî áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà
òî÷êè Oµ , â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îíà ïðèîáðåòàåò ìóëüòèïëèêàòîðû λ1 < −1, λ2,3 = λe±iφ ,
ãäå 0 < λ < 1 . Òî åñòü, òî÷êà Oµ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (2,1), à â å¼ îêðåñò-
íîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðèîäà 2. Îïÿòü â ðåçóëüòàòå ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè ýòîé òðàåêòîðèè è äðóãèõ óñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîãóò îò
íå¼ îòðîäèòüñÿ, è ïîñëåäóþùåãî îáðàçîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé èíâàðèàíò-
íûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷êè Oµ , çäåñü ìîæåò îáðàçîâàòüñÿ íåîðèåíòèðóåìûé äèñêðåòíûé
ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð.

Ýòîò àòòðàêòîð â êàêîé-òî ñòåïåíè ìîæåò áûòü ïîõîæ è íà äèñêðåòíûé àòòðàêòîð
Ëîðåíöà è íà äèñêðåòíûé âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð. Áîëåå òîãî, ïðè ýâîëþöèè óñòîé÷èâûõ
ìóëüòèïëèêàòîðîâ òî÷êè Oµ îíè ìîãóò ñòàòü äåéñòâèòåëüíûìè îäíîãî çíàêà. Â ñëó÷àå,
êîãäà óñòîé÷èâûå ìóëüòèïëèêàòîðû ñòàíîâÿòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, âîçìîæåí ïåðåõîä îò
ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà ê ëîðåíöåâñêîìó, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ �
ê âîñüìåðî÷íîìó.5

Â ðÿäó ýòèõ íîâûõ ñöåíàðèåâ îñîáîå ìåñòî, êàê íàì êàæåòñÿ, çàíèìàåò (÷åòâåðòûé) ñöå-
íàðèé âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà (ñõåìàòè-
÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ñì. íà ðèñ. 2.3 ). Çäåñü, òàêæå êàê è â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, ïåðâîé
áèôóðêàöèåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òî÷êè Oµ ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé òî÷êà Oµ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1,2) ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè
λ1,2 = ρe±iψ,−1 < λ3 < 0 , ãäå ρ > 1 , à â å¼ îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ çàìêíó-
òàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ Lµ . Ïîíà÷àëó ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, çàòåì îíà è
âñå àññîöèèðîâàííûå ñ íåé óñòîé÷èâûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü,
îáðàçóåòñÿ íåîðèåíòèðóåìàÿ �âîðîíêà Øèëüíèêîâà� è âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð, ñî-
äåðæàùèé òî÷êó Oµ è åå íåóñòîé÷èâîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå.

5 Òàêèå ïåðåõîäû ìû òàêæå íàáëþäàëè â êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ òðåõìåðíûìè îòîáðàæåíèÿìè
Ýíî.
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Ð è ñ ó í î ê 2.3

Èëëþñòðàöèÿ áèôóðêàöèîííîãî ñöåíàðèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê âîçíèêíîâåíèþ äèñêðåòíîãî

íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà. Çäåñü â ýòîò ñöåíàðèé âêëþ÷åí ïåðåõîä (á)→ (â),

ñâÿçàííûé ñ áèôóðêàöèåé óäâîåíèÿ êðèâîé Lµ , ñì. òàêæå ðèñ. 2.4.

Îäíàêî çäåñü åñòü ïðèíöèïèàëüíûå îòëè÷èÿ îò îðèåíòèðóåìîãî ñëó÷àÿ. Â ÷àñòíîñòè,
íåîðèåíòèðóåìàÿ �âîðîíêà Øèëüíèêîâà� îáðàçóåòñÿ áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì. Ïîñëå áè-
ôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà òî÷êà Oµ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1,2), åå íåóñòîé-
÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì äèñêîì Dµ ñ êðàåì Lµ . Çàìåòèì, ÷òî Dµ ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòüþ öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ WC

µ òî÷êè Oµ . Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ ,
áëèçêèõ ê áèôóðêàöèîííîìó, WC

µ � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâåííî âîðîíêè íåò.
Äëÿ å¼ îáðàçîâàíèÿ íóæíî, ÷òîáû WC

µ ïîòåðÿëî ãëàäêîñòü. Â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå ýòî
ïðîèñõîäèëî èç-çà �äèôôåðåíöèðóåìîé áèôóðêàöèè�, êîãäà êðèâàÿ Lµ ìåíÿëà ñâîé òèï ñ
óçëîâîãî íà ôîêóñíûé [1],[2]. Â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå ýòîãî, î÷åâèäíî, íå ìîæåò áûòü,
òàê êàê Lµ èìååò òèï �íåîðèåíòèðóåìîãî óçëà�. Îäíàêî çäåñü åñòü äðóãèå âàðèàíòû òà-
êîãî ðàçðóøåíèÿ. Îäèí èç íàèáîëåå î÷åâèäíûõ (à ãëàâíîå, íàáëþäàåìûõ â ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòàõ) âàðèàíò � ýòî êîãäà ïðè èçìåíåíèè µ êðèâàÿ Lµ ñíà÷àëà ïðåòåðïåâàåò
áèôóðêàöèþ �óäâîåíèÿ�, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îíà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé, à â å¼ îêðåñò-
íîñòè ïîÿâëÿåòñÿ ïàðà óñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ L̂1

µ è L̂2
µ ïåðèîäà 2 (òàêèõ,

÷òî Tµ(L̂
1
µ) = L̂2

µ, Tµ(L̂
2
µ) = L̂1

µ ), ïåðåõîä (á)→ (â) íà ðèñ. 2.3. Êàæäàÿ èç êðèâûõ L̂1
µ è

L̂2
µ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî T 2

µ , ïîýòîìó ñ íèìè ïðè èçìåíåíèè µ îäíîâðåìåííî ìî-
æåò ñëó÷èòüñÿ �äèôôåðåíöèðóåìàÿ áèôóðêàöèÿ� (êðèâûå èç óçëîâîãî òèïà ñòàíîâÿòñÿ
ôîêàëüíîãî), â ðåçóëüòàòå êîòîðîé íåóñòîé÷èâîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà Oµ íà÷è-
íàåò íàâèâàòüñÿ íà ýòè îáå êðèâûå, ôîðìèðóÿ óæå íå÷òî ãðàíèöû �äâóñòîðîííåé âîðîíêè�,
â êîòîðóþ áóäóò âõîäèòü âñå òðàåêòîðèè èç ïîãëîùàþùåé îáëàñòè, ñì. ðèñ. 2.3(ã). Ïîñëå
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè L̂1

µ è L̂2
µ (è âñåìè òåìè óñòîé÷èâûìè èí-

âàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðûå îò íèõ îòðîæäàþòñÿ) ìîæåò êàê ðàç è îáðàçîâàòüñÿ
íåîðèåíòèðóåìûé äèñêðåòíûé àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà.
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Ð è ñ ó í î ê 2.4

Èëëþñòðàöèÿ ñöåíàðèÿ îáðàçîâàíèÿ íåîðèåíòèðóåìîé âîðîíêè Øèëüíèêîâà. Çäåñü S � ýòî

äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó Oµ è W s
loc(Oµ) è ïåðåñåêàþùàÿ òðàíñâåðñàëüíî

êðèâóþ Lµ â äâóõ òî÷êàõ. Ïëîùàäêà S ïåðåñåêàåò òðàíñâåðñàëüíî òàêæå äâóìåðíûå

èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W u(Oµ) , WC(Lµ) è W ss(Lµ) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êðèâûì.

Îòìåòèì ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñòðóêòóðû áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ êðè-
âûõ â îðèåíòèðóåìîì è íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àÿõ. Â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå ñàìà èíâà-
ðèàíòíàÿ êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé, à â å¼ îêðåñòíîñòè ïîÿâëÿåòñÿ îäíà óñòîé÷èâàÿ
èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ äâîéíîé äëèíû, îáâèâàþùàÿ èñõîäíóþ êðèâóþ. Â íåîðèåíòèðóåìîì
ñëó÷àå ñàìà èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ Lµ òàêæå ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé, íî â åå îêðåñòíîñòè
ïîÿâëÿþòñÿ äâå óñòîé÷èâûå èíâàðèàíòíûå êðèâûå òîé æå äëèíû, íî ïåðèîäà äâà, ñì.
ðèñ. 2.3(â) è è 2.4. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âáëèçè áèôóðêàöèîííîãî ìîìåíòà öåíòðàëüíûì
äâóìåðíûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì êðèâîé Lµ â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
ëèñò Ì¼áèóñà, à â íåîðèåíòèðóåìîì � öèëèíäð. Ïîñëåäíåå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íàïðàâ-
ëåíèå ñèëüíîãî ñæàòèÿ äëÿ DTµ , îíî æå îðòîãîíàëüíîå ê äâóìåðíîìó öåíòðàëüíîìó ìíî-
ãîîáðàçèþ WC(Lµ) , ñîõðàíÿåòñÿ (íà ñàìîì ìíîãîîáðàçèè WC(Lµ) âåêòîð îðòîãîíàëüíûé
êðèâîé Lµ ìåíÿåò íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå ïîä äåéñòâèåì DTµ ).

3. Ïðèìåðû.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû ðåàëèçàöèè ðàññìîòðåííûõ â
� 2. ñöåíàðèåâ â ñëó÷àå íåîðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî âèäà

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Az + Cy + g(y, z), (3.1)

ãäå A,B,C � êîýôôèöèåíòû (B � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (3.1)), g(y, z) � ôóíêöèÿ òîëü-
êî êîîðäèíàò y è z , îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü ïðè y = z = 0 âìåñòå ñ ïåðâûìè ïðîèç-
âîäíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå (3.1) âñåãäà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó O(0, 0, 0) ,
òèï êîòîðîé çàâèñèò òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ A,B,C . Íàïðèìåð, ýòà òî÷êà àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â îáëàñòè ∆s çíà÷åíèé A,B è C , îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâàìè
C < 1 − B − A,C < A + B + 1, C > B2 − 1 − AB , [3]. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà
îòîáðàæåíèå (3.1) íåîðèåíòèðóåìî, ò.å. B < 0 .
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî �òîíêîãî� àòòðàêòîðà Ëîðåíöà â ñëó÷àå

îòîáðàæåíèÿ (3.1) ñ B = −0.4;A = −o.13; g = 1.5yz − 0.54y3 + 0.54z3 ïðè èçìåíåíèè C îò

C = 0.9 äî C = 1.5 .

Íà ðèñ. 3.1 ïîêàçàíû ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî �òîíêîãî�
àòòðàêòîðà Ëîðåíöà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ B = −0.4;A = −0.13; g = 1.5yz − 0.54y3 + 0.54z3 , ãäå C � ïàðàìåòð. Çäåñü òî÷êà
O(0, 0, 0) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè −0.892 < C < 0.47 , ïðè C = 0.47 îíà òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ñàìà

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì

ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ñ B = −0.55; g = 1.3y2 + 12.5yz + 2.2z2 + 2.7z3 è C = 2
3A− 0.385

ïðè èçìåíåíèè A .

òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé (íà èíòåðâàëå 0.47 < C < 1.53 òî÷êà O èìååò ìóëüòèïëèêà-
òîðû λ1, λ2, λ3 òàêèå, ÷òî λ1 < −1, |λ2,3| < 1 ), à â å¼ îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé
öèêë (p1, p2) ïåðèîäà 2, ðèñ. 3.1(à). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè èçìåíåíèè C öèêë (p1, p2) òåðÿ-
åò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå âòîðîé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ðèñ. 3.1(á). Ýòà áè-
ôóðêàöèÿ ïîäñêàçûâàåò [1], ÷òî çäåñü ìîæåò âîçíèêíóòü äâóõêîìïîíåíòíûé äèñêðåòíûé
àòòðàêòîð ëîðåíöåâñêîãî èëè âîñüìåðî÷íîãî òèïà, ñîäåðæàùèé öèêë (p1, p2) . ×èñëåííûé
ñ÷åò ïîäòâåðæäàåò ýòî: íà ðèñ. 3.1(â) ïîêàçàí òàêîé àòòðàêòîð � îí ñîäåðæèò öèêë (p1, p2)
ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè .... (â ñîîòâåòñòâèè ñ [1],[3] � ýòî äâóõêîìïîíåíòíûé êâàçèàòòðàêòîð,
òèï êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðîìåæóòî÷íûé ìåæäó ëîðåíöåâñêèì è âîñüìåðî÷-
íûì). Ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè C â ðåçóëüòàòå îáðàçîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå-
÷åíèé èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷êè O îáðàçóåòñÿ îäíîêîìïîíåíòíûé äèñêðåòíûé
�òîíêèé� àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, ðèñ. 3.1(ã).

Íà ðèñ. 3.2 ïîêàçàíû ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàê-
òîðà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè B = −0.55; g = 1.3y2 +
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12.5yz + 2.2z2 + 2.7z3 è C = 2
3
A− 0.385 , ãäå A � ïàðàìåòð. Çäåñü òî÷êà O(0, 0, 0) àñèìï-

òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè −2.205 < A < 1.161 , ïðè A = −2.823 îíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â
ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ñàìà òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé (íà âñåì èíòåð-
âàëå A < −2.823 òî÷êà O èìååò ìóëüòèïëèêàòîðû òàêèå, ÷òî λ1 < −1, |λ2,3| < 1 ), à â å¼
îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïåðèîäà 2, ðèñ. 3.2(à). Ïðè äàëüíåéøåì
óìåíüøåíèè A öèêë (p1, p2) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå äèñêðåòíîé áèôóðêàöèè
Àíäðîíîâà-Õîïôà, ïîñëå êîòîðîé àòòðàêòîðîì

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì

ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè B = −0.8;C = −2.37; g(y, z) = −1.5yz − y3 + 1.45z3 , ãäå A �

ïàðàìåòð.

ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ïåðèîäà 2, ðèñ. 3.2(á); â ñâîþ î÷åðåäü,
ýòà èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ðàçðóøàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñöåíàðèåì Àôðàéìîâè÷à-
Øèëüíèêîâà [14], îáðàçóåòñÿ ñíà÷àëà äâóõêîìïîíåíòíûé ñòðàííûé àòòðàêòîð òèïà �òîð-
õàîñ�, ðèñ. 3.2(â), à çàòåì è äèñêðåòíûé íåîðèåíòèðóåìûé âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð, ñî-
äåðæàùèé òî÷êó O , ðèñ. 3.2(ã).

Íà ðèñ. 3.3 ïîêàçàíû ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî ñïèðàëüíîãî àòòðàê-
òîðà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè B = −0.8;C = −2.37 ;
g(y, z) = −1.5yz − y3 + 1.45z3 , ãäå A � ïàðàìåòð. Çäåñü òî÷êà O(0, 0, 0) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà ïðè A∗ = −2.57 < A < −2.5125 , ðèñ. 3.3(à); ïðè A = A∗ îíà òåðÿåò óñòîé÷è-
âîñòü â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ñàìà òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé (íà âñåì
èíòåðâàëå A < −A∗ òî÷êà O èìååò ìóëüòèïëèêàòîðû òàêèå, ÷òî λ1 < −1, λ2,3 = ρe±iω ,
ãäå 0 < ρ < 1, 0 < ω < 1 ), à â å¼ îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïåðè-
îäà 2, ðèñ. 3.3(á). Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè A öèêë (p1, p2) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â
ðåçóëüòàòå äèñêðåòíîé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà, ïîñëå êîòîðîé àòòðàêòîðîì ñòàíî-
âèòñÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ïåðèîäà 2, ðèñ. 3.3(â); äàëåå ñ ýòîé êðèâîé ïðîèñõî-
äèò íåñêîëüêî áèôóðêàöèé óäâîåíèé (ñì. ðèñ. 3.3(ã) ïîñëå ïåðâîãî óäâîåíèÿ) è âîçíèêàåò
äâóõêîìïîíåíòíûé ñòðàííûé àòòðàêòîð òèïà �òîð-õàîñ�, ðèñ. 3.3(ä); çàòåì ýòîò àòòðàêòîð
òðàíñôîðìèðóåòñÿ â äèñêðåòíûé íåîðèåíòèðóåìûé ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé
òî÷êó O , ðèñ. 3.3(å).
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Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà â â

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè

B = −0.8;A = −1.66; g(y, z) = −1.5z3 + 2.5y3 , ãäå C � ïàðàìåòð.

Íà ðèñ. 3.4 ïîêàçàíû ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòî-
ðà Øèëüíèêîâà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè B = −0.8;A =
−1.66; g(y, z) = −1.5z3 + 2.5y3 , ãäå C � ïàðàìåòð. Çäåñü òî÷êà O(0, 0, 0) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà ïðè C∗ = −1.688 < C < −1.46 , ðèñ. 3.4(à) ïðè C < C∗ îíà òåðÿåò óñòîé-
÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå äèñêðåòíîé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà � òî÷êà O ñòàíîâèòñÿ
ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1,2), à â å¼ îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðè-
àíòíàÿ êðèâàÿ Lµ , ðèñ. 3.4(á). Ýòà êðèâàÿ çàòåì ¾óäâàèâàåòñÿ¿ � ñàìà êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ
ñåäëîâîãî òèïà, à â å¼ îêðåñòíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûå çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå êðè-
âûå L1

µ è L2
µ ïåðèîäà 2 (ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.4(â) â ðàçíûõ ðàêóðñàõ â1) è â2)), êîòîðûå

çàòåì ïðåòåðïåâàþò íåñêîëüêî áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ (ðèñ. 3.4(ã)�(ä)), òðàíñôîðìèðóþòñÿ
â ¾òîð-õàîñ¿, ðèñ. 3.4(å); â êîíöå êîíöîâ âîçíèêàåò äèñêðåòíûé íåîðèåíòèðóåìûé àòòðàê-
òîð Øèëüíèêîâà, ñîäåðæàùèé òî÷êó O .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ó òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèé ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
òàêèå æå ñòðàííûå ãîìîêëèíè÷åñêèå àòòðàêòîðû, êàê è â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, íî òîëüêî
ñ òî÷êàìè ïåðèîäà äâà (èëè ÷åòíîãî ïåðèîäà). Òàêèå àòòðàêòîðû ñîñòîÿò èç äâóõ êîìïî-
íåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òî÷êó öèêëà ïåðèîäà 2. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà àòòðàêòîðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî T 2 . Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ (îðèåíòèðóåìûõ)
ïåðèîäà 2 àòòðàêòîðîâ Ëîðåíöà, Øèëüíèêîâà è âîñüìåðî÷íîãî â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Cy + Az − z2 (3.2)

ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.5 (à), (á) è (â) ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ îðèåíòèðóåìûõ ïåðèîäà 2 ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ:

(à) àòòðàêòîð Ëîðåíöà; (á) àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà è (â) âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð.
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On scenarios of chaos appearance in three-dimensional

nonoriented maps

c⃝ A. S. Gonchenko6, A. D. Kozlov7

Abstract. For one-parameter families of three-dimensional nonorientable maps we study scenarios
of appearance of strange homoclinic attractors (containing only one �xed point). We describe
4 di�erent scenarios leading to discrete homoclinic nonorientable attractors: correspondingly, of
Lorenz and �gure-eight types (containing a saddle �xed point), and spiral attractors of two types
(containing a saddle-focus �xed point). Some examples of realization of these scenarios in the case
of three-dimensional nonorientable generalized Henon maps are given.

Key Words: strange attractor, Lorenz attractor, spiral attractor, homoclinic orbit, invariant
curve, three-dimensional generalized Henon map
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ÓÄÊ 517.938

Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ

Ìîðñà-Ñìåéëà íà ñôåðå Sn ïîñðåäñòâîì ðàñêðàøåííîãî

ãðàôà

c⃝ Å.ß. Ãóðåâè÷1, Ä.Ñ. Ìàëûøåâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèç-
ìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, çàäàííûõ íà ñôåðå Sn ðàçìåðíîñòè
n > 3 . Êàæäîìó äèôôåîìîðôèçìó f ∈ G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàñêðàøåííûé ãðàô
Γf , îñíàùåííûé àâòîìîðôèçìîì Pf è äàåòñÿ îïðåäåëåíèå èçîìîðôèçìà äâóõ òàêèõ ãðàôîâ.
Àíîíñèðóåòñÿ ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôèçìà ãðàôîâ Γf ,Γf ′ â ñìûñëå äàí-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G , è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ñóùåñòâîâàíèå
èçîìîðôèçìà òàêèõ ãðàôîâ çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, äèôôåîìîðôèçìû
Ìîðñà-Ñìåéëà, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà ãðà-
ôîâ

Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âîñõîäèò ê ðàáîòàì À.
À. Àíäðîíîâà, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å. À. Ëåîíòîâè÷, À. Ã. Ìàéåðà è Ì. Ïåéøîòî. À. À. Àí-
äðîíîâ è Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí â 1937 ãîäó ââåëè ïîíÿòèå ãðóáîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è
ïîêàçàëè, ÷òî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðóáîñòè ïîòîêà íà ïëîñêîñòè (äâó-
ìåðíîé ñôåðå) ñîñòîÿò â òðåáîâàíèè êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà íåáëóæäàþùèõ îðáèò, åãî ãè-
ïåðáîëè÷íîñòè è îòñóòñòâèÿ òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî. Â 1960 ãîäó Ñ. Ñìåéë
ââåë êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì, ïðè ýòîì óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òðàåêòîðèé, èäóùèõ èç
ñåäëà â ñåäëî, òðàíñôîðìèðîâàëîñü â áîëåå îáùåå óñëîâèå òðàíñâåðàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Òàêèå ñèñòåìû
ïîçäíåå ïîëó÷èëè íàçâàíèå ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà. Óñëîâèå êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà íåáëóæ-
äàþùèõ îðáèò ïðèâîäèò ê èäåå ñâåäåíèÿ ïðîáëåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè òàêèõ
ñèñòåì ê êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å îïèñàíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ îðáèò â íåñóùåì
ìíîãîîáðàçèè. Âïåðâûå ýòîò ïîäõîä áûë ïðèìåíåí Å. À. Ëåîíòîâè÷ è À. Ã. Ìàéåðîì äëÿ
êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ íà äâóìåðíîé ñôåðå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé è áûë
ðàçâèò â ðàáîòàõ Ì. Ïåéøîòî, À. À. Îøåìêîâà è Â. Â. Øàðêî, à òàê æå ß. Ë. Óìàíñêîãî,
C. Þ. Ïèëþãèíà, â êîòîðûõ ðåøàëàñü àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 2, 3 è âûøå, à òàêæå Â. Ç. Ãðèíåñîì, À. Í. Áåçäåíåæíûõ
äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèõ îðáèò.

Êàê îêàçàëîñü, ýòà èäåÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàáîòàåò â ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìîâ íà
ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 3 èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ äèêî âëîæåííûìè
èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäåë. Ýòîò ôàêò ïîòðåáîâàë íîâîãî ÿçûêà äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ â êëàññå òàêèõ ñèñòåì. Ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ ïðîèçâîëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ïîëó÷åíà â öèêëå ðàáîò Õ. Áîíàòòè, Â. Ç. Ãðèíåñà, Î. Â. Ïî÷èíêè, Å. Â. Æóæîìû, Â.

1 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; egurevich@hse.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíè-
âåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Í. Íîâãîðîä; dsmalyshev@hse.ru
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Ñ. Ìåäâåäåâà (ñì. äëÿ ññûëîê îáçîð [5]). Èäåÿ, ïðèâåäøàÿ ê óñïåøíîìó ðåøåíèþ ýòîé
çàäà÷è, ñîñòîèò â âûäåëåíèè ñâÿçíûõ àòòðàêòîðà è ðåïåëëåðà è îïèñàíèÿ áëóæäàþùå-
ãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà (îáëàñòè îòòàëêèâàíèÿ
ðåïåëëåðà), ïðè ïîìîùè ñõåìû äèôôåîìîðôèçìà � èíâàðèàíòà, îòðàæàþùåãî ñòðóêòó-
ðó ïðîñòðàíñòâà îðáèò è âëîæåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê.

Â ðàáîòàõ Â. Ç. Ãðèíåñà, Å. ß. Ãóðåâè÷, Â. Ñ. Ìåäâåäåâà [3], [4] áûë ñäåëàí ïåðâûé øàã â
òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ Mn

ðàçìåðíîñòè áîëüøåé òðåõ (n ≥ 4 ) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ ñåïà-
ðàòðèñ îäíîìåðíî è íå ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî
êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ îïðåäåëÿþòñÿ ãðàôîì
äèôôåîìîðôèçìà, êàê è â ñëó÷àå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ, è ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî äëÿ ñëó÷àÿ n = 3 . Â ðàáîòå [6] ïðè ïîìîùè ñõåìû
äèôôåîìîðôèçìà áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ n -ìåðíûõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé â ïðåäëîæåíèè, ÷òî ðàçìåð-
íîñòü èíâàðèàíòíûõ ìíãîîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ðàâíà 1 èëè (n− 1) .

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [3], [4], [6]. Ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ
G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ñôåðå Sn , n > 3 , íå
èìåþùèõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó [6] (òåîðåìà 3),
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé ñåäëîâîé ïåðèîäè-
÷åñêîé òî÷êè ïðîèçâîëüíîãî êàñêàäà f ∈ G èìåþò ðàçìåðíîñòü 1 è n− 1 .

Ïóñòü Ωf � íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G , Ωi
f = {p ∈

Ωf | dim W u
p = i} , i ∈ {0, 1, n− 1, n} .

Äëÿ îïèñàíèÿ êëàññà òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G âîñ-
ïîëüçóåìñÿ èäååé À. À. Îøåìêîâà è Â. Â. Øàðêî è ïîñòàâèì åìó â ñîîòâåòñòâèå ðàñêðà-
øåííûé ãðàô, îñíàùåííûé àâòîìîðôèçìîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íèæå.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â [7] (ñì. òåîðåìó 2.3), ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷å-
âûõ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ââîäèìîãî èíâàðèàíòà. Åñëè p � ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, òî
êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s

p \ p (W u
p \ p ) áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâîé

( íåóñòîé÷èâîé ) ñåïàðàòðèñîé è îáîçíà÷àòü ÷åðåç lsp ( lup ).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.2. Ïóñòü f : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-
Ñìåéëà. Òîãäà:

1) Mn =
∪
p∈Ωf

W u
p =

∪
p∈Ωf

W s
p ;

2) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf ìíîãîîáðàçèå W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì

ìíîãîîáðàçèÿ Mn ;

3) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf âåðíî ðàâåíñòâî cl lup \ (lup ∪ p) =
∪

q∈Ωf :W s
q ∩lup ̸=∅

W u
q

3.

Èç ïóíêòà 3 ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè
σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G çàìûêàíèå åå èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ W δ

σ ðàçìåðíîñòè
(n−1) ñîäåðæèò, êðîìå ñàìîãî ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, â òî÷íîñòè îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó.
Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñòîêîâîé â ñëó÷àå δ = u è èñòî÷íèêîâîé â ñëó÷àå δ = s . Òîãäà

3 Çäåñü cl lup îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà lup .
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ìíîæåñòâî cl W δ
σ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé ðàçìåðíîñòè (n − 1) , ãëàäêîé âî âñåõ òî÷êàõ êðîìå,

âîçìîæíî, îäíîé. Â ñèëó ðàáîò [2], [1], ýòà ñôåðà ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé
(÷òî êîíòðàñòèðóåò ñî ñëó÷àåì n = 3 )4. Îáúåäèíåíèå Lf =

∪
p∈Ω1

f

cl W s
p ∪

∪
q∈Ωn−1

f

cl W u
q

çàìûêàíèé âñåõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè (n − 1) äåëèò ñôåðó Sn íà
k = |Ω1

f ∪ Ωn−1
f | + 1 êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè5. Îáîçíà÷èì ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ÷åðåç

D1, . . . , Dk è ïîëîæèì Df =
k∪
i∈1
Di .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðàñêðàøåííûì ãðàôîì äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G áóäåì
íàçûâàòü ãðàô Γf ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ìíîæåñòâî Γ0
f âåðøèí ãðàôà Γf èçîìîðôíî ìíîæåñòâó Df , ìíîæåñòâî Γ1

f ðåáåð
èçîìîðôíî ìíîæåñòâó Lf ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî èçîìîðôèçìà ξ : Γ0

f ∪ Γ1
f →

Df ∪ Lf ;

2) âåðøèíû vi, vj ñîåäèíåíû ðåáðîì ei,j òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âåðøèíàì vi, vj îáëàñòè Di, Dj èìåþò îáùóþ ãðàíèöó;

3) ðåáðî ei,j èìååò öâåò s ( u ), åñëè åìó ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîîáðàçèå W s
p ⊂ Lf

(W u
q ⊂ Lf ).

4) Ãðàô Γf îñíàùåí àâòîìîðôèçìîì Pf : Γ
0
f → Γ0

f òàêèì, ÷òî ξPf = fξ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ãðàôû Γf ,Γf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η : Γ0

f → Γ0
f ′ òàêîé, ÷òî Pf ′ = ηPfη

−1 .

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôû Γf ,Γf ′ èçîìîðôíû.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñêðàøåííûé ãðàô îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûì èíâàðèàíòîì äëÿ êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G , ïîñêîëüêó
ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ëèíåéíûé àëãîðèòì ðàçëè÷åíèÿ ãðàôîâ òàêèõ äèôôåîìîðôèç-
ìîâ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü Γf ,Γf ′ � ãðàôû äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G ñ îäèíàêî-
âûì ÷èñëîì k âåðøèí. Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ èçîìîð-
ôèçìà ãðàôîâ Γf ,Γf ′ çà âðåìÿ O(n) .

Áëàãîäàðíîñòè
Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 16-31-60008-ìîë-à-äê, 15-01-03687-a, 16-51-10005-Ko_a),
Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 14-41-00044), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-4819.2016.1,
Ïðîãðàììû Ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò 98) è ëà-
áîðàòîðèè àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé àíàëèçà ñåòåâûõ ñòðóêòóð ÍÈÓ ÂØÝ.

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 30.11.2016

4 Côåðà Sn−1 ⊂ Mn íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé â Mn , åñëè ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîå
âëîæåíèå h : Sn−1 × [−1;+1]→Mn òàêîå, ÷òî h(Sn−1 × {0}) = Sn−1.

5 Çäåñü |P | îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà P .
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On the topological classi�cation of Morse-Smale

di�eomorphisms on the sphere Sn via colored graphs

c⃝ E. Gurevich6, D. Malyshev7

Abstract.We consider a class G of orientation-preserving Morse-Smale di�eomorphisms without
heteroclinic intersections de�ned on the sphere Sn of dimension n > 3 . For every di�eomorphism
f ∈ G corresponding colored graph Γf , endowed by a automorphism Pf , is found. We also
give de�nition of isomorphism of such graphs. The result is stated that existing isomorphism of
graphs Γf ,Γf ′ is the neccesary and su�cient condition of topological conjugacy of di�eomorphisms
f, f ′ ∈ G , and thatan algorithm exists which recognizes this existence by linear time.

Key Words: structurally stable dynamical systems, Morse-Smale di�eomorphisms, topological
classi�cation, algorithm of recognizing an existence of an isomorphism of graphs
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Ïðèìåíåíèå íèäèíã-ðÿäîâ äëÿ ïîëóñîïðÿæåííîñòè

îòîáðàæåíèé Ëîðåíöà ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé

c⃝ Ì.È. Ìàëêèí1, Ê.À. Ñàôîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîìåðíûõ ðàçðûâíûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà ñ íóëåâîé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà íèäèíã-èíâàðèàíòîâ è íèäèíã-ðÿäîâ. Íèäèíã-
òåõíèêà áûëà ââåäåíà Äæ. Ìèëíîðîì è Â. Òåðñòîíîì äëÿ íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ
îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé è ïðèìåíÿëàñü ðàíåå äëÿ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèåé. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ê íóëåâîé ýíòðîïèè
ñ ïîìîùüþ íèäèíã-ðÿäîâ óäàåòñÿ çàäàòü èíâàðèàíòíóþ ìåðó äëÿ ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæå-
íèé óêàçàííîãî êëàññà è, òåì ñàìûì, ñêîíñòðóèðîâàòü ïîëóñîïðÿæåííîñòü (à â òðàíçèòèâíîì
ñëó÷àå � ñîïðÿæåííîñòü) ñ ìîäåëüíûì ëîðåíöåâñêèì îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîãî íàêëîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, îòîáðàæåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà, íèäèíã-
èíâàðèàíòû

1. Ââåäåíèå

Îäíîìåðíûå ðàçðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñ äâóìÿ èíòåðâàëàìè ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ
(îòîáðàæåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà), à òàêæå èõ íàäñòðîéêè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè, äåìîí-
ñòðèðóþùèìè îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïîòîêîâ ñî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì ïðåäåëüíûõ òðà-
åêòîðèé, ïîäîáíûõ ïîâåäåíèþ òðàåêòîðèé â ñèñòåìàõ ñî ñòðàííûìè àòòðàêòîðàìè òèïà
àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ñì. [1] ). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè èí-
âàðèàíòíîé ìåðû è ñâÿçàííîé ñ íåé êîíñòðóêöèåé ïîëóñîïðÿæåííîñòè îòîáðàæåíèé ëî-
ðåíöåâñêîãî òèïà íóëåâîé ýíòðîïèè ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ìîäåëÿìè ïîñòîÿííîãî íàêëî-
íà. Äëÿ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ïîäîáíàÿ êîíñòðóêöèÿ
áûëà ïðèâåäåíà â ðàáîòå [6] . Äëÿ ýòîãî áûëà ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíà òåõíèêà íèäèíã-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íèäèíã-ðÿäîâ.

Íèäèíã-òåõíèêà áûëà ââåäåíà Äæ. Ìèëíîðîì è Â. Òåðñòîíîì â [1] äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Êðîìå ñèìâîëè÷åñêèõ íèäèíã-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìàëüíûõ íèäèíã-ðÿäîâ Ìèëíîð è Òåðñòîí
ðàññìàòðèâàëè çíà÷åíèÿ íèäèíã-ðÿäîâ âíóòðè êîìïëåêñíîãî êðóãà ñõîäèìîñòè. Ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íèäèíã-ðÿäîâ ðàâåí åäèíèöå,
òàê ÷òî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà ìîæíî ïðèìåíÿòü ìîùíûå ñðåäñòâà òåîðèè àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè htop(f) îòîáðàæåíèÿ
f íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèîíàëüíîãî íèäèíã-ðÿäà ñòðîãî ìåíüøå åäè-
íèöû, è òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñ àíàëèòè÷åñêèìè íèäèíã-ðÿäàìè
è èõ îáðàòíûìè � äèíàìè÷åñêèìè äçåòà-ôóíöèÿìè Àðòèíà-Ìàçóðà � âïëîòü äî ãðàíèöû
ñõîäèìîñòè (ò.å. âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà). Ïîýòîìó íèäèíã-òåõíèêà îáû÷íî ïðèìåíÿëàñü
äëÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíòðîïèåé (êàê â
çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè, òàê è ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ). Â ðàáîòàõ
Ì.È. Ìàëêèíà [2] , [5] , [6] îíà áûëà îáîáùåíà íà ðàçðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî
òèïà ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Â ÷àñòíîñòè, áûëà ïîñòðîåíà ïîëóñî-
ïðÿæåííîñòü ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ïîñòîÿííîãî íàêëîíà, ðàâíîãî htop(f) .

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà Íèæåãîðîä-
ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, malkin@unn.ru

2 Ñòóäåíò Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä
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Ìû ïåðåíîñèì ýòó êîíñòðóêöèþ íà ñëó÷àé ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé áåç ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ èìåþò íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ è èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî âðàùåíèÿ è îêàçûâàþòñÿ ïîëóñîïðÿæåííûìè èððàöèîíàëüíîìó ïîâîðîòó îêðóæíî-
ñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè
íèäèíã-ðÿäîâ âîçìîæåí, òàê ÷òî è â ñëó÷àå íóëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè íèäèí-
òåõíèêà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíóþ ìåðó è çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû
äëÿ ïîëóñîïðÿæåííîñòè ñ ìîäåëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè ïîñòîÿííîãî íàêëîíà.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 15-01-03687-à, 14-01-00344) è RSF
grant 14-41-00044.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé f : I → I îòðåçêà I = [0; 1] â ñåáÿ � îòîáðàæåíèé
ëîðåíöåâñêîãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1. f -íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ
[0; cf ) è (cf ; 1] ,

2. limx→cf+0 f(x) = 0 ,

3. limx→cf−0 f(x) = 1 .

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ, ôàêòè÷åñêè, óäîáíûìè óñëîâèÿìè
íîðìèðîâêè (èíòåðåñíàÿ äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîëüêî ïåðâîìó óñëî-
âèþ, èìååò ìåñòî ëèøü íà îòðåçêå f(cf+), f(cf−) ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà òî÷íûõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà

D0 = {cf}, Dn = {x ∈ I|fn(x) = cf , f
n−1(x) ̸= f}, D = ∪∞

n=0Dn.

Ñîãëàñíî [3] , òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ äëÿ ðàçðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê

htop(f) = lim
n→∞

ln ln
n

, ãäå ln = cardDn. (2.1)

Äàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà
[0, log 2] .

Äàëåå âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü îòîáðàæåíèå f ôèêñèðîâàííûì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîä-
ìîæåñòâà J ⊂ I ââåäåì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

L(J, t) =
∞∑
i=0

li(J) t
i, ãäå li(J) = card (J ∩Dn).

Èç ôîðìóëû Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà èìååì

r(f) = r(L(I, t)) =
1

limn→∞
n
√
cardDn

. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.1) è (2.2) ïîëó÷àåì htop(f) = − log r(f) ïðè r ≤ 1 è âîïðîñ î
âû÷èñëåíèè ýíòðîïèè ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ r(f) .

Ââåäåì åùå îäíó ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ïîëóêîëüöå R îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ,
èñïîëüçóÿ ñèìâîëè÷åñêîå îïèñàíèå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷êè x ∈ I\D íàçûâà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω(x) = ω0 ω1 ω2 . . . , ãäå ωi = sign (f i(x) − cf ) . Ôîðìàëüíûé
ñòåïåííîé ðÿä ω̃(x, t) =

∑∞
i=0 ωi t

i ïåðåìåííîãî t áóäåì íàçûâàòü íèäèíã-ðÿäîì òî÷êè
x .

Îòîáðàæåíèå ω(x) óñòàíàâëèâàåò ïîëóñîïðÿæåííîñòü ìåæäó îãðàíè÷åíèåì f íà ìíî-
æåñòâî I\D è îäíîñòîðîííåé ñõåìîé Áåðíóëëè èç äâóõ ñèìâîëîâ {+1,−1} (ñ òèõîíîâñêîé
òîïîëîãèåé è ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì).

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D îïðåäåëèì ïàðó íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî ôîðìóëå:

K+(x)
def
= lim

y→x+0
ω(y), K−(x)

def
= lim

y→x−0
ω(y), y ∈ I\D.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Íèäèíã-èíâàðèàíòîì îòîáðàæåíèÿ f ∈ F íàçûâàåòñÿ
ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (K+

f , K
−
f ) = (K+

f (cf ), K
−
f (cf )) .

Êàæäîìó ýëåìåíòó (x, y) ∈ R ñîïîñòàâèì ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

K((x, y), t) = K̃−(y, t)− K̃+(x, t).

Ââåäåííûå ðÿäû ñâÿçàíû ôîðìàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (ñì. [2] )

K((x, y), t) = (K̃+
f (t)− K̃

−
f (t))L((x, y), t). (2.3)

Ëîðåíöåâñêîå îòîáðàæåíèå f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíî-
ñòè, åñëè îòîæäåñòâèòü êîíöû èíòåðâàëà I . Ïðè ýòîì îòîæäåñòâëåííàÿ òî÷êà ñòàíîâèòñÿ
òî÷êîé ðàçðûâà, à cf � òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæå-
íèå îêðóæíîñòè f̄ . Äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü ïîäíÿòèå, ò.å. îòîáðàæåíèå
F : R → R , äëÿ êîòîðîãî f̄ ◦ π = π ◦ F . Äàëåå, àíàëîãè÷íî íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèÿì
îêðóæíîñòè ââîäèòñÿ ÷èñëî âðàùåíèÿ

ρ(f, x) = lim
n→∞

F n(x)− x
n

è ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ
ρ(f) = {ρ(f, x)|x ∈ I},

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì èíòåðâàëîì, âîçìîæíî òðèâèàëüíûì.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî

âðàùåíèÿ òðèâèàëüíî è ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Äàííîå óñëîâèå ðàâíîñèëü-
íî îòñóòñòâèþ ó îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, à ñëåäîâàòåëüíî, îíî èìååò íóëåâóþ
òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

3. Ïîñòðîåíèå êóñî÷íî-ëèíåéíîé ìîäåëè

Äëÿ íà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé f(0) = f(1) . Ïðè ýòîì óñëîâèè îòîáðàæåíèå
f̄ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî èððàöèîíàëüíûé ãîìåîìîðôèçì
îêðóæíîñòè ñòðîãî ýðãîäè÷åí, ïðè ýòîì ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííîé ýðãîäè÷å-
ñêîé ìåðû ïîëóñîïðÿãàåò ãîìåîìîðôèçì ñ ïîâîðîòîì îêðóæíîñòè íà óãîë ρ(f) . Èñïîëü-
çóÿ ñòåïåííûå ðÿäû èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ åäèíñòâåííîé
èíâàðèàíòíîé íîðìèðîâàííîé ìåðû. Äàëåå ìû ïåðåíåñåì íàøó êîíñòðóêöèþ íà ñëó÷àé
f(0) ̸= f(1) .
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Èç óñëîâèÿ íóëåâîé ýíòðîïèè èìååì r(f) = r(L(I, t)) = 1 . Òàê êàê 0 ≤ ln(J) ≤ ln(I) ,
òî ñòåïåííûå ðÿäû L(J, t) îïðåäåëÿþò àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè |t| < 1 . Ðàññìîòðèì
âûðàæåíèå

Λ(J, t) =
L(J, t)

L(I, t)
. (3.4)

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ðÿäà L(I, t) íåîòðèöàòåëüíû è ïðè ýòîì íå âñå ðàâíû íóëþ,
ýòà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) . Ñëåäîâàòåëüíî
äëÿ êàæäîãî J ⊂ I ôóíêöèÿ Λ(J, t) îïðåäåëåíà ïðè 0 ≤ t < 1 è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 ≤ Λ(J, t) ≤ 1 ïðè 0 ≤ t < 1.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ è íåïðåðûâíîñòè ïî ïåðåìåííîé t ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðå-
äåë

Λ(J) = lim
t→1

Λ(J, t).

Äëÿ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ J ∈ R ôóíêöèþ Λ(J, t) ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì ñïîñî-
áîì. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî r(f) = 1 ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì
àíàëèòè÷åñêîé ôóêíöèè K+

f − K−
f . Òîãäà ðÿä K(I, t) = (K+

f − K−
f )L(I, t) îïðåäåëÿåò

àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ â êðóãå | t| < 1 è îòëè÷íóþ îò 0 íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) .
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ( 2.3 ), èìååì

Λ(J, t) =
K(J, t)

K(I, t)
. (3.5)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ôóíêöèÿ ϕ(x) = Λ([0, x)) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è
íåïðåðûâíîé ñëåâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáîõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå Λ([0, x1)) ≤ Λ([0, x2))
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x1 < x2 ∈ I . Èç íåðàâåíñòâà x1 < x2 ñëåäóåò, ÷òî [0, x1) ⊂ [0, x2) .
Äàëåå, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ èìååì

0 ≤ ln([0, x1)) ≤ ln([0, x2)),

Λ([0, x1), t) ≤ Λ([0, x1), t).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ( 3.4 ) ñëåäóåò íåóáûâàíèå ôóíê-
öèè ϕ(x) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ñâîéñòâà ñíà÷àëà ïîêàæåì àääèòèâíîñòü ôóíêöèè Λ(J)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.2. Ïóñòü a < b < c ∈ I . Òîãäà Λ([a, c)) = Λ([a, b)) +
Λ([b, c)) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äîêàçàòåëüñòâó âîñïîëüçóåìñÿ
ñîîòíîøåíèåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

ln([a, c)) = ln([a, b)) + ln([b, c)),

èç êîòîðîãî ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â 3.4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íåïðåðûâíîñòü ñëåâà äëÿ ϕ(x) îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x1→x2

L([x1, x2)) = 0, ∀x1 < x2 ∈ I.
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Ïî ôóíêöèè ϕ(x) ïîñòðîèì ìåðó Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì µϕ . Äàí-
íàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé è íîðìèðîâàííîé. Ïðè ýòîì ìåðà ëþáîãî çàìêíóòîãî èëè
îòêðûòîãî èíòåðâàëà, à òàêæå ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà J ⊂ I âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

µϕ(J) = Λ(J).

Íàøà çàäà÷à � ïîêàçàòü, ÷òî ìåðà µϕ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.3. Åñëè ïîëóèíòåðâàë J = [x, y) öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â
îäíîì èç èíòåðâàëîâ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f , òî Λ(f(J)) = Λ(J) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â íàøåì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå f |J ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì,
ïîýòîìó ln(f(J)) = ln+1(J) è L(f(J), t) = tL(J, t) . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ( 3.4 ), ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè ìåðû µϕ ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà ñëó÷àé f(0) =
f(1) . Â ýòîì ñëó÷àå ïðîîáðàç ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà J = [x, y) ìîæíî ðàçáèòü íà äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëà U1, U2 òàêèõ, ÷òî f(U1) ∩ f(U2) = ∅ è îòîáðàæåíèÿ
f |Ui

ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

Λ(f−1(J)) = Λ(U1 ∪ U2) = Λ(U1) + Λ(U2) = Λ(f(U1)) + Λ(f(U2)) = Λ(J).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü ìåðû µϕ . Â îñòàëüíûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ðàñ-
ñóæäåíèÿ îñòàþòñÿ àíàëîãè÷íûìè, åñëè ïîêàçàòü, ÷òî

µϕ[f(0), f(1− 0)) = 0.

Ïðè óñëîâèè f(0) > f(1) ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê

f−1([f(0), f(1)]) = ∅.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàéäóòñÿ a, b ∈ I\∂I , äëÿ êîòîðûõ f(a) = 1, f(b) = 0 . Òîãäà ìû
èìååì

µϕ(I) = µϕ[0, a) + µϕ[a, c) + µϕ[c, b) + µϕ[b, 1) = µϕ[0, f(0))+

+2µϕ[f(0), f(1− 0)) + µϕ[f(1− 0), 1) = µϕ(I) + µϕ[f(0), f(1− 0))

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî µϕ[f(0), f(1− 0)) = 0 .
Âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, ïîäõîäÿò äëÿ ëþáîãî ëîðåíöåâñêîãî îòîáðàæå-

íèÿ ñ íóëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé. Äàëåå äëÿ íàñ áóäåò âàæíà èððàöèîíàëüíîñòü
÷èñëà âðàùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, à çíà÷èò è
îäíîòî÷å÷íûõ ïîäìîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû (íå èìååò àòîìîâ).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò:

µϕ[x, y) = µϕ(x, y).

Èñõîäÿ èç ( 3.5 ), ôóíêöèþ ϕ(x) ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèì ñïîñîáîì, à èìåííî:

ϕ(x) =


0, x = 0

K([0, x), t)

K([0, 1), t)
, 0 < x < 1.

Ôóíêöèÿ ϕ : I → I äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, íåóáûâàþùåé è
ñþðúåêòèâíîé. Ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ óñòàíàâëèâàåò ïîëóñîïðÿæåííîñòü ìåæäó
èñõîäíûì îòîáðàæåíèåì f è êóñî÷íî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.
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Îáîçíà÷èì ω = µϕ[0, f(0)) . Äëÿ êàæäîãî 0 ≤ x < c âûïîëíÿåòñÿ

ϕ(f(x)) = µϕ[0, f(x)) = µϕ[0, f(0)) + µϕ[f(0), f(x)) = ω + µϕ[0, x) = ϕ(x) + ω

Äëÿ îñòàëüíûõ c ≤ x < 1 ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

ϕ(f(x)) = µϕ[0, f(x)) = µϕ[0, f(1− 0))− µϕ[f(x), f(1− 0)) = µϕ[0, f(0))+

+µϕ[f(0), f(1− 0)) + µϕ[x, 1) = ω + 1− µϕ[0, x) = 1− ϕ(x) + ω.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ϕ ◦ f = fω ◦ ϕ , ãäå

fω(x) =

{
x+ ω, 0 ≤ x < 1− ω,
1− x+ ω, 1− ω ≤ x < 1.

Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîâîðîò îêðóæíîñòè (åäèíè÷íîé äëè-
íû) íà óãîë ω , à åãî ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà ρ(fω) = ω . Òàê êàê
ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîëóñîïðÿæåííîñòè, òî ñïðàâåäëèâî ðâåíñòâî

ω = ρ(f) = µϕ[0, f(0)).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Ò å î ð å ì à 3.1. Â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
åäèíñòâåííàÿ íîðìèðîâàííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ìîæåò áûòü âûðàæåíà íà èíòåðâà-
ëàõ J ∈ I ñ ïîìîùüþ íèäèíã ðÿäîâ â âèäå µϕ(J) = Λ(J) limt→1 Λ(J, t) , ãäå Λ(J, t) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ìåðå ïîëóñîïðÿæåííîñòü ñ ìîäåëüíûì
êóñî÷íî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîãî íàêëîíà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ ρ(f) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ϕ(x) =


0, x = 0,

K([0, x), t)

K([0, 1), t)
, 0 < x < 1.

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 30.11.2016
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Application of kneading series to semiconjugacy of Lorenz

maps of zero entropy

c⃝ M.Malkin3, K. Safonov4

Abstract. For one-dimensional discontinuous maps of Lorenz type with zero topological entropy,
we apply the technique of kneading invariants and kneading series. The kneading technique was
introduced �rst by J. Milnor and W. Thurston for continuous piecewise-monotone one-dimensional
maps and was applied to maps with positive topological entropy. In present paper we show that by
approaching the zero entropy one may (using kneading series) de�ne invariant measure for Lorenz
maps under consideration. Thus one may construct semiconjugacy (being actually a conjugacy in
the transitive case) with a model map of unit slope.
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ÓÄÊ 517.9

Êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü è èíòåãðàëû ëèìèíàëüíîãî

óðàâíåíèÿ äèñëîêàöèé

c⃝ Ñ. Í. Íàãîðíûõ1, Å. Â. Íàãîðíûõ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû îñîáûå òî÷êè è èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñêà-
ëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé äëÿ òîíêîé ïëàñòèíû ñ ñèëüíûì èçãèáîì. Ïîêàçàíà íåîáõîäè-
ìîñòü ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è èõ îñîáûõ òî÷åê. Ïîëó÷åíû äâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé
äëÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè. Ýòè çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äîñòàòî÷íî èìåòü äëÿ
îáðàùåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â òîæäåñòâî. Áèôóðêàöèÿ óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà èãðàåò
âàæíóþ ðîëü ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçíûõ âèäîâ îñîáûõ òî÷åê êàê â äåòåðìèíèðîâàííîì âè-
äå, òàê è ïðè âîçáóæäåíèè áåëûì øóìîì. Ïðèâåäåíû ñëåäñòâèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ îñîáûõ
òî÷åê, äëÿ äðóãîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðà-
ìåòðà ïëàñòèíû, äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà, âîçáóæäåííîãî øóìîì,
äëÿ äèñëîêàöèîííûõ ýôôåêòîâ, äëÿ óïðî÷íåíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ïëàñòèòû. Ñôîðìóëèðîâàíà
çàäà÷à Çåëüäîâè÷à êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ
îñîáûìè òî÷êàìè è òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû ïëàñòèíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îñîáûå òî÷êè, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðàëîâ,
òî÷êà áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà, áåëûé øóì

Ñèëüíûé èçãèá òîíêèõ ïëàñòèí [1] èìååò âèä óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (Ó×Ï)
äëÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé ν (x, t) , êîòîðîå â [2] íàçâàíî ëèìèíàëüíûì.

∂ν

∂t
+ ξ (ν)

(
∂ν

∂x

)2

= h (ν) , ν ∈ [0,∞) , (1.1)

ãäå ξ (ν) =
(
λ− γ

ν

) /
ν3 , h (ν) = Aν − Bν2 , ν = 1

2dζ
, d = b cosχ

1−cosα/2
, β ∂ζ

∂x
= ∂ζ

∂y
, ζ � ïðîãèá

ïëàñòèíû, d � ðàññòîÿíèå â äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðå, b � ìîäóëü âåêòîðà Áþðãåðñà,
χ , α � óãëû ïðîãèáà ïîëîñ ñêîëüæåíèÿ è ïëàñòèíû, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò ïîëçó÷åñòü
è ïåðåïîëçàíèå äèñëîêàöèé,λ , γ , A , B � ïîñòîÿííûå. Ó×Ï âèäà

f (x, t)
∂ν

∂t
+ ξ̄ (x, t)

(
∂ν

∂x

)
= 0 (1.2)

ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ïðèâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
(ÎÄÓ)

dt

f (x, t)
=

dx

ξ̄ (x, t)
, (1.3)

ê ãëàâíîìó èíòåãðàëó F̄ (x, t) = c è ðåøåíèþ ν (x, t) = Φ̄
(
F̄ (x, t)

)
ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-

öèåé Φ̄ . Âûðàæåíèå
f (x0, t0) = ξ̄ (x0, t0) = 0 (1.4)

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; algoritm@sandy.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 4



42 Ñ. Í. Íàãîðíûõ, Å. Â. Íàãîðíûõ

îïðåäåëÿåò èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè (ÎÒ) x0, t0 . Ïåðåñå÷åíèå õàðàêòåðèñòèê íà ïëîñ-
êîñòè ν, x íàçûâàåòñÿ ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ (êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü νêð óðàâíåíèÿ (1.1). Êðî-
ìå òîãî, èìååòñÿ ÎÒ íååäèíñòâåííîñòè, ãðàíè÷íûå ÎÒ è èõ êîìáèíàöèè [3]. Çàïèøåì â
íåÿâíîì âèäå óðàâíåíèå (1.1):

F (p, q, ν, x, t) = 0, (1.5)

ãäå p = ∂ν
∂t
, q = ∂ν

∂x
, ν (x, t) > 0 � ãëàäêîå ðåøåíèå ñ íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî

x, t . Äëÿ íàõîæäåíèÿ νêð íåîáõîäèìî çàïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå óðàâíåíèþ (1.5)

dt

1
=

dx

2ξq
=

dν

p+ 2ξq2
= − dp

p (q2ξ′ν − h′ν)
= − dq

q (q2ξ′ν − h′ν)
. (1.6)

Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî ÷ëåíîâ (1.6) ïîëó÷àåì ÎÄÓ

dν

dx
= ±

√
(Bν − A) ν5
λν − γ

. (1.7)

Óðàâíåíèå (1.7) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ÎÄÓ ñ èçîëèðîâàííîé ÎÒ

ν̇ = ±
√

(Bν − A) ν5, ẋ = ±
√
λν − γ (1.8)

ñ êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ

ν1êð =
γ

λ
, (1.9)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëèòåëþ ξ (ν) = 0 è ÿâëÿåòñÿ ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ x = c1 , ν = νêð íà
ïëîñêîñòè (ν, x)

ν2êð =
A

B
, (1.10)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò h (ν) = 0 , ëèáî

ν1êð =
γ

λ
, ν2êð = 0, (1.11)

Òåîðåìà Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Ñòðàòîíîâè÷ó [5] äàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ñõîäèìîñòü
ξ(ν) → −δ(ν) , êîãäà èíòåíñèâíîñòü áåëîãî øóìà, ðàâíàÿ 2ν1êð , ñòðåìèòñÿ ê ∞ . Òîãäà
ν ∈ [0,∞) . Äîñòàòî÷íî â (1.1) ïîäñòàâèòü ν1êð , à çàòåì ν2êð , ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðíîå òîæ-
äåñòâî óðàâíåíèÿ (1.1). Äåéñòâèòåëüíî, h (ν) = 0 òîëüêî ïðè ν = ν2êð , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà

ν̇ = h (ν) , ν ∈ [0,∞) (1.12)

â òî÷êå áèôóðêàöèè ν = 0 , A
B
= 0 . Íåóñòîé÷èâûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ν = 0 [4]. Òî÷êîé

áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà íàçîâåì ÎÒ êîìáèíàöèè íååäèíñòâåííîñòè è ãðàíè÷-
íîé ÎÒ. Åñëè ñíà÷àëà ïîäñòàâèòü â (1.1) ν2êð , òî óðàâíåíèå (1.1) âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-
ñòâåííî. Ñôîðìóëèðóåì Òåîðåìó 1.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ν1,2êð Ó×Ï ïëàñòèíû (1.1) íåîáõîäèìî ê ìåòî-
äó õàðàêòåðèñòèê, òî åñòü ê ÎÄÓ, ïðèìåíèòü èçîëèðîâàííîñòü îêðåñòíîñòè ÎÒ ïðè
ν1êð → ∞ è äîñòàòî÷íî äëÿ ν1êð ïîëó÷èòü ÷èñëèòåëü ξ (ν) = 0 , äëÿ ν2êð ïîëó÷èòü
h (ν) = 0 è âåðíîå òîæäåñòâî óðàâíåíèÿ (1.1).
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå (1.1)äàåò ñòàöèîíàðíûå ÎÒ, êîòî-
ðûå ñîâïàäàþò ñ èçîëèðîâàííûìè ÎÒ. Îäíàêî äåéñòâèòåëüíîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò ïðè A > Bν , à äåéñòâèòåëüíûå îáûêíîâåííûå òî÷êè (1.7) ñóùåñòâóþò
ïðè Bν > A . Îáûêíîâåííûìè òî÷êàìè íàçûâàþòñÿ òî÷êè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ ν2êð = 0 , òî åñòü òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå ν > 0 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î
âûïðÿìëåíèè â îêðåñòíîñòè îáûêíîâåííîé òî÷êè èìååì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (1.8)

x =
√
−γ
(
1− λ

2γ
ν

)
t+ c1, (1.13)

òî åñòü äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé t = 0 õàðàêòåðèñòèêó x = c1 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ÷ëåíà (1.6) èìååì

2ξ (ν)
∂ν

∂x
dt = dx (1.14)

òàêæå õàðàêòåðèñòèêó x = c1 , ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ ν1êð =
γ
λ
, òî÷êó áèôóðêàöèè è ñòàöè-

îíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà ν2êð = A
B
. Òîãäà ÎÒ ñ ν1êð íàçîâåì ãðàíè÷íîé

ÎÒ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.3. Êîëè÷åñòâåííîå íåðàâåíñòâî ν1êð ̸= ν2êð îïðåäåëÿåòñÿ êðè-
òè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ïëàñòèíû β ïðè îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðàõ íàãðóæåíèÿ Φ1,2 è äèñ-
ëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû K , òî åñòü KΦ1

β
̸= KΦ2 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.4. Ñîãëàñíî òåîðåìå Õîðñòõåìêå�Ñàè÷åâà ïî Ñòðàòàíîâè÷ó
[5] A

B
+ σξt ,

2A
Bσ2 → 0 ïîä äåéñòâèåì áåëîãî øóìà σ2 ïðîèñõîäèò àñèìïòîòè÷åñêèé ïå-

ðåõîä îò íåñèììåòðè÷íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (ÏÂ) ê äåëüòà-ôóíêöèè δ(ν) , ãäå ξt
� ñëó÷àéíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà òî÷êà áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà è óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà�Ïëàíêà. Àíàëî÷íàÿ ÎÒ ðàçðûâà ââåäåíà â èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà [6].

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.5. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïåðåõîä ïîä äåéñòâèåì øóìà îò íåñèì-
ìåòðè÷íîé ÏÂ ê δ (νik) äëÿ

∫
νikdfi = bk , ãäå fi � ïëîùàäü, bk � ñóììà âåêòîðîâ Áþð-

ãåðñà [1], ñâèäåòåëüñòâóåò î ïåðåõîäå îò òåíçîðà ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé νik ê òåíçîðó
äèñëîêàöèîííîé ïîëÿðèçàöèè. Äðóãîé âàðèàíò � ýòî ïåðåõîä ê àìîðôèçàöèè ïëàñòèíû,
êîãäà bk → 0 â îêðåñòíîñòè νêðik = 0 . Ïåðåõîä ê δ (ν) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàêæå
êàê ïåðåõîä îò íåîäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûõ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé ñ íåñèììåòðè÷íîé
ÏÂ íà óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå â îêðåñòíîñòè νêð = 0 . Ïàðàìåòð äèñëîêàöèîííîé ñòðóê-
òóðû K èìååò âèä

K =
ln (L/r0)

2πc0d2
, (1.15)

ãäå ln (L/r0) � îòíîñèòåëüíîå íàòÿæåíèå ëèíèè äèñëîêàöèè ñ ÿäðîì r0 ∼ 2 ÷ 3b , L �
ðàññòîÿíèå ìåæäó äèñëîêàöèÿìè, c0 � îòíîñèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ
êðèñòàëëà, d � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåíêàìè ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé. Èíòåðïðåòà-
öèÿ (1.9), (1.1) ïðè d ∼ b îçíà÷àåò ðàñïàä ÿäðà äèñëîêàöèè íà êîíå÷íîå ÷èñëî äèñëîêàöèé
â ïàðå ñòåíîê, ñîîòâåòñòâóþùåå ν1êð , ïðè d ïðîïîðöèîíàëüíîì ðàçìåðó áëîêà îçíà÷àåò
êðèòè÷åñêóþ ïëîòíîñòü áëîêà, ïðè d ïðîïîðöèîíàëüíîì ðàçìåðó çåðíà îçíà÷àåò êðè-
òè÷åñêóþ ïëîòíîñòü çåðíà ν1êð , ïðè d � ðàçìåðå äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû îçíà÷àåò
ν1êð äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû.
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.6. Ïóñòü h (ν) = Aν1,2êð − Bν21,2êð − C
√
ν ÿâëÿåòñÿ ¾âîçáóæ-

äåíèåì¿ h (ν1,2êð) . Òîãäà çàêîí ïàðàáîëè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ ïëàñòèíû áóäåò èìåòü âèä
[7]

σxx − σyy = Aν1,2êð −Bν21,2êð + C
√
ν. (1.16)

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.7. Ïðèðàâíÿåì σxx − σyy íàïðÿæåíèþ îáðàçîâàíèÿ òðåùèíû
äëèíîé L̄ ïðî Ãðèôôèòó è ïîëó÷èì â ïëàñòèíå òðåùèíû ðàçìåðîì ∼ L̄−1/2 [7] ñ ðàñïî-
ëîæåíèåì â ïîëîñàõ ñêîëüæåíèÿ è ïåðåïîëçàíèÿ äèñëîêàöèé, îïðåäåëÿåìûõ òîïîëîãè÷å-
ñêèì èíâàðèàíòîì 1

cosφ
[2].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 1 èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü íà
îñíîâå ïîëíîãî èíòåãðàëà [8]

t+ c3x+

∫
2c23ξ (ν) dν

1 +
√
1 + 4c23ξ (ν)h (ν)

= c2. (1.17)

Ò å î ð å ì à 1.3. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåãðàëà (1.17), êîìáèíàöèè ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ è
èçîëèðîâàííîé ÎÒ óðàâíåíèÿ (1.1) íåîáõîäèìî èìåòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ν = c3x+ c2 + c4t
è äîñòàòî÷íî ñíà÷àëà ðåàëèçîâàòü óñëîâèå h (ν) = 0 è ïîëó÷èòü èíòåãðàë t + c3x +∫
2c23ξ (ν) dν = c2 , à çàòåì óñëîâèå ÷èñëèòåëÿ ξ (ν) = 0 è ïîëó÷èòü èíòåãðàë t+c3x = c2 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Â çàäà÷å Êîøè ïðè t = 0 èíòåãðàë t + c3x = c2 ñîîòâåò-
ñòâóåò èçîëèðîâàííîé ÎÒ è ÎÒ ïåðåñå÷åíèÿ x = c1 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü (1.7) íà B . Èìååì

dν

dx
= ±

√
ν5
(
ν − A

B

)
λ
B
ν − γ

B

. (1.18)

Õàðàêòåðèñòèêà êëàññèôèêàöèè ν = c3x+ c2 èìååò â îêðåñòíîñòè ν1êð ïîñòîÿííóþ
c3 , ñîäåðæàùóþ

γ

B
=

ln (L/r0)κΦ

8b2d4πc0lx
, (1.19)

ãäå κ = lx
l̃
� òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû ïëàñòèíû, lx �

ïóòü çàðîæäåíèÿ ñêîëüçÿùèõ äèñëîêàöèé, l̃ � ïóòü ñêîëüçÿùèõ äèñëîêàöèé, çàìûêà-
þùèõ ñêîëüæåíèå � ïåðåïîëçàíèå äèñëîêàöèé â îäíó è äðóãóþ ñòîðîíó (¾âîñüìåðêà¿).
Íàõîæäåíèå õàðàêòåðèñòèêè, ñîäåðæàùåé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò â îêðåñòíîñòè
ÎÒ ν1êð ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Çåëüäîâè÷à [9].

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 05.09.2016
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Ñritical density and integrals of liminal dislocation

equation.

c⃝ S. N. Nagornykh3, E. V. Nagornykh4

Abstract. The paper deals with partial di�erential equation where unknown function is dislocation
scalar density for a thin plate with large bending. Singular points and integrals of this equation
are considered. It is shown that usage of characteristics method is necessary to obtain ordinary
di�erential equations and their singular points. Two critical values of the dislocation scalar density
for isolated singular point are found. They are su�cient for the conversion of initial equation into
identity. Verhulst equation's bifurcation is important for analysis of di�erent kinds of singular
points in determined form as well as under excitation by the white noise. The consequence is
given for stationary singular points, for another ordinary di�erential equation, for critical plate
parameters, for critical parameter of Verhulst equation excited by the noise, for dislocation e�ects,
for hardening and fracture of the plate. Zeldovich problem is formulated as a problem of obtaining
integrals for partial di�erential equations with singular points and topological invariant of the plate
dislocation structure.
Key Words: Singular points, �rst order partial di�erential equation, ordinary di�erential
equation, classi�cation of integrals, bifurcation point of Verhulst equation, white noise.

3 Associate professor of Applied Mathematics Department, Nizhniy Novgorod State Technical University n.a.
R.E. Alekseev, Nizhniy Novgorod; algoritm@sandy.ru

4 Associate professor of Numerical Simulation of Physical and Mechanical Processes Department,
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ÓÄÊ 51-7;62-51

Ñòàáèëèçàöèÿ ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ

ìàíèïóëÿöèîííûõ ðîáîòîâ íà îñíîâå èçìåðåíèÿ

êîîðäèíàò çâåíüåâ

c⃝ Î.À. Ïåðåãóäîâà 1, Ä.Ñ. Ìàêàðîâ2

Àííîòàöèÿ. Ïðèìåíåíèå èçâåñòíûõ ñòðàòåãèé è àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ è ðåàëèçàöèè óïðàâ-
ëåíèÿ íåëèíåéíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè èìååò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå
ñ íåîáõîäèìîñòüþ óñòàíîâêè äàò÷èêîâ ïîëíîãî èçìåðåíèÿ òåêóùèõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé,
óñëîæíÿþùèõ êîíñòðóêöèþ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà. Äëÿ áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
óïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííûìè ìàíèïóëÿöèîííûìè ðîáîòàìè, ñîñòîÿùèìè èç íåñêîëüêèõ çâåíüåâ,
òðåáîâàíèå î íàëè÷èè ïîëíîé èíôîðìàöèè î òåêóùèõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé çâå-
íüåâ ÿâëÿåòñÿ íåäîñòèæèìûì. Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùèõ
çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìàíèïóëÿöèîííûõ ðîáîòîâ ïðè îòñóòñòâèè äàò÷èêîâ ñêîðî-
ñòåé. Ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè íåëèíåéíîãî äèíàìè÷åñêîãî êîìïåíñàòî-
ðà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ïî ñâîåé ñòðóêòóðå íåëè-
íåéíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ. Íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè óïðàâëÿþùèõ âîçäåé-
ñòâèé, ðåøàþùèõ óêàçàííûå çàäà÷è â äîñòàòî÷íî îáùåé ïîñòàíîâêå. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòî-
äà âåêòîðíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî
äâèæåíèÿ ìíîãîçâåííîãî ìàíèïóëÿòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàíèïóëÿöèîííûé ðîáîò, ïðîãðàììíîå äâèæåíèå, ñòàáèëèçàöèÿ, íåëè-
íåéíûé äèíàìè÷åñêèé êîìïåíñàòîð, âåêòîð-ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì áåç èçìåðåíèÿ ñêî-
ðîñòåé ñòàëà àêòèâíî èçó÷àòüñÿ ñ íà÷àëà 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà. Â ðàííèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ [1] � [3] áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ðåøàþùèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîé ïîçè-
öèè è ëîêàëüíîãî îòñëåæèâàíèÿ òðàåêòîðèè íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ (ôèëüòðà)
ñêîðîñòåé è ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè îáðàòíîé ñâÿçüþ. Òàêèå çàêîíû óïðàâëå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñëîæíûìè ïî ñòðóêòóðå, òàê êàê ñîäåðæàò âû÷èñëÿåìûå â ðåæèìå
îí-ëàéí ìîìåíòû âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, à òàêæå ñëàãàåìîå, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû èíåðöèè ñèñòåìû íà ïðîãðàììíîå óñêîðåíèå. Òî÷íàÿ ðåàëè-
çàöèÿ äàííûõ çàêîíîâ âîçìîæíà ëèøü íà èìåþùåéñÿ ïîëíîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðàõ
ñèñòåìû è äåéñòâóþùèõ ñèëàõ. Â ðàáîòå [4] ðåøåíà çàäà÷à ãëîáàëüíîãî îòñëåæèâàíèÿ
òðàåêòîðèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû áåç èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé
íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ ïðè
ïîìîùè ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè îáðàòíîé ñâÿçüþ. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, íåäîñòàòêîì äàí-
íîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü ñòðóêòóðû ïîñòðîåííîãî óïðàâëåíèÿ, áîëüøèå îáúåìû
âû÷èñëåíèÿ â ðåæèìå îí-ëàéí è íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ òî÷íîé äèíàìè÷åñêîé ìîäå-
ëè ñèñòåìû. Â ðàáîòàõ [5], [6] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîé ïîçèöèè è
ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ íàòóðàëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû áåç èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé áû-
ëè ïîñòðîåíû íàáëþäàòåëè, èìåþùèå ïîðÿäîê, ðàâíûé ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû,

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; peregudovaoa@gmail.com

2 Àñïèðàíò êàôåäðû èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; prostodenis@mail.ru
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íå òðåáóþùèå òî÷íîé èíôîðìàöèè î äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû. Íî, ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [5], [6], ïðèìåíèìû ëèøü äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì áåç ó÷åòà äèññèïàòèâíî-óñêîðÿþùèõ ñèë, êðîìå òîãî, ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçà-
öèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ïîëó÷åíî â ìàëîì, ÷òî ñóæàåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè äàííûõ
ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòå [7] äàíî ðåøåíèå çàäà÷è ïîëóãëîáàëüíîãî îòñëåæèâàíèÿ òðàåêòîðèè
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ëèøü ïîòåíöèàëüíûõ è îãðàíè÷åííûõ
óïðàâëÿþùèõ ñèë, ÷òî ñóæàåò êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [8]
ðåøåíà çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ãîëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìû îáùåãî âèäà áåç èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé. Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïîëó÷åíî íà îñíîâå
ïîñòðîåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ãîëîíîìíîé
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà áåç èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé ïðåäëîæåí íåëèíåéíûé äèíà-
ìè÷åñêèé êîìïåíñàòîð áîëåå îáùåãî âèäà ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè [5]�[8].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿöèîííûõ ðîáîòîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A(q)q̈ = C(q, q̇)q̇ +Q+ U, (2.1)

ãäå q = (q1, q2, ..., qn)
′ ∈ Rn � âåêòîð óãëîâûõ êîîðäèíàò çâåíüåâ ìàíèïóëÿòîðà, ñèìâîë (·)′

îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ, A(q) ∈ Rn×n � ìàòðèöà èíåðöèè, C(q, q̇) ∈ Rn×n �
ìàòðèöà öåíòðîáåæíûõ è êîðèîëèñîâûõ ñèë, ôóíêöèÿ Q = Q(t, q, q̇) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âåêòîð îáîáùåííûõ íåóïðàâëÿåìûõ ñèë, U � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ ñèë.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà (Ȧ(q)− 2C(q, q̇)) ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé [9], ò.å. äëÿ âñåõ
x ∈ Rn èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

x′
(
1

2
Ȧ(q(t))− C(q(t), q̇)

)
x = 0. (2.2)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî X ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé ìàíèïóëÿöèîííîãî ðîáîòà (2.1) â
âèäå

X = {q(0)(t) : [t0,+∞)→ Rn :

∥q(0)(t)∥ < g0, ∥q̇(0)(t)∥ < g1, ∥q̈(0)(t)∥ < g2},

ãäå gi ( i = 0, 1, 2 ) � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, t0 = const ≥ 0 , ∥ · ∥ �
åâêëèäîâà âåêòîðíàÿ íîðìà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè íåêîòîðîãî çàäàííîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ
q(0)(t) ∈ X ìàíèïóëÿòîðà íà îñíîâå èíôîðìàöèè, ïîëó÷àåìîé îò äàò÷èêîâ óãëîâûõ êî-
îðäèíàò çâåíüåâ áåç èçìåðåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé.

3. Ðåøåíèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè

Ââåäåì îòêëîíåíèÿ îò ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ

x = q − q(0)(t). (3.1)
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Áóäåì èñêàòü ñòàáèëèçèðóþùèé çàêîí óïðàâëåíèÿ â âèäå

U = U (0)(t) + U (1)(t, x, y), (3.2)

ãäå U (0)(t) � ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå, ôóíêöèÿ U (1)(t, x, y) èìååò âèä

U (1)(t, x, y) = −K1(t)p(x)−K2(t)y, U
(1)(t, 0, 0) ≡ 0. (3.3)

Çäåñü ìàòðèöû Ki ∈ Rn×n ( i = 1, 2 ) ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè âðå-
ìåíè, âåêòîð y ∈ Rn åñòü ðåøåíèå ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẏ = −a (y + bẋ+ cp(x)) , (3.4)

ãäå a, b è c � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, p : Rn → Rn p(0) = 0 , ||p(x)|| ≥
p0(x) , p0(x) ≤ l||x||m ( l = const > 0 , m = const ≥ 1 ), p0(x) = 0⇔ x = 0 .

Óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ èìåþò âèä

A(1)(t, x)ẍ = C(1)(t, x, 2q̇(0) + ẋ)ẋ+Q(1)(t, x) +Q(2)(t, x, ẋ)−K1(t)p(x)−K2(t)y, (3.5)

ãäå A(1)(t, x) = A(q(0)(t) + x) , C(1)(t, x, y) = C(q(0)(t) + x, y) , Q(1)(t, x) = (A(0)(t) −
A(1)(t, x))q̈(0)(t) + (C(1)(t, x, q̇(0)(t))− C(0)(t))q̇(0)(t) +
+ Q(t, q(0)(t) + x, q̇(0)(t)) − Q(t, q(0)(t), q̇(0)(t)) , Q(2)(t, x, ẋ) = Q(t, q(0)(t) + x, q̇(0)(t) + ẋ) −
Q(t, q(0)(t) + x, q̇(0)(t)) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè Q(1) è Q(2) èìåþò ñëåäóþùèé âèä

Q(1)(t, x) = F (t, x)p(x), Q(2)(t, x, ẋ) = D(t, x, ẋ)ẋ, (3.6)

ãäå ìàòðèöû ôóíêöèè F : R+ × Rn → Rn×n è D : R+ × Rn × Rn → Rn×n ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä
ñðàâíåíèÿ ñ âåêòîð-ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà. Âûáåðåì âåêòîð-ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà â âèäå

V = (V1, V2, V3)
′, (3.7)

ãäå V1 = ||p(x)|| , V2 = ||y − αp|| , V3 =
√
(ẋ+ βy)′A(1)(t, x)(ẋ+ βy) , α = const > 0 and

β = const > 0 .
Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ôóíêöèé V 2

1 , V
2
2 è V 2

3 â ñèëó ñèñòåìû (3.5), ïî-
ëó÷èì

2V1V̇1 = −2αβp′
∂p

∂x
p− 2βp′

∂p

∂x
(y − αp) + 2p′

∂p

∂x
(ẋ+ βy),

2V2V̇2 = 2(y−αp)′(−a(α+c+αbβ)E+α2β
∂p

∂x
)p+2(y−αp)′(−a(1−bβ)E+αβ

∂p

∂x
)(y−αp)−

− 2(y − αp)′(abE + α
∂p

∂x
)(ẋ+ βy),

2V3V̇3 = 2(ẋ+ βy)′(F − acβA(1) −K1(t))p+

+ 2(ẋ+ βy)′(−βD −K2(t)− aβ(1− bβ)A(1) + (C(1)(t, x,−2βq̇(0)(t) + β2y))′)y+

+ 2(ẋ+ βy)′
(
C(1)(t, x, q̇0(t)− βy) +D − abβA(1)

)
(ẋ+ βy).
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Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè âðåìåíè t è êîîðäèíàò x , y

µ1(x) = lgn

∥∥∥∥−∂p∂x
∥∥∥∥ , µ2(x) = lgn

∥∥∥∥∂p∂x
∥∥∥∥ , m1(x) =

∥∥∥∥∂p∂x
∥∥∥∥ , (3.8)

m2(t, x) =
∥∥F − acβA(1) −K1

∥∥ , (3.9)

m3(t, x, y) =
∥∥−βD −K2 − aβ(1− bβ)A(1) + (C(1)(t, x,−2βq̇(0)(t) + β2y))′

∥∥ , (3.10)

µ3(t, x, y) = lgn
∥∥C(1)(t, x, q̇0(t)− βy) +D − abβA(1)

∥∥ . (3.11)

ãäå ñèìâîë lgn ∥·∥ îçíà÷àåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ íîðìó ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùóþ åâêëè-
äîâîé âåêòîðíîé íîðìå è âû÷èñëÿåìîé ïî ôîðìóëå: lgn ∥M∥ = 1

2
λmax (M +M ′) ∀M ∈

Rn×n , λmax (·) � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.
Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (3.7) â ñèëó ñèñòå-

ìû (3.5) ïîëó÷èì îöåíêè

V̇1 ≤ −αβµ1V1 + βm1V2 +
m1

λ(t, x, y, ẋ)
V3, (3.12)

V̇2 ≤ (a(α+ c+ αβb) + α2βm1)V1 + (a(bβ − 1) + αβµ2)V2 +
ab+ αm1

λ(t, x, y, ẋ)
V3, (3.13)

V̇3 ≤
m2 + αm3

λ(t, x, y, ẋ)
V1 +

m3

λ(t, x, y, ẋ)
V2 +

µ3

(λ(t, x, y, ẋ))2
V3, (3.14)

ãäå ôóíêöèÿ λ(t, x, y, ẋ) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ

λ(t, x, y, ẋ)||ẋ+ βy|| = V3, λ1 ≤ λ(t, x, y, ẋ) ≤ λ2,

λ1 = const > 0 , λ2 = const > 0 .
Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.12) � (3.14), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ñðàâíåíèÿ

u̇1 = −αβµ1u1 + βm1u2 +
m1

λ(t,x,y,ẋ)
u3,

u̇2 = (a(α + c+ αβb) + α2βm1)u1 + (a(bβ − 1) + αβµ2)u2 +
ab+αm1

λ(t,x,y,ẋ)
u3,

u̇3 =
m2+αm3

λ(t,x,y,ẋ)
u1 +

m3

λ(t,x,y,ẋ)
u2 +

µ3
(λ(t,x,y,ẋ))2

u3.

(3.15)

Èñïîëüçóÿ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî îáîáùåííàÿ ñèñòåìà (3.5),
(3.15) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî u -óñòîé÷èâîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

(βm1 + a(α + c+ αβb) + α2βm1)
2

αβµ1(a(1− bβ)− αβµ2)
− (m1 +m2 + αm3)

2

αβµ1µ3

+
(ab+ αm1 +m3)

2

(a(bβ − 1) + αβµ2)µ3

+

+ (βm1+a(α+c+αβb)+α2βm1)(m1+m2+αm3)(ab+αm1+m3)
αβµ1(a(bβ−1)+αβµ2)µ3

≤ const < 4,

µ1 ≤ const < 0, a(bβ − 1) + αβµ2 ≤ const < 0, µ3 ≤ const < 0.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿöèîííîãî
ðîáîòà íà îñíîâå èçìåðåíèÿ òåêóùèõ êîîðäèíàò çâåíüåâ. Çàäà÷à ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñ ïîñòðîåíèåì íåëèíåéíîãî äèíàìè÷åñêîãî êîìïåíñàòî-
ðà. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ [5] � [8] óðàâíåíèå êîìïåíñàòîðà íàéäåíî â îáùåì
âèäå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-08482).
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Stabilization of program motion for robotic manipulator

on the base of the measurement of the link coordinates

c⃝ O.A. Peregudova3, D. S. Makarov4

Abstract. The use of the known strategies and algorithms for constructing and implementing
the controllers of nonlinear mechanical systems has certain di�culties associated with the need to
install the sensors for the complete measurement of the current coordinates and velocities, which
complicates the design of the controlled object. For the majority of the modern practical problems
on the control of robotic manipulators consisting of several units the requirement for information
on the current values of the coordinates and velocities of the links is unattainable. In the article the
problem of constructing a stabilizing control laws for robotic manipulators in the absence of the
speed sensors is investigated. The investigation approach is based on the construction of non-linear
dynamic compensator of the �rst order, which allows to build a non-linear control law fairly simple
in its structure. The novelty of the results is in the construction of the control actions to address
these problems in a rather general formulation. Using the method of Lyapunov vector functions the
su�cient conditions for stabilization of program motion for multilink manipulators are obtained.

Key Words: robotic manipulator, program movement, stabilization, non-linear dynamic
compensator, Lyapunov vector function
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peregudovaoa@gmail.com
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ÓÄÊ 519.223.3

Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ñòàòèñòèêîé

õè-êâàäðàò

c⃝ Ì. Â. Ðàäèîíîâà 1, Â. Â. ×è÷àãîâ 2

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ íåñìåùåííóþ îöåíêó, ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò. Ïðåäëîæåí íîâûé êëàññ àñèìïòîòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ
âàëüäîâñêîãî òèïà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó. Ïî óðîâíþ ñëîæíîñòè ïðåäëîæåííûå êðèòåðèè
çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî ìåæäó òåñòîì Íèêóëèíà-Ðàî-Ðîáñîíà è òåñòîì ìîìåíòíûõ
óñëîâèé. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ê îñíîâíîìó óòâåðæäåíèþ ïðèâåäåíî äâà ïðèìåðà ïîñòðîå-
íèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé òåñòîâîé ñòàòèñòèêè õè-êâàäðàò. Ñëåäñòâèå 2.1 ñîäåðæèò ðåçóëüòàò,
óñòàíàâëèâàþùèé ñâÿçü ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè ñ îäíîìåðíîé âåðñèåé
ñòàòèñòèêè Íèêóëèíà-Ðàî-Ðîáñîíà. Â ñëåäñòâèè 2.2 ïðåäñòàâëåíà òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà, ïðåä-
íàçíà÷åííàÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì
ñïåöèàëüíîãî âèäà íà ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî, íåñìåùåííàÿ îöåíêà, êðèòåðèé ñîãëàñèÿ,
ìîùíîñòü

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿ-
åòñÿ çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ0 ïî âûáîðêå
X1, . . . , Xn , ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå òî
æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ξ0 . Íàèáîëåå ÷àñòî äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ êðè-
òåðèé ñîãëàñèÿ õè-êâàäðàò. Ýòîò êðèòåðèé áûë ïðåäëîæåí Ê. Ïèðñîíîì [1] â 1900 ã. äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû î çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íî ìîæåò áûòü
ïðèìåíåí è ê ïðîâåðêå ïðîñòîé ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ H0 : Fξ0(x) = Fξ(x), x ∈ R,
ãäå Fξ0(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ0 , à Fξ(x) � ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Äëÿ ýòîãî ÷èñ-
ëîâóþ ïðÿìóþ R ðàçáèâàþò íà àòîìû

{
∆j, j = 1, J

}
, è âû÷èñëÿþò ñòàòèñòèêó

χ2
n =

J∑
j=1

(νj − nπj)2

nπj
, (1.1)

ãäå νj � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïðèíàäëåæàùèõ àòîìó ∆j , à πj � âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàäàíèÿ íà àòîì ∆j ãèïîòåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ . Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî
ñòàòèñòèêà (1.1) ïðè n → ∞ èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ J − 1 ñòåïåíÿ-
ìè ñâîáîäû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì õè-êâàäðàò Ïèðñîíà àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè α ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ, åñëè χ2

n < x1−α
[
χ2
J−1

]
, ãäå xp [χ

2
ν ] � êâàíòèëü

óðîâíÿ p ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 ñ ν ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Â 1924 ã. Ð. Ôèøåð [2] ðàñïðîñòðàíèë ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò íà ñëó÷àé ñëîæ-

íîé ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ. Îí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó õè-êâàäðàò

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñøàÿ øêîëà
ýêîíîìèêè, ã. Ïåðìü; m.radionova@rambler.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé
óíèâåðñèòåò, ã. Ïåðìü; chichagov@psu.ru
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äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ0(x) ïàðàìåòðè÷å-
ñêîìó ñåìåéñòâó {

Fξ(x; θ), θ = (θ1, ..., θs)
⊤ ∈ Θ ⊂ Rs

}
.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà
H ′

0 : pj = πj(θ), j = 1, J , ãäå pj = P(ξ0 ∈ ∆j) , πj(θ) = P(ξ ∈ ∆j) , à θ � íåèç-
âåñòíûé ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ ξ .

Ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò, ïðåäëîæåííàÿ Ôèøåðîì, èìååò âèä

χ2
n(θ

∗) =
J∑
j=1

(νj − nπj (θ∗))2

nπj (θ∗)
, (1.2)

ãäå θ∗ � îöåíêà íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ , âû÷èñëåííàÿ ïî ìåòîäó ìèíèìóìà õè-êâàäðàò
θ∗ = arg min

θ∈Θ
χ2
n(θ) èëè àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàÿ åé îöåíêà, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåì

óðàâíåíèÿ
J∑
j=1

νj
πj(θ)

∂πj(θ)

∂θℓ
= 0, ℓ = 1, s.

Ôèøåð ïîêàçàë, ÷òî ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñòàòèñòèêè (1.2) ïðè n → ∞ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ (J − s − 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äî 1954 ãîäà ñ÷èòà-
ëîñü, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè (1.2) íå èçìåíèòñÿ, åñëè îöåíêó ìèíèìó-
ìà õè-êâàäðàò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ çàìåíèòü îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ θML , âû÷èñëåííîé ïî íåãðóïïèðîâàííûì äàííûì X1, . . . , Xn . Îäíàêî, êàê ïîêàçà-
ëè Ëåìàí è ×åðíîâ [3], ñòàòèñòèêà χ2

n (θML) ðàñïðåäåëåíà â ïðåäåëå ïðè n → ∞ êàê
J−s−1∑
j=1

Z2
j +

s∑
j=1

µjZ
2
j+J−s−1 , ãäå {Zj} � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåí-

íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à ÷èñëà {µj, j = 1, ..., s} ëåæàò ìåæäó 0 è 1, è, âîîáùå ãîâîðÿ,
çàâèñÿò îò íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ .

Â 1973 ã. Ì.Ñ. Íèêóëèíûì [4] äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ñäâèãà è ìàñøòàáà ïðåä-
ëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ñòàòèñòèêè χ2

n (θML) , ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé åñòü õè-
êâàäðàò ñ (J−1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà
è ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ íà àòîìû. Ïîçäíåå, â [5]�[7] áûëè ðàññìîòðåíû äðóãèå ìîäèôèêàöèè
ñòàòèñòèêè χ2

n (θML) , ñðåäè êîòîðûõ ñëåäóåò âûäåëèòü ñòàòèñòèêó

Y 2
n (θML) = χ2

n (θML) +
1

n
u⊤C−1u, (1.3)

ãäå u = (u1, ..., us)
⊤ , uj =

J∑
i=1

νi
πi(θML)

∂πi(θML)
∂θj

, C = [clk (θML)]s×s � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòà-

ìè clk (θML) = ilk −
J∑
i=1

1
πi(θML)

∂πi(θML)
∂θl

∂πi(θML)
∂θk

, à ilk � (l, k) -é ýëåìåíò èíôîðìàöèîííîé

ìàòðèöû Ôèøåðà i(θ) = M

[(
∂ ln f(ξ,θ)

∂θ

)(
∂ ln f(ξ,θ)

∂θ

)⊤]
, f(x, θ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-

íèÿ ãèïîòåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñòàòèñòèêà (1.3) ïîëó÷èëà íàçâàíèå ñòàòèñòèêè
Íèêóëèíà�Ðàî�Ðîáñîíà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Íèêóëèíà�Ðàî�Ðîáñîíà àñèìïòîòè-
÷åñêîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α ãèïîòåçà H ′

0 ïðèíèìàåòñÿ, åñëè Y 2
n (θML) < x1−α

[
χ2
J−1

]
.

Êðèòåðèé Íèêóëèíà�Ðàî�Ðîáñîíà, êàê îòìå÷àåòñÿ â [6], ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àòîìîâ
êàê ñ ôèêñèðîâàííûìè, òàê è ñî ñëó÷àéíûìè ãðàíèöàìè.

Áîëåå îáùèé ïîäõîä ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ0 , ÷åì ïðîâåðêà ãèïîòåçû H0 èëè H ′

0 , ïðåäëîæåí â [8] è çàêëþ÷àåòñÿ îí â ïðîâåðêå
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ãèïîòåçû
H ′′

0 : Mhj (ξ0) = gj(θ), j = 1, L. (1.4)

Çäåñü {h1(x), h2(x), . . . , hL(x) } � çàäàííûé íàáîð ôóíêöèé, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì
íàçûâàòü ¾ïðîáíûìè¿;

{
gj(θ) = Mhj(ξ), j = 1, L

}
� ñîîòâåòñòâóþùèé èì íàáîð ôóíêöèé,

îòðàæàþùèé îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ξ ; θ � íåèçâåñòíûé
ïàðàìåòð ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ
ñ èäåíòèôèêàöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ξ0 , ñîîòíîøåíèÿ âèäà (1.4) ïîëó÷èëè íàçâàíèå ìîìåíò-
íûõ óñëîâèé (ñì., íàïðèìåð, [9]).

Çàìåòèì, ÷òî ãèïîòåçà âèäà H ′
0 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãèïîòåçû (1.4) ïðè L = J

è hj(x) = I (x ∈ ∆j) , ãäå I(A) � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A. Èñïîëüçîâàíèå â (1.4) â êà÷å-
ñòâå ¾ïðîáíûõ¿ ôóíêöèé ïîìèìî èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé I (x ∈ ∆j) , j = 1, . . . , J − 1,
åùå îäíîé íå èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü â [10] ñ ïîìîùüþ îöåíîê ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè s = 1 ñòîëü æå ïðîñòîå ïðåäñòàâëåíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè,
êàê è (1.3). Â [8] ïîñòðîåíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè îñóùåñòâëåíî íà îñíîâå íåñìåùåííûõ
îöåíîê c ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé (ÍÎÐÌÄ) ìîìåíòîâ íåêîòîðûõ ôóíêöèé
îò ãèïîòåòè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ïðèíàäëåæèò îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó. Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
[8], ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ¾ïðîáíûõ¿ ôóíêöèé.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ïðåäïîëîæåíèÿì.

À1. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðèíàäëåæèò åñòåñòâåííîìó
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó [11], îïðåäåëÿåìîìó âûðàæåíèåì

f(x; θ) = exp {θ T (x)− κ(θ) + d(x)} , x ∈ X ⊂ R. (2.1)

Çäåñü f(x; θ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ(x) ,
ÿâëÿþùåéñÿ ëèáî ìåðîé Ëåáåãà, åñëè ξ èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, ëèáî
ñ÷èòàþùåé ìåðîé, êîãäà ξ èìååò ðåøåò÷àòîå ðàñïðåäåëåíèå; θ ∈ Θ ⊂ R � íåèçâåñòíûé
ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ; d(x), T (x) � èçâåñòíûå áîðåëåâñêèå ôóíêöèè, κ(θ) � êóìó-
ëÿíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ T (ξ) ; X � íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ . Ïðè ýòîì
a = MT (ξ) = κ′(θ), b2 = DT (ξ) = k′′(θ) > 0 .

À2. Åñëè µ(x) � ìåðà Ëåáåãà, òî ñóùåñòâóåò n0 ∈ N òàêîå, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ñóì-

ìà Zn = Sn−na
b
√
n
, ãäå Sn =

n∑
i=1

T (Xi) , èìååò íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åííóþ ïëîòíîñòü. Åñëè

µ(x) � ñ÷èòàþùàÿ ìåðà, òî íîñèòåëü X íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé ïîäðåøåòêå öåëî÷èñ-
ëåííîé ðåøåòêè Z .

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À1-À2;
{
hj(x), j = 1, L

}
� çàäàííûé

íàáîð ¾ïðîáíûõ¿ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî gj(θ) = Mhj(ξ), j = 1, L , è Mh2j(ξ) < ∞; ĝj �
ÍÎÐÌÄ ôóíêöèè gj(θ) ïî âûáîðêå ïî âûáîðêå X1, . . . , Xn èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

ξ , à ḡj =
1
n

n∑
i=1

hj(Xi), j = 1, L . Òîãäà ïðè n→∞

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ Yn =
√
n (ḡ − ĝ) , â êîòîðûõ

ḡ = (ḡ1, ḡ2, . . . , ḡL)
⊤ , à ĝ = (ĝ1, ĝ2, . . . , ĝL)

⊤ , àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ íóëåâûì
âåêòîðîì ñðåäíèõ è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

Σ(θ) = Σh(θ)− b−2g′(θ) [g′(θ)]
⊤
, (2.2)
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ãäå Σh(θ) � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà h (ξ) = (h1 (ξ) , . . . , hL (ξ))
⊤ , g′(θ) =

(g′1(θ), . . . , g
′
L(θ))

⊤ ;
2) åñëè êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà Σ(θ) íå âûðîæäåíà, òî àñèìïòîòè÷åñêèì ðàñïðåäå-
ëåíèåì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

χn(θ) = n (ḡ − ĝ)⊤ Σ−1(θ) (ḡ − ĝ) (2.3)

ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ L ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è ñóùåñòâîâàíèÿ

âòîðîãî ìîìåíòà Mh2j(ξ) âåðíî íåðàâåíñòâî

M |(T (ξ)− a) · hj(ξ)| ≤
√
DT (ξ) ·Mh2j(ξ) <∞, j = 1, L.

Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé g′j(θ) , îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì

g′j(θ) =
∫
X

hj(x) [T (x)− κ′(θ)] exp {θT (x)− κ(θ) + d(x)} dµ(x) =

= M [T (ξ) · hj(ξ)]−MT (ξ) ·Mhj(ξ) = cov (T (ξ), hj(ξ)) ,
(2.4)

ãäå cov(η, ζ) � êîâàðèàöèÿ ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè η è ζ , òàê êàê

a = MT (ξ) = κ′(θ),

gj(θ) = Mhj(ξ) =

∫
X

hj(x) exp {θ T (x)− κ(θ) + d(x)} dµ(x),

M[T (ξ)hj(ξ)] =

∫
X

hj(x) · T (x) exp {θ T (x)− κ(θ) + d(x)} dµ(x).

Ïîñêîëüêó Mh2j(ξ) <∞ , à ĝj � ÍÎÐÌÄ ôóíêöèè gj(θ) , òî è Dĝj ≤ Dḡj = Dhj(ξ) <
∞ . Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 6.2 èç [12] è ëåììå 1 èç [13] â ïðåäïîëîæåíèÿõ À1-À2 ïðè n→∞
ñïðàâåäëèâû ñòîõàñòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

√
n (ĝj − gj(θ)) =

1

b
g′j(θ)Zn + oP (1) , j = 1, . . . , L.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6.2 èç [12] ïîçâîëÿåò íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè,
îïðåäåëÿþùåé ÍÎÐÌÄ ĝj, à ëåììà 1 èç [13] � ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñòîõàñòè÷åñêîå ðàç-
ëîæåíèå.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ i, j = 1, . . . , L èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

n (ĝi − gi(θ)) (ĝj − gj(θ)) =
1

b2
g′i(θ)g

′
j(θ)Z

2
n + oP (1) , (2.5)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü âåêòîð Yn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Yn =
√
n (ḡ − g(θ))−

√
n (ĝ − g(θ)) =

√
n (ḡ − g(θ))− 1

b
g′(θ)Zn + oP (1) .

Òàê êàê âåêòîð

Y0
n =
√
n (ḡ − g(θ))− 1

b
g′(θ)Zn =

1√
n

n∑
i=1

G (Xi) ,
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â êîòîðîì

G (Xi) = h(Xi)− g(θ)− 1

b2
g′(θ) (T (Xi)− a)

ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåêòîðîâ, òî ïî ìíî-
ãîìåðíîé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-
íûõ âåêòîðîâ {Yn} ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîìó âåêòîðó Y , èìåþùåìó íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ M [Y] = M [G(ξ)] = 0 è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé
Σ(θ) = M

[
G (ξ)G⊤ (ξ)

]
.

C ó÷åòîì (2.4) äëÿ i, j = 1, . . . , L èìååì

M

[
(hi(ξ)− gi(θ)) g′j(θ)

(T (ξ)− a)
b2

]
=

1

b2
g′j(θ)cov (hi(ξ), T (ξ)) =

1

b2
g′j(θ)g

′
i(θ).

Îòñþäà ïîëó÷èì

Σ(θ) = Σh(θ)− 2M

[
(h(ξ)− g(θ))

[g′(θ)]⊤ (T (ξ)− a)
b2

]
+

g′(θ) [g′(θ)]⊤

b2
=

= Σh(θ)−
g′(θ) [g′(θ)]⊤

b2
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî 1-ãî èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû.
Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû â óñëîâèÿõ íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû

Σ(θ) î÷åâèäíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå â [8] áûëî äîêàçàíî óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèþ òåî-
ðåìû, íî ëèøü äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà hj(x) = T j(x), j = 1, L.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 àñèìïòîòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì
ñòàòèñòèêè

χh = n (ḡ − ĝ)⊤ Σ̃
−1

(ḡ − ĝ) , (2.6)

ãäå Σ̃ � íåêîòîðàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ìàòðèöû Σ(θ) , ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ
L ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé âàðèàíò êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò äëÿ
ïðîâåðêè ñëîæíîé ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ χh àñèìïòîòè÷åñêîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α . Íóëåâóþ ãèïî-
òåçó (1.4) ñëåäóåò ïðèíÿòü, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

χh = n (ḡ − ĝ)⊤ Σ̃
−1

(ḡ − ĝ) < x1−α
[
χ2
L

]
, (2.7)

è îòâåðãíóòü åå â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2. Òàê êàê îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è ÍÎÐÌÄ â
óñëîâèÿõ À1-À2 àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû [14] ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà
OP (n−1) , òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ñîõðàíèò ñèëó, åñëè ÍÎÐÌÄ ĝj ôóíêöèè gj(θ),
j = 1, L çàìåíèòü íà îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.3. Åñëè ìàòðèöà Σh(θ) íå âûðîæäåíà è b2 ̸=
[g′(θ)]⊤ Σ−1

h (θ)g′(θ) , òî ìàòðèöà Σ(θ) íå âûðîæäåíà, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà χn(θ)
äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

χn(θ) = n (ḡ − ĝ)⊤ Σ−1
h (θ) (ḡ − ĝ) +

n
[
(ḡ − ĝ)⊤ Σ−1

h (θ)g′(θ)
]2

b2 − g′(θ)⊤Σ−1
h (θ)g′(θ)

. (2.8)
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Ñïðàâåäëèâîñòü (2.8) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

Σ−1(θ) = Σ−1
h (θ) +

Σ−1
h (θ)g′(θ) [g′(θ)]⊤ Σ−1

h (θ)

b2 − [g′(θ)]⊤Σ−1
h (θ)g′(θ)

, (2.9)

êîòîðîå ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ïðè ìàëîðàíãîâîé ìîäèôè-
êàöèè [15], ïðèìåíåííîé ê (2.2).

Ç à ì å ÷ à í è å 2.4. â, π̂j, âj, Âj, β̂J , ζ̂J , M̂T 2(ξ) � ÍÎÐÌÄ ôóíêöèé

a, πj(θ), aj(θ) = M [T (ξ)I (ξ ∈ ∆j)] , Aj(θ) = M [h(ξ)I (ξ ∈ ∆j)] , j = 1, . . . , J,

βJ(θ) = M
[
h2(ξ)I (ξ ∈ ∆J)

]
, ζJ(θ) = M [h(ξ)T (ξ)I (ξ ∈ ∆J)] , MT 2(ξ),

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

â =

∫
X

T (x)f̂(x|Sn)dµ(x), π̂j =
∫
∆j

f̂(x|Sn)dµ(x), âj =
∫
∆j

T (x)f̂(x|Sn)dµ(x),

Âj =

∫
∆j

h(x)f̂(x|Sn)dµ(x), β̂J =

∫
∆J

h2(x)f̂(x|Sn)dµ(x),

ζ̂J =

∫
∆J

h(x)T (x)f̂(x|Sn)dµ(x), M̂T 2(ξ) =

∫
X

T 2(x)f̂(x|Sn)dµ(x),

ãäå f̂(x|Sn) � ÍÎÐÌÄ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (2.1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 6.2
[12] è ëåììîé 1 [13] ýòè íåñìåùåííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè ïðè n → ∞ ,
åñëè Dh(ξ) <∞ è D [h2(ξ)I (ξ ∈ ∆J)] <∞ .

Êîíñòðóèðóÿ ¾ïðîáíûå¿ ôóíêöèè ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèÿ {∆j, j = 1, . . . , J} , ìîæíî ïî-
ëó÷àòü äîñòàòî÷íî êîìïàêòíûå ÿâíûå âûðàæåíèÿ òåñòîâîé ñòàòèñòèêè (2.6). Íèæå â âèäå
ñëåäñòâèé ïðèâîäèòñÿ 2 ïðèìåðà òàêèõ ñòàòèñòèê. Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïåðâîãî èç ñëåä-
ñòâèé áûë ïîëó÷åí ðàíåå ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé â [16]. Åãî âåðñèÿ äëÿ îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà ïðåäñòàâëåíà
â [17] è â òåîðåìå 5.3 [7].

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À1-À2; L = J−1 , πj(θ) > 0, j =
1, J , à ¾ïðîáíûå¿ ôóíêöèè ðàâíû hj(x) = I (x ∈ ∆j) , j = 1, J − 1. Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà (2.3) ïðèìåò âèä

χn(θ) =
J∑
j=1

(νj − nπ̂j)2

nπj(θ)
+

1

n

{
b2 −

J∑
j=1

[
π′
j(θ)

]2
πj(θ)

}−1 [ J∑
j=1

(νj − nπ̂j)π′
j(θ)

πj(θ)

]2
, (2.10)

à ñòàòèñòèêà

χh =
J∑
j=1

(νj − nπ̂j)2

nπ̂j
+

1

n

{
M̂T 2(ξ)−

J∑
j=1

â2j
π̂j

}−1 [ J∑
j=1

νj âj
π̂j
− nâ

]2
(2.11)

èìååò ïðè n→∞ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ J − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

gj(θ) = MI (ξ ∈ ∆j) = πj(θ), ḡj =
1

n

n∑
i=1

I (Xi ∈ ∆j) =
νj
n
,

ïðè÷åì g′j(θ) = π′
j(θ) . Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàòðèöû

Σh(θ) ≡ Σπ(θ) = [σij(θ)](J−1)×(J−1)

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σij(θ) = M [I (ξ ∈ ∆i) · I (ξ ∈ ∆j)]−MI (ξ ∈ ∆i) ·MI (ξ ∈ ∆j) =

= δijπi(θ)− πi(θ)πj(θ), i, j = 1, J − 1,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Õîðîøî èçâåñòíî [18], ÷òî ìàòðèöà Σπ(θ) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, à ýëåìåíòû îáðàò-

íîé ê íåé ìàòðèöû Σ−1
π (θ) =

[
σ−1
ij (θ)

]
ðàâíû σ−1

ij (θ) = 1
πJ (θ)

+
δij
πi(θ)

. Ïîýòîìó äëÿ âåêòîðîâ

x⊤ = (x1, . . . , xJ−1) , y⊤ = (y1, . . . , yJ−1) , ýëåìåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
J−1∑
j=1

xj = −xJ è
J−1∑
j=1

yj = −yJ , âåðíî ðàâåíñòâî

x⊤Σ−1
π (θ)y =

J∑
j=1

xjyj
πj(θ)

. (2.12)

Òåïåðü íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (2.10), âû÷èñëèâ (2.8) ñ ïðèìåíåíèåì

(2.12), èìåÿ â âèäó, ÷òî
J∑
j=1

(νj − nπ̂j) =
J∑
j=1

π′
j(θ) = 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü (2.4), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé

π′
j(θ) = cov (T (ξ), I(ξ ∈ ∆j)) = aj(θ)− aπj(θ), j = 1, . . . , J, (2.13)

ïðèìåíÿÿ êîòîðîå, ïîëó÷èì

b2 −
J∑
j=1

[
π′
j(θ)

]2
πj(θ)

= b2 −
J∑
j=1

[aj(θ)− aπj(θ)]2

πj(θ)
= MT 2(ξ)−

J∑
j=1

a2j(θ)

πj(θ)
,

J∑
j=1

(νj − nπ̂j)π′
j(θ)

πj(θ)
=

J∑
j=1

(νj − nπ̂j) (aj(θ)− aπj(θ))
πj(θ)

=
J∑
j=1

(νj − nπ̂j) aj(θ)
πj(θ)

.

Çàìåíÿÿ â ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿõ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè íà èõ ÍÎÐÌÄ, ïðèäåì ê (2.11).
Ñõîäèìîñòü ñòàòèñòèêè (2.11) ê ðàñïðåäåëåíèþ õè-êâàäðàò â ñèëó çàìå÷àíèé 1 è 4 î÷å-
âèäíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À1-À2; L = J ; πj(θ) > 0, j =
1, J ; βJ(θ) = M [h2(ξ)I (ξ ∈ ∆J)] < ∞ ; óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ D [T (ξ)|ξ ∈ ∆j] > 0 õîòÿ áû
ïðè îäíîì j ∈ {1, 2, . . . , J − 1} è D [h(ξ)|ξ ∈ ∆J ] > 0 ; ¾ïðîáíûå¿ ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ
âûðàæåíèåì

hj(ξ) =

{
I (ξ ∈ ∆j) , j = 1, J − 1,
h(ξ)I (ξ ∈ ∆J) , j = J.
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Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (2.3) ïðèìåò âèä

χn(θ) =
J∑
j=1

(νj−nπ̂j)2

nπj(θ)
+

[VJ (θ)−nḡJ+nÂJ ]
2

n(βJ (θ)−A2
J (θ)/πJ (θ))

+

+ 1
n

{
MT 2(ξ)−

J∑
j=1

a2j (θ)

πj(θ)
− [ζJ (θ)−UJ (θ)]

2

βJ (θ)−A2
J (θ)/πJ (θ)

}−1

×

×

[
J∑
j=1

(νj−nπ̂j)aj(θ)
πj(θ)

+
(VJ (θ)−nḡJ+nÂJ)(UJ (θ)−ζJ (θ))

βJ (θ)−A2
J (θ)/πJ (θ)

]2
,

(2.14)

ãäå VJ(θ) = (νJ − nπ̂J)AJ(θ)/πJ(θ) , UJ(θ) = aJ(θ)AJ(θ)/πJ(θ) , à ñòàòèñòèêà

χh =
J∑
j=1

(νj−nπ̂j)2

nπ̂j
+

[νJ ÂJ/π̂J−nḡJ ]
2

n(β̂J−Â2
J/π̂J)

+

+ 1
n

{
M̂T 2(ξ)−

J∑
j=1

â2j
π̂j
− [ζ̂J−âJ ÂJ/π̂J ]

2

β̂J−Â2
J/π̂J

}−1

×

×

[
J∑
j=1

νj âj
π̂j
− nâ− (νJ ÂJ/π̂J−nḡJ)(ζ̂J−âJ ÂJ/π̂J)

β̂J−Â2
J/π̂J

]2
,

(2.15)

èìååò ïðè n→∞ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ J ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

Σh(θ) =

[
Σπ c
c⊤ βJ(θ)− A2

J(θ)

]
ãäå Σπ = [δijπi − πiπj](J−1)×(J−1) , c

⊤ = −AJ(θ) (π1(θ), . . . , πJ−1(θ)) .

Òàê êàê D [h(ξ)|ξ ∈ ∆J ] > 0 è D [T (ξ)|ξ ∈ ∆j] > 0 õîòÿ áû ïðè îäíîì j ∈
{1, 2, . . . , J − 1} , òî âåðíû íåðàâåíñòâà

βJ(θ)−
A2
J(θ)

πJ(θ)
= πJ(θ)D [h(ξ)I (ξ ∈ ∆J) |ξ ∈ ∆J ] > 0, (2.16)

J−1∑
j=1

(
bj(θ)−

a2j(θ)

πj(θ)

)
=

J−1∑
j=1

πj(θ)D [T (ξ)I (ξ ∈ ∆j) |ξ ∈ ∆j] > 0, (2.17)

ãäå aj(θ) = M [T (ξ)I (ξ ∈ ∆j)] , bj(θ) = M [T 2(ξ)I (ξ ∈ ∆j)] .
Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

M2
[(
T (ξ)I (ξ ∈ ∆J)− aJ (θ)

πJ (θ)

)(
h(ξ)I (ξ ∈ ∆J)− AJ (θ)

πJ (θ)

)
|ξ ∈ ∆J

]
=

=
[
ζJ (θ)
πJ (θ)

− aJ (θ)AJ (θ)

π2
J (θ)

]2
≤
[
bJ (θ)
πJ (θ)

−
(
aJ (θ)
πJ (θ)

)2] [
βJ (θ)
πJ (θ)

−
(
AJ (θ)
πJ (θ)

)2]
,

(2.18)

ãäå ζJ(θ) = M [h(ξ)T (ξ)I (ξ ∈ ∆J)] , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Êî-
øè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ìàòðèöà Σh(θ) íå âûðîæäåíà. Èçâåñòíî [9] (ðàçäåë 2.6.2), ÷òî
îïðåäåëèòåëü |Σh(θ)| áëî÷íîé ìàòðèöû Σh(θ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Σh(θ)| = |Σπ| · |βJ(θ)− A2
J(θ)− c⊤Σ−1

π c|.
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Îòñþäà íà îñíîâàíèè (2.12) è (2.16) ñëåäóåò íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû Σh(θ) , ïî-
ñêîëüêó

|Σπ| =
J∏
j=1

πj(θ) > 0,
J−1∑
j=1

cj = −AJ(θ) (1− πJ(θ))

è

βJ(θ)− A2
J(θ)− c⊤Σ−1

π c = βJ(θ)− A2
J(θ)

[
1 +

J−1∑
j=1

πj(θ) +
(1−πJ (θ))2
πJ (θ)

]
=

= βJ(θ)−
A2

J (θ)

πJ (θ)
> 0.

(2.19)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû [9] (ðàçäåë 2.6.3)

Σ−1
h (θ) =

[
A−1

11 0
0 0

]
+

1

A22 − A21A
−1
11 A12

[
A−1

11 A12A21A
−1
11 −A−1

11 A12

−A21A
−1
11 1

]
ïðè A11 = Σπ, A22 = βJ(θ)− A2

J(θ) è (2.12), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

(x1, . . . , xJ−1, u)
⊤ Σ−1

h (θ) (y1, . . . , yJ−1, z) = x⊤Σ−1
π y+

+
(x⊤Σ−1

π c−u)(y⊤Σ−1
π c−z)

βJ (θ)−A2
J (θ)/πJ (θ)

=
J∑
j=1

xjyj
πj(θ)

+ (xJAJ (θ)/πJ (θ)−u)(yJAJ (θ)/πJ (θ)−z)
βJ (θ)−A2

J (θ)/πJ (θ)
,

(2.20)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âåêòîðîâ x⊤ = (x1, . . . , xJ−1) , y⊤ = (y1, . . . , yJ−1) òàêèõ, ÷òî
J−1∑
j=1

xj =

−xJ è
J−1∑
j=1

yj = −yJ , è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë u, z, ïîñêîëüêó

x⊤Σ−1
π c = −AJ(θ)

J−1∑
j=1

xj +
xJAJ(θ) (1− πJ(θ))

πJ(θ)
=
xJAJ(θ)

πJ(θ)
,

y⊤Σ−1
π c =

yJAJ(θ)

πJ(θ)
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü (2.4), íàéäåì

A′
J(θ) = cov (T (ξ), h(ξ)I(ξ ∈ ∆J)) = ζJ(θ)− aAJ(θ). (2.21)

Èñïîëüçóÿ (2.13), (2.17)�(2.21) è èìåÿ â âèäó, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

g(θ) = (π1(θ), . . . , πJ−1(θ), AJ(θ))
⊤ ,

óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèé

n (ḡ − ĝ)⊤Σ−1
h (θ) (ḡ − ĝ) =

=
J∑
j=1

(νj − nπ̂j)2

nπj(θ)
+

[
(νJ − nπ̂J)AJ(θ)/πJ(θ)− nḡJ + nÂJ

]2
n (βJ − A2

J(θ)/πJ(θ))
,
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b2 − [g′(θ)]
⊤
Σ−1
h (θ)g′(θ) = b2 −

J∑
j=1

[
π′
j(θ)

]2
πj(θ)

− [π′
J(θ)AJ(θ)/πJ(θ)− A′

J(θ)]
2

βJ(θ)− A2
J(θ)/πJ(θ)

=

= b2 −
J∑
j=1

[aj(θ)− aπj(θ)]2

πj(θ)
− [aJ(θ)AJ(θ)/πJ(θ)− ζJ(θ)]2

βJ(θ)− A2
J(θ)/πJ(θ)

=

=
J∑
j=1

[
b2j(θ)−

a2j(θ)

πj(θ)

]
− πJ(θ)

[ζJ(θ)/πJ(θ)− aJ(θ)AJ(θ)/π2
J(θ)]

2

βJ(θ)/πJ(θ)− A2
J(θ)/π

2
J(θ)

≥

≥
J∑
j=1

[
b2j(θ)−

a2j(θ)

πj(θ)

]
−
[
bJ(θ)−

a2J(θ)

πJ(θ)

]
=

J−1∑
j=1

[
b2j(θ)−

a2j(θ)

πj(θ)

]
> 0,

(ḡ − ĝ)⊤ Σ−1
h (θ)g′(θ) =

=
J∑
j=1

(νj − nπ̂j)π′
j(θ)

nπj(θ)
+

(
(νJ−nπ̂J )AJ (θ)

nπJ (θ)
− ḡJ + ÂJ

)(
π′
J (θ)AJ (θ)

πJ (θ)
− A′

J(θ)
)

βJ(θ)− A2
J(θ)/πJ(θ)

=

=
J∑
j=1

(νj − nπ̂j) aj(θ)
nπj(θ)

+

(
(νJ−nπ̂J )AJ (θ)

nπJ (θ)
− ḡJ + ÂJ

)(
aJ (θ)AJ (θ)
πJ (θ)

− ζJ(θ)
)

βJ(θ)− A2
J(θ)/πJ(θ)

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ â (2.8), ïîëó÷èì (2.14). Çàìåíÿÿ â (2.14) íåèçâåñòíûå
ôóíêöèè íà èõ íåñìåùåííûå îöåíêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè ïðè ñäåëàííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïðèäåì ê (2.15). Ñõîäèìîñòü ê ðàñïðåäåëåíèþ õè-êâàäðàò â ñèëó çàìå-
÷àíèé 1 è 4 î÷åâèäíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ,
ïðîåêò �2096.
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Goodness-of-�t test with modi�ed statistics chi-square

c⃝ M. V. Radionova3, V. V. Chichagov4

Abstract. In the paper we continue the research on possibility of using parametric functions that
allow unbiased estimates to test a null hypothesis about a kind of distribution by the chi-square
test. Based on Wald's method a new asymptotic test is proposed for testing hypothesis according to
which the distribution of random value belongs to a one-parameter exponential family. According to
a level of complexity this test occupies an intermediate position between the Nikulin-Rao-Robson's
test and the test of moment conditions. Two examples are mentioned as corollaries for the main
statement of the paper. Corollary 2.1 contains the result connecting the proposed test statistic with
one-dimensional version of the Nikulin-Rao-Robson's statistic. Corollary 2.2 contains test statistic
for testing a null hypothesis about the kind of distribution with a special additional restriction on
a hypothetical distribution.

Key Words: exponential family of functions, unbiased estimate, �tting criterion, power

3 Associate professor of Higher Mathematics Department, National Research University Higher School of
Economics, Perm; m.radionova@rambler.ru

4 Associate professor of Higher Mathematics Department, Perm State National Research University, Perm;
chichagov@psu.ru
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ÓÄÊ 517.987

Ëîêàëüíûå ãîìåîìîðôèçìû ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà è

ëîêàëüíàÿ îáðàòèìîñòü èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé

c⃝ Ï. Ì. Ñèìîíîâ 1, À. Â. ×èñòÿêîâ 2

Àííîòàöèÿ. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îòêðûòîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ýêñòðå-
ìàëüíî íåñâÿçíîãî õàóñäîðôîâîãî êîìïàêòà ñ÷åòíîãî òèïà â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè êîòîðîãî íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó, ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò âñå
ìíîæåñòâà ïåðâîé êàòåãîðèè çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ïîäìíîæåñòâ îäíîãî çàìêíóòîãî
íèãäå íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà, â ìíîæåñòâà ïåðâîé êàòåãîðèè. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé ñòàíäàðòíûõ
ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðàìè. Â ÷àñòíîñòè, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî èçâåñòíîå N -óñëîâèå Ëóçèíà íå òîëü-
êî ãàðàíòèðóåò èçìåðèìîñòü îáðàçà ïðè èçìåðèìîì îòîáðàæåíèè, íî è ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ
êðèòåðèåì ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò, îòêðûòî-çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ìíî-
æåñòâî ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó, ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì, N -óñëîâèå Ëóçèíà, ñòîóíîâ-
ñêèé êîìïàêò, ñâîéñòâî àíòèèíúåêòèâíîñòè

1. Ââåäåíèå

Âïîëíå íåñâÿçíûå è, â ÷àñòíîñòè, ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà
çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî â èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ââèäó ãëóáîêî íåòðèâèàëü-
íûõ ñâÿçåé ñ ôîðìàëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. Èìåííî ê ýòîìó êëàññó ïðî-
ñòðàíñòâ îòíîñÿòñÿ êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ áó-
ëåâûõ àëãåáð (Ì. Ñòîóí, 1936) è ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ êîììóòàòèâíûõ áà-
íàõîâûõ àëãåáð (È.Ì. Ãåëüôàíä, 1939). Â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè àáñòðàêòíàÿ áóëåâà
àëãåáðà ñòàíîâèòñÿ àëãåáðîé îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ êîìïàêòà Ñòîóíà, à àáñòðàêò-
íàÿ êîììóòàòèâíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà ðåàëèçóåòñÿ â âèäå àëãåáðû íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé íà êîìïàêòå Ãåëüôàíäà. Ècïîëüçîâàíèå êàíîíè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé îêàçàëîñü ÷ðåç-
âû÷àéíî ïëîäîòâîðíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ ñëîæíåéøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ è òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ ïðîáëåì. Ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ïîäõîäà âïîëíå îáúÿñíèìà: äèñêðåòíîå,
ñèëüíî ðàçðûâíîå ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ íàäåëÿåòñÿ áîãàòîé äîïîëíèòåëü-
íîé ñòðóêòóðîé íåïðåðûâíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðîáëåì ìîùíûå àíàëèòè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû. Åñòåñòâåííî, äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîñòè÷ü òàêîé íåïðåðûâíîñòè, íåîáõîäèìî íåîáîçðèìîå ìíîæåñòâî òî÷åê (ñõîäíàÿ ñèòó-
àöèÿ âîçíèêàåò è â ïîñòðîåííîé â 1937 ã. Ý. ×åõîì è Ì. Ñòîóíîì òåîðèè êîìïàêòíûõ
ðàñøèðåíèé âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ). Ôàêòè÷åñêè, â íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñëó÷à-
ÿõ êîìïàêòû Ñòîóíà è Ãåëüôàíäà ñòîëü âåëèêè, ÷òî ìû íå ìîæåì ïîñòðîèòü íè åäèíîé
èç èõ òî÷åê. Òåì íå ìåíåå, ýòè ïðîñòðàíñòâà ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè íå òîëüêî àëãåáðàè÷å-
ñêèõ, íî è ÷èñòî àíàëèòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Íåîöåíèìî è ýâðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå íåîáû÷íîé
òîïîëîãèè ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ ïîíèìàíèÿ òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ
â òàêèõ òåîðèÿõ êàê òåîðèÿ ìåðû è ñâÿçàííûå ñ íåé ðàçäåëû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, Ïåðìñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Ïåðìü; simpm@mail.ru

2 Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Èæåâñê
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Èç òåîðåìû Ì. Ñòîóíà î ïðåäñòàâëåíèè áóëåâûõ àëãåáð ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå óòâåðæäå-
íèå òåîðèè ìåðû, â êîòîðîì ôèãóðèðóåò òîëüêî èäåàë ìíîæåñòâ íóëåâîé ìåðû, èìååò ¾òî-
ïîëîãè÷åñêóþ¿ âåðñèþ. Ïðàâèëà ïåðåâîäà çäåñü � ñëåäñòâèå ñîãëàñîâàííîñòè êàòåãîðèè
è èíäóöèðîâàííîé íà ñòîóíîâñêîì êîìïàêòå ìåðû: ïîäìíîæåñòâî ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà
ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû ñ êîíå÷íîé ìåðîé èìååò ìåðó íóëü â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè. Â ýòîé ñòàòüå òîïîëîãè÷åñêèå àíàëîãèè
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé ñòàí-
äàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðàìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìîãî
îòîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû, ïîäíÿòîå íà ñòîóíîâñêèé êîìïàêò, îíî ïå-
ðåâîäèëî òîùèå ìíîæåñòâà (ïåðâîé êàòåãîðèè) â òîùèå ìíîæåñòâà. Ýòîò ôàêò çàñòàâëÿåò
ïî-íîâîìó ïîíÿòü èçâåñòíîå óñëîâèå Ëóçèíà: îíî íå òîëüêî ãàðàíòèðóåò èçìåðèìîñòü îá-
ðàçà ïðè èçìåðèìîì îòîáðàæåíèè, íî è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè.

Ñëåäóåò òàêæå ñêàçàòü î òîì, ÷òî íè ïðÿìîé, íè îáðàòíûé ïåðåâîä íå ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêèì. Îíà èç ñóùåñòâåííûõ ïðè÷èí çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå
óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò íåñ÷åòíûõ ôîðì àêñèîìû âûáîðà. Â ¾ïðÿìûõ¿ äî-
êàçàòåëüñòâàõ ìåòðè÷åñêèõ ôàêòîâ ÷àñòî óäàåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ áîëåå ñëàáûìè ôîðìàìè
ýòîé àêñèîìû, âïëîòü äî ñ÷åòíîé. Â ëþáîì ñëó÷àå ¾îáðàòíûé ñïóñê¿ ñî ñòîóíîâñêîãî êîì-
ïàêòà íà èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè (è
íå âñåãäà âîçìîæåí).

Â îñíîâíîé òåîðåìå (â òåîðåìå 2) ýòîé ñòàòüè óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî íåïðåðûâíîå îòêðû-
òîå îòîáðàæåíèå õàóñäîðôîâà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà â õàóñäîðôîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, íå èìåþùåãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó è ïåðåâîäÿùåå
ìíîæåñòâà ïåðâîé êàòåãîðèè âî ìíîæåñòâà ïåðâîé êàòåãîðèè, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãî-
ìåîìîðôèçìîì. Îáðàòíîå ê òåîðåìå óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ëîêàëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî êîìïàêòà.
Ñîãëàñíî òåîðåìàì Ì. Ñòîóíà è È.Ì. Ãåëüôàíäà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûìè êîìïàêòàìè
ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ïîëíûõ áóëåâûõ
àëãåáð è íåêîòîðûõ âàæíûõ êëàññîâ êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð (òàêèõ, íàïðèìåð,
êàê àëãåáðà L∞(X,µ) îãðàíè÷åííûõ µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå X ñ ïîëíîé
ìåðîé µ ). Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûé êðèòåðèé îêàæåòñÿ ïî-
ëåçíûì ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð, òåîðèè
áàíàõîâûõ àëãåáð è òåîðèè ìåðû. Ôàêòè÷åñêè äîêàçàííûå çäåñü òåîðåìû îá îòîáðàæåíèÿõ
ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ êîìïàêòîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òîïîëîãè÷åñêóþ âåðñèþ óòâåð-
æäåíèé, îáíàðóæåííûõ ïðè èçó÷åíèè ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé
ñòàíäàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðàìè.

Â ñòàòüå [8] ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññå èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé ñòàíäàðòíûõ âåðîÿòíîñò-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, èíäóöèðóþùèõ ãîìîìîðôèçìû ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ, ñâîéñòâî êóñî÷íî-èíúåêòèâíîñòè ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó N Ëóçèíà:
ìåðà îáðàçà ëþáîãî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû ðàâíà íóëþ.

Ñòàíäàðòíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåðîé (èëè, ïî òåðìèíîëîãèè, ââåäåííîé Â.À. Ðîõëè-
íûì [5][ñ. 117], ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé, ìåò-
ðè÷åñêè èçîìîðôíîå ïîëíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó ñ áîðåëåâñêîé
ìåðîé [5][ñ. 121], [2][ñ. 435], [6][ñ. 140]. Èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå α : X → Y ñòàíäàðòíîãî
ïðîñòðàíñòâà X ñ ìåðîé µ â ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâî Y ñ ìåðîé ν ìû íàçûâàåì ëî-
êàëüíî îáðàòèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X ñ µ(A) > 0 íàéäåòñÿ
èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A òàêîå, ÷òî µ(B) > 0 , ìíîæåñòâî C := α(B) èçìå-
ðèìî è îãðàíè÷åíèå α|B : B → C ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïî ìîäóëþ ìíîæåñòâ ìåðû
íóëü (âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿþùåì ìåðó) èçìåðèìîé ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâ (B, µB)
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è (C, νC) [5][ñ. 113]. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó èñ÷åðïûâàíèÿ [6][ñ. 67], [3][ñ. 111] ëîêàëüíàÿ îáðà-
òèìîñòü èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ α : X → Y ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîãî ðàçáèåíèÿ X = ⊔Xi ïðîñòðàíñòâà Xi íà èçìåðèìûå êîìïîíåíòû Xi , óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì: µ(X0) = 0 ; ïðè i > 0 ìíîæåñòâî Yi := α(Xi) èçìåðèìî, îãðàíè÷åíèå
αXi

: Xi → Yi îáðàòèìî è èíäóöèðóåò σ-èçîìîðôèçì σ-àëãåáð èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâ Xi è Yi .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëîêàëüíî îáðàòèìîå èçìåðèìîå α : X → Y îòîáðàæåíèå
óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

1) äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ C ⊂ Y ìåðû íóëü ìåðà ïðîîáðàçà α−1(C) ðàâíà íóëþ;
2) ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî X̃ ïðîñòðàíñòâà X ïîëíîé ìåðû òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

ìíîæåñòâ A ⊂ X̃ ìåðû íóëü ìåðà îáðàçà α(A) ðàâíà íóëþ.
Ïåðâîå óñëîâèå, íàçûâàåìîå óñëîâèåì ñîãëàñîâàíèÿ, îçíà÷àåò, ÷òî ïîòî÷å÷íîå îòîáðà-

æåíèå α ïî ïðàâèëó α∗ : [C]→ α−1(C) (C � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y )
êîððåêòíî ïîðîæäàåò σ-ãîìîìîðôèçì êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè [·] èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.
ßñíî, ÷òî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè èçìåðè-
ìûõ îòîáðàæåíèé è ïîòîìó ýêâèâàëåíòíûå ïî ìîäóëþ íóëü îòîáðàæåíèÿ α : X → Y
èíäóöèðóþò ýêâèâàëåíòíûå èçìåðèìûå ðàçáèåíèÿ {α−1(y)}y∈Y ïðîñòðàíñòâà X íà ïðî-
îáðàçû òî÷åê. Áîëåå òîãî, èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè
ýêâèâàëåíòíûõ mod 0 èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà X â ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , êëàññàìè ðàâíûõ mod 0 èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà X
è êëàññàìè µ-ýêâèâàëåíòíûõ σ-ïîäàëãåáð àëãåáðû èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ X (èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, çàìêíóòûõ ïîäàëãåáð êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû L∞(X,µ) ).

Âòîðîå óñëîâèå èçâåñòíî êàê ñâîéñòâî (N) Í.Í. Ëóçèíà [4][ñ. 231], äîêàçàâøåãî, ÷òî
îíî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì èçìåðèìîñòè îáðàçà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà ïðè èçìåðèìîì îòîá-
ðàæåíèè ñòàíäàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðàìè. Ýòà òåîðåìà Ëóçèíà ïî÷òè íå âñòðå÷àåòñÿ
â ìîíîãðàôèÿõ ïî òåîðèè ìåðû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèâåäåì åå ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Òåîðåìà 0. Ïóñòü α : X → Y � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå ñòàíäàðòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ ìåðàìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðàç ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X
ïðåäñòàâëÿë ñîáîþ èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòîáðà-
æåíèå îáëàäàëî ñâîéñòâîì:

åñëè µ(A) = 0, òî ν(α(A)) = 0. (N)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ñ µ(A) > 0 òàêîå, ÷òî ν∗(α(A)) >
0 (çäåñü ν∗ � âíåøíÿÿ ìåðà, ïîðîæäåííàÿ ìåðîé ν ). Ïî òåîðåìå 2.2.4 [7][ñ. 73] â α(A)
èìååòñÿ ν-íåèçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî C . Ìíîæåñòâî Ã := α−1(C) ∩ A èìååò ìåðó íóëü
è ïîòîìó èçìåðèìî. Íî α(Ã) = C � íåèçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (N).

2) Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Ëóçèíà [7][ñ. 89] íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-
ïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Xn ⊂ X òàêàÿ, ÷òî Xn ⊂ Xn+1 ïðè âñåõ n = 1, . . . , ñóæåíèå
αXn : Xn → Y íåïðåðûâíî, à µ(X0) = 0 , ãäå X0 := X \ ∪n≥1Xn . Êàæäîå èçìåðèìîå ìíî-
æåñòâî A ⊂ X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = A1 ∪A0 , ãäå A1 � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî
òèïà Fσ , A0 � ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû. Âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ αXn

ìíîæåñòâî α(A1 ∩Xn) åñòü ìíîæåñòâî òèïà Fσ . Ïîñêîëüêó α îáëàäàåò ñâîéñòâîì (N) ,
òî ν(α(A0)) = 0 è ν(α(A1 ∩X0)) = 0 . Èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà î÷åâèäíà ââèäó ðàâåíñòâ
α(A) = α(A1 ∪ A0) = α((∪n≥0A1 ∩Xn) ∪ A0) = α(∪n≥1(A1 ∩Xn)) ∪ α(A1 ∩X0) ∪ α(A0).
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2. Ïî÷òè ëîêàëüíûå ãîìåoìîðôèçìû ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûì [11][c. 540], åñëè
äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ X çàìûêàíèå U îòêðûòî â X .

Åñëè X � õàóñäîðôîâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò, òî ñåìåéñòâî Uoc(X) âñåõ îòê-
ðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ñîñòàâëÿåò áàçó òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X . Ñðåäè íåîáû÷-
íûõ ñâîéñòâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ îòìåòèì ñëåäóþùèå: íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà îáëàäàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè; ëþáîå ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç äâóõ òî÷åê, íåñâÿçíî; íå ñóùåñòâóåò ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, ñîñòîÿùèõ èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà (ðàçëè÷íûõ) òî÷åê. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
X � ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò ñ÷åòíîãî òèïà. Ñ÷åòíîñòü òèïà îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå
ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íàçîâåì ñëàáûì ïðîñòðàíñòâîì Áýðà, åñëè ëþáîå íåïó-
ñòîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂ Y (êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè) íå ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó, åñëè A ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî
ñåìåéñòâà íèãäå íå ïëîòíûõ â X ìíîæåñòâ.Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïåðâîé êàòå-
ãîðèè â X ÿâëÿåòñÿ σ-èäåàëîì áóëåâîé àëãåáðû 2X âñåõ ïîäìíîæåñòâ A ⊂ X , êîòîðûé
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç J (X) .

Íèæå çàïèñü Xn ↗ X (mod J (X)) îçíà÷àåò, ÷òî Xn ⊂ Xn+1 è (X \ ∪nXn) ∈ J (X) .
Ñîîòâåòñòâåííî, Xn ↘ ∅ (mod J (X)) , åñëè X \Xn ↗ X (mod J (X)) .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α : X → Y � íåïðåðûâíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ýêñòðåìàëüíî
íåñâÿçíîãî õàóñäîðôîâà êîìïàêòà X ñ÷åòíîãî òèïà â ñëàáîå ïðîñòðàíñòâî Áýðà Y .
Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ñóùåñòâóþò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
(Yi ⊂ Y )i∈I è ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé (βi : Yi → X)i∈I òàêèå, ÷òî:

a) ìíîæåñòâî X̃ :=
∪
i∈I
βi(Yi) îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî;

b) βi(y) ̸= βj(y) ïðè i ̸= j äëÿ âñåõ y ∈ Yi ∩ Yj ; c) α−1(y) ∩ X̃ = {βi(y)}i:y∈Yi äëÿ âñåõ
y ∈ Y ;

2) ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ îòêðûòî-çàìêíó-
òûõ ìíîæåñòâ (Xi ⊂ X)i∈I òàêîé, ÷òî:

a) ìíîæåñòâî X̃ :=
∪
i∈I
Xi îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî;

b) ñóæåíèå α|Xi
: Xi → Y èíúåêòèâíî äëÿ âñåõ i ∈ I ;

3) ñóùåñòâóåò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Xn ↗
X(mod J (X)) òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì n ìíîæåñòâî α−1(y) ∩ Xn ñîäåðæèò íå áîëåå
÷åì n òî÷åê;

4) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Xn ⊂ X òà-
êàÿ, ÷òî Xn ↗X (mod J (X)) è ïðè êàæäîì n ñóæåíèå αn := α|Xn : Xn → Y îáëàäàåò
ñâîéñòâîì: åñëè Ak ↘ ∅ (mod (J (X)) , òî αn(Ak)↘ ∅ (mod J (Y )) ;

5) ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî X̃ ⊂ X òàêîå, ÷òî ñóæåíèå
α̃ := α|X̃ : X̃ → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ âñåõ A ∈ J (X) ∩ X̃ èìååì α̃(A) ∈
J (Y ) .

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã èçâåñòíîé â òåîðèè ìåðû
ëåììû îá èñ÷åðïûâàíèè [3][ñ. 111], [6][ñ. 67].

Ëåììà 1. Ïóñòü ñåìåéñòâî P(X) ⊂ Uoc(X) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî
U ∈ Uoc(X) íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî P ∈ P(X) òàêîå, ÷òî P ⊂ U .
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Òîãäà íàéäåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ
(X̃i ∈ P(X))i∈I òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî X̃ :=

∪
i∈I
X̃i îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå ñåìåéñòâî áóäåì ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èí-
äóêöèè [11][ñ. 25]. Íà÷íåì ïîñòðîåíèå, ïîëàãàÿ i :=1, Xi :=X .

A) Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî Pi :={U ∈ P(X) : U ⊂ Xi} ̸= ∅ . Ïîýòîìó âûáåðåì
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X̃i ∈ P(X)i . Ïîëîæèì Xi+1 :=Xi \ X̃i . Åñëè Xi+1 = ∅ , òî èñ÷åð-
ïûâàþùåå êîìïàêò X ñåìåéñòâî (X̃i) óæå íàéäåíî. Åñëè Xi+1 ̸= ∅ , òî Xi+1 ∈ Uoc(X) ,
òàê êàê X̃i ∈ Uoc(X) . Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíÿÿ i íà i+ 1 è âîçâðàùàÿñü â A), ìû ìîæåì
ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó âûáîðà.

B) Â ðåçóëüòàòå èòåðàöèé A) ìû ëèáî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîñòðîèì èñ÷åðïû-
âàþùèé X íàáîð (X̃i) , ëèáî ïîëó÷èì (áåñêîíå÷íóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî äèçú-
þíêòíûõ ìíîæåñòâ X̃j ∈ P(X) (j = 1, 2, . . . ) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé óáûâàþùóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ (Xj) ∈ Uoc(X) . Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëàãàåì i := ℵ è

Xi := X \
∪
j<i

Xj , ãäå ℵ � ïåðâûé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë. Òàê êàê êîìïàêò X ýêñòðå-

ìàëüíî íåñâÿçåí, òî çàìûêàíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòû. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Xi

îòêðûòî-çàìêíóòî. Åñëè Xi ∈ J (X) , òî Xi = ∅ è ëåììà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âîçâðàùàåìñÿ ê ïðîöåäóðå âûáîðà, îïèñàííîé â A. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ïîñòóïàåì è
ïðè äîñòèæåíèè âòîðîãî i := ℵ+ℵ è ïîñëåäóþùèõ ïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ. Òàê êàê ëþáîå
äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî ïðîöåññ
âûáîðà ìíîæåñòâ îáîðâåòñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì îðäèíàëå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà÷íåì ñ ñàìîãî ñóùåñòâåííîãî øàãà: 5)⇒ 1) . Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç P := P(X) ìíîæåñòâî âñåõ P ∈ Uoc(X) òàêèõ, ÷òî ñóæåíèå α|P : P → Y
èíúåêòèâíî. Ïðîâåðèì, ÷òî ñåìåéñòâî P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.

Ìíîæåñòâî îòêðûòî X̃ è âñþäó ïëîòíî, à ñåìåéñòâî Uoc(X) ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïî-
ëîãèè ïðîñòðàíñòâà X . Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U ⊂
X̃ (U ∈ Uoc(X)) . Òàê êàê îòîáðàæåíèå α íåïðåðûâíî è îòêðûòî, òî B :=α(U) � íåïó-
ñòîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóæåíèå αU :=
α|U : U → B � íåïðåðûâíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå U íà B , ïðè÷åì αU(J (U)) ⊂ J (B) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ A êîìïàêòà U ⊂ X
òàêèõ, ÷òî αU(A) = B . Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâà èç A ïî âêëþ÷åíèþ: A2 ≼ A1 , åñëè
A2 ⊂ A1 . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî U êîìïàêòíî, òî ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ ëþáîé öåïè
(Ai)i∈I íåïóñòî: A :=

∩
i∈I
Ai ̸= ∅ . Êðîìå òîãî, èç êîìïàêòíîñòè U òàêæå ñëåäóåò [1][Ïðåäë.

1, ñ. 505], ÷òî

αU(A) = α(
∩
i∈I

Ai) =
∩
i∈I

α(Ai) = B. (1)

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ öåïü â A èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ñîãëàñíî ëåììå Öîðíà ìíî-
æåñòâî A ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò A .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî intA = ∅ . Òîãäà A ∈ J (U) . Èç âêëþ÷åíèé (1) ñëåäóåò, ÷òî
B = αU(U) ∈ J (Y ) . Íî ìíîæåñòâî B íåïóñòî è îòêðûòî-çàìêíóòî, à ïðîñòðàíñòâî Y
� ñëàáîå ïðîñòðàíñòâî Áýðà. Ïîýòîìó, åñëè B ̸= ∅ , òî B /∈ J (Y ) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíÿ-
òîå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çíà÷èò, intA ̸= ∅ è ìû ìîæåì ïîëîæèòü P := intA . Ïðîâåðèì, ÷òî P ∈ P , ò.å.
ñóæåíèå α|P èíúåêòèâíî. Åñëè ýòî íå òàê, òî α(x1) = α(x2) äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
x1, x2 ∈ P . Îòäåëèì òî÷êè x1 è x2 íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûìè îêðåñò-
íîñòÿìè U1 è U2 , ëåæàùèìè â P . Òàê êàê îòîáðàæåíèå α íåïðåðûâíî è îòêðûòî, òî
ìíîæåñòâî V := α(U1) ∩ α(U2) îòêðûòî-çàìêíóòî â Y . Îáîçíà÷èì: A1 := α−1(V ) ∩ U2 è
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Ã := A \ A1 , ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî A1 íåïóñòî è îòêðûòî-çàìêíóòî. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
Ã çàìêíóòî, Ã ⊂ A è Ã ̸= A . Èç âêëþ÷åíèÿ

α(α−1(V ) ∩ U1) ⊃ V ∩ α(U1) = V

ñëåäóåò α(Ã) = α(A) = B . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ V , òî íàéäåòñÿ x ∈ α−1(V )∩U1 ⊂ Ã .
Åñëè æå y /∈ V , òî íàéäåòñÿ x ∈ [(α−1(B) ∩ A) \ α−1(V )] ⊂ Ã . Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
Ã ∈ A . Òàê êàê A � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñåìåéñòâà A , òî âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 1. Ïî ýòîé ëåììå íàéäåòñÿ
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî (Xi ∈ P)i∈I òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî X̃ :=

∩
i∈I
Pi îòêðûòî

è âñþäó ïëîòíî. Ïîëîæèì Yi := α(Xi) è αi := α|Xi
: Xi → Yi (i ∈ I) . Ïðè êàæäîì

i îòîáðàæåíèå αi íåïðåðûâíî, îòêðûòî è áèåêòèâíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî αi ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìåîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå βi := α−1

i : Yi → Xi íåïðåðûâíî
è îòêðûòî. Òàê êàê Xi ∩ Xj = ∅ ïðè i ̸= j , òî βi(y) ̸= βj(y) äëÿ âñåõ y ∈ Yi ∩ Yj . È,
íàêîíåö, ïî ïîñòðîåíèþ

α−1(y) ∩ X̃ = {βi(y)}i:y∈Yi
äëÿ âñåõ y ∈ Y .

1)⇒ 2) . Ïîëîæèì Xi := βi(Yi) (i ∈ I) .
2)⇒ 3) . Ïîëîæèì Xn :=

∪
i≤n

X̃i .

4)⇒ 5) . Ïîëîæèì X̃ :=
∪
n≥1

X̃n . Ïóñòü A ∈ J (X) ∩ X̃ . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An :=

A ∩ X̃n (n = 1, 2. . . . ) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ σ-èäåàëà J (X) . Èç óòâåðæäåíèÿ 4) ñëåäóåò,
÷òî α(An) ∈ J (Y ) äëÿ âñåõ n = 1, . . . . Òàê êàê α(An) ↘ α(A) è J (Y ) � σ-èäåàë, òî
α(A) ∈ J (Y ) .

3)⇒ 4) . Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xn ↗ X (mod J (X)) ïðè êàæäîì n è y ∈ Y
èìååì:

α−1(y) ∩Xn = {xi : i = 1, . . . ,m(y)}, m(y) ≤ n.

Îáîçíà÷èì: m1 = max
y
m(y) è Y1 := {y ∈ Y : m(y) = m1} . Ïóñòü ȳ ∈ Y1 . Òîãäà

α−1(ȳ) ∩ Xn = {x̄1, . . . , x̄m1} . Îòäåëèì òî÷êè x̄i (i = 1, . . . ,m1) îòêðûòî-çàìêíóòûìè

îêðåñòíîñòÿìè U1, . . . , Um1 òàê, ÷òîáû x̄i ∈ Ui . Ìíîæåñòâî Vȳ :=
m1∩
i=1

(α(Ui)) íåïóñòî, òàê

êàê ȳ ∈ Vȳ . Ïðîâåðèì, ÷òî ñóæåíèå α|α−1(Vȳ)∩Ui
èíúåêòèâíî äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m1 . Ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòè i = 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ äâå òî÷êè x
(1)
1 , x

(2)
1 ∈ U1 äëÿ êî-

òîðûõ α(x
(1)
1 ) = α(x

(2)
1 ) = y . Íî òîãäà, ïîñêîëüêó ïðè i ̸= 1 íàéäåòñÿ òî÷êà xi ∈ Ui , äëÿ

êîòîðîé α(xi) = y , ìíîæåñòâî α−1(y) äîëæíî ñîäåðæàòü ïî êðàéíåé ìåðå m1 + 1 òî÷êó.
ßñíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó Vȳ ⊂ Y1 . Ìíîæåñòâî Vȳ � îòêðûòî-çàìêíóòàÿ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè ȳ ∈ Y1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Y1 åñòü îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Y . Ïîëîæèì Xn1 := α−1(Y1) ∩Xn . Îòìåòèì îñîáî, ÷òî, êàê âûøå ïîêàçàíî, ó
êàæäîé òî÷êè x ∈ Xn1 ñóùåñòâóåò îòêðûòî-çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U = α−1(Vȳ) ∩ Ui ñ
èíúåêòèâíûì ñóæåíèåì α|U . Ïîëîæèì m2 = max{m(y) : y ∈ Y \ Y1} è, ïîâòîðÿÿ ïðî-
öåññ, íàéäåì ìíîæåñòâî Xn2 c òåì æå ñâîéñòâîì. Ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðîöåññà ñòàíåò
íåâîçìîæíûì ëèøü òîãäà, êîãäà áóäóò èñ÷åðïàíû âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Xn . Òàêèì îá-
ðàçîì äîêàçàíî ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ Xn îáëàäàåò îòêðûòî-çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ Ux
c èíúåêòèâíûì ñóæåíèåì α|Ux . Âûáåðåì èç ïîêðûòèÿ {Ux}x∈Xn êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
{Xni := Uxi : i = 1, . . . , k} .

Ñóæåíèå αni := α|Xni
: Xni → αXni ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Òàê êàê îòîáðàæåíèå αni

îòêðûòî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è ïîòîìó ïåðåâîäèò J (Xni) íà J (α(Xni)) .
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Îòñþäà èìååì
α(J (Xn)) = ∪i(αJ (Xni)) ⊂ J (Y ).

Åñëè Ak ∈ Uoc(Xn) è Ak ↘ ∅ (mod J (Xn)) , òî, âñëåäñòâèå êîìïàêòíîñòè Ak , α(Ak) ↘
α(A) , ãäå A := ∩kAk ∈ J (Xn) . Òàê êàê α(J (Xn)) ⊂ J (Y ) , òî α(A) ∈ J (Y ) . Ñëåäîâà-
òåëüíî, α(Ak)↘ ∅ (mod J (Y )) .

3. Ëîêàëüíàÿ îáðàòèìîñòü èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé

Ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ïîëíàÿ áóëåâà σ-àëãåáðà A èìååò êàíîíè÷åñêóþ
ðåàëèçàöèþ â âèäå ôàêòîð-àëãåáðû B/I , ãäå B � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ
ïîëå Boc îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X (ïðî-
ñòðàíñòâà Ñòîóíà ýòîé àëãåáðû), I � èäåàë ìíîæåñòâ ïåðâîé êàòåãîðèè â X . Ïîýòî-
ìó âïîëíå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1 äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ σ-ãîìîìîðôèçìîâ
ïîëíûõ áóëåâûõ àëãåáð. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ àëãåáð ÿâëÿþòñÿ
σ-àëãåáðû ñ ïîëíîé êîíå÷íîé ìåðîé. Îíè èìåþò ñ÷åòíûé òèï è ïîòîìó èõ ïðîñòðàíñòâî
Ñòîóíà òîæå ñ÷åòíîãî òèïà. Ìû ïðèìåíèì òåîðåìó 1 äëÿ èçó÷åíèÿ σ-ãîìîìîðôèçìîâ òàê
íàçûâàåìûõ ñòàíäàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé (ïîëíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ è èõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ c áîðåëåâñêîé àëãåáðîé è îïðåäåëåííîé íà íåé
áîðåëåâñêîé ìåðîé). Ïðèâåäåì ïðåäâàðèòåëüíî íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î ïðåä-
ñòàâëåíèè σ-àëãåáð.

Ïóñòü (X,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëíîé êîíå÷íîé ìåðîé, Σ0 � èäåàë ìíîæåñòâ ìåðû
íóëü. Ïî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ôàêòîð-àëãåáðà A := Σ/Σ0 èçîìîðôíà ôàêòîð-àëãåáðå
Σ̂/Σ̂0 àëãåáðû Σ̂ , ïîðîæäåííîé ïîëåì Σ̂oc îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñòîóíîâñêîãî
êîìïàêòà X̂ ïî èäåàëó Σ̂0 ìíîæåñòâ ïåðâîé êàòåãîðèè. Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî A
ðåãóëÿðíà è ïîòîìó êàæäîå ìíîæåñòâî ïåðâîé êàòåãîðèè â X̂ íà ñàìîì äåëå íèãäå íå
ïëîòíî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò X̂ èçîìîðôåí êîìïàêòó
Ãåëüôàíäà áàíàõîâîé àëãåáðû L∞(X,Σ, µ) , ÷òî ïîçâîëÿåò ñìîòðåòü íà êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé êàê íà ôóíêöèè íåïðåðûâíûå.

Ââèäó èçîìåòðèè Σ/Σ0
∼= Σ̂/Σ̂0 ìû èìååì âîçìîæíîñòü �ïîäíèìàòü� âîçíèêàþùèå â

òåîðèè ìåðû ïðîáëåìû íà ñòîóíîâñêèé êîìïàêò.
Ìû êîñíåìñÿ îäíîé èç òàêèõ ïðîáëåì � õàðàêòåðèçàöèè ñâîéñòâà ëîêàëüíîé îáðàòè-

ìîñòè σ-ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáð ñ ìåðàìè. Ìû ïîòîìó ðàññìàòðèâàåì ñòàíäàðòíóþ ñèòó-
àöèþ, ÷òî òîëüêî â ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèè êàæäûé σ-ãîìîìîðôèçì ïîðîæäàåòñÿ ïîòî÷å÷-
íûì îòîáðàæåíèåì.

Ïóñòü (X,Σ, µ) è (Y,S, ν) � ñòàíäàðòíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðàìè. Ðàññìîòðèì èçìå-
ðèìîå îòîáðàæåíèå α : X → Y , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ (óñëîâèþ
¾íåçàâèñàíèÿ¿):

åñëè B ∈ S è ν(B) = 0 , òî µ(α−1(B)) = 0 .

Ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî ïðàâèëó

h : [B]S0 → [α−1(B)]Σ0 (B ∈ S)
êîððåêòíî ïîðîæäàëñÿ σ-ãîìîìîðôèçì h : S/S0 → Σ/Σ0 . Íàëè÷èå êàíîíè÷åñêèõ èçîìîð-
ôèçìîâ

Σ/Σ0
∼= Σ̂/Σ̂0 è S/S0 ∼= Ŝ/Ŝ0

ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè σ-ãîìîìîðôèçì h íà σ-ãîìîìîðôèçì ĥ : Ŝ/Ŝ0 → Σ̂/Σ̂0 èõ êàíîíè-
÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ïîðîæäàåòñÿ ïîòî÷å÷íûì îòîá-
ðàæåíèåì α̂ : X̂ → Ŷ , êîòîðîå íåïðåðûâíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: åñëè ìíîæåñòâî B̂
íèãäå íå ïëîòíî â Ŷ , òî α̂−1(B) íèãäå ïëîòíî â X̂ . Èçó÷èì ýòî óñëîâèå îòäåëüíî.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(X) êëàññ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X . Ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç R(Y ) � êëàññ íèãäå íå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y .

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå α : X → Y áóäåì íàçûâàòü R-íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ
âñåõ B ∈ R(Y ) ïîëó÷àåì α−1(B) ∈ R(X) .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò íàì âîçìîæíîñòü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1.
Ëåììà 2. Ïóñòü X è Y � ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå êîìïàêòû. Òîãäà ëþáîå R -

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå α : X → Y îòêðûòî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòêðûòî-çàìêíóòûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèé ïðî-

ñòðàíñòâ X è Y . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî α(U) � îòêðûòîå â Y ìíîæåñòâî
äëÿ êàæäîãî îòêðûòî-çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X .

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî intV = ∅ . Èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ α è êîì-
ïàêòíîñòè ìíîæåñòâà U ñëåäóåò, ÷òî V åñòü çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
Y . Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ åãî âíóòðåííîñòü ïóñòà, òî V íèãäå íå ïëîòíî, ò.å.
V ∈ R(Y ) . Ââèäó R-íåïðåðûâíîñòè α−1(V ) ∈ R(X) . Ñëåäîâàòåëüíî, intα−1(V ) = ∅ .
Íî intα−1(V ) = α−1(α(U)) ⊃ U ̸= ∅ . Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, intV ̸= ∅ . Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî-
ñòè V1 = intV � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê V1 ⊂ V , òî V1 = intV .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî V1 ̸= V . Òîãäà ìíîæåñòâî U2 := U \ α−1(V1) äîëæíî áûòü
íåïóñòûì îòêðûòî-çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà X . ßñíî, ÷òî α(U2) = V2 :=
V \ V1 è intV2 = ∅ . Ýòîò âûâîä ïðîòèâîðå÷èò ôàêòó, óñòàíîâëåííîìó âûøå. Ïîýòîìó
α(U) = V = V1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî α(U) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ïîäìíî-
æåñòâîì ïðîñòðàíñòâà Y

Òåïåðü ó íàñ âñå ïîäãîòîâëåíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå î ëîêàëü-
íîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α : X → Y � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå ñòàíäàðòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ ìåðàìè (X,Σ, µ) è (Y,S, ν) , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ: åñëè
B ∈ S è ν(B) = 0 , òî µ(α−1(B)) = 0 .

Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X̃ ïîëíîé ìåðû òàêîå, ÷òî ñóæåíèå α̃ := α|X̃ : X̃ → Y

óäîâëåòâîðÿåò N-óñëîâèþ Ëóçèíà: åñëè A ∈ Σ ∩ X̃ è µ(A) = 0 , òî ν(α(A)) = 0 ;
2) ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð {Ai ∈ Σ : i = 0, 1, . . . } ïîïàðíî äèçúþíêò-

íûõ ìíîæåñòâ òàêîé, ÷òî: a) µ(X0) = 0, µ(Xi) > 0 ïðè i > 0 è ∪i≥0Xi = X ;
b) ïðè i > 0 ìíîæåñòâî Yk := α(Xk) èçìåðèìî, ñóæåíèå αk := α|Xk

: Xk → Yk
îáðàòèìî è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå βk := α−1

k : Yk → Xk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëà-
ñîâàíèÿ;

3) äëÿ îòîáðàæåíèÿ α̂ : X̂ → Ŷ , èíäóöèðîâàííîãî â êàíîíè÷åñêèõ ñòîóíîâñêèõ ïðåä-

ñòàâëåíèÿõ, ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî
˜̂
X òàêîå, ÷òî ñóæåíèå

˜̂α := α̂ ˜̂
X
:
˜̂
X → Ŷ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: åñëè Â ∈ J (X̂) ∩ ˜̂

X , òî α̂(Â) ∈ J (Ŷ ) .
Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 2) ýòîé òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó ëîêàëüíîé îáðàòè-

ìîñòè: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ Σ ñ µ(A) > 0 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A1 ∈ Σ òàêîå,
÷òî: A1 ⊂ A, µ(A1) > 0, α(A1) ∈ T , îòîáðàæåíèå α|A1 : A1 → α(A1) îáðàòèìî è îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ.

Ïî ñîäåðæàíèþ òåîðåìû ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå. Â óòâåðæäåíèè 1) âûÿñíÿåòñÿ
íîâàÿ ðîëü óñëîâèÿ Ëóçèíà: îíî íå òîëüêî ãàðàíòèðóåò èçìåðèìîñòü îáðàçà èçìåðèìî-
ãî ìíîæåñòâà ïðè èçìåðèìîì îòîáðàæåíèè, íî è ÿâëÿåòñÿ ñêðûòûì êðèòåðèåì ëîêàëüíîé
îáðàòèìîñòè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïåðåôîðìóëèðîâêà ýòîãî óñëîâèÿ â óòâåðæäåíèè 3) ôàê-
òè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íåñòàíäàðòíûì êðèòåðèåì ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè.
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Ìû ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî, îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå ÷èñòî òåõ-
íè÷åñêèå äåòàëè.

1)⇒ 2) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 2) íåâåðíî. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 2

íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî X0 ñ µ(X0) > 0 òàêîå, ÷òî ñóæåíèå α0 := α|X0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì
àíòèèíúåêòèâíîñòè [12], [9], [10]: åñëè A ∈ Σ ∩X0 è α|A � èíúåêöèÿ, òî µ(A) = 0 .

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X0 = X . Â ëåììå 2 ôàê-
òè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî àíòèèíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ α : X → Y ýêâèâàëåíòíà
ñóùåñòâîâàíèþ σ-ïîäàëãåáðû Στ ⊂ Σ òàêîé, ÷òî: 1) µ|Στ � äèôôóçíàÿ (íå èìåþùàÿ
àòîìîâ) ìåðà; 2) σ-ïîäàëãåáðû Στ è Σα := α−1(S ) íåçàâèñèìû.

Íàèìåíüøóþ σ-ïîäàëãåáðó σ(Σα,Στ ) , ñîäåðæàùóþ ïîäàëãåáðû Σα è Στ , ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ïðîåêòèâíûì òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì Σ1 := Σα⊗Στ , òåì ñàìûì âëîæèâ
Σα⊗Στ â Σ . Òàê êàê α−1(S) = Σα×X , òî ïðè òàêîì âëîæåíèè i : Σα⊗Στ

∼= σ(Σα,Στ )→ Σ
σ-ãîìîìîðôèçì α−1 : S → Σ ¾ïðîïóñêàåòñÿ¿ ÷åðåç îïåðàòîð òîæäåñòâåííîãî âëîæå-
íèÿ iα : Σ × X → Σ , ò.å iα(α

−1) = α−1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî αΣ = α(pα) , ãäå
pα : Σ1 := Σα ⊗ Στ → Σα

∼= Σα × X � ¾ïðîåêöèÿ¿ íà ïåðâûé ìíîæèòåëü òåíçîðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ Σ1 . Íà îáðàçóþùèõ ýëåìåíòàõ A × B (A ∈ Σα, B ∈ Στ ) ýòîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ïðîåêöèÿ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: A × B 7−→ A × X . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóæåíèå
µτ := µ|X×Στ ÿâëÿåòñÿ äèôôóçíîé ìåðîé, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ áàçîâûõ ìíî-
æåñòâ C := A × B , äëÿ êîòîðûõ µα(A) > 0 , à µτ (B) = 0 , îáðàç α(C) èìååò íåíóëåâóþ
ìåðó: ν(α(C)) = µ(A) > 0 , íî µ(C) = 0 . Ïîñêîëüêó òàêèõ áàçîâûõ ìíîæåñòâ èìååòñÿ
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî (à èìåííî, 2c , ãäå c � êîíòèíóóì), òî ïîëó÷åííûé
âûâîä íåñîâìåñòèì ñ óòâåðæäåíèåì 1).

2)⇒ 1) . Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü X̃ = ∪i>0Xi .

2)⇒ 3) . Ñîãëàñíî òåîðåìå Ì. Ñòîóíà äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî êëàññà µ-ýêâèâàëåíò-

íîñòè [A]Σ0 (A ⊂ Σ, µ(A) > 0) íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
Â ⊂ X̂ òàêîå, ÷òî h0[A] = Â . Çäåñü h0 : Σ/Σ0 → Σ̂oc� èçîìîðôèçì ïîëíîé áóëåâîé
σ-àëãåáðû Σ/Σ0 íà ïîëå Σ̂oc îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ åå ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà
X̂ . Ïîýòîìó ïðè i > 0 σ-àëãåáðà Σi/Σi0 (Σi := Σ ∩ Xi, Σi0 := Σ0 ∩ Xi , ÿâëÿþùàÿñÿ
êîìïîíåíòîé (ïîëîñîé) σ-àëãåáðû Σ/Σ0 , êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíà σ-àëãåáðå Σ̂/Σ̂0 (Σ̂i :=
Σ̂ ∩ X̂i, Σ̂i0 := Σ̂0 ∩ X̂i . Â óòâåðæäåíèè 2) ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå αi := α|Xi

:
Xi → Yi ïîðîæäàåò σ-èçîìîðôèçì α−1 : Si/Si0 → Σi/Σi0 . Ïî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè
îòîáðàæåíèå α̂i : α̂|X̂i

: X̂i → Ŷi òàêæå ïîðîæäàåò σ-èçîìîðôèçì α̂−1
i : Ŝi/Ŝi0 → Σ̂i/Σ̂i0 .

ßñíî, ÷òî îáðàòíûé ê α̂−1
i σ-èçîìîðôèçì èìååò âèä α̂ : Σ̂i/Σ̂i0 → Ŝi/Ŝi0 è ïîòîìó

α̂i(Σ̂i0) = α̂i(Σ̂ ∩ X̂i) ⊂ Ŝi0 = Ŝ0 ∩ Ŷi ⊂ Ŝ0.

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó µ(∪i>0Xi) = µ(X) , òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî
˜̂
X := ∪i>0X̂i âñþäó

ïëîòíî â X̂ .
3)⇒ 2) . Ïîðîæäàþùåå σ-ãîìîìîðôèçì êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé îòîáðàæåíèå

α̂ : X̂ → Ŷ ℜ-íåïðåðûâíî. Ñîãëàñíî ëåììå 2 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå α̂ îòêðû-
òî. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 5) òåîðåìû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî è óòâåð-
æäåíèå 2) ýòîé òåîðåìû: íàéäåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð {X̂i ⊂ X̂ : i = 1, . . . } ïîïàð-
íî äèçúþíêòíûõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X̂ òàêîé, ÷òî îòêðûòîå

ìíîæåñòâî
˜̂
X := ∪i≥1X̂i âñþäó ïëîòíî è ñóæåíèå α̂i := α̂|X̂i

: X̂i → Ŷ èíúåêòèâíî ïðè

âñåõ i = 1, . . . . Òàê êàê îòîáðàæåíèå α̂ îòêðûòî, òî îòîáðàæåíèå α̂i : X̂i → Ŷi := α̂(̂Xi)
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ïîðîæäàþùèì σ-èçîìîðôèçì Σ̂i/Σ̂i0 → Ŝi/Ŝi0 . Âûáåðåì áî-
ðåëåâñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé Xi è Yi èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé h−1

0 (X̂i) è h−1
0 (Ŷi) Äàëåå
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çàìåòèì, ÷òî σ-èçîìîðôèçì α̂i èíäóöèðóåò σ-èçîìîðôèçì hi : Σi/Σi0 → Si/Si0 ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôàêòîð-àëãåáð. Ñîãëàñíî òåîðåìå îí ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ïîòî÷å÷íûì
îòîáðàæåíèåì α̃ : Xi → Yi ⊂ Y , ýêâèâàëåíòíûì ñóæåíèþ αi := α|Xi

.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëîé µ̂(Â) := µ(A) (A ∈ h−1
0 (Â)) ìåðà µ ïåðåíîñèòñÿ ñ σ-àëãåáðû

Σ íà ïîëå Σ̂oc îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà X̂ σ-àëãåáðû
Σ/Σ0 . Ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîé ìåðû íà íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó Σ̂ , ñîäåðæàùóþ Σ̂oc , ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé (X̂, Σ̂, µ̂) , ìåòðè÷åñêè èçîìîðôíîãî ïðîñòðàíñòâó
(X,Σ, µ) . Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ìåðû µ̂ ÿâëÿåòñÿ åå ñîãëàñîâàííîñòü ñ êàòåãîðèåé:
µ̂(Â)=0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Â ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà (X̂, Σ̂, µ̂) ââèäó òàêîé ñîãëàñîâàííîñòè ýêâèâàëåíòíîñòü 1) ⇐⇒ 3)
ñòàíîâèòñÿ òàâòîëîãèåé, à ýêâèâàëåíòíîñòü 2)⇐⇒ 3) � òàâòîëîãè÷íîé ïåðåôîðìóëèðîâ-
êîé ýêâèâàëåíòíîñòè 2)⇐⇒ 5) óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå 2) òåîðåìû 2 äîïóñêàåò òðàêòîâêó â òåðìèíàõ σ-
ãîìîìîðôèçìîâ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ïå-
ðåôîðìóëèðîâêîé óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû 1. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, óòâåðæäåíèå 1), õîòÿ è
êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä òàâòîëîãè÷íûì ïåðåâîäîì óòâåðæäåíèÿ 5) òåîðåìû 1, íà ñàìîì
äåëå òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ: îíî íå èìååò âûðàæåíèÿ â òåðìèíàõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü α : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòà X
â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y è (Ai)i∈I � íàïðàâëåííîå ïî óáûâàíèþ ñåìåéñòâî
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòà X ñ ïåðåñå÷åíèåì A . Òîãäà

α(A) =
∩
i∈I

α(Ai).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âñåõ i ∈ I α(A) ⊂ α(Ai) , òàê êàê A ⊂ Ai Îòñþäà α(A) ⊂∩
i∈I
α(Ai) . Ïðîâåðèì âêëþ÷åíèå

∩
i∈I
α(Ai) ⊂ α(A) .

Ïóñòü y ∈
∩
i∈I
α(Ai) . Ïðè êàæäîì i ∈ I ìíîæåñòâî Aiy := Ai ∩ α−1(y) çàìêíóòî.

Ñåìåéñòâî (Aiy)i∈I íàïðàâëåíî ïî óáûâàíèþ. Ââèäó êîìïàêòíîñòè X ïåðåñå÷åíèå Ay :=∩
i∈I
α(Aiy) íåïóñòî. Íî Ay = A ∩ α−1(y) . Ïîýòîìó

α(A) ∩ {y} ⊃ α(Ay) ̸= ∅,

ò.å. y ∈ α(A) .
Ïðåäëîæåíèå 2. Êàæäîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî A ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî-

ãî õàóñäîðôîâà êîìïàêòà X ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî B , ãîìåîìîðôíîå ðàñøèðåíèþ
Ñòîóíà�×åõà βN ïðîñòðàíñòâà N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäóþùåé èòåðàòèâíîé ñõåìå ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê a1, a2, . . . è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ V1, V2, . . . òàêèõ, ÷òî ai ∈ Vi ,
Vi ∩ Vj ïðè i ̸= j è Ad := {a1, a2, . . . } ⊂ A .

Ïîëîæèì X1 := X , A0 := A è A1 := A0∩X1 . Ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ïðîñòðàíñòâà X äëÿ
äâóõ (ïðîèçâîëüíî) âûáðàííûõ òî÷åê x1 è x2 ìíîæåñòâà A1 íàéäóòñÿ èõ îêðåñòíîñòè U1

è U2 ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè U1 è U2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç C îäíî èç çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ U1 , U2 è X \ (U1∪U2) , ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà A1 . Èç
òî÷åê x1 è x2 âûáåðåì òî÷êó a1 , êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó C . Îòäåëèì òî÷êó
a1 îò çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà C îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè V1 è X2 : a1 ∈ V1 , C ⊂ X2 è
V1 ∩X2 . Â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî øàãà ïîñòðîåíèÿ íàéäåíû òî÷êà a1 è îòêðûòîå ìíîæåñòâî
V1 , òàêæå óêàçàíî îòêðûòîå â X ïîäïðîñòðàíñòâî X2 , íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ
ïîñòðîåíèÿ.
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Ìíîæåñòâî Ad ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì äèñêðåòíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîýòî-
ìó åãî ðàñøèðåíèå Ñòîóíà�×åõà βD ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó βN . Ïðîâåðèì, ÷òî βD
ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì B := Ad ìíîæåñòâà â òîïîëîãèè ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî êîì-
ïàêòà X . Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó êðèòåðèþ [11][ñ. 267] äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàêîâû áû
íè áûëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà I1 è I2 íàòóðàëüíîãî ðÿäà N çàìûêàíèÿ â A
ïîäìíîæåñòâ A1 := {ai : i ∈ I1} è A2 := {ai ∈ I2} ìíîæåñòâà A íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íî
ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê âñëåäñòâèå ýêñòðåìàëüíîé íåñâÿçíîñòè X çàìûêàíèÿ íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U1 :=

∪
{Vi : i ∈ I1} è U2 :=

∪
{Vi : i ∈ I2} , ñîäåðæàùèõ,

ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà A1 è A2 , íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó A çàìêíóòî â X ,

òî B = Ad ⊂ A .
Êàê èçâåñòíî [11][ñ. 268], ìîùíîñòü ïðîñòðàíñòâà βN ðàâíà 2c ( c = 2ℵ0 ). Ïîýòîìó èç

äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Ìîùíîñòü ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà ýêñòðåìàëü-

íî íåñâÿçíîãî õàóñäîðôîâà êîìïàêòà íå ìåíüøå 2c .
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÀÎ ¾ÏÐÎÃÍÎÇ¿.

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 27.10.2016
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Abstract. The paper is about open continuous mappings from extremely disconnected Hausdorf's
compact of countable type into topological space with connectivity components that are not sets
of the Baire �rst category. It is proved that such mapping is local homomorphism if and only if it
maps all �rst-cathegory sets (maybe, except subsets of unique closed nowhere dense set) into �rst-
cathegory sets. The obtained result is used for characterization of local reversibility of measurable
mappings that act on standard spaces with measures. In particular, it is found out that Luzin's
N -condition does not only guarantee the measurability of an image but actually is also a criterion
of local reversibility.
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ÓÄÊ 517.968

Êâàçèëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì è

èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ 1 Ê. Õ. Øàáàäèêîâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíîé ñìåøàííîé
çàäà÷è äëÿ îäíîãî êâàçèëèíåéíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïñåâäîïàðàáîëè-
÷åñêîãî òèïà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì è îòðàæåíèåì ïåðâîãî àðãóìåíòà. Ðàçâèò ìåòîä âû-
ðîæäåííîãî ÿäðà äëÿ ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïñåâ-
äîïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïðèìåíåí ìåòîä Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
ñâåäåíî ê ñèñòåìå èç ñ÷åòíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñëîæíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.
Ïîñëå íåñëîæíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷åíà ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êîòîðîé äîêàçàíà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé â ñî÷åòàíèè åãî ñ ìåòîäîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëîêàëüíàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
âûðîæäåííîå ÿäðî, îòðàæåíèå àðãóìåíòà, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ðåàëüíîì ìèðå, ÷à-
ñòî ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðåä-
ñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ìíîãèå çàäà÷è ãàçîâîé äèíàìèêè,
òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïðèâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [1]�[3]. Èçó÷åíèþ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîñâÿùåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ, â ÷àñòíîñòè ðàáîòû àâòîðà [4]�[7].

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè íåëèíåéíîé àêóñòèêè è â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè
êîñìè÷åñêîé ïëàçìû. ×àñòî èçó÷åíèå çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â ïî-
ðèñòûõ ñðåäàõ ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà
[8]. Ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà òàêæå
ñâîäÿòñÿ çàäà÷è èçó÷åíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëàáîäèñïåðãèðóþùèõ ñðåäàõ [9], â
õîëîäíîé ïëàçìå è ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå è ò.ä. Èçó÷åíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì. [10]�[16]).

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàíèöà îáëàñòè ïðîòåêàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà íåäîñòóïíà äëÿ
èçìåðåíèé, â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, äîñòàòî÷íîé äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷è, ìîãóò ñëóæèòü íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå [17]�[19].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ íåëîêàëüíîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì.Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, tursun.k.yuldashev@gmail.com

2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ôåðãàíñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ôåðãàíà, Óçáåêèñòàí; konak.shabadikov@mail.ru
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íåëèíåéíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà òðåòüå-
ãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Ìåòîä âûðîæäåííîãî ÿäðà ðàçâèâàåòñÿ â [20], [21]
äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Â îáëàñòè Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

∂ U(t, x)

∂ t
− ∂ 3U(t, x)

∂ t ∂x2
− µ

T∫
−T

K(t, s)
∂ 2U(−s, x)

∂ x 2
ds =

= η(t)

T∫
−T

U(θ, x)dθ + f

x, T∫
−T

l∫
0

H(θ, y)U(θ, y) dy dθ

 (1.1)

ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì

U(0, x) +

T∫
−T

Θ(t)U(t, x) dt = φ(x), x ∈ Ω l (1.2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Áåíàðà

U(t, 0) = U(t, l) = 0, t ∈ ΩT , (1.3)

ãäå η(t) ∈ C(ΩT ) , f(x, γ) ∈ C(Ω l×R) , Θ(t) ∈ C1(ΩT ) , φ(x) ∈ C 3(Ωl) , φ(0) = φ(l) = 0 ,

0 <
T∫

−T

l∫
0

|H(t, x)| dx dt < ∞ , K(t, s) =
m∑
i=1

a i(t)b i(s) , a i(t), b i(s) ∈ C(ΩT ) , Ω ≡ ΩT × Ω l ,

ΩT ≡ [−T, T ] , Ω l ≡ [0, l] , 0 < T < ∞ , 0 < l < ∞ , µ � äåéñòâèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé
ïàðàìåòð.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè a i(t) è b i(s) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.
Îïðåäåëåíèå. Ïîä ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)�(1.3) ïîíèìàåì ôóíêöèþ

U(t, x) ∈ C 1,2(Ω) , óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1.1) è óñëîâèÿì (1.2), (1.3).

2. Ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Â óðàâíåíèè (1.1) â èíòåãðàëüíîì ñëàãàåìîì ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: s = −τ , îòñþäà
ds = −dτ . Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) ïðèîáðåòàåò âèä

∂ U(t, x)

∂ t
− ∂ 3U(t, x)

∂ t ∂x2
+ µ

T∫
−T

K(t,−τ)∂
2U(τ, x)

∂ x 2
dτ =

= η(t)

T∫
−T

U(θ, x) dθ + f

x, T∫
−T

l∫
0

H(θ, y)U(θ, y) dy dθ

 . (2.4)

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ðàçûñêèâàåì â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

U(t, x) =
∞∑
n=1

un(t)ϑn(x), (2.5)

ãäå ôóíêöèè ϑn(x) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ϑ′′(x)+
+λ 2 ϑ(x) = 0, ϑ(0) = ϑ(l) = 0, 0 < λ è îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé
{
ϑn(x)

}∞

n=1
â L 2(Ω l) , à λn � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

f (x, γ) =
∞∑
n=1

fn(γ)ϑn(x), (2.6)

ãäå fn(γ) =
l∫
0

f (y, γ)ϑn(y) dy , γ =
T∫

−T

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u k(θ)ϑ k(z) dz dθ .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî
ϑ′′
n(x) = −λ 2

n ϑn(x). (2.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (2.5) è (2.6) â óðàâíåíèå (2.4), ñ ó÷åòîì (2.7) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
ñ÷åòíóþ ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

u′n(t)− µωn

T∫
−T

m∑
i=1

a i(t) b i(−τ)un(τ) dτ =

=
1

1 + λ 2
n

η(t)

T∫
−T

un(θ) dθ +
1

1 + λ 2
n

fn(γ), (2.8)

ãäå ωn = λ 2
n

1+λ 2
n
, un(t) =

l∫
0

U(t, y)ϑn(y) dy .

Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèÿ

c in =

T∫
−T

b i(−τ)un(τ) dτ (2.9)

óðàâíåíèå (2.8) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

u′n(t) = µωn

m∑
i=1

a i(t) c in +
η(t)

1 + λ 2
n

T∫
−T

un(θ) dθ +
1

1 + λ 2
n

fn(γ). (2.10)

Èíòåãðàëüíîå óñëîâèå (1.2) äëÿ óðàâíåíèÿ (2.10) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

un(0) +

T∫
−T

Θ(t)un(t) dt = φn, (2.11)

ãäå φn =
l∫
0

φ(y)ϑn(y) dy .

Òîãäà ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t èç (2.10) ñ ó÷åòîì (2.11) ïîëó÷àåì

un(t) = φn h− h
T∫

−T

Θ(t)

µωn m∑
i=1

q i(t) c in +
p(t)

1 + λ 2
n

T∫
−T

un(θ) dθ +
t

1 + λ 2
n

fn(γ)

 dt+

+µωn

m∑
i=1

q i(t) c in +
p(t)

1 + λ 2
n

T∫
−T

un(θ) dθ +
t

1 + λ 2
n

fn(γ), (2.12)

ãäå h−1 =

(
1 +

T∫
−T

Θ(t) dt

)
, p(t) =

t∫
0

η(τ) dτ, q i(t) =
t∫
0

a i(τ) dτ, i = 1,m .
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Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (2.12) â (2.9) äàåò ñèñòåìó èç ñ÷åòíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ÑÑÑÀÓ)

c in + µωn

m∑
j=1

A ij c jn = B in, i = 1,m, (2.13)

ãäå

A ij = −
T∫

−T

b i(−τ) q j(τ) dτ + h

T∫
−T

b i(−τ)
T∫

−T

Θ(ξ) q j(ξ) dξ dτ,

B in = h

T∫
−T

b i(−τ)
T∫

−T

Θ(ξ)

 p(ξ)

1 + λ 2
n

T∫
−T

un(θ) dθ +
ξ

1 + λ 2
n

fn(γ)

 dξ dτ−

−
T∫

−T

b i(−τ)

φn h+
p(τ)

1 + λ 2
n

T∫
−T

un(θ) dθ +
s

1 + λ 2
n

fn(γ)

 dτ. (2.14)

ÑÑÑÀÓ (2.13) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ B in , åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óñëîâèå

∆n(µ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + µωnA11 µωnA12 . . . µ ωnA1m

µωnA21 1 + µωnA22 . . . µ ωnA2m
...

...
. . .

...
µωnAm1 µωnAm2 . . . 1 + µωnAmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0. (2.15)

Îïðåäåëèòåëü ∆n(µ) â (2.15) åñòü ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî µ ñòåïåíè íå âûøå m .
Óðàâíåíèå ∆n(µ) = 0 èìååò íå áîëåå m ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Ýòè êîðíè ÿâëÿþòñÿ ñîá-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè ÿäðà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1). Äðóãèå çíà÷åíèÿ
µ íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, ïðè êîòîðûõ óñëîâèå (2.15) âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ
çíà÷åíèé µ ñèñòåìà (2.13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé êîíå÷íîé íåíóëåâîé
ïðàâîé ÷àñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ òàêèõ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (1.1)�(1.3).

Òîãäà ðåøåíèÿ ÑÑÑÀÓ (2.13) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

c in =
∆ in(µ)

∆n(µ)
, i = 1,m, (2.16)

ãäå

∆ in(µ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + µωnA11 . . . µ ωnA1(i−1) B 1n µωnA1(i+1) . . . µ ωnA1m

µωnA21 . . . µ ωnA2(i−1) B 2n µωnA2(i+1) . . . µ ωnA2m
...

...
...

...
...

. . .
...

µωnAm1 . . . µ ωnAm(i−1) Bmn µωnAm(i+1) . . . 1 + µωnAmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ñðåäè ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëåé ∆ in(µ) íàõîäÿòñÿ B in . Â ñâîþ î÷åðåäü, â ñîñòàâå B in

íàõîäÿòñÿ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè un(t) . Â ñàìîì äåëå, ýòè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè íàõîäè-
ëèñü â ïðàâîé ÷àñòè CÑÑÀÓ (2.13). ×òîáû âûâåñòè èõ èç çíàêà îïðåäåëèòåëåé, âûðàæåíèå
â (2.14) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

B in = B 1in +B 2in

T∫
−T

un(θ) dθ +B 3in fn(γ),
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ãäå

B 1in = φnh

T∫
−T

b i(−τ) dτ,

B 2in =
1

1 + λ 2
n

T∫
−T

b i(−τ)

−p(τ) + h

T∫
−T

Θ(ξ) p(ξ) dξ

 dτ,

B 3in =
1

1 + λ 2
n

T∫
−T

b i(−τ)

−τ + h

T∫
−T

ξΘ(ξ) dξ

 dτ.

Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ èìååì

∆ in(µ) = ∆ 1in(µ) + ∆ 2in(µ)

T∫
−T

un(θ) dθ +∆ 3in(µ) fn(γ),

ãäå ∆kin(µ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + µωnA11 . . . µ ωnA1(i−1) Bk1n µωnA1(i+1) . . . µ ωnA1m

µωnA21 . . . µ ωnA2(i−1) Bk2n µωnA2(i+1) . . . µ ωnA2m
...

...
...

...
...

. . .
...

µωnAm1 . . . µ ωnAm(i−1) Bkmn µωnAm(i+1) . . . 1 + µωnAmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , k = 1, 3.

Òîãäà ôîðìóëà (2.16) ïðèíèìàåò âèä

c in =
∆ 1in(µ)

∆n(µ)
+

∆ 2in(µ)

∆n(µ)

T∫
−T

un(θ) dθ +
∆ 3in(µ)

∆n(µ)
fn(γ), i = 1,m. (2.17)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.17) â (2.12), èìååì ñëåäóþùóþ ñ÷åòíóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé (ÑÑÍÈÓ)

un(t) = ℑ 1(t;un) ≡ Qn(t) +Gn(t)

T∫
−T

un(θ) dθ+

+Φn(t)

l∫
0

f

y, T∫
−T

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u k(θ)ϑ k(z) dz dθ

 ϑn(y)dy, (2.18)

ãäå

Qn(t) = hφn − µωnh
T∫

−T

Θ(t)
m∑
i=1

q i(t)
∆ 1in(µ)

∆n(µ)
dt+ µωn

m∑
i=1

q i(t)
∆ 1in(µ)

∆n(µ)
,

Gn(t) =
p(t)

1 + λ 2
n

− h
T∫

−T

Θ(t)
p(t)

1 + λ 2
n

dt−
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−µωnh
T∫

−T

Θ(t)
m∑
i=1

q i(t)
∆ 2in(µ)

∆n(µ)
dt+ µωn

m∑
i=1

q i(t)
∆ 2in(µ)

∆n(µ)
,

Φn(t) =
t

1 + λ 2
n

− h
T∫

−T

Θ(t)
t

1 + λ 2
n

dt−

−µωnh
T∫

−T

Θ(t)
m∑
i=1

q i(t)
∆ 3in(µ)

∆n(µ)
dt+ µωn

m∑
i=1

q i(t)
∆ 3in(µ)

∆n(µ)
.

3. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ÑÑÍÈÓ

Â ìíîæåñòâå
{
u(t) =

(
un(t)

)
|un(t) ∈ C(ΩT ), n = 1, 2, 3, . . .

}
îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà ñêàëÿð ïîêîîðäèíàòíî. Òîãäà äàí-
íîå ìíîæåñòâî ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Áåðåì òå ýëåìåíòû ýòîãî

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
∞∑
n=1

(
maxt∈ΩT

∣∣∣un(t)∣∣∣) 2

< ∞.

Ñ ââåäåíèåì íîðìû ∥∥u(t)∥∥
B 2(T )

=

√√√√ ∞∑
n=1

(
max
t∈ΩT

∣∣∣un(t)∣∣∣) 2

îíî ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç B 2(ΩT ) .

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.15) . Åñëè
1. β 1 =

∥∥Q(t)∥∥
B 2(ΩT )

<∞ ; β 2 =
∥∥G(t)∥∥

B 2(ΩT )
<∞ ; β 3 =

∥∥Φ(t)∥∥
B 2(T )

<∞ ;

2. M =
∥∥f(x, γ)∥∥

L 2(Ωl)
<∞ ;

∣∣∣f(x, γ1)− f(x, γ2)∣∣∣ ≤ L(x)
∣∣∣γ1 − γ2∣∣∣ ;

3. ρ = β 2T + β 3δ 1δ 2 < 1 ; δ 1 =
∥∥L(x)∥∥

L 2(Ωl)
<∞ ; δ 2 =

T∫
−T

l∫
0

∣∣∣H(t, x)
∣∣∣dxdt <∞ .

Òîãäà ÑÑÍÈÓ (2.18) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå B 2(ΩT ) . Ýòî
ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà{

u 0
n(t) = Qn(t),

u j+1
n (t) = ℑ 1(t;u

j
n), j = 0, 1, 2, . . . .

(3.19)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì øàð S
(
u 0
n; r1

)
ñ ðàäèóñîì r1 = β1 +

β3M

1− β2T
.

Â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû èç (3.19) äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì∥∥u 0(t)
∥∥
B 2(ΩT )

≤ β 1. (3.20)

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû è íåðàâåíñòâà (3.20), èç (3.19) äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòè ïîëó÷àåì
îöåíêó

∥∥u 1(t)− u 0(t)
∥∥
B 2(ΩT )

≤

√√√√ ∞∑
n=1

(
max
t∈ΩT

∣∣∣Gn(t)
∣∣∣) 2

√√√√√ ∞∑
n=1

T∫
−T

∣∣∣Qn(t)
∣∣∣ 2dt+
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+

√√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣Φn(t)
∣∣∣ l∫
0

∣∣∣∣∣∣f
y, T∫

−T

l∫
0

H(t, z)
∞∑
k=1

u 0
k(t)ϑ k(z)dzdt

ϑn(y)

∣∣∣∣∣∣ dy
 2

≤

≤
∥∥Q(t)∥∥

B 2(ΩT )
β2T + β 3

∥∥∥f(x, γ)∥∥∥
L 2(Ωl)

= β 1β 2 T + β 3M. (3.21)

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû è îöåíêè (3.21), èç (3.19) äëÿ ðàçíîñòè u 2(t)− u 0(t) ïîëó÷èì
îöåíêó

∥∥u 2(t)− u 0(t)
∥∥
B 2(ΩT )

≤

√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣Gn(t)
∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 T∫
−T

∣∣∣u 1
n(t)− u 0

n(t)
∣∣∣ dt
 2

+

+

√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣Φ 2n(t)
∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 l∫
0

|f (y, γ1) ϑn(y)| dy

 2

≤

≤ (β1β2T + β3M) β2T + β3M = β1(β2T )
2 + (β2T + 1) β3M, (3.22)

ãäå γ1 =
T∫

−T

l∫
0

H(t, z)
∞∑
k=1

∣∣∣u 1
k(t)
∣∣∣ϑ k(z) dz dt .

Äàëåå, èç (3.19) ñ ó÷åòîì (3.22) èìååì∥∥u 3(t)− u 0(t)
∥∥
B 2(ΩT )

≤
(
β1 β2 T + β3M

)
(β2 T )

2 + (β2 T + 1) β3M =

= β1(β2T )
3 +

(
(β2 T )

2 + β2 T + 1
)
β3M. (3.23)

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, àíàëîãè÷íî (3.23) ïîëó÷àåì∥∥u j(t)− u 0(t)
∥∥
B 2(ΩT )

≤ β1(β2T )
j+

+
(
(β2 T )

j−1 + (β2 T )
j−2 + . . .+ (β2 T )

2 + β2 T + 1
)
β3M. (3.24)

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî β2 T < 1 . Ïîýòîìó èç (3.24) ñ ïåðåõîäîì
ê ïðåäåëó ïðè j →∞

lim
j→∞

∥∥u j(t)− u 0(t)
∥∥
B 2(ΩT )

≤ lim
j→∞

[
β1(β2T )

j+

+
(
(β2 T )

j−1 + (β2 T )
j−2 + . . .+ (β2 T )

2 + β2 T + 1
)
β3M

]
,

èìååì ∥∥u∞(t)− u 0(t)
∥∥
B 2(ΩT )

< β1 +
β3M

1− β2 T
= r1. (3.25)

Èç (3.25) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (2.18) îòîáðàæàåò øàð S
(
u 0
n; r1

)
â

ñåáÿ. Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçíîñòè u j+1(t)− u j(t) ïîëó÷èì îöåíêó

∥∥u j+1(t)− u j(t)
∥∥
B 2(ΩT )

≤

√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣Gn(t)
∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 T∫
−T

∣∣∣u j(t)− u j−1(t)
∣∣∣ dt
 2

+
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+

√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣Φn(t)
∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 l∫
0

L(y)
∣∣ϑn(y)∣∣dy

 2

×

×

√√√√√ ∞∑
n=1

 T∫
−T

l∫
0

|H(t, z)|
∞∑
k=1

∣∣u jk(t)− u j−1
k (t)

∣∣ ∣∣ϑ k(z)∣∣ dz dt
 2

≤

≤

β 2T + β 3δ 2

√√√√√ ∞∑
n=1

 l∫
0

L(y)
∣∣ϑn(y)∣∣ dy

 2
∥∥u j(t)− u j−1(t)

∥∥
B 2(ΩT )

≤

≤ ρ
∥∥u j(t)− u j−1(t)

∥∥
B 2(ΩT )

. (3.26)

Â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ òåîðåìû è èç îöåíêè (3.26) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé
÷àñòè (2.18) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Èç îöåíîê (3.20), (3.25) è (3.26) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
äëÿ îïåðàòîðà (2.18) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (ñì. [22], ñòð. 389�
401]). Ñëåäîâàòåëüíî, ÑÑÍÈÓ (2.18) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t) ∈ B 2(ΩT ) . Êðîìå
òîãî, äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥u j+1(t)− u(t)

∥∥
B 2(ΩT )

≤ ρ j+1

1− ρ

(
β1 β2 T + β3M

)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ÑÑÍÈÓ (2.18) ïî t , èìååì

u′n(t) = ℑ 2(t;u
′
n) ≡ Q′

n(t) +G′
n(t)

T∫
−T

un(θ) dθ+

+Φ′
n(t)

l∫
0

f

y, T∫
−T

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u k(θ)ϑ k(z) dz dθ

 ϑn(y) dy, (3.27)

ãäå Q′
n(t) ∈ C 1(ΩT ) , G

′
n(t) ∈ C 1(ΩT ) , Φ

′
n(t) ∈ C 1(ΩT ) .

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. è
N 0 =

∥∥Q′(t)
∥∥
B 2(ΩT )

<∞ ; N 1 =
∥∥G′(t)

∥∥
B 2(ΩT )

<∞ ; N 2 =
∥∥Φ′(t)

∥∥
B 2(ΩT )

<∞ .

Òîãäà u′(t) ∈ B 2(ΩT ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì øàð S
( d
dt
u 0
n; r2

)
ñ ðàäèóñîì

r2 = max

{
N 0;N 1T

(
β1 +

1

1− β2T

)
+N 2M

}
.

Äëÿ îïåðàòîðà (3.27) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:
d

dt
u 0
n(t) = Q′

n(t),

d

dt
u j+1
n (t) = ℑ 2(t;u

j
n), j = 0, 1, 2, . . . .

(3.28)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (3.28) íå âûõîäÿò èç øàðà S
( d
dt
u 0
n; r2

)
.
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Â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû, èç (3.28) äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì∥∥ d
dt
u 0(t)

∥∥
B 2(ΩT )

≤ N 0. (3.29)

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû è íåðàâåíñòâà (3.20), èç (3.28) äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòè ïîëó÷àåì
îöåíêó

∥∥ d
dt
u 1(t)− d

dt
u 0(t)

∥∥
B 2(ΩT )

≤

√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣G′
n(t)

∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

T∫
−T

∣∣∣u 0
n(t)

∣∣∣ 2 dt+

+

√√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣Φ′
n(t)

∣∣∣ l∫
0

∣∣∣∣∣∣f
y, T∫

−T

l∫
0

H(t, z)
∞∑
k=1

u 0
k(t)ϑ k(z) dz dt

ϑn(y)

∣∣∣∣∣∣ dy
 2

≤

≤ N1 β1 T +N2M.

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû è îöåíêè (3.21), èç (3.28) äëÿ ðàçíîñòè
d

dt
u 2(t) − d

dt
u 0(t)

ïîëó÷èì

∥∥ d
dt
u 2(t)− d

dt
u 0(t)

∥∥
B 2(ΩT )

≤

√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣G′
n(t)

∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 T∫
−T

∣∣∣u 1
n(t)− u 0

n(t)
∣∣∣ dt
 2

+

+

√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣Φ′
n(t)

∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 l∫
0

|f (y, γ1) ϑn(y)| dy

 2

≤ (β1 β2 T + β3M)N1 T +N2M.

Äàëåå, èç (3.28) ñ ó÷åòîì (3.22) èìååì∥∥ d
dt
u 3(t)− d

dt
u 0(t)

∥∥
B 2(ΩT )

≤ N1 T
(
β1(β2 T )

2 + (β2 T + 1) β3M
)
+N2M. (3.30)

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, àíàëîãè÷íî (3.30) ïîëó÷àåì∥∥ d
dt
u j(t)− d

dt
u 0(t)

∥∥
B 2(ΩT )

≤ N1 T
[
β1(β2 T )

j+

+
(
(β2 T )

j−1 + (β2 T )
j−2 + . . .+ (β2 T )

2 + β2 T + 1
)
β3M

]
+N2M. (3.31)

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. ñëåäóåò, ÷òî β2T < 1 . Ïîýòîìó èç (3.31) ñ ïåðå-
õîäîì ê ïðåäåëó ïðè j →∞ èìååì

∥∥ d
dt
u∞(t)− d

dt
u 0(t)

∥∥
B 2(ΩT )

< N 1 T

(
β1 +

1

1− β2T

)
+N 2M ≤ r2. (3.32)

Èç (3.29) è (3.32) çàêëþ÷àåì, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (3.27) îòîáðàæàåò øàð

S
( d
dt
u 0
n; r2

)
â ñåáÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u′(t) ∈ B 2(ΩT ) .
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4. Ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå

Ïîäñòàâëÿÿ (2.18) â ðÿä Ôóðüå (2.5), ïîëó÷àåì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è
(1.1)�(1.3):

U(t, x) =
∞∑
n=1

ϑn(x)ℑ 1(t;un) ≡
∞∑
n=1

ϑn(x)

Qn(t) +Gn(t)

T∫
−T

un(θ) dθ+

+Φn(t)

l∫
0

f

y, T∫
−T

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u k(θ)ϑ k(z) dz dθ

ϑn(y) dy

 . (4.33)

Òàêæå ïîäñòàâëÿåì (3.19) â ðÿä (2.5):

U j+1(t, x) =
∞∑
n=1

ϑn(x)ℑ 1(t;u
j
n) ≡

∞∑
n=1

ϑn(x)

Qn(t) +Gn(t)

T∫
−T

u jn(θ) dθ+

+Φn(t)

l∫
0

f

y, T∫
−T

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u jk(θ)ϑ k(z) dz dθ

ϑn(y) dy

 . (4.34)

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2. è u(t) ∈ B 2(ΩT )
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ÑÑÍÈÓ (2.18) . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
(4.34) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè (4.33) ïðè j →∞ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê u(t) ∈ B 2(ΩT ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì
ÑÑÍÈÓ (2.18), òî ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî∥∥ℑ 1(t;u

j)−ℑ 1(t;u)
∥∥
B 2(ΩT )

≤ ε

δ 3
,

ãäå 0 < δ 3 = const , 0 < ε � ìàëîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè ôóíêöèé (4.34) è (4.33)
ïîëó÷àåì ∣∣U j+1(t, x)− U(t, x)

∣∣ ≤ ∞∑
n=1

∣∣u j+1
n (t)− un(t)

∣∣ ∣∣∣ϑn(x)∣∣∣ ≤
≤ δ 3 ·

∥∥ℑ 1(t;u
j)−ℑ 1(t;u)

∥∥
B 2(ΩT )

≤ δ 3
ε

δ 3
= ε.

Òàê êàê äëÿ îïåðàòîðà (3.27) èìååò ìåñòî u′(t) ∈ B 2(ΩT ) , òî èìååì∣∣∣∂U(t, x)
∂t

∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

∣∣ℑ 2(t;u
′
n)
∣∣ ∣∣∣ϑn(x)∣∣∣ ≤ δ 3

∥∥ℑ 2(t;u
′)
∥∥
B 2(ΩT )

<∞.

Äèôôåðåíöèðóÿ (4.33) äâà ðàçà ïî x è ó÷èòûâàÿ (2.7), ïîëó÷àåì

∂ 2U(t, x)

∂x 2
=

∞∑
n=1

ℑ 1(t;un)ϑ
′′
n(x) = −

∞∑
n=1

λ 2
nℑ 1(t;un)ϑn(x). (4.35)

Èíòåãðèðóÿ äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì èíòåãðàëà un(t) =
l∫
0

U (t, y) ϑn(y) dy , èìååì

un(t) = −
1

λ 2
n

l∫
0

∂ 2U(t, y)

∂y 2
ϑn(y)dy. (4.36)
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Ïîäñòàâëÿÿ (4.36) â (1.3) è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
îöåíêó ∣∣∣∣∣−

∞∑
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A pseudoparabolic type quasilinear integro-di�erential

equation with degenerate kernel and integral condition

c⃝ T. K. Yuldashev3 K. H. Shabadikov4

Abstract. Nonlocal mixed-value problem for a quasinlinear pseudoparabolic type integro-
di�erential equation with degenerate kernel and re�ective �rst argument is considered. The
questions of one-value solvability of such equations are examined. For equations of the third
order the method of degenerate kernel is developed. Fourier method of variables' separation is
used. After some denoting the examined equation is reduced to a system of countable algebraic
equations' systems with complex right-hand side. After simple transformation countable system of
nonlinear integral equations is obtained. One-value solvability of this system is proved by method
of successive approximations combined with method of contractive mappings.

Key Words: nonlocal mixed-value problem, integro-di�erential equation, degenerate kernel,
argument re�ection, one-valued solvability
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Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà

ÓÄÊ 539.3:533.6:517.9

Îá óïðàâëåíèè äèíàìèêîé òðóáîïðîâîäà

c⃝ Ï. À. Âåëüìèñîâ 1, À. Â. Ãëàäóí 2

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ óïðàâëÿåìîñòü ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïîëûé
óïðóãèé ñòåðæåíü ñ ïðîòåêàþùåé âíóòðè íåãî æèäêîñòüþ èëè ãàçîì (òðóáîïðîâîä). Ïîñòðî-
åíû óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, îáåñïå÷èâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü êîëåáà-
íèé òðóáîïðîâîäà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ïîä äåéñòâèåì ïîñòðîåííûõ óïðàâëåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãèé òðóáîïðîâîä, äèíàìèêà, óïðàâëÿåìîñòü, óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé
ñâÿçüþ, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ìåòîä Ãàëåðêèíà

1. Ââåäåíèå

Ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ìíîãèõ êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, àïïàðàòîâ, óñòàíîâîê è ò.ä. ÿâëÿ-
þòñÿ òðóáîïðîâîäû, ïî êîòîðûì ïðîòåêàåò ïîòîê æèäêîñòè èëè ãàçà. Ïîòîê, âîçäåéñòâóÿ
íà òðóáîïðîâîä, ìîæåò âîçáóæäàòü åãî êîëåáàíèÿ. Àìïëèòóäà, ñêîðîñòü èëè ÷àñòîòà åãî
êîëåáàíèé ìîãóò óâåëè÷èâàòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äî çíà÷åíèé, íàðóøàþùèõ íàäåæ-
íîñòü ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóêöèé, âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ êîíñòðóêöèé èëè èõ ýëåìåíòîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ýêñïëóàòàöèè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ òðóáîïðîâîäàìè íåîáõîäèìî
êîíòðîëèðîâàòü èõ äèíàìèêó. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òàêèõ êîíñòðóêöèé
ìîæíî çàðàíåå ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ãà-
ðàíòèðóþùèõ íîðìàëüíóþ ðàáîòó êîíñòðóêöèé è íå ïðèâîäÿùèõ ê èõ ðàçðóøåíèþ èëè
âîçíèêíîâåíèþ àâàðèéíîé ñèòóàöèè. Ìíîæåñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ çàäà÷è
äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà [1]-[21]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ðàññìîòðåòü
çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè òðóáîïðîâîäà, ÷åìó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ñòàòüÿ. Óïðàâëå-
íèå ïàðàìåòðàìè ïðåäïîëàãàåò àêòèâíîå âîçäåéñòâèå íà òðóáîïðîâîä ñ öåëüþ óñòðàíåíèÿ
âîçíèêàþùèõ â í¼ì êîëåáàíèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç óïðóãîãî ïîëîãî ñòåðæíÿ äëèíîé l
è ïðîòåêàþùåé âíóòðè íåãî æèäêîñòè. Íà ïëîñêîñòè xOy íåäåôîðìèðîâàííîìó ñòåðæíþ
ñîîòâåòñòâóåò íà îñè Ox îòðåçîê (0, l) . Ñêîðîñòü æèäêîñòè ðàâíà U è èìååò íàïðàâëåíèå,
ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì îñè Ox . Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè òðóáîïðîâîäà èñïîëüçóåì
óðàâíåíèå [4]

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû åñòåñòâåííîíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Óëüÿíîâñêèé èíñòèòóò ãðàæäàíñêîé àâèàöèè èìåíè
Ãëàâíîãî ìàðøàëà àâèàöèè Á.Ï. Áóãàåâà, ã. Óëüÿíîâñê; aleksygladun@gmail.com
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′
(
1 +

1

2
(w′)2

)
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ãäå êîýôôèöèåíòû m0,m∗, J âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:
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Øòðèõ è òî÷êà ñâåðõó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòå x è âðåìåíè
t ñîîòâåòñòâåííî. Â óðàâíåíèè (2.1) w(x, t) � äåôîðìàöèÿ (ïðîãèá) â ñå÷åíèè x â ìîìåíò
âðåìåíè t , x ∈ (0, l) , t > 0 ; E � ìîäóëü óïðóãîñòè; U , m∗ , ρ∗ � ñêîðîñòü, ìàññà
æèäêîñòè (ãàçà) íà åäèíèöó äëèíû è ïëîòíîñòü æèäêîñòè (ãàçà); l � äëèíà òðóáû ìåæäó
îïîðàìè; R∗, R0 � âíåøíèé è âíóòðåííèé ðàäèóñû òðóáîïðîâîäà; m0, ρ0 � ìàññà ìåòàëëà
íà åäèíèöó äëèíû òðóáû è ïëîòíîñòü ìåòàëëà; N � ñæèìàþùàÿ (N > 0) èëè ðàñòÿãè-
âàþùàÿ (N < 0) ñèëà; α � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî äåìïôèðîâàíèÿ; êîýôôèöèåíò β
ó÷èòûâàåò èíåðöèþ âðàùåíèÿ ñå÷åíèé; ôóíêöèÿ f(x, t, w, ẇ) îïðåäåëÿåò âíåøíåå óïðàâ-
ëÿþùåå âîçäåéñòâèå íà òðóáîïðîâîä. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) ìåòîäîì
Ãàëåðêèíà áóäåì çàäàâàòü ôóíêöèþ â âèäå

wM(x, t) =
M∑
k=1

vk(t)gk(x),

ãäå {gk(x)}∞1 - ïîëíàÿ íà [0, l] ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿì
çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ òðóáîïðîâîäà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ

w(0, t) = w′′(0, t) = 0, w(l, t) = w′′(l, t) = 0,

â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì âûáåðåì gk(x) = sin kπx
l

è îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì M = 2 . Êàê
ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [9],[13], ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà,
ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ (M = 2) è áîëüøåãî ÷èñëà
ïðèáëèæåíèé (M = 20) îòëè÷àþòñÿ íåñóùåñòâåííî. Äëÿ ñëó÷àÿ M = 2 ôóíêöèÿ w(x, t)
ïðèìåò âèä

w(x, t) = v1 sin
(π x

l

)
+ v2(t) sin

(
2π x

l

)
.

Íà îñíîâå ïðîöåäóðû ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîëó÷èì ñèñòåìó èç äâóõ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé v1(t) è v2(t)
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Cv31(t) + 8 Cv22(t) +
2

3
Kv1(t)v2(t)v̇1(t) +

1

3
Kv21(t)v̇2(t)−

36

7
Kv22(t)v̇2(t)+

+Av1(t) +
π4α

2l3
v̇1(t) + Bv̈1(t)−

8

3
m∗Uv̇2(t) +

l

2
u1(t, v1, v2, v̇1, v̇2) = 0,

(
16C − 9π6D

l5

)
v32(t) +

(
8C − 9π6D

2l5

)
v21(t)v2(t) +

88

21
Kv1(t)v2(t)v̇2(t)+

+
44

21
Kv22(t)v̇1(t) +Kv21(t)v̇1(t) +

(
4A+

6π4D

l3

)
v2(t) +

8π4α

l3
v̇2(t)+

+

(
B +

3π2β

2l

)
v̈2(t) +

8

3
m∗Uv̇1(t) +

l

2
u2(t, v1, v2, v̇1, v̇2) = 0,

(2.2)

ãäå u1(t, v1, v2, v̇1, v̇2), u2(t, v1, v2, v̇1, v̇2) � óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëü-
òàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê ôóíêöèè f(x, t, w, ẇ) . Äëÿ óïðîùåíèÿ
çàïèñè ñèñòåìû (2.2) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

A =
π4D

2l3
− π2(m∗U

2 +N)

2l
; B =

π2β

2l
+
l(m0 +m∗)

2
;

C = −3π6D

16l5
+
π4(3m∗U

2 −N)

16l3
; K =

4π2m∗U

5l2
.

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äåôîðìàöèåé òðóáîïðîâîäà.
Çàäà÷à 1.Íàéòè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå (äàëåå äîïóñòèìûå) óïðàâëåíèÿ u1(t), u2(t), t ∈

[t0, t1], òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå èì äâèæåíèå ñèñòåìû (2.2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

w(x, t0) = w0(x), w(x, t1) = w1(x).

Çàäà÷à 2. Íàéòè òàêèå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ u1(t, v1, v2, v̇1, v̇2), u2(t, v1, v2, v̇1, v̇2) ,
êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñèñòå-
ìû (2.2).

3. Èññëåäîâàíèå óïðàâëÿåìîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1. Äëÿ èçó÷åíèÿ óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (2.2) âîñïîëüçóåìñÿ äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì óïðàâëÿåìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ [22],[23].
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.2) ê
íîðìàëüíîìó âèäó. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

y1 = v1(t), y2 = v2(t), y3 = v̇1(t), y4 = v̇2(t),

è ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.2) â âèäå
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ẏ1 = y3,

ẏ2 = y4,

ẏ3 =
(−1)
B

[
Cy31 + 8Cy1y

2
2 +

2

3
Ky1y2y3 +

1

3
Ky21y4 −

36

7
Ky22y4+

+Ay1 +
π4α

2l3
y3 −

8

3
m∗Uy4 + u1

]
,

ẏ4 =
(−2l)

(2Bl + 3π2β)

[(
16C − 9π6D

l5

)
y32 +

(
8C − 9π6D

2l5

)
y21y2 +

88

21
Ky1y2y4+

+
44

21
Ky22y3 +Ky21y3 +

(
4A+

6π4D

l3

)
y2 +

8π4α

l3
y4 +

8

3
m∗Uy3 + u2

]
.

(3.1)

Çäåñü u1 , u2 � äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ. Çàïèøåì ñèñòåìó ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ â òî÷êå
y = (y1, y2, y3, y4) = (0, 0, 0, 0), u = (u1, u2) . Èìååì

ẏ1 = y3

ẏ2 = y4

ẏ3 =
(−1)
B

[
Ay1 +

π4α

2l3
y3 −

8

3
m∗Uy4 + u1

]
ẏ4 =

(−2l)
(2Bl + 3π2β)

[(
4A+

6π4D

l3

)
y2 +

8π4α

l3
y4 +

8

3
m∗Uy3 + u2

] (3.2)

Çàïèøåì ñèñòåìó (3.2) â ìàòðè÷íîì âèäå

ẏ = Ay +Bu

×òîáû ñèñòåìà (3.1) áûëà óïðàâëÿåìà â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 ,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû rank{B,AB} = 4 .

Òàê êàê ïðè l ̸= 0

det{B,AB} = 16l4

(π2β + l2m0 + l2m)(4π2β + l2m0 + l2m)
̸= 0,

òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (3.2) óïðàâëÿåìà, à ñèñòåìà (3.1) óïðàâëÿåìà â îêðåñòíîñòè ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 (2.2). Ñëåäîâàòåëüíî, óïðàâëåíèÿ u1(t) , u2(t) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé òðóáîïðîâîäà çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

4. Ïîñòðîåíèå óïðàâëåíèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ïîñòðîåíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1). Íóëåâîå ðåøåíèå y = 0 îçíà÷àåò îò-
ñóòñòâèå äåôîðìàöèè òðóáîïðîâîäà â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè åãî ýêñïëóàòàöèè. Íàéäåì
òàêèå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ u1(y) , u2(y) êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò àñèìïòîòè÷åñêóþ
óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ñèëó óðàâíåíèé (3.1).

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (3.1) ñ óïðàâëåíèÿìè u1(y) , u2(y) àâòîíîìíàÿ, áóäåì ðåøàòü ïî-
ñòàâëåííóþ çàäà÷ó ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåî-
ðåìû Áàðáàøèíà-Êðàñîâñêîãî [24] îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 4



Îá óïðàâëåíèè äèíàìèêîé òðóáîïðîâîäà 93

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

V (y) = Ay21 +

(
4A+

4π4D

l3

)
y22 +By23 +

(
B +

3π2β

2l

)
y24, (4.1)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíê-
öèè (4.1) â ñèëó ñèñòåìû (3.1) èìååò âèä

V̇ = (−2)y3
[
Cy31 + 8Cy1y

2
2 +

2

3
Ky1y2y3 +

1

3
Ky21y4 −

36

7
Ky22y4 −

π4α

2l3
y3 −

8

3
m∗Uy4 + u1(y)

]
−

−2y4
[(

16C − 9π6D

l5

)
y32 +

(
8C − 9π6D

2l5

)
y21y2 +

88

21
Ky1y2y4+

+
44

21
Ky22y3 +Ky21y3 +

8π4α

l3
y4 +

8

3
m∗Uy3 + u2(y)

]
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ V̇ áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, çàäàäèì ñëåäóþùèå
óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè

u1(y) =
36

7
Ky22y4 +

8

3
m∗Uy4 −

1

3
Ky21y4 −

2

3
Ky1y2y3 − 8Cy1y

2
2 − Cy31 +

15π4α

2l3
y3,

u2(y) = (−1)44
21

Ky22y3 −
8

3
m∗Uy3 −Ky21y3 −

88

21
Ky1y2y4 −

(
8C − 9π6D

2l5

)
y22y2−

−
(
16C − 9π6D

l5

)
y32.

Òîãäà

V̇ (y) = −16π4α

l3
(y23 + y24), V̇ (y) ≤ 0,

ïðè÷åì V̇ (y) = 0 íà ìíîãîîáðàçèè G : y23 + y24 = 0 , V̇ (y) < 0 âíå ìíîãîîáðàçèÿ G .
Ïî òåîðåìå Áàðáàøèíà-Êðàñîâñêîãî [24] íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå y = 0 áóäåò àñèìï-

òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì, åñëè ìíîãîîáðàçèå G íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé ñè-
ñòåìû (3.1), êðîìå y = 0 . Ïðîâåðèì ýòî íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé óïðàâëÿþùèõ
ôóíêöèé u1(y) , u2(y) è ðàâåíñòâ y3 = 0 , y4 = 0 , îïèñûâàþùèõ ìíîãîîáðàçèå G , â
ñèñòåìó (3.1). Èìååì

ẏ1 = 0, ẏ2 = 0, ẏ3 =
(−A)
B

y1, ẏ4 =
(−4) (2Al3 + 3π4D)

(2Bl + 3π2β)l2
y2. (4.2)

Âèäèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.2) íå îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-
ãîîáðàçèå G íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû 3.1. Òî÷êè òðàåêòîðèè íå ìîãóò
áåñêîíå÷íî îñòàâàòüñÿ íà ìíîãîîáðàçèè G , ïîñêîëüêó ẏ3 ̸= 0, ẏ4 ̸= 0, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà
y = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèÿ u1(y) , u2(y) îáåñïå÷èâàþò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü
íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ y = 0 ñèñòåìû (3.1).

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè òðóáîïðîâîäà. Â ðàáîòàõ
[9],[13] ïîñòðîåíû îáëàñòè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà ïðè
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

w(x, 0) = 0.02 sin
πx

l
, ẇ(x, 0) = 0,
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êîòîðûå, ñîãëàñíî ìåòîäó Ãàëåðêèíà, äëÿ ñèñòåìû (3.1) îçíà÷àþò

y1(0) = 0.02, y2(0) = 0, y3(0) = 0, y4(0) = 0.

Ðàññìîòðèì òî÷êó U = 20, N = 1500 èç îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé, â êîòîðîé
ïðîèñõîäèò íåîãðàíè÷åííîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè [9],[13].
Èñïîëüçîâàíèå ïîñòðîåííûõ óïðàâëåíèé u1(y) , u2(y) äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (3.1) ïðè
óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè ïîòîêà è ñæèìàþùåé ñèëû ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî
ïîãàñèòü âîçíèêøèå êîëåáàíèÿ (ðèñ.1-4). Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâëåíî ïîâåäåíèå êîîðäèíàò
y1, y3 ñèñòåìû 3.1 ïîä äåéñòâèåì ïîñòðîåííûõ óïðàâëåíèé, ïðè ýòîì y2(t) ≡ 0, y4(t) ≡ 0,
íà ðèñ. 3, 4 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèè w(x, t) ïðè x = l/4 è x = l/2 . Íà ðèñ. 5, 6
ïîêàçàíû óïðàâëåíèÿ u1(t) = u1(y(t)), u2(t) = u2(y(t)) .

Ðèñ. 1: Ïîâåäåíèå y1(t) . Ðèñ. 2: Ïîâåäåíèå y2(t) .

Ðèñ. 3: Êîëåáàíèå òî÷êè x = l/4 . Ðèñ. 4: Êîëåáàíèå òî÷êè x = l/2 .

Ðèñ. 5: Óïðàâëåíèå u1(t) . Ðèñ. 6: Óïðàâëåíèå u2(t) .
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Ïðè ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèé, ðåøàþùèõ çàäà÷ó 2, áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåò-
ðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû: E = 210∗109 � ìîäóëü óïðóãîñòè ñòàëè; ρ∗ = 1000 � ïëîòíîñòü
âîäû; ρ0 = 7000 � ïëîòíîñòü ñòàëè; l = 1 ; R∗ = 0, 05 ; R0 = 0, 046 ; α = 0, 2 ; β = 0, 5.

Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå èññëåäîâàíà íà óïðàâëÿåìîñòü â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó òðóáîïðîâîäà. Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà
ïîñòðîåíû óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé òðó-
áîïðîâîäà. Òåì ñàìûì, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé òðóáîïðîâîäà ñ ïî-
ìîùüþ âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Ïðåäëîæåííàÿ â ñòàòüå ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ
ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äðóãèõ ìîäåëüíûõ óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó òðóáîïðîâîäà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 2014/232 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 15-01-08599, � 15-41-02455ð ïîâîëæüå à.
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On control of dynamic of a pipeline

c⃝ P. A. Velmisov3, A. V. Gladun4

Abstract. The problem of control of a mechanical system, which is a hollow elastic rod with
a �uid or gas, �owing inside it (pipeline), is investigated. The feedback controls to provide the
asymptotic stability of the pipeline vibrations are constructed. The results of numerical simulation
of the behavior of the mechanical system under the action of constructed controls with given
parameters are presented.
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partial di�erential equations, Galerkin method
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Ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ëåêàðñòâåííîãî

âåùåñòâà èç òðåõìåðíîé ïëåíêè õèòîçàíà

c⃝ À. Î. Ñûðîìÿñîâ1, À. Ñ. Øóðøèíà2

Àííîòàöèÿ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ëåêàðñòâåííîãî âåùå-
ñòâà èç õèòîçàíîâîé ïëåíêè, ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî âñå òðè ïðîñòðàíñòâåííûå èçìåðåíèÿ
ïëåíêè êîíå÷íû. Äëÿ áîëüøåé ñîãëàñîâàííîñòè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïðèíÿòà ãè-
ïîòåçà, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è; íåèçâåñòíûå âå-
ëè÷èíû íàéäåíû íà åãî îñíîâå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåíèå
ïðîâåðåíî ÷èñëåííî â ïàêåòå ANSYS. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, ðàñ-
ñ÷èòàííûõ äëÿ îäíîìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ïëåíîê. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê òðåõìåðíîé
çàäà÷å êîýôôèöèåíò äèôôóçèè óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì, îäíàêî
êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðàñ÷åòíûìè (ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíå-
íèé) ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôóçèÿ, îáðàòíàÿ çàäà÷à, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, õèòîçàí, ïðîñòðàí-
ñòâåííàÿ ïëåíêà, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

1. Ââåäåíèå

Îäíèì èç ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé ìåäèöèíû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðîïèòàí-
íûõ ëåêàðñòâåííûì âåùåñòâîì (ËÂ) îðãàíè÷åñêèõ ïëåíîê äëÿ ëå÷åíèÿ ðàí. Äëÿ ýôôåê-
òèâíîãî ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ïëàñòûðåé òðåáóåòñÿ çíàòü ñêîðîñòü è âðåìÿ âûäåëåíèÿ ËÂ èç
ïëåíêè; ýòè ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D .

Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ äèôôóçèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ïëàñòûðÿ ïðîâîäÿòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòû, â õîäå êîòîðûõ ïëåíêà ïðîïèòûâàåòñÿ íåêèì âåùåñòâîì è ïîìåùàåòñÿ â ïðîáèðêó
ñ âîäîé, ïîñëå ÷åãî êîíöåíòðàöèÿ c ïðîïèòûâàþùåãî ïëåíêó âåùåñòâà èçìåðÿåòñÿ â ðàç-
ëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè [1, 2, 3].

Îáùèé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàïèñûâà-
þò óðàâíåíèå äèôôóçèè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè c ñ íåêîòîðûìè íà÷àëüíûìè
è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ðåøàþò åãî àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî, ïîñëå ÷åãî ðàññ÷èòû-
âàþò c â çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Çíà÷åíèå D ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ðàñ÷åòíûå
çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè áûëè â íåêîåì ñìûñëå áëèçêè ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì [4, 5].

Ïîñêîëüêó òîëùèíà ëåêàðñòâåííîé ïëåíêè ìíîãîêðàòíî ìåíüøå åå äëèíû è øèðèíû,
â óïîìÿíóòûõ âûøå ñòàòüÿõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äâà ïîñëåäíèõ èçìåðåíèÿ áåñêîíå÷íû.
Òàêîå äîïóùåíèå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è ïîçâî-
ëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ðåøåíèå ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ äèôôóçèè. Â ðåàëüíîñòè
æå äëèíà è øèðèíà ïëàñòûðÿ õîòÿ è ñðàâíèòåëüíî âåëèêè, íî êîíå÷íû. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. Êàê èçìåíèòñÿ çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîìåðíûì ñëó-
÷àåì, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå êîíå÷íûå ðàçìåðû ïëåíêè?

2. Íàñêîëüêî ñèëüíî ó÷åò êîíå÷íîñòè ðàçìåðîâ ïëåíêè ïîâëèÿåò íà çíà÷åíèå Q2 ?

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê, syal1@yandex.ru

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñîêîìîëåêóëÿðíûõ ñîåäèíåíèé è îáùåé õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè,
Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà, anzhela_murzagil@mail.ru
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Àâòîðû äàííîé ñòàòüè ïðåäïîëàãàþò ðàçðåøèòü îáå ýòè ïðîáëåìû.

2. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è äèôôóçèè èç òðåõìåðíîé ïëåíêè

Áóäåì ìîäåëèðîâàòü ïëàñòûðü ïðÿìûì ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì òîëùèíû
2lx . Äëèíà è øèðèíà ïëàñòûðÿ ðàâíû 2ly è 2lz , ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì
ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â öåíòðå ïàðàëëåëåïèïåäà è îñÿìè,
íàïðàâëåííûìè ïàðàëëåëüíî åãî ðåáðàì. Òîãäà ïëåíêà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

|x| ≤ lx, |y| ≤ ly, |z| ≤ lz. (2.1)

Íåèçâåñòíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà åñòü ôóíêöèÿ âðåìåíè t è òðåõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò: c = c(t, x, y, z) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ äèôôóçèè

∂c

∂t
= div(D · grad c). (2.2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ËÂ ðàñïðåäåëåíî ïî îáúåìó ïëåíêè
ðàâíîìåðíî è åãî íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàâíà c0 âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ ïàðàëëå-
ëåïèïåäà (2.1):

c(0, x, y, z) = c0. (2.3)

Íà ãðàíèöå ïàðàëëåëåïèïåäà êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ðàâíà íóëþ:

c(t,±lx, y, z) = 0, |y| ≤ ly, |z| ≤ lz;

c(t, x,±ly, z) = 0, |x| ≤ lx, |z| ≤ lz; (2.4)

c(t, x, y,±lz) = 0, |x| ≤ lx, |y| ≤ ly.

Çàäà÷ó (2.2)�(2.4) ïî îïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèè c â ôóíêöèè âðåìåíè è êîîðäèíàò ïðè
èçâåñòíîì êîýôôèöèåíòå D áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé çàäà÷åé äèôôóçèè. Îäíàêî òðåáóåòñÿ
ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó � îïðåäåëèòü D ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé, ïðÿìî èëè êîñâåííî
îïèñûâàþùèõ ôóíêöèþ c , óäîâëåòâîðÿþùóþ (2.2)�(2.4).

Â îïûòàõ [1, 2, 3] ñ ïëåíêàìè íà õèòîçàíîâîé îñíîâå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé ñëóæèò
ñðåäíÿÿ ïî îáúåìó ïëåíêè êîíöåíòðàöèÿ ËÂ:

⟨c⟩(t) = 1

8lxlylz

∫ lx

−lx

∫ ly

−ly

∫ lz

−lz
c(t, x, y, z)dxdydz. (2.5)

Òîëùèíà ïëàñòûðÿ â ýòèõ îïûòàõ ñîñòàâëÿëà 2lx = 0.1 ìì, à äëèíà è øèðèíà áûëè áîëüøå
òîëùèíû â L = 50 ðàç.

Òèïè÷íûé ïðèìåð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèâåäåí â òàáë. 1, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ⟨c⟩(t) â ïëåíêå, èçíà÷àëüíî ñîäåðæàâøåé 0.01 ìîëü àìèêàöèíà íà
1 ìîëü õèòîçàíà è ïîäâåðãíóòîé ïðåäâàðèòåëüíîé òåðìîîáðàáîòêå â òå÷åíèå 30 ìèíóò.
Çíà÷åíèå ⟨c⟩(0) , ðàâíîå c0 , ïðèíÿòî çà 1.

Ðåçóëüòàòû óêàçàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñðåä-
íÿÿ êîíöåíòðàöèÿ íå ñíèæàåòñÿ äî íóëÿ; íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

c∞ = lim
t→∞
⟨c⟩(t). (2.6)

Íàïðèìåð, òàáë. 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî çà ïîñëåäíèå 24 ÷àñà ýêñïåðèìåíòà ⟨c⟩ íå èçìåíèëàñü.
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Âðåìÿ îò íà÷àëà îïûòà, ÷ ⟨c⟩
0.0 1.0000
0.5 0.9512
1.0 0.7024
2.0 0.6829
3.0 0.6585
4.0 0.6098
5.0 0.5463
24.0 0.3854
48.0 0.2780
96.0 0.1951
168.0 0.0976
192.0 0.0585
216.0 0.0585

Òàáëèöà 1: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ËÂ â ïëåíêå õèòîçàí�àìèêàöèí îò âðåìåíè

Îáúÿñíåíèåì ýòîãî ÿâëåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü òî, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè íå îñòà-
åòñÿ ïîñòîÿííûì, à ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïàäàåò äî íóëÿ. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü âûäåëåíèÿ
âåùåñòâà ñ ïîâåðõíîñòè ïëåíêè òàêæå ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé, à çíà÷èò, ÷àñòü ëåêàðñòâà îñòà-
åòñÿ âíóòðè ïëàñòûðÿ, êàê ýòî è ñëåäóåò èç (2.6). Äëÿ îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè D îò âðåìåíè
ïðèìåì ãèïîòåçó

D(t) = D0e
−t/t0 , (2.7)

ãäå D0 è t0 � íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû. Èìåííî ýòè âåëè÷èíû è áóäóò ñëóæèòü ðåøåíèåì
îáðàòíîé çàäà÷è.

3. Îïðåäåëåíèå èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äèôôóçèè

Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë ðàíåå àïðîáèðîâàí â [6].
Ïîñêîëüêó ïàðàëëåëåïèïåä (2.1) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âñåõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñ-

êîñòåé, ôóíêöèÿ c(t, x, y, z) ÷åòíà ïî êàæäîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå ýòî ñîîáðàæåíèå, óðàâíåíèå (2.2) ñ óñëîâèÿìè (2.3) è (2.4) ëåãêî ðåøèòü ñ
ïîìîùüþ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [7]:

c(t, x, y, z) = 8c0g(t, lx, x)g(t, ly, y)g(t, lz, z). (3.1)

Çäåñü

g(t, l, ξ) =
∞∑
n=0

(−1)n

Λn
exp

[
− Λ2

n

l2
D0t0

(
1− e−t/t0

)]
cos
(
Λn
ξ

l

)
; (3.2)

÷èñëà Λn çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

Λn =
π

2
+ πn.

Ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ËÂ, íàéäåííàÿ ïîäñòàíîâêîé (3.1) è (3.2) â (2.5), ðàâíà

⟨c⟩(t) = 8c0f(t, lx)f(t, ly)f(t, lz), (3.3)
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ãäå

f(t, l) =
1

2l

∫ l

−l
g(t, l, ξ)dξ =

∞∑
n=0

1

Λ2
n

exp
[
− Λ2

n

l2
D0t0

(
1− e−t/t0

)]
. (3.4)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè D îò âðåìåíè t äîñòàòî÷íî
â ôîðìóëàõ (3.2) è (3.4) çàìåíèòü ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû íà

−Λ2
n

l2

∫ t

0

D(s)ds.

Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ïðè êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèÿõ áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ â
ýòèõ ôîðìóëàõ ñëåäóåò çàìåíèòü äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, íî êîíå÷íûìè ïðåäåëàìè.

Çíàÿ îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè, ïàðàìåòðû D0 è t0 ìîæíî íàéòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â (3.3) ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä t→∞ . Çíà÷åíèå ôóíêöèè f(∞, l) çàâèñèò îò ïðîèçâåäå-
íèÿ K0 = D0t0 , ÷òî ïîçâîëÿåò ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå 8c0f(∞, lx)f(∞, ly)f(∞, lz) â (2.6),
ïðèðàâíÿòü åãî ê c∞ è ïðèáëèæåííî ðåøèòü ïîëó÷åííîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî K0 . Â êà÷åñòâå c∞ ïðè ýòîì áåðåòñÿ èçìåðåííîå çíà÷åíèå ⟨c⟩ , ñîîòâåòñòâóþùåå
íàèáîëüøåìó çíà÷åíèþ âðåìåíè tmax , äîñòèãíóòîìó â õîäå îïûòà.

Ïîñëå òîãî, êàê âåëè÷èíà K0 íàéäåíà, ìîæíî âûðàçèòü, íàïðèìåð, D0 ÷åðåç t0 , ïîñëå
÷åãî ôóíêöèè âèäà (3.4) áóäóò çàâèñåòü ëèøü îò îäíîãî èç íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ
åãî âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ê ôóíêöèè (3.3) äëÿ
íàáîðà èñõîäíûõ äàííûõ òîãî æå âèäà, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàí â òàáë. 1.

Èçëîæåííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ñïåöèàëèçèðîâàííîì ïàêåòå Mathematica [8].
Âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîäåëàíû äëÿ 11 ïëåíîê, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ñîäåðæàùèìñÿ â íèõ
ëåêàðñòâåííûì âåùåñòâîì (àìèêàöèí èëè öåôàçîëèí), ìîëüíîé äîëåé ËÂ, à òàêæå âðå-
ìåíåì ïðåäâàðèòåëüíîé òåðìîîáðàáîòêè ttherm . Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé äàííûå áûëè
îáåçðàçìåðåíû: êîîðäèíàòû � íà òîëùèíó ïëåíêè (ò.å. ñ÷èòàëîñü, ÷òî 2lx = 1 ), âðåìÿ � íà
âåëè÷èíó tmax . Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ c0 ëåêàðñòâåííîãî
âåùåñòâà â ïëåíêå áûëà ïðèíÿòà çà 1.

Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà îïðåäåëåíèè âåðõíèõ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ñóììèðîâàíèÿ ïðè
âû÷èñëåíèè ôóíêöèé âèäà (3.4). Ïóñòü Nx , Ny è Nz � èñêîìûå ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ
â âûðàæåíèÿõ äëÿ f(t, lx) , t(t, ly) è f(t, lz) ñîîòâåòñòâåííî. Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
íàèìåíüøèå ñëàãàåìûå â ýòèõ âûðàæåíèÿõ äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûé ïîðÿäîê. Òîãäà,
ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå

ly
lx

=
lz
lx

= L,

ïîëó÷èì, ÷òî Ny = Nz = LNx . Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü Nx . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ÷èñëî
äîñòàòî÷íî âåëèêî, à exp(−t/t0) << 1 (ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî t0 << 1 , à çíà÷èò, ýòà
ãèïîòåçà îïðàâäàííà). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèÿ èçâåñòíóþ çàâèñèìîñòü Λn îò èíäåêñà n ,
îöåíèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rx ðÿäà (3.4):

Rx =
∞∑

n=Nx+1

1

Λ2
n

exp
[
− Λ2

n

l2x
D0t0

(
1−e−t/t0

)]
≤
∫ ∞

Nx

1

(πx)2
exp[−M(πx)2]dx ≈ exp(−Mπ2N2

x)

2Mπ4N3
x

.

Çäåñü M = D0t0/l
2
x . Ïóñòü Nx = 50 , òîãäà ïðè M > 0.001 âåëè÷èíà Rx < 8·10−16 , ÷òî ÿâ-

ëÿåòñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî
îãðàíè÷åíèå M > 0.001 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ èçó÷åííûõ õèòîçàíîâûõ ïëåíîê. Ñëåäîâà-
òåëüíî, çíà÷åíèå Nx = 50 è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ïðåäåëû Ny = Nz = 2500 äîñòàòî÷íû
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè.
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4. ×èñëåííàÿ ïðîâåðêà ðåøåíèÿ

×òîáû ïðîâåðèòü ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé âûøåîïèñàííûì ìåòîäîì, äèôôóçèÿ ËÂ èç
ïëåíêè,îïèñàííîé â òàáë. 1, áûëà ñìîäåëèðîâàíà â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå ANSYS
[9]. Äëÿ ýòîé ïëåíêè áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ D0 è t0 ñîñòàâèëè 1.14592 è 0.228243 , à
ðàçìåðíûå � 1.47366 · 10−14 ì2/ñ è 177481.76 ñ (49.3 ÷), ñîîòâåòñòâåííî.

Áûëà ñîçäàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëåíêè (òåëà) â íàòóðàëüíóþ âåëè÷èíó: 5× 5×
0.1 ìì. Äëÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëñÿ òèï àíàëèçà Transient Thermal, ãäå ðîëü êîí-
öåíòðàöèè c èãðàëà òåìïåðàòóðà òåëà T . Äàííûé âûáîð îáóñëîâëåí àíàëîãèåé ìåæäó
óðàâíåíèÿìè äèôôóçèè è òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðîëü D â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè èãðàåò îò-
íîøåíèå κ/(αρ) , ãäå κ � òåïëîïðîâîäíîñòü, α � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ρ � ïëîòíîñòü
ìàòåðèàëà. Â ïàìÿòü ñèñòåìû áûëè ââåäåíû α è ρ , ÷èñëåííî ðàâíûå 1, è κ , ÷èñëåííî ðàâ-
íàÿ ðàçìåðíîìó çíà÷åíèþ D0 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì c0 = 1 , íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà
òåëà ñ÷èòàëàñü ðàâíîé 1◦C , ïîâåðõíîñòü òåëà ïîääåðæèâàëàñü ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå.

Îáùàÿ èäåÿ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ T â êîíòðîëüíûå
ìîìåíòû âðåìåíè è ñðàâíèòü èõ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷åòíûìè çíà÷åíèÿìè ⟨c⟩ .

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé è àíàëèçå èõ ðåçóëüòàòîâ âîçíèêëè ñëåäóþùèå òðóäíîñòè:

1. Ïðè âûáðàííîì òèïå àíàëèçà ñèñòåìà íå ïîçâîëÿåò îïèñàòü õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðè-
àëà, ÿâíî çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Òåì ñàìûì, íåâîçìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èñïîëü-
çîâàòü â ðàñ÷åòàõ âûðàæåíèå (2.7).

2. Â äîêóìåíòàöèè ïàêåòà íå óäàëîñü íàéòè óïîìèíàíèÿ î âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî ïî îáú-
åìó çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû â Transient Thermal -àíàëèçå. ANSYS ïîçâîëÿåò âûãðóçèòü
â òàáëèöó Excel çíà÷åíèÿ, íàéäåííûå â êàæäîì óçëå ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Íî ýòà ñåò-
êà ôîðìèðóåòñÿ èç ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ óçëû êàê â âåðøèíàõ, òàê è â öåíòðàõ
ðåáåð (íàïðèìåð, SOLID90). Ïîýòîìó ïðèáëèæåííî íàéòè ⟨T ⟩ , âû÷èñëèâ ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèé âåëè÷èíû â óçëàõ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ïåðâàÿ èç óïîìÿíóòûõ ïðîáëåì áûëà ðåøåíà ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé. Ïîëîæèì

τ(t) = t0

(
1− e−t/t0

)
,

òàê ÷òî τ(0) = 0 , òîãäà óðàâíåíèå (2.2) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

∂c

∂τ
= div(D0 · grad c),

ãäå D0 óæå íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ýòîì íå ìåíÿþòñÿ.
Ïðè áîëåå îáùåì õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè D(t) ìîæíî ïðèìåíèòü çàìåíó

τ(t) =

∫ t

0

D(s)ds.

Òåïåðü âåëè÷èíà c äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ïðè τ , îòâå÷àþùèõ êîíòðîëüíûì çíà÷åíèÿì t .
Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ âòîðîé òðóäíîñòè èñïîëüçîâàëñÿ òàêîé èíñòðóìåíò, êàê âû÷èñëåíèå

âåëè÷èíû (â äàííîì ñëó÷àå òåìïåðàòóðû èëè êîíöåíòðàöèè) âäîëü îòðåçêà íåêîòîðîé ëè-
íèè. Ðåçóëüòàò ýòîãî ðàñ÷åòà òàêæå ìîæíî âûãðóçèòü â ôàéë XLS. Ïðîáëåìû óñðåäíåíèÿ
ïðè ýòîì íå âîçíèêàåò, ïîñêîëüêó âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ çàïîìèíàþòñÿ íå â óçëàõ ñåòêè,
à â ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà óêàçàííîé ëèíèè.
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Áîëåå êîíêðåòíî, çíà÷åíèÿ c (èëè T ) óñðåäíÿëèñü ïî îòðåçêó, ëåæàùåìó íà îñè àáñ-
öèññ: |x| ≤ lx, y = z = 0 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç cx ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ ðàñïðåäåëåíèå ËÂ
íà ýòîì îòðåçêå. Çàìåíèâ ïåðåìåííóþ t íà τ , ïîëó÷èì

⟨cx⟩(τ) =
1

2lx

∫ lx

−lx
c(t(τ), x, 0, 0)dx = fτ (τ, lx)gτ (τ, ly, 0)gτ (τ, lz, 0).

Çäåñü

gτ (τ, l, ξ) = g(t(τ), l, ξ) =
∞∑
n=0

(−1)n

Λn
exp

(
− Λ2

n

l2
D0τ

)
cos
(
Λn
ξ

l

)
,

Àíàëîãè÷íî, fτ (τ, l) = f(t(τ), l) . Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ ñ (3.3)�(3.4), íàéäåì

⟨c⟩(t(τ)) = ⟨cx⟩(τ)
fτ (τ, ly)fτ (τ, lz)

gτ (τ, ly, 0)gτ (τ, lz, 0)
. (4.1)

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ìíîæèòåëü ⟨cx⟩(τ) â ïðàâîé ÷àñòè (4.1) íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ â ANSYS. Ñëåäóþùèé ìíîæèòåëü (äðîáü) åñòü ïîïðàâî÷íûé
êîýôôèöèåíò, êîòîðûé ìîæíî âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, â Mathematica. Îí ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü
ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé ñ äàííûìè àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, ïðîèçâåäåí-
íûõ ïðè óæå èçâåñòíûõ D0 è t0 . Òåì ñàìûì, (4.1) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè
òî÷íîñòè íàõîæäåíèÿ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðàñ÷åòû â ANSYS áûëè ïðîâåäåíû íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå ôàêóëüòåòà ìàòåìà-
òèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàðåâà. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ êîëè÷å-
ñòâà óçëîâ ñåòêè â ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëàñü ëèøü âîñüìàÿ ÷àñòü (ïåðâûé îêòàíò) èñ-
õîäíîé ïëåíêè, äëÿ êîòîðîé x, y, z íåîòðèöàòåëüíû. Íà âíîâü îáðàçîâàííûõ ãðàíèöàõ
x = 0 , y = 0 , z = 0 , âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ïëåíêè, ñòàâèëèñü óñëîâèÿ íóëåâîãî ïîòîêà
òåïëà (èëè âåùåñòâà). Áûëà ñãåíåðèðîâàíà ðàâíîìåðíàÿ ãåêñàãîíàëüíàÿ ñåòêà ñ øàãàìè
∆x = ∆y = ∆z = lx/10 , øàã ïî ïåðåìåííîé τ ñîñòàâèë 180 ñ.

Â èòîãå ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âåëè÷èíû (3.3) îò (4.1) â êîíòðîëüíûå ìîìåíòû
âðåìåíè îêàçàëàñü ðàâíîé 2.17 · 10−6 . Ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé äâóõ óêàçàííûõ âå-
ëè÷èí îò êîíöåíòðàöèé ËÂ, èçìåðåííûõ â õîäå îïûòà, ñîñòàâèëè 0.0786215 è 0.0800051 .
Ýòè äàííûå ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ
ðàñ÷åòîâ, à çíà÷èò, äîêàçûâàþò êîððåêòíîñòü ïðèìåíÿåìîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà.

5. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîé è îäíîìåðíîé

ïëåíîê

Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, êàê ó÷åò ãåîìåòðèè ïëåíêè âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ D0 è
t0 â ôîðìóëå (2.7). Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ ðàñ÷åòàìè, îñíîâàííûìè íà ôîðìóëàõ (3.3)�(3.4),
áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ îäíîìåðíûõ ïëåíîê, ó êîòîðûõ ôóíêöèÿ ⟨c⟩ íå çàâèñèò îò y
è z . Òàêèå ïëåíêè îïèñûâàþòñÿ íåðàâåíñòâîì |x| ≤ lx ; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü áûëà èññëåäîâàíà â [6].

Â òàáëèöàõ 2 è 3 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí, âû÷èñëåííûå
äëÿ îäíîìåðíûõ (1D) è òðåõìåðíûõ (3D) ïëåíîê íà îñíîâå îäíèõ è òåõ æå îïûòíûõ çíà-
÷åíèé ⟨c⟩ . Âåëè÷èíà Q2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé âû÷èñëåííûõ
çíà÷åíèé ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè (ïðè èçâåñòíûõ D0 è t0 ) îò èçìåðåííûõ.

Ñðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
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Äîëÿ ËÂ ttherm, ìèí tmax, ÷ D0, 1D t0, 1D Q2, 1D D0, 3D t0, 3D Q2, 3D
0.01:1 30 216 1.20373 0.22121 0.08140 1.14592 0.22824 0.07862
0.01:1 60 216 0.89026 0.24097 0.09884 0.84889 0.24772 0.09559
0.01:1 120 240 1.17585 0.14750 0.06564 1.11727 0.15183 0.06359
0.05:1 30 216 1.66008 0.08759 0.05274 1.56585 0.09064 0.05132
0.1:1 0 216 1.29869 0.14047 0.13624 1.23332 0.14475 0.13190
0.1:1 30 288 1.57970 0.06363 0.08439 1.48540 0.06573 0.08303

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïëåíîê, ñîäåðæàùèõ ËÂ àìèêàöèí

Äîëÿ ËÂ ttherm, ìèí tmax, ÷ D0, 1D t0, 1D Q2, 1D D0, 3D t0, 3D Q2, 3D
0.01:1 30 192 17.0795 0.01893 0.03776 16.45050 0.01934 0.03818
0.01:1 60 192 10.9500 0.02312 0.02515 10.54080 0.02357 0.02431
0.01:1 120 192 14.4662 0.01466 0.07152 13.87940 0.01497 0.07013
0.05:1 30 192 13.0866 0.02147 0.05740 12.56880 0.02197 0.05632
0.1:1 30 192 8.16273 0.02716 0.09400 7.82319 0.02779 0.09154

Òàáëèöà 3: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïëåíîê, ñîäåðæàùèõ ËÂ öåôàçîëèí

Âî-ïåðâûõ, ïåðåõîä îò îäíîìåðíîé çàäà÷è ê òðåõìåðíîé âåäåò ê óìåíüøåíèþ ïàðà-
ìåòðà D0 íà 4 − 6% è ê óâåëè÷åíèþ t0 ïðèìåðíî íà 3% . Òàêîå èçìåíåíèå D0 ëåãêî
îáúÿñíèìî. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò äèôôóçèè �îòâå÷àåò� çà ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ âåùå-
ñòâà ÷åðåç åäèíèöó ïëîùàäè, òî D0 õàðàêòåðèçóåò äàííóþ ñêîðîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè, êîãäà ËÂ ðàñïðåäåëåíî ïî îáúåìó ïëàñòûðÿ ðàâíîìåðíî. Â ýòîò ìîìåíò ñêîðîñòü
äèôôóçèè ËÂ ÷åðåç âñþ ïîâåðõíîñòü ïëåíêè ïðîïîðöèîíàëüíà åå ïëîùàäè. Ó÷åò äèôôó-
çèè ÷åðåç óçêèå áîêîâûå ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà (2.1) âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ýòîé ïëîùàäè ñ
2lylz = 50 ìì2 äî 2(lxly+ lxlz+ lylz) = 52 ìì2, ò.å. íà 4% . Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íàáîðû ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ⟨c⟩(t) , íà îñíîâàíèè êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ D0 è t0 , îäèíàêîâû
äëÿ îäíîìåðíîé è òðåõìåðíîé çàäà÷, ñóììàðíàÿ ñêîðîñòü äèôôóçèè äîëæíà îñòàâàòüñÿ
íåèçìåííîé. Ïîýòîìó óâåëè÷åíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè àâòîìàòè÷åñêè äîëæíî âåñòè ê
óìåíüøåíèþ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè.

Âî-âòîðûõ, ïåðåõîä îò îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ê òðåõìåðíîé âåäåò ê âåñüìà
íåçíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû Q2 , ò.å. îöåíêè D0 è t0 , ïîëó÷åííûå äëÿ ðàç-
íûõ ãåîìåòðèé çàäà÷è, ïðèìåðíî îäèíàêîâî òî÷íû. Óêàçàííûé ôàêò îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
îäíè è òå æå íàáîðû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèìåíÿëèñü äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñò-
íûõ âåëè÷èí â äâóõ ðàçíûõ çàäà÷àõ: î äèôôóçèè, ïðîèñõîäÿùåé â îäíîì íàïðàâëåíèè
(âäîëü îñè x ) èëè â òðåõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Â äàííîì ñëó÷àå âî-
ïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ íå â òîì, êàêîå ðåøåíèå áîëåå òî÷íî, à â òîì, êàêàÿ çàäà÷à áîëåå òî÷íî
ñôîðìóëèðîâàíà. Â ýòîì ñìûñëå ìîäåëü äèôôóçèè â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
áîëåå àäåêâàòíîé: ðåøåíèå (3.1)�(3.4) íå ñîäåðæèò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé è äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèé êàñàòåëüíî ðàçìåðîâ ïëåíêè.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå èññëåäîâàíà äèôôóçèÿ ËÂ èç òðåõìåðíîé ïëåíêè (ïëàñòûðÿ) ñ êîýôôèöèåí-
òîì äèôôóçèè D , çàâèñÿùèì îò âðåìåíè t , è ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðÿìîé
çàäà÷è äèôôóçèè. Íà åãî îñíîâå ïðåäëîæåí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàâèñèìîñòè
D(t) , èñïîëüçóþùèé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, à òàêæå èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè
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ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ËÂ ïðè t → ∞ . Ýòèì ñïîñîáîì îïðåäåëåíû èñêîìûå ïàðàìåòðû
õèòîçàíîâûõ ïëåíîê, ïðîïèòàííûõ âåùåñòâàìè íà îñíîâå àìèêàöèíà è öåôàçîëèíà.

Áûëî ïðîâåäåíî äâå ñåðèè âû÷èñëåíèé. Â îäíîé èõ íèõ ó÷èòûâàëîñü, ÷òî êîíöåíòðà-
öèÿ ËÂ çàâèñèò îò òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, à äèôôóçèÿ âåùåñòâà â îêðó-
æàþùóþ ñðåäó ïðîèñõîäèò êàê ñ äâóõ øèðîêèõ ãðàíåé, òàê è ñ óçêèõ òîðöîâ ïëàñòûðÿ.
Â äðóãîé ñåðèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ËÂ ðàñïðåäåëåíî ëèøü ïî òîëùèíå ïëàñòûðÿ, à åãî
òîðöû ôàêòè÷åñêè ñ÷èòàëèñü èçîëèðîâàííûìè. Ïî èòîãàì ðàñ÷åòîâ ïåðâîé ñåðèè ñêîðîñòü
âûäåëåíèÿ âåùåñòâà ñ åäèíèöû ïëîùàäè îêàçàëàñü íåñêîëüêî íèæå, ÷åì â ðàñ÷åòàõ âòî-
ðîé ñåðèè. Ýòîò ôàêò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè êîìïåíñèðóåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî
â ïåðâîé ñåðèè âû÷èñëåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ñ êîòîðîé ïðîèñõîäèò
âûäåëåíèå ËÂ. Îòêëîíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îò îïûòíûõ
äàííûõ â äâóõ óêàçàííûõ ñåðèÿõ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî âûáîð òîé èëè èíîé ãåîìåòðèè çàäà÷è ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèôôóçèè íå îêàçûâàåò
ïðÿìîãî âëèÿíèÿ íà ïîãðåøíîñòü.

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû òàêæå ïðîáëåìû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà äèôôó-
çèè â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïàêåòå ANSYS. Ê òàêèì ïðîáëåìàì îòíîñÿòñÿ íåâîçìîæíîñòü
íåïîñðåäñòâåííîãî çàäàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, è òðóäíî-
ñòè îñðåäíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïî îáúåìó ïëåíêè. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ïðåîäîëåíèÿ
ýòèõ òðóäíîñòåé. Èòîãè âû÷èñëåíèé â äàííîì ïàêåòå ïîäòâåðæäàþò êîððåêòíîñòü ðåçóëü-
òàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è äèôôóçèè îïèñàííûì â ñòàòüå ìåòîäîì.

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 30.11.2016
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Calculation of medicine di�usion coe�cient out of

three-dimensional chitosan �lm

c⃝ A. O. Syromyasov 3, A. S. Shurshina4

Abstract. The di�usion coe�cient of medicine out of chitosan �lm with �nite dimensions is
calculated. To �t the experimental data it is assumed that the di�usion coe�cient is exponentially
decreasing function of time. Analytical solution of direct problem is obtained by variables
separation. Based on it, unknown values describing di�usion are found by least-squares method.
The calculated �t is tested numerically by using ANSYS package. The comparison between di�usion
coe�cients for one-dimensional and three-dimensional �lms is made. It is shown that for three-
dimensional �lm di�usion coe�cient decreases compared with one-dimensional �lm, but the quality
of �t stays almost unchanged for �lms with di�erent numbers of dimensions.

Key Words: di�usion, inverse problem, analytical solution, chitosan, three-dimensional �lm,
least-squares method

3 Associate professor, Department of Applied Mathematics, Di�erentialEquations and Theoretical Mechanics,
Ogarev Mordovia State University, Saransk, syal1@yandex.ru

4 Senior teacher, Department of High-Molecular Compounds and General Chemical Technology, Bashkir
State University, Ufa, anzhela_murzagil@mail.ru
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà

ÓÄÊ 519.865.5, 519.254

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îöåíêè ïðîèçâîäñòâåííûõ

ôîíäîâ ìàëîãî ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà

c⃝ Â.Ê. Ãîðáóíîâ 1, À. Ã. Ëüâîâ 2

Àííîòàöèÿ. Ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû ìàëîãî ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà (ÌÏ) íå èìåþò ôîð-
ìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ è íå ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëåì îò÷¼òíîñòè. Ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëåíèå ñòî-
èìîñòè òàêèõ ôîíäîâ â ðàìêàõ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ¾êàïèòàëüíûõ¿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíê-
öèé (ÏÔ) ïî äàííûì î ïðîèçâîäñòâåííûõ èíâåñòèöèÿõ (ïîêàçàòåëü îò÷¼òíîñòè ÌÏ), çàòðàòàõ
äðóãèõ ôàêòîðîâ è âûïóñêå ïðîäóêöèè (Â.Ê. Ãîðáóíîâ è À.Ã. Ëüâîâ, 2012). Â ýòîì ìåòîäå â
ýêîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ÏÔ ââîäèòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè ¾ýô-
ôåêòèâíûõ ôîíäîâ¿ íà ïðîìåæóòêå íàáëþäåíèÿ îáúåêòà. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíûõ
ôîíäîâ ÿâëÿåòñÿ îöåíèâàåìûì ïàðàìåòðîì âìåñòå ñ ïàðàìåòðàìè èñïîëüçóåìîé ÏÔ. Çàäà÷à
îäíîâðåìåííîé îöåíêè ýòèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé (íåêîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåííîé). Å¼ ðåãóëÿðèçàöèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè íà íà÷àëüíîå
è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð îöåíêè ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôîíäîâ ÌÏ Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè, äèíàìèêà ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ, ýô-
ôåêòèâíûå ôîíäû, ìàëîå ïðåäïðèíèìàòåëüñòâî, îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ, ïëîõàÿ îáóñëîâëåí-
íîñòü, ðåãóëÿðèçàöèÿ

1. Ââåäåíèå

Ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ôàêòîðîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ðàç-
âèòèÿ ñòðàíû, å¼ ðåãèîíîâ è îòðàñëåé. Êîëè÷åñòâåííûé ïîêàçàòåëü ðàçíîòèïíûõ ïðîèç-
âîäñòâåííûõ ôîíäîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà áàëàíñå ïðåäïðèÿòèé, êðîìå ìàëûõ ïðåäïðèÿòèé 3,
âûðàæàåòñÿ èõ ñòîèìîñòüþ è îòðàæàåòñÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòèêîé. Äëÿ ìàëîãî ïðåä-
ïðèíèìàòåëüñòâà (ÌÏ) â êà÷åñòâå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïîìåùå-
íèÿ, ìàøèíû è îáîðóäîâàíèå ëè÷íîãî ïîëüçîâàíèÿ, ïîýòîìó ïîêàçàòåëü ¾ïðîèçâîäñòâåí-
íûå ôîíäû� çäåñü íå ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì îò÷¼òíîñòè è êîíòðîëÿ, íî ïðîèçâîäñòâåííûå
èíâåñòèöèè ÷àñòíûõ ïðåäïðèíèìàòåëåé ó÷èòûâàþòñÿ è ïîîùðÿþòñÿ íàëîãîâîé ïîëèòè-
êîé. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïðîáëåìà êîñâåííîé îöåíêè ñòîèìîñòè ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôîíäîâ ÌÏ êàê ñïåöèôè÷åñêîãî ñåêòîðà ýêîíîìèêè. Âàæíîñòü ýòîé ïðîáëåìû îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñóùåñòâåííîé è íåïðåðûâíî âîçðàñòàþùåé äîëåé ýòîãî ñåêòîðà â ýêîíîìèêå ìíîãèõ
ñòðàí, â òîì ÷èñëå è â Ðîññèè. Îäíàêî íàì íå èçâåñòíû ìåòîäèêè îöåíîê ñòîèìîñòè ïðî-
èçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ ÌÏ, îòðàæàåìûå â íàó÷íîé è ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 16-06-00372.
1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Óëüÿíîâ-

ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; vkgorbunov@mail.ru
2 Äîöåíò êàôåäðû ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Óëüÿíîâñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; aglvov@mail.ru
3 Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîäàòåëüñòâîì ÐÔ [3] ê ìàëûì ïðåäïðèÿòèÿì îòíîñÿòñÿ èíäèâèäóàëüíûå ïðåä-

ïðèíèìàòåëè è ïðåäïðèÿòèÿ ÷èñëåííîñòüþ äî ñòà ÷åëîâåê ñ ïðåäåëüíîé ãîäîâîé âûðó÷êîé 800 ìëí. ðóá.
(äî 1.08.2016 � 400 ìëí. ðóá.).
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áàëàíñîâàÿ ñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ â îñòàëüíûõ
ñåêòîðàõ ýêîíîìèêè îáû÷íî ïëîõî ïðåäñòàâëÿåò ðåàëüíûé ïðîèçâîäñòâåííûé ïîòåíöèàë
èç-çà èçâåñòíûõ ñëîæíîñòåé ñòîèìîñòíîé îöåíêè ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ôîíäîâ, ñîâïàäà-
þùèõ ïî ôîðìàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì, íî èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ñðîêè ýêñïëóàòàöèè è
ôàêòè÷åñêèå òåõíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Êðîìå òîãî, â ýêîíîìèêå, îðèåíòèðóþùåéñÿ
íà èçìåí÷èâûé ðûíî÷íûé ñïðîñ, ÷àñòî íå âñå áàëàíñîâûå ôîíäû ðàáîòàþò â ïîëíîé ìåðå.
Ýòî îñîáåííî àêòóàëüíî äëÿ Ðîññèè ïîñëå ïðîøåäøåé â 1990-å ãîäû äåèíäóñòðèàëèçàöèè
[1], [2].

Ýôôåêòèâíîñòü îöåíêè ðåàëüíîãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü ïîâû-
øåíà íà îñíîâå àíàëèçà ïðîèçâîäñòâåííûõ èíâåñòèöèé. Ýòîò ïîêàçàòåëü îòðàæàåòñÿ â îò-
÷¼òíîñòè âñåõ ïðåäïðèÿòèé, â òîì ÷èñëå îòíîñÿùèõñÿ è ê ñåêòîðó ÌÏ. Ïðîèçâîäñòâåííûå
èíâåñòèöèè ôîðìèðóþò ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ êîñâåííîé
îöåíêè ïîñëåäíèõ. Òàêàÿ îöåíêà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé â ðàìêàõ ìåòîäà ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ ôóíêöèè (ÏÔ), îòðàæàþùåãî ðàöèîíàëüíîñòü (ïðåäïîëàãàåìóþ â ýêîíîìè÷åñêîé òåî-
ðèè) èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ äëÿ âûïóñêà ïðîäóêöèè â ñîîòâåòñòâèè
ñ ðûíî÷íûì ñïðîñîì [4], [5], [6], [7]. Ýòà âîçìîæíîñòü áûëà ðåàëèçîâàíà â ðàáîòàõ [8], [9],
[10].

Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþò çàâèñèìîñòü âàëîâîãî âûïóñêà ìîäåëèðóåìîãî
îáúåêòà îò îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ, ê êîòîðûì, êàê ïðàâèëî, îòíîñÿòñÿ ïðî-
èçâîäñòâåííûå ôîíäû, íàçûâàåìûå â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè êàïèòàëîì, è òðóä, êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî â óêàçàííîé ïèîíåðñêîé ðàáîòå àìåðèêàíñêèõ èññëåäîâàòåëåé ×àðëçà Êîááà
è Ïîëà Äóãëàñà4. Îäíàêî îòìå÷åííàÿ âûøå ïðîáëåìà îöåíêè ñòîèìîñòè ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôîíäîâ, òåì áîëåå ôîíäîâ, ðåàëüíî ó÷àñòâóþùèõ â ïðîèçâîäñòâå ïðîäóêöèè, ÷àñòî äåëàåò
ïðåäïîëîæåíèå ðàöèîíàëüíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ áàëàíñîâûõ ôîíäîâ íå ñîîòâåòñòâóþùèì
ðåàëüíîñòè. Ýòè òðóäíîñòè ñòèìóëèðîâàëè ôîðìàëüíóþ (áåç èçìåíåíèÿ ñïåöèôèêàöèè
ÏÔ) çàìåíó íåêîòîðûìè èññëåäîâàòåëÿìè ôàêòîðà ¾êàïèòàë¿, ïðåäñòàâëÿþùåãî çàïàñ
ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ, íà ïîêàçàòåëü ïðîèçâîäñòâåííûõ èíâåñòèöèé, èìåþùèé ñìûñë
ïîòîêà [11], [12]. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ èíâåñòèöèîí-
íûìè. Çàìåíà ïîêàçàòåëÿ çàïàñà êàïèòàëà íà ïîòîê èíâåñòèöèé îïðàâäûâàåòñÿ òåì, ÷òî
èíâåñòèöèè, â îòëè÷èå îò áàëàíñîâûõ ôîíäîâ, îïðåäåëÿþòñÿ òåêóùåé ðûíî÷íîé êîíú-
þíêòóðîé è, ïî ìåðå îñâîåíèÿ, ðåàëèçóþòñÿ â âèäå íîâûõ ôîíäîâ, ðåàëüíî ïðîèçâîäÿùèõ
ïðîäóêöèþ. Ê íåäîñòàòêàì òàêîé çàìåíû îòíîñèòñÿ òî, ÷òî ïðè îáíóëåíèè ëþáîãî ôàêòîðà
ñòàíäàðòíîé ÏÔ å¼ çíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ íóë¼ì. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè îòñóòñòâèè èíâåñòè-
öèé íà íåêîòîðîì ïåðèîäå ïðîäóêöèÿ, ñîãëàñíî ìîäåëè ÏÔ, íå âûïóñêàåòñÿ, íåñìîòðÿ íà
íåíóëåâîé çàïàñ êàïèòàëà5.

Â ðàáîòå Âîñêîáîéíèêîâà È.Á. [1] â öåëÿõ áîëåå àäåêâàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîä-
ñòâåííîãî ïîòåíöèàëà èñïîëüçîâàíî ïîíÿòèå ýôôåêòèâíûõ îñíîâíûõ ôîíäîâ, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ òó ÷àñòü áàëàíñîâûõ ôîíäîâ, êîòîðûå ðåàëüíî ó÷àñòâóþò â âûïóñêå ïðîäóêöèè.
Ìåòîä àâòîðà îöåíêè äèíàìèêè ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ îñíîâàí íà ïðåäïîñûëêå î ïîñòî-
ÿíñòâå ñðîêà ñëóæáû îáîðóäîâàíèÿ íà èññëåäóåìîì èíòåðâàëå è èñïîëüçîâàíèè îöåíîê
îæèäàåìûõ ñðîêîâ ñëóæáû. Òàêèå îöåíêè ìîãóò áûòü ëèøü âåñüìà óñëîâíûìè. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, îíè áóäóò ñóáúåêòèâíûìè.

Â íàøèõ ðàáîòàõ [8], [9] ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ¾êàïèòàëüíûõ¿ ÏÔ ïî èíôîð-
ìàöèè î ïðîèçâîäñòâåííûõ èíâåñòèöèÿõ âìåñòî èíôîðìàöèè î áàëàíñîâûõ ôîíäàõ. Ïðè

4 Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â [4] îïðåäåëåíà äëÿ èíäåêñîâ äàííûõ ïîêàçàòåëåé îáðàáàòûâàþùèõ îò-
ðàñëåé (manufacturing) ÑØÀ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðèîäà íàáëþäåíèé 1899-1922 ãã.

5 Â ðàáîòå [13] òàêæå àíàëèçèðóåòñÿ íåêîððåêòíîå ïðèìåíåíèå â íåêîòîðûõ ðîññèéñêèõ ïóáëèêàöèÿõ
ìåòîäà ¾ïðîñòðàíñòâåííîé ðåãðåññèè¿, âìåñòî ðåãðåññèè ïî âðåìåííûì ðÿäàì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ óíèâåð-
ñàëüíîé èíâåñòèöèîííîé ÏÔ (Êîááà-Äóãëàñà) ñåêòîðà ÌÏ àáñòðàêòíîãî ðåãèîíà Ðîññèè.
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ýòîì íà ïåðèîäå íàáëþäåíèÿ ðåêîíñòðóèðóåòñÿ äèíàìèêà íå áàëàíñîâûõ ôîíäîâ, à ôîí-
äîâ, îáúÿñíÿþùèõ â ðàìêàõ òåîðèè ÏÔ ðåàëüíûé âûïóñê, íàáëþäàåìûé íà ïðîìåæóòêå
èäåíòèôèêàöèè. Òàêèå ôîíäû òàêæå ìîæíî íàçûâàòü ýôôåêòèâíûìè, íî îíè îïðåäåëÿ-
þòñÿ íà áîëåå îáúåêòèâíîé îñíîâå. Ýòî áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðåàëüíûõ äàííûõ
ýêîíîìèêè Ðîññèè.

Óñëîæíåíèå ñîäåðæàòåëüíîé ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà
ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, îñíîâíîé àðãóìåíò êîòîðîé � êàïèòàë � íå íàáëþ-
äàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à ðåêîíñòðóèðóåòñÿ, óñëîæíÿåò è çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè.
Çäåñü îäíîâðåìåííî ñ îöåíêîé ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåìîé êàïèòàëüíîé ÏÔ òàêæå îöåíèâà-
åòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ñòîèìîñòè ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ìå-
òîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) îäíîâðåìåííîãî (êîìïëåêñíîãî) îöåíèâàíèÿ ðàñøè-
ðåííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé (íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííîé) çàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíà òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ýô-
ôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, à òàêæå ðåãóëÿðèçàöèè íà îñíîâå äîïîëíèòåëüíîé ñî-
äåðæàòåëüíîé (ýêñïåðòíîé) èíôîðìàöèè. Â [8], [9] áûë ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé âàðèàíò
èçâåñòíîãî èòåðàòèâíîãî ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ [14] (Continuation Method [15]) äëÿ ðåøå-
íèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ è êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ ïî èíôîð-
ìàöèè î ïðîèçâîäñòâåííûõ èíâåñòèöèÿõ â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè [8] ñîçäà¼ò ïðåä-
ïîñûëêè ââåäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ¾ýôôåêòèâíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíä� (ÝÏÔ) äëÿ âñåé
ýêîíîìèêè ñòðàíû èëè ðåãèîíà, à òàêæå å¼ îòðàñëåé, âêëþ÷àÿ ìàëîå ïðåäïðèíèìàòåëü-
ñòâî. Â ðàáîòå [10] ýòà ìîäåëü è âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíîëîãèÿ ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâè-
òèå. Â óðàâíåíèå äèíàìèêè ôîíäîâ ââåä¼í äîïîëíèòåëüíî êîýôôèöèåíò ðåàëèçóåìîñòè
èíâåñòèöèé, ïðåäñòàâëÿþùèé äîëþ ðåàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ âûäåëåííûõ ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ èíâåñòèöèé (ïîñëå êîððóïöèîííîãî ïðèñâîåíèÿ ÷àñòè èíâåñòèöèé). Â êà÷åñòâå äîïîë-
íèòåëüíîãî ñðåäñòâà ïðåîäîëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷ ÌÍÊ áûë èñïîëüçî-
âàí ïåðåõîä ê èíäåêñíûì ÏÔ ñ ïîñëåäóþùèì âîññòàíîâëåíèåì ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé â
àáñîëþòíûõ ôîðìàõ (îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ), îïèñàííûé â [7].
Íîâàÿ òåõíîëîãèÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà áûëà àïðîáèðîâàíà íà äàííûõ äâóõ ðå-
ãèîíîâ � Ïðèâîëæñêîãî è Óðàëüñêîãî ôåäåðàëüíûõ îêðóãîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåñêîëüêèõ
êëàññîâ äâóõôàêòîðíûõ ÏÔ. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ôàêòîðà áûëè ðàññìîòðåíû àëüòåðíà-
òèâíî òðóä è ïîòðåáëåíèå ýíåðãèè.

Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîíÿòèÿ ÝÏÔ è ìåòîäà îöåíêè ýòîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ íà
ìàëîå ïðåäïðèíèìàòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîä ÏÔ äëÿ àíàëèçà ýòîãî ñåêòîðà
â òðàäèöèîííîì âàðèàíòå, êîãäà â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ôàêòîðà èñïîëüçóþòñÿ íå ïðîèç-
âîäñòâåííûå èíâåñòèöèè, ó÷èòûâàåìûå îôèöèàëüíîé ñòàòèñòèêîé, à íàêàïëèâàåìàÿ ñòîè-
ìîñòü ÝÏÔ. Ýòîìó ïîñâÿùåíà äàííàÿ ñòàòüÿ.

Èç çàðóáåæíûõ èññëåäîâàíèé íàì èçâåñòíà áëèçêàÿ â àëãîðèòìè÷åñêîì îòíîøåíèè
ðàáîòà M. Doms [16], â êîòîðîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÏÔ ïî äàííûì îá èíâåñòèöèÿõ (ñ îäíî-
âðåìåííîé îöåíêîé êîýôôèöèåíòîâ àìîðòèçàöèè) ïðèìåí¼í ïàíåëüíûé ÌÍÊ äëÿ ãðóïïû
ñòàëåëèòåéíûõ çàâîäîâ, èñïîëüçóþùèõ îäèíàêîâóþ òåõíîëîãèþ. Íåäàâíÿÿ ìîíîãðàôèÿ
S.T. Hackman [17], îõâàòûâàþùàÿ øèðîêèé êðóã ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ðå-
àëüíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîáëåì ìåòîäîì ÏÔ, ðàáîò ïî îöåíêå ýôôåêòèâíîãî êàïèòàëà
íå îòðàæàåò.

Äàëåå èçëîæåíî ðàçâèòèå ìåòîäà êîìïëåêñíîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ ¾êàïèòàëüíîé¿ ÏÔ
îäíîâðåìåííî ñ îöåíêîé äèíàìèêè ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ, çàêëþ÷àþùååñÿ âî ââåäåíèè
äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ñìåøàííîãî òèïà íà íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ îöåíèâàå-
ìûõ ÝÏÔ, à òàêæå ðåçóëüòàòû åãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ îòðàñëè êîíñîëèäèðîâàííîãî ìàëîãî
ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà (ÏÔÎ).
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2. Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè â àáñîëþòíîé è èíäåêñíîé ôîðìàõ

Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè òèïà ÷¼ðíîãî ÿùè-
êà [7] äîñòàòî÷íî êðóïíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ (ôèðìà, îòðàñëü, ðåãèîí). Òàêèì
îáúåêòîì ìîæåò áûòü ñîâîêóïíîñòü ìàëûõ ïðåäïðèÿòèé íåêîòîðîãî òåððèòîðèàëüíîãî
îáðàçîâàíèÿ. Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè îïèñûâàþò ñëîæíûé îáúåêò óïðîù¼ííî íà îñ-
íîâå âûäåëåíèÿ åãî íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ (äëÿ êîíêðåòíîãî èññëåäîâàíèÿ) ïîêàçàòåëåé
çàòðàò, èìåþùèõ êîëè÷åñòâåííûå ìåðû, è óñòàíîâëåíèÿ êîíêðåòíîé ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿ-
çè, êîòîðàÿ, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò ìåæäó çàòðàòàìè è âûïóñêîì.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå äâóõôàêòîðíûå êàïèòàëüíûå ÏÔ ðàçëè÷íûõ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ êëàññîâ

Y = F (K,L;w) , (2.1)

ãäå âàëîâîé âûïóñê ìîäåëèðóåìîãî ïðîèçâîäñòâåííîãî îáúåêòà Y çà îò÷¼òíóþ åäèíèöó
âðåìåíè (îáû÷íî ãîä) îïðåäåëÿåòñÿ óðîâíåì èñïîëüçîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ (ýô-
ôåêòèâíîãî êàïèòàëà) K è òðóäà L è ïåðåìåííàÿ w = (w1, ..., wp) ïðåäñòàâëÿåò âåêòîð
ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ÏÔ, âûáèðàåìûé èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà W ⊆ Rp

ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ äàííîãî êëàññà ôóíêöèé. Îñíîâíûå ïåðåìåííûå (Y,K,L) ïî
ñìûñëó ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè (2.1) íåîòðèöàòåëüíûå.

Èíâåñòèöèîííûå ÏÔ, èñïîëüçóåìûå íåêîòîðûìè àâòîðàìè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìàëîãî ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà [12], [13], îòëè÷àþòñÿ îò êàïèòàëü-
íûõ (2.1) ïðîñòîé çàìåíîé êàïèòàëüíîé ïåðåìåííîé K íà ïåðåìåííóþ èíâåñòèöèé I .
Òàêèå ôóíêöèè ëó÷øå îòðàæàþò ðûíî÷íóþ êîíúþíêòóðó, ÷åì êàïèòàëüíûå (2.1), åñëè
ïîñëåäíèå èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå K áàëàíñîâûå ôîíäû, íî îíè íå ìîãóò ðåøèòü ðàññìàò-
ðèâàåìóþ çäåñü çàäà÷ó îöåíêè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ ÌÏ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ çàâèñèìîñòü ÏÔ îò ïàðàìåòðîâ íå âûäå-
ëÿåòñÿ: Y = F (K,L) . Â çàïèñè (2.1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñíîâíûå ïåðåìåííûå (Y,K,L)
èìåþò ðàçìåðíîñòè: âàëîâîé âûïóñê Y è ôîíäû K èçìåðÿþòñÿ ñòîèìîñòüþ è çàòðàòû
òðóäà L � ñòîèìîñòüþ, âðåìåíåì èëè ÷èñëåííîñòüþ. Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè (2.1) ñ
ñîäåðæàòåëüíî èçìåðåííûìè ïåðåìåííûìè áóäåì íàçûâàòü ÏÔ â àáñîëþòíîé ôîðìå.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâðåìåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î ðàöèîíàëüíîñòè ïðîèçâîäñòâà, ïðî-
èçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ F (K,L) äîëæíà áûòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé è êâàçèâîãíó-
òîé6 â íåêîòîðîé ýêîíîìè÷åñêîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ôàêòîðîâ {K ≥ 0, L ≥ 0} . Âíóò-
ðåííÿÿ ñòðóêòóðà ýòèõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâåííà è ìîæåò, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæàòü òðàíñ-
öåíäåíòíûå îïåðàöèè îòíîñèòåëüíî èõ àðãóìåíòîâ7.

Ïåðåìåííûå ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè (2.1), ïðåäñòàâëÿþùåé ðåàëüíûé îáúåêò, îáû÷íî
èìåþò ðàçëè÷íûé ÷èñëîâîé ïîðÿäîê, è ýòî óñëîæíÿåò ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó ÌÍÊ îöåíèâà-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè, òàê êàê ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë èìååò îáû÷íî îâðàæíóþ
ôîðìó. Â [7] îòìå÷åíà öåëåñîîáðàçíîñòü ïåðåõîäà ê èíäåêñíûì ÏÔ äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé
ïðîáëåìû ñ ïîñëåäóþùèì âîññòàíîâëåíèåì ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé â àáñîëþòíûõ ôîðìàõ
(îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ). Ïðè ýòîì èíäåêñàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîêàçàòåëåé íàçûâàþòñÿ îòíîøåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (Y,K,L) ê èõ áàçîâûì âåëè-

6 Êâàçèâîãíóòîñòü ôóíêöèè F (K,L) îçíà÷àåò, ÷òî âåðõíèå ìíîæåñòâà {K ≥ 0, L ≥ 0 : F (K,L) ≥ c}
óðîâíåé c âûïóêëûå.

7 Â ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ñïîðàäè÷åñêè ïîÿâëÿþòñÿ ðàáîòû, ïîäâåðãàþùèå ìåòîä ÏÔ
êðèòèêå ñ òî÷êè çðåíèÿ ýâðèñòè÷åñêîé òåîðèè ðàçìåðíîñòåé, ïðèìåíÿåìîé â òåõíè÷åñêèõ íàóêàõ è ôèçè-
êå. Ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè âñå ÏÔ â àáñîëþòíîé ôîðìå, íà÷èíàÿ ñ ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà, ïðèâåäåííîé
íèæå, îáúÿâëÿþòñÿ íåëåãèòèìíûìè. Íàäóìàííîñòü ýòîé ïðîáëåìû äëÿ ìåòîäà ÏÔ è òåîðèè ïîòðåáè-
òåëüñêîãî ñïðîñà, èñïîëüçóþùåé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè è ñìûñëîì èíñòðóìåíòà
àïïðîêñèìàöèè ñîäåðæàòåëüíûõ çàâèñèìîñòåé, àðãóìåíòèðîâàíà â [7].
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÷èíàì (Y0, K0, L0) :

υ =
Y

Y0
, κ =

K

K0

, λ =
L

L0

. (2.2)

Èíäåêñíàÿ ôóíêöèÿ F (κ, λ;ω) ñâÿçàíà ñ àáñîëþòíîé ôóíêöèåé F (K,L;w) ðàâåí-
ñòâîì

F (K,L;w) = Y0F (κ, λ;ω) . (2.3)

Ñâÿçü ïàðàìåòðîâ àáñîëþòíîé è èíäåêñíîé ôîðì w è ω óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòðóêòóðíûì
àíàëèçîì ðàâåíñòâà (2.3) äëÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ôóíêöèé [7].

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â àáñîëþòíîé ôîðìå F (K,L) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðèí-
öèïèàëüíî íàáëþäàåìûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäñòâà [5],[7]: ñðåäíèå ýôôåêòèâíîñòè
ôàêòîðîâ Y/K è Y/L ,ïðåäåëüíûå ýôôåêòèâíîñòè ∂F (K,L)/∂K è ∂F (K,L)/∂L , èõ îò-
íîøåíèÿ � ôàêòîðíûå ýëàñòè÷íîñòè

ϵK =
∂F (K,L)

∂K
:
Y

K
≡ ∂ lnF (K,L)

∂ lnK
, ϵL =

∂F (K,L)

∂L
:
Y

L
≡ ∂ lnF (K,L)

∂ lnK
. (2.4)

Ñóììà ôàêòîðíûõ ýëàñòè÷íîñòåé µKL = ϵK + ϵL ÿâëÿåòñÿ ýëàñòè÷íîñòüþ ïðîèçâîäñòâà
ïî ìàñøòàáó.

Ôàêòîðíûå ýëàñòè÷íîñòè êàê è ýôôåêòèâíîñòè ôàêòîðîâ,ïðåäñòàâëÿþò êîëè÷åñòâåí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè çàâèñèìîñòè âûïóñêà îò çàòðàò ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàêòîðîâ. Îäíàêî
ýëàñòè÷íîñòè íå çàâèñÿò îò ìàñøòàáèðîâàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ ôàêòîðîâ è âûïóñêà è
ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè áåçðàçìåðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Íà ÿçûêå ïðîöåíòîâ ôàê-
òîðíûå ýëàñòè÷íîñòè ïîêàçûâàþò, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ (ïðèìåðíî) óâåëè÷èòñÿ âûïóñê,
åñëè èñïîëüçîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ôàêòîðà âîçðàñò¼ò íà 1%. Ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîä-
ñòâà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðîñòå âñåõ ôàêòîðîâ íà 1% âûïóñê âîçðàñò¼ò ïðèìåðíî íà µKL%.

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü áîëåå ãëóáîêèå õàðàêòåðèñòè-
êè ïðîöåññà çàìåùåíèÿ ôàêòîðîâ, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ óðîâåíü âûïóñêà:

• ïðåäåëüíóþ íîðìó çàìåùåíèÿ (ÏÍÇ) òðóäà êàïèòàëîì

SLK (K,L) ≡ ∂F (K,L)

∂L
:
∂F (K,L)

∂K
= −dK

dL
, (2.5)

• ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ òðóäà êàïèòàëîì

σLK (K,L) =
d (K/L)

K/L
:
dSLK
SLK

=
d ln (K/L)

d lnSLK
, F (K,L) = const. (2.6)

Âåëè÷èíà ÏÍÇ (2.5) ïðåäñòàâëÿåò ïðåäåëüíûé êîýôôèöèåíò çàìåùåíèÿ çàòðàò òðóäà
êàïèòàëîì ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ óðîâíÿ âûïóñêà. Ìàòåìàòè÷åñêè ÏÍÇ ðàâíà òàíãåí-
ñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé â äàííîé òî÷êå (K,L) , ê ñîîòâåòñòâóþùåé
èçîêâàíòå ôóíêöèè F (·) . Ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò îò åäèíèö èçìåðåíèÿ ôàêòîðîâ (K,L) è
âûïóñêà Y . Ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ (2.6) ïðåäñòàâëÿåò, àíàëîãè÷íî ôàêòîðíûì ýëàñòè÷-
íîñòÿì (2.4), îòíîñèòåëüíóþ áåçðàçìåðíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñâÿçè ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòè
K/L ñ ïðåäåëüíîé íîðìîé çàìåùåíèÿ SLK , ïîêàçûâàÿ (ïðèìåðíî), íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
èçìåíÿåòñÿ ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòü ïðè èçìåíåíèè ÏÍÇ íà 1%.

Íåÿâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÏÔ, êîòîðûå ìîãóò äîïîëíèòü àíàëèç ñîîòâåòñòâèÿ
ôóíêöèè ðåàëüíîìó ïðîöåññó , ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ôàêòîðíîãî ñïðîñà, ïðåäëîæåíèÿ, ïðè-
áûëè è èçäåðæåê, îïðåäåëÿåìûå çàäà÷àìè ðàöèîíàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà � ìàêñèìèçàöèè
ïðèáûëè èëè ìèíèìèçàöèè èçäåðæåê [5],[17].
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Äàëåå, ââèäó ñëîæíîñòè çàäà÷è êîìïëåêñíîé îöåíêè (äèíàìèêè ýôôåêòèâíûõ ôîí-
äîâ è ïàðàìåòðîâ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè), ðàññìàòðèâàåìîé â ñëåäóþùåì ðàçäåëå,
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äâà íàèáîëåå ïðîñòûõ êëàññà íåëèíåéíûõ êàïèòàëüíûõ ÏÔ (2.1):
ïðîñòåéøèé êëàññ � ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà (ÊÄ)

AKαLβ (2.7)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè w = (A,α, β) > 0 , è åãî îáîáùåíèå � êëàññ ôóíêöèé

A
(
νK−ρ + (1− ν)L−ρ)−µ/ρ (2.8)

ñ ïàðàìåòðàìè w = (A, ν, ρ, µ) . Ýòè ïàðàìåòðû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (A, µ) >
0, −1 ≤ ρ ̸= 0, 0 < ν < 1 . Ïðèâåäåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ôóíêöèé (2.7) è
(2.8) îáåñïå÷èâàþò èõ âîçðàñòàíèå è êâàçèâîãíóòîñòü âî âñ¼ì íåîòðèöàòåëüíîì îðòàíòå
àðãóìåíòîâ (K,L) .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Êîááà-Äóãëàñà (2.7). Ýòà ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ
ñòåïåíè µ = α+ β , è ýòà ñòåïåíü ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâà îòíîñè-
òåëüíî ìàñøòàáà çàòðàò. Èçâåñòíî [5], ÷òî ñòåïåíè α è β ïðåäñòàâëÿþò ôàêòîðíûå ýëà-
ñòè÷íîñòè ïðîèçâîäñòâà (2.3), è ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ (2.5) σ = 1 . Âñå ýòè ïàðàìåòðû
ïîñòîÿííû äëÿ ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà îòíîñèòåëüíî ðåæèìîâ åãî ðàáîòû, îïðåäåëÿåìûõ
ïåðåìåííûìè çàòðàò ôàêòîðîâ (K,L) , ÷òî, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèåì ðåàëüíîñòè,
íåÿâíî çàëîæåííûì â ñòðóêòóðó äàííîé ÏÔ.

Ôóíêöèÿ (2.8) ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè µ è ýòà ñòåïåíü, êàê è â ñëó÷àå ôóíê-
öèè ÊÄ, ïðåäñòàâëÿåò ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâà. Çäåñü ôàêòîðíûå ýëàñòè÷íîñòè (2.4)
óæå íå ïîñòîÿííûå, è ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ ðàâíà σ = 1/(1 + ρ) . Ýëàñòè÷íîñòü çàìå-
ùåíèÿ ïðèíèìàåò ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ρ . Ïîñòî-
ÿíñòâî ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ σ îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòîâ (K,L) äàëî íàçâàíèå ýòîìó
êëàññó � ôóíêöèè ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ (ÏÝÇ). Â ïðåäåëå ρ→ 0 ôóíêöèÿ
ÏÝÇ (2.7) ïåðåõîäèò â ôóíêöèþ ÊÄ (2.6).

Ôóíêöèè ÊÄ (2.7), ÏÝÇ (2.8) â èíäåêñíîé ôîðìå F (κ, λ;ω) è èõ ïàðàìåòðû, îòëè÷à-
þùèåñÿ îò ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ àáñîëþòíûõ ôóíêöèé F (K,L;w) , îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè. Ôóíêöèÿ ÊÄ:

υ = aκαλβ, A =
Y0a

Kα
0 L

β
0

. (2.9)

Ôóíêöèÿ ÏÝÇ:

υ = a
(
ν ′κ−ρ + (1− ν ′)λ−ρ

)−µ/ρ
, (2.10)

A =
Y0a

(ν ′Kρ
0 + (1− ν ′)Lρ0)

µ/ρ
, ν =

ν ′Kρ
0

ν ′Kρ
0 + (1− ν ′)Lρ0

.

Ïåðåõîä ê èíäåêñíûì ôóíêöèÿì (2.9) è (2.10) èñïîëüçóåòñÿ äàëåå êàê ìåòîä óëó÷øåíèÿ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ çàäà÷è ðåêîíñòðóêöèè ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ ñ îäíîâðåìåííûì
ïîñòðîåíèåì ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ÌÏ.

3. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ÏÔ ÌÏ ñ ðåêîíñòðóêöèåé ýôôåêòèâíûõ

ôîíäîâ

Ñòàòèñòèêà äåÿòåëüíîñòè ìàëîãî ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà ðåãèîíîâ [3] ñîäåðæèò äàííûå
î âûïóñêå Yt , î ïðîèçâîäñòâåííûõ èíâåñòèöèÿõ It è î çàòðàòàõ òðóäà Lt :{

Yt, It, Lt : t = 0, T
}
. (3.1)
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Êàê è ïðè ëþáûõ íàáëþäåíèÿõ (èçìåðåíèÿõ) ðåàëüíûõ îáúåêòîâ, ýòè äàííûå ïðèáëè-
æ¼ííûå.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êàïèòàëüíûõ ôóíêöèé (2.1) ïî äàííûì (3.1) ïðåäëîæåí â [8]. Îí
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðîèçâîäñòâåííîãî êàïèòàëà K , îòðàæà-
þùåãî ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ (îñâîåíèÿ èíâåñòèöèé) è àìîðòèçàöèþ ôîíäîâ. Ïðîöåññ íàêîï-
ëåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ó÷èòûâàåòñÿ ââåäåíèåì âðåìåííîãî ëàãà, íî äëÿ ìàëîãî ïðåäïðè-
íèìàòåëüñòâà èíâåñòèöèè îáû÷íî ðàñõîäóþòñÿ íà çàêóïêó îáîðóäîâàíèÿ è ñòðîèòåëüñòâî
ïðîñòûõ îáúåêòîâ. Ïîýòîìó ëàãîì çäåñü ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è îïèñàòü äèíàìèêó íàêîïëå-
íèÿ ôîíäîâ ñ íîðìîé àìîðòèçàöèè m óðàâíåíèåì

Kt = (1−m)Kt−1 + It, t = 1, T . (3.2)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí {K1, ..., KT} ñîãëàñíî (3.2) ñëåäóåò çàäàòü íà÷àëüíîå çíà÷å-
íèå ýôôåêòèâíîãî êàïèòàëà K0 . Íîðìà àìîðòèçàöèè m îáû÷íî çàäà¼òñÿ äëÿ îòðàñëåé
è âñåé ýêîíîìèêè. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà êàïèòàëà îïðåäåëÿåòñÿ, êðîìå èçâåñòíûõ íà
ïðîìåæóòêå íàáëþäåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìàëüíûõ èíâåñòèöèé {I0, . . . , IT} è íîðìû àìîðòè-
çàöèè m , òàêæå íåèçâåñòíûì íà÷àëüíûì êàïèòàëîì K0 .

Îïðåäåëåíèå äèíàìèêè êàïèòàëà (3.2) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êàïèòàëüíóþ ÏÔ íåêî-
òîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî êëàññà êàê ìîäåëü ïðîèçâîäñòâà, ïðåäñòàâëåííîãî ñòàòèñòèêîé
(3.1). Ïàðàìåòðû òàêîé ìîäåëè w äîëæíû îöåíèâàòüñÿ âìåñòå ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì K0

èç óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåãî ñîãëàñîâàíèÿ ðàñ÷¼òíûõ çíà÷åíèé âûïóñêà F (Kt, Lt;w)
ñ ïðèáëèæ¼ííî çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè Yt :

Yt ≃ F (Kt, Lt;w) . (3.3)

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (3.2) è (3.3) ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ôîðìè-
ðîâàíèÿ ÝÏÔ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Èäåíòèôèêàöèÿ òàêîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê îöåíêå
ïàðàìåòðîâ ýòîé ìîäåëè

z = (w1, . . . , wp, K0) ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì

w ∈ W, K0 > 0, (3.4)

ãäå ìíîæåñòâî W ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèÿì íà ïàðàìåòðû âûáðàííîãî êëàññà ôóíêöèé
(2.1).

Îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Äëÿ ìîäåëè (3.2), (3.3) îöåíêà ïàðàìåòðîâ ẑ îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè ñèñòåìû ïðèáëèæ¼ííûõ
ðàâåíñòâ ñòàòèñòè÷åñêèõ è ðàñ÷¼òíûõ çíà÷åíèÿ âûïóñêîâ (3.3):

ϕ(z) =
T∑
t=0

[Yt − F (Kt, Lt;w)]
2 (3.5)

ïðè óñëîâèÿõ (3.2) è (3.4). Äàëåå ýòó çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé êîìïëåêñíîãî îöåíè-
âàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè.

Íàø îïûò ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (3.5) ïðè óñëîâèÿõ âèäà (3.2) è (3.4)
ïîêàçàë òèïè÷íóþ ïëîõóþ îáóñëîâëåííîñòü îòíîñèòåëüíî èñêîìîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
êàïèòàëà K0 . Äëÿ äàííûõ î ðîññèéñêîé [8] è ðåãèîíàëüíûõ [10] ýêîíîìèê ýòîò ïàðàìåòð
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äîïóñêàë íåêîòîðóþ ýêñïåðòíóþ îöåíêó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà ñòàáèëèçèðîâàòü (ðåãóëÿðè-
çîâàòü) çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè îòíîñèòåëüíî åãî çíà÷åíèé. Â ñëó÷àå ìàëîãî ïðåäïðèíèìà-
òåëüñòâà íèêàêèõ äàííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ íåò. Çäåñü ðåãóëÿðèçà-
öèÿ îïèñàííîé çàäà÷è äîñòèãàåòñÿ íàëîæåíèåì ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ íà èñêîìîå íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå K0 è âû÷èñëÿåìîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå KT ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîì ïåðèîäå èçâåñòåí òåìï èçìåíåíèÿ ôîíäîâî-
îðóæ¼ííîñòè òðóäà è ýòîò òåìï íà äàííîì ýòàïå áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì. Îáîçíà÷èì
åãî c . Ýòî çíà÷èò, ÷òî

KT

LT
= cT

K0

L0

. (3.6)

Âåëè÷èíà òåìïà èçìåíåíèÿ ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòè òðóäà ñóùåñòâåííî ïðîùå äëÿ èç-
ìåðåíèé è ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ âûøå çàäà÷à ñîäåðæàòåëüíî è
ñòðóêòóðíî óñëîæíÿåòñÿ íàëîæåíèåì óñëîâèÿ (3.6). Íî ýòî ôîðìàëüíîå óñëîæíåíèå ëåãêî
ó÷èòûâàåòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè äàííîãî âàðèàíòà ÌÍÊ äëÿ ìîäåëè êîìïëåêñíîé îöåíêè ýô-
ôåêòèâíûõ ôîíäîâ è ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè èññëåäóåìîãî îáúåêòà, â äàííîì ñëó÷àå
� êîíñîëèäèðîâàííîãî ìàëîãî ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà ðåãèîíà.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (3.5) ïðè óñëîâèÿõ (3.2), (3.4) è (3.6)
ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ å¼ âû÷èñëèìîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ ê èíäåêñíîé ôîðìå îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåìåííûõ (2.2). Ïðè ýòîì óðàâíåíèå äèíàìèêè (3.2) ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà íà÷àëüíîå çíà-
÷åíèå K0 è ââåñòè ïåðåìåííóþ ( ι � éîòà)

ιt =
It
K0

. (3.7)

Óðàâíåíèå äèíàìèêè â èíäåêñíîé ôîðìå:

κt = (1−m)κt−1 + ιt, t = 1, T . (3.8)

Èíäåêñíàÿ çàäà÷à êîìïëåêñíîé îöåíêè çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

ψ (z′) =
T∑
t=1

[υt − F (κt, λt;ω)] , (3.9)

ïî ïåðåìåííûì ìèíèìèçàöèè z′ = (ω1, . . . , ωp, K0) ïðè óñëîâèÿõ (3.4), ñêîððåêòèðîâàííûõ
ñ ó÷¼òîì ïåðåõîäà ê ïàðàìåòðàì ω , äèíàìè÷åñêèì óñëîâèÿì (3.8) è èíäåêñíûì âàðèàíòîì
òåðìèíàëüíîãî óñëîâèÿ (3.6) � óñëîâèåì

κT = cTλT . (3.10)

Îñíîâíûå ïåðåìåííûå èíäåêñíîé çàäà÷è êîìïëåêñíîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ z′ , ò.å.
ïåðåìåííûå (2.2), ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà åäèíèöû. Ýòî ñóùåñòâåííî ñíèæàåò ýô-
ôåêòû îâðàæíîñòè ôóíêöèîíàëà (3.9), ÷òî îáëåã÷àåò âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ïîèñêà åãî
ìèíèìóìà ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ.

Çàäà÷è ÌÍÊ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàìêàõ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà, îòíîñÿùåãîñÿ
ê ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Ïðè ýòîì îøèáêè äàííûõ ñ÷èòàþòñÿ ñëó÷àéíû-
ìè âåëè÷èíàìè. Ýòî ïðåäïîëàãàåò çíàíèå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé ýòèõ îøèáîê, ïðè÷¼ì
íåçàâèñèìûìè è, îáû÷íî, íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûìè. Òàêèå ïðåäïîñûëêè ïîçâîëÿþò
ââîäèòü è âû÷èñëÿòü íåêîòîðûå êðèòåðèè êà÷åñòâà ðåãðåññèè, îïðåäåëÿåìîé âûáðàííû-
ìè ôóíêöèîíàëüíûìè ñâÿçÿìè ìåæäó ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè ìîäåëè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé è äðóãèõ ïðîáëåì ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
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ýòè ïðåäïîñûëêè îáû÷íî íå âûïîëíÿþòñÿ, òàê êàê ýêîíîìè÷åñêàÿ äèíàìèêà, ïðåäñòàâëÿ-
þùàÿ ïðîèçâîäñòâî, îáû÷íî óíèêàëüíà è íå äîïóñêàåò ïîâòîðÿåìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íà
îñíîâå êîòîðûõ â äðóãèõ îáëàñòÿõ (òåõíèêà, ôèíàíñîâûå ðûíêè) ìîæåò áûòü âûÿâëåíà
ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàêîíîìåðíîñòü îøèáîê. Îäíàêî ýòè íåäîñòàòêè êîìïåíñèðóþòñÿ ñîäåð-
æàòåëüíîñòüþ ðàçâèòûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â íàøåì ñëó÷àå òåîðèÿ ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåò îáîñíîâàííûé íàáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòèõ ôóíêöèé è
èõ ñîäåðæàòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, ïåðå÷èñëåííûõ âûøå (âîçðàñòàíèå è êâàçèâîãíóòîñòü,
ýëàñòè÷íîñòè). Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó êîìïëåêñíîé îöåíêè ýôôåêòèâíûõ
ôîíäîâ è ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè êàê çàäà÷ó ñãëàæèâàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíê-
öèè (2.1), íåÿâíî çàäàííîé òàáëèöåé äàííûõ (3.1), ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

4. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ÏÔ ÌÏ ñ ðåêîíñòðóêöèåé ýôôåêòèâíûõ

ôîíäîâ

Îïèñàííàÿ çàäà÷à êîìïëåêñíîãî îöåíèâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè ðåøàëàñü äëÿ
ýêîíîìèêè ÌÏ ÏÔÎ ñ èñïîëüçîâàíèåì îôèöèàëüíûõ äàííûõ 2005�2014 ã. èç ñòàòèñòè-
÷åñêèõ ñáîðíèêîâ ¾Ìàëîå è ñðåäíåå ïðåäïðèíèìàòåëüñòâî â Ðîññèè¿ (çà 2006�2014 ãã.),
¾Ðåãèîíû Ðîññèè. Ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè¿ (2011 ã., 2015 ã.), ¾Ðîññèéñêèé
ñòàòèñòè÷åñêèé åæåãîäíèê¿ (2015 ã.). Íîðìà àìîðòèçàöèè m äëÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ôîíäîâ (3.2), êàê è â ðàáîòå [10], îïðåäåëÿëàñü íà óðîâíå 0.055. Äëÿ çàäàíèÿ òåìïà èçìå-
íåíèÿ ôîíäîâîîðóæåííîñòè òðóäà (3.6) äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçîâàëèñü äàííûå ïî òðóäó
çà 2004 ãîä. Âñå ðàñ÷åòû ðåàëèçîâàíû ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè
¾Mathematica¿.

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû èñõîäíûå (ñòàòèñòè÷åñêèå) è ïðèâåäåííûå ê öåíàì 2014 ãî-
äà ñòîèìîñòíûå äàííûå ìîäåëèðîâàíèÿ ñîâîêóïíîñòè ñóáúåêòîâ ÌÏ � þðèäè÷åñêèõ ëèö8.
Èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ: Y s

t
− îáîðîò ÌÏ (ìëðä. ðóá.); iYt − èíäåêñ âåëè÷èíû âàëî-

âîãî ðåãèîíàëüíîãî ïðîäóêòà (ÂÐÏ) (â ïðîöåíòàõ ê ïðåäûäóùåìó ãîäó); Is
t
− èíâåñòèöèè

â îñíîâíîé êàïèòàë ÌÏ â ôàêòè÷åñêè äåéñòâîâàâøèõ öåíàõ (ìëðä. ðóá.); iIt− èíäåêñ
îáúåìà èíâåñòèöèé â îñíîâíîé êàïèòàë (â ïðîöåíòàõ ê ïðåäûäóùåìó ãîäó); Lt− ñðåäíÿÿ
÷èñëåííîñòü ðàáîòíèêîâ ÌÏ (òûñ. ÷åë.). Ñòîèìîñòíûå äàííûå ïî îáîðîòó è èíâåñòèöèÿì
ïðèâåäåíû ê öåíàì 2014 ãîäà ïî èíäåêñàì ( iYt . i

I
t ).

Òàáëèöà 1. Èñõîäíûå è ïðèâåäåííûå (ñòîèìîñòíûå) äàííûå

Ãîä Y s
t

iYt Is
t

iIt Lt Yt It Yt/Lt
2005 1 522.1 104.5 24.1 114.7 1 664.6 3 445.4 104.7 2.070
2006 1 849.4 107.9 38.4 114.7 1 843.2 3 717.6 120.1 2.017
2007 2 336.1 109.1 61.7 126.1 1 992.9 4 055.9 151.4 2.035
2008 3 067.5 105.2 124.3 107.9 2 405.0 4 266.8 163.4 1.774
2009 2 760.5 92.5 90.0 83.5 2 305.6 3 946.8 136.4 1.712
2010 3 070.8 105.5 111.7 108.1 2 340.0 4 163.8 147.5 1.779
2011 3 649.2 106.8 110.0 110.1 2 441.1 4 447.0 162.4 1.822
2012 4 228.8 104.1 134.8 109.5 2 502.6 4 629.3 177.8 1.850
2013 4 631.2 102.4 166.7 106.9 2 481.5 4 740.4 190.1 1.910
2014 4 835.2 102.0 188.0 98.9 2 489.7 4 835.2 188.0 1.942

Îòíîøåíèÿ äàííûõ 2014/2005: 1.496 1.403 1.796 0.938

8 Áåç ó÷åòà ôåðìåðñêèõ õîçÿéñòâ è èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïðèíèìàòåëåé.
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Çàòðàòû òðóäà â 2004 ãîäó (â ôîðìóëå (3.6) ýòî âåëè÷èíà L0 ) ñîñòàâèëè 1 635.9 òûñÿ÷
÷åëîâåê.

Çàäà÷à êîìïëåêñíîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ z = (w1, . . . , wp, K0) , ïðåäñòàâëåííàÿ â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå, ðåøàëàñü â èíäåêñíîé ôîðìå (3.7)-(3.10) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ (2.2).
Ýòî ñóùåñòâåííî îáëåã÷èëî âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé
ïðîáëåìû, íî íå ðåøèëî èõ ïîëíîñòüþ. Ïðè ïåðåõîäå îò ôóíêöèè ÊÄ (2.9) ê ÏÝÇ (2.10)
íåóñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ïîâûøàåòñÿ â ñâÿçè ñ óâåëè÷åíèåì ñòå-
ïåíè ñâîáîäû. Âìåñòî òð¼õ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè (2.9) ω = (a, α, β) èìååì 4 ïàðàìåò-
ðà ω = (a, ν ′, ρ, µ) . Ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû âûÿâèëè îñîáóþ ñëîæíîñòü
ñòàáèëèçàöèè ïàðàìåòðà ρ , îïðåäåëÿþùåãî ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ σ = 1/(1 + ρ) . Íà
äàííîì ýòàïå ïîêà íå íàéäåí ñïîñîá ãèáêîé ñòàáèëèçàöèè ïðîáëåìíîãî ïàðàìåòðà ρ , ïî-
ýòîìó áûëà ðåøåíà ñåðèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ψ (z′) ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ρ .

Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé ÊÄ è ÏÝÇ ïðè çíà-
÷åíèè ρ = −0.3 , îïðåäåëÿþùåì ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ òðóäà êàïèòàëîì σ = 1.43 .

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû êîìïëåêñíîé îöåíêè
ïàðàìåòðîâ z′ = (ω1, . . . , ωp, K0)

c ÊÄ ÏÝÇ (ρ = −0.3)
1 K0 1301.4 K0 1301.4

a 1.0093 a 1.0093
α 0.565 ν ′ 0.721
β 0.223 µ 0.788

ψ(z′) 0.01180 ψ(z′) 0.01179

1.05 K0 649.6 K0 649.6
a 0.9862 a 0.9868
α 0.320 ν ′ 0.670
β 0.136 µ 0.459

ψ(z′) 0.01290 ψ(z′) 0.01281

Äèíàìèêà âîññòàíîâëåííûõ ýôôåêòèâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ ÌÏ ÏÔÎ äëÿ
çíà÷åíèé òåìïà èçìåíåíèÿ ôîíäîâîîðóæ¼ííîñòè òðóäà c = 1 è 1.05 ïîêàçàíà â òàáëèöå 3.
Ââèäó ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèÿ îöåíîê íà÷àëüíûõ ôîíäîâ K0 äëÿ îáåèõ ôóíêöèé (è íåñó-
ùåñòâåííîãî óëó÷øåíèÿ ôóíêöèîíàëà) çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ ñîâïàëè äëÿ îáåèõ
ôóíêöèé.

Òàáëèöà 3. Ðåêîíñòðóêöèÿ ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ

Ãîä
c = 1 c = 1.05

Kt Yt/Kt Kt Yt/Kt

2005 1 334.52 2.582 718.59 4.795
2006 1 381.22 2.692 799.17 4.652
2007 1 456.66 2.784 906.61 4.474
2008 1 539.94 2.771 1 020.15 4.182
2009 1 591.64 2.480 1 100.44 3.587
2010 1 651.60 2.521 1 187.42 3.507
2011 1 723.16 2.581 1 284.51 3.462
2012 1 806.19 2.563 1 391.66 3.326
2013 1 896.95 2.499 1 505.22 3.149
2014 1 980.62 2.441 1 610.43 3.002

2014/2005 1.484 0.946 2.241 0.626
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Îäíàêî íåñóùåñòâåííîå îòíîñèòåëüíî ýôôåêòèâíûõ ôîíäîâ óëó÷øåíèå ôóíêöèîíàëà
ÌÍÊ ψ(z′) ïðè ïåðåõîäå ê ôóíêöèè ÏÝÇ ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü áîëåå ñîäåðæàòåëüíûå,
íåñòàöèîíàðíûå îöåíêè ôàêòîðíûõ ýëàñòè÷íîñòåé εK , εL è, ñîîòâåòñòâåííî, èõ ñóììû �
ýëàñòè÷íîñòè ïðîèçâîäñòâà µ . Äëÿ ôóíêöèè ÊÄ ýòè ýëàñòè÷íîñòè ïîñòîÿííûå è ðàâíû
ñîîòâåòñòâóþùèì ñòåïåíÿì ôóíêöèè (2.9). Ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 4.

Òàáëèöà 2. Ôàêòîðíûå ýëàñòè÷íîñòè è ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâà

c Ýëàñòè÷íîñòè ÊÄ
ÏÝÇ

2005 2014

1 εK 0.565 0.583 0.568
εL 0.223 0.224 0.218
µ 0.788 0.807 0.786

1.05 εK 0.320 0.317 0.321
εL 0.136 0.151 0.135
µ 0.456 0.468 0.456

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò, ïî íàøåìó ìíåíèþ, àêòóàëüíîñòü è ïåðñïåê-
òèâíîñòü ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñèñòåì.
Ïðè ýòîì àêòóàëüíî ðàçâèòèå è ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷ èäåíòèôèêà-
öèè òàêèõ ìîäåëåé, à òàêæå ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ çàäà÷ íåëè-
íåéíîé óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè.
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Mathematical model of estimation of production funds of

small business

c⃝ V.K. Gorgunov 9, A.G. Lvov 10

Abstract. Production funds of small business (SB) have no formal de�nition and are not a
reporting indicator. We o�er the determination of cost of such funds within the method of creation
of ¾capital¿ production functions (PF) via data about production investments (an indicator of the
reporting of SB), expenses of other factors and levels of production which we o�ered earlier (V. K.
Gorbunov and A.G. Lvov, 2012). In this method the equation of ¾e�ective funds¿ dynamics on the
interval of object observation is included into econometric system of PF parameters' estimation.
An initial value of e�ective funds is the estimated parameter as well as parameters of used PF. The
problem of simultaneous estimation of these parameters is ill-conditioned one. Its regularization is
provided by introduction of additional relation between initial and �nal values of e�ective funds.
The example of an estimation of SB production funds in Volga Federal District is presented.

Key Words: production functions, dynamics of production funds, e�ective funds, small business,
parameter estimation, ill-conditionality, regularization

9 Professor of Department of Economic-mathematical Methods and Information Technology, Ulyanovsk State
University, Ulyanovsk; vkgorbunov@mail.ru

10 Associate professor of Department of Economic-mathematical Methods and Information Technology,
Ulyanovsk State University, Ulyanovsk; aglvov@mail.ru

Zhurnal SVMO. 2016. V. 18, No. 4



Êâàçèñòàöèîíàðíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñ . . . 119

ÓÄÊ 517.95

Êâàçèñòàöèîíàðíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â

íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñ íåïðîâîäÿùèìè è

ñëàáîïðîâîäÿùèìè âêëþ÷åíèÿìè

c⃝ À.Â. Êàëèíèí 1 À.À. Òþõòèíà 2

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåøåíèé ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïðèáëèæåíèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó-
÷àé íåîäíîðîäíûõ ñðåä, ñîäåðæàùèõ ïðîâîäÿùèå, íåïðîâîäÿùèå è ñëàáîïðîâîäÿùèå âêëþ-
÷åíèÿ. Èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñâÿçü ðåøåíèé çàäà÷ ñ íåïðîâîäÿùèìè è ñëàáîïðîâîäÿ-
ùèìè âêëþ÷åíèÿìè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êâàçèñòàöèîíàðíîå ìàãíèòíîå ïðèáëè-
æåíèå, ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, íåîäíîðîäíûå ñðåäû, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è
ìàãíèòíîãî òèïà, íåïðîâîäÿùèå è ñëàáîïðîâîäÿùèå âêëþ÷åíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Øèðîêèé êëàññ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â ôèçè÷åñêè íåîäíî-
ðîäíûõ ñðåäàõ [1], [2]. Êâàçèñòàöèîíàðíîå ìàãíèòíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ óñòðîéñòâ [3]�
[7] è ïðè ðåøåíèè àêòóàëüíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé ìåäèöèíû [8].

Àêòóàëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ è îáîñíîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïðèáëèæåíèè îáóñëàâëèâà-
åò ìíîãîîáðàçèå ñîâðåìåííûõ ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ, â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíèþ âîïðîñîâ
êîððåêòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ (ñì. [2], [9], [10] è áèáëèîãðàôèþ â íèõ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïî-
ñòàâëåííûõ êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ îïèðàåòñÿ íà íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå
íîðìû âåêòîð-ôóíêöèè, å¼ ðîòîðà è äèâåðãåíöèè [11]�[14]. Ïðè ðàññìîòðåíèè íåîäíîðîä-
íûõ ôèçè÷åñêèõ ñðåä ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû îöåíêè íå äëÿ íîðì, à äëÿ
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðíûõ ïîëåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåðàâåí-
ñòâà äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðíûõ ïîëåé, îáîáùàþùèå ïîëó÷åííûå â [11]�[15]
îöåíêè.

Òèïè÷íîé â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå îáëàñòè
ñîäåðæàò ïðîâîäÿùèå è íåïðîâîäÿùèå ìàòåðèàëû [2]. Ñ öåëüþ ïðåîäîëåíèÿ ïðè ÷èñëåííîì
ðåøåíèè çàäà÷ àëãîðèòìè÷åñêèõ óñëîæíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûì îïèñàíèåì ïîëåé â
ïðîâîäÿùèõ è íåïðîâîäÿùèõ îáëàñòÿõ [16], â [17], [18] áûë èññëåäîâàí ïîäõîä, çàêëþ÷àþ-
ùèéñÿ â çàìåíå íåïðîâîäÿùèõ îáëàñòåé ñëàáîïðîâîäÿùèìè ñ ïîñëåäóþùèì ïðåäåëüíûì
ïåðåõîäîì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ìåòîä îáîñíîâûâàåòñÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè
ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ìàãíèò-
íîì ïðèáëèæåíèè â îáëàñòè, ñîñòîÿùåé èç ïðîâîäíèêà ñ íåïðîâîäÿùèìè âêëþ÷åíèÿìè,
îêðóæåííîãî ñëîåì èçîëÿòîðà.

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâà-
òåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä;
avk@mm.unn.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, Íàöèîíàëüíûé èññëåäî-
âàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä;
kalinmm@yandex.ru
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Äëÿ îïèñàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â
êâàçèñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïðèáëèæåíèè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
[2]:

rotH⃗(x⃗) = J⃗(x⃗), (2.1)

divB⃗(x⃗) = 0, (2.2)

rotE⃗(x⃗) = −iωB⃗(x⃗), (2.3)

divD⃗(x⃗) = ρ(x⃗), (2.4)

ãäå H⃗ , B⃗ , E⃗ , D⃗ , J⃗ : Ω → C3 è ρ : Ω → C1 � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, x⃗ ∈ Ω ⊂ R3 .
Ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå êàê Re[H⃗(x⃗)eiωt] , Re[B⃗(x⃗)eiωt] ,

Re[E⃗(x⃗)eiωt] , Re[D⃗(x⃗)eiωt(x⃗)] , Re[J⃗(x⃗)eiωt] , Re[ρ(x⃗)eiωt] = div(Re[D⃗eiωt]) .
Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ω ≥ 0 . Ïðè ω = 0 óðàâíåíèÿ (2.1)-(2.4) îáðàçóþò ñòàöè-

îíàðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, â êîòîðîé H⃗ , B⃗ , E⃗ , D⃗ , J⃗ è ρ � äåéñòâèòåëüíûå
ôóíêöèè.

Â ëèíåéíûõ ñðåäàõ ñïðàâåäëèâû ìàòåðèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

B⃗ = µH⃗, D⃗ = ϵE⃗, J⃗ = σE⃗ + J⃗ñò, (2.5)

ãäå µ � òåíçîð ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, ϵ � òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-
ìîñòè, σ � òåíçîð ïðîâîäèìîñòè, J⃗ñò � ïëîòíîñòü òîêà èñòî÷íèêîâ.

Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ω � îòêðûòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ãîìåîìîðôíàÿ
øàðó, ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ , ν⃗(x⃗) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå
x⃗ ∈ ∂Ω . Äëÿ ôóíêöèé u⃗ : Ω̄→ C3 ÷åðåç u⃗ν , u⃗τ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíàÿ
è êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòû ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Ñèñòåìà (2.1)�(2.5) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè äâóõ âàðèàíòàõ êðàåâûõ óñëîâèé � óñëîâèÿõ
ìàãíèòíîãî òèïà

H⃗τ (x⃗) = 0⃗, x⃗ ∈ Γ, (2.6)

è óñëîâèÿõ ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà

E⃗τ (x⃗) = 0⃗, B⃗ν(x⃗) = 0⃗, x⃗ ∈ Γ. (2.7)

Ïóñòü Ω1 , Ω0,j , j = 1, ..., k � ãîìåîìîðôíûå øàðó îáëàñòè ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè
Γ1 è Γ0,j ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî Ω̄1 ⊂ Ω , Ω̄0,j ⊂ Ω1 , Ω̄0,j ∩ Ω̄0,s = ∅ ïðè j ̸= s .
Îáîçíà÷èì Ω0 = ∪kj=1Ω0,j . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäîáëàñòü ΩC = Ω1 \ Ω̄0 çàíÿòà ïðîâîä-
íèêîì, Ω \ Ω̄1 , Ω0 � íåïðîâîäÿùèì ìàòåðèàëîì. Ïîëîæèì ΩI = Ω \ Ω̄C = (Ω \ Ω̄1) ∪ Ω0 .
×åðåç ν⃗C(x⃗) , ν⃗I(x⃗) îáîçíà÷àþòñÿ åäèíè÷íûå âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå x⃗ ∈ ∂ΩC

è x⃗ ∈ ∂ΩI ñîîòâåòñòâåííî, ν⃗C(x⃗) + ν⃗I(x⃗) = 0 , x⃗ ∈ Γ0 ∪ Γ1 . Äëÿ ôóíêöèé u⃗ : Ω → C3 ,
u : Ω → C1 ÷åðåç u⃗C , uC îáîçíà÷àþòñÿ èõ ñóæåíèÿ íà îáëàñòü ΩC , ÷åðåç u⃗I , uI �
ñóæåíèÿ íà ΩI .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî J⃗ñò : Ω → C3 � çàäàííàÿ ñóììèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèÿ,
µ , ϵ � ñàìîñîïðÿæåííûå íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû èç {L2(Ω)}3 â {L2(Ω)}3 ,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ϵ1∥u⃗∥22,Ω ≤ (ϵu⃗, u⃗)2,Ω ≤ ϵ2∥u⃗∥22,Ω, µ1∥u⃗∥22,Ω ≤ (µu⃗, u⃗)2,Ω ≤ µ2∥u⃗∥22,Ω,

σ = σ(x⃗) � ñèììåòðè÷íàÿ 3×3 ìàòðèöà èçìåðèìûõ ôóíêöèé Ω→ R1 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì

σij(x⃗) = 0, i, j = 1, 2, 3, ïðè ïî÷òè âñåõ x⃗ ∈ ΩI ,
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σ1|ξ⃗|2 ≤ (σ(x⃗)ξ⃗, ξ⃗) ≤ σ2|ξ⃗|2 ïðè ïî÷òè âñåõ x⃗ ∈ ΩC è âñåõ ξ⃗ ∈ R3,

ãäå µi , σi , εi , ( i = 1, 2 ) � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ÷åðåç ∥ · ∥2,Ω è (·, ·)2,Ω îáî-
çíà÷àþòñÿ íîðìà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â {L2(Ω)}3 .

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáù¼ííûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ âñå ðà-
âåíñòâà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � â
ñìûñëå òåîðèè ñëåäîâ [14], [19].

Îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè [14], [19]:

H(div; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : divu⃗ ∈ L2(Ω)}, K(div; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : divu⃗ = 0},

(u⃗, v⃗)div,Ω =

∫
Ω

(u⃗ · v⃗)dx⃗+
∫
Ω

(divu⃗divv⃗)dx⃗,

H(rot; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : rotu⃗ ∈ {L2(Ω)}3}, K(rot; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : rotu⃗ = 0⃗},

(u⃗, v⃗)rot,Ω =

∫
Ω

(u⃗ · v⃗)dx⃗+
∫
Ω

(rotu⃗ · rotv⃗)dx⃗.

×åðåç H0(rot; Ω) , H0(div; Ω) îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ïðîáíûõ âåêòîð-
ôóíêöèé {D(Ω)}3 â H(rot; Ω) è H(div; Ω) ñîîòâåòñòâåííî, K0(div; Ω) = K(div; Ω) ∩
H0(div; Ω) , K0(rot; Ω) = K(rot; Ω) ∩H0(rot; Ω) .

Îáîáù¼ííàÿ ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ [14].

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü G ⊂ R3 � ëèïøèöåâà îáëàñòü. Îòîáðàæåíèå u⃗ 7→ u⃗ · ν⃗ ,
îïðåäåëåííîå íà {D(Ḡ)}3 , ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðà-
òîðà γν : H(div;G)→ H−1/2(∂G) . Äëÿ âñåõ u⃗ ∈ H(div;G) è w ∈ H1(G) âåðíà ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà Ãðèíà:

< γν u⃗, w >=

∫
G

(u⃗ · gradw̄)dx⃗+
∫
G

wdivu⃗dx⃗.

ßäðî îïåðàòîðà γν ñîâïàäàåò ñ H0(div;G) , ∥γν∥ = 1 .

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü G ⊂ R3 � ëèïøèöåâà îáëàñòü. Ôóíêöèÿ u⃗ ∈ H(rot;G) ëå-
æèò â êëàññå H0(rot;G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ v⃗ ∈ H(rot;G)∫

G

(rotu⃗ · v⃗)dx⃗ =

∫
G

(rotv⃗ · u⃗)dx⃗.

Ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.6) íàçûâàþòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì (2.1), (2.3)�(2.5)

ôóíêöèè H⃗ ∈ H0(rot; Ω) , B⃗ ∈ K(div; Ω) , J⃗ ∈ K0(div; Ω) , E⃗ ∈ H(rot; Ω) , D⃗ ∈ {L2(Ω)}3 ,
ρ ∈ H−1(Ω) .

Ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.5), (2.7) íàçûâàþòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì (2.1), (2.3)

� (2.5) ôóíêöèè H⃗ ∈ H(rot; Ω) , B⃗ ∈ K0(div; Ω) , J⃗ ∈ K(div; Ω) , E⃗ ∈ H0(rot; Ω) , D⃗ ∈
{L2(Ω)}3 , ρ ∈ H−1(Ω) .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ω > 0 óñëîâèå B⃗ν(x⃗) = 0⃗ , x⃗ ∈ Γ â (2.7) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (2.3)

è óñëîâèÿ E⃗τ (x⃗) = 0⃗ , x⃗ ∈ Γ .
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà:

K(divµ; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : µu⃗ ∈ K(div; Ω)},

K0(divµ; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : µu⃗ ∈ K0(div; Ω)},

V 1(µ; Ω) = H0(rot; Ω) ∩K(divµ; Ω), V 2(µ; Ω) = H(rot; Ω) ∩K0(divµ; Ω),
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V j
0 (µ; Ω) = {u⃗ ∈ V j(µ; Ω) : rotu⃗I = 0⃗}, j = 1, 2, (u⃗, v⃗)V = (u⃗, v⃗)rot,Ω.

Èñïîëüçóÿ (2.2), (2.5), ïîëó÷àåì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé H⃗ ∈ V 1(µ; Ω) , E⃗ ∈
H(rot; Ω) èëè H⃗ ∈ V 2(µ; Ω) , E⃗ ∈ H0(rot; Ω) òàêèõ, ÷òî

rotH⃗ = σE⃗ + J⃗ñò, rotE⃗ = −iωµH⃗. (2.8)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ J⃗ñò óäîâëåòâîðÿåò â çàäà÷å (2.1)�(2.6) óñëîâèÿì

divJ⃗ñò
I = 0, γν(J⃗

ñò
I )(x⃗) = 0, x⃗ ∈ Γ, (2.9)

à â ñëó÷àå çàäà÷è (2.1)�(2.5), (2.7) � óñëîâèÿì

divJ⃗ñò
I = 0, ⟨γν(J⃗ñò

I ), 1⟩Γ = 0. (2.10)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1. ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷è (2.8) ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèé H⃗ ∈ V j(µ; Ω) òàêèõ, ÷òî

rotH⃗I = J⃗ñò
I (2.11)

è äëÿ âñåõ v⃗ ∈ V j
0 (µ; Ω) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

iω

∫
Ω

(µH⃗ · w⃗)dx⃗+
∫
ΩC

(σ−1rotH⃗ · rotv⃗)dx⃗ =

∫
ΩC

(σ−1J⃗ñò
C · rotv⃗)dx⃗. (2.12)

Ïóñòü H⃗ � ðåøåíèå çàäà÷è (2.11), (2.12). Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè E⃗

âî âñåé îáëàñòè Ω ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ E⃗ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü â
çàäà÷å (2.1)�(2.6) äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì

div(ϵE⃗)I = ρ0, γν(ϵE⃗)(x⃗) = 0, x⃗ ∈ Γ, (2.13)

à â çàäà÷å (2.1)�(2.5), (2.7) � óñëîâèÿì

div(ϵE⃗)I = ρ0, E⃗τ (x⃗) = 0, x⃗ ∈ Γ, ⟨γν(ϵE⃗), 1⟩Γ1 = Q, (2.14)

ãäå ρ0 ∈ L2(ΩI) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, íàïðèìåð, ρ0 ≡ 0 [2], Q � çàäàííàÿ êîíñòàíòà.
Åñëè ω = 0 , çàäà÷à (2.1)�(2.6) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå ïðè óñëîâèÿõ (2.14).
Â ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ò å î ð å ì à 2.2. Êàæäàÿ èç çàäà÷ (2.11), (2.12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ò å î ð å ì à 2.3. Çàäà÷è (2.1)�(2.6), (2.13) è (2.1)�(2.5), (2.7), (2.14) èìåþò åäèí-
ñòâåííûå ðåøåíèÿ. Ïðè ω = 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèè çàäà÷è (2.1)�(2.6),
(2.14).

Ïóñòü λ > 0 . Îïðåäåëèì òåíçîð σλ ñîîòíîøåíèåì

σλ(x⃗) =

{
σ(x⃗), x⃗ ∈ ΩC ,
λI, x⃗ ∈ ΩI ,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ðàññìîòðèì çàäà÷è (2.8), â êîòîðûõ òåíçîð σ çàìåí¼í íà σλ :

rotH⃗λ = σλE⃗λ + J⃗ñò, rotE⃗λ = −iωµH⃗λ. (2.15)
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Ò å î ð å ì à 2.4. Ñèñòåìà (2.15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H⃗λ ∈ V 1(µ; Ω) ,

E⃗λ ∈ H(rot; Ω) è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H⃗λ ∈ V 2(µ; Ω) , E⃗λ ∈ H0(rot; Ω) .

Ò å î ð å ì à 2.5. Ïðè λ → 0 ðåøåíèå H⃗λ ∈ V j(µ; Ω) , E⃗λ ∈ H(rot; Ω) ( j = 1, 2 )

ñèñòåìû (2.15) ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ H⃗ ∈ V j(µ; Ω) , E⃗ ∈ H(rot; Ω) ñèñòåìû (2.8) ïî
íîðìå ïðîñòðàíñòâà H(rot; Ω) . Ïðè λ < 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥H⃗λ − H⃗∥rot,Ω ≤ C
√
λ∥J⃗ñò∥2,Ω, ∥E⃗λ − E⃗∥rot ≤ C

√
λ∥J⃗ñò∥2,Ω,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò λ .

3. Ïðåäâàðèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü G ⊂ R3 � îòêðûòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé
Γ , ν⃗(x⃗) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå x⃗ ∈ Γ . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ [14], [20].

Ë å ì ì à 3.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u⃗ ∈ K(rot;G) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ p ∈ H1(G)
òàêàÿ, ÷òî u⃗ = gradp . Åñëè ïðè ýòîì u⃗ ∈ H0(rot;G) , òî ìîæíî âçÿòü p ∈ H1

0 (G) .

Ë å ì ì à 3.2. (íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå). Íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ T (G) > 0 ,
çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò îáëàñòè G , ÷òî äëÿ âñåõ p ∈ H1(G)∫

G

p2dx⃗ ≤ T (G)

(∫
G

(gradp)2dx⃗+

∣∣∣∣∫
G

pdx⃗

∣∣∣∣2
)
.

Ë å ì ì à 3.3. (íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà) Ïóñòü Γ1 ⊂ Γ , mes(Γ1) > 0 . Íàéä¼òñÿ
òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ A(G,Γ1) > 0 , çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò G è Γ1 , ÷òî äëÿ âñåõ p ∈ H1(G)∫

G

p2dx⃗ ≤ A(G,Γ1)

(∫
G

(gradp)2dx⃗+

∣∣∣∣∫
Γ1

pdγ

∣∣∣∣2
)
. (3.1)

Ë å ì ì à 3.4. Ïóñòü f ∈ H−1/2(Γ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ⟨f, 1⟩ = 0 . Òîãäà íàé-
ä¼òñÿ ôóíêöèÿ u⃗ ∈ K(div;G) òàêàÿ, ÷òî γν u⃗ = f è ∥u⃗∥2,G ≤ Cν∥f∥H−1/2(Γ) , ãäå êîí-
ñòàíòà Cν > 0 çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè G .

Ïóñòü B ⊂ R3 � íåêîòîðûé îòêðûòûé øàð òàêîé, ÷òî Ḡ ⊂ B . Èç äîêàçàííûõ â [15]
îöåíîê âûòåêàþò ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà.

Ë å ì ì à 3.5. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C1(B) > 0 çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
îáëàñòè B , ÷òî äëÿ âñåõ u⃗ ∈ H0(rot;B) , v⃗ ∈ H(div;B)

|(u⃗, v⃗)2,B| ≤ C1(B) (∥u⃗∥2,B∥divv⃗∥2,B + ∥v⃗∥2,B∥rotu⃗∥2,B) , (3.2)

äëÿ âñåõ u⃗ ∈ H(rot;B) , v⃗ ∈ H0(div;B)

|(u⃗, v⃗)2,B| ≤ C1(B) (∥u⃗∥2,B∥divv⃗∥2,B + ∥v⃗∥2,B∥rotu⃗∥2,B + ∥rotu⃗∥2,B∥divv⃗∥2,B) . (3.3)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèïøèöåâà îáëàñòü G ãîìåîìîðôíà øàðó. Ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Ë å ì ì à 3.6. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Ediv :
H(div;G)→ H(div;B) , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

divEdiv(u⃗)(x⃗) = 0, x⃗ ∈ B \ Ḡ, u⃗ ∈ H(div;G).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü u⃗ ∈ H(div;G) . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1. γν u⃗ ∈ H−1/2(Γ) ,
∥γν u⃗∥H−1/2(Γ) ≤ ∥u⃗∥div,G . ×åðåç ν⃗e îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîð âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè

B \ Ḡ íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ ∪ ∂B , ν⃗e(x⃗) = −ν⃗(x⃗) ïðè x⃗ ∈ Γ . Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå p ∈ H1(B \ Ḡ) çàäà÷è Íåéìàíà

∆p(x⃗) = 0, x⃗ ∈ B \ Ḡ,

∂p

∂νe
(x⃗) = −γν u⃗(x⃗), x ∈ Γ,

∂p

∂νe
(x⃗) = const = ⟨γν u⃗,mes−1(∂B)⟩, x⃗ ∈ ∂B,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
∫
B\Ḡ p(x⃗)dx⃗ = 0 [14]. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥gradp∥2,B\Ḡ ≤ ∥γ0∥(T (B \ Ḡ) + 1)1/2∥∂p/∂νe∥H−1/2(Γ∪∂B),

ãäå T (B \ Ḡ) � êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå, γ0 : H1(B \ Ḡ) → H1/2(∂B ∪ Γ) �
îïåðàòîð ñëåäà. Òàêèì îáðàçîì, ∥gradp∥2,B\Ḡ ≤ C∥u⃗∥div,G , ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 çàâèñèò
òîëüêî îò G è B . Ïîëîæèì

Ediv(u⃗)(x⃗) =

{
u⃗(x⃗), x⃗ ∈ G,
gradp(x⃗), x⃗ ∈ B \ Ḡ.

Ïî ïîñòðîåíèþ Ediv(u⃗) ∈ H(div;G) ,

∥Ediv(u⃗)∥22,B = ∥u⃗∥22,G + ∥gradp∥22,B\Ḡ ≤ (1 + C2)∥u⃗∥2div,G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.7. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Erot :
H(rot;G)→ H(rot;B) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü u⃗ ∈ H(rot;G) . Òîãäà F⃗ = rotu⃗ ∈ K(div;G) .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.6., îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ Ediv(F⃗ ) = F⃗ ∗ ∈ K(div;B) , ïðè÷¼ì ∥F⃗ ∗∥2,B ≤
∥Ediv∥∥F⃗∥2,G .

Ñîãëàñíî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u⃗∗ ∈ H(rot;B) ∩
K0(div;B) , ïðè âñåõ v⃗ ∈ H(rot;B) ∩K0(div;B) óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó∫

B

(rotu⃗∗ · rotv⃗)dx⃗ =

∫
B

(F⃗ ∗ · rotv⃗)dx⃗.

Ìîæíî ïîêàçàòü [15], ÷òî èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî rotu⃗∗ = F⃗ ∗ è ïðè ýòîì, ñîãëàñíî
îöåíêå (3.3),

∥u⃗∗∥rot,B ≤ (1 + C2
1(B))1/2∥F⃗ ∗∥2,B.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå
ôóíêöèè F⃗ = rotu⃗ ∈ K(div;G) ôóíêöèþ u⃗∗ ∈ H(rot;B) òàêóþ, ÷òî

rotu⃗∗(x⃗) = F⃗ (x⃗), x⃗ ∈ G. (3.4)
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Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííûé îïåðàòîð ÷åðåç E∗ : K(div;G) → H(rot;B) . Â ñîîòâåòñòâèè ñ
(3.4) ìîæíî çàïèñàòü

rotE∗(rotu⃗)(x⃗) = rotu⃗(x⃗), x⃗ ∈ G.

Î÷åâèäíî, ∥E∗∥ ≤ (1 + C2
1(B))1/2∥Ediv∥ . Èç ëåììû 3.1. ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî q ∈

H1(G) , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
∫
G
q(x⃗)dx⃗ = 0 , âûïîëíåíî

u⃗(x⃗)− E∗(rotu⃗)(x⃗) = gradq(x⃗), x⃗ ∈ G.

Îïðåäåëèì q∗ ∈ H1(B) êàê

q∗(x⃗) =

{
q(x⃗), x⃗ ∈ G,
q̃(x⃗), x⃗ ∈ B \G,

ãäå q̃ � ðåøåíèå çàäà÷è

∆q̃(x⃗) = 0, x⃗ ∈ B \ Ḡ, q̃(x⃗) = q(x⃗), x⃗ ∈ Γ, q̃(x⃗) = 0, x⃗ ∈ ∂B.

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.,

∥gradq̃∥2,B\Ḡ ≤ ∥γ0∥(T (G) + 1)1/2∥gradq∥2,G ≤ ∥γ0∥(T (G) + 1)1/2(∥u⃗∥2,G + ∥E∗(rotu⃗)∥2,G) ≤

≤ ∥γ0∥(T 2(G) + 1)1/2(1 + (1 + C2
1(B))1/2∥Ediv∥)∥u⃗∥rot,G.

Ïîýòîìó
∥gradq∗∥22,G = ∥gradq∥22,G + ∥gradq̃∥22,B\Ḡ ≤ C(G,B)∥u⃗∥2rot,G,

ãäå C(G,B) = (1 + (1 + C2
1(B))∥Ediv∥2)(1 + 2∥γ0∥2(T (G) + 1)) . Ïîëîæèâ

Erot(u⃗) = E∗(rotu⃗) + gradq∗(x⃗),

ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû, ∥Erot∥ ≤ (1 + C2
1(B))1/2∥Ediv∥+ C1/2(G,B) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Èç ëåìì 3.5.�3.7. âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü G ⊂ R3 � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ñ ëèï-
øèöåâîé ãðàíèöåé, ãîìåîìîðôíîå øàðó. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(G) > 0 , çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò îáëàñòè G òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

|(u⃗, v⃗)2,G| ≤ C(G) (∥u⃗∥2,G∥divv⃗∥2,G + ∥v⃗∥2,G∥rotu⃗∥2,G + ∥rotu⃗∥2,G∥divv⃗∥2,G) (3.5)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ u⃗ ∈ H0(rot;G) , v⃗ ∈ H(div;G) , à òàêæå äëÿ ëþáûõ u⃗ ∈
H(rot;G) , v⃗ ∈ H0(div;G) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü u⃗ ∈ H0(rot;G) , v⃗ ∈ H(div;G) . Ôóíêöèþ u⃗ ïðîäîëæàåì
íóë¼ì äî ôóíêöèè èç H0(rot;B) . Ïîëîæèì v⃗∗ = Ediv(v⃗) . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (3.2),
ïîëó÷èì

|(u⃗, v⃗∗)2,B| ≤ C1(B) (∥u⃗∥2,B∥divv⃗∗∥2,B + ∥v⃗∗∥2,B∥rotu⃗∥2,B) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî îáëàñòè
G , ∥u⃗∥2,B = ∥u⃗∥2,G , ∥rotu⃗∥2,B = ∥rotu⃗∥2,G , ïîëó÷àåì

|(u⃗, v⃗)2,G| ≤ C1(B) (∥u⃗∥2,G∥divv⃗∗∥2,B + ∥v⃗∗∥2,B∥rotu⃗∥2,G) ≤

≤ C1(B) (∥u⃗∥2,G∥divv⃗∥2,G + ∥Ediv∥(∥v⃗∥2,G + ∥divv⃗∥2,G)∥rotu⃗∥2,G) .
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Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3.5), ãäå â êà÷åñòâå C(G) ìîæíî âçÿòü C(G) =
C1(B)max{1, ∥Ediv∥} .

Ïóñòü u⃗ ∈ H(rot;G) , v⃗ ∈ H0(div;G) . Ôóíêöèþ v⃗ ïðîäîëæàåì íóë¼ì äî ôóíêöèè èç
H0(div;B) . Ïîëîæèì u⃗∗ = Erot(u⃗) . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (3.3), ïîëó÷èì

|(u⃗∗, v⃗)2,B| ≤ C1(B) (∥u⃗∗∥2,B∥divv⃗∥2,B + ∥v⃗∥2,B∥rotu⃗∗∥2,B + ∥divv⃗∥2,B∥rotu⃗∗∥2,B) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî îáëàñòè
G , ∥v⃗∥2,B = ∥v⃗∥2,G , ∥divv⃗∥2,B = ∥divv⃗∥2,G , ïîëó÷àåì

|(u⃗, v⃗)2,G| ≤ C1(B) (∥u⃗∗∥2,B∥divv⃗∥2,G + ∥v⃗∥2,G∥rotu⃗∗∥2,B + ∥divv⃗∥2,G∥rotu⃗∗∥2,B) ≤

≤ C1(B) (∥Erot∥∥u⃗∥rot,G∥divv⃗∥2,G + ∥Ediv∥∥rotu⃗∥2,G∥v⃗∥div,G) .

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3.5), ãäå â êà÷åñòâå C(G) ìîæíî âçÿòü C(G) =
C1(B)(∥Ediv∥+ ∥Erot∥) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïóñòü η : {L2(G)}3 → {L2(G)}3 � íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
òàêîé, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ η1 , η2 > 0

η1∥u⃗∥22,G ≤ (ηu⃗, u⃗)2,G ≤ η2∥u⃗∥22,G

äëÿ âñåõ u⃗ ∈ {L2(G)}3 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç {L2(η;G)}3 ïðîñòðàíñòâî {L2(G)}3 , ñíàáæåííîå
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (u⃗, v⃗)η = (ηu⃗, v⃗)2,G . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ë å ì ì à 3.8. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê K(divη;G) â {L2(η;G)}3 ñîâïàäàåò ñ
ïîäïðîñòðàíñòâîì K0(rot;G) .

Ë å ì ì à 3.9. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê K0(divη;G) â {L2(η;G)}3 ñîâïàäàåò
ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì K(rot;G) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü Ω ⊂ R3 óäîâëåâîðÿåò óñëîâèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûì ïðè
ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷.

Ë å ì ì à 3.10. Ïóñòü K0,I(div; ΩI) = {w⃗ ∈ K(div; ΩI) : ⟨γνw⃗, 1⟩Γ = 0} . Ñóùåñòâó-
åò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ EC

div : K0,I(div; ΩI)→ K(div; Ω) . Åñëè
ïðè ýòîì w⃗ν(x⃗) = 0 , x⃗ ∈ Γ , òî EC

divw⃗ ∈ K0(div; Ω) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü w⃗ ∈ K0,I(div; ΩI) . Òîãäà ⟨γνI w⃗, 1⟩Γj
= 0 , j = 0, 1 .

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå p ∈ H1(ΩC) çàäà÷è Íåéìàíà

∆p(x⃗) = 0, x⃗ ∈ ΩC ,
∂p(x⃗)

∂νC
= −γνI w⃗(x⃗), x⃗ ∈ Γ0 ∪ Γ1,

òàêîå, ÷òî
∫
ΩC
pdx⃗ = 0 . Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè q ∈ H1(ΩC)∫

ΩC

(gradp · gradq)dx⃗ = −⟨γνI w⃗, γ0q⟩.

Ïîýòîìó
∥gradp∥2,ΩC

≤ C∥w⃗I∥2,ΩI
,

ãäå C = ∥γ0∥(1 + T (ΩC))
1/2 , γ0 : H

1(ΩC)→ H1/2(Γ0 ∪ Γ1) � îïåðàòîð ñëåäà.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ v⃗ ∈ K(div; Ω) ñîîòíîøåíèåì

v⃗(x⃗) =

{
gradp(x⃗), x⃗ ∈ ΩC ,
w⃗(x⃗), x⃗ ∈ ΩI .

Ïîëîæèì EC
divw⃗ = v⃗ ,

∥EC
divw⃗∥ = ∥v⃗∥2,Ω ≤

√
C2 + 1∥w⃗∥2,ΩI

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.11. Íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ T (ΩC ,ΩI) > 0 , çàâèñÿùàÿ òîëüêî
îò îáëàñòåé ΩC , ΩI , ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé w⃗ ∈ H(rot; Ω) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
w⃗I ∈ K0,I(div; ΩI) è òàêèõ, ÷òî ëèáî w⃗ν(x⃗) = 0 , ëèáî w⃗τ (x⃗) = 0 ïðè x⃗ ∈ Γ , ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∥w⃗I∥2,ΩI
≤ T (ΩC ,ΩI) (∥w⃗C∥2,ΩC

+ ∥rotw⃗∥2,Ω) . (3.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü w⃗ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Ïîëîæèì, â
ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.10., v⃗ = EC

divw⃗I ∈ K(div; Ω) . Ïðè ýòîì, ïî óñëîâèþ, ëèáî w⃗ ∈
H0(rot; Ω) , ëèáî v⃗ ∈ K0(div; Ω) .

Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèÿì v⃗ , w⃗ íåðàâåíñòâî (3.5), ïîëó÷àåì

(w⃗, v⃗)2,Ω = (v⃗C , w⃗C)2,ΩC
+ ∥w⃗I∥22,ΩI

≤ C(Ω)∥v⃗∥2,Ω∥rotw⃗∥2,Ω ≤ C(Ω)∥EC
div∥∥w⃗I∥2,ΩI

∥rotw⃗∥2,Ω,

∥w⃗I∥22,ΩI
≤ C(Ω)∥EC

div∥∥w⃗I∥2,ΩI
∥rotw⃗∥2,Ω + ∥EC

div∥∥w⃗I∥2,ΩI
∥w⃗C∥2,Ω.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3.6), ãäå ìîæíî âçÿòü

T (ΩC ,ΩI) = (C(Ω) + 1)∥EC
div∥

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.2.
Ïóñòü v⃗ ∈ V j(µ; Ω) . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (3.5) ê ôóíêöèÿì v⃗ ∈ H0(rot; Ω) , µv⃗ ∈

K(div; Ω) èëè v⃗ ∈ H(rot; Ω) , µv⃗ ∈ K0(div; Ω) , ïîëó÷àåì

∥v⃗∥2,Ω ≤ C1∥rotv⃗∥2,Ω, (4.1)

ãäå C1 = µ2µ
−1
1 C(Ω) . Â ÷àñòíîñòè, åñëè v⃗ ∈ V j

0 (µ; Ω) , ∥v⃗∥2,Ω ≤ C1∥rotv⃗∥2,ΩC
.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.10., íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ J⃗1 ∈ K0(div; Ω) (ñîîòâåòñòâåííî, J⃗1 ∈
K(div; Ω) ) òàêàÿ, ÷òî J⃗1I = J⃗ñò

I .
Ñîãëàñíî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà, âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé âûòåêàåò èç

íåðàâåíñòâà (4.1), íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ H⃗1 ∈ V j(µ; Ω) , ïðè âñåõ v⃗ ∈ V j(µ; Ω)
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó∫

Ω

(rotH⃗1 · rot¯⃗v)dx⃗ =

∫
Ω

(J⃗1 · rot¯⃗v)dx⃗.

Èç ëåìì 3.8., 3.9. ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ v⃗ ∈ H0(rot; Ω) èëè v⃗ ∈
H(rot; Ω) ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó rotH⃗1 − J⃗1 ∈ K(rot; Ω) ∩K0(div; Ω) = {⃗0} èëè rotH⃗1 −
J⃗1 ∈ K0(rot; Ω) ∩K(div; Ω) = {⃗0} , òî åñòü rotH⃗1 = J⃗1.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå H⃗ ∈ V j(µ; Ω) çàäà÷è (2.11), (2.12) â âèäå H⃗ = H⃗0 + H⃗1 . Òîãäà

H⃗0 ∈ V j
0 (µ; Ω) è ïðè âñåõ v⃗ ∈ V j

0 (µ; Ω) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

iω

∫
Ω

(µH⃗0 · v⃗)dx⃗+
∫
ΩC

(σ−1rotH⃗0 · rot¯⃗v)dx⃗ =

=

∫
ΩC

(σ−1J⃗ñò · rot¯⃗v)dx⃗−
∫
Ω

(σ−1rotH⃗1 · rot¯⃗v)dx⃗− iω
∫
Ω

(µH⃗1 · v⃗)dx⃗. (4.2)

Èç (4.1) âûòåêàåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà a(u⃗, v⃗) = iω
∫
Ω
(µu⃗· v⃗)dx⃗+

∫
ΩC

(σ−1rotu⃗·rotv⃗)dx⃗
êîýðöèòèâíà íà V j

0 (µ; Ω) . Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (4.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, h⃗ ∈ V j(µ; Ω) � ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.11), (2.12). Òîãäà h⃗ ∈
V j
0 (µ; Ω) è äëÿ âñåõ v⃗ ∈ V j

0 (µ; Ω)

iω

∫
Ω

(µh⃗ · v⃗)dx⃗+
∫
ΩC

(σ−1rot⃗h · rot¯⃗v)dx⃗ = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h⃗ = 0 è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óñòàíîâëåíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.3.
Ïóñòü H⃗ ∈ V j(µ; Ω) , j = 1, 2 � ðåøåíèå çàäà÷è (2.11), (2.12). Ïîëîæèì E⃗c =

σ−1(rotH⃗−J⃗ñò) . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ w⃗ ∈ {D(ΩC)}3 . Ïðîäîëæàÿ å¼ íóë¼ì
â ΩI , ïîëó÷àåì ôóíêöèþ èç {D(Ω)}3 . Ñîãëàñíî ëåììàì 3.8., 3.9., w⃗ = v⃗+gradϕ , ãäå ëèáî
divµv⃗ = 0 , ϕ ∈ H1

0 (Ω) , ëèáî µv⃗ ∈ K0(div; Ω) , ϕ ∈ H1(Ω) ïðè j = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê
êàê rotw⃗ = rotv⃗ , v⃗ ∈ V j

0 (µ; Ω) . Òàêèì îáðàçîì,∫
ΩC

(E⃗c · rotw⃗)dx⃗ = −iω
∫
Ω

(µH⃗ · v⃗)dx⃗ = −iω
∫
ΩC

(µH⃗ · w⃗)dx⃗,

ñëåäîâàòåëüíî, rotE⃗c = −iωµH⃗ .
Â ñëó÷àå çàäà÷è (2.1)�(2.6), (2.13) íóæíî íàéòè ôóíêöèþ E⃗ ∈ H(rot; Ω) òàêóþ, ÷òî

E⃗C = E⃗c, rotE⃗ = −iωµH⃗, divεE⃗I = ρ0, γνϵE⃗(x⃗) = 0, x⃗ ∈ Γ. (4.3)

Ñîãëàñíî ëåììå Ëàêñà-Ìèëüãðàìà, âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé âûòåêàåò èç
íåðàâåíñòâà (3.5), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ e⃗ ∈ K0(divε; Ω) ∩ H(rot; Ω) , ïðè
âñåõ v⃗ ∈ K0(divϵ; Ω) ∩H(rot; Ω) óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó∫

Ω

(rote⃗ · rotv⃗)dx⃗ = −iω
∫
Ω

(µH⃗ · rotv⃗)dx⃗.

Ââèäó ëåììû 3.9. ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ v⃗ ∈ H(rot; Ω) , ñëåäîâàòåëüíî, ñî-

ãëàñíî ëåììå 2.1. rote⃗+ iωµH⃗ ∈ K0(rot; Ω) ∩K(div; Ω) . Òàêèì îáðàçîì, rote⃗ = −iωµH⃗ .

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1. E⃗c − e⃗C = gradpc , pc ∈ H1(ΩC) ,
∫
ΩC
pcdx⃗ = 0 .

Ïóñòü p0 ∈ H1(Ω0) , p1 ∈ H1(Ω \ Ω̄1) � ðåøåíèÿ çàäà÷ Äèðèõëå

divϵgradp0(x⃗) = ρ0(x⃗), x⃗ ∈ Ω0, p0(x⃗) = pc(x⃗), x⃗ ∈ Γ0, (4.4)

divϵgradp1(x⃗) = ρ0(x⃗), x⃗ ∈ Ω \ Ω̄1, p1(x⃗) = pc(x⃗), x⃗ ∈ Γ1, p1(x⃗) = 0, x⃗ ∈ Γ. (4.5)

Ïóñòü, äàëåå,
H1 = {q ∈ H1(Ω \ Ω̄1) : q(x⃗) = 0, x⃗ ∈ Γ1},
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ôóíêöèÿ p2 ∈ H1 ïðè âñåõ q ∈ H1 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó∫
Ω\Ω̄1

(ϵgradp2 · gradq̄)dx⃗ = −⟨γνI (ϵgradp1), q⟩Γ.

Ôóíêöèþ ψ ∈ H1(Ω) îïðåäåëèì âûðàæåíèåì

ψ(x⃗) =


pc(x⃗), x⃗ ∈ ΩC ,
p0(x⃗), x⃗ ∈ Ω0,
p1(x⃗) + p2(x⃗), x⃗ ∈ Ω \ Ω̄1.

Òîãäà ôóíêöèÿ E⃗ = e⃗+ gradψ � ðåøåíèå çàäà÷è (4.3).
Åñëè u⃗ � ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé çàäà÷è (4.3), òî u⃗ ∈ K(rot; Ω) , u⃗C = 0 , divϵu⃗I = 0 ,

γν(ϵu⃗) = 0 . Ñîãëàñíî ëåììå 3.10., íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ v⃗ ∈ K0(div; Ω) òàêàÿ, ÷òî v⃗I = εu⃗I .
Òîãäà

0 = (u⃗, v⃗)2,Ω = (ϵu⃗I , u⃗I)2,ΩI
,

òî åñòü u⃗I = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, u⃗ = 0 .
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (2.1)�(2.5), (2.7), (2.14) è, ïðè ω = 0 , çàäà÷ó (2.1)�(2.6),

(2.14). Ôóíêöèÿ E⃗ ∈ H0(rot; Ω) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

E⃗C = E⃗c, rotE⃗ = −iωµH⃗, divεE⃗I = ρ0, ⟨γνI (ϵE⃗), 1⟩Γ1 = Q. (4.6)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ e⃗ ∈ K(divϵ; Ω)∩H0(rot; Ω) òàêóþ, ÷òî rote⃗ = −iωµH⃗ , E⃗c− e⃗C =
gradpc + α , ãäå pc ∈ H1(ΩC) ,

∫
ΩC
pcdx⃗ = 0 , α � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ïóñòü p0 ∈ H1(Ω0) , p1 ∈ H1(Ω \ Ω̄1) � ðåøåíèÿ çàäà÷ (4.4), (4.5). Ïîëîæèì Q1 =
Q− ⟨γνI (ϵgradp1), 1⟩Γ1 , ϕ1 ∈ H1

0 (Ω) îïðåäåëèì âûðàæåíèåì

ϕ1(x⃗) =


pc(x⃗), x⃗ ∈ ΩC ,
p0(x⃗), x⃗ ∈ Ω0,
p1(x⃗), x⃗ ∈ Ω \ Ω̄1

Îáîçíà÷èì
H2 = {ψ ∈ H1

0 (Ω) : ψ(x⃗) = const, x⃗ ∈ Ω1}

� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(ψ, ξ)H2 =

∫
Ω\Ω̄1

(gradψ · gradξ)dx⃗.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ϕ2 ∈ H2 , ïðè âñåõ ψ ∈ H2 óäîâëåòâîðÿþùåé
ðàâåíñòâó ∫

Ω\Ω̄1

(ϵgradϕ2 · gradψ)dx⃗ = ψ1Q1, (4.7)

ãäå ψ1 = ψ(x⃗) , x⃗ ∈ Ω1 . Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ôðèäðèõñà (3.1) , ψ2
1mes(Ω1) ≤

A(Ω,Γ)∥ψ∥2H2
äëÿ âñåõ ψ ∈ H2 , ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l : H2 → R1 , l(ψ) = Q1ψ1 �

íåïðåðûâíûé. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (4.7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Èç (4.7) ñëåäóåò,
÷òî

divϵgradϕ2(x⃗) = 0, x⃗ ∈ ΩI , ⟨γν(ϵgradϕ2), 1⟩Γ = Q1.

Ñëåäîâàòåëüíî, E⃗ = e⃗+ grad(ϕ1 + ϕ2) � ðåøåíèå çàäà÷è (4.6).
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Ïóñòü u⃗ ∈ H0(rot; Ω) ∩K(rot; Ω) � ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé çàäà÷è (4.6), òîãäà u⃗C = 0 .
Òàê êàê ⟨γνI (ϵu⃗), 1⟩Γj

= 0 , j = 0, 1 , ñîãëàñíî ëåììå 3.4. íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ v⃗ ∈ K(div; Ω)
òàêàÿ, ÷òî v⃗I = ϵu⃗I . Òàêèì îáðàçîì, 0 = (v⃗, u⃗)2,Ω = (ϵu⃗I , u⃗I)2,ΩI

, u⃗I = 0 .

Ïóñòü òåïåðü H⃗ ∈ V 1(µ; Ω) , E⃗ ∈ H(rot; Ω) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.8). Ïîëîæèì B⃗ =

µH⃗ ∈ K(div; Ω) , J⃗ = rotH⃗ ∈ K(div; Ω) , D⃗ = ϵE⃗ ∈ {L2(Ω)}3 . Î÷åâèäíî, âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ (2.1), (2.3), (2.5). Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (2.4), îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë ρ ∈
H−1(Ω) . Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) � (2.6). Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.5),
(2.7) ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ âûòåêàåò èç åäèíñòâåííîñòè

îïðåäåëåíèÿ H⃗ è E⃗ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.4.
Çàäà÷è (2.15) ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì ïîèñêà ôóíêöèé H⃗λ ∈ V j(µ; Ω) , j = 1, 2 , ïðè âñåõ

v⃗ ∈ V j(σλ; Ω) óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó

iω

∫
Ω

(µH⃗ · v⃗)dx⃗+
∫
Ω

(σ−1
λ rotH⃗ · rotv⃗)dx⃗ =

∫
Ω

(σ−1
λ J⃗ñò · rotv⃗)dx⃗. (4.8)

Èç ëåììû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à (4.8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïîëîæèì E⃗λ = σ−1
λ (rotH⃗λ − J⃗ñò) . Ïóñòü ψ⃗ ∈ {D(Ω)}3 . Ñîãëàñíî ëåììàì 3.8., 3.9. ψ⃗ =

v⃗ + gradϕ , ãäå ëèáî µv⃗ ∈ K(div; Ω) , ϕ ∈ H1
0 (Ω) , ëèáî µv⃗ ∈ K0(div; Ω) , ϕ ∈ H1(Ω) .

Ïîñêîëüêó rotψ⃗ = rotv⃗ , v⃗ ∈ V j(µ; Ω) . Ïîëó÷àåì∫
Ω

(E⃗λ · rotψ⃗)dx⃗ =

∫
Ω

(σ−1
λ (rotH⃗λ − J⃗ñò) · rotv⃗)dx⃗ = −iω

∫
Ω

(µH⃗ · v⃗)dx⃗ = −iω
∫
Ω

(µH⃗ · ψ⃗)dx⃗,

òî åñòü H⃗ , E⃗ � ðåøåíèå (2.15).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.5.
Ïóñòü H⃗λ ∈ V 1(µ; Ω) , E⃗λ ∈ H(rot; Ω) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.15). Ñëó÷àé, êîãäà

H⃗λ ∈ V 2(µ; Ω) , E⃗λ ∈ H0(rot; Ω) , ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èç (2.15) âûòåêàåò, ÷òî

E⃗λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3.11.,

∥E⃗λ∥2,Ω ≤ (T 2(ΩC ,ΩI) + 1)1/2(∥E⃗λ∥2,ΩC
+ ∥rotE⃗∥2,Ω).

Ïóñòü ω > 0 . Òîãäà äëÿ âñåõ v⃗ ∈ H(rot; Ω)

iω

∫
Ω

(σλE⃗λ · ¯⃗v)dx⃗+
∫
Ω

(µ−1rotE⃗ · rot¯⃗v)dx⃗ = −iω
∫
Ω

(J⃗ñò · ¯⃗v)dx⃗. (4.9)

Ïîëîæèâ â (4.9) v⃗ = E⃗λ , ïîëó÷àåì

σ1∥E⃗λ∥22,ΩC
+λ∥E⃗λ∥22,ΩI

+(ωµ2)
−1∥rotE⃗λ∥22,Ω ≤ (2T 2(ΩC ,ΩI)+2)1/2∥J⃗ñò∥2,Ω(∥E⃗λ∥2,ΩC

+∥rotE⃗∥2,Ω),

∥E⃗λ∥2,ΩC
+ ∥rotE⃗∥2,Ω ≤ C1∥J⃗ñò∥2,Ω,

ãäå C1 = 2(2T (ΩC ,ΩI) + 2)1/2max{σ−1
1 , ωµ2} .

Îáîçíà÷èì E⃗1 = E⃗λ1 , E⃗2 = E⃗λ2 ïðè ïðîèçâîëüíûõ λ1 , λ2 > 0 . Èç ðàâåíñòâ (4.9)
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ v⃗ ∈ H(rot; Ω)

iω

∫
ΩC

(σ(E⃗2 − E⃗1) · ¯⃗v)dx⃗+ iωλ2

∫
ΩI

((E⃗2 − E⃗1) · ¯⃗v)dx⃗+
∫
Ω

(µ−1rot(E⃗2 − E⃗1) · rot¯⃗v)dx⃗ =

= iω(λ1 − λ2)
∫
ΩI

(E⃗1 · ¯⃗v)dx⃗.
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Ïîëîæèâ v⃗ = E⃗2 − E⃗1 , ïîëó÷àåì

ωσ1∥E⃗2 − E⃗1∥22,ΩC
+ ωλ2∥E⃗2 − E⃗1∥22,ΩI

+ µ−1
2 ∥rot(E⃗2 − E⃗1)∥22,Ω ≤

≤
√
2ω|λ1 − λ2|∥E⃗1∥2,ΩI

∥E⃗2 − E⃗1∥2,ΩI
,

ωσ1∥E⃗2 − E⃗1∥22,ΩC
+

1

2
ωλ2∥E⃗2 − E⃗1∥22,ΩI

+ µ−1
2 ∥rot(E⃗2 − E⃗1)∥22,Ω ≤

≤ ω
|λ1 − λ2|2

λ2
∥E⃗1∥22,ΩI

≤ ω
|λ1 − λ2|2

λ2
C2

1T
2(ΩC ,ΩI)∥J⃗ñò∥22,Ω.

Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, λ2 > λ1 . Òîãäà

∥E⃗2− E⃗1∥2rot,Ω ≤ (2T 2(ΩC ,ΩI) + 1)(∥E⃗2− E⃗1∥22,ΩC
+ ∥rot(E⃗2− E⃗1)∥22,Ω) ≤ C2

2 |λ1− λ2|∥J⃗ñò∥22,Ω,

ãäå C2
2 = (2T 2(ΩC ,ΩI) + 1)C2

1T
2(ΩC ,ΩI)max{σ−1

1 , µ2ω} .
Ïóñòü òåïåðü ω = 0 . Èç (2.15) ñëåäóåò, ÷òî E⃗λ ∈ K(rot; Ω) . Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.1.

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ g⃗ ∈ K(rot; Ω)

0 =

∫
ΩC

(σE⃗λ · g⃗)dx⃗+ λ

∫
ΩI

(E⃗λ · g⃗)dx⃗+
∫
Ω

(J⃗ñò · g⃗)dx⃗. (4.10)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

∥E⃗λ∥2,ΩC
≤ σ−1

1 (T 2(ΩC ,ΩI) + 1)1/2∥J⃗ñò∥2,Ω, ∥E⃗λ∥2,ΩI
≤ C3∥J⃗ñò∥2,Ω,

ãäå C3 = T (ΩC ,ΩI)σ
−1
1 (T 2(ΩC ,ΩI) + 1)1/2 .

Äëÿ λ1 , λ2 > 0 è E⃗1 = E⃗λ1 , E⃗2 = E⃗λ2 èç (4.10) ïîëó÷àåì∫
ΩC

(σ(E⃗2 − E⃗1) · g⃗)dx⃗+ λ2

∫
ΩI

((E⃗2 − E⃗1) · g⃗)dx⃗ = (λ1 − λ2)
∫
ΩI

(E⃗1 · g⃗)dx⃗

ïðè ëþáîé ôóíêöèè g⃗ ∈ K(rot; Ω) . Ñëåäîâàòåëüíî,

σ1

∫
ΩC

(E⃗2 − E⃗1)
2dx⃗+

λ2
2

∫
ΩI

(E⃗2 − E⃗1)
2dx⃗ ≤ |λ1 − λ2|

2

2λ2

∫
ΩI

(E⃗1)
2dx⃗.

Ïóñòü λ1 < λ2 . Òîãäà

∥E⃗2 − E⃗1∥2,Ω = ∥E⃗2 − E⃗1∥rot,Ω ≤ C4

√
λ2 − λ1∥J⃗ñò∥2,Ω,

ãäå C4 = ((T 2(ΩC ,ΩI) + 1)/(2σ1))
1/2C3 .

Èç (2.15) è îöåíêè (3.5) ñëåäóåò, ÷òî

∥rot(H⃗λ2 − H⃗λ1)∥2,Ω ≤ max{λ2, σ2}∥E⃗2 − E⃗1∥2,Ω + |λ2 − λ1|∥E⃗1∥2,ΩI
,

òî åñòü ïðè λ2 , λ1 ≤ 1 ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.5):

∥H⃗λ2 − H⃗λ1∥rot,Ω ≤ C5

√
|λ2 − λ1|∥J⃗ñò∥2,Ω,

ãäå C5 = (C2(Ω)µ2
2µ

−2
1 + 1)1/2(max{1, σ2}C2 + C1T (ΩC ,ΩI)) , åñëè ω > 0 è

C5 = (C2(Ω)µ2
2µ

−2
1 + 1)1/2(max{1, σ2}C4 + C3) ïðè ω = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, H⃗λ , E⃗λ ñòðåìÿòñÿ ïðè λ→ 0 â H(rot; Ω) ê íåêîòîðûì h⃗ ∈ V 1(µ; Ω) ,
e⃗ ∈ H(rot; Ω) ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè λ → 0 â (2.15) ïîëó÷àåì, ÷òî

h⃗ = H⃗ , e⃗ = E⃗ � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.8).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ áàçîâîé ÷à-

ñòè (êîä ïðîåêòà 2664) è ïðîåêòíîé ÷àñòè (êîä ïðîåêòà 1727) ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â
2014-2016 ãã., à òàêæå ïîääåðæàíà ãðàíòîì â ðàìêàõ ñîãëàøåíèÿ îò 27 àâãóñòà 2013 ã. �
02.Â.49.21.0003 ìåæäó Ìèíîáðíàóêè ÐÔ è ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.
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Quasistationary electromagnetic �elds in inhomogeneous

media with non-conductive and low conductive inclusions

c⃝ A.B. Kalinin3, A.A. Tiukhtina4

Abstract. Boundary value problems for the time-periodic solutions of quasi-stationary magnetic
approximation for Maxwell equations are studied. The case of inhomogeneous media containing
a conducting, non-conducting and low-conducting inclusions is considered. The asymptotic
connection of the solutions of problems with non-conducting and low-conducting inclusions is
investigated.
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conducting inclusions
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåìïåðàòóðíîé

çàâèñèìîñòè âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ òîíêèõ ïë¼íîê

íèòðèäà íèîáèÿ

c⃝ Í.Ä. Êóçüìè÷åâ 1 Ì.À. Âàñþòèí2 Å.À. Ëàïøèíà 3 Ä.À. Øèëêèí 4

Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ òåîðèè WHH (Werthamer, Helfand, Hohenberg) âûïîëíåíî ìàòåìàòè-
÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàâèñèìîñòè âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ îò òåìïåðàòóðû Hc2(T ) ñâåðõ-
ïðîâîäíèêîâ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà Ìàêè è ïàðàìåòðà ñïèí-îðáèòàëüíîãî ðàññåÿ-
íèÿ. Èññëåäîâàíû òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå òîíêèõ
ïë¼íîê íèòðèäà íèîáèÿ (NbN) ïî ïåðâîé ãàðìîíèêå íàïðÿæåíèÿ â ïîñòîÿííûõ ìàãíèòíûõ ïî-
ëÿõ äî 8 T. Ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòè âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî
ïîëÿ ïë¼íîê NbN îò òåìïåðàòóðû òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ Hc2(T ) íàéäåí ïàðàìåòð Ìà-
êè, ó÷èòûâàþùèé âëèÿíèå ñïèíîâîãî ïàðàìàãíåòèçìà â äàííîì ìàòåðèàëå. Èç òðàíñïîðòíûõ
è îïòè÷åñêèõ èçìåðåíèé èç íàøèõ è äðóãèõ ðàáîò îöåíåíû âàæíåéøèå ïàðàìåòðû ñâåðõïðî-
âîäíèêà NbN, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ äàííûìè íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ WHH, âòîðîå êðèòè÷åñêîå ïîëå, íèòðèä íèîáèÿ, ñïèíîâîé
ïàðàìàãíåòèçì, äëèíà êîãåðåíòíîñòè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, ïàðàìåòð Ìàêè, ïàðàìåòð ñïèí-
îðáèòàëüíîãî ðàññåÿíèÿ, ïàðàìåòð Èîôôå-Ðåãåëÿ.

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçðîñ èíòåðåñ ê íèòðèäó íèîáèÿ (NbN) â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ åãî
ïðèìåíåíèÿ â êà÷åñòâå áîëîìåòðà, ïîçâîëÿþùåãî äåòåêòèðîâàòü îòäåëüíûå ôîòîíû (ñì.,
íàïðèìåð, [1]), ðàäèî÷àñòîòíîãî ðåçîíàòîðà [2] è ìàòåðèàëà äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ìàã-
íèòîâ [3]. Ïðîñòàÿ òåõíîëîãèÿ èçãîòîâëåíèÿ, õèìè÷åñêàÿ è ðàäèàöèîííàÿ óñòîé÷èâîñòü,
ìåõàíè÷åñêàÿ ïðî÷íîñòü è âûñîêîå âòîðîå êðèòè÷åñêîå ïîëå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå
(Hc2(0) > 20T äëÿ ïë¼íîê ñ Tc > 15K ) [4,5] äåëàþò NbN ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ ïðàêòè-
÷åñêèõ öåëåé. Ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ NbN òàêæå àêòóàëüíû. Íàïðèìåð, âáëèçè
êâàíòîâîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ýíåðãèÿ âèõðåâîãî êîðà ñâÿçàíà ñ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ, à
íå ñî ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíîñòüþ [6]. Â íèòðèäå íèîáèÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäè-
ìîñòè ìàëà [7], êàê è êîíöåíòðàöèÿ íîñèòåëåé â Y Ba2Cu3O7−x(Y BCO) . Äëèíà êîãåðåíò-
íîñòè è ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â NbN òàêæå áëèçêè ê èõ çíà÷åíèÿì
â Y BCO (äëÿ NbN - ξ = 5nm , λ = 200nm [8]; äëÿ Y BCOξab = 3.1nm , λc = 180nm
[9]). Ïîýòîìó èçó÷åíèå ïë¼íîê NbN ìîæåò ïîìî÷ü â ïîíèìàíèè ìåõàíèçìà ðàçðóøåíèÿ
ñâåðõïðîâîäèìîñòè òîêîì, ìàãíèòíûì ïîëåì è òåïëîâûìè âèõðÿìè âáëèçè òåìïåðàòóðû
ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå Tc â Y BCO [10-13]. Áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàåò è
îáíàðóæåííûé íåäàâíî â NbN îáðàòíûé ñïèíîâîé ýôôåêò Õîëëà [14], íàáëþäàâøèéñÿ ïðè
òåìïåðàòóðàõ T < Tc . Ýòî ÿâëåíèå âàæíî êàê äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçèêè ñâåðõïðîâîäèìîñòè

1 Ïðîôåññîð, çàâ. êàôåäðîé îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê; kuzmichevnd@yandex.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãà-
ð¼âà, ã. Ñàðàíñê; vasyutinm@mail.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãà-
ð¼âà, ã. Ñàðàíñê; e.lapshina2010@yandex.ru

4 Àñïèðàíò êàôåäðû îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï.
Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê; dwi8hi@outlook.com
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â NbN, òàê è äëÿ ïåðñïåêòèâ åãî èñïîëüçîâàíèÿ â ñïèíòðîíèêå. Èññëåäîâàíèå òåìïåðàòóð-
íîé çàâèñèìîñòè âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc2(T ) ïëåíî÷íûõ îáðàçöîâ NbN ïðåäîñòàâ-
ëÿåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå ïàðàìåòðû: Hc2(0) , ñòåïåíü âëèÿíèÿ
ñïèíîâîãî ïàðàìàãíåòèçìà Ïàóëè íà ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå, îöåíèòü âðåìÿ ðåëàêñà-
öèè, ñêîðîñòü Ôåðìè, äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, äëèíó êîãåðåíòíîñòè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó
è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòè Hc2(T )

Êàê èçâåñòíî, íà âåëè÷èíó âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ âëèÿþò ñïèíîâîé ïàðàìàã-
íåòèçì Ïàóëè è ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ. Ñïèíîâîé ïàðàìàãíåòèçì
ñíèæàåò ïîëå Hc2(0) , â òî âðåìÿ êàê ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðåïÿòñòâóåò åãî
óìåíüøåíèþ. Â òåîðèè WHH (Werthamer, Helfand, Hohenberg) [15] ó÷èòûâàþòñÿ ñïèíîâûå
ýôôåêòû ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Ãîðüêîâà äëÿ âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ìàññèâíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà 2-ãî ðîäà. Â ìîäåëè WHH â íåÿâíîì âèäå áûëî ïîëó÷åíî
óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå òåìïåðàòóðó T è âòîðîå êðèòè÷åñêîå ïîëå Hc2 ñâåðõïðîâîäíèêà
(ðàçìåðíîñòè ñîõðàíåíû):

ln

(
1

t

)
=

∞∑
ν=−∞

 1

|2ν + 1|
−

[
|2ν + 1|+ h

t
+

(αh/t)2

|2ν + 1|+ (h+ λso) /t

]−1
 , (2.1)

ãäå h = 2eHc2 ( v
2
F τ/(6πTc) ) � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, ïðîïîðöèîíàëüíûé íàïðÿæ¼ííî-

ñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hc2 , t = T/Tc � áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà, e - çàðÿä ýëåêòðîíà,
vF - ñêîðîñòü Ôåðìè, τ - âðåìÿ ðåëàêñàöèè, α = 3/(2mv2F τ ) - ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé
ñïèíîâûé ïàðàìàãíåòèçì Ïàóëè (ïàðàìåòð Ìàêè [16]), m - ìàññà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà,
λso = 1(/3πTcτ2 ) � ïàðàìåòð ñïèí-îðáèòàëüíîãî ðàññåÿíèÿ, τ 2 - âðåìÿ ðåëàêñàöèè ïðè
ñïèí-îðáèòàëüíîì ðàññåÿíèè. Çäåñü âðåìÿ τ è τ 2 âûðàæåíû â îáðàòíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ
åäèíèöàõ.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (2.1), ìîæíî îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü h(t) ò.å. âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî
ïîëÿ îò òåìïåðàòóðû Hc2(T ) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è λso .

Ðåøåíèå íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ WHH (2.1) áûëî âûïîëíåíî â ñèñòåìå MathCad ìåòîäîì
äèõîòîìèè è ñ ïîìîùüþ âñòðîåííîé ôóíêöèè root. Îáà ìåòîäà äàëè îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò.
Â ìåñòî óðàâíåíèÿ (2.1) ðåøàëîñü ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå:

ln t+
M∑

n=−M

 1

|2n+ 1|
−

[
|2n+ 1|+ h

t
+

(αh/t)2

|2n+ 1|+ (h+ λso) /t

]−1
 = 0 . (2.2)

Êîðíè óðàâíåíèÿ (2.2) h(t) äëÿ çàäàííûõ âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ α , λso ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû t ∈ (0, 1] íàõîäèëèñü c òî÷íîñòüþ δ = 0.0001 .
Ïðè M ≥ 10000 êîðíè óðàâíåíèÿ h(t) èçìåíÿëèñü â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè δ . Ðåçóëüòàòû
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.1. Íà ðèñ. 2.1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà h (áåç-
ðàçìåðíîãî âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc2 ) îò áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû t äëÿ íåñêîëü-
êèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïðè λso = 0 . Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì α çàâèñèìîñòè
h(t) ðàñïîëàãàþòñÿ íèæå, ò.å. ñïèíîâîé ïàðàìàãíåòèçì ïîäàâëÿåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ h îò áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû

t = T/Tc äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà Ìàêè α ïðè ïàðàìåòðå ñïèí-îðáèòàëüíîãî

ðàññåÿíèÿ ðàâíîì λso = 0

Íà ðèñóíêå 2.2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà h (áåçðàçìåðíîãî âòî-
ðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc2 ) îò áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû t äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà λso ïðè α = 6 . Çíà÷åíèå α = 6 âûáðàíî âñëåäñòâèå äîâîäîâ, ïðèâåäåííûõ
íèæå, ñëåäóþùèõ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî èçìåðåíèþ çàâèñèìîñòè Hc2(T )
äëÿ íèòðèäà íèîáèÿ. Èç ðèñóíêà 2.2 ñëåäóåò, ÷òî â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ äëÿ α , ïðèâå-
äåííûõ íà ðèñ. 2.1, ðîñò ïàðàìåòðà λso , íàîáîðîò, ïðèâîäèò ê ðîñòó Hc2(T ) .

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà h (áåçðàçìåðíîãî âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc2 ) îò

áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû t äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λso ïðè α = 6

Íà ðèñóíêå 2.3 ïðèâåäåíà òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ïðîèçâîäíîé dHc2/dT â áåç-
ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ, ò.å. dh/dt . Ïðîèçâîäíàÿ ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 2.1, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû ñ áîëåå ìåëêèì
øàãîì è ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ.
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Ð è ñ ó í î ê 2.3

Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ïðîèçâîäíîé áåçðàçìåðíîãî âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ îò

òåìïåðàòóðû dh/dt . Ïàðàìåòðû: α = 10 ( o ), 8(•) , 6(� ), 4(♢ ), 2(� ), 1(∆ ), 0.5(× ), 0.1(+ ) è

λso = 0

Èç ðèñóíêà 2.3 âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü dh/dt ïðè èçìåíåíèè α îò 1 äî 2 ìåíÿåò
ñòåïåíü âûïóêëîñòè. Çíà÷èò, íà ýòîì ïðîìåæóòêå çíà÷åíèé α çàâèñèìîñòü dh/dt îò t
èìååò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü, ò.å. dh/dt ∼ a+bt . Âñëåäñòâèå óêàçàííîãî çàìå÷àíèÿ âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé, ò.å. d2h/dt2 = const = a . Íà ðèñ. 2.4 ýòî õîðîøî
ïîêàçàíî. Èç ðèñ. 2.4 âèäíî, ÷òî ïðè α = 2 ôóíêöèÿ d2h/dt2 ìåäëåííî óìåíüøàåòñÿ, à
äëÿ α = 1 ìåäëåííî ðàñòåò. Çíà÷èò ïðè α ≈ 1.5 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå çàâèñèò îò t ò.å.
d2h/dt2 = const . Áîëåå òî÷íûé ðàñ÷åò ïðèâîäèò ê α ≈ 1.56 . Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèÿ
(1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ α < 2 ïðè λso = 0 çàâèñèìîñòü Hc2(T ) ïåðåõîäèò îò êóáè÷åñêîé ê
êâàäðàòè÷íîé è, ïðè α ≈ 1.56 , ñíîâà ñòàíîâèòñÿ êóáè÷åñêîé.

Ð è ñ ó í î ê 2.4
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Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé áåçðàçìåðíîãî âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ îò

òåìïåðàòóðû d2h/dt2 . Ïàðàìåòðû: α = 10(o) , 8( • ), 6(� ), 4(♢ ), 2(� ), 1(∆ ), 0.5(× ), 0.1(+ ) è

λso = 0

3. Ýêñïåðèìåíò è îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ

Ïë¼íêè NbN , èçó÷àåìûå â äàííîé ñòàòüå, äîâîëüíî ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò èññëåäî-
âàííûõ ðàíåå îáðàçöîâ ïðåæäå âñåãî, ñî÷åòàíèåì âûñîêîé òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà â ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå Tc è âûñîêèì óäåëüíûì ñîïðîòèâëåíèåì â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè
ρn . Èçó÷àëèñü ïë¼íêè òîëùèíîé d = 400nm , íàïûëåííûå íà ïîäëîæêó èç ïîëèðîâàííîãî
ïëàâëåíîãî êâàðöà ìåòîäîì ðåàêòèâíîãî êàòîäíîãî ðàñïûëåíèÿ [17]. Ñòðóêòóðà ïë¼íîê �
ñòîëá÷àòàÿ. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà � B1 . Õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñòîëá÷àòûõ ãðàíóë
� 100nm . Ôîðìèðîâàíèå ñòîëáèêîâ ïðîèñõîäèëî, â îñíîâíîì, ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè
ïîäëîæêè. Ïîñòîÿííàÿ ðåø¼òêè a = 4.39A . Äëèíà îáðàçöîâ ïë¼íîê � 9.0mm . Øèðèíà
� 4.5mm . Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ñòàíäàðòíûì ÷åòûð¼õêîíòàêòíûì ìåòîäîì ïðè àì-
ïëèòóäå ïåðåìåííîãî òîêà 0.21mA íà ÷àñòîòå 1kHz . Âåëè÷èíà Tc îáðàçöîâ ìåíÿëàñü â
ïðåäåëàõ òåìïåðàòóð 16.2− 16.5K . Øèðèíà ïåðåõîäà ñîñòàâëÿëà ïðèìåðíî 0.1K . Óäåëü-
íîå ñîïðîòèâëåíèå â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè âáëèçè ïåðåõîäà ñîñòàâëÿëî ∼ 1000 µΩcm .
Îòíîøåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ îáðàçöîâ ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå ê ñîïðîòèâëåíèþ â íîð-
ìàëüíîì ñîñòîÿíèè ïðè òåìïåðàòóðå, áëèçêîé ê Tc , R295/R18 ≈ 0.93 .

Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëàñü áåçæèäêîñòíàÿ êðèîìàãíèòíàÿ ñèñòåìà
8TCryoFree − 404 , ïîçâîëÿþùàÿ îõëàæäàòü îáðàçöû äî 6K â ïîñòîÿííîì ìàãíèò-
íîì ïîëå ñ èíäóêöèåé äî 8 T . Òåìïåðàòóðíûå èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ ïîìîùüþ
êîíòðîëëåðà LakeShore335 . Äàò÷èê òåìïåðàòóðû � Cernox CX-1050. Ïîãðåøíîñòü ïðè
èçìåðåíèè òåìïåðàòóðû íå ïðåâûøàëà 0.01K .

Íà ðèñ. 2.5 ïîêàçàíà òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî è òåîðåòè÷åñêîãî
ïðèâåä¼ííîãî âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ h∗ . Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ h∗ íàõîäè-
ëèñü ïî ôîðìóëå [15]: h∗ = Hc2/(−dHc2/dt)t=1 , ãäå t = T/Tc � ïðèâåä¼ííàÿ òåìïåðàòóðà,
( dHc2/dt)t=1 � ïðîèçâîäíàÿ Hc2 ïî t ïðè T = Tc . Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå
t = 1 ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü Hc2(t) àïïðîêñèìèðîâàëàñü òåîðå-
òè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ, ïîëó÷åííîé èç óðàâíåíèÿ (1) (ñì. ðèñ. 2.1 è 2.2).

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè, íàïðèìåð, ðàáîòû [18] ((−dHc2/dt)t=1 = 120T ,
(−dHc2/dT )T=Tc = 7.28T/K ) ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå, (−dHc2/dt)t=1 ∼ 21.6T ) ÿâëÿåòñÿ áî-
ëåå âûñîêèì. Òàêîå îòëè÷èå ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ðàçíîé òîëùèíîé è ñòðóêòóðîé ïë¼íîê.

Ð è ñ ó í î ê 3.1
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(òî÷êè � ýêñïåðèìåíò, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òåîðèÿ WHH). Íà âñòàâêå ïðèâåäåíà òåìïåðàòóðíàÿ

çàâèñèìîñòü âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (òî÷êè), àïïðîêñèìèðîâàííàÿ ïîëèíîìîì

òðåòüåé ñòåïåíè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), è (äëÿ ñðàâíåíèÿ) òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü âòîðîãî

êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (êâàäðàòèêè), âçÿòàÿ èç ðàáîòû [19]

Òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà Tc íàõîäèëàñü ïîñåðåäèíå ñêà÷êà (10 - 90 ïðîöåíòîâ îò âåëè-
÷èíû íàïðÿæåíèÿ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè âáëèçè ïåðåõîäà). Òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ h∗
íàõîäèëèñü ïî ôîðìóëå [15]: h∗ ≡ h/(−dh/dt)t=1 = (π2/4)h . Íàèëó÷øåå ñîãëàñèå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé è òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòåé h∗(T ) äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðîâ: α = 6.00 , λso = 0 (ðèñ. 2.5). Ïðè ýòîì âåðõíåå êðèòè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïîëå
Hc2(0) = 13.7T .

4. Îáñóæäåíèå

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α ìîæíî îöåíèòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóìÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè: ïî âå-
ëè÷èíå óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè ρn è ïî çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé
(dHc2/dT )T=Tc .

Â ïåðâîì ñëó÷àå:
α = 2.35ρnγ, (4.1)

ãäå γ - êîýôôèöèåíò ýëåêòðîííîé òåïëî¼ìêîñòè. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ðàçìåðîâ èññëåäóå-
ìîãî îáðàçöà, ñîïðîòèâëåíèÿ íà ïîñòîÿííîì òîêå R = 12Ω , âåëè÷èíó γ = 2.1·103erg/(cm3·
K2 ) [19, 20] è, ïîëàãàÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîòåíöèàëüíûìè êîíòàêòàìè b = 0.2± 0.05cm ,
ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ρn = 1080 ± 270µΩ · cm è, ñîîòâåòñòâåííî, α = 5.3± 1.3. Ïîëó÷åííîå
α áëèçêî ê ýêñïåðèìåíòàëüíîìó (α = 6.00 ).

Âî âòîðîì ñëó÷àå:
α = 5.322 · 10−5(−dHc2/dT )T=Tc. (4.2)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîèçâîäíîé íàøåãî îáðàçöà ( 7.28 · 104Oe/K ),
ïîëó÷èì α ≈ 3.9 . Çàíèæåííîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííîé âåëè÷èíû α îáóñëîâëåíî å¼ ¾óñðåä-
íåíèåì¿ ïî âñåì ýêñïåðèìåíòàëüíûì òî÷êàì ïðè ïîäãîíêå ïîëèíîìîì òðåòüåé ñòåïåíè
(ñì. ï.2 è ðèñ.2.4, âñòàâêà íà ðèñ. 2.5) ïðîèçâîäíîé (−dHc2/dT )T=Tc , âõîäÿùåé â (3). Ïðè
ïðèáëèæåíèè ê Tc çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé óâåëè÷èâàåòñÿ â 1,5 � 2 ðàçà. Êîððåêòíîå îïðå-
äåëåíèå çíà÷åíèÿ (−dHc2/dT )T=Tc èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ çàòðóäíèòåëüíî.

Êðîìå ýòîãî, ïàðàìåòð ñïèíîâîãî ïàðàìàãíåòèçìà α (è äðóãèå ïàðàìåòðû ñâåðõïðî-
âîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ) ìîæåò áûòü íàéäåí èç îïòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé [7]. Èñïîëüçóÿ çíà-
÷åíèÿ ïëàçìåííîé ÷àñòîòû ωp è ÷àñòîòû ðåëàêñàöèè ν , ïîëó÷åííûå íà ïîäîáíûõ îá-
ðàçöàõ â ðàáîòå [7], ïîëó÷èì óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå (â ñèñòåìå ÑÈ): ρn = 1/(ω2

pτε0 ),
ãäå ε0 = 8.85 · 10−12F/m � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðèíèìàÿ ω2

p = 0.72 · 1030s−2 è
t = 12.95 · 10−15s , ïîëó÷èì ρn = 1200 ± 75µΩ · cm . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â ôîðìóëó
(2), îïðåäåëÿåì a = 5.9± 0.4 . Ýòà âåëè÷èíà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì
çíà÷åíèåì.

Îöåíêà âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ òàêæå ìîæåò áûòü ñäåëàíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Áåç
ó÷¼òà ñïèíîâîãî ïàðàìàãíåòèçìà (α = 0) : 1)Hc2 ∗ (0) ≈ 0.69(dHc2/dt)t=1 è 2) Hc2 ∗ (0) ≈
3.1ρnγTc . Äëÿ íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà Ìàêè: Hc2(0) = Hc2 ∗ (0)(1 + α2)−1/2 . Ïðè
ýòîì â ïåðâîì ñëó÷àå (α = 6 ) µ0Hc2(0) = 13.6± 1T , âî âòîðîì � µ0Hc2(0) = 19± 5T , ÷òî
â ïðåäåëàõ îøèáîê ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðèåé WHH .

Â ðàáîòå [18] ïë¼íêè NbN äåìîíñòðèðóþò îòñóòñòâèå ñïèíîâîãî ïàðàìàãíåòèçìà Ïà-
óëè (α = 0 ), ÷òî äîëæíî ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî
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ïîëÿ. Òåì íå ìåíåå, ïîëó÷åííîå àâòîðàìè çíà÷åíèå Hc2(0) = 14.6T íà ïîäîáíîì îáðàçöå
áëèçêî ê îöåíêàì Hc2(0) íàøèõ îáðàçöîâ, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåáîëüøèì çíà÷åíèåì íàêëîíà
Hc2(T )T=Tc (âñòàâêà íà ðèñ.2.5). Íåâûñîêîå çíà÷åíèå (dHc2/dt)t=1 ñâÿçàíî ñ âûñîêîé êîí-
öåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè, îáóñëàâëèâàþùåé, ïî-âèäèìîìó, ñèëüíîå ýëåêòðîí-
ýëåêòðîííîå îòòàëêèâàíèå.

Îöåíèâàÿ ïàðàìåòð Èîôôå-Ðåãåëÿ [21] ÷åðåç çíà÷åíèå α ( kF l = 3π/α ), ïîëó÷åííîå â
íàøåé ðàáîòå, ïðèõîäèì ê kF l = 1.57 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò �ãðÿçíîìó� ïðåäåëó.

Äëèíà êîãåðåíòíîñòè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, îöåíåííàÿ ïî ôîðìóëå ξGL(0) =
[Φ0/(2πHc2(0))]

1/2 ïðè çíà÷åíèè Hc2(0) , ïîëó÷åííîì â íàøåé ðàáîòå, äà¼ò âåëè÷èíó
49A , ÷òî ñîâïàäàåò ñ ëèòåðàòóðíûìè äàííûìè [8].

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè, íàéäåííàÿ ïî ôîðìóëå [18]: N(0) =
πHc2(0)/(0, 69Tc.4ekBρn ), èìååò âåëè÷èíó ∼ 5.7 · 1027states/(m3 · eV ).

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [5,8,14,18] çàâèñèìîñòü Hc2(T ) õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòüþ îò T äî òåìïåðàòóð 0, 6 − 0, 7Tc . Ïðè ýòîì íàêëîí àïïðîêñèìèðóþùåé
ïðÿìîé (ïðîèçâîäíàÿ Hc2 ïî T ) â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå íàêëîíà ïðÿìîé, ïîëó÷åííîé â
íàñòîÿùåé ðàáîòå. Âëèÿíèå ïàðàìàãíèòíîãî ýôôåêòà (ïîäàâëåíèå Hc2 , âûðàæàþùååñÿ â
çàãèáå êðèâîé) íà÷èíàåòñÿ â íàøåé ðàáîòå óæå â ïîëÿõ 3−−4T , òîãäà êàê â óïîìÿíóòûõ
ñòàòüÿõ ïàðàìàãíèòíûé ýôôåêò âîîáùå íå ïðîÿâëÿåòñÿ èëè ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîëÿõ, áîëüøèõ
10T .

Ïðè÷èíîé òàêîé ðàçíèöû ñâîéñòâ ïë¼íîê îäèíàêîâîãî ñîñòàâà ÿâëÿåòñÿ áîëüøàÿ ðàç-
íèöà óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îáðàçöîâ NbN. Â ñâîþ î÷åðåäü, áîëüøîå óäåëüíîå ñîïðî-
òèâëåíèå íàøèõ îáðàçöîâ íèòðèäà íèîáèÿ âûçâàíî íèçêîé êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ ïðî-
âîäèìîñòè.

Êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè Ne â îáðàçöàõ, ïîäîáíûõ íàøèì ïë¼íêàì,
ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàáîòû [22]. Ïðèâåä¼ííûå â íåé ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàâèñèìîñòè ïî-
ñòîÿííîé Õîëëà îò óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (äëÿ îáðàçöà ñ ïàðàìåòðîì Èîôôå-Ðåãåëÿ
kF l = 1.68 ) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå Ne , ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåë¼ííîìó ρn . Äëÿ
óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ρn = 1200µΩ · cm êîíöåíòðàöèÿ Ne = 3, 48 × 1022e/cm3 . Ò.å. â
5−−6 ðàç ìåíüøå, ÷åì â îáðàçöå ñ áëèçêèì çíà÷åíèåì Tc = 16, 1K [19], è óäåëüíûì ñî-
ïðîòèâëåíèåì, ìåíüøèì òîæå â 5−−6 ðàç. Ïàðàìåòð Ìàêè äëÿ äàííîãî îáðàçöà α ≈ 5.6 .

Ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà Ôåðìè ìîæíî íàéòè èç êîíöåíòðàöèè íîñèòåëåé: kF ≈
1.01 × 108cm−1 . Òîãäà äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà (ñ ó÷¼òîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà Èîôôå-
Ðåãåëÿ) l ≈ 1.66A .

5. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè âòîðîãî êðè-
òè÷åñêîãî ïîëÿ òîíêèõ ïë¼íîê NbN , ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàííûõ â äàííîé ðàáîòå,
ïîêàçàëî, ÷òî âêëàä â ñâåðõïðîâîäèìîñòü NbN îïðåäåëÿåòñÿ, â îñíîâíîì, ýôôåêòîì ñïè-
íîâîãî ïàðàìàãíåòèçìà Ïàóëè ñ ïàðàìåòðîì Ìàêè α = 6.00 . Äàííûé ïàðàìåòð, îïðåäå-
ë¼ííûé èç òðàíñïîðòíûõ, ìàãíèòíûõ è îïòè÷åñêèõ èçìåðåíèé, èìååò áëèçêèå çíà÷åíèÿ,
÷òî ïîäòâåðæäàåò ñèëüíûé ñïèíîâûé ïàðàìàíåòèçì. Ïàðàìåòð Èîôôå-Ðåãåëÿ èçó÷åííûõ
îáðàçöîâ ñîîòâåòñòâóåò �ãðÿçíîìó� ïðåäåëó. Çàâèñèìîñòü Hc2(T )NbN íàõîäèòñÿ â ñîãëà-
ñèè ñ òåîðèåé WHH .

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 01.11.2016
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second critical �eld of thin �lms of niobium nitride
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mathematically within the framework of WHH-theory (Werthamer, Helfand, Hohenberg).
Temperature dependencies of superconducting transition for the �rst harmonic of voltage of thin
niobium nitride (NbN) �lms are investigated in dc magnetic �elds up to 8 T. By approximating
experimental temperature dependence of the upper critical �eld of NbN �lms by theoretical
dependence Hc2(T ) Maki parameter is obtained, that takes into account the spin paramagnetism
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Ðàñ÷åò ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà äëÿ êðèñòàëëèçàöèè

öåîëèòîâ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èîííîãî

îáìåíà íà íèõ

c⃝ Ã. È. Ñàõèáãàðååâà 1, Î. Ñ. Òðàâêèíà 2, Î. Þ. Êèðüÿíîâà 3,
Ð. Ç. Êóâàòîâà4, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí 5

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïðåäïîñûëêè ñîçäàíèÿ èíôîðìàöèîííî-
àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû ðàñ÷åòà ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà äëÿ êðèñòàëëèçàöèè öåîëèòîâ. Äàí-
íîå ïðèëîæåíèå ïîçâîëÿåò õðàíèòü èíôîðìàöèþ î ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, ïðîâîäèòü
ïîäãîòîâèòåëüíóþ ðàáîòó ïî ïëàíèðîâàíèþ ñèíòåçà. Êðîìå òîãî, âîçìîæíà îáðàáîòêà äàííûõ
ïðîöåññà èîííîãî îáìåíà íà öåîëèòàõ â ôîðìàòå îòäåëüíîãî ïðèëîæåíèÿ. Äàííàÿ ïðîãðàììà
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé ïîâåäåíèÿ öåîëèòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ
ðåæèìàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåîëèòû, èîííûé îáìåí, ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ áàçàìè äàííûõ,
èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ

1. Ââåäåíèå

Â ëàáîðàòîðèè ïðèãîòîâëåíèÿ êàòàëèçàòîðîâ Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ
íàêîïëåíû áîëüøèå ìàññèâû äàííûõ, ïîëó÷àåìûå â õîäå ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ
îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ðåàêöèîííîé ñìåñè íà îñíîâå ðàñ÷åòà ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà äëÿ
êðèñòàëëèçàöèè öåîëèòîâ, èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ïðèðîäû è êîëè÷åñòâà ââîäèìûõ â öåîëèòû
ðàçëè÷íûõ êàòèîíîâ ìåòàëëîâ ïóòåì èîííîãî îáìåíà ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïàðàìåò-
ðàõ. Ôàêòè÷åñêè íåîäíîêðàòíî ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè, â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êîòî-
ðîé íàêàïëèâàþòñÿ äàííûå îá îïòèìàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåí-
òà. Êðîìå òîãî, àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöèôè÷íûå îñîáåííîñòè ïðîöåññà èîííîãî
îáìåíà.

Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ïðè ïîäãîòîâêå
ýôôåêòèâíûõ êàòàëèçàòîðîâ íåîáõîäèìî äëÿ îïòèìèçàöèè ðàáîòû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé
áàçîé ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:

1. Ðîñò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òðåáóåò ýôôåêòèâíîãî è êîìïàêòíîãî õðàíåíèÿ
èíôîðìàöèè ñ êîíòðîëèðóåìûì ê íåé äîñòóïîì;

2. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ îáðàáîòêà äàííûõ ïîçâîëèò ïîëó÷èòü íàèáî-
ëåå îïòèìàëüíûå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ðåàêöèè, òåì ñàìûì ñîêðàòèâ ÷åëîâå÷åñêèå òðóäî-
çàòðàòû è ðàñõîä ìàòåðèàëîâ, ïðèìåíÿåìûõ â ýêñïåðèìåíòå;

1 Ñòóäåíò, Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íåôòÿíîé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà;
Sahibgareeva.gul�na@yandex.ru

2 Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ïðèãîòîâëåíèÿ êàòàëèçàòîðîâ, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã. Óôà; simchanka@mail.ru

3 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà;
olga.kiryanova27@gmail.com

4 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ïðèãîòîâëåíèÿ êàòàëèçàòîðîâ, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà;
kuvatova2010@mail.ru

5 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ïðîôåññîð êàôåäðû òåõíîëîãèè íåôòè è ãàçà Óôèìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî íåôòÿíîãî òåõíè÷åñêîãî
óíèâåðñèòåòà, ã. Óôà; irekmars@mail.ru
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3. Íåîáõîäèìî öåëîñòíîå õðàíåíèå äàííûõ íàòóðíûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ;

4. Ïðîâîäèìûå ïîäãîòîâèòåëüíûå ðàñ÷åòû èìåþò îäíîòèïíûé, ðóòèííûé õàðàêòåð.
Ïîýòîìó ïðîâåäåíèå àâòîìàòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ïîçâîëèò óñêîðèòü è îïòèìèçèðîâàòü íåïî-
ñðåäñòâåííûé íàòóðíûé ýêñïåðèìåíò.

Âñå âûøå ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â âèäå èíôîðìàöèîííî-
âû÷èñëèòåëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ñèñòåì (ÈÂÀÑ). Ïîýòîìó äëÿ ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ ýô-
ôåêòèâíûõ êàòàëèçàòîðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èîííîãî îáìåíà ðåàëèçîâàíà ÈÂÀÑ ¾îáìåí
èîíîâ¿ (ÈÂÀÑ ÎÈ) [1]. Äàííàÿ ñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñïåöèàëèçèðîâàííóþ áàçó äàí-
íûõ äëÿ óäîáíîãî õðàíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìåòîäû îáðàáîòêè èíôîðìàöèè â
âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è, ìåòîäèêè ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé.

2. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà

Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìàññû êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ, âçÿòûõ äëÿ ïðî-
èçâîäñòâà ìàòåðèàëà, äîëæíî áûòü ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîëó÷åííûõ ïðîäóêòîâ, êîòîðûå,
â ñâîþ î÷åðåäü, âêëþ÷àþò ãîòîâûé ïðîäóêò è ïîáî÷íûå ïðîäóêòû. Íà ïðàêòèêå ìàññà
ïîëó÷åííûõ ïðîäóêòîâ âñåãäà ìåíüøå ìàññû èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ, ïîñêîëüêó êàæäîå ïðî-
èçâîäñòâî ñîïðîâîæäàåòñÿ ìàòåðèàëüíûìè ïîòåðÿìè ðàçëè÷íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ (íåñîâåð-
øåíñòâî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, ôèçè÷åñêèå ïîòåðè è äð.).

Ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ � ýòî ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîëè÷åñòâàìè èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ
ïîëó÷åííîãî ãîòîâîãî ïðîäóêòà è îòõîäàìè ïðîèçâîäñòâà, ìàòåðèàëüíûìè ïîòåðÿìè [2].
Ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ ìîæåò áûòü ñîñòàâëåí êàê â îòíîøåíèè âñåãî òåõíîëîãè÷åñêîãî
ïðîöåññà, òàê è â îòíîøåíèè êàæäîé îòäåëüíîé ñòàäèè èëè ïðîèçâîäñòâåííîé îïåðàöèè. Îí
ìîæåò îõâàòûâàòü âñå ìàòåðèàëû (ñóììàðíûé áàëàíñ) èëè êàæäûé îòäåëüíûé êîìïîíåíò.

Ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òàê êàê â íåì îòðàæàåò-
ñÿ êà÷åñòâî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà. Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà
ðàññ÷èòûâàþò âûõîä, òðàòó, ðàñõîäíûå êîýôôèöèåíòû è ðàñõîäíûå íîðìû.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîòðåáîâàëîñü ðàññ÷èòàòü õèìè÷åñêèé ñîñòàâ ìàòî÷íîãî
ðàñòâîðà è òâåðäîé ôàçû, êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ è âûõîä ïðîäóêòà, ïîëó÷àåìîãî
ïîñëå ñèíòåçà [3].

Äëÿ ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå äàííûå:
• Õèìè÷åñêàÿ ôîðìóëà öåîëèòà (ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû êîìïîíåíòîâ):

Y1Na2O · Y2K2O · Al2O3 · Y3SiO2

• Ñîñòàâ ðåàêöèîííîé ñìåñè (ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû êîìïîíåíòîâ)
X1Na2O ·X2K2O · Al2O3 ·X3SiO2 ·X4H2O
• Ñîñòàâ ñèëèêàòà (çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ, âõîäÿùèõ â ñèëèêàò)
C ′

(Na2O) - êîíöåíòðàöèÿ Na2O â ñèëèêàòå, ã/ë;

C(SiO2) - êîíöåíòðàöèÿ SiO2 â ñèëèêàòå, ã/ë;
C ′

(H2O) - êîíöåíòðàöèÿ H2O â ñèëèêàòå, ã/ë;

• Ñîñòàâ àëþìèíàòà (çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ, âõîäÿùèõ â àëþ-
ìèíàò)

C ′′
(Na2O) - êîíöåíòðàöèÿ Na2O â àëþìèíàòå, ã/ë;

C(Al2O3) - êîíöåíòðàöèÿ Al2O3 â àëþìèíàòå, ã/ë;
C ′′

(H2O) - êîíöåíòðàöèÿ H2O â àëþìèíàòå, ã/ë;

• Äîïîëíèòåëüíûé èñòî÷íèê êðåìíèÿ (ïîòåðè ïðè ïðîêàëèâàíèè, ïðîöåíòíîå ñîäåð-
æàíèå îêñèäà êðåìíèÿ)
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ÏÏÏ � ïîòåðè ïðè ïðîêàëèâàíèè, %;
ω(SiO2) � ìàññîâàÿ äîëÿ SiO2 â èñòî÷íèêå êðåìíèÿ, %;
ω(Na2O) � ìàññîâàÿ äîëÿ Na2O â èñòî÷íèêå êðåìíèÿ, %;
• V(PC) � îáúåì ðåàêöèîííîé ñìåñè, ìë;
• W � ìàññà ïðîäóêòà, êîòîðàÿ äîëæíà ïîëó÷èòüñÿ ïîñëå ñèíòåçà, ã.
Çàäà÷ó ìîæíî ðàçäåëèòü íà 3 ýòàïà, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íèæå.

2.1. Ðàñ÷åò íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè

Ðàñ÷åò äëÿ îáúåìà ñìåñè ñ ñîäåðæàíèåì 100 ìë àëþìèíàòà (V ′ ) :

m(Al2O3) = CAl2O3 ·
V ′

1000
,

m′′(Na2O) = C ′′
Na2O

· V ′

1000
,

m′′(H2O) = C ′′
H2O
· V ′

1000
,

n(Al2O3) =
m(Al2O3)

M(Al2O3)
,

n(Na2O) =
m(Na2O)

M(Na2O)
,

n(H2O) =
m(H2O)

M(H2O)
,

ãäå
n(Al2O3) - êîëè÷åñòâî âåùåñòâà Al2O3 â àëþìèíàòå;
n(Na2O) - êîëè÷åñòâî âåùåñòâà Na2O â àëþìèíàòå;
n(H2O) - êîëè÷åñòâî âåùåñòâà H2O â àëþìèíàòå.
Ðàñ÷åò êîëè÷åñòâà âåùåñòâà äëÿ ðåàêöèîííîé ñìåñè:

n(Na2O) = X1 · n(Al2O3),

n(K2O) = X2 · n(Al2O3),

n(SiO2) = X3 · n(Al2O3),

n(H2O) = X4 · n(Al2O3),

ãäå
n(Xi) - êîëè÷åñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî âåùåñòâà â ðåàêöèîííîé ñìåñè;
M(Xi) - ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà ñîîòâåòñòâóþùåãî âåùåñòâà;
Ðàñ÷åò ìàññû Na2O :

a = n(Na2O)− n2(Na2O)−
ω(Na2O) ·m(SiO2)

M(Na2O)
,

m(Na2O) =M(Na2O) · a.

Ðàñ÷åò îáúåìà ñèëèêàòà, ìë:

V ′′ =
m(Na2O) · 1000

C ′
Na2O

.
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Ðàñ÷åò ìàññû SiO2 , ã:

m(SiO2) =M(SiO2) ·
n(SiO2)− (C(SiO2) · V ′′

1000 ·M(SiO2)
,

C =
m(SiO2) · 100
ω(SiO2)

.

Ðàñ÷åò ìàññû KOH , ã:

m(KOH) = n(K2O) · 2M(KOH),

n′′′(H2O) =
C −m(SiO2)

M(H2O)
.

2.2. Ðàñ÷åò êðèñòàëëîîáðàçóþùèõ êîìïîíåíòîâ (â ïåðåñ÷åòå íà îêñèäû) äî
êðèñòàëëèçàöèè

m(Al2O3) =
V ′ · CAl2O3

1000
,

Σm(SiO2) =
C · ω(SiO2)

100
+
C(SiO2) · V ′′

1000
,

Σm(Na2O) =
C ′′

(Na2O) · V ′

1000
+
C ′

(Na2O) · V ′′

1000
+m(NaOH) · χ(Na2O),

Σm(K2O) = m(KOH) · χ(K2O),

Σm(H2O) =
C ′′

(H2O) · V ′

1000
+
C ′

(H2O) ∗ V ′′

1000
+ (c−m(SiO2))+

+(m(NaOH)−m(NaOH) · χ(Na2O)) + (m(KOH)−m(KOH) · χ(K2O)) + V (H2O),

ãäå
χ(K2O) - ìîëüíàÿ äîëÿ K2O â ðàñòâîðå;
χ(Na2O) - ìîëüíàÿ äîëÿ Na2O â ðàñòâîðå.
Ðàñ÷åò ìàññû òâåðäîé ôàçû äî ñèíòåçà ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

S = m(Al2O3) + Σm(SiO2) + Σm(Na2O) + Σm(K2O).

2.3. Òåîðåòè÷åñêèé ðàñ÷åò õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ìàòî÷íîãî ðàñòâîðà è òâåðäîé
ôàçû

Äëÿ ìàòî÷íîãî ðàñòâîðà:

m′′
1(SiO2) = m(SiO2)−m′(SiO2),

p1(SiO2) =
m′(SiO2) · 1000

Σm(H2O)
,

m′′
2(Na2O) = Σm(Na2O)−m′(Na2O),

p2(Na2O) =
m′′(Na2O) · 1000

Σm(H2O)
,

m′′
3(K2O) = Σm(K2O)−m′(K2O),
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p3(K2O) =
m′′(K2O) · 1000

Σm(H2O)
,

ãäå
m′′

1(SiO2) - ìàññà SiO2 â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå, ã;
p1(SiO2) - êîíöåíòðàöèÿ SiO2 â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå, ã/ë;
m′′

2(Na2O) - ìàññà Na2O â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå, ã;
p2(Na2O) - êîíöåíòðàöèÿ Na2O â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå, ã/ë;
m′′

3(K2O) - ìàññà K2O â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå, ã;
p3(K2O) - êîíöåíòðàöèÿ K2O â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå, ã/ë.
Ìàññà êîìïîíåíòîâ â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q = m′′(SiO2) +m′′(Na2O) +m′′(K2O).

Äëÿ òâåðäîé ôàçû:

m′
1(SiO2) =

m(SiO2) · Y3
X4

,

ω1(SiO2) =
m′(SiO2) · 100

q
,

m′
2(Na2O) =

m(Na2O) · Y1
X2

,

ω2(Na2O) =
m′(Na2O) · 100

q
,

m′
3(K2O) =

m(K2O) · Y2
X3

,

ω3(K2O) =
m′(K2O) · 100

q
,

ãäå
m′

1(SiO2) - ìàññà SiO2 â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå, ã;
ω1(SiO2) - ìàññîâàÿ äîëÿ SiO2 â òâåðäîé ôàçå, %;
m′

2(Na2O) - ìàññà Na2O â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå, ã;
ω2(Na2O) - ìàññîâàÿ äîëÿ Na2O â òâåðäîé ôàçå, %;
m′

3(K2O) - ìàññà K2O â ìàòî÷íîì ðàñòâîðå, ã;
ω3(K2O) - ìàññîâàÿ äîëÿ K2O â òâåðäîé ôàçå, %.
Ìàññà êîìïîíåíòîâ òâåðäîé ôàçû îïðåäåëÿåòñÿ êàê

q = S −Q,

ãäå q - òåîðåòè÷åñêàÿ ìàññà òâåðäîé ôàçû, ã.
Âûõîä ïðîäóêòà (ìàññà òâåðäîé ôàçû öåîëèòà):

W

q
· 100%.
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3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â Èíñòèòóòå íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ ñîâìåñòíî ñ ÎÀÎ ¾Ñàëàâàòíåôòåîðãñèíòåç¿
ðàçðàáîòàí ñïîñîá ïðÿìîãî ñèíòåçà âûñîêîìîäóëüíûõ öåîëèòîâ òèïà Y, ïîçâîëÿþùèé ïî-
ëó÷àòü îáðàçöû öåîëèòîâ â íàòðèåâîé ôîðìå [4], [5]. Íî çàêîíîìåðíîñòè èîííîãî îáìåíà
è ñèíòåçà Í-ôîðì âûñîêîìîäóëüíûõ ôîæàçèòîâ ñî ñòåïåíüþ îáìåíà Na+ íà H+ âûøå
98% â íèõ íå èçó÷åíû.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ èîííîãî îáìåíà ïðîâîäèëèñü íà öåîëèòå NaY â èçî-
òåðìè÷åñêîì ñòåêëÿííîì ðåàêòîðå ïåðèîäè÷åñêîãî äåéñòâèÿ ïðè èíòåíñèâíîì ïåðåìåøè-
âàíèè ðåàêöèîííîé ñìåñè ñ ïîìîùüþ ñòåêëÿííîé ìåøàëêè. Â õîäå êèíåòè÷åñêèõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ èññëåäîâàíî âëèÿíèå òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè Ca2+ â ðàñòâîðå è ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè îáìåíà íà ñêîðîñòü óäàëåíèÿ Na+ èç öåîëèòà. Òàêæå àíàëèçèðîâàëàñü ñòåïåíü
îáìåíà Na+ íà Ca2+ .

Â îáùåì âèäå ïðîöåññ èîííîãî îáìåíà ìîæíî îïèñàòü ñõåìîé ðåàêöèè:

nNa+(Y )n− +
n

2
Ca2+(p)←→ n

2
[bCa2+(1− b)Na+](Y )n− +

n

2
Ca2+(p) + bnNa+(p).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà èîííîãî îáìåíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

dx1
dt

= b · s · (y1 − x1) + k · c1 · y2,
dy1
dt

= b · s · (x1 − y1) + k · c1 · y2,
dy2
dt

= b · s · (y1 − x1)− k · c1 · y2,
dc1
dt

= −k · c1 · y2,
dc2
dt

= k · c1 · y2,

(3.1)

ãäå x1 � êîíöåíòðàöèÿ Na â ðàñòâîðå (ã/ìë), x2 � êîíöåíòðàöèÿ ìåòàëëà â ðàñòâîðå
(ã/ìë), y1 � êîíöåíòðàöèÿ Na â ìàêðîïîðàõ (ã/ìë), y2 � êîíöåíòðàöèÿ ìåòàëëà â ìàê-
ðîïîðàõ (ã/ìë), c1 � êîíöåíòðàöèè Na â öåîëèòå (% ìàñ), c2 � êîíöåíòðàöèè ìåòàëëà â
öåîëèòå (% ìàñ), b � ñòåïåíü ìàññîîáìåíà (%), s � óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü çåðíà â öåîëèòå
(ì 2 /ã), k � êîíñòàíòà ñêîðîñòè ðåàêöèè ( c−1 ).

Íà÷àëüíûå äàííûå: x1(0) , x2(0) , y1(0) , y2(0) , c1(0) , c2(0) � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à � ðåøèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó äëÿ
äàííîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ àäåêâàòíî îïèñûâàþò ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà è
ìîãóò â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ïðîöåññà èîííîãî îáìå-
íà â çàâèñèìîñòè îò åãî óñëîâèé áåç ïðîâåäåíèÿ íîâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Ïðåäñòàâëåííûå âûøå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò àíàëèçèðîâàòü è ïðèíèìàòü ðåøåíèå ïî
ñîçäàíèþ ýôôåêòèâíûõ êàòàëèçàòîðîâ. Êðîìå òîãî, äàííûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ
åäèíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò õðàíèòü âñþ ðàáî÷óþ èíôîðìàöèþ î ïðîâåäåííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ è íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ.

4. Îïèñàíèå èíôîðìàöèîííî-àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû

Îñíîâíîé ïðåäïîñûëêîé ðàçðàáîòêè ñèñòåìû, èñïîëüçóþùåé áàçó äàííûõ, ÿâëÿåòñÿ
ñòðåìëåíèå îáúåäèíèòü âñå îáðàáàòûâàåìûå â ëàáîðàòîðèÿõ äàííûå â åäèíîå öåëîå è îáåñ-
ïå÷åíèå ê íèì êîíòðîëèðóåìîãî äîñòóïà. Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèé áàç äàííûõ ïîçâîëÿåò
õðàíèòü, ñòðóêòóðèðîâàòü è èçâëåêàòü èíôîðìàöèþ îïòèìàëüíûì äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ (â
äàííîì ñëó÷àå õèìèêà-ýêñïåðèìåíòàòîðà) îáðàçîì. Òàêæå ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü áûñòðîãî
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ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
ýòèõ ôóíêöèé ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûå ñðåäñòâà - ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ áàçàìè
äàííûõ (ÑÓÁÄ).

Ñîçäàíèå ÈÂÀÑ ñ ïîñòîÿííî ðàñòóùåé áàçîé äàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, âêëþ÷àþùåé ìå-
òîäû îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîçâîëèò ýêñïåðèìåíòàòîðó ïëàíèðîâàòü è
ïðîâîäèòü öåëåíàïðàâëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî ñèíòåçó îáðàçöà öåîëèòà, çíàÿ îïòèìàëüíûé
ñîñòàâ ðåàêöèîííîé ñìåñè, êîòîðûé îáåñïå÷èò ìàêñèìàëüíûé âûõîä ïðîäóêòà. Ïîñëå ýòîãî
äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû ïîçâîëÿò ïðîâåñòè öåëåíàïðàâëåííûé ýêñïåðèìåíò èîííîãî îáìåíà
öåîëèòà ñ îïðåäåëåííîé (çàäàííîé) ñòåïåíüþ îáìåíà.

Ðàçðàáîòêà ÈÂÀÑ ÎÈ âåëàñü â ïðîöåññå îáðàáîòêè äàííûõ ïî ðàñ÷åòó ìàòåðèàëüíîãî
áàëàíñà äëÿ êðèñòàëëèçàöèè è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî èîííîìó îáìåíó íà êàòèîíàõ
Ca2+ .

Íàêîïëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîçâîëèëè ïðèñòóïèòü ê ôîðìèðîâàíèþ áàçû
äàííûõ ïî èññëåäîâàíèþ öåîëèòîâ è ðàçðàáîòêå ïðèëîæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ çàêîíîìåðíî-
ñòåé ïîâåäåíèÿ äàííûõ âåùåñòâ ïðè ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ ðåæèìàõ. Â êà÷åñòâå îñíîâû
áûëà âûáðàíà îáúåêòíî-ðåëÿöèîííàÿ ìîäåëü áàçû äàííûõ, îíà ÿâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíîé è
ïðîñòîé â ïðèìåíåíèè, òàê êàê èíôîðìàöèþ î ðåàêöèÿõ õèìèêè-ýêñïåðèìåíòàòîðû Èí-
ñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ ïðåäîñòàâëÿþò â âèäå òàáëèö[6].

Â ïðîöåññå ðàáîòû áûëè îáðàáîòàíû íàáîðû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ðàçëè÷-
íûõ öåîëèòîâ è òèïîâ ìåòàëëà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè àíàëèçå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ÈÂÀÑ, ñòðóêòóðà êîòîðîé ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.1 [7], [8].

Ð è ñ ó í î ê 4.1
Ñòðóêòóðà èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû ¾îáìåí èîíîâ¿

Íèæå ïðåäñòàâëåíî áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå êàæäîãî ýëåìåíòà ÈÂÀÑ.
Ê âõîäíûì èíôîðìàöèîííûì ïîòîêàì îòíîñÿòñÿ:
• ñîñòàâ ðåàêöèîííîé ñìåñè, õèìè÷åñêàÿ ôîðìóëà öåîëèòà;
• êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ, âõîäÿùèõ â ñèëèêàò è àëþìèíàò;
• ìàññà ïðîäóêòà, êîòîðàÿ äîëæíà ïîëó÷èòüñÿ ïîñëå ñèíòåçà;
• óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà: òèï ðàñòâîðà, ðåæèì ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà, òåì-

ïåðàòóðà, îáúåì ðåàêöèîííîé ñìåñè;
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• âàëåíòíîñòü è àòîìàðíàÿ ìàññà ìåòàëëà, ó÷àñòâóþùåãî â ðåàêöèè;
• êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè;
• êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè (íà îñíîâå çàìåðîâ, ïðî-

âåäåííûõ âî âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà);
Ê ìåòîäàì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè îòíîñÿòñÿ:
• àëãîðèòì îáðàáîòêè äàííûõ ïî ðàñ÷åòó ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà;
• àëãîðèòì îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èîííîãî îáìåíà;
Ê âûõîäíûì èíôîðìàöèîííûì ïîòîêàì îòíîñÿòñÿ:
• íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ äëÿ êðèñòàëëèçàöèè öåîëèòîâ;
• ñîñòàâ ìàòî÷íîãî ðàñòâîðà è òâåðäîé ôàçû;
• ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé âûõîä ïðîäóêòà;
• ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé âñåõ âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè â ëþáîé

ìîìåíò âðåìåíè;
• ãðàôèêè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â îáìåíå;
• ãðàôèê èçìåíåíèÿ ñòåïåíè îáìåíà.
Ê òåõíè÷åñêèì ñðåäñòâàì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè îòíîñÿòñÿ:
• ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà (äëÿ õèìèêîâ-ýêñïåðèìåíòàòîðîâ);
• âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû: ïåðñîíàëüíûé êîìïüþòåð (äëÿ ìàòåìàòèêîâ, ïðîãðàììè-

ñòîâ).

5. Âûâîäû

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîé èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû áûëà ðàçðàáîòàíà
èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ îáðà-
áîòêè ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàñ÷åòó ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà äëÿ öåîëèòîâ è èîííîìó îáìåíó
íà íèõ, ïîçâîëÿþùàÿ óñòàíîâèòü îñîáåííîñòè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ðàçðàáîòàíà
ðåëÿöèîííàÿ áàçà äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè èíôîðìàöèè ïî ýêñïåðèìåíòàì â
ñîñòàâå ÈÂÀÑ ÎÈ.

Â ïðîöåññå ðàáîòû áûëè îáðàáîòàíû íàáîðû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ðàçëè÷-
íûõ öåîëèòîâ è òèïîâ ìåòàëëà. Òàêàÿ îáðàáîòêà äàííûõ äàåò âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòà-
òîðó ïëàíèðîâàòü è ïðîâîäèòü öåëåíàïðàâëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ èçâåñòíûì îïòèìàëüíûì
ñîñòàâîì ðåàêöèîííîé ñìåñè. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ ðå-
àãåíòîâ è ìàêñèìàëüíûé âûõîä ïðîäóêòà, ïîëó÷àåìîãî ïîñëå ñèíòåçà. Òàêæå âîçìîæíî
ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå ïàðàìåòðû ïî ñèíòåçó îáðàçöà öåîëèòà ñ îïðåäåëåííîé (çàäàííîé)
ñòåïåíüþ îáìåíà.
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Calculation of the material balance for crystallization of

zeolites and mathematical modelling of ion exchange
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Abstract. The main prerequisites for development of information and data processing system
for calculation of material balance for zeolites' crystallization are listed. This software allows to
store information about experiments and to make preliminary calculations for synthesis. Moreover,
the calculation of ion exchange on zeolites is also allowed in the designed information and data
processing system. This application is used for the description of zeolites' behavior at di�erent
technical modes.
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ÓÄÊ 517.9

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè

c⃝ Î. Ñ. ßçîâöåâà1, Ò. Ô. Ìàìåäîâà2, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí 3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ãèä-
ðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ. Èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íåíóëåâîãî ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äàííîé ñèñòåìû. Ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñðàâíåíèÿ
Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî è ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïî Áðàóåðó èññëå-
äóåìîé ñèñòåìû è íåêîòîðîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâî ïî îòäåëüíûì êîìïîíåíòàì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ðåàêöèÿ ãèäðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôè-
íîâ, ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïî Áðàóåðó, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé-
÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, ìåòîä ñðàâíåíèÿ

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â õèìè÷åñêèõ òåõíîëîãèÿõ ÷àñòî ïðèâîäèò ê ðàáî-
òå ñ íåëèíåéíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïîñêîëüêó ïîèñê
àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÷àùå âñåãî çàòðóäíåí, àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàåò âîïðîñ î êà÷å-
ñòâåííîì èññëåäîâàíèè ìîäåëåé õèìè÷åñêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ãèäðîàëþìèíèðî-
âàíèÿ îëåôèíîâ, êîòîðàÿ ïðîòåêàåò ïî ñëåäóþùåé ñõåìå [1]:

[Cp2ZrH2 · ClAlBu2]2 ↔ 2 [Cp2ZrH2 · ClAlBu2];

[Cp2ZrH2 · ClAlBu2]2 +HAlBu2 → [Cp2ZrH2 ·HAlBu2 · ClAlBu2] + [Cp2ZrH2 · ClAlBu2];

[Cp2ZrH2 · ClAlBu2] +HAlBu2 → [Cp2ZrH2 ·HAlBu2 · ClAlBu2];

Îáîçíà÷èì êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ [Cp2ZrH2 · ClAlBu2]2 , [Cp2ZrH2 · ClAlBu2] ,
HAlBu2 , [Cp2ZrH2 ·HAlBu2 · ClAlBu2] ÷åðåç v1 , v2 , v3 , v4 , ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùóþ âûáðàííîé ÷àñòè ðåàêöèè [2]:
dv1
dt

= − k1v1 + k2v
2
2 − k3v1v3;

dv2
dt

= 2k1v1 − 2k2v
2
2 + k3v1v3 − k4v2v3;

dv3
dt

= − k3v1v3 − k4v2v3;
dv4
dt

= k3v1v3 + k4v2v3.

(1.1)

Òàê êàê êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè è îãðàíè÷åííûìè âåëè-
÷èíàìè, òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà ìíîæåñòâå 0 ≤ vi ≤ 1, i = 1, 4
ïðè âñåõ t ≥ 0 .

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿, ã. Ñàðàíñê; kurinaos@gmail.com

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿, ã. Ñàðàíñê; mamedovatf@yandex.ru

3 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ïðîôåññîð êàôåäðû òåõíîëîãèè íåôòè è ãàçà Óôèìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî íåôòÿíîãî òåõíè÷åñêîãî
óíèâåðñèòåòà, ã. Óôà; irekmars@mail.ru
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Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ íåêîòîðîãî íåòðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ v∗ , ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî-
ëîæåíèþ õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âèäà (1.1), â êîòîðîé ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíîé ñèñòåìû íà óñòîé÷èâîñòü íå ïîäõîäèò ïåðâûé
ìåòîä Ëÿïóíîâà, òàê êàê ïîâåäåíèå ïåðâîãî ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû íåèçâåñòíî
[3]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû âèäà (1.1) ïðèìåíèì ìåòîä ñðàâíåíèÿ
Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî [4]-[7].

2. Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ìåòîäîì ñðàâíåíèÿ E.B. Bîñêðå-

ñåíñêîãî

Ìåòîä ñðàâíåíèÿ Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïî
÷àñòè ïåðåìåííûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ íåïðèìåíèìîñòè ïåðâîãî ìåòîäà Ëÿ-
ïóíîâà (ââèäó êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ) è ñëîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà
(ââèäó ïðàêòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì).

Çàïèøåì ñèñòåìó (1.1) â âèäå

dv

dt
= Av + g(v), (2.1)

ãäå v = colon(v1, v2, v3, v4) ,

A =


−k1 0 0 0
2k1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (2.2)

g(v) =


k2v

2
2 − k3v1v3;

2k2v
2
2 + k3v1v3 − k4v2v3;
− k3v1v3 − k4v2v3;

k3v1v3 + k4v2v3.

(2.3)

Ïîëîæåíèå õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ v∗ íàéäåì êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Av + g(v) = 0. (2.4)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåòðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ v∗ , ñäåëàåì â
ñèñòåìå (2.1) çàìåíó v = x+ v∗ , ïîëó÷èì:

dx

dt
= Ax+ f(x), (2.5)

ãäå
f(x) = Av∗ + g(x+ v∗) =

= Av∗ +


k2(x2 + v∗2)

2 − k3(x1 + v∗1)(x3 + v∗3)
−2k2(x2 + v∗2)

2 + k3(x1 + v∗1)(x3 + v∗3)− k4(x2 + v∗2)(x3 + v∗3)
−k3(x1 + v∗1)(x3 + v∗3)− k4(x2 + v∗2)(x3 + v∗3)
k3(x1 + v∗1)(x3 + v∗3) + k4(x2 + v∗2)(x3 + v∗3))

 . (2.6)
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Òàê êàê f(0) ≡ 0 , òî ñèñòåìà (2.5) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x ≡ 0 . Èññëåäóåì òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.5) íà àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ.

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (2.6) â âèäå:

dx

dt
= (A+M)x+ h(x), (2.7)

ãäå h(x) = f(x)−Mx ,

M =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (2.8)

Òàê êàê â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ v∗ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) îãðàíè÷åíû,
òî ôóíêöèÿ h(x) íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (2.1) òàê æå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Â êà÷åñòâå ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ âûáåðåì ñèñòåìó

dy

dt
= (A+M)y, (2.9)

Äëÿ ñèñòåìû (2.7) ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 1.6.5 èç ðàáîòû [5].
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Y (t) è îáðàòíàÿ ê íåé äëÿ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (2.9) èìåþò

âèä

Y (t) =


−1

2
e−k1t(k1+1)

k1
0 0 0

e−k1t et 0 0
0 0 et 0
0 0 0 et

 , Y −1(t) =


−2e−k1tkl

k1+1
0 0 0

2k1e−t

k1+1
e−t 0 0

0 0 e−t 0
0 0 0 e−t

 .

Îïðåäåëèì ýòàëîííûå ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ µi(t) è mi(t) èç íåðàâåíñòâ âèäà

µi(t) ≥ max
j
|yij(t)|, mi(t) ≥ max{max

j∈M̄0

|yij(t)|, µi(t)}, t ≥ 0, i ∈M0 = {2, 3, 4}.

Ïîëó÷èì
µi(t) = cie

t, mi(t) = die
t, i ∈M0,

ãäå ci , di � âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû.
Ïðîâåðèì ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ âèäà

Ii =
t∫
t0

∑
j∈N,k∈B

|yik(t)yjk(s)|λj(c0m(s))ds+

+
+∞∫
t

∑
j∈N,k∈M

|yik(t)yjk(s)|λj(c0m(s))ds, i ∈M0

(2.10)

çäåñü B = N \M , M =M0 .
Â êà÷åñòâå ìàæîðàíò âûáåðåì ôóíêöèè

λj(z2, z3, z4) = C +D(z0,52 + z0,53 + z0,54 ), j = 1, n,

ãäå C , D � âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû.
Òîãäà

|hj(x)| ≤ λj(z2, z3, z4) ïðè âñåõ t ≥ 0, zi = |xi|, i ∈M0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èíòåãðàëîâ (2.8) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

Ii ≤ de−0.5t < +∞, t ≥ 0, i ∈M0,

ãäå d � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà.
Òàê êàê óñëîâèÿ òåîðåìû 1.6.5 èç ðàáîòû [5] âûïîëíåíû è ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.9)

íåóñòîé÷èâû ïî y2 , y3 è y4 , òî ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (2.7) ïîêîìïîíåíòíî àñèìïòî-
òè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïî Áðàóåðó ïîâåäåíèþ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.9) è òðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå (2.7) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî ïåðåìåííûì x2 , x3 è x4 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ v∗ ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâî ïî ïåðåìåííûì v2 , v3 , v4 .

3. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ ñèñòåìû (1.1) èñïîëüçîâàíà
ìîäèôèêàöèÿ Ìåðñîíà ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû [8], [9]. Äëÿ âûáðàííîé ðåàêöèè êîíñòàíòû
ñêîðîñòåé õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé â ñèñòåìå (1.1) ïðèíèìàþò çíà÷åíèå:

k1 = 0.2, k2 = 0.17, k3 = 3.5, k4 = 0.7.

Íà ãðàôèêå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ
[Cp2ZrH2 ·ClAlBu2] , [HAlBu2] è [Cp2ZrH2 ·HAlBu2 ·ClAlBu2] ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ
v(0) = (0.086, 0, 0.903, 0.011) è ṽ(0) = (0.09, 0, 0.9, 0.01) .

Ð è ñ ó í î ê 3.1

×èñëåííîå çíà÷åíèå v2 � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà [Cp2ZrH2 · ClAlBu2]
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

×èñëåííîå çíà÷åíèå v3 � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà [HAlBu2]

Ð è ñ ó í î ê 3.3

×èñëåííîå çíà÷åíèå v4 � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà [Cp2ZrH2 ·HAlBu2 · ClAlBu2]

Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ ðåøåíèé v2(t) , v3(t) , v4(t) ïðè âíåñåíèè ìàëûõ èçìåíåíèé â
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó, òî ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä î íåóñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìûõ ðåøåíèé.

4. Çàêëþ÷åíèå

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî, îá àñèìïòîòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû
êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû êèíå-
òè÷åñêèõ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ãèäðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ ñîãëàñóåòñÿ ñ
ïîëó÷åííûìè ïðàêòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.
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Èç îòñóòñòâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
îïðåäåëåííûì ïðîäóêòàì ðåàêöèè, ñëåäóåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå êîëåáàíèé íà÷àëüíûõ
êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòà íà âûõîä öåëåâîãî ïðîäóêòà. Òàêèì îáðàçîì, äàæå íåçíà÷èòåëüíûé
òåõíîëîãè÷åñêèé ñáîé â ïîäà÷å èñõîäíûõ ìàòåðèàëîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíûì
îòêëîíåíèÿì âûõîäà ïðîäóêòà ðåàêöèè îò îæèäàåìîãî.
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Investigation of the stability of a nontrivial solution of the

system of kinetic equations of chemical reaction

c⃝ O. S. Yazovtseva 4, T. F. Mamedova5, I. M. Gubaidullin6

Abstract. The article deals with a mathematical model of ole�ns' hydroaluminazing chemical
reaction. The authors investigate asymptotic stability of non-zero equilibrium position of the
system. The approach is based on the comparison method of E.V. Voskresensky and on Brower
component-wise asymptotic equivalence of examined system and some linear system. It is shown
that the equilibrium position is asymptotically stable in the �rst component and unstable with
respect to the rest of the components.

Key Words: mathematical modeling, reaction of hydroaluminizing ole�ns, Brower component-
wise asymptotic equivalence, asymptotic stability with respect to some variables, comparison
method
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ÓÄÊ 544.42

Ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ïîâåäåíèÿ

êîíâåðñèè ìîíîìåðà â ïðîöåññàõ ðàäèêàëüíîé

ïîëèìåðèçàöèè äèåíîâ

c⃝ Ì. Ñ. ßíáåêîâ1, Ý. Ð. Ãèççàòîâà2, Ñ. È. Ñïèâàê3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ìåòîäàìè è ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îïèñàíû êè-
íåòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïîëèìåðèçàöèîííîãî ïðîöåññà. Ðàññìîòðåíû äâà ïîäõîäà ê ìîäåëè-
ðîâàíèþ ïîëèìåðèçàöèîííûõ ïðîöåññîâ � ñòàòè÷åñêèé è êèíåòè÷åñêèé. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé óäàåòñÿ êà÷åñòâåííî ïðîñëåäèòü õîä ïðîöåññà, âûÿâèòü ÷óâñòâèòåëü-
íîñòü åãî îòäåëüíûõ ðåàãåíòîâ ê èçìåíåíèþ óñëîâèé ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññîâ è ôóíêöèîíàëü-
íûå ñîîòíîøåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ðÿä ïàðàìåòðîâ ñàìîãî ïðîöåññà. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ïðîöåññà ðàäèêàëüíîé ïîëèìåðèçàöèè äèåíîâ â âèäå ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñ ó÷åòîì ðàñïðåäåëåííîñòè êîíñòàíò ñêîðî-
ñòåé îáðûâà âî âðåìåíè, ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ æåñòêîé, ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà åå ðåøåíèÿ èñïîëü-
çîâàí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü âðåìåííûå èíòåðâàëû óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû,
êîíâåðñèîííóþ çàâèñèìîñòü â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è îïðåäåëÿòü êèíåòè÷åñêèå îñî-
áåííîñòè ìåõàíèçìà ïðîöåññà ðàäèêàëüíîé ïîëèìåðèçàöèè äèåíîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàäèêàëüíàÿ ïîëèìåðèçàöèÿ, êèíåòèêà, êîíâåðñèÿ ìîíîìåðà, èíòåðïî-
ëÿöèÿ, îáðàòíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à

1. Ââåäåíèå

Îïèñàíèå êèíåòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïîëèìåðèçàöèîííîãî ïðîöåññà ìîæåò âåñòèñü ìå-
òîäàìè è ñðåäñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Öåëåñîîáðàçíîñòü ïîäõîäà îáó-
ñëîâëåíà òåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïîëèìåðèçàöèîííûå ïðîöåññû,
ïîçâîëÿþò âûäåëèòü âñå êèíåòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, ñâÿçûâàþùèå êîìïîíåíòû äðóã ñ
äðóãîì. Ïðè ýòîì â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé óäàåòñÿ êà÷åñòâåííî ïðî-
ñëåäèòü õîä ïðîöåññà, âûÿâèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü åãî îòäåëüíûõ ðåàãåíòîâ ê èçìåíåíèþ
óñëîâèé ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññîâ è ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ðÿä
ïàðàìåòðîâ ñàìîãî ïðîöåññà. Â ëèòåðàòóðå [2] ïðèíÿòî âûäåëÿòü äâà ïîäõîäà ê ìîäåëèðî-
âàíèþ ïîëèìåðèçàöèîííûõ ïðîöåññîâ � ñòàòèñòè÷åñêèé [5],[10] è êèíåòè÷åñêèé [5],[9]. Îñ-
íîâíîé ñîñòàâëÿþùåé ïåðâîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü, ïîíèìàåìàÿ êàê âåðîÿòíîñòü
íàñòóïëåíèÿ îòäåëüíîé ðåàêöèè êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ñòàäèè. Ñîñòàâëåíèå è ðåøåíèå
çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîëèìåðèçàöèè ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ [7], [11]. Èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî [5],[8]
ïîëó÷àþò ðàñ÷åòíûå êðèâûå, óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-
íûå, îäíàêî, íàðÿäó ñ ïðîñòîòîé ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà, åãî îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ
íåâîçìîæíîñòü ó÷åòà âñåõ êîìïîíåíò (ìîëåêóë) èñõîäíîé ñìåñè ðåàãåíòîâ, ÷òî ñíèæàåò
òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ äàííûõ.

Äðóãîé ïîäõîä êèíåòè÷åñêèé � ïîçâîëÿåò êîððåêòíåå îöåíèâàòü ïîâåäåíèå ðåàãåíòîâ
â õîäå ïðîöåññà, ïîñêîëüêó â êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ èçíà÷àëüíî çàëîæåíû ïðèíöèïû

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã.
Óôà; miratyanbekov@mail.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÔ ÁàøÃÓ, ã. Ñòåðëèòàìàê; makella@rambler.ru
3 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

ã. Óôà; semen.spivak@mail.ru
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èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé ïðîöåññà. Âû-
ñòðàèâàÿ êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü [2], ïåðåõîäÿò îò ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåãî îáúåêòà ê åãî
ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëîãó, ÷àùå âñåãî ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âèäà [5],[9]:

dx

dt
= f(t,X,K)

ãäå t � âðåìÿ ïîëèìåðèçàöèè, X � âåêòîð êîíöåíòðàöèé âñåõ âîçìîæíûõ ðåàãåíòîâ ñè-
ñòåìû; K � âåêòîð êîíñòàíò ñêîðîñòåé âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñòàäèé ïðîöåññà.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàðÿäó ñ âûïèñàííûìè íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà, äëÿ êîòîðîé ìîæíî
ïîñòàâèòü ïðÿìûå è îáðàòíûå êèíåòè÷åñêèå çàäà÷è.

2. Ìåòîäû

Ïðîöåññû ðàäèêàëüíîé ïîëèìåðèçàöèè òàêæå ìîæíî îïèñûâàòü ñèñòåìàìè îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ êèíåòè÷åñêîé ñõåìû, çàïèñàí-
íîé íèæå:

I
ki−→ 2R1,

Ri +M
kp−→ Ri+1,

Ri + S
kS−→ Pi +R1, (2.1)

Ri +Rm
ktr−→ Pi+m,

Ri +Rm
ktd−→ Pi + Pm.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âûïèñàííàÿ ñîãëàñíî çàêîíàì õèìè÷åñêîé êè-
íåòèêè, áóäåò èìåòü âèä:

dI

dt
= −kiI,

dCa
dt

= 2fkiI − ktr(Ca)2 − ktd(Ca)2,

dM

dt
= −kpMCa,

dS

dt
= −kSSCa,

dR1

dt
= 2fkiI − kpMR1 + kSS(Ca −R1)− ktrR1Ca − ktdR1Ca, (2.2)

dP1

dt
= kSSR1 + ktdR1Ca,

dRi

dt
= kpM(Ri−1 −Ri)− kSSRi − ktrRiCa − ktdRiCa, i ≥ 2,

dPi
dt

= kSSRi + ktr

i−1∑
Z=1

RZRi−Z + ktdCaRi, i ≥ 2.

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ñèñòåìû ñëåäóþùèå:

I(0) = I(0),M (0) =M(0), S(0) = S(0), C(0)
a = Ca(0), R

(0)
i = P

(0)
i = 0, i ≥ 1. (2.3)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 4



Ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ïîâåäåíèÿ êîíâåðñèè ìîíîìåðà â . . . 161

Êàê âèäíî ïî ñèñòåìå (2.2), îíà áåñêîíå÷íà, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññ
èäåò äî ïîëíîãî èñ÷åðïàíèÿ ìîíîìåðà, ÷òî ìîæåò îçíà÷àòü îáðàçîâàíèå ïîëèìåðíûõ öåïåé
äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëèíû.

Ïîëó÷åííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2.2) äëÿ êèíåòè÷åñêîé ñõåìû (2.1) ïîçâîëÿåò ïî-
ñòàâèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ åå ðåøåíèÿ íà îñíîâàíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ (2.3). Èíà÷å
ãîâîðÿ, îïðåäåëèòü ðåøåíèå ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ
êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè. Îäíàêî, ïî-
ñëåäíåå íå âñåãäà âîçìîæíî â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì
çíà÷åíèé êîíñòàíò ñêîðîñòåé äîïóñêàåò íàëè÷èå ïîãðåøíîñòåé, ê òîìó æå ÷àñòü êîíñòàíò
ÿâëÿþòñÿ íåâîññòàíàâëèâàåìûìè èç ýêñïåðèìåíòà çíà÷åíèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò îáðàòíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîèñêà çíà÷åíèé êîíñòàíò
ñêîðîñòåé, ñ êîòîðûìè áû óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷àåìûå
êðèâûå ïî êîíâåðñèè, ñðåäíèì ìîëåêóëÿðíûì ìàññàì è ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ.

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ïðîöåññû ðàäèêàëüíîé ïîëèìåðèçàöèè îòëè÷àþòñÿ îò äðóãèõ ïðî-
öåññîâ ïîëèìåðèçàöèé òåì, ÷òî íàáëþäàåòñÿ ïàäåíèå ñêîðîñòåé êâàäðàòè÷íûõ îáðûâîâ,
âûçûâàåìîå óìåíüøåíèåì çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèé [9].
Íàèáîëåå ÿðêî âûðàæåíî òàêîå ïîâåäåíèå êîíñòàíò â õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ êîíâåðñèè ìî-
íîìåðà, ãäå ïîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò, íàçûâàåìûé àâòîêàòàëèçîì è ïðîÿâëÿåìûé êàê ðåçêèé
ñêà÷îê ðàñõîäà ìîíîìåðà (ðèñ. 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðàçëè÷íûå âèäû êðèâûõ êîíâåðñèîííûõ çàâèñèìîñòåé ìîíîìåðà â ðàäèêàëüíîé ïîëèìåðèçàöèè,

ñîîòíåñåííûå ê àáñîëþòíîìó âðåìåíè

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ïîëíî-
ãî íàáîðà çíà÷åíèé êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèé, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü àïðîáèðî-
âàíèÿ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ äðóãèõ, íåèçó÷åííûõ ðàíåå
ïðîöåññîâ. Îòìåòèì, ÷òî âîñòðåáîâàííîñòü ïîëó÷åíèÿ ïðîãíîçíûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòàòî÷íî
âûñîêà, ïîñêîëüêó òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïðîèçâåäåíèÿ ñàìîãî ïðîöåññà ïîñðåä-
ñòâîì èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íà ïîðÿäêè
íèæå òðóäîåìêîñòè ðåàëüíîãî ïðîâåäåíèÿ ïîëèìåðèçàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïîýòîìó, èññëå-
äîâàòåëè çà÷àñòóþ íàõîäÿò òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèé è ëèøü
çàòåì ïóòåì ðåøåíèÿ ïðÿìûõ êèíåòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðîâîäÿò ñðàâíåíèå ýìïèðè÷åñêèõ è
òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ è îïðåäåëÿþò äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé êîíñòàíò ñêî-
ðîñòåé.

Ïîèñê êîíñòàíò ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ íåòðèâèàëåí, ïîñêîëüêó îáëàñòü ïîèñ-
êà íå îãðàíè÷åíà, äà è êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, íà êîòîðûå ìîæíî áûëî
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áû îïèðàòüñÿ ïðè ïîèñêå, ãîðàçäî ìåíüøå êîëè÷åñòâà èñêîìûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó ïðè ïî-
ñòàíîâêå êèíåòè÷åñêèõ çàäà÷ ñòàðàþòñÿ çàäàòü òàêèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ,
êîòîðûå áû ëèáî äàâàëè åãî îäíîçíà÷íîñòü, ëèáî îïðåäåëÿëè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñ
âûñîêèì óðîâíåì íàäåæíîñòè.

3. Ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòàíîâêà îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è âåëàñü äëÿ ïðîöåññà
ïîëèìåðèçàöèè ìåòèëìåòàêðèëàòà (ÌÌÀ) íà èíèöèèðóþùåé ñèñòåìå àçîèçîáóòèðîíèò-
ðèë (ÀÈÁÍ). Êèíåòè÷åñêàÿ ñõåìà ïðîöåññà àíàëîãè÷íà (2.1), îäíàêî çäåñü ðîëü àãåíòà-
ïåðåäàò÷èêà èãðàåò ìîíîìåð, ïîýòîìó ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2) ìåíÿ-
åòñÿ íà ñèñòåìó (3.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (3.2):

dI

dt
= −kiI,

dCa
dt

= 2fkiI − ktr(Ca)2 − ktd(Ca)2,

dM

dt
= −(kp + km)MCa,

dR1

dt
= 2fkiI − kpMR1 + kmM(Ca −R1)− ktrR1Ca − ktdR1Ca, (3.1)

dP1

dt
= kmMR1 + ktdR1Ca,

dRi

dt
= kpM(Ri−1 −Ri)− kmMRi − ktrRiCa − ktdRiCa, i ≥ 2,

dPi
dt

= kmMRi + ktr

i−1∑
Z=1

RZRi−Z + ktdCaRi, i ≥ 2,

I(0) = I(0),M (0) =M(0), S(0) = S(0), C(0)
a = Ca(0), R

(0)
i = P

(0)
i = 0, i ≥ 1. (3.2)

Ïîëèìåðèçàöèîííàÿ ñèñòåìà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà è ïðåäñòàâëåíà â ëèòåðàòó-
ðå [4] çíà÷åíèÿìè êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ñòàäèé èíèöèèðîâàíèÿ, ðîñòà öåïè,
ïåðåäà÷è öåïè íà ìîíîìåð è êîíñòàíòàìè ñòàäèé áèìîëåêóëÿðíîãî îáðûâà. Ïîñëåäíèå
îòìå÷åíû ëèøü íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè, èíà÷å ãîâîðÿ ¾ñòàðòîâûìè¿.

Ðàäèêàëüíàÿ ïîëèìåðèçàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî õîä ïðîöåññà ïîçâîëÿåò âûäå-
ëèòü äâà ðåæèìà ðàáîòû, ïîñëåäîâàòåëüíî ñìåíÿþùèõ äðóã äðóãà: ñòàöèîíàðíûé è íåñòà-
öèîíàðíûé, ÷òî îòìå÷åíî íà ðèñ. 3.1.

Ìàòåìàòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîñòü ðåæèìà îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî êîíöåíòðàöèè àêòèâíûõ
öåíòðîâ, òî åñòü ïðè ëþáîì

t ∈ [t0, tmax], Ca(t) = const.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî, âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.1) áóäåò èìåòü âèä:

0 = 2fkiI − ktr(Ca)2 − ktd(Ca)2, (3.3)

÷òî ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìûì ðàâåíñòâîì [8]:

wi = w0, (3.4)
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ãäå wi = 2fkiI, w0 = (ktr + ktd)(Ca)
2.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ñìåíà ðàáîòû ñòàöèîíàðíîãî è íåñòàöèîíàðíîãî ðåæèìîâ íà êîíâåðñèîííîé êðèâîé â

ðàäèêàëüíîé ïîëèìåðèçàöèè ÌÌÀ ïðè T=323K íà èíèöèèðóþùåé ñèñòåìå ÀÈÁÍ (I0 = 0,003

ìîëü/ë)

Ôàêòè÷åñêè (3.3) ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, â ñèëó ïîñòîÿíñòâà êîíöåíòðàöèé àêòèâíûõ öåíòðîâ, ïðè ýòîì ñàìà ðàçìåðíîñòü
ñèñòåìû (3.1) áóäåò óìåíüøåíà. Îäíàêî (3.3) íåëüçÿ èãíîðèðîâàòü, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì, êîíòðîëèðóþùèì ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ ñèñòåìû.

Ïðîñëåäèòü çà ñìåíîé ðåæèìîâ ìîæíî, ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷åííóþ èç òðåõ ïåðâûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.1):

dI

dt
= −kiI,

dCa
dt

= 2fkiI − ktr(Ca)2 − ktd(Ca)2, (3.5)

dM

dt
= −(kp + km)MCa,

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

I(0) = I(0),M (0) =M(0), S(0) = S(0), C(0)
a = Ca(0).

Îäíàêî, ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ñòàäèé ðåêîìáèíàöèè è äèñïðî-
ïîðöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìà âûäàåò íåâåðíûå ñ ôèçèêî-õèìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåçóëüòà-
òû, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïåðåîïðåäåëåíèå êîíñòàíò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñîãëàñíî
[1], çàêîí èõ èçìåíåíèÿ ìîæåò áûòü ïîä÷èíåí çàâèñèìîñòè:

k∗ = k · exp(−c1U − c2U2 − c3U3). (3.6)

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ýòîò çàêîí ìîæíî äîïîëíèòü óòî÷íÿþùèì êî-
ýôôèöèåíòîì, óâåëè÷èâàþùèì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è
òåîðåòè÷åñêèìè äàííûìè [8]:

k∗ = k · exp(−c0 − c1U − c2U2 − c3U3). (3.7)
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Êàæäûé êîýôôèöèåíò êðèâîé (3.7) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì îò
òåìïåðàòóðû:

ci − ai + bi · T (3.8)

Òàáëèöà íàéäåííûõ ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíà íèæå.
Ïî òàáëèöå 4 âèäíî, ÷òî ñ èçìåíåíèåì íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè èíèöèàòîðà ìåíÿåòñÿ è

âèä ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé (3.8), õîòÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ (3.8) íå çàâèñÿò îò
íåå. Íî, â äàííîì ñëó÷àå, ïîëó÷àòü óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ íåîáÿçàòåëüíî,
ïîñêîëüêó èìåííî ïðåäñòàâëåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîâûñèòü òî÷íîñòü îïèñàíèÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ ïî êîíâåðñèè.

Ñ ïîëó÷åííûìè çàâèñèìîñòÿìè äëÿ êîíñòàíò ñêîðîñòåé îáðûâà è çíà÷åíèÿìè êîíñòàíò
ñêîðîñòåé îñòàëüíûõ ñòàäèé êèíåòè÷åñêîé ñõåìû (2.1) ðåøàëàñü ïðÿìàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çà-
äà÷à îïèñàíèÿ êîíâåðñèîííûõ êðèâûõ ïî ñèñòåìå (3.5).

4. Îáñóæäåíèå

Â äàííîì ïîëèìåðèçàöèîííîì ïðîöåññå, õàðàêòåðèçóþùèìñÿ áûñòðî ïàäàþùèìè ñêî-
ðîñòÿìè îáðûâîâ, ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.5) ñòàíîâèòñÿ æåñòêîé è äëÿ
åå ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäõîä [3], çàêëþ÷àþùèéñÿ â îïðåäåëåíèè óðîâíÿ çíà÷è-
ìîñòè êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ìîìåíò âðåìåíè.

Â ðàññìîòðåíèå ââîäÿòñÿ ìàòðèöà ñêîðîñòåé:

F (t) = (
ci(t)

t
|wj(t)), t ∈ [0,∞), (4.1)

ãäå Ci - êîíöåíòðàöèÿ i -îãî âåùåñòâà, 1 ≤ i ≤ n;wj - ñêîðîñòü j -îé ðåàêöèè, 1 ≤ j ≤ m
è ìàòðèöà çíà÷èìîñòè:

F ∗ (t) = (λi(t))F (t), (4.2)

λi(t) =
1

max|Fij(t)|
, (4.3)

j ≤ m+ 1.

Ñóòü àëãîðèòìà ïî óêàçàííîìó ïîäõîäó ñëåäóþùàÿ [3]:
1) íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ äîëÿ çíà÷èìîñòè êàæäîãî ñëàãàåìîãî

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.5);
2) åñëè óðîâåíü çíà÷èìîñòè ñëàãàåìîãî áîëüøå çàäàííîãî, òî îíî îñòàåòñÿ â ñèñòåìå,

åñëè ìåíüøå, îíî èç ñèñòåìû èñêëþ÷àåòñÿ.
Âûïîëíÿÿ àëãîðèòì, ìû íàáëþäàåì äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.5), áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëû óñòîé÷èâîãî ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû.

Òàê, äëÿ ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ: T=343K, I(0)=0,001 ìîëü/ë, Ì(0)=9,8 ìîëü/ë.

Òàáëèöà 4: çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ êóáè÷åñêîãî ïîëèíîìà â âûðàæåíèè (3.7).

I(0),ìîëü/ë c0 c1 c2 c3
0,001 19,42+0,05T 320,83-0,93T -818,63+2,49T 524,98-1,61T
0,003 5,98-0,02T 10,01-0,01T 276,43-0,77T -405,56+1,16T
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Íà ïåðâîì, íà÷àëüíîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòüþ â 8 ìèíóò èùåòñÿ ðåøåíèå âñåé ñè-
ñòåìû (3.5).

Âòîðîé èíòåðâàë (8; 215) ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå âñåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (3.5), íî ïðè óñëîâèè, ÷òî íà íåì íàáëþäàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðåæèì: wi = w0 ,

òîãäà ñèñòåìà (3.5) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (4.4):

dI

dt
= −kiI,

dM

dt
= −MCa(kp + km), (4.4)

0 = kiI − (ktr + ktd)C
2
a .

Ïîñëåäíèé âðåìåííîé èíòåðâàë (215; 275) ïîêàçûâàåò, ÷òî âíîâü íàáëþäàåòñÿ çíà÷è-
òåëüíîå èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè àêòèâíûõ öåíòðîâ, ïîýòîìó ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (3.5) ðåøàåòñÿ ïîëíîñòüþ.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 4 è ïîäñòàâëÿÿ èõ â âûðàæåíèÿ (3.7),
ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè èçìåíåíèÿ êîíâåðñèè âî âðåìåíè, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4.1. Ïî
ðèñóíêó âèäíî, ÷òî ðàñ÷åòíûå êðèâûå îïèñûâàþò õàðàêòåðíûå èçìåíåíèÿ êîíâåðñèîííûõ
êðèâûõ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàñ÷åòíîì îïèñàíèè êîíâåðñèîííûõ êðèâûõ ïðè ãëóáîêèõ ñòå-
ïåíÿõ ïðåâðàùåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ ¾ïëàòî¿, ñâèäåòåëüñòâóþùåå î çíà÷èòåëüíîì èñ÷åðïàíèè
ìîíîìåðà è ðåçêîì ñíèæåíèè ñêîðîñòè ïðîöåññà ïîëèìåðèçàöèè.

Ð è ñ ó í î ê 4.1
Êðèâûå U(t) ïðè ðàçíûõ êîíöåíòðàöèÿõ èíèöèàòîðà I è òåìïåðàòóðû T: 1) I=0,001 ìîëü/ë, T =

323Ê; 2) I=0,003 ìîëü/ë, T = 343Ê; êâàäðàòû è òðåóãîëüíèêè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,

ñïëîøíûå ëèíèè � ðàñ÷åòíûå êðèâûå

5. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ïðîöåññà ðàäèêàëü-
íîé ïîëèìåðèçàöèè äèåíîâ â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ñ ó÷åòîì ðàñïðåäåëåííîñòè êîíñòàíò ñêîðîñòåé îáðûâà âî âðåìåíè, ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ
æåñòêîé, ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà åå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü
âðåìåííûå èíòåðâàëû óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû, êîíâåðñèîííóþ çàâèñèìîñòü â ðàç-
ëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è îïðåäåëÿòü êèíåòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåõàíèçìà ïðîöåññà
ðàäèêàëüíîé ïîëèìåðèçàöèè äèåíîâ.
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Simulation of di�erent modes of behavior monomer

conversion in radical polymerization processes diene

c⃝ M. S. Yanbekov4, E. R. Gizzatova5, S. I. Spivak6

Abstract. In the article kinetic features of the polymerization process are described by the methods
and means of mathematical modeling. Two approaches to modeling of polymerization processes,
static and kinetic, are discussed. As a result of mathematical models' analysisit is possible to
trace the course of the process qualitatively, to identify the sensitivity of the individual reagents to
changing of process conditions. Functional relationships that characterize the number of parameters
of the process are obtained, too. Mathematical model for the radical polymerization of dienes is
presented in the form of a system of ordinary di�erential equations. Due to the termination rate
constants' distribution in time, the system is sti�.So to solve it we use the approach allowing to
obtain the intervals of solution stability, the conversion dependence at di�erent moments and to
determine the kinetics of diene's radical polymerization mechanism.

Key Words: radical polymerization, kinetics, monomer conversion, interpolation, inverse kinetic
problem
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13 äåêàáðÿ 2016 ãîäà èñïîëíÿåòñÿ ñåìüäåñÿò ëåò
ïðèçíàííîìó ñïåöèàëèñòó â îáëàñòè òåîðèè äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðîôåññîðó, äîêòîðó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Âÿ÷åñëàâó Çèãìóíäîâè÷ó Ãðè-
íåñó.

Äåòñòâî Âÿ÷åñëàâà Çèãìóíäîâè÷à ïðîøëî â ãî-
ðîäå Ìóðîìå Âëàäèìèðñêîé îáëàñòè, ãäå îí îêîí-
÷èë ñðåäíþþ øêîëó � 13. Â 1964 ãîäó îí ïîñòóïèë
íà ðàäèîôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ãîðüêîâñêîãî (ñåé-
÷àñ Íèæåãîðîäñêîãî) ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà (ÍÍÃÓ) èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. Ïîñëå ïåðâîãî
êóðñà Â.Ç. Ãðèíåñ ïåðåâåëñÿ íà ôàêóëüòåò âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè (ÂÌÊ), íà-
÷àë ïîñåùàòü ñåìèíàðû îòäåëà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ÍÈÈ ÏÌÊ, êîòîðûé âîçãëàâëÿëà Å.À.
Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâà. Â 1969 ãîäó ñ îòëè÷èåì îêîí÷èë óíèâåðñèòåò (ðóêîâîäèòåëåì äè-
ïëîìíîé ðàáîòû áûë Ë.Ï. Øèëüíèêîâ) è áûë ïðèãëàøåí íà ðàáîòó â ýòîò îòäåë, ñîñòîÿâ-
øèé â îñíîâíîì èç íåäàâíî çàêîí÷èâøèõ óíèâåðñèòåò ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ. Àòìîñôåðó
ñîòðóäíè÷åñòâà è íàó÷íîãî ýíòóçèàçìà, öàðèâøóþ òàì â òå ãîäû, Âÿ÷åñëàâ Çèãìóíäîâè÷ è
ïî ñåé äåíü âîññîçäàåò â ïðîöåññå îáùåíèÿ ñ êîëëåãàìè è ó÷åíèêàìè. Åãî íàó÷íûì ðóêîâî-
äèòåëåì â îòäåëå ñòàë Ñ.Õ. Àðàíñîí, ñ êîòîðûì îíè íà÷àëè ðåøàòü çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè
òðàíçèòèâíûõ ïîòîêîâ íà çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ îòðèöàòåëüíîé êðèâèç-
íû. Çà 70 ëåò äî ýòîãî àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà À. Ïóàíêàðå äëÿ òðàíçèòèâíûõ
ïîòîêîâ áåç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, çàäàííûõ íà äâóìåðíîì òîðå � çàìêíóòîé îðèåíòè-
ðóåìîé ïîâåðõíîñòè íóëåâîé êðèâèçíû. Ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè òðàíçèòèâíûõ ïîòîêîâ
íà ïîâåðõíîñòÿõ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû èìååò ïðèíöèïèàëüíóþ òðóäíîñòü, ïîñêîëüêó
ïîòîêè íà òàêèõ ïîâåðõíîñòÿõ âñåãäà îáëàäàþò ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ.

Â 1973 ãîäó Ñ.Õ. Àðàíñîí è Â.Ç. Ãðèíåñ îïóáëèêîâàëè ðàáîòó, â êîòîðîé áûëî ïîëó-
÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè òðàíçèòèâíûõ
ïîòîêîâ íà çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðè-
íåñ àâòîðàì èçâåñòíîñòü è ñòàë îñíîâîé ðàçâèòèÿ íîâîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ïîòîêîâ íà
ïîâåðõíîñòÿõ è, ÷òî áîëåå âàæíî, äèôôåîìîðôèçìîâ, ñëîåíèé è ëàìèíàöèé íà ïîâåðõíî-
ñòÿõ. Ðàçâèòèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäîâ ïðèâåëî â äàëüíåéøåì ê óñòàíîâëåíèþ
(ñîâìåñòíî ñ Ñ.Õ. Àðàíñîíîì è Å.Â. Æóæîìîé) ãëóáîêèõ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ñâîéñòâà-
ìè òðàåêòîðèé ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ è òî÷êàìè àáñîëþòà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
Ýòî ñòàëî çíà÷èòåëüíûì âêëàäîì â òåîðèþ Àíîñîâà-Âåéëÿ, ïîñâÿùåííóþ èññëåäîâàíèþ
âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé ïîòîêîâ (èëè ñëîåâ
ñëîåíèé) è àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Èñïîëüçîâàíèå
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ðåøåíèè ïðîáëåì òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè áûëî èíäó-
öèðîâàíî Ä.Â. Àíîñîâûì, êîòîðûé â 1966 ãîäó îáðàòèë âíèìàíèå íà ïðåäïîëîæåíèå À.
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Âåéëÿ (1935 ã.) î ïîëåçíîñòè èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íà óíèâåðñàëüíîì íà-
êðûòèè ïðîîáðàçîâ ïîëóòðàåêòîðèé ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Â
äàëüíåéøåì Ä.Â. Àíîñîâ ïðîÿâëÿë ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì Â.Ç.
Ãðèíåñîì, åãî êîëëåãàìè è ó÷åíèêàìè. Ïðàêòè÷åñêè âñå ýòè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü
ëèáî â ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà, ëèáî â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
íà ñåìèíàðàõ, ðóêîâîäèìûõ Ä.Â. Àíîñîâûì.

Â 70-å ãîäû ÕÕ âåêà â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîëíûì õîäîì øåë ïðîöåññ, êî-
òîðûé ïîçæå ïîëó÷èë íàçâàíèå ¾ãèïåðáîëè÷åñêîé ðåâîëþöèè¿. Â öåíòðå âíèìàíèÿ áû-
ëè äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå.
Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàëè ¾õàîòè÷åñêèå¿ ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Â.Ç. Ãðèíåñ ðàçâèë ìåòîä êëàññèôèêàöèè òðàíçèòèâíûõ ïîòîêîâ
è ñ åãî ïîìîùüþ ðåøèë çàäà÷ó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè îðèåíòèðóåìûõ îäíîìåð-
íûõ àòòðàêòîðîâ äèôôåîìîðôèçìîâ íà çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ, âåðíóâøèñü ê òåìàòèêå,
ïðåäëîæåííîé åìó ðàíåå Ë.Ï. Øèëüíèêîâûì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âìåñòå ñ òîïîëîãè-
÷åñêîé êëàññèôèêàöèåé òðàíçèòèâíûõ ïîòîêîâ ñîñòàâèëè ñîäåðæàíèå êàíäèäàòñêîé äèñ-
ñåðòàöèè Â.Ç. Ãðèíåñà (ðóêîâîäèòåëü Ñ.Õ. Àðàíñîí), çàùèùåííîé â 1975 ãîäó. Äàëåå åãî
íàó÷íûå èíòåðåñû áûëè ñâÿçàíû ñ èññëåäîâàíèåì ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñ ðåãóëÿðíîé è õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé.

Â 1977 ãîäó Â.Ç. Ãðèíåñ íà÷àë ðàáîòàòü íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè Ãîðüêîâñêîãî ñåëüñêîõîçÿñòâåííîãî èíñòèòóòà (ÃÑÕÈ) (íûíå Íèæåãîðîä-
ñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ (ÍÃÑÕÀ)), è ñ 1994 ïî 2013 áûë
çàâåäóþùèì ýòîé êàôåäðîé. Â 2013 � 2015 ãã. îí ðàáîòàë íà êàôåäðå ÷èñëåííîãî è ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ â äîëæíîñòè ïðîôåññîðà, à ñ 2015 ãîäà ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ
ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì è ïðîôåññîðîì ÍÈÓ ÂØÝ.

Â âîñüìèäåñÿòûå è äåâÿíîñòûå ãîäû ãîäû ïðîøëîãî âåêà Â.Ç. Ãðèíåñîì ïðè ó÷àñòèè
åãî ó÷åíèêîâ À.Í. Áåçäåíåæíûõ è Õ.Õ. Êàëàÿ (â òî âðåìÿ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû âûñøåé
ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè ÃÑÕÈ) áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñî-
ïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ è ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõ-
íîñòåé ñ íåòðèâèàëüíûìè íóëüìåðíûìè è îäíîìåðíûìè ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè áåç
ïàð ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, à òàêæå äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ êîíå÷íûì ìíîæå-
ñòâîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ýòè ðåçóëüòàòû ëåãëè â îñíîâó åãî äîêòîðñêîé äèñ-
ñåðòàöèè ¾Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà
ïîâåðõíîñòÿõ¿ (1977), èç êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ Ð.Â. Ïëûêèíà è À.Þ.
Æèðîâà, ñëåäóåò òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîèçâîëüíûõ îäíîìåðíûõ àòòðàêòîðîâ
òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ, à òàêæå ðåçóëüòàòû, ñâÿçûâàþùèå äèíàìèêó äèôôåîìîðôèç-
ìîâ íà àòòðàêòîðàõ è òåîðèþ Íèëüñåíà-Òåðñòîíà.

Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé, âûäåëÿþùåé ðàáîòû Â.Ç. Ãðèíåñà, ÿâëÿåòñÿ ñî÷åòàíèå òîïîëîãè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ ñ ìåòîäàìè ñîáñòâåííî òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èìåí-
íî òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë åìó (â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ êîëëåãàìè è ó÷åíèêàìè) ïîëó÷èòü ðÿä
ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â 2000 ãîäó â ñîâìåñòíîé
ðàáîòå Â.Ç. Ãðèíåñà è Õ. Áîíàòòè áûë îáíàðóæåí íîâûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé (äèôôåîìîðôèçìîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà) íà çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, îïèñûâàþùèé
âëîæåíèå (âîîáùå ãîâîðÿ, äèêîå) èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïåðîäè÷åñêèõ òî-
÷åê â íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå. Ðàçâèòèå ìåòîäîâ ýòîé ðàáîòû â ñåðèè äàëüíåéøèõ ñîâìåñò-
íûõ ïóáëèêàöèé ñ Õ. Áîíàòòè, Â.Ñ Ìåäâåäåâûì, Ý. Ïåêó è Î.Â. Ïî÷èíêîé ïðèâåëî ê
ïîëó÷åíèþ ïîëíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà
3-ìíîãîîáðàçèÿõ. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîñòàâèë îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè
Î.Â. Ïî÷èíêè (2011 ã.), íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì êîòîðîé áûë Â.Ç. Ãðèíåñ. Ïàðàëëåëüíî
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â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ò.Ì. Ìèòðÿêîâîé, çàùèùåííîé ïîä ðóêîâîäñòâîì Âÿ÷åñëàâà
Çèãìóíäîâè÷à, áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè íåãðóáûõ
ñèñòåì íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì è ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.

Â 2007 � 2012 ãã. Â.Ç. Ãðèíåñ, Î.Â. Ïî÷èíêà è Ô. Ëàóäåíáàõ ïðèìåíèëè ðàçâèòûå òîïî-
ëîãè÷åñêèå ìåòîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèÿ Ëÿïó-
íîâà (ôóíêöèè Ìîðñà-Ëÿïóíîâà, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíî-
æåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äàííîãî êàñêàäà) äëÿ òðåõìåðíûõ êàñêàäîâ Ìîðñà-Ñìåéëà.
Â ýòî æå âðåìÿ Â.Ç. Ãðèíåñ, Î.Â. Ïî÷èíêà è Å.ß. Ãóðåâè÷ ðåøèëè ïðîáëåìó Ïàëèñà îá
îòûñêàíèè óñëîâèé âëîæåíèÿ êàñêàäà Ìîðñà-Ñìåéëà íà 3-ìíîãîîáðàçèè â òîïîëîãè÷åñêèé
ïîòîê.

Íà÷èíàÿ ñ 2004 ãîäà è ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ Â.Ç. Ãðèíåñ óäåëÿåò áîëüøîå âíèìàíèå
èçó÷åíèþ äèôôåîìîôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè âûøå òðåõ. Â
÷àñòíîñòè, â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Å.ß. Ãóðåâè÷, çàùèùåííîé ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì
â 2009 ãîäó, ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïðè óñëî-
âèè îòñóòñòâèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé íà n-ìåðíîé ñôåðå. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ
ñ Å.ß. Ãóðåâè÷, Â.Ñ. Æóæîìîé è Â.Ñ. Ìåäâåäåâûì èçó÷åíà òîïîëîãèÿ îðèåíòèðóåìûõ
ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïå-
ðåñå÷åíèé.

Ñ 2002 ãîäà ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ Â.Ç. Ãðèíåñ ïðîäîëæàåò çàíèìàòüñÿ èññëåäîâàíèåì
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ.
Èì ñîâìåñòíî ñ Å.Â. Æóæîìîé, Â.Ñ. Ìåäâåäåâûì, Î.Â. Ïî÷èíêîé è Þ.À. Ëåâ÷åíêî ïîëó-
÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ â äâóõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ: 1)
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ ñîäåðæàò äâóìåðíûé
ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð; 2) íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ öåëèêîì
ñîñòîÿò èç äâóìåðíûõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ. Â ÷àñòíîñòè, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïåð-
âîì ñëó÷àå åäèíñòâåííûì çàìêíóòûì òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, äîïóñêàþùèì òàêîé
äèôôåîìîðôèçì, ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûé òîð, à âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ òàêèå äèôôåîìîðôèçìû.

Ñîâñåì íåäàâíî Â.Ç. Ãðèíåñîì ñîâìåñòíî Î.Â. Ïî÷èíêîé è Ñ. âàí Ñòðèíîì íàéäåíà
òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îìåãà-óñòîé÷èâûõ ñèñòåì ñèñòåì íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ îäíî-
ìåðíûìè àòòðàêòîðàìè è ðåïåëëåðàìè è êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé óñòîé÷èâîñòè.

Îáíàðóæåííûå â ðàáîòàõ Â.Ç. Ãðèíåñà ñîâìåñòíî ñ Å.ß. Ãóðåâè÷, Å.Â. Æóæîìîé, Î.Â.
Ïî÷èíêîé, Õ. Áîíàòòè è Ý. Ïåêó ãëóáîêèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó òð¼õìåðíûìè ñèñòåìàìè
ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé è òîïîëîãèåé íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ íàøëè ïðèìåíåíèå â èçó-
÷åíèè òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ ïîëåé â êîðîíå Ñîëíöà è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îáíàðóæåíèÿ òàê
íàçûâàåìûõ ñåïàðàòîðîâ (2015).

Â 2011 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ìîíîãðàôèÿ Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêè ¾Ââåäåíèå
â òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ êàñêàäîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè äâà è òðè¿,
ïåðåðàáîòàííûé â ñîàâòîðñòâå ñ Ò.Â. Ìåäâåäåâûì âàðèàíò êîòîðîé îïóáëèêîâàí èçäà-
òåëüñòâîì ¾Øïðèíãåð¿ â 2016 ãîäó.

Â.Ç. Ãðèíåñ � ÷ëåí ðåäêîëëåãèé æóðíàëîâ ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ è ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿. Îí ðåãóëÿðíî ó÷àñòâóåò (êàê èñïîëíèòåëü
èëè ðóêîâîäèòåëü) â èññëåäîâàíèÿõ â ðàìêàõ ïðåñòèæíûõ ãðàíòîâ � òàêèõ, êàê ãðàíò Ïðå-
çèäåíòà Ðîññèè âåäóùèì íàó÷íûì øêîëàì, ãðàíòû ÐÔÔÈ, ÐÍÔ, ÈÍÒÀÑ, Ôîíäà Ñîðîñà,
ãðàíòû CNRS (Ôðàíöèÿ), ñâÿçàííûå ñ ñîâìåñòíîé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòüþ ñ óíèâåðñèòåòà-
ìè Äèæîíà, Íàíòà, Ðåíà. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò îí ó÷àñòíèê ñîâìåñòíîãî ãðàíòà ÐÔÔÈ è
Êîðîëåâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (Âåëèêîáðèòàíèÿ). Â.Ç. Ãðèíåñ � ÷ëåí äèññåðòà-
öèîííûõ ñîâåòîâ Íèæåãîðîäñêîãî è Âëàäèìèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííûõ óíèâåðñèòåòîâ, ÷ëåí
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ýêñïåðòíîãî ñîâåòà ÐÔÔÈ, îí àêòèâíûé ÷ëåí Íèæåãîðîäñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà
ñî äíÿ åãî îñíîâàíèÿ. Âÿ÷åñëàâ Çèãìóíäîâè÷ ìíîãî âðåìåíè è ýíåðãèè ïîñâÿùàåò ïîäãî-
òîâêå íàó÷íûõ êàäðîâ. Â ðàçíûå ãîäû îí ÷èòàåò ëåêöèè ïî êóðñàì ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-
ìû íåïðåðûâíîé ìàòåìàòèêè¿, ¾Èñòîðèÿ è ìåòîäîëîãèÿ ìàòåìàòèêè¿, ¾Òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì â ðàçìåðíîñòÿõ 2 è 3¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç¿, âåäåò ñåìèíàð ¾Ââåäåíèå â äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðóêîâîäè-
òåëåé ñåìèíàðà ïî òîïîëîãè÷åñêèì ìåòîäàì â äèíàìèêå. Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì çàùèùåíû
øåñòü êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé, â òîì ÷èñëå ÷åòûðå èç íèõ � çà ïîñëåäíèå ãîäû (Î.Â.
Ïî÷èíêà, 2004; Å.ß. Ãóðåâè÷, 2009; Ò.Ì. Ìèòðÿêîâà, 2011; Þ.À. Ëåâ÷åíêî, 2014).

Âÿ÷åñëàâ Çèãìóíäîâè÷ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ñîòðóäíè÷àåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè
øêîëàìè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, ðåãóëÿðíî ó÷àñòâóåò â íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ, ðóêîâîäèò êàíäèäàòñêè-
ìè, ìàãèñòåðñêèìè è äèïëîìíûìè ðàáîòàìè. Îí ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ó÷àñòíèêîì íàó÷íûõ
êîíôåðåíöèé ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è øêîë-ñåìèíàðîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìîäåëèðîâàíèþ, ðåãóëÿðíî ïðîâîäèìûõ Ìîðäîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì.
Í.Ï. Îãàð¼âà, Ñðåäíå-Âîëæñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì è Èíñòèòóòîì ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.

Ñëîæíî ïåðåîöåíèòü òâîð÷åñêóþ ðàáîòó Â.Ç. Ãðèíåñà â êà÷åñòâå ÷ëåíà ðåäêîëëåãèè
æóðíàëà ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿, èçäàâàåìîãî ÔÃÁÎÓ
ÂÎ ¾ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà¿ è Ñðåäíå-Âîëæñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì.

Ñâîé þáèëåé Âÿ÷åñëàâ Çèãìóíäîâè÷ âñòðå÷àåò â ïîëíîì ðàñöâåòå òâîð÷åñêèõ ñèë. Îò
âñåé äóøè æåëàåì åìó êðåïêîãî çäîðîâüÿ, íîâûõ íàó÷íûõ äîñòèæåíèé, ÿðêèõ ó÷åíèêîâ,
à òàêæå çäîðîâüÿ, ñ÷àñòüÿ è óñïåõîâ åãî æåíå, äåòÿì è âíóêàì!

Ãîí÷åíêî Ñ. Â., Æóæîìà Å. Â., Ãóðåâè÷ Å. ß.,

Ëåðìàí Ë. Ì., Ïîëîòîâñêèé Ã. Ì., Ïî÷èíêà Î. Â.,

Òèøêèí Â. Ô., ×ó÷àåâ È. È., Ñóõàðåâ Ë. À,

Øàìàíàåâ Ï. À., Æàëíèí Ð. Â., Ìàìåäîâà Ò. Ô.
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, íå îïóáëè-
êîâàííûå è íå ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Îáúåì ðóêîïèñè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 12 ñòðàíèö äëÿ íàó÷íîé ñòàòüè è 20 ñòðàíèö
äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX. Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïî-
ìîùüþ MiKTeX, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå �
http://www.miktex.org.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:
� êîäû ÓÄÊ;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ, e-mail, äîëæíîñòü è ìåñòî ðàáîòû (îôèöè-

àëüíîå íàçâàíèå îðãàíèçàöèè);
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè;
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Åñëè ñòàòüÿ íà ðóññêîì ÿçûêå, òî íàçâàíèå ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ,

àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íåîáõîäèìî òàê æå ïðåäîñòàâèòü è íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Åñëè
ñòàòüÿ íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî îòäåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîäû ÓÄÊ, íàçâàíèå
ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ, àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íà ðóññêîì ÿçûêå.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.
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Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ïðèâîäèòñÿ àâòîðñêîå ðåçþìå (àííîòàöèÿ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
êðàòêèì ðåçþìå áîëüøåé ïî îáúåìó ðàáîòû, èìåþùåé íàó÷íûé õàðàêòåð.

Îáúåì àííîòàöèè äîëæåí áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî 250 ñëîâ.
Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî 15 ñëîâ è ÷åòêî óêàçûâàòü íà îñíîâ-

íîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè. Íå ñëåäóåò ïðèâîäèòü â êà÷åñòâå êëþ÷åâûõ ñëîâ îáùèå ïîíÿòèÿ,
òàê êàê ïîèñê ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó íå ïðèâåäåò ÷èòàòåëÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðåñóþùåé åãî
èíôîðìàöèè. Îäíàêî äàííîå ñëîâî ìîæåò âõîäèòü â çíà÷èìîå ñëîâîñî÷åòàíèå.

Àâòîðàì íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû ñòàòåé:
� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå.
� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ.
� ðåçóëüòàòû � îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè.
� îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè.
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB (ñì. Òåõ-

íè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû.
Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå. Â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ
äîïóñêàåòñÿ äî 20, â îáçîðíûõ � äî 60 èñòî÷íèêîâ.

Ïîäðîáíûå Òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex ñî-
äåðæàòñÿ íà ñàéòå æóðíàëà ïî àäðåñó http://journal.svmo.ru/page/rules.
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Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð, \input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\ footnote { Äîëæ-
íîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\ footnote {Äîëæíîñòü, ìåñòî ðà-
áîòû, ãîðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì: \sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò. ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è
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\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü_ïîä_ðèñ}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæå-
íèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå
AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðà-
áîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë
svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Ñëåäîì çà ñïèñêîì öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû â ôîð-
ìàòå AMSBIB äîëæåí áûòü ñïèñîê ëèòåðàòóðû â òåêñòîâîì ôîðìàòå, îôîðìëåííûé
â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008. Äàííûé ÃÎÑÒ ìîæíî íàéòè íà
ñàéòå æóðíàëà http://www.journal.svmo.ru/�les. Ýòà ÷àñòü ñòàòüè äîëæíà áûòü çà-
êîììåíòèðîâàíà. Ýòîò ñïèñîê ëèòåðàòóðû áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè çàãðóçêå ýëåê-
òðîííîé âåðñèè æóðíàëà íà ñàéò elibrary.ru

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Àíäðååâ À. Ñ. 8

Âàñþòèí Ì. À. 134

Âåëüìèñîâ Ï. À. 89

Ãèççàòîâà Ý. Ð. 159

Ãëàäóí À. Â. 89

Ãîí÷åíêî À. Ñ. 17

Ãîðáóíîâ Â. Ê 107

Ãðèíåñ Â. Ç. 168

Ãóáàéäóëëèí È. Ì. 143, 152

Ãóðåâè÷ E. ß. 30

Êàëèíèí À. Â. 119

Êèðüÿíîâà Î. Þ. 143

Êîçëîâ À. Ä. 17

Êóâàòîâà Ð. Ç. 143

Êóçüìè÷åâ Í. Ä. 134

Ëàïøèíà Å. À. 134

Ëüâîâ À. Ã. 107

Ìàêàðîâ Ä. Ñ. 46

Ìàëêèí Ì. È. 34

Ìàëûøåâ Ä. Ñ. 30

Ìàìåäîâà Ò. Ô. 152

Íàãîðíûõ Å. Â. 41

Íàãîðíûõ Ñ. Í. 41

Ïåðåãóäîâà Î. À. 46

Ðàäèîíîâà Ì. Â. 52

Ñàôîíîâ Ê. À. 34

Ñàõèáãàðååâà Ã. È. 143

Ñèìîíîâ Ï. Ì. 64

Ñïèâàê Ñ. È. 159

Ñûðîìÿñîâ À. Î. 98

Òàõòåíêîâà Ë. Ñ. 8

Òðàâêèíà Î. Ñ. 143

Òþõòèíà À. À. 119

×èñòÿêîâ À. Â. 64

×è÷àãîâ Â. Â. 52

Øàáàäèêîâ Ê. Õ. 76

Øèëêèí Ä. À. 134

Øóðøèíà À. Ñ. 98

Þëäàøåâ Ò. Ê. 76

ßçîâöåâà Î. Ñ. 152

ßíáåêîâ Ì. Ñ. 159
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Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåññà
Ðîññèè¿ � 94016.
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