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Íàó÷íûé ðåöåíçèðóåìûé æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îáùåñòâà¿ ïóáëèêóåò îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ñòàòüè è îáçîðû ïî
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì è òåõíè÷åñêèì îòðàñëÿì íàóê, îáçîðíûå ñòàòüè, îò-
ðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è
çà ðóáåæîì.

Ðóáðèêè æóðíàëà:
� ìàòåìàòèêà;
� ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà;
� ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà.
Æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ âõîäèò

â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ Zentralblatt MATH (zbMATH),
à ñòàòüè îïóáëèêîâàííûå â íåì ïðèðàâíèâàþòñÿ ê ïóáëèêàöèÿì â èçäàíèÿõ,
âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ (çàêëþ÷åíèå ïðåçèäèóìà ÂÀÊ îò 29 ìàÿ 2015 ã.
� 15/348).

Æóðíàë âêëþ÷åí â áèáëèîãðàôè÷åñêóþ áàçó äàííûõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé
ðîññèéñêèõ ó÷¼íûõ - ÐÈÍÖ. Àäðåñ äîñòóïà íà èíôîðìàöèîííîé ïëàòôîðìå
eLIBRARY.RU: http://elibrary.ru/title_about.asp?id=32209.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!



8 À.Ñ. Àíäðååâ, Î.À. Ïåðåãóäîâà, Ñ.Þ. Ðàêîâ

Ìàòåìàòèêà

ÓÄÊ 62.51

Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà â ìîäåëèðîâàíèè íåëèíåéíîãî

èíòåãðàëüíîãî ðåãóëÿòîðà

c⃝ À.Ñ. Àíäðååâ 1, Î.À. Ïåðåãóäîâà 2, Ñ.Þ. Ðàêîâ3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ è
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ óïðàâëÿåìûõ ãîëîíîìíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà àíàëèçå ñâîéñòâ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è
íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåð-
ðà. Îïðåäåëåíû ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé. Äîêàçàíà òåîðåìà, ÿâëÿþùà-
ÿñÿ ðàçâèòèåì ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè íà íåëèíåéíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ òèïà Âîëüòåððà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà äîêàçàíû òåîðåìû
îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé. Îòëè÷èå ïî-
ëó÷åííûõ òåîðåì îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè îò êëàññè÷åñêèõ ñîñòî-
èò â ïðèìåíåíèè ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé. Ïðè ýòîì äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ ñâîéñòâà ïðèòÿæåíèÿ ê íóëþ àíàëèçèðóåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ïðåäåëüíîå ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàíî ðåøåíèå çàäà÷è î ïîñòðîåíèè
íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî ðåãóëÿòîðà äëÿ ãîëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ n ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû, îáåñïå÷èâàþùåãî ñòàáèëèçàöèþ çàäàííîãî ïðîãðàììíîãî ïîëîæåíèÿ. Â êà÷å-
ñòâå ïðèëîæåíèÿ ðåøåíà çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî ïîëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî
äâóõçâåííîãî ìàíèïóëÿòîðà ïóòåì ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî ðåãóëÿòîðà. Ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà, ïîëîæèòåëüíîå ïðå-
äåëüíîå ìíîæåñòâî, ãîëîíîìíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñòàáèëèçàöèÿ, íåëèíåéíûé èíòåãðàëü-
íûé ðåãóëÿòîð, ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà.

1. Ââåäåíèå

Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ïîëó÷åíî â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äîñòóïíûìè äëÿ èçìåðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êàê êîîðäèíàòû, òàê è ñêîðîñòè
óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà. Ïðè ýòîì íà ïðàêòèêå óñòàíîâêà òàõîìåòðîâ ÷àñòî áûâàåò íåîïðàâ-
äàíà èç-çà äîðîãîâèçíû, à òàêæå â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñèãíàëû, ïîëó÷àåìûå ñ ýòèõ óñòðîéñòâ,
ÿâëÿþòñÿ çàøóìëåííûìè. Ïîýòîìó ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì áåç èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé
ïðîáëåìû ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ êîìïåíñàòîðîâ (ñì. íàïð. [1]�[3]). Îòìå-
òèì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [1]�[3], ïðèìåíèìû ëèøü äëÿ îãðàíè÷åííîãî
êëàññà ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì è îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè Ëà-
Ñàëëÿ è òåîðåìû Áàðáàøèíà-Êðàñîâñêîãî îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè àâòîíîìíîé
ñèñòåìû ñ ïîñòðîåíèåì çíàêîïîñòîÿííîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

1 Äåêàí ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ è àâèàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ïðîôåññîð, äîêòîð
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, çàâåäóþùèé êàôåäðîé èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëå-
íèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; andreevas@sv.ulsu.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; peregudovaoa@gmail.com

3 Ì.í.ñ. Óïðàâëåíèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê;
rakov.stanislav@gmail.com
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Ïðèìåíåíèå äèíàìè÷åñêèõ êîìïåíñàòîðîâ ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèåì â ðåãóëÿòîð
èíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ â ñòðóêòóðå
óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ êàê ðåãóëÿòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åííûì ïîñëåäåéñòâèåì [4]�[6], äâè-
æåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ òàêèìè òèïàìè ðåãóëÿòîðîâ ìîæíî ìîäåëèðîâàòü èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè òèïà Âîëüòåððà.

Â ðàáîòå [7] äàíî ðàçâèòèå ìåòîäà ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà â èññëåäîâàíèè óñòîé÷è-
âîñòè íåàâòîíîìíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà. Íà
ýòîé îñíîâå ðàçðàáîòàíû ìåòîäèêè ïîñòðîåíèÿ ÏÈ- è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ â çàäà÷àõ óïðàâ-
ëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.

Â ðàáîòå [8] ïðåäëîæåí çàêîí óïðàâëåíèÿ, îñóùåñòâëÿþùèé ñòàáèëèçàöèþ çàäàí-
íîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ äâóõçâåííîãî ìàíèïóëÿòîðà â âèäå ïðîïîðöèîíàëüíî-
èíòåãðàëüíîé çàâèñèìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñíîâàíèå ìàíèïóëÿòîðà ñîâåðøàåò çàäàííîå
íåñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå. Ïðè ýòîì çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ðåøåíà
äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè ìàíèïóëÿòîðà.

Â ðàáîòå [9] ðåøåíà çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ äâóõçâåííîãî ìàíè-
ïóëÿòîðà áåç èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé. Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ñèíòåçà êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî
íåëèíåéíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ è ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âåêòîð-
ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íåëèíåéíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ
øèðîêîãî êëàññà ãîëîíîìíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì áåç èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé íà îñíîâå
íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ.

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ñòàòüè äåëÿòñÿ íà äâå ÷àñòè. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñîñòîèò â óñòàíîâ-
ëåíèè ïðåäåëüíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âèäà Âîëüòåððà ñ ïîëó÷åíèåì íîâûõ òåîðåì îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé-
÷èâîñòè íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé.
Âî âòîðóþ ÷àñòü âîøëè ðåçóëüòàòû ïî ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíûõ ïîëîæåíèé ãîëîíîì-
íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïóòåì ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åííûì
ïîñëåäåéñòâèåì íà îñíîâå îáðàòíîé ñâÿçè ñ íåïðåðûâíûì èçìåðåíèåì êîîðäèíàò îáúåêòà.
Ñòðóêòóðà ðåãóëÿòîðà âêëþ÷àåò äâå ñîñòàâëÿþùèå: ïåðâàÿ èìååò ôîðìó ïîòåíöèàëüíûõ
ñèë, êîìïåíñèðóþùèõ äåéñòâèå âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë â âûáðàííîì ïîëîæåíèè, äðó-
ãàÿ � ôîðìó èíòåãðàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ñ íåîãðàíè÷åííûì ïîñëåäåéñòâèåì, äåéñòâèå êîðî-
òîðîãî îáåñïå÷èâàåò äèññèïàöèþ. Íà ïðèìåðå äâóõçâåííîãî ìàíèïóëÿòîðà ñ òðåìÿ ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ïîäòâåðæäàþùåå ïîëó÷åííûå òåîðå-
òè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

2. Ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Âîëüòåððà

ẋ = f (x (t)) +

t∫
0

g (s− t, x (t) , x (s)) ds, (2.1)

ãäå x ∈ Rn , Rn � n -ìåðíîå ëèíåéíîå äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ∥x∥ ; f , g �
ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâíûå ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ D ⊂ Rn è R−×D×D ,
R− = (−∞, 0] , ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

∥f
(
x(2)
)
− f

(
x(1)
)
∥ 6 L1∥x(2) − x(1)∥, L1 = L1 (K1) (2.2)
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äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K1 ⊂ D , à ôóíêöèÿ g � ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: äëÿ
êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K2 ⊂ D × D âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

∥g (t, x, y) ∥ 6 g1 (τ,K2) ∀ (t, x, y) ∈ R− ×K2,

0∫
−∞

g1 (τ,K2) dτ < +∞, (2.3)

∥g
(
τ, x(2), y(2)

)
− g

(
τ, x(1), y(1)

)
∥ 6 L21∥x(2) − x(1)∥+ L22∥y(2) − y(1)∥, L2j = L2j (K2) .

(2.4)

Ïðè óñëîâèÿõ (2.2)�(2.4) äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ D ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå x = x (t, x0) ( x (0, x0) = x0 ) óðàâíåíèÿ (2.1), îïðåäåëåííîå íà èíòåðâàëå
[0, α) , ïðè ýòîì x (t, x0) → ∂D ïðè t→ α− 0 .

Ïóñòü x = x (t, x0) åñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå (2.1), îïðåäåëåííîå è îãðàíè÷åííîå íåêî-
òîðûì êîìïàêòîì K ⊂ D ïðè t > 0 . Îïðåäåëèì êëàññè÷åñêèì îáðàçîì ïîëîæèòåëü-
íóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó p ∈ D è ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëîæèòåëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
ω+ (x0)

p = lim
tk→+∞

x (tk, x0), ω (x0) = {p ∈ D : x (tk, x0) → p, tk → +∞}.

Â äîïîëíåíèå ê (2.1) ìîæíî ââåñòè óðàâíåíèå Âîëüòåððà ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì

ẋ = f (x (t)) +

t∫
−∞

g (s− t, x (t) , x (s)) ds, (2.5)

ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (2.3).

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü x = x (t, x0) åñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå (2.1), îïðåäåëåííîå
êîìïàêòîì K ⊂ D ïðè âñåõ âñåõ t > 0 . Òîãäà äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êè p ∈ ω+ (x0)
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x = x (t) , t ∈ R , óðàâíåíèÿ (2.5), òàêîå ÷òî x (0) = p , {x (t) , t ∈
R} ⊂ ω+ (x0) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü p ∈ ω+ (x0) åñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà, îïðåäåëÿåìàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ tk → +∞

lim
tk→+∞

x (tk, x0) = p.

Íåñëîæíî íàéòè, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî T1 = t1/2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé xk (t) = x (tk + t, t0) , t ∈ [−T1, T1] , ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, ðàâíîñòåïåííî íåïðå-
ðûâíà. Îòñþäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkl (t) è ôóíêöèÿ x = x∗ (t) , òàêèå ÷òî
xkl (t) → x∗ (t) ïðè t ∈ [−T1, T1] . Âûáèðàÿ èç {xkl (t)} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xklm (t)} ,
ñõîäÿùóþñÿ ðàâíîìåðíî ïðè t ∈ [−T2, T1] , T2 = tkl/2 , ê x∗∗ (t) è ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ
äàëåå, íàéäåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè t∗m → +∞ è T ∗

m → +∞ è ôóíêöèþ x = ϕ (t) , òà-
êèå ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(m) (t) = x (t∗m + t, x0)} ñõîäèòñÿ ê x = ϕ (t) ðàâíîìåðíî
ïî t ∈ [−T ∗

m, T
∗
m] ïðè ôèêñèðîâàííîì T ∗

m . Â ñèëó òîãî, ÷òî x (t, x0) åñòü ðåøåíèå (2.1)
ïîñëåäîâàòåëüíî èìååì

x (t, x0) = x0 +

t∫
0

f (x (τ, x0)) dτ +

t∫
0

 τ∫
0

g (s− τ, x (τ, x0) , x (s, x0)) ds

 dτ,

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 3



Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà â ìîäåëèðîâàíèè íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî ðåãóëÿòîðà 11

x(m) (t) = x (tm) +

t∗m+t∫
t∗m

f (x (τ, x0)) dτ +

t∗m+t∫
t∗m

 τ∫
0

g (s− τ, x (τ, x0) , x (s, x0)) ds

 dτ,

x(m) (t) = x (t∗m) +

t∫
0

f (xm (τ)) dτ +

t∫
0

 τ∫
−tm

g (s− τ, xm (t) , xm (s)) ds

 dτ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (2.2), â ïðåäåëå ïðè m→ +∞ ïîëó÷èì

ϕ (t) = p+

t∫
0

f (ϕ (τ)) dτ +

t∫
0

 τ∫
−∞

g (s− τ, ϕ (τ) , ϕ (s)) ds

 dτ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ x = ϕ (t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.5), ïðè ýòîì ïî ïîñòðîåíèþ
ϕ (0) = p, {ϕ (t) , t ∈ R} ⊂ ω+ (x0) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè

Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà âèäà

V (xt) = V1 (x (t)) +

t∫
0

V2 (s− t, x (t) , x (s)) ds, (xt = x (s) , 0 6 s 6 t) , (3.1)

ãäå V1 è V2 åñòü íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå è íåïðå-
ðûâíûå â îáëàñòÿõ D è R− × D × D .

Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåé ïðàâîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà (3.1)
â ñèëó (2.1)

V̇ + (xt) = lim
h→0+

V (xt+h)− V (xt)

h
,

èìåþùåé ñëåäóþùóþ îöåíêó

V̇ + (xt) 6 −W (xt) , W (xt) = W1 (x (t)) +

t∫
0

W2 (s− t, x (t) , x (s)) ds, (3.2)

ãäå W1 (x) è W2 (τ, x, y) åñòü íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå è
íåïðåðûâíûå â îáëàñòÿõ D è R− × D × D è óäîâëåòâîðÿþùèå â ýòèõ îáëàñòÿõ óñëî-
âèÿì âèäà (2.2),(2.3) è (2.4).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x : R → K,K ⊂ D � êîìïàêò, ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå

t∫
−∞

W2 (s− t, x (t) , x (s)) ds.
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Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæíî íàéòè ôóíêöè-
îíàë V = V (xt) , âåðõíÿÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó (3.2). Òîãäà äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî êîìïàêòîì K ⊂ D ðåøåíèÿ x = x (t, x0)
óðàâíåíèÿ (2.1) ìíîæåñòâî ω+ (x0) ñîñòîèò èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ðàâåíñòâàì

W1 (x (t)) = 0, W2 (s− t, x (t) , x (s)) = 0, t > s.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ðåøåíèÿ x = x (t, x0) â ñèëó óñëîâèÿ (3.2) ôóíêöèÿ
V (xt (x0)) (xt (x0) = x (s, x0)t 0 6 s 6 t ) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé, è çíà÷èò
ñóùåñòâóåò

lim
t→+∞

V (xt) = V ∗ > 0. (3.3)

Èç íåðàâåíñòâà (3.1) òàêæå äëÿ êàæäîãî T > 0 íàõîäèì

V (xt+T )− V (xt−T ) 6 −
t+T∫

t−T

W1 (x (τ)) dτ −
t+T∫

t−T

 τ∫
0

W2 (s− τ, x (τ) , x (s)) ds

 dτ.

Ïóñòü ω+ (x0) åñòü ïîëîæèòåëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî, à p ∈ ω+ (x0) åñòü ïîëîæè-
òåëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, îïðåäåëÿåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ tk → +∞, x (tk, x0) → p .
Êàê è â òåîðåìå 2.1., íàéäåì ðåøåíèå x = ϕ (t) óðàâíåíèÿ (2.5), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷-
êó p , ϕ (0) = p . Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîñòðîåííûõ â òåîðåìå 2.1. ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
t∗m → +∞ è T ∗

m → +∞ èìååì

V
(
x
(m)
t

)∣∣∣
t=t∗m+T ∗

m

− V
(
x
(m)
t

)∣∣∣
t=t∗m−T ∗

m

6

6 −
T ∗
m∫

−T ∗
m

W1

(
x(m) (τ)

)
dτ −

T ∗
m∫

−T ∗
m

 τ∫
−t∗m

W2

(
s− τ, x(m) (τ) , x(m) (s)

)
ds

 dτ.

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→ +∞ è ó÷èòûâàÿ (3.3), äëÿ âñåõ t ∈ R ïîëó÷èì

W1 (ϕ (τ)) = 0,

τ∫
−∞

W2 (s− τ, ϕ (τ) , ϕ (s)) ds = 0,

è ñîîòâåòñòâåííî W2 (s− τ, ϕ (τ) , ϕ (s)) = 0, τ > 0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òåîðåìà 3.1. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðåìó ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ
(2.1).

Ïîëîæèì, ÷òî â óðàâíåíèè (2.1) f (0) = 0 , g (τ, 0, 0) = 0 , è çíà÷èò, óðàâíåíèå (2.1)
èìååò íóëåâîå ðåøåíèå x (t, 0) = 0 .

Èç òåîðåìû 3.1. íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ ÷åðåç a : R+ → R+ îáîçíà÷åíà ôóíê-
öèÿ òèïà Õàíà.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæíî íàéòè ôóíêöè-
îíàë âèäà (3.1) ñ ôóíêöèåé V1 (x) > a (∥x∥) , âåðõíÿÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ êî-
òîðîãî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (3.2). Ïðè ýòîì îòñóòñòâóþò ðåøåíèÿ x = ϕ(t)
óðàâíåíèÿ (2.5), óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè âñåõ t ∈ R ðàâåíñòâàì

W1 (t, ϕ(t)) = 0; W2 (s− t, ϕ(t), ϕ(s)) = 0, s 6 t,

êðîìå íóëåâîãî ϕ(t) = 0 . Òîãäà ðåøåíèå x=0 óðàâíåíèÿ (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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Ò å î ð å ì à 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæíî íàéòè ôóíêöèî-
íàë âèäà (3.1) ñ ôóíêöèåé V1 (x) , ïðèíèìàþùåé â ëþáîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
x = 0 îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, è âåðõíåé ïðàâîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé íåðàâåíñòâó (3.2). Ïðè ýòîì îòñóòñòâóþò ðåøåíèÿ x = ϕ (t) óðàâíåíèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

V1 (ϕ (t)) < 0, W1 (ϕ (t)) = 0, W2 (s− t, ϕ (t) , ϕ (s)) .

Òîãäà ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (2.1) íåóñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.2. è 3.3. âûâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 3.1.

4. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî ïîëîæåíèÿ ãî-
ëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè ïîìîùè ÏÈ-ðåãóëÿòîðà

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ñîîòâåò-
ñòâåííî îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà

d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q
= −dÏ

dq
+Q (q, q̇) + U, (4.1)

ãäå T = q̇′A (q) q̇/2 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ èíåðöèîííîé ìàòðèöåé A (q) , q̇ =
dq/dt , Q (q, q̇) � âåêòîð îáîáùåííûõ äèññèïàòèâíûõ è ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë, Q (qi, 0) = 0 ,
Q′q̇ 6 0 , Ï = Ï (q) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, U � îáîáùåííàÿ óïðàâëÿþùàÿ ñèëà, ()′

� îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (4.1), îïðåäåëåíû è
íåïðåðûâíû ïðè âñåõ q ∈ Rn , îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå U íå íàêëàäûâàþòñÿ.

Óðàâíåíèÿ (4.1), ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî q̈ , ïðåäñòàâèì â âèäå:

dq

dt
= q̇,

dq̇

dt
= A−1 (q)

(
C (q, q̇) q̇ +Q (q, q̇)− dÏ

dq
+ U

)
.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû C = (cjk) èíåðöèîííûõ ñèë îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

cjk =
1

2

n∑
i=1

(
∂aik
∂qi

− ∂akj
∂qi

− ∂aij
∂qk

)
q̇j; j, k = 1, ...n.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

q̇ = 0, q = q0 = const. (4.2)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëüíîãî ðåãóëÿòîðà âèäà

U = −dÏu(q)

dq
−
(
df

dq

)′ t∫
0

P (ν − t) (f (q (t))− f (q (ν))) dν, (4.3)

ãäå Ïu ∈ Rn → R åñòü íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, P : R → Rn×n

åñòü íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîèçâîäíîé dP (s)
ds

> 0 , x′ dP (s)
ds

>
α (s) ∥s∥2 , α (s) > 0 , f : R → Rn åñòü íåêîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ
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â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè {q ∈ Rm : ∥q∥ 6 µ = const} êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ
f(c) , èëè, èíà÷å, êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(q) = c .

Ñäåëàåì çàìåíó x = q − q0, y = q′ . Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4.1) ñ óïðàâëåíèåì
(4.3) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä (2.1)

dx(t)

dt
= y(t),

dy(t)

dt
= A−1

1 (x (t)) (C1 (x (t) , y (t)) y (t) +Q1 (x (t) , y (t))− (4.4)

−dÏ1 (x (t))

dt

(
df1 (x (t))

dx

)′ t∫
0

P (ν − t) (f (x (t))− f (x (ν))) dν

 , (4.5)

ãäå èíäåêñîì "1" îáîçíà÷åíû ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé, âõî-
äÿùèõ â (4.2) è (4.3), â ðåçóëüòàòå óêàçàííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Ââåäåì ôóíêöèîíàë

V =
1

2
y′(t)A1 (x (t)) y(t) +Ï1 (x (t))+

+
1

2

t∫
0

(f (x (t))− f (x (ν)))′ P (ν − t) (f (x (t))− f (x (ν))) dν.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé ýòîãî ôóíêöèîíàëà â ñèëó óðàâíåíèé (4.5)

V̇ = −1

2

t∫
0

(f1 (x (t))− f1 (x (ν)))
′ dP (ν − t)

ds
(f1 (x (t))− f1 (x (ν))) dν 6 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó âèäà. Ñîîòâåòñòâåííî òåîðåìàì
3.1.-3.3. íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óïðàâëåíèå (4.3) òàêîâî, ÷òî ôóíêöèÿ
Ï1 (x) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííî-ïîëîæèòåëüíîé, ïðè ýòîì â íåêîòîðîé îáëàñòè {0 <
∥x∥ < ∆} âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî dÏ1

dx
> 0 . Òîãäà ýòî óïðàâëåíèå îáåñïå÷èâàåò ñòàáèëè-

çàöèþ ïðîãðàììíîãî ïîëîæåíèÿ (4.2). Ïðè ýòîì, êàæäîå S S äâèæåíèå ñèñòåìû íåîãðà-

íè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ïðè t→ +∞ ê ìíîæåñòâó äâèæåíèé {ẋ(t) = 0 dÏ(x(t))
dx

= 0} .

Ò å î ð å ì à 4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óïðàâëåíèå (4.3) òàêîâî, ÷òî ôóíêöèÿ
Ï1 (x) ïðèíèìàåò â ëþáîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè x = 0 îòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ, ïðè ýòîì ∥dÏ1

dx
∥ > 0 â îáëàñòè {0 < ∥x∥ < ∆, Ï1(x) < 0} . Òîãäà óïðàâëåíèå (4.3)

ÿâëÿåòñÿ äåñòàáèëèçèðóþùèì.

Òåîðåìû 4.1. è 4.2. ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàê ëèíåéíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ (ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíûõ), òàê è íåëèíåéíûõ, â ðåøåíèè
çàäà÷ î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ãîëîíîìíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå.
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5. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî ïîëîæåíèÿ
äâóõçâåííîãî ìàíèïóëÿòîðà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî ïîëîæåíèÿ äâóõçâåííîãî ìàíèïóëÿ-
òîðà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [10]. Âûáåðåì â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q1 , q2
è q3 óãëû ïîâîðîòà â òðåõ öèëèíäðè÷åñêèõ øàðíèðàõ ìàíèïóëÿòîðà: óãîë ïîâîðîòà q1
êîëîíêè âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, óãîë q2 ïîâîðîòà ïåðâîãî çâåíà äëèíîé l2 è ìàññîé m2

è óãîë q3 ïîâîðîòà âòîðîãî çâåíà äëèíîé l3 è ìàññîé m3 [10]. Ïîëàãàåì, ÷òî íà ñèñòåìó
äåéñòâóþò òîëüêî ñèëû òÿæåñòè, âûðàæàåìûå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

Π(q2, q3) = µ2 sin q2 + µ3 sin(q2 + q3),

ãäå µ2 = gl2(m3 + 0.5m2) , µ3 = 0.5gl3m3 .
Äëÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî ïîëîæåíèÿ q1 = q10, q2 = q20, q3 = q30 ìàíè-

ïóëÿòîðà íàéäåí íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé ðåãóëÿòîð âèäà

Q1 = −λ1 sin(q1(t)− q01)− cos q1(t)
t∫

t−h(t)

p1(ν − t)(sin q1(t)− sin q1(ν))dν,

Q2 = µ2 cos q
0
2 cos(q2(t)− q02) + µ3 cos(q

0
2 + q03) cos(q2(t) + q3(t)− q02 − q03)−

−λ2 sin(q2(t)− q02)− cos q2(t)
t∫

t−h(t)

p2(ν − t)(sin q2(t)− sin q2(ν))dν,

Q3 = µ3 cos(q
0
2 + q03) cos(q2(t) + q3(t)− q02 − q03)− λ3 sin(q3(t)− q03)−

− cos q3(t)
t∫

t−h(t)

p3(ν − t)(sin q3(t)− sin q3(ν))dν,

(5.1)

ãäå λ1 > 0 , λ2 − µ2 − µ3 ≥ ρ1 > 0 , λ3 − µ3 ≥ ρ2 > 0 , ρ1ρ2 > µ2
3 .

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü â ñèñòåìå MathCad ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ ìàíèïóëÿòîðà

m2 = m3 = 20 êã, l2 = l3 = 1 ì.

Áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîãðàììíîé ïîçèöèè

q01 = π ðàä, q02 =
π

3
ðàä, q03 =

π

4
ðàä.

Íàéäåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ (5.1)

λ1 = 10, λ2 = 500, λ3 = 200, pi(ν − t) = ek(ν−t)+8 (i = 1, 2, 3), k = 10.

Íà ðèñóíêàõ 5.1 � 5.3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå
0 ≤ t ≤ 25c . Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû ãðàôèêè äåéñòâèòåëüíîãî äâèæåíèÿ, à øòðè-
õîâîé � çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììíîé ïîçèöèè. Âèäíî, ÷òî ïðè íà÷àëüíûõ îò-
êëîíåíèÿõ îò ïðîãðàììíîé ïîçèöèè, ðàâíûõ 0, 8 ðàä , ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ äàííîãî
ïîëîæåíèÿ.
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Ð è ñ ó í î ê 5.1

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëîâîé êîîðäèíàòû êîëîíêè îò âðåìåíè.

Ð è ñ ó í î ê 5.2

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëîâîé êîîðäèíàòû ïåðâîãî çâåíà ìàíèïóëÿòîðà îò âðåìåíè.

Ð è ñ ó í î ê 5.3

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëîâîé êîîðäèíàòû âòîðîãî çâåíà ìàíèïóëÿòîðà îò âðåìåíè.
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On Modeling a nonlinear integral regulator on the base of

the Volterra equations

c⃝ A. S. Andreev4, O.A. Peregudova5, S. Yu. Rakov6

Abstract. Synthesis of discrete-time control which solves the problem of stabilization of holonomic
mechanical systems' program motion is considered. Such systems are described by Lagrange
equations of the second kind. Digital control signals are used in computer-containing control
systems for continuous processes. Development of models for such controlled processes leads to
investigation of continuous-discrete systems with state described by a continuous function and
discrete control functions. This paper proposes an approach for constructing of controller taking
into account non-linearity of the system and non-stationarity of program motion. By means
of Lyapunov vector function and the comparison system su�cient conditions of given program
motion's stabilization are obtained. A feature of the article is in solving of the problem by use
of Lyapunov vector function with components that explicitly depend on time, and are nonlinear
with respect to the generalized coordinates. It allows to solve the stabilization problem in general
having the possibility to select the most suitable control parameters for each particular system.

Key Words: stabilization, control, discrete-time control, synthesis of control for mechanical
systems, Lyapunov vector-function, comparison systems, nonstationary nonlinear dynamical
systems
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ÓÄÊ 519.17

Ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ

îãðàíè÷åííûìè ìèíîðàìè èõ ìàòðèö îãðàíè÷åíèé

c⃝ Ä.Â. Ãðèáàíîâ1, Ä.Ñ. Ìàëûøåâ2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ åñòåñòâåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíî-
æåñòâå, î âåðøèííîì è î ðåáåðíîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå êàê çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî C â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü îáåèõ çàäà÷ î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå â êëàññå ãðàôîâ, ó êîòî-
ðûõ âñå ìèíîðû ìàòðèö ñìåæíîñòè âåðøèí èëè ðåáåð íå ïðåâîñõîäÿò C ïî àáñîëþòíîìó
çíà÷åíèþ. Â ñòàòüå òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíî-
æåñòâå è êëàññà ãðàôîâ, êîòîðûé çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé âñåõ ìèíîðîâ
ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ ïîïîëíåíèåì òðàíñïîíèðîâàííûõ ìàòðèö èíöèäåíòíîñòè âåêòîðàìè èç
îäíèõ åäèíèö.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóëåâî ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå,
çàäà÷à î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå, ìàòðè÷íûé ìèíîð, ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì

1. Ââåäåíèå

Ïðÿìàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÏÇËÏ äëÿ êðàòêîñòè) � çàäà÷à ïîèñêà
ðåøåíèÿ, ìàêñèìèçèðóþùåãî çàäàííóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íà
çàäàííîì ïîëèýäðå ñ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèé è öåëî÷èñëåííûì âåêòîðîì
ïðàâîé ÷àñòè. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ çàäàííûõ A ∈ Zm×n,b ∈ Zm, c ∈ Zn , ÏÇËÏ ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ðåøèòü ñëåäóþùóþ ïðÿìóþ ëèíåéíóþ ïðîãðàììó (êðàòêî, ï.ë.ï.):

max cTx

Ax ≤ b,

x ≥ 0n,

ãäå 0n � âåêòîð ñ n êîìïîíåíòàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íóëåì, x � âåêòîð
èç n ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü. Ïðÿìàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ
ïðîãðàììà (ï.ö.ë.ï.) � ï.ë.ï., â êîòîðîé íàëîæåíî òðåáîâàíèå öåëî÷èñëåííîñòè íà çíà÷å-
íèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ. Â ïðÿìîé áóëåâîé ëèíåéíîé ïðîãðàììå (ï.á.ë.ï.) êàæäûé ýëåìåíò
âõîäíûõ äàííûõ A,b, c ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {0, 1} è äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé íàëî-
æåíî òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ýòîìó ìíîæåñòâó. Çàäàííàÿ ï.ö.ë.ï. (ï.á.ë.ï.) ÿâëÿåòñÿ
ýêçåìïëÿðîì ìàññîâîé ïðÿìîé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî (áóëåâà) ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (êðàòêî, ÏÇÖËÏ è ÏÇÁËÏ).

Äâîéñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà (êðàòêî, ä.ë.ï.) äëÿ ï.ë.ï., çàïèñàííîé âûøå, ýòî
ïðîãðàììà:

min bTy

ATy ≥ c,

y ≥ 0m.

1 Àññèñòåíò êàôåäðû àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, dimitry.gribanov@gmail.com

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíè-
âåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Í. Íîâãîðîä; dsmalyshev@rambler.ru
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Ðàçëè÷èå ìåæäó äâîéñòâåííûìè öåëî÷èñëåííûìè (áóëåâûìè) ëèíåéíûìè ïðîãðàììà-
ìè (êðàòêî, ä.ö.ë.ï. è ä.á.ë.ï.) è ä.ë.ï. òàêîå æå, êàê è â ñëó÷àå ïðÿìûõ ïðîãðàìì, ò.å.
íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå öåëî÷èñëåííîñòè (áóëåâîñòè) íà âñå âõîäíûå äàííûå è ïåðå-
ìåííûå. Ìàññîâàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî (áóëåâà) ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (êðàòêî, ÄÇÖËÏ è ÄÇÁËÏ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðåøèòü çàäàííóþ ä.ö.ë.ï.
(ä.á.ë.ï.).

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÏÇËÏ è ÄÇËÏ �
àëãîðèòìû Ë. Õà÷èÿíà [9], Í. Êàðìàðêàðà [8], Þ. Íåñòåðîâà (ñì. [11] è [12]). Ê ñîæà-
ëåíèþ, ÏÇÁËÏ è ÄÇÁËÏ ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè, ò.ê. íåêîòîðûå NP-òðóäíûå çàäà÷è
ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ÷åðåç ï.á.ë.ï. è ä.á.ë.ï. Òåì ñàìûì, ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíî-
ìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÏÇÁËÏ è ÄÇÁËÏ ìàëîâåðîÿòíî. Ïîýòîìó âûçûâàåò
èíòåðåñ ïîèñê ñëó÷àåâ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ÏÇÁËÏ è ÄÇÁËÏ.

Íàïîìíèì, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ âïîëíå óíèìîäóëÿðíîé, åñëè êàæ-
äûé åå ìèíîð ðàâåí ëèáî +1 , ëèáî −1 , ëèáî 0 . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå îïòèìàëüíûå
ðåøåíèÿ ëþáîé ï.ë.ï. èëè ä.ë.ï. ñ âïîëíå óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèé ÿâëÿ-
þòñÿ öåëî÷èñëåííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ï.ë.ï. è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ï.ö.ë.ï. ñ
âïîëíå óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèé ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñîâïàäà-
þò. Ïîýòîìó ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ÏÇËÏ è ÄÇËÏ (íàïðèìåð,
àëãîðèòìû èç [8],[9],[11],[12]) òàêæå ðåøàåò ÏÇÖËÏ è ÄÇÖËÏ ñ âïîëíå óíèìîäóëÿð-
íûìè ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé. Ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå
áèìîäóëÿðíîãî ñëó÷àÿ, ò.å. ìàòðèö îãðàíè÷åíèé, ìîäóëü êàæäîãî ìèíîðà êîòîðûõ ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó {0, 1, 2} . Òàêæå áûëî áû èíòåðåñíûì èññëåäîâàòü ñëîæíîñòü ÏÇÖËÏ è
ÄÇÖËÏ ñ ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé, èìåþùèìè îãðàíè÷åííûå ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ
ìèíîðû. Èìååòñÿ ïðåäïîëîæåíèå (äî ñèõ ïîð íå äîêàçàííîå), ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðî-
âàííîãî c ÏÇÖËÏ è ÄÇÖËÏ ðåøàþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â êëàññå ëèíåéíûõ
ïðîãðàìì, ëþáîé ìèíîð ìàòðèö îãðàíè÷åíèé êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò c ïî àáñîëþòíîìó
çíà÷åíèþ [14]. Ñóùåñòâóþò (ñì. [14]) âàðèàíòû ýòîé ãèïîòåçû, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ

ðàñøèðåííûå ìàòðèöû

(
cT

A

)
è
(
A b

)
.

Ê ñîæàëåíèþ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàêîïëåíî ñîâñåì íåìíîãî ðåçóëüòàòîâ î ñëîæíîñòè
ÏÇÖËÏ è ÄÇÖËÏ äëÿ êëàññîâ ëèíåéíûõ ïðîãðàìì ñ îãðàíè÷åííûìè ìèíîðàìè. Òàê,
ñëîæíîñòíûå ñòàòóñû ÏÇÖËÏ è ÄÇÖËÏ ñ áèìîäóëÿðíûìè ìàòðèöàìè îãðàíè÷åíèé äî
ñèõ ïîð íå èçâåñòíû. Øàã íàâñòðå÷ó âûÿñíåíèþ ñëîæíîñòè â áèìîäóëÿðíîì ñëó÷àå áûë
ñäåëàí â ðàáîòå [15]. Èìåííî, áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàíã áèìîäóëÿðíîé m×n ìàòðèöû
A ðàâåí n è êàæäàÿ n × n ïîäìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ï.ö.ë.ï.
ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â ðàáîòå [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ÏÇÖËÏ
ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ìàòðèö îãðàíè÷åíèé, â êîòîðûõ âñå äåòåðìèíàíòû
êâàäðàòíûõ ïîäìàòðèö ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ëåæàò ìåæäó 1 è ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé
êîíñòàíòîé. Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè A � áóëåâà ìàòðèöà, èìåþùàÿ íå áîëåå ÷åì 2
åäèíèöû â êàæäîé ñòðîêå,b è c � áóëåâû âåêòîðà, è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ âñåõ ìèíîðîâ

ìàòðèöû

(
cT

A

)
íå ïðåâîñõîäÿò C ′ , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ï.á.ë.ï. ìîæåò áûòü ðåøåíà çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî C ′ . Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò ãðàôîâóþ
ïðèðîäó, ò.ê. ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå (çàäà÷è ïîèñêà
â ãðàôå ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí íàèáîëüøåé ìîùíîñòè) äëÿ çàäàííîãî
ãðàôà G èìååò òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè IT(G) ãðàôà G â êà÷åñòâå
ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé.

Ìû ðàññìàòðèâàåì åñòåñòâåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, î âåð-
øèííîì è î ðåáåðíîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå êàê çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
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ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äîêàçûâàåì ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü ýòèõ çàäà÷ äëÿ êëàñ-
ñîâ ãðàôîâ, èìåþùèõ îãðàíè÷åííûå ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ìèíîðû (ðàñøèðåííûõ)
ìàòðèö îãðàíè÷åíèé.

2. Íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è íà ãðàôàõ è èõ ÁËÏ-
ïîñòàíîâêè

Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ãðàôå � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî åãî ïîïàðíî íåñìåæíûõ
âåðøèí. Ðàçìåð íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí ãðàôà G
íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç α(G) . Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì
ìíîæåñòâå (êðàòêî, ÇÍÌ) äëÿ çàäàííûõ ãðàôà G è ÷èñëà k ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî α(G) ≥ k èëè íåò. Ýòî êëàññè÷åñêàÿ NP-ïîëíàÿ
çàäà÷à íà ãðàôàõ.

Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè è m ðåáðàìè, ÇÍÌ ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàíà â âèäå ñëåäóþùåé ï.á.ë.ï.:

max jTnx

IT(G)x ≤ jm,

x ∈ {0, 1}n,

ãäå jk � âåêòîð c k êîìïîíåíòàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïåðåìåííàÿ xv � èíäèêàòîð òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò
îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ ÇÍÌ. Íåðàâåíñòâî xv + xu ≤ 1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñìåæíûå âåð-
øèíû u è v îäíîâðåìåííî íå ïðèíàäëåæàò íèêàêîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ ïðîãðàììû,
ò.å. ÷òî ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü ISP (c) � ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ G òàêèõ, ÷òî àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ âñåõ ìè-

íîðîâ ìàòðèöû

(
jTn

IT(G)

)
íå ïðåâîñõîäÿò c . Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ôèêñèðîâàííîãî c ÇÍÌ ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ ãðàôîâ èç ISP (c) çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå ïîëó÷åí â ðàáîòå [1], íî íàøå äîêàçàòåëüñòâî áîëåå
ïðîñòîå è êîìïàêòíîå.

Âåðøèííûì äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî D ⊆
V (G) òàêîå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà V (G) \ D èìååò ñîñåäà â D . Ðàçìåð äîìè-
íèðóþùåãî ìíîæåñòâà ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ âåðøèííûì
÷èñëîì äîìèíèðîâàíèÿ ãðàôà G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç γ(G) . Çàäà÷à î âåðøèííîì äîìè-
íèðóþùåì ìíîæåñòâå (êðàòêî, ÇÂÄÌ) ñîñòîèò äëÿ çàäàííûõ ãðàôà G è ÷èñëà k â
òîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî γ(G) ≤ k èëè íåò. Çàäà÷à î ðåáåðíîì
äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå (êðàòêî, ÇÐÄÌ) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. ÇÂÄÌ
è ÇÐÄÌ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè NP-ïîëíûìè çàäà÷àìè íà ãðàôàõ.

Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè è m ðåáðàìè, ÇÂÄÌ è ÇÐÄÌ ìîãóò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ñëåäóþùèõ ä.á.ë.ï.:

min jTny min jTmy

(Av(G) + In)y ≥ jn, (Ae(G) + Im)y ≥ jm,

y ∈ {0, 1}n y ∈ {0, 1}m,

ãäå Av(G) è Ae(G) � ìàòðèöû ñìåæíîñòè âåðøèí è ðåáåð ãðàôà G , ñîîòâåòñòâåííî, à Ik
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà k . Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïåðâàÿ ïðîãðàììà äåéñòâèòåëüíî
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çàäàåò ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôà G . Ïåðåìåííàÿ yv ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôà
G . Íåðàâåíñòâî xv +

∑
u∈N(v)

xu ≥ 1 , ãäå N(v) � îêðåñòíîñòü âåðøèíû v , ãàðàíòèðóåò,

÷òî ìíîæåñòâî {v}∪N(v) ñîäåðæèò ýëåìåíò ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, ò.å. ÷òî ëþáîå
äîïóñòèìîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü VDSP (c) è EDSP (c) � ìíîæåñòâà âñåõ ãðàôîâ G òàêèõ, ÷òî àáñîëþòíûå
çíà÷åíèÿ âñåõ ìèíîðîâ ìàòðèö Av(G)+In è Ae(G)+Im íå ïðåâîñõîäÿò c , ñîîòâåòñòâåííî.
Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÂÄÌ ìîæåò áûòü
ðåøåíà äëÿ ãðàôîâ èç VDSP (c) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêæå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÐÄÌ ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ ãðàôîâ èç EDSP (c) çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

3. Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ãðàô H íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G , åñëè H ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì âåðøèí
è ðåáåð (óäàëåíèå âåðøèíû ïðåäïîëàãàåò óäàëåíèå âñåõ èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð). Ãðàô
H íàçûâàåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G , åñëè H ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç G
óäàëåíèåì âåðøèí.

Êëàññ ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ
âåðøèí. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ X ìîæåò áûòü çàäàí ìíîæå-
ñòâîì Y ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ, ò.å. ãðàôîâ, ìèíèìàëüíûõ (îòíîñè-
òåëüíî óäàëåíèÿ âåðøèí) íå ïðèíàäëåæàùèõ X . Ïðè ýòîì ïðèíÿòà çàïèñü X = Free(Y) .
Ñèëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ � íàñëåäñòâåííûé êëàññ, çàìêíóòûé åùå è îòíîñè-
òåëüíî óäàëåíèÿ ðåáåð. Ëþáîé ñèëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ X ìîæåò áûòü çàäàí
ìíîæåñòâîì Y ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîäãðàôîâ. Ïðè ýòîì ïðèíÿòà çàïèñü X = Frees(Y) .

Äëÿ ëþáîãî c êëàññû ISP (c) è EDSP (c) ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íàñëåäñòâåííûìè. Äëÿ
ëþáîãî c êëàññ VDSP (c) ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ìîæíî ðàçáèòü íà íå áîëåå
÷åì äâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâà.

Ãðàô ñìåæíîñòè ðåáåð ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ðåáåðíûì ê G .
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö:

1. Jn � ìàòðèöà ïîðÿäêà n , ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ åäèíèö,

2. On � ìàòðèöà ïîðÿäêà n , ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ íóëåé,

3. In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ,

4. jn � âåêòîð ñ n êîìïîíåíòàìè, ñîñòîÿùèé èç îäíèõ åäèíèö,

5. on � âåêòîð ñ n êîìïîíåíòàìè, ñîñòîÿùèé èç îäíèõ íóëåé,

6. AT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A ,

7. I(G) � ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ãðàôà G ,

8. Av(G) � ìàòðèöà ñìåæíîñòè âåðøèí ãðàôà G ,

9. Ae(G) � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ðåáåð ãðàôà G .

Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 3



Ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ îãðàíè÷åííûìè ìèíîðàìè èõ . . . 23

1. Kp,q � ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñ p âåðøèíàìè â ïåðâîé äîëå è q âåðøèíàìè âî
âòîðîé äîëå,

2. K ′
1,p � ãðàô, ïîëó÷åííûé èç ãðàôà K1,p ïîäðàçáèåíèåì êàæäîãî åãî ðåáðà,

3. Kn � ïîëíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè,

4. On � ïóñòîé ãðàô ñ n âåðøèíàìè,

5. An � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {v1, . . . , vn, u1, . . . , un} è ìíîæåñòâîì ðåáåð
{vivj| i ̸= j} ∪ {v1u1, v2u2, . . . , vnun} ,

6. Bn � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {v1, . . . , vn, u1, . . . , un} è ìíîæåñòâîì ðåáåð
{vivj| i ̸= j} ∪ {uiuj| i ̸= j} ∪ {v1u1, v2u2, . . . , vnun} ,

7. Paln � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {v1, . . . , v2n+1, u1, . . . , un} è ìíîæåñòâîì ðåáåð
{vivi+1| 1 ≤ i ≤ 2n} ∪ {v2iui| 1 ≤ i ≤ n} ,

8. kG � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå k êîïèé ãðàôà G ,

9. äëÿ ãðàôà G è ïîäìíîæåñòâà V ′ ⊆ V (G) , G[V ′] � ïîäãðàô G , ïîðîæäåííûé ïîä-
ìíîæåñòâîì V ′ , G \ V ′ � ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç G âñåõ âåðøèí ïîäìíîæåñòâà V ′ ,

10. N(x) � îêðåñòíîñòü âåðøèíû x , N [x] , N(x) ∪ {x} .

4. Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå

4.1. Íåêîòîðîå âêëþ÷åíèå

Ë å ì ì à 4.1. Äëÿ ëþáîãî c ≥ 2 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ISP (c) ⊆ Frees({Palc}) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M(k, a) � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðè-

öû

(
jT3k+1

IT(Palk)

)
èçìåíåíèåì 1 íà a â ýëåìåíòå, ñîîòâåòñòâóþùåì âåðøèíå u1 â ïåðâîé

ñòðîêå. Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó ìàòðèöû M(k, a) , ïîðîæäåííóþ ñòîëáöàìè, ñîîòâåòñòâó-
þùèìè âåðøèíàì v1, v2, v3, u1 , à òàêæå ïåðâîé ñòðîêîé è ñòðîêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

ðåáðàì v1v2, v2v3, v2u1 . Ýòà ìàòðèöà M′ èìååò âèä


a 1 1 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 , ãäå ïåðâûé åå ñòîëáåö

ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå u1 , (i + 1) -ûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå vi äëÿ ëþáîãî
1 ≤ i ≤ 3 , âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì u1v2, v1v2, v2v3 ,
ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ïîêàçûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàöèé ñî ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû M′ :
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a 1 1 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 −→


a 0 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 −→


a 0 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1

 −→


0 0 −a 1
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1

 −→


0 0 −a 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1

 −→


0 0 −a 1 + a
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 −→


0 0 0 1 + a
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà M(k, a) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ

ê ìàòðèöå


1 0 0 oT3k−2

0 1 0 oT3k−2

0 0 1 oT3k−2

o3k−2 o3k−2 o3k−2 M(k − 1, a+ 1)

 . Ñëåäîâàòåëüíî, | det(M(k, a))| =

| det(M(k − 1, a + 1))| , ò.å. | det(M(k, a))| = | det(M(1, a + k − 1))| . Î÷åâèäíî, ÷òî

det(M(1, a)) = −1−a . Ñëåäîâàòåëüíî, | det(M(k, a))| = |a+k| . Ò.ê. M(k, 1) =

(
jT3k+1

IT(Palk)

)
,

òî | det
(

jT3k+1

IT(Palk)

)
| = k + 1 .

Ìàòðèöà

(
jT3k+1

IT(Palk)

)
ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèé ÇÍÌ äëÿ ãðàôà

Palk . Ñëåäîâàòåëüíî, ISP (c) íå ñîäåðæèò ãðàôà Palc . Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ISP (c) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî íàñëåäñòâåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, âêëþ÷åíèå ISP (c) ⊆ Frees({Palc}) èìååò
ìåñòî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4.2. Òåîðåìà Ðèäà

Ïîêðûòèå íå÷åòíûõ öèêëîâ ãðàôà G � ïîäìíîæåñòâî X ⊆ V (G) òàêîå, ÷òî ãðàô
G \X ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

Ýëåìåíòàðíîé ñòåíîé âûñîòû h íàçûâàåòñÿ ãðàô, ñîñòîÿùèé èç h óðîâíåé, êàæäûé
èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç h ¾êèðïè÷åé¿, ãäå ïîä ¾êèðïè÷îì¿ ïîíèìàåòñÿ ïðîñòîé öèêë äëèíû
øåñòü, åñëè óðîâåíü íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì è íèæíèì, èíà÷å ýòî ïðîñòîé öèêë äëèíû ïÿòü.
Ýëåìåíòàðíàÿ ñòåíà âûñîòû 5 èçîáðàæåíà íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ýëåìåíòàðíàÿ ñòåíà âûñîòû 5

Ñòåíà Ýøåðà âûñîòû h ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ýëåìåíòàðíîé ñòåíû âûñîòû h ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü (v1, . . . , vh+1) è (u1, . . . , uh+1) � âåðõíèé è íèæíèé ïóòè ýëåìåí-
òàðíîé ñòåíû âûñîòû h , ñîîòâåòñòâåííî. Ìû çàìåíÿåì êàæäîå ðåáðî (vi, vi+1) íà ïðîñòîé
ïóòü (vi, w

′
i, vi+1) è êàæäîå ðåáðî (ui, ui+1) íà ïðîñòîé ïóòü (ui, w

′′
i , ui+1) . Äàëåå, äëÿ

êàæäîãî i ìû äîáàâëÿåì ðåáðî (w′
i, w

′′
h+1−i) è ïîäðàçáèâàåì åãî. Ñòåíà Ýøåðà âûñîòû 4

èçîáðàæåíà íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 3



Ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ îãðàíè÷åííûìè ìèíîðàìè èõ . . . 25

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ñòåíà Ýøåðà âûñîòû 4

Á. Ðèä äîêàçàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò â ðàáîòå [13].

Ò å î ð å ì à 4.1. Äëÿ ëþáûõ k è h ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî t(k, h) , ÷òî åñëè
G � ãðàô, íå ñîäåðæàùèé k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì íå÷åòíûõ öèêëîâ è íå
ñîäåðæàùèé ñòåíû Ýøåðà âûñîòû h â êà÷åñòâå ïîäãðàôà, òî G ñîäåðæèò ïîêðûòèå
íå÷åòíûõ öèêëîâ, èìåþùåå íå áîëåå t(k, h) ýëåìåíòîâ.

4.3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà

Ò å î ð å ì à 4.2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç ISP (c) ìî-
æåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô èç ISP (c) è c∗ , ⌈log2(c)⌉+1 .
Åñëè G ñîäåðæèò c∗ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì íå÷åòíûõ öèêëîâ, òî ìàòðèöà I(G)
ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó, èìåþùóþ c∗ áëîêîâ, îïðåäåëèòåëü êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâåí 2
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ìàòðèöà ñîäåðæèò ìèíîð, àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî 2c

∗
, ÷òî áîëüøå, ÷åì c . Ïîýòîìó G íå ñîäåðæèò c∗ íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ ïî âåðøèíàì íå÷åòíûõ öèêëîâ.
Î÷åâèäíî, ãðàô Palc ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ñòåíû Ýøåðà âûñîòû c . Ïî

Ëåììå 4.1 è Òåîðåìå 4.1 ãðàô G èìååò ïîêðûòèå íå÷åòíûõ öèêëîâ X ìîùíîñòè íå áîëåå
t(c∗, c) . Ýòî ïîêðûòèå ìîæåò áûòü íàéäåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïîñêîëüêó ìîæíî çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííûé ãðàô äâóäîëüíûì èëè íåò. ßñíî,
÷òî α(G) = max

X′⊆X,X′ � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî

(|X ′| + α(G \ (X ∪
∪

v∈X′
N(v)))) è ÷òî äëÿ ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà X ′ ìíîæåñòâà X ïîäãðàô G\ (X∪
∪

v∈X′
N(v)) ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì. ÇÍÌ

ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [16]. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç ISP (c) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê
ÇÍÌ äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÍÌ äëÿ ãðàôîâ
èç ISP (c) ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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5. Çàäà÷à î âåðøèííîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå

5.1. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ë å ì ì à 5.1. Ïóñòü c � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è c∗ , ⌈log2(c)⌉+1 . Òîãäà
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå VDSP (c) ⊆ Free({K1,c+2, Ac+2, Bc+1, c

∗K1,3, c
∗A3}) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé Av(K1,c+2) + Ic+3 ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôà

K1,c+2 ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé

(
1 jTc+2

jc+2 Ic+2

)
ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí −c− 1 , ò.ê. îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ìàòðèöå

(
−c− 1 oTc+2

oc+2 Ic+1

)
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé ÇÂÄÌ äëÿ
ãðàôà c∗K1,3 ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé ìàòðèöåé, èìåþùåé c∗ áëîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìå-
åò îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé −2 . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü âñåé ìàòðèöû ðàâåí (−2)c

∗
,

÷òî ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ áîëüøå, ÷åì c . Ñëåäîâàòåëüíî, K1,c+2 ̸∈ VDSP (c) è
c∗K1,3 ̸∈ VDSP (c) . Ò.ê. VDSP (c) ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
VDSP (c) ⊆ Free({K1,c+2, c

∗K1,3}) .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôîâ Ac+2 è Bc+1 èìååò ìàòðèöû îãðàíè÷å-

íèé

(
Jc+2 Ic+2

Ic+2 Ic+2

)
è

(
Jc+1 Ic+1

Ic+1 Jc+1

)
, ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïðèâå-

äåíà ê ìàòðèöå

(
Jc+2 − Ic+2 Oc+2

Oc+2 Ic+2

)
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëá-

öîâ. Ìàòðèöà Jc+2 − Ic+2 ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòîì, ÷åé îïðåäåëèòåëü ðàâåí
c+1∏
j=0

p(wj) , ãäå

p(x) , x + x2 + . . . + xc+1 è wj , e2πi·
j

c+2 [7]. ßñíî, ÷òî p(w0) = c + 1 è p(x) =

x + x2 + . . . + xc+1 = xc+2−1
x−1

− 1 äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x ̸= 1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

p(wj) = −1 äëÿ ëþáîãî j ∈ 1, c+ 1 . Ïîýòîìó |det(Jc+2−Ic+2)| = c+1 . Òàêèì îáðàçîì, ãðà-
ôû Ac+2 è c∗A3 íå ïðèíàäëåæàò êëàññó VDSP (c) , ò.å. VDSP (c) ⊆ Free({Ac+2, c

∗A3}) .

Ïîäìàòðèöà ìàòðèöû

(
Jc+1 Ic+1

Ic+1 Jc+1

)
, ïîðîæäåííàÿ ïåðâûìè c+2 ñòðîêàìè è ïîñëåäíèìè

c+ 2 ñòîëáöàìè, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé

(
jc+1 Ic+1

0 jTc+1

)
. Àáñîëþòíîå çíà÷åíèå åå îïðåäåëèòåëÿ

ðàâíî c+ 1 . Ïîýòîìó VDSP (c) ⊆ Free({Bc+1}) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

×åðåç R(a, b) ìû îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî Ðàìñåÿ, ò.å. íàèìåíüøåå ÷èñëî n
òàêîå, ÷òî ëþáîé ãðàô ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèò ëèáî Ka , ëèáî Ob â êà÷åñòâå ïîðîæäåí-
íîãî ïîäãðàôà.

Ë å ì ì à 5.2. Ïóñòü G ∈ VDSP (c) è D � ïðîèçâîëüíîå åãî ìèíèìàëüíîå äîìè-
íèðóþùåå ìíîæåñòâî. Òîãäà G[D] ∈ Free({KR(c+1,c+2)}) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G[D] ñîäåðæèò ïîëíûé ïîäãðàô ñ
k ≥ R(c + 1, c + 2) âåðøèíàìè. Ïóñòü âåðøèíû v1, . . . , vk ïîðîæäàþò ýòîò ïîëíûé ïîä-
ãðàô. Ïîñêîëüêó D � ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G , òî äëÿ ëþáîãî

i ∈ 1, k ñóùåñòâóåò âåðøèíà ui ∈ N(vi) \
k∪

j=1,j ̸=i

N(vj) . Ïî òåîðåìå Ðàìñåÿ ïîðîæäåííûé
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ïîäãðàô G[{u1, . . . , uk}] ãðàôà G ñîäåðæèò ëèáî Kc+1 , ëèáî Oc+2 â êà÷åñòâå ïîðîæäåí-
íîãî ïîäãðàôà. Ñëåäîâàòåëüíî, G ñîäåðæèò ëèáî Ac+2 , ëèáî Bc+1 â êà÷åñòâå ïîðîæäåí-
íîãî ïîäãðàôà. Ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäûäóùåé ëåììîé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå
ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 5.3. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô èç êëàññà VDSP (c) , r � ïðîèç-
âîëüíàÿ âåðøèíà G , Vk(r) � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G , ðàñïîëîæåííûõ íà ðàñ-
ñòîÿíèè k îò âåðøèíû r . Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fc(·) : N ∪ {0} −→ N òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî k âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî α(G[Vk(r)]) ≤ fc(k) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî Ëåììå 5.1 ìîæíî ïîëîæèòü fc(0) = 1 è fc(1) = c+1 . Ïóñòü
k ≥ 2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fc(0), fc(1), . . . , fc(k − 1) óæå îïðåäåëåíû. Îïðåäåëèì fc(k) .
Ïóñòü Sk � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G[Vk(r)] ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí.
Ïóñòü Dk−1 � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà

∪
x∈Sk

N(x)∩Vk−1(r) , äîìèíèðóþùåå Sk è èìåþùåå

ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí. Ïî Ëåììå 5.1 íè îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà Dk−1 íå ìî-
æåò áûòü ñìåæíà ñ c+2 âåðøèíàìè ìíîæåñòâà Sk . Ñëåäîâàòåëüíî, |Dk−1| ≥ |Sk|

c+1
ïî ïðèí-

öèïó Äèðèõëå. Ò.ê. êëàññ VDSP (c) ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì è G ∈ VDSP (c) , òî ïîðîæ-
äåííûé ïîäãðàô G[Dk−1∪Sk] ãðàôà G ïðèíàäëåæèò êëàññó VDSP (c) . Ïî íàøåìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ G[Dk−1] ∈ Free({Ofc(k−1)+1}) . Ïî Ëåììå 5.2 G[Dk−1] ∈ Free({KR(c+1,c+2)}) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðàìñåÿ |Dk−1| ≤ R(R(c + 1, c + 2), fc(k − 1) + 1) . Ïîýòî-
ìó |Sk| ≤ (c + 1)R(R(c + 1, c + 2), fc(k − 1) + 1) . Òåì ñàìûì, ìû ìîæåì ïîëîæèòü
fc(k) = (c+ 1)R(R(c+ 1, c+ 2), fc(k − 1) + 1) + 1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

(K1,3, A3) -óïàêîâêà ãðàôà G � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî {G1, G2, . . . , Gs} ãðàôîâ òà-
êîå, ÷òî:

1. äëÿ ëþáîãî i ãðàô Gi ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G , èçîìîðôíûì
ëèáî K1,3 , ëèáî A3 ,

2. äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i è j ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôîâ Gi è Gj íå ïåðåñåêàþòñÿ
è íå ñóùåñòâóåò äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí u ∈ Gi è v ∈ Gj .

(K1,3, A3) -óïàêîâêà íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Ïî Ëåììå 5.1 ëþáàÿ (K1,3, A3) -óïàêîâêà ëþáîãî ãðàôà èç
VDSP (c) èìååò íå áîëåå [log2(c)] ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîìîðôåí K1,3 , è íå
áîëåå [log2(c)] ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîìîðôåí A3 . Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ
îïòèìàëüíàÿ (K1,3, A3) -óïàêîâêà ëþáîãî ãðàôà èç VDSP (c) ìîæåò áûòü íàéäåíà çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ò.ê. îíà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ ïîäìíîæåñòâ åãî
âåðøèí, èìåþùèõ íå áîëåå (4 + 6)[log2(c)] ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé ãðàô èç VDSP (c) è P , {G1, . . . , Gs} � íåêîòî-
ðàÿ îïòèìàëüíàÿ åãî (K1,3, A3) -óïàêîâêà. Ïóñòü Nd(P ) , {x ∈ V (G)| ∃i ∈ 1, s ∃y ∈ V (Gi)
òàêàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y íå ïðåâîñõîäèò d} . Ïóñòü DG , {D∗| D∗ � ïîäìíî-
æåñòâî ìíîæåñòâà N2(P ) , äîìèíèðóþùåå N1(P )} . Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà D∗ ∈ DG ìû
óäàëèì êàæäóþ âåðøèíó G , äîìèíèðóåìóþ ìíîæåñòâîì D∗ (D∗ äîìèíèðóåò êàæäóþ
âåðøèíó D∗ ). Ïîëó÷åííûé ãðàô îáîçíà÷èì ÷åðåç G(D∗) .

Ë å ì ì à 5.4. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà D∗ ∈ DG ãðàô G(D∗) ïðèíàäëåæèò êëàññó
Free({K1,3, A3}) . Åñëè D � äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G ñ íàèìåíüøèì êîëè÷å-
ñòâîì âåðøèí, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî γ(G) ≥ γ(G(D ∩N2(P ))) + |D ∩N2(P )| .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî V (G(D∗)) ∩ N1(P ) = ∅ ïî îïðåäåëåíèþ ãðà-
ôà G(D∗) . Îòñþäà è èç îïòèìàëüíîñòè óïàêîâêè P ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G(D∗) íå ìî-
æåò ñîäåðæàòü íè K1,3 , íè A3 â êà÷åñòâå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà. Äðóãèìè ñëîâàìè,
G(D∗) ∈ Free({K1,3, A3}) .

Ïóñòü D̃ , D ∩ N2(P ) è D′ , D \ D̃ . ßñíî, ÷òî D̃ ∈ DG . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G(D̃) , èìåþùåå íå áîëåå |D′| ýëåìåíòîâ. Ýòî î÷åâèäíî,
åñëè D′ ⊆ V (G(D̃)) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà x ∈ D′ \ V (G(D̃)) . Çàìå-
òèì, ÷òî x ̸∈ N2(P ) . Ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôà G(D̃) ñóùåñòâóåò âåðøèíà y ∈ D̃ òàêàÿ, ÷òî
xy ∈ E(G) . ßñíî, ÷òî y ∈ N2(P ) \ N1(P ) . Ò.ê. D � äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà
G ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí, òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà z ∈ N(x) \

∪
v∈D,v ̸=x

N [v] .

Ñëåäîâàòåëüíî, z íå äîìèíèðóåòñÿ ìíîæåñòâîì D̃ . Ïîýòîìó âåðøèíà z ïðèíàäëåæèò
ãðàôó G(D̃) . Ìíîæåñòâî N(x) ∩ V (G(D̃)) ïîðîæäàåò ïîëíûé ãðàô. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè îíî ñîäåðæèò äâå íåñìåæíûå âåðøèíû v è u , òî N(y) ∩ {v, u} = ∅ è âåðøèíû
x, y, v, u ïîðîæäàþò ïîäãðàô K1,3 . Ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. óïàêîâêà P ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíîé. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî (D′ \ {x}) ∪ {z} äîìèíèðóåò V (G(D̃)) . Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî D′′ ãðàôà G(D̃) , ñîäåðæàùåå íå áîëåå |D′| âåð-
øèí. Ìíîæåñòâî D̃ ∪ D′′ ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì ãðàôà G . Áîëåå òîãî,
|D̃ ∪ D′′| = |D̃| + |D′′| ≤ |D̃| + |D′| = |D| = γ(G) . Ò.ê. γ(G(D̃)) ≤ |D′′| , òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî γ(G) ≥ γ(G(D̃)) + |D̃| .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

5.2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà

Ò å î ð å ì à 5.1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôîâ èç VDSP (c)
ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô èç êëàññà VDSP (c) .
Íåêîòîðàÿ åãî îïòèìàëüíàÿ (K1,3, A3) -óïàêîâêà P ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ. Ïóñòü Dopt � äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ãðàôà G , èìåþùåå ìèíèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî âåðøèí. Ïî Ëåììàì 5.2 è 5.3 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(·) : N −→ N òà-
êàÿ, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Dopt ∩ N2(P ) íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(·) â
òî÷êå c . Ïóñòü D∗

G , {D ∈ DG| |D| ≤ g(c)} . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî D∗
G ìîæåò

áûòü âû÷èñëåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïóñòü D ∈ D∗
G . Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà

D è ëþáîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà ãðàôà G(D) ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âåð-
øèí ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì ãðàôà G . Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî γ(G) ≤ |D| + γ(G(D)) . Îòñþäà è âòîðîé ÷àñòè Ëåììû 5.4 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
γ(G) = min

D∈D∗
G

(γ(G(D)) + |D|) . Ò.ê. D∗
G ⊆ DG , òî ïî ïåðâîé ÷àñòè Ëåììû 5.4 ãðàô G(D)

ïðèíàäëåæèò êëàññó Free({K1,3, A3}) äëÿ ëþáîãî D ∈ D∗
G . ÇÂÄÌ ìîæåò áûòü ðåøåíà

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà Free({K1,3, A3}) [5]. Ïîýòîìó äëÿ ëþ-
áîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÂÄÌ äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà VDSP (c) ìîæåò áûòü ðåøåíà çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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6. Çàäà÷à î ðåáåðíîì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå

6.1. Êëèêîâàÿ øèðèíà ãðàôîâ è åå çíà÷åíèå

Êëèêîâàÿ øèðèíà � âàæíûé ïàðàìåòð ãðàôîâ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî
ìíîãèå çàäà÷è íà ãðàôàõ ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â ëþáîì êëàññå
ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åííîé êëèêîâîé øèðèíîé (ñì., íàïðèìåð, [6]). Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà C ìíîãèå NP-ïîëíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ ñòàíîâÿòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìûìè âî ìíîæåñòâå âñåõ ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò êëèêîâóþ øèðèíó íå
áîëåå ÷åì C . Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è î âåðøèííîì
äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå [6].

Êëàññ S � ìíîæåñòâî âñåõ ëåñîâ, èìåþùèõ íå áîëåå ÷åì 3 ëèñòà â êàæäîé èç êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè
êëèêîâîé øèðèíû â ñèëüíî íàñëåäñòâåííûõ êëàññàõ ãðàôîâ. Îí äîêàçàí â ðàáîòå [4].

Ë å ì ì à 6.1. Åñëè X � ñèëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ è S * X , òî ñó-
ùåñòâóåò êîíñòàíòà C(X ) òàêàÿ, ÷òî êëèêîâàÿ øèðèíà ëþáîãî ãðàôà èç X íå ïðåâîñ-
õîäèò C(X ) .

Äëÿ ëþáûõ c è p , pK ′
1,3 ∈ S è EDSP (c) ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íàñëåäñòâåííûìè êëàññàìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäûäóùåé è ñëåäóþùåé ëåììàì êëèêîâàÿ øèðèíà âñåõ ãðàôîâ èç
EDSP (c) îãðàíè÷åíà äëÿ ëþáîãî c .

Ë å ì ì à 6.2. Ïóñòü c � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è c∗ , [log2(c)] + 1 .
Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå EDSP (c) ⊆ Frees({c∗K ′

1,3}) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé Ae(K
′
1,3) + I6 ÇÐÄÌ äëÿ ãðà-

ôà K ′
1,3 ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ) ñ ìàòðèöåé M ,

1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî det(M) = −2 . Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîé ãðàô

èç EDSP (c) íå ìîæåò ñîäåðæàòü c∗ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì êîïèé ãðàôà K ′
1,3 ,

èíà÷å M ñîäåðæèò ìèíîð (−2)c
∗
, ïðè÷åì 2c

∗
> c . Ïîýòîìó EDSP (c) ⊆ Frees({c∗K ′

1,3}) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

6.2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà

Ò å î ð å ì à 6.1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÐÄÌ äëÿ ãðàôîâ èç EDSP (c)
ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçâåñòíî, ÷òî ÇÐÄÌ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â ëþáîì
êëàññå ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åííîé êëèêîâîé øèðèíîé [10]. Îòñþäà è èç ëåìì 6.1 è 6.2 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî c ÇÐÄÌ ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ ãðàôîâ èç EDSP (c)
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 3



30 Ä.Â. Ãðèáàíîâ, Ä.Ñ. Ìàëûøåâ

7. Áëàãîäàðíîñòè

Ýòà ïóáëèêàöèÿ ïîäãîòîâëåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé, ïðîåêòû 16-31-60008-ìîë-à-äê, 15-01-06249-à, 16-
31-00109-ìîë-à; ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ MK-4819.2016.1; ëàáîðàòîðèè ËÀÒÀÑ ÍÈÓ ÂØÝ.

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 09.08.2016

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. V. E. Alekseev, D.V. Zakharova, “Independent sets in the graphs with bounded minors
of the extended incidence matrix”, Journal of Applied and Industrial Mathematics, 5:1
(2011), 14–18.

2. S. Arnborg, A. Proskurowski, “Linear time algorithms for NP-hard problems restricted
to partial k -trees”, Discrete Applied Mathematics, 23:1 (1989), 11—24.

3. S. Artmann, F. Eisenbrand, C. Glanzer, T. Oertel, S. Vempala, R. Weismantel, “A note
on non-degenerate integer programs with small sub-determinants”, arxiv:1603.09595v1.

4. R. Boliac, V. Lozin, “On the clique-width of graphs in hereditary classes”, Lecture Notes
in Computer Science, 2518 (2002), 44–54.
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edge dominating set problems as integer linear programming problems. For every �xed C , authors
prove polynomial-time solvability of both dominating set problems in a class of graphs, for which
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ÓÄÊ 517.928, 531.01

Ïðÿìîå ðàçëîæåíèå íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ

êâàçèêîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

c⃝ Í. Â. Êîâàëåâ 1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå êâàçèêîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû ñ îäíîé ñòå-
ïåíüþ ñâîáîäû ñ ãàìèëüòîíîâîé íåâîçìóùåííîé ñèñòåìîé. Èññëåäóåòñÿ ïðÿìîå ðàçëîæåíèå
íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ êâàçèêîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì, îáñóæäàåòñÿ èõ àíàëèòè÷íîñòü ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ êâà-
çèêîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë. Ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé
ñóùåñòâîâàíèÿ çàìêíóòûõ îðáèò â òåðìèíàõ íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ. Êðèòåðèé ñóùåñòâî-
âàíèÿ çàìêíóòûõ îðáèò ïðèìåíåí äëÿ îöåíêè êîëè÷åñòâà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ îäíîãî êëàññà
óðàâíåíèé Ëüåíàðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèêîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà, íåàâòîíîìíûé èíòåãðàë, ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ, ïðåäåëüíûå öèêëû, ïåðåìåííûå äåéñòâèå-óãîë, ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó

1. Ïðÿìîå ðàçëîæåíèå è àíàëèòè÷íîñòü íåàâòîíîìíûõ èíòåãðà-
ëîâ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèêîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ èìåþò âèä {

ẋ = ∂H
∂y

+ ϵf1 + ϵ2f2 + ...

ẏ = −∂H
∂x

+ ϵg1 + ϵ2g2 + ...
, (1.1)

ãäå H = H(x, y) − ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, x − êîîðäèíàòà, y −
èìïóëüñ, ϵ − ìàëûé ïàðàìåòð, à fk = fk(x, y) è gk = gk(x, y) − ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå
ôóíêöèè.

Íåàâòîíîìíûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ I = I(x, y, t) , ñîõðàíÿ-
þùàÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) , y(t) ýòîé ñèñòåìû. Íåàâòîíîìíûå
èíòåãðàëû ñèñòåìû (1.1) âîçíèêàþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè ñåìåéñòâàìè. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè I = I(x, y, t) − íåàâòîíîìíûé èíòåãðàë, òî I = I(x, y, t + h) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ôèêñèðîâàííîãî h − òàêæå íåàâòîíîìíûé èíòåãðàë.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ I = I(x, y, t)
ñèñòåìû (1.1) â âèäå ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ [1] ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ϵ :

I = I0 + ϵI1 + ϵ2I2 + ... . (1.2)

Òàê êàê ñèñòåìà (1.1) ïðè ϵ = 0 äîïóñêàåò àâòîíîìíûé èíòåãðàë H = const . Ìîæíî
ïîëîæèòü I0 = H .

Èç îïðåäåëåíèÿ íåàâòîíîìíîãî èíòåãðàëà ñëåäóåò

dI

dt
=
dH

dt
+ ϵ

dI1
dt

+ ϵ2
dI2
dt

+ ... = 0, (1.3)

ãäå
dH

dt
=
∂H

∂x
ẋ+

∂H

∂y
ẏ;

1 Àñïèðàíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé Àâèàöèîííûé Èíñòèòóò (Íàöèîíàëü-
íûé Èññëåäîâàòåëüñêèé Óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; nick.kvlv@gmail.com
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dIk
dt

=
∂Ik
∂t

+
∂Ik
∂x

ẋ+
∂Ik
∂y

ẏ, k = 1, 2, ... .

Ïîäñòàâëÿåì ẋ è ẏ èç ñèñòåìû (1.1) â (1.3):

dI

dt
=
∂H

∂x

[
∂H

∂y
+ ϵf1 + ϵ2f2 + ...

]
+
∂H

∂y

[
−∂H
∂x

+ ϵg1 + ϵ2g2 + ...

]
+

+ϵ
∂I1
∂t

+ ϵ
∂I1
∂x

[
∂H

∂y
+ ϵf1 + ϵ2f2 + ...

]
+ϵ
∂I1
∂y

[
−∂H
∂x

+ ϵg1 + ϵ2g2 + ...

]
+

+ϵ2
∂I2
∂t

+ ϵ2
∂I2
∂x

[
∂H

∂y
+ ϵf1 + ϵ2f2 + ...

]
+ϵ2

∂I2
∂y

[
−∂H
∂x

+ ϵg1 + ϵ2g2 + ...

]
+... = 0.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ϵ . Èìååì óðàâíåíèÿ

ϵk :
∂Ik
∂t

+ {Ik, H} = Fk, k = 1, 2, ... , (1.4)

ãäå

{Ik, H} =
∂Ik
∂x

∂H

∂y
− ∂Ik

∂y

∂H

∂x
, Fk = −∂H

∂x
fk −

∂H

∂y
gk −

k−1∑
n=1

[
∂In
∂x

fk−n −
∂In
∂y

gk−n

]
.

Êîíñòðóêöèÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà. (1.4) − ëèíåéíûå
íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1 -îãî ïîðÿäêà. Êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ (1.2) íåàâòîíîìíîãî èíòåãðàëà åñòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.4).

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1.4) íåîáõîäèìî íàéòè òðè íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëà
ñèñòåìû õàðàêòåðèñòèê

dt

1
=
dx
∂H
∂y

=
dy

−∂H
∂x

=
dIk
Fk

. (1.5)

Îäèí èç ýòèõ èíòåãðàëîâ − ãàìèëüòîíèàí H = H(x, y) . Åñëè (x0, y0) − ðåãóëÿðíàÿ
òî÷êà íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû, òî ñèñòåìà (1.5) äîïóñêàåò äâà ÿâíî çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè
èíòåãðàëà K = K(x, y, t) , L = L(x, y, t) . Íåçàâèñèìîñòü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî
ìàòðèöà ßêîáè 

∂K

∂t

∂K

∂x

∂K

∂y

∂L

∂t

∂L

∂x

∂L

∂y


èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, t0) , ãäå t0 − ïðîèçâîëüíûé ôèê-
ñèðîâàííûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Çäåñü æå îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå èíòåãðàëîâ
L è K ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ êâàäðàòóðàìè, íî è ñ îáðàùåíèåì ôóíêöèé. Â òàêîì ââèäå
ìåòîä íåýôôåêòèâåí.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïðîèçâîëüíî âûáèðàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.4), òî ðÿä (1.2) áó-
äåò ðàñõîäèòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü î ôîðìàëüíîì íåàâòîíîìíîì èíòåãðàëå
ñèñòåìû (1.1). Îäíàêî, åñëè ïîëó÷èòü íåàâòîíîìíûé èíòåãðàë ñèñòåìû (1.1) êàê ðåøåíèå
íåêîòîðîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3), òî îí áóäåò àíàëèòè÷åñêèì ïî ϵ . Êîýôôèöè-
åíòû ðàçëîæåíèÿ (1.2) àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé (1.4). Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè âèäà

dI

dt
≡ ∂I

∂t
+ {I,H}+ f(x, y, ϵ)

∂I

∂x
+ g(x, y, ϵ)

∂I

∂y
= 0,

I|t=0 = ϕ(x, y, ϵ)

(1.6)
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àíàëèòè÷íî ïî ϵ , åñëè àíàëèòè÷íû ðÿäû f(x, y, ϵ) = ϵf1(x, y)+. . . , g(x, y, ϵ) = ϵg1(x, y)+. . .
è ϕ(x, y, ϵ) = ϕ0(x, y) + ϵϕ1(x, y) + . . . . Òî÷íåå, åñëè ðÿäû f , g è ϕ ðàâíîìåðíî àíàëè-
òè÷íû ïî ϵ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) , òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè (x0, y0, 0) ,
â êîòîðîé ðåøåíèå çàäà÷è (1.6) ðàâíîìåðíî ϵ -àíàëèòè÷íî [2]. Ýòîò ðåçóëüòàò ðàçâèâàåò
êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ïóàíêàðå îá àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó [3].

2. Ïîñòðîåíèå íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-
óãîë

Â ñèñòåìå (1.1) ñäåëàåì êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ{
x = X(r, φ)

y = Y (r, φ)
, (2.1)

ãäå r − äåéñòâèå, φ − óãîë. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (1.1) ïðèìåò âèä{
ṙ = ∂X

∂φ
[ϵg1 + ϵ2g2 + ...]− ∂Y

∂φ
[ϵf1 + ϵ2f2 + ...]

φ̇ = ω(r) + ∂Y
∂r
[ϵf1 + ϵ2f2 + ...]− ∂X

∂r
[ϵg1 + ϵ2g2 + ...]

, (2.2)

ãäå H = H(r) − ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû, ω(r) = ∂H
∂r
, à fk = fk(r, φ)

è gk = gk(r, φ) − ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè.

Êàê è â ïóíêòå 1, áóäåì èñêàòü íåàâòîíîìíûé èíòåãðàë ñèñòåìû (2.2) â âèäå ïðÿìîãî
ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ϵ :

I = H + ϵI1 + ϵ2I2 + ... . (2.3)

Â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë óðàâíåíèå (1.4) ïðèìåò âèä

ϵk :
∂Ik
∂t

+
∂Ik
∂φ

ω(r) = Fk, k = 1, 2, ... , (2.4)

ãäå

Fk = −ω(r)
[
∂X

∂φ
gk −

∂Y

∂φ
fk

]
−

k−1∑
n=1

(
∂In
∂r

[
∂X

∂φ
gk−n −

∂Y

∂φ
fk−n

]
−∂In
∂φ

[
∂Y

∂r
fk−n −

∂X

∂r
gk−n

])
.

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (2.4) ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (2.3). Õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.4)

dt

1
=
dr

0
=

dφ

ω(r)
=
dIk
Fk

(2.5)

äîïóñêàåò òðè íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëà:

r = r0,

φ− ω(r)t = φ0,

Ik −
∫
Fk(r0, φ0 + ω(r)t, t)dt = ck,
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ãäå r0 , φ0 , ck � êîíñòàíòû. Òîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.4):

Ik = Φ

(
r, φ− ω(r)t,

∫
Fk(r0, φ0 + ω(r)t, t)dt

)
.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ϵk :
∂Ik
∂t

+
∂Ik
∂φ

ω(r) = 0, k = 1, 2, ...,

ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè Ik = Sk(tω(r) − φ, r) . Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä
ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå-óãîë äà¼ò ýôôåêòèâíûé ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà íåàâòî-
íîìíûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû (1.1).

3. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ çàìêíóòûõ îðáèò

Åñëè ñèñòåìà (1.1) äîïóñêàåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x = x(t) , y = y(t) , òî äëÿ ëþáîãî
t âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

I(x(t), y(t), t) = I(x(t+ T ), y(t+ T ), t+ T ) = I(x(t), y(t), t+ T ),

ãäå I − íåàâòîíîìíûé èíòåãðàë ñèñòåìû (1.1), à T − ïåðèîä ðåøåíèÿ.

Åñëè ðåøåíèå r(t) , φ(t) ñèñòåìû (2.2) ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ x(t) ,
y(t) ñèñòåìû (1.1), è ïðè îäíîêðàòíîì îáõîäå îðáèòû óãîë èçìåíÿåòñÿ íà 2π , òî äëÿ
ëþáîãî t âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

I(r(t), φ(t), t) = I(r(t+ T ), φ(t+ T ), t+ T ) = I(r(t), φ(t) + 2π, t+ T ),

ãäå I − íåàâòîíîìíûé èíòåãðàë ñèñòåìû (2.2), à T − ïåðèîä ðåøåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü I(x(t), y(t), t) , J(x(t), y(t), t) − íåçàâèñèìûå íåàâòî-
íîìíûå èíòåãðàëû ñèñòåìû (2.2). Òîãäà åñëè âûïîëíÿåòñÿ{

I(R,φ0, 0) = I(R,φ0 + 2π, T )

J(R,φ0, 0) = J(R,φ0 + 2π, T )
, (3.1)

òî r = R , φ = φ0 − íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ r(t) , φ(t) ñèñòåìû (2.2), êîòîðîå
ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ x(t) , y(t) ñèñòåìû (1.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ñèñòåìà{
I(r(t), φ(t), t) = C1 = const

J(r(t), φ(t), t) = C2 = const
,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå r = r(t) , φ = φ(t) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (R,φ0, 0) .

Ïðåîáðàçîâàíèå {
φ 7→ φ+ 2π

t 7→ t+ T
(3.2)
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ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé äëÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.2), òàê êàê îíè àâòîíîìíû è 2π -
ïåðèîäè÷íû ïî φ . Â ñèëó ðàâåíñòâ (3.1) ïðåîáðàçîâàíèå (3.2) ïåðåâîäèò òðàåêòîðèþ ðå-
øåíèÿ r(t) , φ(t) , r(0) = R , φ(0) = φ0 â ñåáÿ. Òîãäà î÷åâèäíî{

r(t) = r(t+ T )

φ(t+ T ) = φ(t) + 2π
, (3.3)

à ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå x(t) , y(t) ñèñòåìû (1.1) T -ïåðèîäè÷íî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Áóäåì èñêàòü R è T â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ϵ :

R = R0 + ϵR1 + ϵ2R2 + ... , T = T0 + ϵT1 + ϵ2T2 + ... . (3.4)

Ïîäñòàâëÿåì R è T èç (3.4) â (3.1). Ãðóïïèðóÿ (3.1) ïî ñòåïåíÿì ϵ ïîëó÷àåì ñèñòåìû
äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (3.4).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçëîæåíèé (3.4) äî ïîðÿäêà ϵk âêëþ÷èòåëüíî, íåîáõî-
äèìî çíàòü ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëîâ I è J äî ïîðÿäêà ϵk+1 âêëþ÷èòåëüíî.

Êðîìå íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàìêíóòîãî ðåøåíèÿ, òåîðåìà 3.1. ïîçâîëÿåò òàêæå îöåíèòü
êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ îðáèò. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå îäíîãî êëàññà óðàâíåíèé Ëüåíàðà.

4. Íåêîòîðûé êëàññ óðàâíåíèÿ Ëüåíàðà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå [4]
ẍ+ ϵP (x)ẋ+ x = 0, (4.1)

ãäå

P (x) =
N∑

n=0

anx
n,

an − êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà P (x) .

Íàéä¼ì ñåìåéñòâî íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèÿ (4.1) â âèäå ðàçëîæåíèÿ (2.3)
äî ïîðÿäêà ϵ2 âêëþ÷èòåëüíî.

Ïåðåéä¼ì îò óðàâíåíèÿ (4.1) ê ñèñòåìå{
ẋ = y

ẏ = −x− ϵyP (x)
(4.2)

c ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû H = 1
2
(x2 + y2) .

Ïåðåéä¼ì ê ïåðåìåííûì äåéñòâèå-óãîë, ñäåëàÿ çàìåíó{
x =

√
2r sin(φ)

y =
√
2r cos(φ)

. (4.3)

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó {
ṙ = −ϵ2r cos2(φ)P (

√
2r sin(φ))

φ̇ = 1 + ϵ sin(φ) cos(φ)P (
√
2r sin(φ))

(4.4)

c ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà íåâîçìóù¼ííîé ñèñòåìû H = r .
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Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (2.4), (2.5) è óäåðæèâàÿ òîëüêî ÷ëåíû äî ïîðÿäêà ìàëîñòè ϵ2

âêëþ÷èòåëüíî, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâûõ äâóõ íåèçâåñòíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (2.3):

∂I1
∂t

+
∂I1
∂φ

= 2r cos2(φ)P (
√
2r sin(φ)),

∂I2
∂t

+
∂I2
∂φ

=
∂I1
∂r

2r cos2(φ)P (
√
2r sin(φ))− ∂I1

∂φ
sin(φ) cos(φ)P (

√
2r sin(φ)).

Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî ïîðÿäêó, ïîëó÷àåì

I1 =
N∑

n=0

an(2r)
n+2
2 Q

(n)
1 (φ) + S1(t− φ, r),

I2 =
N∑

n=0

[
a2n(2r)

n+1

(
(n+ 2)Q

(n)
2 (φ) +

sin2n+2(φ) cos2(φ)

2n+ 4
− sin2n+2(φ)

(n+ 2)(2n+ 2)

)
+

+an(2r)
n
2

(
2r
∂S1

∂r
Q

(n)
1 (φ)− ∂S1

∂φ

sinn+2(φ)

n+ 2

)]
+S2(t− φ, r),

ãäå

Q
(n)
1 (φ) =

∫
cos2(φ) sinn(φ)dφ,

Q
(n)
2 (φ) =

∫
Q

(n)
1 (φ) cos2(φ) sinn(φ)dφ.

Ôóíêöèè Q
(n)
1 (φ) è Q

(n)
2 (φ) ïðåäñòàâèì â ÿâíîì âèäå:

Q
(n)
1 (φ) = cos(φ)

n+1∑
m=0

b(n)m sinm(φ) + b(n)φ,

Q
(n)
2 (φ) =

n+1∑
m=0

[
ξ(n)m sinn+m+1(φ) cos2(φ) + ψ(n)

m sinn+m+1(φ)+

+d(n)m sinm+1(φ) + c(n)m φ sinm(φ) cos(φ)
]
+c(n)φ2,

ãäå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

ξ(n)m =
b
(n)
m

n+m+ 3
; ψ(n)

m =
2b

(n)
m

(n+m+ 3)(n+m+ 1)
;

b
(n)
n+1 =

1

n+ 2
; b(n)n = 0; b

(n)
n−1 = − 1

n
b
(n)
n+1;

c
(n)
n+1 =

b(n)

n+ 2
; c(n)n = 0; c

(n)
n−1 = − 1

n
c
(n)
n+1;

d
(n)
n+1 = − b(n)

(n+ 2)2
; d(n)n = 0; d

(n)
n−1 = −n+ 2

n2
d
(n)
n+1;
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b
(n)
m−1 =

m+ 1

m
b
(n)
m+1, b(n)m = 0

c
(n)
m−1 =

m+ 1

m
c
(n)
m+1, c(n)m = 0

d
(n)
m−1 =

(m+ 1)(m+ 2)

m2
d
(n)
m+1, d(n)m = 0


, m = n− 2, n− 4, ...;

b(n) = −1

2
b
(n)
1 ; c(n) = −1

4
c
(n)
1 .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè n ÷¼òíîå, òî b
(n)
0 = 0 , c

(n)
0 = 0 , d

(n)
0 = 0 , ξ

(n)
0 = 0 ,ψ

(n)
0 = 0 , b(n) ̸= 0 ,

c(n) ̸= 0 , b(n) ̸= 0 , c(n) ̸= 0 , â äðóãîì ñëó÷àå b
(n)
0 ̸= 0 , c

(n)
0 ̸= 0 , d

(n)
0 ̸= 0 , ξ

(n)
0 ̸= 0 , ψ

(n)
0 ̸= 0 ,

b(n) = 0 , c(n) = 0 , d(n) = 0 .

Òåïåðü, êîãäà ìû îïðåäåëèëè ñåìåéñòâî íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèÿ (4.1) â
âèäå ðàçîæåíèÿ (2.3) äî ïîðÿäêà ϵ2 âêëþ÷èòåëüíî, ïðîâåðèì, ñóùåñòâóþò ëè ó óðàâíåíèÿ
(4.1) ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, è åñëè ñóùåñòâóþò, òî ñêîëüêî èõ. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì äâà
íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëà I è J .

I = H + ϵI1 + ϵ2I2 + ... , (4.5)

ãäå

S1 = S2 = 0, I1 =
N∑

n=0

an(2r)
n+2
2 Q

(n)
1 (φ),

I2 =
N∑

n=0

a2n(2r)
n+1

(
(n+ 2)Q

(n)
2 (φ) +

sin2n+2(φ) cos2(φ)

2n+ 4
− sin2n+2(φ)

(n+ 2)(2n+ 2)

)
.

J = H + ϵJ1 + ϵ2J2 + ... , (4.6)

ãäå

S1 = t− φ, S2 = 0, J1 =
N∑

n=0

an(2r)
n+2
2 Q

(n)
1 (φ) + t− φ,

J2 =
N∑

n=0

[
a2n(2r)

n+1

(
(n+ 2)Q

(n)
2 (φ) +

sin2n+2(φ) cos2(φ)

2n+ 4
− sin2n+2(φ)

(n+ 2)(2n+ 2)

)
+

+an(2r)
n
2
sinn+2(φ)

n+ 2

]
.

Ó÷èòûâàÿ

Q
(n)
1 (2π)−Q

(n)
1 (0) = 2πb(n), Q

(n)
2 (2π)−Q

(n)
2 (0) = 2π(2πc(n) + c

(n)
0 ),

çàïèøåì ñèñòåìó (3.1) äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1):
N∑

n=0

an(2R)
n+2
2 b(n) + ϵ

N∑
n=0

a2n(2R)
n+1(n+ 2)(2πc(n) + c

(n)
0 ) = 0

N∑
n=0

an(2R)
n+2
2 b(n) + T − 2π + ϵ

N∑
n=0

a2n(2R)
n+1(n+ 2)(2πc(n) + c

(n)
0 ) = 0

.
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Ïîäñòàâèì âìåñòî R è T èõ ðàçëîæåíèÿ (3.4) è ðàññìîòðèì ðàçäåëüíî ÷ëåíû ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ϵ .

ϵ0 :


N∑

n=0

an(2R0)
n+2
2 b(n) = 0

N∑
n=0

an(2R0)
n+2
2 b(n) + T0 − 2π = 0

. (4.7)

ϵ1 :


N∑

n=0

an(2R0)
n
2 (n+ 2)R1b

(n) +
N∑

n=0

an(2R0)
n+1(n+ 2)(2πc(n) + c

(n)
0 ) = 0

N∑
n=0

an(2R0)
n
2 (n+ 2)R1b

(n) + T1 +
N∑

n=0

an(2R0)
n+1(n+ 2)(2πc(n) + c

(n)
0 ) = 0

. (4.8)

Èç ñèñòåìû (4.7) âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ êîðíåé R0 ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïðè-

íàäëåæèò îòðåçêó

[
0;
[
N+2
2

]]
. Òàê êàê îäèí èç ýòèõ âîçìîæíûõ êîðíåé âñåãäà íóëåâîé, êî-

ëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ óðàâíåíèÿ (4.1) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó

[
0;
[
N
2

]]
.

Åñëè â ïîëèíîìå P (x) íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòû ïðè íå÷¼òíûõ ñòå-
ïåíÿõ x , òî óðàâíåíèå (4.1) èìååò êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, à
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ íå ñóùåñòâóåò. Ðåøåíèÿ ñèñòåì (4.7) è (4.8):{

R0 = R0

T0 = 2π
,


R1 =

N∑
n=0

an(2R0)
n+1(n+ 2)(2πc(n) + c

(n)
0 )

N∑
n=0

an(2R0)
n
2 (n+ 2)b(n)

T1 = 0

.

Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëèëè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ñåìåéñòâî íåàâòîíîìíûõ èíòåãðà-
ëîâ â âèäå ðàçëîæåíèÿ (2.3) äî ïîðÿäêà ϵ2 âêëþ÷èòåëüíî, R è T â âèäå ðàçëîæåíèé (3.4)
äî ïîðÿäêà ϵ âêëþ÷èòåëüíî è îöåíèëè êîëè÷åñòâî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
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Straightforward expansion of non-autonomous integrals for

quasi-conservative systems with one degree of freedom

c⃝ N. V. Kovalev2

Abstract. Quasi-conservative stationary systems with one degree of freedom are considered.
Straightforward expansion of non-autonomous integrals for quasi-conservative systems is studied
and analyticity of such integrals by small parameter is discussed. Method for constructing a set
of non-autonomous integrals for quasi-conservative systems in action-angle variables is proposed.
Criterion of closed orbits' existence is obtained in terms of non-autonomous integrals. This criterion
is used to estimate the number of limit cycles for one class of Lienard's equation.

Key Words: quasiconservative system, nonautonomous integral, periodic solutions, limit cycles,
action-angle variables, small-parameter expansion

2 Postgraduate student of the Di�erential Equations Department, Moscow Aviation Institute (National
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Ãðàôîâûé êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ
c⃝ Â.Å. Êðóãëîâ1,Î.Â. Ïî÷èíêà2

Àííîòàöèÿ. Èçó÷åíèå äèíàìèêè ïîòîêà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïóòåì ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íà ÿ÷åéêè ñ îäèíàêîâûì ïðåäåëüíûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé âíóòðè ÿ÷åéêè âîñ-
õîäèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì À. À. Àíäðîíîâà, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å. À. Ëåîíòîâè÷, À. Ã.
Ìàéåðà. Òèïû ÿ÷ååê (êîòîðûõ êîíå÷íîå ÷èñëî) è èõ ïðèìûêàíèå äðóã ê äðóãó ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿþò êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðà-
åêòîðèé. Åñëè â êàæäîé ÿ÷åéêå ãðóáîãî ïîòîêà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò âûáðàòü ïî îäíîé
òðàåêòîðèè, òî ÿ÷åéêè ðàñïàäàþòñÿ íà, òàê íàçûâàåìûå, òðåóãîëüíûå îáëàñòè, êîòîðûå èìåþò
îäèí åäèíñòâåííûé òèï. Êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ïðèâîäèò ê òðåõöâåòíî-
ìó ãðàôó À. À. Îøåìêîâà è Â. Â. Øàðêî, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûì
îáëàñòÿì, à ðåáðà � ñâÿçûâàþùèì èõ ñåïàðàòðèñàì. Èìè äîêàçàíî, ÷òî äâà òàêèõ ïîòîêà
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ òðåõöâåòíûå ãðàôû èçîìîðôíû.
Â òîé æå ðàáîòå äàíà ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ÿçû-
êå àòîìîâ è ìîëåêóë. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äèíàìèêà Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ
äàíà ñ ïîìîùüþ îñîáûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷åòûð¼õöâåòíûõ ãðàôîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîöâåòíûé ãðàô, òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, Ω -óñòîé÷èâûé ïîòîê

1. Ââåäåíèå

Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê êà÷åñòâåííîìó èçó÷åíèþ äèíàìèêè ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ ñîñòîèò â âûäåëåíèè íà íåñóùåì ìíîãîîáðàçèè
îáëàñòåé ñ ïðåäñêàçóåìûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé � ÿ÷ååê. Òàêîé âçãëÿä íà íåïðåðûâíûå
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîé ðàáîòå A. À. Àíäðîíîâà è Ë. Ñ. Ïîíòðÿ-
ãèíà [1] 1937 ãîäà, â êîòîðîé îíè ðàññìîòðåëè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = v(x), (∗)

ãäå v(x) � C1 -âåêòîðíîå ïîëå, çàäàííîå â êðóãå íà ïëîñêîñòè, ãðàíèöà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
êðèâîé áåç êîíòàêòà, è íàøëè êðèòåðèé ãðóáîñòè ñèñòåìû (*).

Â ðàáîòàõ E. À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé è À. Ã. Ìàéåðà [5], [6] ðàññìàòðèâàëñÿ áîëåå
îáùèé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, è èõ êëàññèôèêàöèÿ òàêæå áûëà îñíîâàíà íà èäåÿõ î
âûäåëåíèè ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûõ òðàåêòîðèé, îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå êîòîðûõ (ñõåìà
Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò êà÷åñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà òðàåêòîðèè. Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ â îáîáùåíèè
ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîãî
ðîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íîâîãî òèïà äâèæåíèÿ � íåçàìêíóòàÿ ðåêóððåíòíàÿ òðàåêòî-
ðèÿ. Îòñóòñòâèå òàêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ãðóáûõ ïîòîêîâ áåç îñîáåííîñòåé íà 2-òîðå áûëà
äîêàçàíà À. Ã. Ìàéåðîì [7] â 1939 ãîäó. Â 1971 â ðàáîòå [10] Ì. Ïåéøîòî îáîáùèë ñõåìó
Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ è
ïîëó÷èë òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ïîòîêîâ, îïÿòü-òàêè èçó÷èâ âñå äîïóñòè-
ìûå ÿ÷åéêè äëÿ íèõ è ââåäÿ êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, îáîá-
ùàþùèé ñõåìó Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà. Â 1976 ãîäó Ä. Íåéìàíîì è Ò. Î'Áðàéåíîì [8] íà ïðî-
èçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ áûëè ðàññìîòðåíû òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå ïîòîêè � ïîòîêè

1 Ñòóäåíò ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî; kruglovslava21@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
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áåç íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ îïèñàííûå âûøå
ïîòîêè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Îíè ââåëè ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ ðåãóëÿð-
íûõ ïîòîêîâ � îðáèòàëüíûé êîìïëåêñ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðîñòðàíñòâî îðáèò
ïîòîêà, îñíàùåííîå íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé. Â 1998 ãîäó À. À. Îøåìêîâ
è Â. Â. Øàðêî [9] ââåëè íîâûé èíâàðèàíò äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà íà ïîâåðõíîñòÿõ � òðåõ-
öâåòíûé ãðàô, è îïèñàëè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè òàêèõ ãðàôîâ, êîòîðûé,
îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, òî åñòü âðåìÿ åãî ðàáîòû íå îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì
ïîëèíîìîì îò äëèíû çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè. Â òîé æå ðàáîòå îíè ïîëó÷èëè ïîë-
íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ â òåðìèíàõ
àòîìîâ è ìîëåêóë, ââåä¼íûõ â ðàáîòå À. Ò. Ôîìåíêî [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G , ñîñòîÿùèé èç Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ ϕt

íà ïîâåðõíîñòÿõ S . Êàæäîìó ïîòîêó èç êëàññà G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô ñ âåðøèíàìè ÷åòûð¼õ öâåòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿì, íà êîòîðûå ïîâåðõ-
íîñòü S äåëèòñÿ ãðàíè÷íûìè îêðóæíîñòÿìè îêðåñòíîñòåé ïðåäåëüíûõ öèêëîâ; êàæäîå
ðåáðî ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò îáùåé ãðàíèöå ýòèõ îáëàñòåé è îðèåíòèðîâàíî â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì, ïåðåñåêàþùèì ýòó ãðàíèöó.
Âåðøèíàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îáëàñòÿì áåç îñîáûõ òðàåêòîðèé, ïðèñâîåí âåñ, õàðàêòåðè-
çóþùèé ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â ýòèõ îáëàñòÿõ; äëÿ îïèñàíèÿ îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ ñåä-
ëîâûå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì îáëàñòÿì âåðøèíû îñíàùàþòñÿ ÷åòûð¼õöâåòíûì
ãðàôîì. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî èçîìîðôíîñòü îñíàùåííûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì òî-
ïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ.

2. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Ω -óñòîé÷èâîãî ïîòîêà

Èç êðèòåðèÿ Ω -óñòîé÷èâîñòè [11] ñëåäóåò, ÷òî ïîòîêè êëàññà G èìåþò íåáëóæäà-
þùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è íå èìåþò öèêëîâ, òî åñòü íàáîðîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

x1, . . . , xk, xk+1 = x1

ñî ñâîéñòâîì
W s

xi
∩W u

xi+1
̸= ∅, i = 1, . . . , k.

Ïðè ýòîì â êëàññå G ñèñòåìû ìîãóò áûòü êàê ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè, òàê è íåò, à
îïðåäåëÿåòñÿ ýòî îòñóòñòâèåì èëè íàëè÷èåì ñâÿçîê � ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî.
Óñëîâèå Ω -óñòîé÷èâîñòè âëå÷åò òîò ôàêò, ÷òî ñâÿçêè ïîòîêà èç êëàññà G íå îáðàçóþò
çàìêíóòûõ êðèâûõ.

Åñëè ïîòîê ϕt ∈ G íå èìååò íè ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, íè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ,
òî îí èìååò â òî÷íîñòè äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè: èñòî÷íèê è ñòîê, âñå òàêèå ïîòîêè òîïî-
ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó âåçäå äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòîê ϕt ∈ G
èìååò ëèáî õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ òî÷êó, ëèáî õîòÿ áû îäèí ïðåäåëüíûé öèêë.

Ñîãëàñíî [1], ëþáîé ïðåäåëüíûé öèêë ïîòîêà ϕt ∈ G èìååò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðô-
íóþ êîëüöó ëèáî ïë¼íêå Ì¼áèóñà, ñ ãðàíèöåé, òðàíñâåðñàëüíîé òðàåêòîðèÿì ïîòîêà ϕt , íå
ñîäåðæàùåé äðóãèõ öèêëîâ è íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Âûáåðåì âîêðóã êàæäîãî ïðåäåëüíîãî
öèêëà ïîòîêà ϕt òàêóþ îêðåñòíîñòü. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ
îêðóæíîñòåé ýòèõ îêðåñòíîñòåé êàê Ri, i = 1, l . Íàáîð âñåõ Ri äëÿ äàííîãî ϕt íàçîâ¼ì
ðàçðåçàþùèì íàáîðîì, à åãî ýëåìíòû � ðàçðåçàþùèìè îêðóæíîñòÿìè.

Ïîëîæèì Ŝ = S\
l∪

i=1

Ri . Êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Ŝ íàçîâ¼ì ýëåìåíòàðíîé

îáëàñòüþ. Ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè î÷åâèäíî ìîãóò áûòü ÷åòûð¼õ òèïîâ:
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1) Îáëàñòü òèïà S , ñîäåðæàùàÿ åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë è íå ñîäåðæàùàÿ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê;

2) Îáëàñòü òèïà A , ñîäåðæàùàÿ åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê èëè åäèíñòâåííûé ñòîê è íå
ñîäåðæàùàÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è äðóãèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê;

3) Îáëàñòü òèïà M , ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó è íå
ñîäåðæàùàÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

4) Îáëàñòü òèïà E , íå ñîäåðæàùàÿ îñîáûõ òðàåêòîðèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Υϕt íàçîâåì ãðàôîì ïîòîêà
ϕt ∈ G , åñëè

(1) âåðøèíû ãðàôà âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûì îáëàñòÿì è,
ñîîòâåòñòâåííî, ðàñêðàøåíû â îäèí èç ÷åòûð¼õ öâåòîâ S , A , E èëè M ;

(2) ðåáðà ãðàôà âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ðàçðåçàþùèì îêðóæíîñòÿì, è
êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿåò òå âåðøèíû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè, èìåþùèå îá-
ùåé ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ðåáðó ðàçðåçàþùóþ îêðóæíîñòü; îðèåíòàöèÿ íà ðåáðå
ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ òðàåêòîðèé, ïåðåñåêàþùèõ
îêðóæíîñòü.

Ïðè ýòîì èç ñòðóêòóðû ïîòîêà ϕt è ñòðóêòóðû ðàçðåçàþùåãî íàáîðà ñëåäóåò, ÷òî
1) M -âåðøèíà ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà òîëüêî ñ S -âåðøèíàìè, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì

ðåáðîì ñ êàæäîé èç ýòèõ âåðøèí;
2) E -âåðøèíà ìîæåò áûòü èíöèäåíòíà òîëüêî äâóì ð¼áðàì, êîòîðûå ñîåäèíÿþò å¼ ñ

äâóìÿ ðàçëè÷íûìè S -âåðøèíàìè, ïðè÷¼ì îäíî èç ýòèõ ð¼áåð âõîäèò â E -âåðøèíó, äðóãîå
âûõîäèò;

3) A -âåðøèíà ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà òîëüêî ñ S -âåðøèíîé, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì
ðåáðîì;

4) S -âåðøèíà èìååò ñòåïåíü ëèáî 1, ëèáî 2, ïðè÷¼ì åñëè å¼ ñòåïåíü 2, òî îáà ðåáðà
ëèáî âõîäÿò â âåðøèíó, ëèáî âûõîäÿò èç íå¼.

Ðàçóìååòñÿ, èçîìîðôíîñòè îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ íåäîñòàòî÷íî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïîòîêîâ. Îäíàêî, îñíàñòèâ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Υϕt

äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé, ìû ïîëó÷èì îñíàùåííûé ãðàô Υ∗
ϕt , êëàññ èçîìîðôíîñòè

êîòîðîãî óæå åñòü ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ.

3. Îñíàùåíèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà

Ïîòîêè â îáëàñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíå òèïà A , áûâàþò èç äâóõ êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè (áàññåéí ñòîêà èëè áàññåéí èñòî÷íèêà), è íà ãðàôå ýòî âèäíî ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ðåáðà, êîòîðîìó èíöèäåíòíà ýòà âåðøèíà. Ïîòîêè â îáëàñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåðøèíå òèïà S , áûâàþò èç ÷åòûð¼õ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (êîëüöî ñ óñòîé÷èâûì ïðå-
äåëüíûì öèêëîì, êîëüöî ñ íåóñòîé÷èâûì, ïë¼íêà Ì¼áèóñà ñ óñòîé÷èâûì, ïë¼íêà Ì¼áèóñà
ñ íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì), íà ãðàôå ýòî âèäíî ïî íàïðàâëåíèÿì ð¼áåð è êî-
ëè÷åñòâó ð¼áåð, êîòîðûì èíöèäåíòíà ýòà âåðøèíà. Ïîòîêè â îáëàñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåðøèíå òèïà E , áûâàþò èç äâóõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîãëàñîâàí-
íîé è íåñîãëàñîâàííîé îðèåíòàöèè ïðåäåëüíûõ äëÿ òðàåêòîðèé E -îáëàñòè öèêëîâ (ñì.
ðèñóíîê 3.1). Îäíàêî ñòðóêòóðà E -îáëàñòè íå îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì,
ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåé åé âåðøèíå ìû áóäåì ïðèïèñàòü âåñ ¾+ ¿ â ñîãëàñîâàííîì ñëó-
÷àå è âåñ ¾− ¿ � â íå ñîãëàñîâàííîì. Ïîòîêè æå â M -îáëàñòÿõ ìîãóò áûòü èç ñ÷¼òíîãî
÷èñëà êëàññîâ, è ýòî íå îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì, ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ
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òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîòîêà â ýòèõ îáëàñòÿõ ìû áóäåì îñíàùàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
èì âåðøèíó ÷åòûð¼õöâåòíûì ãðàôîì.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ñëó÷àè ñîãëàñîâàííîé (ñëåâà) è íå ñîãëàñîâàííîé (ñïðàâà) îðèåíòàöèè öèêëîâ, ïðåäåëüíûõ äëÿ

òðàåêòîðèé íåêîòîðîé E -îáëàñòè . Æèðíûì íàðèñîâàíû ïðåäåëüíûå öèêëû, ïóíêòèðîì �

ðàçðåçàþùèå îêðóæíîñòè

Áîëåå äåòàëüíî.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ M -îáëàñòü; ýòî ëèáî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ëèáî âñÿ ïîâåðõ-

íîñòü S . Ïðîäîëæèì ïîòîê φt|M äî Ω -óñòîé÷èâîãî ïîòîêà f t|M , ãäå M � çàìêíóòàÿ
ïîâåðõíîñòü òàêàÿ, ÷òî M \M ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äèñêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ
f t èìååò â òî÷íîñòè îäíó íåáëóæäàþùóþ òî÷êó � ñòîê èëè èñòî÷íèê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0
f t , Ω1

f t , Ω2
f t ìíîæåñòâî âñåõ ñòîêîâ, ñ¼äåë, èñòî÷íèêîâ ïîòîêà f t

ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ îáëàñòè M ïîòîê f t èìååò õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ òî÷êó.
Ïîëîæèì

M̃ =M \ (Ω0
f t ∪W s

Ω1
ft
∪W u

Ω1
ft
∪ Ω2

f t).

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M̃ íàçûâàåòñÿ ÿ÷åéêîé. Ñîãëàñíî ðàáîòå [4], â ãðàíèöó
êàæäîé ÿ÷åéêè J âõîäèò åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê α è åäèíñòâåííûé ñòîê ω , à âñÿ ÿ÷åéêà
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåêòîðèé, èäóùèõ èç α â ω . Âûáåðåì îäíó òðàåêòîðèþ θJ â
êàæäîé ÿ÷åéêå J è áóäåì íàçûâàòü å¼ t -êðèâîé. Ïîëîæèì

T =
∪
J⊂S̃

θJ , M̄ = M̃\T .
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü

Áóäåì íàçûâàòü c -êðèâûìè ñåïàðàòðèñû, ñîåäèíÿþùèå ñ¼äëà (ñâÿçêè), u -êðèâûìè �
íåóñòîé÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû, èìåþùèå â çàìûêàíèè ñòîê, s -êðèâûìè � óñòîé-
÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû, èìåþùèå â çàìûêàíèè èñòî÷íèê. Áóäåì çàêðàøèâàòü íà
ðèñóíêàõ t -êðèâûå êðàñíûì öâåòîì, c -êðèâûå � æ¼ëòûì öâåòîì, u -êðèâûå � ñèíèì öâå-
òîì, à s -êðèâûå � çåë¼íûì. Èç ðàáîòû [4] ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ∆
ìíîæåñòâà M̄ (ìû íàçûâàåì å¼ ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ) ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó äèñêó
è å¼ ãðàíèöà ñîñòîèò èç îäíîé t -êðèâîé, îäíîé u -êðèâîé, îäíîé s -êðèâîé è êîíå÷íîãî
(âîçìîæíî ïóñòîãî) ìíîæåñòâà c -êðèâûõ (ñì. Ðèñ. 3.2).

Íà ðèñóíêå 3.3 èçîáðàæ¼í ïîòîê f t äëÿ íåêîòîðîãî ϕt ∈ G è âñå åãî ìíîãîóãîëüíûå
îáëàñòè.
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Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ïðèìåð ïîòîêà f t äëÿ íåêîòîðîãî ϕt ∈ G (ñâåðõó â öåíòðå) è åãî ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆f t ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîòîêà f t . Ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ïîòîêó f t ãðàô ΓM ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. äëÿ ïðèìåðà ðèñóíîê 3.4):

1) âåðøèíû ãðàôà ΓM âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîóãîëüíûì îáëàñòÿì
ìíîæåñòâà ∆f t ;

2) äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t , u èëè c , åñëè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýòèì âåðøèíàì ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ s -, t -, u - èëè c -êðèâóþ, ÷òî
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåáðàìè ãðàôà è s -, t -, u - è
c -êðèâûìè;

3) ïðè íàëè÷èè áîëåå ÷åì îäíîãî c -ðåáðà, âûõîäÿùåãî èç íåêîòîðîé âåðøèíû ãðà-
ôà ΓM , c -ð¼áðà ñ÷èòàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ñîãëàñíî ïîðÿäêó ïîÿâëåíèÿ c -êðèâûõ ïðè
îáõîäå ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè.
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Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ïðèìåð ïîòîêà f t äëÿ íåêîòîðîãî ϕt ∈ G è åãî ÷åòûð¼õöâåòíûé ãðàô

Íàçîâ¼ì st -öèêëîì ( tu -öèêëîì) öèêë ãðàôà ΓM , ñîñòîÿùèé òîëüêî èç ð¼áåð öâåòîâ
s è t ( t è u ).

Äâà ÷åòûð¼õöâåòíûõ ãðàôà ΓM è ΓM′ , ñîîòâåòñòâóþùèå ϕt|M è ϕ′t|M′ ñîîòâåòñòâåí-
íî, íàçîâ¼ì èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ψ âåðøèí
è ðåáåð îäíîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâåííî â âåðøèíû è ðåáðà äðóãîãî ãðàôà ñ ñîõðàíåíèåì
öâåòíîñòè âñåõ ð¼áåð è íóìåðàöèè c -ð¼áåð.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùàÿ èç [3].

Ò å î ð å ì à 3.1. Ãðàôû ΓM è ΓM′ èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕt|M
è ϕ′t|M′ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

4. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Îñíàù¼ííûì ãðàôîì Υ∗
ϕt ïîòîêà ϕt ∈ G íàçûâàåòñÿ

åãî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Υϕt , äîïîëíåííûé ñëåäóþùèìè äàííûìè:
(1) êàæäîé E -âåðøèíå ïðèïèñàí âåñ ¾+ ¿ èëè ¾− ¿;
(2) êàæäîé M -âåðøèíå ïðèïèñàí ÷åòûð¼õöâåòíûé ãðàô ΓM ;
(3) êàæäîìó ðåáðó (M,S) ( (S,M) ) ïðèïèñàí tu -öèêë ( st -öèêë) PM,S ãðàôà ΓM ,

ð¼áðà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò öâåòíûì êðèâûì ïîòîêà f t , ïåðåñåêàþùèì ãðàíè÷íóþ
îêðóæíîñòü îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî (íåóñòîé÷èâîãî) ïðåäåëüíîãî öèêëà (ñì. ðèñóíîê
4.1).
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ïîòîê ϕt è ãðàô Υ∗
ϕt . ×åðåç αi, i = 1, 3 îáîçíà÷åíû èñòî÷íèêè, ÷åðåç σ � ñåäëî, ÷åðåç

Ci, i = 1, 3 � ïðåäåëüíûå öèêëû, ÷åðåç Ri, i = 1, 6 è ïóíêòèðîì � ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè

ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.2. Äâà ãðàôà Υ∗
ϕt è Υ∗

ϕ′t íàçîâ¼ì èçîìîðôíûìè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ξ ðåáåð è âåðøèí ãðàôà Υ∗

ϕt ðåáðàì è
âåðøèíàì ãðàôà Υ∗

ϕ′t òàêîå, ÷òî:
1) ξ ñîõðàíÿåò öâåòíîñòü âåðøèí, íàïðàâëåíèå ð¼áåð è âåñà E -âåðøèí;
2) äëÿ âåðøèí M è ξ(M) ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ψ ãðàôîâ ΓM, Γξ(M) òàêîé, ÷òî

ψ(PM,S) = Pξ(M),ξ(S) .

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïîòîêè ϕt è ϕ′t èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ îñíàùåííûå ãðàôû Υ∗

ϕt è Υ∗
ϕ′t èçîìîðôíû.
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Graph topological equivalence criterion for Ω -stable �ows
on surfaces

c⃝ V. E. Kruglov3,O. V. Pochinka4

Abstract. Study of �ow dynamics on surfaces by dividing a phase space into cells with the same
limit behavior of trajectories within the cell goes back to the classical works of A.A. Andronov, L.S.
Pontryagin, E.A. Leontovich and A.G. Mayer. Types of cells (which are �nite in number) and their
adjacency to each other fully determine the class of topological equivalence of a �ow with �nite
number of singular trajectories. If we select one trajectory in each cell of the rough stream without
periodic orbits, the cells break up into so-called triangular regions which have the same single type.
Combinatorial description of such a partition leads to three-colored graph of A.A. Oshemkov and
V.V. Sharko; the vertices of that graph correspond to the triangular areas and edges correspond
to separatrices that link them. These scientists demonstrated that two such �owsare topologically
equivalent if and only if their three-colored graphs are isomorphic. In the same paper they gave
full topological classi�cation of the Morse-Smale �ows in terms of atoms and molecules. In present
paper the dynamics of Ω -stable �ows on surfaces is described with help of special oriented graphs
and four-colored graphs.

Key Words: multicolored graph, topological invariant, Ω -stable �ow
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ÓÄÊ 531.01

Î äåñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, âûçâàííîé

ëèíåéíûìè è êâàäðàòè÷íûìè ñèëàìè âÿçêîãî òðåíèÿ

c⃝ À. Þ. Ìàéîðîâ 1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãîëîíîìíûå ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîä äåéñòâè-
åì ïîòåíöèàëüíûõ, íåêîíñåðâàòèâíûõ ïîçèöèîííûõ ñèë, ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ äèññèïà-
òèâíûõ ñèë. Ïîñòðîåíà è óñðåäíåíà íîðìàëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, åñëè ÷àñòîòû
ìàëûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé íå íàõîäÿòñÿ â ðåçîíàíñå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êâàäðàòè÷íûå
ñèëû òðåíèÿ äåéñòâóþò íåçàâèñèìî âäîëü îñåé ãëàâíûõ êîîðäèíàò, óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èñ-
ñëåäîâàíà ïîëíîñòüþ. Íàéäåí åäèíñòâåííûé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé,
èññëåäîâàíà åãî óñòîé÷èâîñòü.
Ñäåëàí âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî èíâàðèàíòíîãî òîðà íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû
ïðè óñòîé÷èâîì ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå óñðåäí¼ííîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñëàáîé íåóñòîé÷èâîñòè äåñòàáèëèçèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýôôåêò Öèãëåðà, íåêîíñåðâàòèâíàÿ ïîçèöèîííàÿ ñèëà, ëèíåéíûå äèñ-
ñèïàòèâíûå ñèëû, êâàäðàòè÷íûå äèññèïàòèâíûå ñèëû, ôóíêöèÿ Ðýëåÿ, ìåòîä íîðìàëèçàöèè
Õîðè-Êýìèëà, èíâàðèàíòíûé òîð

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-21-
00068) â Ìîñêîâñêîì àâèàöèîííîì èíñòèòóòå (íàöèîíàëüíîì èññëåäîâàòåëüñêîì óíèâåð-
ñèòåòå)

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, òâåðäûõ òåë, â ñî-
ïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäå äàâíî çàèíòåðåñîâàëà ñïåöèàëèñòîâ. Ñ ðàçâèòèåì àâèàöèè âîïðîñ
î âëèÿíèè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ íà äâèæåíèå òåë ñðåäå ñòàë îñîáåííî àêòóàëüíûì. Ïåð-
âûå ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè ïðèíàäëåæàò Íüþòîíó, Ñòîêñó, Öèîëêîâñêîìó, Æóêîâñêîìó è
äðóãèì êëàññèêàì.

Ñîâðåìåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î äâèæåíèè òåë â ñðåäå ïðåäïîëàãàåò ó÷åò äèíàìèêè
ñàìîé ñðåäû, ò.å. ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Îäíàêî äàííûé ïîäõîä ñîïðÿ-
æåí ñ áîëüøèìè òåîðåòè÷åñêèìè è âû÷èñëèòåëüíûìè ñëîæíîñòÿìè. Ïîýòîìó áîëüøèí-
ñòâî àâòîðîâ ðàññìàòðèâàþò óïðîùåííóþ ïîñòàíîâêó, íàïðèìåð, ó÷èòûâàþò òîëüêî ýô-
ôåêò ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ è âÿçêîå ñîïðîòèâëåíèå [1, 2]. Â ðàáîòàõ [3, 4, 5] ðàçðàáîòàíû
è èññëåäîâàíû áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîíñåðâàòèâíûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äâó-
ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ïîòåíöèàëüíûõ, íåêîíñåðâàòèâíûõ ïîçèöè-
îííûõ, ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ äèññèïàòèâíûõ ñèë íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèññèïàòèâíûå ñèëû çàäàþòñÿ ôóíêöèåé Ðýëåÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ãîëîíîìíûå ñêëåðîíîìíûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ïîäâåðæåííûå äåé-
ñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ, íåêîíñåðâàòèâíûõ ïîçèöèîííûõ è äèññèïàòèâíûõ ñèë, ëèíåéíûõ è

1 Àñïèðàíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé Àâèàöèîííûé èíñòèòóò (Íàöèîíàëü-
íûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; ylam123@gmail.com
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êâàäðàòè÷íûõ ïî îáîáù¼ííûì ñêîðîñòÿì. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà, îïèñûâàþ-
ùèå äâèæåíèÿ òàêèõ ñèñòåì, èìåþò âèä

d

dt

(
∂T

∂q̇

)
−
∂T

∂q
= −∇Ï−

∂Φ

∂q̇
−
∂Ψ

∂q̇
+Qi (2.1)

Çäåñü q = (q1, q2)
T � âåêòîð îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, T = 1

2
(A(q)q̇, q̇) � êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ñèñòåìû, A(q) = (aij(q))
2
i,j=1 � ìàòðèöà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, Ï = Ï(q) � ïîòåí-

öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèë, Q = (Q1, Q2)
T , Qj = Qj(q) (j = 1, 2) � âåêòîð

íåêîíñåðâàòèâíûõ ïîçèöèîííûõ îáîáùåííûõ ñèë, Φ,Ψ � äèññèïàòèâíûå ôóíêöèè Ðýëåÿ,
êâàäðàòè÷åñêèå è êóáè÷åñêèå ïî îáîáùåííûì ñêîðîñòÿì ñîîòâåòñòâåííî. Âûðàæåíèÿ äëÿ
äèññèïàòèâíûõ ôóíêöèé èìåþò âèä

Φ =
ϵ

2
(B̄q̇, q̇),

Ψ =
δ

3
F (|q̇|) =

δ

3
(d30|q̇1|3 + d21|q̇1|2|q̇2|+ d12|q̇1||q̇2|2 + d03|q̇2|3) ,

(2.2)

ãäå ϵ, δ � ïîëîæèòåëüíûå ìàëûå ïàðàìåòðû, B̄ � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ ìàòðèöà, dij, (i+j = 3) � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàëûå
ïàðàìåòðû ϵ è δ ñâÿçàíû ñòåïåííûì ñîîòíîøåíèåì δ = ϵβ äëÿ íåêîòîðîãî β > 0 . Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (2.1) èìååò èçîëèðîâàííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ q = 0, q̇ = 0 .

Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ëèíåéíûå äèññèïàòèâíûå ñèëû, ñêîëü óãîäíî ìàëûå ïî
âåëè÷èíå, ìîãóò äåñòàáèëèçèðîâàòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâîå â èõ îòñóòñòâèå. Â
ðÿäå ðàáîò äàííûé ôåíîìåí, âïåðâûå îáíàðóæåííûé â [6], íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Öèãëå-
ðà [8-11]. Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � èçó÷åíèå äâèæåíèé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè äåñòàáèëè-
çèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â óñëîâèÿõ ýôôåêòà Öèãëåðà è ïðè íàëè÷èè êâàäðà-
òè÷íûõ äèññèïàòèâíûõ ñèë.

Óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì [12]:

q̈j + (Ã(j)q̇, q̇) =

(
αj,−∇Ï+Qj − ϵB̄q̇ −

δ

3
D(j)(|q̇|)

)
, j = 1, 2. (2.3)

Çäåñü α(j) � j -é ñòîëáåö ìàòðèöû A(q)−1 (j = 1, 2),Ã(j) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà,
ýëåìåíòû êîòîðîé ñóòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà ìàòðèöû A(q) :

Ã
(j)
kl =

1

2

2∑
s=1

αsj

(
∂aks

∂ql
+
∂asl

∂qk
−
∂alk

∂qs

)
.

Âûðàæåíèÿ äëÿ îäíîðîäíûõ ôóíêöèé âòîðîé ñòåïåíè D(1) è D(2) èìåþò âèä:

D(1) =
∂Ψ1

∂q̇1
= 3d30q̇1|q̇1|+ 2d21q̇1|q̇2|+ d12|q̇2|2sgn(q̇1),

D(2) =
∂Ψ2

∂q̇2
= 3d03q̇2|q̇2|+ 2d12q̇2|q̇1|+ d21|q̇1|2sgn(q̇2).

Ðàçëîæèì ìàòðèöó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ïîçèöèîííûå ñèëû ïî ñòåïåíÿì êîîðäèíàò:

A(q) = Ā+ A(1)q1 + A(2)q2 + ō(|q|), −∇Ï+Q(q) = C̄q +Q(2)(q) + ō(|q|2) (2.4)
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Âåêòîð Q(2)(q) ñîñòîèò èç êâàäðàòè÷íûõ ïî êîîðäèíàòàì ôîðì. Óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó
Ā óðàâíåíèÿ (2.3) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Āq̈ + ϵB̄q̇ + C̄q + F̄ (2)(q, q̇) + ϵḠ(2)(q, q̇) +
δ

3
D(2) + . . . = 0 (2.5)

D(2) = (D1, D2)
T , âûðàæåíèå äëÿ F (2) è G(2) èìåþò âèä

F̄ (2) = −Q(2) + (A(1)q1 + A(2)q2)Ā
−1C̄q + F̃ (2)

G(2) = −(A(1)q1 + A(2)q2)Ā
−1B̄q̇,

ãäå âåêòîð F̃ (2) ñîñòîèò èç íåêîòîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ïî îáîáùåííûì ñêîðîñòÿì,
âûðàæåíèÿ äëÿ êîòîðûõ îïóñêàåì.

3. Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Â äàííîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ äâèæåíèå ñèñòåìû (2.1) äëÿ îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû,
÷òîáû àïðîáèðîâàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííûå â ñòàòüå. Èìååì óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ

Q̈+ Ω2Q+BQ̇+ AQ̇|Q̇| = 0. (3.1)

Îáåçðàçìåðèì óðàâíåíèå (3.1) è ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð ϵ çà ñ÷åò îòíîñèòåëüíîé ìàëîñòè
ïàðàìåòðîâ A è B . Q = q · Q∗ , T = t · T∗ , Ω = σ · Ω∗ , A = ϵ · a · A∗ , B = ϵ · b · B∗ , ãäå
T ∗ = Ω∗

−1 , B∗ = T∗
−1 , A∗ = Q∗

−1 .
Îáåçðàçìåðåííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

q̈ + σ2q + ϵq̇(b+ a|q̇|) = 0. (3.2)

Áóäåì èññëåäîâàòü óðàâíåíèå (3.2) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ [13, 14]. Çàìåòèì, ÷òî
ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîõîæèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ õîðîøî èç-
âåñòíû è ïîäðîáíî îïèñàíû, íàïðèìåð, â [15]. Ïîýòîìó äàëåå óêàæåì òîëüêî îñíîâíûå
âûâîäû è ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ê èññëåäóåìîé ñèñòåìå.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ q = ρ cos(φ), q1 = q̇ = −ρ sin(φ) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó ïî Áîãîëþáîâó âèäó. Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä{

ρ̇ = ϵR(ρ)
φ̇ = 1− ϵΦ(ρ).

(3.3)

Âûðàæåíèÿ äëÿ R(ρ) è Φ(ρ) îïóñêàåì.

Íàéäåì êîðíè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3): ρ∗1 = 0, ρ∗2 = −
3

8

bπ

aσ
.

Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ρ = ρ∗2 èìåþò âèä

u̇ = ϵ
1

2

b

σ
u. (3.4)

Àíàëèçèðóÿ óðàâíåíèå (3.4), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ρ∗2 àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâ ïðè b < 0 è íåóñòîé÷èâ ïðè b > 0 . Òàêèì îáðàçîì, êîãäà íà ñèñòåìó äåéñòâó-
þò ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ñèëû òðåíèÿ, òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî è ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàåò. Åñëè æå â ñèñòåìå äåéñòâóþò ëèíåéíûå
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óñêîðÿþùèå è êâàäðàòè÷íûå ñèëû òðåíèÿ, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî. Ïðèìå-
ðû ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ïîäâåðæåííûõ äåéñòâèþ óñêîðÿþùèõ
ñèë, ìàëîèçâåñòíû.

Ðàññìîòðèì ôàçîâûå êðèâûå óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé (3.4) íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ
q, q̇ . Â ñëó÷àå, êîãäà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ρ∗ = ρ∗2 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ ( b < 0 ), ñó-
ùåñòâóåò îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, ïðèòÿãèâàþùèé âñå òðàåêòîðèè ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè, êðîìå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 3.1).

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïðåäåëüíûé öèêë è òðàåêòîðèè, êîòîðûå ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íåìó

Èòàê, ñîâìåñòíîå äåéñòâèå ëèíåéíûõ óñêîðÿþùèõ ñèë è êâàäðàòè÷íûõ ñèë òðåíèÿ äå-
ñòàáèëèçèðóåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ïîðîæäàåò àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì.

4. Íîðìàëèçàöèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Ñäåëàåì ìàñøòàáèðóþùóþ çàìåíó â ñèñòåìå (2.5) ïî ôîðìóëàì

q = ϵαq′, q̇ = ϵαq̇′, ãäå α > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ñòåïåííûì îòíîøåíèåì δ = ϵβ . Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.5) ïðåîáðàçóåòñÿ â
êâàçèëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà

Āq̈′ + ϵB̄q̇′ + C̄q′ + ϵαF̄ (2) + ϵα+1Ḡ(2) + ϵα+β
1

3
D(2) + . . . = 0. (4.1)

Ïîëîæèì β = 1−α è α =
1

2
. Îòáðàñûâàÿ â óðàâíåíèè (4.1) âñå ÷ëåíû ïîðÿäêà ϵ è âûøå,

ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà

Āq̈′ + ϵB̄q̇′ + C̄q′ + ϵ
1
2 F̄ (2) +

ϵ

3
D(2) + . . . = 0. (4.2)

Ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà
Āq̈′ + C̄q′ = 0

îáðàòèìà, ïîýòîìó óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âîçìîæíà òîëüêî â
êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ÷èñòî ìíèìûå êîðíè.

Ïóñòü óðàâíåíèå ÷àñòîò
det
(
−ω2Ā+ C̄

)
= 0
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èìååò ïîëîæèòåëüíûå ïðîñòûå êîðíè ω1, ω2 , êîòîðûå íå íàõîäÿòñÿ â ðåçîíàíñå. Ïðèâåäåì
ñèñòåìó (4.2) ê ãëàâíûì êîîðäèíàòàì ñ ïîìîùüþ íåîñîáåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
q′ = Sx , ãäå S = {sij} 2

i,j=1 . Îòáðîñèì ÷ëåíû ïîðÿäêà âûøå ϵ è ïåðåéäåì ê óêîðî÷åííîé
ñèñòåìå

ẍ+ Ω2x+ ϵBẋ+ ϵ
1
2F (2) +

ϵ

3
D(2) = 0, Ω2 = diag{ω2

1, ω
2
1}, B = S−1B̄S. (4.3)

Ôóíêöèÿ F (2) èìååò ñòðóêòóðó àíàëîãè÷íóþ F̄ :

F (2) = (F1, F2)
T , F =

(
P (j)x, x

)
+
(
R(j)ẋ, ẋ

)
, j = 1, 2.

à ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû R̃(j) èìåþò âèä

R̃(1) =
1

2

(
a
(1)
11 a

(2)
11

a
(2)
11 2a

(1)
12 − a

(2)
22

)
, R̃(2) =

1

2

(
2a

(1)
12 − a

(2)
11 a

(1)
22

a
(1)
22 a

(2)
22

)
. (4.4)

Êðàòêî èçëîæèì ìåòîä Õîðè-Êýìèëà (áîëåå ïîäðîáíî îí îïèñàí â [16] èëè â îðèãèíàëüíîé
ñòàòüå Êýìèëà [17]). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxk

dt
= fk(x, t; ϵ), k = 1, ..., n, x = (x1, ..., xn)

T . (4.5)

Ôóíêöèè fk ñîäåðæàò ìàëûé ïàðàìåòð ϵ è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

fk(x, t; ϵ) = fk,0(x, t) + ϵfk,1(x, t) +
ϵ

2!
fk,2(x, t) + . . . . (4.6)

Èùåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x 7→ y , ïðåäñòàâëÿåìóþ â âèäå ðÿäîâ

xk = yk + ϵy
(1)
k (y, t) +

ϵ2

2!
y
(2)
k (y, t) + . . . . (4.7)

Â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû ñèñòåìà (4.3) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó

dyk

dt
= gk(y, t; ϵ) = gk,0(y, t) + ϵgk,1(y, t) +

ϵ2

2!
gk,2(y, t) + . . . . (4.8)

Ïðîèçâîäÿùóþ âåêòîðíóþ ôóíêöèþ W (y, t; ϵ) = (W1, ...,Wn)
T , ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îïðå-

äåëÿåòñÿ âèä íàøåé çàìåíû ïåðåìåííûõ, çàäà¼ì â âèäå

Wk(y, t; ϵ) = Wk,1(y, t) + ϵWk2(y, t) + . . . . (4.9)

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå : ïîëàãàåì

gk,0 = fk,0 = f
(0)
k , y

(0)
k = yk. (4.10)

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå : çàäàåì

y
(1)
k = Wk,1, f

(1)
k = fk,1(y, t) + gradfk,0 ·W. (4.11)

(ãðàäèåíò áåðåòñÿ ïî y ). Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå

gk,1 +
∂y

(1)
k

∂t
+

n∑
j=1

∂y(1)

∂yj
gj,0 = f

(1)
k (y, t). (4.12)
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Çíàÿ ñòðóêòóðó ôóíêöèè gk,1 , ïîëó÷èì n ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Wk,1 . Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿåì

y
(1)
k è f

(1)
k ïî ôîðìóëå (4.9).

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå : çàäàåì

y
(1)
k1 =Wk,2, y2k = y

(1)
k1 +

n∑
j=1

∂y
(1)
k

∂yj
Wj,1,

f
(1)
k1 = fk,2(y, t) +

n∑
j=1

∂fk,1(y, t)

∂yj
Wj,1 +

n∑
j=1

∂fk,0(y, t)

∂yj
Wj,2,

f
(2)
k = f

(1)
k1 (y, t) +

n∑
j=1

∂f
(1)
k (y, t)

∂yj
Wj,1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Wk,2 ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ

gk,2 +
∂y

(2)
k

∂t
+

n∑
j=1

∂y
(2)
k

∂yj
gj,0 + 2

n∑
j=1

∂y
(1)
k

∂yj
gj,1 = f

(2)
k (y, t). (4.13)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà òðåáóåìûé âèä ôóíêöèè gk,2 , ðåøàåì ýòè óðàâíåíèÿ, íàõîäèì Wk,2 .

Äàëåå ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó, âû÷èñëÿÿ y
(2)
k è f

(2)
k .

Ïóñòü z � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû (4.2). Ñëåäóÿ ìåòîäó Õîðè-Êýìèëà, îïèñàííîìó
âûøå, ðàññìîòðèì áëèçêóþ ê òîæäåñòâåííîé çàìåíó ïåðåìåííûõ z 7→ ξ âèäà

z = ξ +
√
ϵξ(1)(ξ) +

ϵ

2
ξ(2)(ξ),

ñ ïðîèçâîäÿùåé âåêòîðíîé ôóíêöèè W (ξ; ϵ) = W (1)(ξ)+
√
ϵW (2)(ξ) . Îòñóòñòâèå ðåçîíàíñîâ

ïîçâîëÿåò óíè÷òîæèòü êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû F (2) â ñèñòåìå (4.2). Â ìåòîäå Õîðè-Êýìèëà
ξ(1) =W (1) . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè W (1) èìååì ñèñòåìó(

gradW
(1)
1 , P ξ

)
= W

(1)
3 ,

(
gradW

(1)
2 , P ξ

)
=W

(1)
4 ,(

gradW
(1)
3 , P ξ

)
= −F (2)

1 − ω2
1W

(1)
1 ,(

gradW
(1)
4 , P ξ

)
= −F (2)

2 − ω2
2W

(1)
2 ,

(4.14)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè

P =

(
0 I

−Ω2 0

)
.

×àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.14) èùåì ñðåäè âåêòîðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì W
(1)
k (ξ) =(

W
(1)
k ξ, ξ

)
( k = 1, . . . , 4 ). Îáîçíà÷èì F

(2)
j =

(
F

(2)
j ξ, ξ

)
( j = 1, 2 ) è ïåðåïèøåì ñèñòåìó

(4.14) ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
2W

(1)
1 ξ, Pξ

)
=
(
W

(1)
3 ξ, ξ

)
,
(
2W

(1)
2 ξ, Pξ

)
=
(
W

(1)
4 ξ, ξ

)
,(

2W
(1)
3 ξ, Pξ

)
= −

(
F

(2)
1 ξ, ξ

)
− ω2

1

(
W

(1)
1 ξ, ξ

)
,(

2W
(1)
4 ξ, Pξ

)
= −

(
F

(2)
2 ξ, ξ

)
− ω2

2

(
W

(1)
2 ξ, ξ

)
.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû W
(1)
k ñèììåòðè÷åñêèå. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå íåñèììåòðè÷å-

ñêèå ìàòðèöû W̃
(1)
k , ñèììåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü êîòîðûõ � èñêîìûå ìàòðèöû W

(1)
k . Ìåæäó

íèìè ñóùåñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ W̃
(1)
3 = 2P T W̃

(1)
1 , W̃

(1)
4 = 2P T W̃

(1)
2 , à W̃

(1)
1 , W̃

(1)
2 � ðåøå-

íèÿ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (
4(P T )2 + ω2

1I
)
W̃

(1)
1 = −F (2)

1 ,(
4(P T )2 + ω2

2I
)
W̃

(1)
2 = −F (2)

2 .
(4.15)

Ìàòðèöû 4(P T )2 + ω2
1I , 4(P T )2 + ω2

1I íåâûðîæäåííûå, ò.ê. ω1 ̸= 2ω2 , ω2 ̸= 2ω1 . Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñèñòåìà (4.14) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñðåäè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, è ìû
íàøëè êîýôôèöèåíò W (1) ïðîèçâîäÿùåé âåêòîðíîé ôóíêöèè. ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ôîðì W

(1)
k îïóñêàåì.

Íîðìàëèçàöèÿ ñèñòåìû (4.2) óíè÷òîæèëà êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí
√
ϵF (2) . Ïîëó÷èëàñü ñè-

ñòåìà, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ÿ = −Ω2y + ϵ(Bẏ +D(ẏ, |ẏ|) +N (3)(y, ẏ)), (4.16)

ãäå N (3)(y, ẏ) - ôîðìà òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, à D îäíî-
ðîäíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

5. Èññëåäîâàíèå óñðåäíåííîé ñèñòåìû â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå
ôóíêöèè Ðýëåÿ

C ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

y = ρ1e1 cos(ϕ1) + ρ2e2 cos(ϕ2), ẏ = −ω1ρ1e1 sin(ϕ1)− ω2ρ2e2 sin(ϕ2), (5.1)

e1 = (1, 0)T , e2 = (0, 1)T , ρ1 > 0, ρ2 > 0,

ñèñòåìà (4.16) ïðåîáðàçóåòñÿ ê äâóõ÷àñòîòíîé ñèñòåìå âèäà

ρ̇1 = −
ϵ

ω1

f1 sin(ϕ1)

ρ̇2 = −
ϵ

ω2

f2 sin(ϕ2)

ϕ̇1 = ω1 −
ϵ

ω1ρ1
f1 cos(ϕ1)

ϕ̇2 = ω2 −
ϵ

ω2ρ2
f2 cos(ϕ2)

, (5.2)

(f1, f2)
T = Bρ̇ sin(ϕ) +D(2) +N (3),
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ãäå (f1, f2)
T = Bρ̇ sin(ϕ) +D(2) +N (3) , à âûðàæåíèÿ äëÿ D(2) òåïåðü èìåþò âèä:

D1 = 2|s21ω1ρ1 sin(ϕ1) + s22ω2ρ2 sin(ϕ2)| sin(ϕ1)s11d21ρ1ω1+
+3|s11ω1ρ1 sin(ϕ1) + s12ω2ρ2 sin(ϕ2)| sin(ϕ1)s11d30ρ1ω1+
+2|s21ω1ρ1 sin(ϕ1) + s22ω2ρ2 sin(ϕ2)| sin(ϕ2)s12d21ρ2ω2+
+3|s11ω1ρ1 sin(ϕ1) + s12ω2ρ2 sin(ϕ2)| sin(ϕ2)s12d30ρ2ω2+

+sgn(s11ω1ρ1 sin(ϕ1) + s12ω2ρ2 sin(ϕ2))|s21ω1ρ1 sin(ϕ1) + s22ω2ρ2 sin(ϕ2)|2d12,

D2 = 2|s11ω1ρ1 sin(ϕ1) + s12ω2ρ2 sin(ϕ2)| sin(ϕ1)s21d12ρ1ω1+
+3|s21ω1ρ1 sin(ϕ1) + s22ω2ρ2 sin(ϕ2)| sin(ϕ1)s21d03ρ1ω1+
+2|s11ω1ρ1 sin(ϕ1) + s12ω2ρ2 sin(ϕ2)| sin(ϕ2)s22d12ρ2ω2+
+3|s21ω1ρ1 sin(ϕ1) + s22ω2ρ2 sin(ϕ2)| sin(ϕ2)s22d03ρ2ω2+

+sgn(s21ω1ρ1 sin(ϕ1) + s22ω2ρ2 sin(ϕ2))|s11ω1ρ1 sin(ϕ1) + s12ω2ρ2 sin(ϕ2)|2d21,

(5.3)

ãäå sij � ýëåìåíòû ìàòðèöû S ïåðåõîäà ê ãëàâíûì êîîðäèíàòàì.
Óñðåäíèì ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5.2) ïî áûñòðûì ïåðåìåííûì ϕj â îòñóò-

ñòâèå ðåçîíàíñà. Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä

ρ̇1 = −ϵb11ρ1 − ϵ
1

ω1

(2cd21F (a, b) + 3cd30F (c, d)+

+2ad21G(a, b) + 3ad30G(c, d) + d12H(c, d, a, b)

ρ̇2 = −ϵb22ρ2 − ϵ
1

ω2

(3bd03F (a, b) + 2bd12F (c, d)+

3ad03G(a, b) + 2ad12G(c, d) + d21H(a, b, c, d))

, (5.4)

ãäå

F (a, b) =
1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

|a sin(ϕ1) + b sin(ϕ2)| sin2(ϕ1)dϕ1dϕ2,

G(a, b) =
1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

|a sin(ϕ1) + b sin(ϕ2)| sin(ϕ1) sin(ϕ2)dϕ1dϕ2,

H(c, d, a, b) =
1

4π2

2π∫
0

2π∫
0

sgn(c sin(ϕ1) + d sin(ϕ2))|a sin(ϕ1) + b sin(ϕ2)|2 sin(ϕ1)dϕ1dϕ2,

è òàêæå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

a = s21ω1ρ1, b = s22ω2ρ2, c = s11ω1ρ1, d = s12ω2ρ2.

Âûðàæåíèÿ äëÿ F (c, d) è G(c, d) àíàëîãè÷íûå.
Ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé F,G è H íå óäàëîñü.

Ïîýòîìó èññëåäîâàòü ñèñòåìó (4.6) íà äàííîì ýòàïå ðàáîòû çàòðóäíèòåëüíî. Îäíàêî, â
îäíîì ñïåöèàëüíîì, íî âàæíîì ñëó÷àå, êîòîðûé ìû ïðèâîäèì íèæå, óäà¼òñÿ èññëåäîâàòü
äèíàìèêó óñðåäí¼ííîé ñèñòåìû äî êîíöà.

Ïóñòü êâàäðàòè÷íûå äèññèïàòèâíûå ñèëû äåéñòâóþò íåçàâèñèìî âäîëü îñåé ãëàâíûõ
êîîðäèíàò, ò.å. äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ Ðýëåÿ èìååò âèä:

Ψ =
δ

3
d30|q̇1|3 +

δ

3
d03|q̇2|3
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Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé F,G,H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ÿâíîì âèäå áåç êâàäðàòóð,
à óðàâíåíèÿ äëÿ ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ óñðåäí¼ííîé ñèñòåìû èìåþò âèä

ρ̇1 = −ϵ

(
1

2
b11ρ1 +

4

3

d30ρ
2
1ω1

π

)

ρ̇2 = −ϵ

(
1

2
b22ρ2 +

4

3

d03ρ
2
2ω2

π

)
.

(5.5)

Ïîëó÷åííàÿ óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè

ρ∗1 = ρ∗2 = 0;

ρ∗1 = −
3

8

πb11

d30ω1

, ρ∗2 = 0;

ρ∗1 = 0, ρ∗2 = −
3

8

πb22

d03ω12

;

ρ∗1 = −
3

8

πb11

d30ω1

, ρ∗2 = −
3

8

πb22

d03ω12

.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäíÿÿ îñîáàÿ òî÷êà. Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ âîçìó-
ùåííîãî äâèæåíèÿ, äëÿ ÷åãî ââåäåì âîçìóùåíèÿ ïî ôîðìóëå ui = ρi − ρ∗i .

Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîé çàìåíû â óðàâíåíèå (5.5) è îòáðàñûâàíèè ÷ëåíîâ âûøå ïåðâîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ïåðåìåííîé u èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

u̇1 =
ϵ

2
b11u1

u̇2 =
ϵ

2
b22u2

. (5.6)

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè b11 >
0 è b22 > 0 , è íåóñòîé÷èâà, åñëè b11b22 < 0 [6, 11] èëè b11 < 0, b22 < 0 .

Â íàøåé ñèñòåìå íåðàâåíñòâà b11 < 0, b22 < 0 íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî âûïîëíåí-
íûìè. Òåì íå ìåíåå, ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ôàçîâîãî ïîðòðåòà íà äâóìåðíîå êîíôèãóðà-
öèîííîå ïðîñòðàíñòâî y1, y2 .

Âûðàæåíèÿ äëÿ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ ϕi(i = 1, 2) èìåþò âèä

ϕ1 = ω1t+ ϕ0
1, ϕ2 = ω2t+ ϕ0

2,

è ñîãëàñíî çàìåíå (5.1), ôàçîâûå ïåðåìåííûå yi(i = 1, 2) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
y1 = ρ∗1 cos(ϕ1)
y2 = ρ∗2 cos(ϕ2)
ẏ1 = −ω1ρ

∗
1 sin(ϕ1)

ẏ2 = −ω2ρ
∗
2 sin(ϕ2)

. (5.7)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ϕ0
2 = 0 . Òîãäà ïðîåêöèÿ ôàçîâîé êðèâîé íà êîí-

öèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàìêíóòóþ êðèâóþ Ëèññàæó{
y1 = ρ∗1 cos(ω1t+ ϕ0

1)
y2 = ρ∗2 cos(ω2t)

. (5.8)
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Êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ âûáîðîì íà÷àëüíîãî óãëà ϕ0
1 è âñþäó ïëîòíà íà èíâàðè-

àíòíîì òîðå. Ïîñëåäíèé îáðàçóåòñÿ ñåìåéñòâîì òðàåêòîðèé (5.7) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñèñòåìû (ðèñ. 5.1). Èíâàðèàíòíûé òîð ñóùåñòâóåò, åñëè b11 ̸= 0, è b22 ̸= 0 .

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Ïðîåêöèÿ ôàçîâûõ êðèâûõ íà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

6. Âûâîäû

Â ðàáîòå ìåòîäîì Õîðè-Êýìèëà íîðìàëèçîâàíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîäâåðæåííîé äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ, íåêîíñåð-
âàòèâíûõ ïîçèöèîííûõ ñèë, ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ äèññèïàòèâíûõ ñèë.

Ïîëó÷åíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ îáùåé ôóíêöèè Ðýëåÿ êâàäðàòè÷íûõ
äèññèïàòèâíûõ ñèë.

Äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèè Ðýëåÿ, êîãäà êâàäðàòè÷íûå äèññèïàòèâíûå ñèëû
äåéñòâóþò âäîëü îñåé ãëàâíûõ êîîðäèíàò, óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èññëåäîâàíà ïîëüíîñòüþ.
Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíîãî òîðà.
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About destabilization of equilibrium point is caused by

linear and quadratic forces of viscous friction.

c⃝ A.Y. Mayorov2

Abstract. Holonomic systems with two degrees of freedom are considered. It is supposed that
potential forces, non-conservative positional forces, linear and quadratic dissipative forces act in
these systems. The normal form of equations of motion is obtained and averaged in non-resonance
case. In particular case when quadratic friction forces act independently along main coordinate
axes, averaged system is completely investigated. Unique stationary mode of averaged system is
obtained and stability of that mode is investigated. Conditions for the existence of an invariant
torus and weak instability of equilibrium position are obtained.

Key Words: Zigler's e�ect, non-conservative positional force, linear dissipative force, quadratic
dissipative force, Raileigh's function, normalization method of Hori-Kamel, invariant torus

2 Postgraduate student of the Di�erential Equations Department, Moscow Aviation Institute (National
Research University), Moscow; ylam123@gmail.com
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ÓÄÊ 517.929.5

Î âåòâëåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ

íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé c

âîçìóùåíèåì â âèäå ìàëîãî ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ñ

çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì

c⃝ Ï. À. Øàìàíàåâ 1, Á. Â. Ëîãèíîâ 2

Àííîòàöèÿ. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåòîäàìè òåîðèè âåòâëåíèÿ äîêàçàíî ñóùåñòâîâà-
íèå è åäèíñòâåííîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé c âûðîæäåííûì èëè òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé è âîçìóùåíè-
åì â âèäå ìàëîãî ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Â ñòàòüå ïîêàçàíî,
÷òî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå èìååò ïîëþñ â òî÷êå ε = 0 , à ïðè çíà÷åíèè ε = 0 ïåðåõî-
äèò â 2n -ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ
ïðèìåíåíèÿ òåîðèè îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ íàáîðîâ, ñâîäÿùåé èñõîäíóþ çàäà÷ó ê èññëå-
äîâàíèþ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì
ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïðè ε ̸= 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, à ïðè çíà÷åíèè ε = 0 ïåðåõîäèò
â 2n -ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåòâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, îáîáùåííûå æîðäàíîâû íàáîðû, ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà
Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E1 , E2 , ãäå E1⊂E2⊂H , H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

A
dx

dt
= (B0 − εB(τ))x− f(t), B(τ)x ≡ B1x(t− τ), (1.1)

ãäå x ∈ E1 , A , B0 è B1 � ïëîòíî çàäàííûå ëèíåéíûå ôðåäãîëüìîâû îïåðàòîðû, A
� âûðîæäåííûé èëè òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, f ∈ E2 , f(t + ω) = f(t) , ω > 0 , ε �
ìàëûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû A è B0 íå èìåþò îáùèõ
íóëü-ýëåìåíòîâ, à òàêæå óñëîâèÿ: A : E1 ⊃ DA → E2 , B0 : E1 ⊃ DB0 → E2 , DB0 ⊂DA

è A ïîä÷èíåí B0 , òî åñòü ∥Ax∥E2 6 ∥B0x∥E2 + ∥x∥E1 íà DB0 , èëè DA ⊂ DB0 è B0

ïîä÷èíåí A , òî åñòü ∥B0x∥E2 6 ∥Ax∥E2 + ∥x∥E1 íà DA , ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè îáñóæäåíèå
ê îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðàì [1], [3-5].

Ïóñòü σ0
A (B0) - A -ñïåêòð îïåðàòîðà B0 , ëåæàùèé íà ìíèìîé îñè è ñîñòîÿùèé èç êî-

íå÷íîãî ÷èñëà íåíóëåâûõ òî÷åê ±iαm , αm = kmα , α = 2π
ω
, m = 1, r , ãäå km � íàòóðàëü-

íûå ÷èñëà. Ïóñòü äàëåå nm � ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êàæäîãî ÷èñëà èç ïàðû ±iαm ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ A-ñîáñòâåííûì ýëåìåíòàì umj = u

(1)
mj ± iu

(2)
mj , òî åñòü B0umj = iαmAumj ;

B0umj = −iαmAumj , j = 1, nm , m = 1, r ; è vmj = v
(1)
mj + iv

(2)
mj , vmj = v

(1)
mj − iv

(2)
mj ÿâëÿþòñÿ

A∗ -ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà B∗
0 , òî åñòü B∗

0vmj = −iαmA
∗vrj ,

B∗
0vmj = −iαmA

∗vmj , j = 1, nm , m = 1, r .

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñà-
ðàíñê; korspa@yandex.ru.

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû "Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà" , Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò, ã. Óëüÿíîâñê; loginov@ulstu.ru
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Òîãäà äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èç ïàðû ±iαm ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî nm

ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

A
dy

dt
= B0y (1.2)

â ôîðìå φmj = umje
iαmt , φ̄mj = ūmje

−iαmt , j = 1, nm , m = 1, r .
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.2) èìååò 2n , n = n1+ ...+nr , ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

φmj , φ̄mj , j = 1, nm , m = 1, r . Àíàëîãè÷íî, ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ (1.2)
èìååò 2n ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ψmj = vmje

iαmt , ψ̄mj = v̄mje
−iαmt , j = 1, nm , m =

1, r .
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à [1]: ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåùåñòâåííûõ ε îòûñêàòü ω - ïåðèîäè÷å-

ñêèå ðåøåíèÿ x(t, ε) óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ x(t, 0) = z(t) , ãäå z(t)
� ω -ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

A
dz

dt
= B0z − f(t). (1.3)

Òàê êàê ïåðèîä ðåøåíèé φmj , φ̄mj ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (1.2) ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì f(t) è ðàâåí ω , òî ðàññìàòðèâàåìûå óñëîâèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþò ðåçîíàíñíîìó ñëó÷àþ äëÿ óðàâíåíèÿ (1.3) [6].

2. Ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â êîðíåâîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (1.1) â îïåðàòîðíîé ôîðìå

B0x = f(t) + εB(τ)x, B0x ≡ B0x(t)− A
dx

dt
, (2.1)

è ïðèìåíèì ìåòîäû òåîðèè âåòâëåíèÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ íàáîðîâ, ïðè-
âîäÿùèå ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â êîðíåâîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå [2], [3-5], [10-13].

Çäåñü îïåðàòîðû B0 è B1 îòîáðàæàþò ïðîñòðàíñòâî X ω-ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ïî t ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â E1 = E1 u i E1 â ïðîñòðàíñòâî Z ω-
ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â E2 = E2ui E2 . Òîãäà çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
e(t) ∈ X ∗(∈ Z∗) íà ýëåìåíòå x(t) ∈ X (∈ Z) äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

≪ x, e≫=
1

ω

∫ ω

0

⟨x(t), e(t)⟩dt, x ∈ X , e ∈ X ∗ (x ∈ Z, e ∈ Z∗).

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïåðåíóìåðóåì ýëåìåíòû φmj , φ̄mj (ψmj , ψ̄mj ), j =
1, nm , m = 1, r â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ ÷èñåë m è j îäíèì èíäåêñîì k , k = 1, n . Òîãäà

N (B0)=span{φ(1)
k = uke

iαkt, φ̄
(1)
k = ūke

−iαkt, k = 1, n},

N (B∗
0)=span{ψ

(1)
k = vke

iαkt, ψ̄
(1)
k = v̄ke

−iαkt, k = 1, n}.
(2.2)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

p1 = ... = pσ > pσ+1 ≥ pσ+2 ≥ ... ≥ pn. (2.3)
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Ïåðåïèøåì íåâîçìóùåííîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå (1.3) â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

B0x = f(t), (2.4)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû óðàâíåíèå (2.4) áûëî ðàçðåøèìî. Äëÿ ýòîãî, ñîãëàñíî ðàáîòå [1]
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

≪ f, ψ
(1)
k ≫= 0, k = 1, n. (2.5)

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. [1] Ýëåìåíòû φ
(1)
k ∈ N (B0) (ψ

(1)
s ∈ N (B∗

0)) ôîðìèðóþò
ïîëíûé B1 - (B

∗
1 -)æîðäàíîâ íàáîð (îáîáùåííûé æîðäàíîâ íàáîð ≡ ÎÆÍ) îïåðàòîðà B0

(B∗
0) , åñëè

B0φ
(1)
k = 0, B0φ

(j)
k = B1φ

(j−1)
k , det

[
≪ B1φ

(pk)
k , ψ

(1)
s ≫

]
̸= 0,(

B∗
0ψ

(1)
s = 0, B∗

0ψ
(l)
s = B∗

1ψ
(l−1)
s , det

[
≪ B∗

1ψ
(ps)
s , φ

(1)
k ≫

]
̸= 0
)
,

j = 2, pk, l = 2, ps, k, s = 1, n.

(2.6)

Îáîáùåííûå æîðäàíîâû öåïî÷êè φ
(j)
k , j = 1, pk (ψ

(l)
s , l = 1, ps ) äëèíû pk ( ps ) åäèí-

ñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ pk > 1 ( ps > 1 ) ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ óñëîâèé

≪ φ
(1)
k , γ

(1)
s ≫= δks, ≪ φ

(j)
k , γ

(1)
s ≫= 0, j = 2, pk,(

≪ z
(1)
k , ψ

(1)
s ≫= δks, ≪ z

(1)
k , ψ

(l)
s ≫= 0, l = 2, ps

)
,

k, s = 1, n,

(2.7)

ãäå {γ(1)s } ∈ E∗
1 , {z(1)k } ∈ E2 .

Ñîãëàñíî ëåììå [7-9] ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû
{
φ
(j)
k , j = 1, pk

}
è
{
ψ

(l)
s , l = 1, ps

}
ýëå-

ìåíòîâ B1 - è B∗
1 -æîðäàíîâûõ íàáîðîâ îïåðàòîðîâ B0 è B∗

0 ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè

≪ φ
(j)
k , γ

(l)
s ≫= δksδjl, ≪ z

(j)
k , ψ

(l)
s ≫= δksδjl,

γ
(l)
s = B∗

1ψ
(ps+1−l)
s , z

(j)
k = B1φ

(pk+1−j)
k ,

j = 1, pk, l = 1, ps, k, s = 1, n.

(2.8)

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Êîðíåâîå ÷èñëî êàê ñóììà âñåõ äëèí æîðäàíîâûõ öåïî÷åê
ðàâíà 2K , ãäå K = p1 + ... + pn . Ýëåìåíòû φ

(j)
k , φ̄

(j)
k , j = 1, pk è z

(j)
k , z̄

(j)
k , j = 1, pk

ôîðìèðóþò áàçèñû êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ E2K
1 = span{φ(j)

k , φ̄
(j)
k , j = 1, pk, k = 1, n}

è E2K
2 = span{z(j)k , z̄

(j)
k , j = 1, pk, k = 1, n} .

Ââîäÿ ðåãóëÿðèçàòîð Øìèäòà

B̃0 = B0 +
n∑

k=1

≪ ·, γ(1)k ≫ z
(1)
k +

n∑
k=1

≪ ·, γ̄(1)k ≫ z̄
(1)
k , (2.9)

çàïèñûâàåì óðàâíåíèå (2.1) â âèäå ñèñòåìû
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 B̃0x = εB(τ)x+
n∑

k=1

(ξk1z
(1)
k + ξ̄k1z̄

(1)
k ) + f,

ξsl =≪ x, γ
(l)
s ≫, ξ̄sl =≪ x, γ̄

(l)
s ≫, l = 1, ps, s = 1, n.

(2.10)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.10) áóäåì èñêàòü â âèäå [3]-[4]

x = w + v, v =
n∑

k=1

pk∑
j=1

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ) ∈ E2K

1 . (2.11)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.6) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.10) è âûðàæàÿ w , ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ïîëó÷èì

w = −
n∑

k=1

pk∑
j=2

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ) + εΓ0B(τ)[I − εΓ0B(τ)]−1

n∑
k=1

(ξk1φ
(1)
k + ξ̄k1φ̄

(1)
k )+

+Γ0[I − εB1Γ0]
−1f.

(2.12)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.6) âî âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.10) è ó÷èòûâàÿ
óñëîâèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè (2.8), ïðèâåäåì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó ê âèäó{

− ≪ w, γ
(l)
s ≫= 0, l = 1, ps,

− ≪ w, γ̄
(l)
s ≫= 0, s = 1, n.

(2.13)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.12) äëÿ w â ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó (2.13), ïîëó÷èì



n∑
k=1

pk∑
j=2

ξkj ≪ φ
(j)
k , γ

(l)
s ≫ −

n∑
k=1

ξk1 ≪ εΓ0B(τ)[I − εΓ0B(τ)]−1φ
(1)
k , γ

(l)
s ≫=

=≪ Γ0[I − εΓ0B(τ)]−1f, γ
(l)
s ≫, l = 1, ps, s = 1, n,

n∑
k=1

pk∑
j=2

ξ̄kj ≪ φ̄
(j)
k , γ̄

(l)
s ≫ −

n∑
k=1

ξ̄k1 ≪ εΓ0B(τ)[I − εΓ0B(τ)]−1φ̄
(1)
k , γ̄

(l)
s ≫=

=≪ Γ0[I − εΓ0B(τ)]−1f, γ̄
(l)
s ≫, l = 1, ps, s = 1, n.

(2.14)

Ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ Γ∗
0γ

(1)
s = ψ

(1)
s , Γ∗

0γ̄
(1)
s = ψ̄

(1)
s , Γ∗

0γ
(l)
s = ψ

(ps+2−l)
s , Γ∗

0γ̄
(l)
s = ψ̄

(ps+2−l)
s

(l = 2, ps) , ïîëó÷èì

≪ εΓ0B(τ)[I − εΓ0B(τ)]−1φ
(1)
k , γ

(1)
s ≫=≪ φ

(1)
k , εB∗(τ)[I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ
(1)
s ≫,

≪ εΓ0B(τ)[I − εΓ0B(τ)]−1φ
(1)
k , γ

(l)
s ≫=≪ φ

(1)
k , εB∗(τ)[I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ
(ps+2−l)
s ≫,

≪ εΓ0B(τ)[I − εΓ0B(τ)]−1φ̄
(1)
k , γ̄

(1)
s ≫=≪ γ̄

(1)
s , εB∗(τ)[I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ̄
(1)
s ≫,

≪ εΓ0B(τ)[I − εΓ0B(τ)]−1φ̄
(1)
k , γ̄

(l)
s ≫=≪ γ̄

(l)
s , εB∗(τ)[I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ̄
(ps+2−l)
s ≫,

(2.15)

àíàëîãè÷íî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû (2.14) ïðèìåò âèä

≪ Γ0[I − εΓ0B(τ)]−1f, γ
(1)
s ≫=≪ f, [I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ
(1)
s ≫,

≪ Γ0[I − εΓ0B(τ)]−1f, γ
(l)
s ≫=≪ f, [I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ
(ps+2−l)
s ≫,

≪ Γ0[I − εΓ0B(τ)]−1f, γ̄
(1)
s ≫=≪ f, [I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ̄
(1)
s ≫,

≪ Γ0[I − εΓ0B(τ)]−1f, γ̄
(l)
s ≫=≪ f, [I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ̄
(ps+2−l)
s ≫ .

(2.16)
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Òàê êàê ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (Γ∗
0B

∗
1)

lψ
(1)
s = ψ

(rs+1)
s , ãäå rs � îñòàòîê îò äåëåíèÿ l

íà ps , òî

[Γ∗
0B

∗(τ)]j ψ
(1)
k = e−iαkjτψ

(rk+1)
k , j = 1, 2, ... . (2.17)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (2.17), ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íàõîäèì

[I − εΓ∗
0B

∗(τ)]−1ψ
(1)
s =

1

1− (εe−iαsτ )ps
hs1,

hs1 = ψ
(1)
s + εe−iαsτψ

(2)
s + ...+ (εe−iαsτ )ps−1ψ

(ps)
s ,

[I − εΓ∗
0B

∗(τ)]−1ψ
(ps+2−l)
s =

1

1− (εe−iαsτ )ps
hsl,

hsl = ψ
(ps+2−l)
s + εe−iαsτψ

(ps+3−l)
s + ...+ (εe−iαsτ )l−2ψ

(ps)
s + (εe−iαsτ )l−1ψ

(1)
s + ...

...+ (εe−iαsτ )ps−1ψ
(ps+1−l)
s , l = 2, ps, s = 1, n.

(2.18)

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (2.18) è óñëîâèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè (2.8), âû÷èñëèì

≪ φ
(1)
k , εB∗(τ)[I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ
(1)
s ≫=

(εe−iαsτ )ps

1− (εe−iαsτ )ps
δks,

≪ φ
(1)
k , εB∗(τ)[I − εΓ∗

0B(τ)∗]−1ψ
(ps+2−l)
s ≫=

(εe−iαsτ )l−1

1− (εe−iαsτ )ps
δks,

l = 2, ps, s = 1, n.

(2.19)

Òîãäà, ñ ó÷¼òîì (2.15)-(2.19), ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà (2.14) ïðèìåò âèä

β̄sξs1 = − ≪ f, hs1 ≫, l = 1,

−θ̄slξs1 + ξsl = ≪ f, θs1hsl ≫, l = 2, ps,

βsξ̄s1 = − ≪ f, h̄s1 ≫, l = 1,

−θslξ̄s1 + ξ̄sl = ≪ f, θs1h̄sl ≫, l = 2, ps,

s = 1, n,

(2.20)

ãäå

βs =
(
εe−iαsτ

)ps
, βsl =

(
εe−iαsτ

)l−1
, θsl =

1

1− (εe−iαsτ )ps
βsl. (2.21)

Âûäåëèì âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè êîýôôèöèåíòîâ ξsl è ξ̄sl

ξsl = ξ
(1)
sl + iξ

(2)
sl , ξ̄sl = ξ

(1)
sl − iξ

(2)
sl ,

è ïîäñòàâèì â ñèñòåìó (2.20).
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ s è l ñëîæèì ïåðâîå è òðåòüå, âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû (2.20) ñîîòâåòñòâåííî è âîçüìåì ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ â êà÷åñòâå ïåðâîé ñè-
ñòåìû. Àíàëîãè÷íî, ïðè ôèêñèðîâàííûõ s è l âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ òðåòüå, à
èç âòîðîãî � ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.20), è âîçüìåì ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ â
êà÷åñòâå âòîðîé ñèñòåìû. Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
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âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Reβs ξ
(1)
s1 + Imβs ξ

(2)
s1 = − ≪ f,Re hs1 ≫, l = 1,

−Re θsl ξ(1)s1 − Imθsl ξ
(2)
s1 + ξ

(1)
sl = ≪ f,Re θs1 hsl ≫, l = 2, ps,

−Imβs ξ
(1)
s1 +Reβs ξ

(2)
s1 = ≪ f, Imhs1 ≫, l = 1,

Im θsl ξ
(1)
s1 −Re θsl ξ

(2)
s1 + ξ

(2)
sl = − ≪ f, Im θs1 hsl ≫, l = 2, ps,

s = 1, n.

(2.22)

Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé â ñèñòåìå ñëåäóþùèì îáðàçîì

Reβs ξ
(1)
s1 + Imβs ξ

(2)
s1 = − ≪ f,Re hs1 ≫,

−Imβs ξ
(1)
s1 +Reβs ξ

(2)
s1 = ≪ f, Imhs1 ≫,

l = 1, s = 1, n,

−Re θsl ξ(1)s1 − Imθsl ξ
(2)
s1 + ξ

(1)
sl = ≪ f,Re θs1 hsl ≫,

Im θsl ξ
(1)
s1 −Re θsl ξ

(2)
s1 + ξ

(2)
sl = − ≪ f, Im θs1 hsl ≫,

l = 2, ps, s = 1, n.

(2.23)

Ñèñòåìà (2.23) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîé ôîðìå

Dξ = g, (2.24)

çäåñü D ≡ [dsl,kj] - (K×K) -ìàòðèöà, K = p1+ p2+ ...+ pn , ( l = 1, ps , s = 1, n ; j = 1, pk ,
k = 1, n ),

ξ = colon(ξ
(1)
11 , ξ

(2)
11 , ..., ξ

(1)
n1 , ξ

(2)
n1 , ..., ξ

(1)
σpσ , ξ

(2)
σpσ), g = colon(g

(1)
11 , g

(2)
11 , ..., g

(1)
n1 , g

(2)
n1 , ..., g

(1)
npn , g

(2)
npn),

g
(1)
s1 = − ≪ f,Re hs1 ≫, g

(2)
s1 =≪ f, Imhs1 ≫, l = 1, s = 1, n,

g
(1)
sl =≪ f,Re θs1hsl ≫, g

(2)
sl = − ≪ f, Im θs1hsl ≫, l = 2, ps, s = 1, n.

Ìàòðèöà D èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó

D =


D(1) 0 0 ... 0
D(2) I 0 ... 0
D(3) 0 I ... 0
... ... ... ... ...

D(p1) 0 0 ... I

 , (2.25)

D(1) =


D1 0 ... 0
0 D2 ... 0

... ...
0 0 ... Dn

 , Ds =

(
Reβs Imβs
−Imβs Reβs

)
, s = 1, n, (2.26)

D(l) =


D1l 0 ... 0
0 D2l ... 0

... ...
0 0 ... Dnl

 , l = 2, pn, (2.27)
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D(l) =

 D1l 0 0 ... 0
... ... 0 ... 0

0 Dνl 0 ... 0

 , l = pn + 1, p1, (2.28)

Dsl =

(
−Re θsl −Im θsl
Im θsl −Re θsl

)
, l = 2, p1, s = 1, ν. (2.29)

Èíäåêñ s â ôîðìóëå (2.29) ïðèíèìàåò òîëüêî òå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ äëèíà æîðäà-
íîâîé öåïî÷êè ps áîëüøå èëè ðàâíà l .

3. Ðåøåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû è âåòâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèé

Ïðè ε ̸= 0 îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû D îòëè÷åí îò íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.24)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ (2.18), èç ñèñòåìû (2.22), íàõîäèì

ξ
(1)
s1 = − 1

ε2ps
[Reβs ≪ f,Re hs1 ≫ +Imβs ≪ f, Imhs1 ≫],

ξ
(2)
s1 =

1

ε2ps
[−Imβs ≪ f,Re hs1 ≫ +Reβs ≪ f, Imhs1 ≫],

s = 1, n.

(3.1)

Òàê êàê ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (Γ0B1)
jφ

(1)
k = φ

(rk+1)
k , (Γ0B1)

jφ̄
(1)
k = φ̄

(rk+1)
k , ãäå rk �

îñòàòîê îò äåëåíèÿ j íà pk , òî

[Γ0B(τ)]j φ
(1)
k = e−iαkjτφ

(rk+1)
k ,

[Γ0B(τ)]j φ̄
(1)
k = e−iαkjτ φ̄

(rk+1)
k ,

j = 1, 2, ... .

(3.2)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (3.2), ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íàõîäèì

εΓ0B(τ)[I − εΓ0B(τ)]−1φ
(1)
k =

1

1− (εe−iαkτ )pk

(
εe−iαkτφ

(2)
k + (εe−iαkτ )2φ

(3)
k + ...

...+ (εe−iαkτ )pk−1φ
(pk)
k + (εe−iαkτ )pkφ

(1)
k

)
,

(3.3)

εΓ0B(τ)[I − εΓ0B(τ)]−1φ̄
(1)
k =

1

1− (εeiαkτ )pk

(
εeiαkτ φ̄

(2)
k + (εeiαkτ )2φ̄

(3)
k + ...

...+ (εeiαkτ )pk−1φ̄
(pk)
k + (εeiαkτ )pkφ̄

(1)
k

)
.

(3.4)

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ (2.11), (2.12), (3.3) è (3.4), ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèå (1.1)
èìååò åäèíñòâåííîå âåùåñòâåííîå ω �ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâèìîå â âèäå

x(t, ε) =
n∑

k=1

[
θk1ξk1φ

(1)
k + θ̄k1ξ̄k1φ̄

(1)
k

]
+ [I − εΓ0B1]

−1Γ0f(t)+

+
n∑

k=1

[ (
θk2ξk1φ

(2)
k + θ̄k2ξ̄k1φ̄

(2)
k

)
+ ...+

(
θkpkξk1φ

(pk)
k + θ̄kpk ξ̄k1φ̄

(pk)
k

) ]
,

(3.5)
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ãäå âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ξk1 , ξ̄k1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3.1). Ñ ó÷åòîì
ôîðìóë (2.21) äëÿ θsl ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå x(t, ε) â òî÷êå ε = 0 èìååò ïîëþñ, ïîðÿäîê

êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò äëèíû p1 æîðäàíîâîé öåïî÷êè {φ(j)
1 } , j = 1, p1 .

Ïðè ε = 0 ðàíã ìàòðèöû D ðàâåí K − 2n , è ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèé ñèñòåìû (2.24) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî áû ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû
(D|g) òàê æå áûë ðàâåí K− 2n . Òàê êàê ïðè ε = 0 â ñèëó ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.3)

≪ f, ψ
(1)
s ≫= 0 è hs1 = ψ

(1)
s , òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

g
(1)
s1 ≡ − ≪ f,Re hs1 ≫= 0, g

(2)
s1 ≡≪ f, Imhs1 ≫= 0, (3.6)

êîòîðîå è îáåñïå÷èâàåò ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (2.24).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε = 0 èç ñèñòåìû (2.24) íàõîäèì ξ
(1)
k1 = c

(1)
k , ξ

(2)
k1 = c

(2)
k , ãäå c

(1)
k ,

c
(2)
k � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ε = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) è
(1.3) ñîâïàäàþò, à, ñëåäîâàòåëüíî, è èõ ðåøåíèÿ òàê æå ñîâïàäàþò, íàõîäèì, ÷òî èõ ω �
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâèìû â âèäå

x(t, 0) = z(t) ≡
n∑

k=1

[c
(1)
k φ

(1)
k + c

(2)
k φ̄

(1)
k ] + Γ0f(t). (3.7)

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 2014/232 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
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The branching of periodic solutions of inhomogeneous

linear di�erential equations with a the perturbation in the

form of small linear term with delay

c⃝ P. A. Shamanaev3 B. V. Loginov4

Abstract. In a Banach space by branching theory methods existence and uniqueness of periodic
solutions of inhomogeneous linear di�erential equations with degenerate or identity operator in the
derivative and a perturbation in the form of small linear term with delay is proved. The article shows
that the periodic solution has a pole at the point ε = 0 , and if ε = 0 it goes to 2n �parameter set
of periodic solutions. The result is obtained by applying the theory of generalized Jordan sets, that
reduces the original problem to the investigation of the Lyapunov-Schmidt resolution system in the
root subspace. This resolution system is a non-homogeneous system of linear algebraic equations,
which at ε ̸= 0 has a unique solution, and at a value of ε = 0 goes to 2n -parameter family of
solutions.
Key Words: branching of periodic solution, di�erential equations with delay, generalized Jordan
sets, Lyapunov-Schmidt resolution system in the root subspace.
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ÓÄÊ 517.968

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñìåøàííîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â

òðåõìåðíîé îáëàñòè

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ 1 À. Â. Áàãðîâà 2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íåëî-
êàëüíîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ òðåõìåðíîãî îäíîðîäíîãî ñìåøàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçîâàí ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðàçäåëå-
íèè ïåðåìåííûõ. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è
äîêàçàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà, óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òðåõìåðíàÿ
îáëàñòü, èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ðåàëüíîì ìèðå,
ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ñìåøàííûõ, êðàåâûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ. Òåîðèÿ ñìåøàííûõ è êðàåâûõ çàäà÷, â ñèëó åå ïðèêëàäíîé âàæíîñòè â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Èçó÷åíèå ìíîãèõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè, òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè ïëàñòèí è îáî-
ëî÷åê ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòå-
ðåñ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [1]� [6]). Èññëåäî-
âàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ïóáëèêàöèé ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ, â ÷àñòíîñòè ðàáîòû àâòîðà [7]� [10].

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàíèöà îáëàñòè ïðîòåêàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà íåäîñòóïíà äëÿ
èçìåðåíèé, â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, äîñòàòî÷íîé äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷è, ìîãóò ñëóæèòü íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå [11]� [13].

Çàäà÷è, ãäå ìåíÿåòñÿ òèï äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè,
èìåþò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ (ñì. [14]� [16]). Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî
òèïà èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, â [17]� [26].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíîé ñìåøàííîé çà-
äà÷è äëÿ òðåõìåðíîãî ñìåøàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.
Èòàê, â òðåõìåðíîé îáëàñòè Ω = {(t, x, y) | − α < t < β, 0 < x, y < l} ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñìåøàííîå óðàâíåíèå âèäà

ℑU ≡ U tt − (U ttxx + U ttyy) + (sgn t)(Uxx + U yy) = 0, (1.1)

ãäå α , β è l � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì.Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, tursun.k.yuldashev@gmail.com

2 Ñòóäåíòêà èíæåíåðíî-ýêîíîìè÷åñêîãî èíñòèòóòà, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà Ì.Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, nastyabagrova96@gmail.com
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Çàäà÷à. Íàéòè â òðåõìåðíîé îáëàñòè Ω ôóíêöèþ U(t, x, y) , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèÿì

U(t, x, y) ∈ C
(
Ω
)
∩ C 1

(
Ω ∪ {x = 0} ∪ {x = l} ∪ {y = 0} ∪ {y = l}

)
∩ C 2(Ω+ ∪ Ω−), (1.2)

ℑU(t, x, y) ≡ 0, (t, x, y) ∈ (Ω+ ∪ Ω−), (1.3)

U(t, 0, y) = U(t, l, y) = U(t, x, 0) = U(t, x, l) = 0, −α 6 t 6 β, (1.4)∫ β

0

U(t, x, y) t dt = φ(x, y),

∫ 0

−α

U(t, x, y) t dt = ψ(x, y), 0 6 x, y 6 l, (1.5)

ãäå φ(x, y) è ψ(x, y) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, φ(0, y) = φ(l, y) =
ψ(0, y) = ψ(l, y) = 0 , φ(x, 0) = φ(x, l) = ψ(x, 0) = ψ(x, l) = 0 , Ω− = {(t, x, y) | − α <
t < 0, 0 < x, y < l} , Ω+ = {(t, x, y) | 0 < t < β, 0 < x, y < l} .

Îòìåòèì, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.1) ïðè äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
ðàññìîòðåíî â [25].

2. Ïîèñê ÷àñòíûõ ðåøåíèé

Íåòðèâèàëüíûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) â îáëàñòè Ω áóäåì èñêàòü â âèäå
U(t, x, y) = T (t)V (x, y) . Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (1.1) ïîëó÷àåì

T ′′(t)V (x, y)− T ′′(t)Vxx(x, y)− T ′′(t)V yy(x, y) = −(sgn t)
(
T (t)Vxx(x, y) + T (t)V yy(x, y)

)
.

Çäåñü ïî÷ëåííî ðàçäåëèì íà −(sgn t)T (t)V (x, y) :

− T ′′(t)

(sgn t)T (t)
+

T ′′(t)

(sgn t)T (t)

(
Vxx(x, y))

V (x, y)
+
V yy(x, y))

V (x, y)

)
=
Vxx(x, y))

V (x, y)
+
V yy(x, y))

V (x, y)
.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîëîæèì, ÷òî

Vxx(x, y))

V (x, y)
+
V yy(x, y))

V (x, y)
= −µ 2, − T ′′(t)

(sgn t)T (t)
+

T ′′(t)

(sgn t)T (t)

(
Vxx(x, y))

V (x, y)
+
V yy(x, y))

V (x, y)

)
= −µ 2,

ãäå −µ 2 � ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ, 0 < µ .
Îòñþäà ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.4) ïîëó÷àåì

Vxx(x, y) + V yy(x, y) + µ 2V (x, y) = 0, 0 < x, y < l, (2.1)

V (0, y) = V (l, y) = V (x, 0) = V (x, l) = 0, (2.2)

T ′′(t)− λ 2T (t) = 0, 0 < t < β, (2.3)

T ′′(t) + λ 2T (t) = 0, −α < t < 0, (2.4)

ãäå λ 2 =
µ 2

1 + µ 2
.

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (2.1) è (2.2) èìååò ðåøåíèå

Vn,m(x, y) = Xn(x)Ym(y), (2.5)

ãäå Xn(x) =

√
2

l
sin

πn

l
x , Ym(y) =

√
2

l
sin

πm

l
y , n, m = 1, 2, . . . ; µn,m =

π(n+m)

l
.
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Òîãäà îáùèå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3) è (2.4) èìåþò âèä

Tn,m(t) =

{
an,me

λn,mt + bn,me
−λn,mt, t > 0,

cn,m cosλn,mt+ dn,m sinλn,mt, t < 0,
(2.6)

ãäå an,m, bn,m, cn,m, dn,m � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, λn,m =

√
µ 2

n,m

1 + µ 2
n,m

.

Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ Un,m(t, x) = Tn,m(t)Xn(x)Ym(y) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
(1.2), òî ïîñòîÿííûå an,m, bn,m, cn,m, dn,m ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

Tn,m(0 + 0) = Tn,m(0− 0), T ′
n,m(0 + 0) = T ′

n,m(0− 0). (2.7)

Èç (2.6) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.7) ïîëó÷àåì, ÷òî cn,m = an,m+bn,m è dn,m = an,m−bn,m .
Òîãäà ôóíêöèè (2.6) ïðèíèìàþò âèä

Tn,m(t) =

{
cn,m chλn,mt+ dn,m shλn,mt, t > 0,

cn,m cosλn,mt+ dn,m sinλn,mt, t < 0.
(2.8)

Ñ ó÷åòîì ôóíêöèé (2.5) ðåøåíèå çàäà÷è (1.2)�(1.5) â òðåõìåðíîé îáëàñòè Ω , ñîãëàñíî
ìåòîäó Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâèì â âèäå

U(t, x, y) =
2

l

∞∑
n,m=1

un,m(t) sin
πn

l
x sin

πm

l
y,

ãäå

un,m(t) =
2

l

∫ l

0

∫ l

0

U(t, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, n, m = 1, 2, . . . . (2.9)

3. Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (2.9)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè (2.9) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (2.3), (2.4) â ñîîòâåòñòâóþùèõ
èíòåðâàëàõ è óñëîâèþ (2.7). Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t ðàâåíñòâà (2.9) äâà ðàçà è ó÷èòûâàÿ
óðàâíåíèå (1.1), ïîëó÷èì

u′′n,m(t) =
2

l

∫ l

0

∫ l

0

U tt(t, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy =

=
2

l

∫ l

0

∫ l

0

(U ttxx + U ttyy − Uxx − U yy) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy =

=
2

l

∫ l

0

∫ l

0

(U ttxx − Uxx) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy+

+
2

l

∫ l

0

∫ l

0

(U ttyy − U yy) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, t > 0, (3.1)

u′′n,m(t) =
2

l

∫ l

0

∫ l

0

U tt(t, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy =

=
2

l

∫ l

0

∫ l

0

(U ttxx + U ttyy + Uxx + U yy) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy =
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=
2

l

∫ l

0

∫ l

0

(U ttxx + Uxx) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy+

+
2

l

∫ l

0

∫ l

0

(U ttyy + U yy) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy, t < 0. (3.2)

Èíòåãðèðóÿ äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì ïî x â ïåðâûõ èíòåãðàëàõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (3.1) è
(3.2), çàòåì èíòåãðèðóÿ äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì ïî y âî âòîðûõ èíòåãðàëàõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
(3.1) è (3.2), ñ ó÷åòîì óñëîâèé (1.4) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

u′′n,m(t)− λ 2
n,mun,m(t) = 0, t > 0, (3.3)

u′′n,m(t) + λ 2
n,mun,m(t) = 0, t < 0, (3.4)

ãäå λ 2
n,m =

µ 2
n,m

1 + µ 2
n,m

, µn,m =
π(n+m)

l
.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (3.3) è (3.4) ïðè λ = λn,m ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ
óðàâíåíèÿìè (2.3) è (2.4). Äàëåå ñ ó÷åòîì óñëîâèé (1.2) èç (2.9) ïîëó÷àåì

un,m(0 + 0) =
2

l

∫ l

0

∫ l

0

U(0 + 0, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy =

=
2

l

∫ l

0

∫ l

0

U(0− 0, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy = un,m(0− 0). (3.5)

Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèè (2.9) îäèí ðàç ïî t , â ñèëó óñëîâèé (1.2) èìååì

u′n,m(0 + 0) =
2

l

∫ l

0

∫ l

0

U t(0 + 0, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy =

=
2

l

∫ l

0

∫ l

0

U t(0− 0, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy = u′n,m(0− 0). (3.6)

Óñëîâèÿ (3.5) è (3.6) ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè (2.7). Òîãäà äëÿ çàäà÷è (3.3)�(3.6) àíàëî-
ãè÷íî ôîðìóëå (2.8) èìååì

un,m (t) =

{
cn,m chλn,m t+ dn,m shλn,m t, t > 0,

cn,m cosλn,m t+ dn,m sinλn,m t, t < 0.
(3.7)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ cn,m è dn,m âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè
(1.5) è ôîðìóëîé (2.9)∫ β

0

un,m (t) t dt =
2

l

∫ l

0

∫ l

0

∫ β

0

U(t, x, y) t dt sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy =

=
2

l

∫ l

0

∫ l

0

φ(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy = φn,m, (3.8)∫ 0

−α

un,m (t) t dt =
2

l

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 0

−α

U(t, x, y) t dt sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy =

=
2

l

∫ l

0

∫ l

0

ψ(x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy = ψn,m. (3.9)
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Ïðè t > 0 èç (3.7) è (3.8) ïîëó÷àåì

φn,m =

∫ β

0

un,m (t) t dt =

∫ β

0

(cn,m chλn,m t+ dn,m shλn,m t) t dt = cn,m

[
β

λn,m

shλn,m β−

− 1

λ 2
n,m

(chλn,m β − 1)

]
+ dn,m

[
β

λn,m

chλn,m β − 1

λ 2
n,m

shλn,m β

]
. (3.10)

Ïðè t < 0 èç (3.7) è (3.9) ïîëó÷àåì

ψn,m =

∫ 0

−α

un,m (t) t dt =

∫ 0

−α

(cn,m cosλn,m t+ dn,m sinλn,m t) t dt = cn,m

[
− α

λn,m

sinλn,m α−

− 1

λ 2
n,m

(cosλn,mα− 1)

]
+ dn,m

[
− α

λn,m

cosλn,m α +
1

λ 2
n,m

sinλn,m α

]
. (3.11)

Èç (3.10) è (3.11) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ cn,m è dn,m :

cn,m

[
1 + λn,mβ shλn,m β − chλn,m β

]
+

+dn,m

[
λn,m β chλn,m β − shλn,m β

]
= λ 2

n,mφn,m,

cn,m

[
1− λn,m α sinλn,m α− cosλn,m α

]
+

+dn,m

[
− λn,m α cosλn,m α + sinλn,m α

]
= λ 2

n,m ψn,m.

(3.12)

Ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, åñëè åå îïðåäåëèòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ëþáûõ
0 < α è 0 < β :

∆n,m(α, β) = An,m

[
− λn,m α cosλn,m α + sinλn,m α

]
−

−Bn,m

[
1− λn,m α sinλn,m α− cosλn,m α

]
̸= 0, (3.13)

ãäå An,m = 1+λn,m β shλn,m β− chλn,m β , Bn,m = λn,m β chλn,m β− shλn,m β . Òàê êàê

0 < λn,m < 1 è 0 < β <∞ , òî
∣∣∣An,m

∣∣∣ <∞ ,
∣∣∣Bn,m

∣∣∣ <∞ .

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.13). Òîãäà èç (3.12) íàõîäèì

cn,m =
λ 2

n,m

∆n,m(α, β)

[
φn,m

(
− λn,m α cosλn,m α + sinλn,m α

)
− ψn,mBn,m

]
,

dn,m =
λ 2

n,m

∆n,m(α, β)

[
φn,m

(
λn,m α sinλn,m α + cosλn,m α− 1

)
+ ψn,mAn,m

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëû (3.12), ïîëó÷èì

un,m(t) =
λ 2

n,m

∆n,m(α, β)

{
φn,m

[
λn,m α

(
− chλn,m t cosλn,m α + shλn,m t sinλn,m α

)
+

+
(
chλn,m t sinλn,m α+ shλn,m t cosλn,m α

)
− shλn,m t

]
+

+ψn,m

[
− λn,m β chλn,m (t− β)− shλn,m (t− β) + shλn,m t

]}
, t > 0, (3.14)
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un,m (t) =
λ 2

n,m

∆n,m(α, β)

{
φn,m

[
− λn,m α cosλn,m (t− α) + sinλn,m (t+ α)− sinλn,m t

]
+

+ψn,m

[
λn,m β

(
sinλn,m t shλn,m β)− cosλn,m t chλn,m β

)
+

+
(
cosλn,m t shλn,m β − sinλn,m t chλn,m β

)
+ sinλn,m t

]}
, t < 0. (3.15)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ(x, y) ≡ 0 , ψ(x, y) ≡ 0 . Òîãäà φn,m = 0 , ψn,m = 0 è èç
ôîðìóë (2.9), (3.14) è (3.15) ñëåäóåò, ÷òî∫ l

0

∫ l

0

U(t, x, y) sin
πn

l
x sin

πm

l
y dx dy = 0, n, m = 1, 2, . . . .

Îòñþäà, â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

{√
2

l
sin

πn

l
x

}
,{√

2

l
sin

πm

l
y

}
â L 2[0, l] , çàêëþ÷àåì, ÷òî U(t, x, y) ≡ 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ [0, l] è

t ∈ [−α, β] .

4. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàðóøàåòñÿ óñëîâèå (3.13). Ïóñòü ∆n,m(α, β) = 0 ïðè íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèÿõ α . Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó(

Bn,m − An,m λn,m α
)
cosλn,m α +

(
Bn,m + An,m λn,m α

)
sinλn,mα = Bn,m,

ãäå 0 < λn,m =

√
µ 2

n,m

1 + µ 2
n,m

< 1 , µn,m =
π (n+m)

l
, λn,m → 1 ïðè n, m→ ∞ .

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå çàïèñûâàåì â ñëåäóþùåì âèäå

cos(λn,m α− θn,m) =
Bn,m√(

1 + λ 2
n,m α

2
) (
A 2

n,m +B 2
n,m

) ,
ãäå θn,m = arcsin

An,m +Bn,m λn,m α√(
1 + λ 2

n,mα
2
) (
A 2

n,m +B 2
n,m

) . Äàííîå óðàâíåíèå èìååò äâå ñåðèè ðå-

øåíèé:

α k =
θn,m
λn,m

± ξn,m
λn,m

+
2πk

λn,m

, k ∈ N,

ãäå ξn,m = arccos
Bn,m√(

1 + λ 2
n,m α

2
) (
A 2

n,m +B 2
n,m

) , N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äðóãèå çíà÷åíèÿ α , äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (3.13) âûïîëíÿåòñÿ, íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíû-
ìè.

Èòàê, äëÿ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé α èìåþò ìåñòî ôîðìóëû (3.14), (3.15). Ïîýòîìó ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.13) ñ ó÷åòîì ÷àñòíûõ ðåøåíèé (2.5), (3.14), (3.15) ðåøåíèå çàäà÷è
(1.2)�(1.5) â òðåõìåðíîé îáëàñòè Ω ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà

U(t, x, y) =
2

l

∞∑
n,m=1

un,m(t) sin
πn

l
x sin

πm

l
y. (4.1)
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé φ(x, y) è ψ(x, y)
ñóììà U(t, x, y) ðÿäà (4.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.2).

Òàê êàê 0 < λn,m < 1 , òî äëÿ ëþáûõ n è m ñïðàâåäëèâû îöåíêè∣∣un,m (t)
∣∣ 6 C 1

(∣∣φn,m

∣∣+ ∣∣ψn,m

∣∣), (4.2)

∣∣u′n,m (t)
∣∣ 6 C 2

(∣∣φn,m

∣∣+ ∣∣ψn,m

∣∣), (4.3)∣∣u′′n,m (t)
∣∣ 6 C 3

(∣∣φn,m

∣∣+ ∣∣ψn,m

∣∣), (4.4)

ãäå 0 < C i = const, i = 1, 3 .
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê 0 < λn,m < 1 , λn,m → 1 ïðè n, m → ∞ , òî äëÿ ðåãóëÿðíûõ

çíà÷åíèé α íà îñíîâàíèè ôîðìóë (3.14) è (3.15) íàéäåì

∣∣un,m (t)
∣∣ 6


1

C 0

[∣∣φn,m

∣∣ (α + 2) eβ +
∣∣ψn,m

∣∣ eβ], t > 0,

1

C 0

[∣∣φn,m

∣∣ (α + 1) +
∣∣ψn,m

∣∣ ((β + 1) eβ + 1
)]
, t < 0.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà (4.2), ãäå C 0 =
∣∣∆n,m (α, β)

∣∣ > 0 , C 1 =
1

C 0

max
{
(α + 2) eβ; (β +

1) eβ + 1
}
.

Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèÿ (3.14), (3.15), ïîëó÷àåì

∣∣u′n,m (t)
∣∣ 6


1

C 0

[∣∣φn,m

∣∣ (α + 1) eβ +
∣∣ψn,m

∣∣ (1 + eβ
)]
, t > 0,

1

C 0

[∣∣φn,m

∣∣ (α + 1) +
∣∣ψn,m

∣∣ (1 + (1 + β) eβ
)]
, t < 0.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà (4.3), ãäå C 2 =
1

C 0

max
{
(α + 1) eβ; 1 + (1 + β) eβ

}
.

Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèÿ (3.14), (3.15) äâà ðàçà, ïîëó÷àåì

∣∣u′′n,m (t)
∣∣ 6


1

C 0

[∣∣φn,m

∣∣ (α + 2) eβ +
∣∣ψn,m

∣∣ eβ], t > 0,

1

C 0

[
2
∣∣φn,m

∣∣α+
∣∣ψn,m

∣∣ (1 + (1 + β) eβ
)]
, t < 0.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà (4.4), ãäå C 3 =
1

C 0

max
{
(α + 2) eβ; 1 + (1 + β) eβ

}
.

Óñëîâèÿ À. Ïóñòü ôóíêöèè φ(x, y) ∈ C 3
(
[0; l]× [0; l]

)
, ψ(x, y) ∈ C 3

(
[0; l]× [0; l]

)
íà

ñåãìåíòå [0; l] èìåþò êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è φ(0, y) =
φ(l, y) = ψ(0, y) = ψ(l, y) = 0 , φ(x, 0) = φ(x, l) = ψ(x, 0) = ψ(x, l) = 0 , φxx(0, y) =
φxx(l, y) = ψxx(0, y) = ψxx(l, y) = 0 , φ yy(x, 0) = φ yy(x, l) = ψ yy(x, 0) = ψ yy(x, l) = 0 .

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ À. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

φn,m = −
(
l

π

) 4
pn,m

n 4
, φn,m = −

(
l

π

) 4
pn,m

m 4
,

ψn,m = −
(
l

π

) 4
qn,m
n 4

, ψn,m = −
(
l

π

) 4
qn,m
m 4
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è
∞∑

n,m=1

p 2
n,m 6 4

l 2

∫ l

0

∫ l

0

[φxxxx(x, y)]
2 dx dy,

∞∑
n,m=1

p 2
n,m 6 4

l 2

∫ l

0

∫ l

0

[φ yyyy(x, y)]
2 dx dy,

∞∑
n,m=1

q 2
n,m 6 4

l 2

∫ l

0

∫ l

0

[ψxxxx(x, y)]
2 dx dy,

∞∑
n,m=1

q 2
n,m 6 4

l 2

∫ l

0

∫ l

0

[ψ yyyy(x, y)]
2 dx dy.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îöåíîê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðÿä (4.1) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â îá-
ëàñòè Ω .

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ À. Òîãäà çàäà÷à (1.2) � (1.5) îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøèìà â îáëàñòè Ω , åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.13) .
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Nonlocal problem for a mixed type fourth order

di�erential equation in three dimensional domain

c⃝ T. K. Yuldashev3 A. V. Bagrova 4

Abstract. This article considers solvability of nonlocal mixed-value problem for a three-
dimensional homogeneous mixed-type fourth-order di�erential equation. Solution construction for
such equation is examined, too. Spectral method based on separation of variables is used in the
article. The criterion of one-value solvability of the problem considered is installed. Under this
criterion one-valued solvability of the problem is proved.

Key Words: mixed-type di�erential equation, fourth-order equation, three-dimensional domain,
integral conditions, one-valued solvability
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Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà

ÓÄÊ 533.6.013.4

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè âÿçêîóïðóãîãî ýëåìåíòà

êîíñòðóêöèè ïðè ñâåðõçâóêîâîì îáòåêàíèè

c⃝ À. Â. Àíêèëîâ1, Ï. À. Âåëüìèñîâ2

Àííîòàöèÿ.Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü äåôîðìèðóìîãî ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè â âèäå ïëàñòè-
íû-ïîëîñû ïðè îáòåêàíèè åå ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì èäåàëüíîãî ãàçà. Ó÷èòûâàåòñÿ ñòàðåíèå
ìàòåðèàëà, ò.å. èçìåíåíèå åãî ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ïðèìåíÿ-
åòñÿ ìîäåëü ñòàðåþùåãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà, ñîãëàñíî êîòîðîé íàïðÿæåíèå â ëþáîé òî÷êå
òåëà çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà â äàííîé òî÷êå, à ñâÿçü ìåæäó
íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Âîëüòåððà-Ôîéõòà. Àýðîäèíàìè÷åñêîå
äàâëåíèå íà ïëàñòèíó îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ¾ïîðøíåâîé¿ òåîðèè À.À. Èëüþøèíà. Íà îñíîâå
ïîñòðîåííîãî ôóíêöèîíàëà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó ïëàñòè-
íû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîóïðóãîñòü, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü, ïëàñòèíà, ñâåðõçâóêîâîé ïîòîê ãàçà, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ôóíêöèîíàë

1. Ââåäåíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, óñòðîéñòâ, àïïàðàòîâ, ñèñòåì è ò. ä. ðàç-
ëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ, íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ñ ãàçîæèäêîñòíîé ñðåäîé, íåîáõî-
äèìî ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðóåìûõ (óïðóãèõ,
âÿçêîóïðóãèõ) ýëåìåíòîâ, òðåáóåìîé äëÿ èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è íàäåæíîñòè ýêñïëóàòà-
öèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà
è àýðîãèäðîóïðóãîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðîøî ðàçâèòûå ðàçäåëû ìåõàíèêè ñïëîøíîé
ñðåäû. Ìíîãî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî äèíàìèêå, óñòîé÷èâîñòè è ôëàòòåðó ïëàñòèí è
îáîëî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â ïîòîêå æèäêîñòè èëè ãàçà (ñðåäè ïîñëåäíèõ â êà÷åñòâå ïðèìåðà
îòìåòèì êàê ðîññèéñêèå [1, 4, 8], òàê è çàðóáåæíûå [6, 7, 9] èññëåäîâàíèÿ). Áîëüøèíñòâî
ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ôëàòòåðà ïëàñòèí è îáîëî÷åê â ñâåðõçâóêîì ïîòîêå.

Ñóùåñòâåííûì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè äåôîðìèðóå-
ìûõ òåë, ÿâëÿåòñÿ ñòàðåíèå ìàòåðèàëà (èçìåíåíèå åãî ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè). Õîðîøî ðàçðàáîòàííîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ñòàðåþùåãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà,
ñîãëàñíî êîòîðîé íàïðÿæåíèå â ëþáîé òî÷êå òåëà çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè äåôîðìèðîâà-
íèÿ ìàòåðèàëà â äàííîé òî÷êå, à ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèþ Âîëüòåððà-Ôîéõòà. Â ñòàòüå àâòîðàìè âïåðâûå íà îñíîâå ìîäåëè âÿçêîóïðóãî-
ãî òåëà àíàëèòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü äåôîðìèðóåìîãî ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè â

1 Äîöåíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã.
Óëüÿíîâñê; ankil@ulstu.ru

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru
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âèäå ïëàñòèíû-ïîëîñû ïðè îáòåêàíèè åå ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì èäåàëüíîãî ãàçà. Ðàáî-
òà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðóåìûõ ïëàñòèí, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ïîòîêå ãàçà èëè æèäêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [2], [3] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå
äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè â âèäå ïëàñòèíû-ïîëîñû ïðè
îáòåêàíèè åå ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì èäåàëüíîãî ãàçà áåç ó÷åòà ñòàðåíèÿ ìàòåðèàëà.

Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè óñòîé÷èâîñòè äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Àýðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå íà ïëàñòèíó îïðåäåëÿåòñÿ
ñîãëàñíî ¾ïîðøíåâîé¿ òåîðèè À.À. Èëüþøèíà. Íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëà, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùåìó
ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû-ïîëîñû, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðå-
øåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ âÿçêîóïðóãîé
ïëàñòèíû-ïîëîñû ïðè îáòåêàíèè åå ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà (ðèñ. 2.1):

Mẅ(x, t) +D

(
w′′′′(x, t)−

∫ t

0

R1(s, t)w
′′′′(x, s)ds

)
+ β0

(
w(x, t)−

∫ t

0

R2(s, t)w(x, s)ds

)
+

+N(t)w′′ + β1ẇ(x, t) + β2ẇ
′′′′ (x, t) + α(ẇ(x, t) + V w′(x, t)) = 0, x ∈ (0, l). (2.1)

Çäåñü x � ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà, t � âðåìÿ; M = hρp � ïîãîííàÿ ìàññà ïëàñòèíû; h
� òîëùèíà ïëàñòèíû; E , ρp � ìîäóëü óïðóãîñòè è ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ïëàñòèíû; N(t) �

ñæèìàþùåå (N > 0 ) èëè ðàñòÿãèâàþùåå (N < 0 ) ïðîäîëüíîå óñèëèå; D = Eh3

12(1− ν2)
� èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû; ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; β2, β1 � êîýôôèöèåíòû
âíóòðåííåãî è âíåøíåãî äåìïôèðîâàíèÿ; β0 � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ñëîÿ îáæàòèÿ;
R1(s, t), R2(s, t) � ÿäðà ðåëàêñàöèè, õàðàêòåðèçóþùèå âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà
ïëàñòèíû è åãî ñëîÿ îáæàòèÿ; α = α0ρ0a0 = const > 0 , ãäå ρ0, a0 � ïëîòíîñòü ãàçà è ñêî-
ðîñòü çâóêà â îäíîðîäíîì íåâîçìóùåííîì ïîòîêå (α0 = 1 ïðè îäíîñòîðîííåì îáòåêàíèè,
α0 = 2 ïðè äâóñòîðîííåì îáòåêàíèè); V � ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî îäíîðîäíîãî ïîòîêà;
øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòå x , òî÷êà � ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t .

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ïðèìåðû îáòåêàíèÿ êîíñòðóêöèé ñ óïðóãèì ýëåìåíòîì ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà: à)

äâóñòîðîííåå îáòåêàíèå ðàññåêàòåëÿ ñ îáðàçîâàíèåì óäàðíîé âîëíû; á) îäíîñòîðîííåå îáòåêàíèå

çàùèòíîãî ýêðàíà ñ îáðàçîâàíèåì âîëíû ðàçðåæåíèÿ

Ñæèìàþùàÿ (N > 0 ) èëè ðàñòÿãèâàþùàÿ (N < 0 ) ïëàñòèíó ñèëà N ìîæåò çàâèñåòü
îò âðåìåíè. Íàïðèìåð, ïðè èçìåíåíèè òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà ïëàñòèíó ñ òå÷åíèåì
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âðåìåíè N(t) èìååò âèä:

N (t) = N0 +NT (t), NT (t) = − T0(t)

1− ν
, T0(t) = EαT

∫ h/2

−h/2

T (z, t) dz, (2.2)

ãäå αT � òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ, T (z, t) � çàêîí èçìåíåíèÿ
òåìïåðàòóðû ïî òîëùèíå ïëàñòèíû, N0 � ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñèëèÿ, ñîçäàííàÿ
ïðè çàêðåïëåíèè ïëàñòèíû.

Ôóíêöèÿ w(x, t) ∈ C4,2 {[0, l]×R+} , îïðåäåëÿþùàÿ ïðîãèá ïëàñòèíû, ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó ÷åòûðåæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïî ïåðåìåííîé x íà îò-
ðåçêå [0, l] è äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ïåðåìåííîé t ïðè t ≥ 0 è ïðè-
íèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Àýðîäèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì F = α(ẇ+V w′) , ñïðàâåäëèâûì
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà V . Âûðàæåíèå äëÿ F ïîëó÷åíî
ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé àýðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è
íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ìàõà M = V/a0 (÷òî ñîãëàñóåòñÿ
ñ ãèïîòåçîé ïëîñêèõ ñå÷åíèé Èëüþøèíà À.À.).

Ïóñòü êîíöû ïëàñòèíû çàêðåïëåíû ëèáî øàðíèðíî, ëèáî æåñòêî, ò.å. ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ èìåþò âèä:

1) æåñòêîå çàùåìëåíèå îáîèõ êîíöîâ

w(0, t) = w′(0, t) = w(l, t) = w′(l, t) = 0; (2.3)

2) øàðíèðíîå îïèðàíèå ëåâîãî êîíöà è æåñòêîå çàùåìëåíèå ïðàâîãî

w(0, t) = w′′(0, t) = w(l, t) = w′(l, t) = 0; (2.4)

3) æåñòêîå çàùåìëåíèå ëåâîãî êîíöà è øàðíèðíîå îïèðàíèå ïðàâîãî

w(0, t) = w′(0, t) = w(l, t) = w′′(l, t) = 0; (2.5)

4) øàðíèðíîå îïèðàíèå îáîèõ êîíöîâ

w(0, t) = w′′(0, t) = w(l, t) = w′′(l, t) = 0. (2.6)

Çàäàäèì òàêæå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

w(x, 0) = f1(x), ẇ(x, 0) = f2(x), (2.7)

êîòîðûå äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ôóíêöèè w(x, t) : f1(x), f2(x) ∈ C4[0, l] . Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C4[0, l] îïðåäåëÿåòñÿ ðà-

âåíñòâîì ∥f∥ = sup
0≤m≤4

max
x∈[0,l]

∣∣∣∂mf(x)
∂xm

∣∣∣ .
Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìóëèðîâàíû íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è: à) (2.1), (2.3), (2.7); á) (2.1),

(2.4), (2.7); â) (2.1), (2.5), (2.7); ã) (2.1), (2.6), (2.7) äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
w(x, t) .

3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåèçâåñòíîé ôó-
íêöèè w(x, t) ∈ C4,2 {[0, l]×R+} íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùå-
íèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ, åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
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ε > 0 íàéäóòñÿ ÷èñëà δ1 = δ1(ε) > 0, δ2 = δ2(ε) > 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé
f1(x), f2(x) ∈ C4[0, l] , óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì è óñëîâèÿì ìàëîñòè ïî íîð-
ìå: ∥f1(x)∥ < δ1, ∥f2(x)∥ < δ2 , áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |w(x, t)| < ε, x ∈ [0, l] äëÿ
ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t > 0 .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè ëþáîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îò
ôóíêöèè w(x, t) ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ôóíêöèîíàëîì â ïðîñòðàíñòâå C4,2 {[0, l]×R+} íàçû-
âàåòñÿ âñÿêèé çàêîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó ëþáîé ôóíêöèè w(x, t) ∈ C4,2 {[0, l]×R+} ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Φ(t) ≡ Φ(w) ∈ C2 {R+} .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ïîëèíîìèàëüíîãî âèäà
áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå:

F n,s(g, x, t) = G(D0,0g(x, t), D1,0g(x, t), D0,1g(x, t), ..., Dn,sg(x, t)), x ∈ [0, l], t ≥ 0;

ãäå Di,jg(x, t) = ∂i+jg(x,t)
∂xi∂tj

, à ôóíêöèÿ G(x1, x2, ...) � ïîëèíîì, âñå ìîíîìû êîòîðîãî íå
íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà, ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò x, t . Âñå êî-
ýôôèöèåíòû ïîëèíîìà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî âðåìåíè t .

Ë å ì ì à 3.1. Åñëè ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàë Φ(t) , òàêîé ÷òî Φ̇(t) ≤ 0
è äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà
ýòîãî ôóíêöèîíàëà

Φ(t) ≤ Φ1(t) =

∫ l

0

F 4,2
1 (w, x, t)dx, (3.1)

è íàéäåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà

Φ(0) ≤ Φ2(0) =

∫ l

0

F 4,2
2 (w, x, 0)dx, (3.2)

ãäå w(x, t) ∈ C4,2 {[0, l]×R+} � ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, òî ôóíêöèÿ w(x, t)
è(èëè) åå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ïîëèíîì ïîä çíàêîì èí-
òåãðàëà â âûðàæåíèè äëÿ Φ1(t) , óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ
äàííûõ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî Φ̇(t) ≤ 0 îò 0 äî t , ñîãëàñíî (3.1),
(3.2) ïîëó÷èì

0 ≤ Φ1(t) ≤ Φ(t) ≤ Φ(0) ≤ Φ2(0). (3.3)

Èç íåðàâåíñòâà Φ1(t) ≤ Φ2(0) â (3.3), ãäå Φ2(0) èìååò âèä (3.2), ïîëó÷èì, ÷òî èç ìàëî-
ñòè ïî íîðìå ôóíêöèé f1(x), f2(x) , ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3 ñëåäóåò ìàëîñòü ôóíêöèîíàëà
Φ1(t) . Íåðàâåíñòâî Φ1(t) ≥ 0 â (3.3), ãäå Φ1(t) èìååò âèä (3.1), îçíà÷àåò, ÷òî, èñïîëü-
çóÿ èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà, â îöåíêå ôóíêöèîíàëà Φ1(t) ìîæíî âûäåëèòü îäèí èëè
íåñêîëüêî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ïîëèíîìîâ (îñòàëüíûå áóäóò ïîëîæèòåëüíî ïîëó-
îïðåäåëåííûìè). È, ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ëàãðàíæà, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
ôóíêöèîíàëà ñíèçó èíòåãðàëîì îò êàæäîé ôóíêöèè â ÷åòíîé ñòåïåíè, âõîäÿùèõ â ïîëè-
íîì, óìíîæåííûì íà íåíóëåâóþ îãðàíè÷åííóþ âåëè÷èíó. Èç ìàëîñòè ôóíêöèîíàëà Φ1(t)
ïîëó÷èì ìàëîñòü ýòèõ èíòåãðàëîâ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ìàëîñòü ñàìèõ ôóíêöèé. Òîãäà,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1 ýòè ôóíêöèè áóäóò óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì
íà÷àëüíûõ äàííûõ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïîëó÷èì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (2.1), (2.3), (2.7); (2.1), (2.4),

(2.7); (2.1), (2.5), (2.7); (2.1), (2.6), (2.7) ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Ri(s, t) =
∂2Qi

∂s∂t
(s, t) (i = 1, 2). (3.4)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

Φ(t) =

∫ l

0

(
Mẇ2 + 2θMwẇ +

(
D

(
1− ∂ Q1

∂t
(t, t) +

∂ Q1

∂t
(0, t)

)
+ β2θ

)
w′′2+

+

(
β0

(
1− ∂ Q2

∂ t
(t, t)− ∂ Q2

∂ t
(0, t)

)
+ β1θ + ρθα

)
w2 −N(t)w′2+ (3.5)

+D

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t) (w′′(x, t)− w′′(x, s))

2
ds+ β0

∫ t

0

∂2Q2

∂ s∂t
(s, t) (w(x, t)− w(x, s))2 ds−

−Dθ
∫ t

0

∂ Q1

∂ s
(s, t)w′′2(x, s)ds −β0θ

∫ t

0

∂ Q2

∂ s
(s, t)w2(x, s)ds

)
dx,

ãäå θ > 0 � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

M > 0, D > 0, β0 ≥ 0, β1 ≥ 0, β2 ≥ 0. (3.6)

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∂Qi

∂t
(t, t) = 0,

∂2Qi

∂t2
(0, t) ≤ 0,

∂ Qi

∂ s
(s, t) ≤ 0,

∂2Qi

∂s∂t
(s, t) ≥ 0,

∂3Qi

∂s∂t2
(s, t) ≤ 0, 1 +

∂Qi

∂t
(0,∞) > 0, (3.7)

∂2Qi

∂t2
(t, t)− ∂2Qi

∂t2
(0, t) +

∂2Qi

∂ s∂t
(t, t) ≥ 0, 2 +

∂ Qi

∂t
(0, t) +

∂ Qi

∂ s
(t, t) ≥ 0 (i = 1, 2).

Íàïðèìåð, ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò ÿäðà âèäà Qi(s, t) = −ai (t+ es−t) , ãäå ai ∈
(0, 1] � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò Φ(t) ïî t :

Φ̇(t) = 2

∫ l

0

(
Mẇẅ + θMẇ2 + θMwẅ +

D

2

(
∂2Q1

∂t2
(0, t)− ∂2Q1

∂ s∂t
(t, t)− ∂2Q1

∂t2
(t, t)

)
w′′2+

+

(
D

(
1− ∂ Q1

∂t
(t, t)+

∂ Q1

∂t
(0, t)

)
+β2θ

)
w′′ẇ′′+

β0
2

(
∂2Q2

∂t2
(0, t)− ∂2Q2

∂ s∂t
(t, t)−∂2Q2

∂t2
(t, t)

)
×

×w2+

(
β0

(
1− ∂ Q2

∂ t
(t, t)− ∂ Q2

∂ t
(0, t)

)
+ β1θ + ρθα

)
wẇ − 1

2
Ṅ(t)w′2 −N(t)w′ẇ′+ (3.8)

+
D

2

∫ t

0

∂3Q1

∂ s∂t2
(s, t) (w′′(x, t)−w′′(x, s))

2
ds+D

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t)ẇ′′(x, t) (w′′(x, t)−w′′(x, s)) ds+

+β0

∫ t

0

∂3Q2

∂ s∂t2
(s, t) (w(x, t)− w(x, s))2 ds+ β0

∫ t

0

∂2Q2

∂ s∂t
(s, t)ẇ(x, t) (w(x, t)− w(x, s)) ds−

−Dθ
2

∂ Q1

∂ s
(t, t)w′′2(x, t)− Dθ

2

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t)w′′2(x, s)ds−
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−β0θ
2

∂ Q2

∂ s
(t, t)w2(x, t)− β0θ

2

∫ t

0

∂2Q2

∂ s∂t
(s, t)w2(x, s)ds

)
dx.

Äëÿ ôóíêöèè w(x, t) , óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (2.1), ñ ó÷åòîì óñëîâèé (3.7) ïîëó-
÷èì îöåíêó

Φ̇(t) ≤ 2

∫ l

0

(
ẇ

(
−D

(
w′′′′ −

∫ t

0

∂2Q1

∂s∂t
(s, t)w′′′′(x, s)ds

)
− β0

(
w −

∫ t

0

∂2Q2

∂s∂t
(s, t)w(x, s)ds

)
−

−N(t)w′′ − β1ẇ(x, t)− β2ẇ
′′′′ (x, t)− α(ẇ(x, t) + V w′(x, t))) + θMẇ2+

+θw

(
−D

(
w′′′′ −

∫ t

0

∂2Q1

∂s∂t
(s, t)w′′′′(x, s)ds

)
−N(t)w′′ − β0

(
w −

∫ t

0

∂2Q2

∂s∂t
(s, t)w(x, s)ds

)
−

−β1ẇ(x, t)− β2ẇ
′′′′ (x, t)− α(ẇ(x, t) + V w′(x, t))) + (D + β2θ)w

′′ẇ′′+ (3.9)

+(β0 + β1θ + ρθα)wẇ − 1

2
Ṅ(t)w′2 −N(t)w′ẇ′ −Dẇ′′(x, t)

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t)w′′(x, s)ds−

−β0ẇ(x, t)
∫ t

0

∂2Q2

∂ s∂t
(s, t)w(x, s)ds− Dθ

2

∂ Q1

∂ s
(t, t)w′′2(x, t)− Dθ

2

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t)w′′2(x, s)ds−

−β0θ
2

∂ Q2

∂ s
(t, t)w2(x, t)− β0θ

2

∫ t

0

∂2Q2

∂ s∂t
(s, t)w2(x, s)ds

)
dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3)�(2.6), áóäåì èìåòü∫ l

0

ẇ

(
w′′′′ +

∫ t

0

∂2Q1

∂s∂t
(s, t)w′′′′(x, s)ds

)
dx =

∫ l

0

ẇ′′
(
w′′ +

∫ t

0

∂2Q1

∂s∂t
(s, t)w′′(x, s)ds

)
dx,

∫ l

0

ẇw′′dx = −
∫ l

0

ẇ′w′dx,

∫ l

0

ẇ ˙w′′′′dx =

∫ l

0

ẇ′′2dx,

∫ l

0

ww′′dx = −
∫ l

0

w′2dx,∫ l

0

w ˙w′′′′dx =

∫ l

0

w′′ẇ′′dx,

∫ l

0

ww′dx = 0, (3.10)∫ l

0

w

(
w′′′′ +

∫ t

0

∂2Q1

∂s∂t
(s, t)w′′′′(x, s)ds

)
dx =

∫ l

0

w′′
(
w′′ +

∫ t

0

∂2Q1

∂s∂t
(s, t)w′′(x, s)ds

)
dx.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.10) â (3.9), ïîëó÷èì

Φ̇(t) ≤ −2

∫ l

0

(
(β1 + α− θM) ẇ2 + αV ẇw′ + β2ẇ

′′2 +Dθw′′2 + β0θw
2+

+

(
Ṅ(t)

2
−N(t)θ

)
w′2 −Dθw′′

∫ t

0

∂2Q1

∂s∂t
(s, t)w′′(x, s)ds− β0θw

∫ t

0

∂2Q2

∂s∂t
(s, t)w(x, s)ds+

+
Dθ

2

∂ Q1

∂ s
(t, t)w′′2(x, t) +

Dθ

2

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t)w′′2(x, s)ds+ (3.11)

+
β0θ

2

∂ Q2

∂ s
(t, t)w2(x, t) +

β0θ

2

∫ t

0

∂2Q2

∂ s∂t
(s, t)w2(x, s)ds

)
dx.

Îöåíèì ïîñëåäíèå ãðóïïû ñëàãàåìûõ â îöåíêå (3.11)

−Dθw′′
∫ t

0

∂2Q1

∂s∂t
(s, t)w′′(x, s)ds+

Dθ

2

∂ Q1

∂ s
(t, t)w′′2(x, t) +

Dθ

2

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t)w′′2(x, s)ds =
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=
Dθ

2

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t) (w′′(x, t)− w′′(x, s))

2
ds− Dθ

2

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t)w′′2(x, t)ds+

+
Dθ

2

∂ Q1

∂ s
(t, t)w′′2(x, t) =

Dθ

2

∫ t

0

∂2Q1

∂ s∂t
(s, t) (w′′(x, t)− w′′(x, s))

2
ds+

+
Dθ

2

(
∂ Q1

∂ t
(0, t) +

∂ Q1

∂ s
(t, t)

)
w′′2(x, t) ≥ Dθ

2

(
∂ Q1

∂ t
(0, t) +

∂ Q1

∂ s
(t, t)

)
w′′2(x, t),

−β0θw
∫ t

0

∂2Q2

∂s∂t
(s, t)w(x, s)ds+

β0θ

2

∂ Q2

∂ s
(t, t)w2(x, t) +

β0θ

2

∫ t

0

∂2Q2

∂ s∂t
(s, t)w2(x, s)ds =

=
β0θ

2

∫ t

0

∂2Q2

∂ s∂t
(s, t) (w(x, t)− w(x, s))2 ds− β0θ

2

∫ t

0

∂2Q2

∂ s∂t
(s, t)w2(x, t)ds+

+
β0θ

2

∂ Q2

∂ s
(t, t)w2(x, t) ≥ β0θ

2

(
∂ Q2

∂ t
(0, t) +

∂ Q2

∂ s
(t, t)

)
w2(x, t).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà â (3.11), ïîëó÷èì

Φ̇(t) ≤ −2

∫ l

0

(
(β1 + α− θM) ẇ2 + αV ẇw′ +

Dθ

2

(
2 +

∂ Q1

∂t
(0, t) +

∂ Q1

∂ s
(t, t)

)
w′′2+

+β2ẇ
′′2 +

β0θ

2

(
2 +

∂ Q2

∂t
(0, t) +

∂ Q2

∂ s
(t, t)

)
w2 +

(
Ṅ(t)

2
−N(t)θ

)
w′2

)
dx. (3.12)

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâàìè Ðåëåÿ [5]:∫ l

0

w′′2(x, t)dx ≥ λ1

∫ l

0

w′2(x, t)dx,

∫ l

0

w′′2(x, t)dx ≥ µ1

∫ l

0

w2(x, t)dx,

∫ l

0

ẇ′′2(x, t)dx ≥ µ1

∫ l

0

ẇ2(x, t)dx,

∫ l

0

w′2(x, t)dx ≥ η1

∫ l

0

w2(x, t)dx, (3.13)

ãäå λ1 , µ1 , η1 � íàèìåíüøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ψ′′′′ =
−λψ′′, ψ′′′′ = µψ, ψ′′ = −ηψ, x ∈ (0, l) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.3)�(2.6).

Ó÷èòûâàÿ (3.13), èç (3.12) ïîëó÷èì

Φ̇(t) ≤ −2

∫ l

0

{
αV ẇw′ +

(
λ1Dθ

2

(
2 +

∂ Q1

∂t
(0, t) +

∂ Q1

∂ s
(t, t)

)
+
Ṅ(t)

2
−N(t)θ

)
w′2 +

+ [β1 + α−Mθ + µ1β2] ẇ
2 +

β0θ

2

(
2 +

∂ Q2

∂t
(0, t) +

∂ Q2

∂ s
(t, t)

)
w2

}
dx. (3.14)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì (3.6), (3.7) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî w ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà â (3.14) áóäåò ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñè-
òåëüíî ẇ, w′ ñ ìàòðèöåé(

2 (β1 + α−Mθ + µ1β2) αV

αV λ1Dθ
(
2 +

∂ Q1

∂t
(0, t) +

∂ Q1

∂ s
(t, t)

)
+ Ṅ(t)− 2N(t)θ

)

ñîãëàñíî êðèòåðèþ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííîñòè áóäåò ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäå-
ëåííîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

β1 + α−Mθ + µ1β2 > 0, (3.15)
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2 (β1 + α−Mθ + µ1β2)

(
λ1Dθ

(
2 +

∂ Q1

∂t
(0, t) +

∂ Q1

∂ s
(t, t)

)
+ Ṅ(t)− 2N(t)θ

)
− α2V 2 ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (3.15) èç (3.14) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì îöåíêó ïðîèçâîäíîé

Φ̇(t) ≤ 0 ⇒ Φ(t) ≤ Φ(0). (3.16)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî 2w0ẇ0 ≤ w2
0 + ẇ2

0 , îöåíèì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

Φ(0) =

∫ l

0

(
Mẇ2

0 + 2θMw0ẇ0 + (D + β2θ)w
′′
0
2
+ (β0 + β1θ + ρθα)w2

0−

−N(0)w′
0
2
)
dx ≤ Φ2(0) =

∫ l

0

(
M(1 + θ)ẇ2

0 + (D + β2θ)w
′′
0
2
+ (3.17)

+(β0 + β1θ + ρθα + θM)w2
0 −N(0)w′

0
2
)
dx,

ãäå w0 = w(x, 0), ẇ0 = ẇ(x, 0), w′
0 = w′(x, 0), w′′

0 = w′′(x, 0).
Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λ1

(
D

(
1 +

∂ Q1

∂t
(0, t)

)
+ β2θ

)
−N(t) ≥ 0, (3.18)

òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3.13) è óñëîâèÿ (3.6), (3.7), îöåíèì ôóíêöèîíàë (3.5) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

Φ(t) ≥
∫ l

0

{
Mẇ2 + 2Mθwẇ +

(
β0

(
1 +

∂ Q2

∂ t
(0, t)

)
+ β1θ + αθ

)
w2+

+

[
λ1

(
D

(
1 +

∂ Q1

∂t
(0, t)

)
+ β2θ

)
−N(t)

]
w′2
}
dx ≥ Φ1(t)=

∫ l

0

{
Mẇ2 + 2Mθwẇ+ (3.19)

+

(
β0

(
1 +

∂ Q2

∂ t
(0, t)

)
+ β1θ + αθ + η1

[
λ1

(
D

(
1 +

∂ Q1

∂t
(0, t)

)
+ β2θ

)
−N(t)

])
w2

}
dx.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî w, ẇ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (3.19) ñîãëàñíî êðè-
òåðèþ Ñèëüâåñòðà áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

β0

(
1 +

∂ Q2

∂ t
(0, t)

)
+ β1θ+ αθ+ η1

[
λ1

(
D

(
1 +

∂ Q1

∂t
(0, t)

)
+ β2θ

)
−N(t)

]
> Mθ2. (3.20)

Òîãäà Φ(t) ≥ Φ1(t) ≥ 0 .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (3.6), (3.7), (3.15), (3.18), (3.20).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

D1(t) = D

(
1 +

∂ Q1

∂t
(0, t)

)
, β01(t) = β0

(
1 +

∂ Q2

∂ t
(0, t)

)
, (3.21)

D2(t) =
D

2

(
2 +

∂ Q1

∂t
(0, t) +

∂ Q1

∂ s
(t, t)

)
.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.15), (3.18), (3.20):
β1 + α−Mθ + µ1β2 > 0, λ1 (D1(t) + β2θ)−N(t) ≥ 0,

2 (β1 + α−Mθ + µ1β2)
(
2λ1θD2(t) + Ṅ(t)− 2N(t)θ

)
− α2V 2 ≥ 0,

β01(t) + β1θ + αθ + η1 [λ1 (D1(t) + β2θ)−N(t)] > Mθ2.

(3.22)
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Äàëüíåéøàÿ çàäà÷à � ïðîàíàëèçèðîâàòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (3.22) è îïðåäåëèòü çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ . Äëÿ ýòîãî ðàçðåøèì êàæäîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî θ :

θ > 0, λ1D1(t)−N(t) > 0, λ1D2(t)−N(t) > 0,

2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t)) +MṄ(t) > 2αV
√
M (λ1D2(t)−N(t)),

θ <
β1 + α+ µ1β2

M ,

θ ≥ 2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t))−MṄ(t)
4M (λ1D2(t)−N(t))

−

−

√(
2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t)) +MṄ(t)

)2
− 4Mα2V 2 (λ1D2(t)−N(t))

4M (λ1D2(t)−N(t))
,

θ ≤ 2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t))−MṄ(t)
4M (λ1D2(t)−N(t))

+

+

√(
2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t)) +MṄ(t)

)2
− 4Mα2V 2 (λ1D2(t)−N(t))

4M (λ1D2(t)−N(t))
,

θ ≥ − β2
D1(t)

,

θ ≥ −λ1D1(t)−N(t)
λ1β2

,

θ <
β1 + α + η1λ1β2 +

√
(β1 + α + η1λ1β2)

2 + 4M (η1λ1D1(t)− η1N(t) + β01(t))

2M .

(3.23)
Ïîñëåäíèå òðè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó îñòàëüíûõ íåðàâåíñòâ ñèñòåìû (3.23),

ïîýòîìó, èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû ïàðàìåòð θ , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:

λ1D1(t)−N(t) > 0, λ1D2(t)−N(t) > 0,

2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t)) +MṄ(t) > 2αV
√
M (λ1D2(t)−N(t)),

max

(
0,

2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t))−MṄ(t)
4M (λ1D2(t)−N(t))

−

−

√√√√(2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t)) +MṄ(t)
)2

− 4Mα2V 2 (λ1D2(t)−N(t))

4M (λ1D2(t)−N(t))

)
<

< min

(
β1 + αρ+ µ1β2

M ,
2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t))−MṄ(t)

4M (λ1D2(t)−N(t))
+

+

√√√√(2 (β1 + α + µ1β2) (λ1D2(t)−N(t)) +MṄ(t)
)2

− 4Mα2V 2 (λ1D2(t)−N(t))

4M (λ1D2(t)−N(t))

)
.

(3.24)
Òàê êàê ïðè óñëîâèÿõ (3.6), (3.7), (3.24) ôóíêöèîíàë (3.5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ëåììû 3.1, ò.å. Φ̇(t) ≤ 0 ñîãëàñíî (3.16), Φ(t) ≥ Φ1(t) ≥ 0 ñîãëàñíî (3.19), Φ(0) ≤ Φ2(0)
ñîãëàñíî (3.17), òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.1 ðåøåíèå w(x, t) è ïðîèçâîäíàÿ ẇ(x, t)
óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè ôóíêöèÿ w(x, t) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (2.3)�
(2.6) è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.6), (3.7), (3.24), òî ðåøåíèå w(x, t) óðàâíåíèÿ (2.1) è
ïðîèçâîäíàÿ ẇ(x, t) óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ.
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4. Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîëåáàíèé âÿçêîóïðóãîãî ýëåìåíòà êîí-
ñòðóêöèè â âèäå ïëàñòèíû-ïîëîñû ïðè îáòåêàíèè åå ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì èäåàëüíîãî
ãàçà ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ýòîé ïëàñòèíû. Ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïðî-
ãèáà ïëàñòèíû. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîãî ôóíêöèîíàëà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íàêëàäûâà-
þò îãðàíè÷åíèÿ íà ïîãîííóþ ìàññó ïëàñòèíû, èçãèáíóþ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, ñæèìàþ-
ùåå (ðàñòÿãèâàþùåå) ïëàñòèíó óñèëèå, ñêîðîñòü íåâîçìóùåííîãî îäíîðîäíîãî ïîòîêà, à
òàêæå íà êîýôôèöèåíòû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî äåìïôèðîâàíèÿ, êîýôôèöèåíò æåñòêî-
ñòè ñëîÿ îáæàòèÿ è ÿäðà ðåëàêñàöèè, õàðàêòåðèçóþùèå âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà
ïëàñòèíû è ñëîÿ îáæàòèÿ. Ýòè óñëîâèÿ ÿâíî ñîäåðæàò îñíîâíûå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû, è â òàêîì âèäå îíè íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè,
àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 2014/232 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 15-01-08599 è � 15-41-02455-ð-ïîâîëæüå-à.

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 30.11.2016

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Àëãàçèí Ñ.Ä., Êèéêî È. À., Ôëàòòåð ïëàñòèí è îáîëî÷åê, Íàóêà, M., 2006, 247 ñ.

2. Àíêèëîâ À.Â., Âåëüìèñîâ Ï.À., �Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé îäíîãî êëàññà íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â àýðîóïðóãîñòè�, Æóðíàë
Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, 11:2 (2009), 35�42.

3. Àíêèëîâ À.Â., Âåëüìèñîâ Ï.À., Äèíàìèêà è óñòîé÷èâîñòü óïðóãèõ ïëàñòèí ïðè
àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè, ÓëÃÒÓ, Óëüÿíîâñê, 2009, 220 ñ.

4. Êèéêî È.À., Ïîêàçååâ Â. Â., �Ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ è óñòîé÷èâîñòè
ïîëîñû â ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå ãàçà�, Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà, 2009, �1, 159�
166.

5. Êîëëàòö À., Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, Íàóêà, Ì., 1968, 504 ñ.

6. Aulisa E., Ibragimov A., Kaya-Cekin E.Y., �Fluid structure interaction problem with
changing thickness beam and slightly compressible �uid�, Discrete Contin. Dyn. Syst.
Ser. S 7, 2014, �6, 1133�1148.

7. Kounadis A.N., �Flutter instability and other singularity phenomena in symmetric
systems via combination of mass distribution and weak damping�, Internat. J. Non-Linear
Mech., 42:1 (2007), 24�35.

8. Vedeneev V.V., �E�ect of damping on �utter of simply supported and clamped panels at
low supersonic speeds�, Journal of Fluids and Structures, 40 (2013), 366�372.

9. Willems S., Gulhan A. and Esser B., �Shock induced �uid-structure interaction on a
�exible wall in supersonic turbulent �ow�, Progress in Flight Physics, 2013, �5, 285�308.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 3



90

Investigation of stability of viscoelastic element of

construction in supersonic �ow

c⃝ A. V. Ankilov3, P. A. Velmisov4

Abstract. The stability of deformable element in the form of a plate in the supersonic �ow
of ideal gas is investigated. Material aging, i.e. change of its physico-mechanical properties in
the course of time, is taken into account. The model of aging viscoelastic body is applied where
tension at any point depends on background of material's deformation in this point, and connection
between tension and deformation is described by Volterra-Feucht's equation. Aerodynamic pressure
upon a plate is de�ned according to the �piston� theory of A.A. Ilyushin. Based on the functional
established in the paper the su�cient conditions for stability of the solution of partial integro-
di�erential equation describing the plate dynamics are obtained.

Key Words: aeroelasticity, mathematical modeling, dynamical stability, plate, supersonic gas
�ow, di�erential equation, functional
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Ïîñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ñ çàäàííûì ãðàäèåíòîì

äàâëåíèÿ

c⃝ Ì. Ñ. Äåðÿáèíà 1, Ñ. È. Ìàðòûíîâ 2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òå-
÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè çàäàííîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ â êëàññå
êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé äëÿ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ. Ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêàÿ æèäêîñòü, ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ

1. Ââåäåíèå

Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòó-
àëüíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè æèäêîñòè. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ ñà-
ìîé çàäà÷è, òàê è ñ ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêîé îáëàñòüþ âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé ðåçóëüòàòîâ
ìîäåëèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê èçâëå÷åíèå íåôòè èç ïëàñòà, ñîçäàíèå
ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, áûòîâûõ è ïðîìûøëåííûõ ôèëüòðîâ äëÿ
î÷èñòêè âîäû è è äðóãèõ æèäêîñòåé. Îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñâÿçà-
íà ñ ó÷åòîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ æèäêîñòè ñ ÷àñòèöàìè ïîðèñòîé ñðåäû.
Â ðàáîòå [1] ïîñòðîåíî ïåðèîäè÷åñêîå âñþäó êîíå÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ñòîêñà äëÿ áåñ-
êîíå÷íîé ðåøåòêè. Ñêîðîñòü æèäêîñòè â ýòîì ðåøåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñòîÿííîé
èëè ëèíåéíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâåííî äàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåé-
íîé èëè ïîñòîÿííîé ôóíêöèè. Ïåðâóþ çàäà÷ó (ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ â ïîòîêå) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ñ äâóõ òî÷åê çðåíèÿ. Åñëè çàäàíà ñêîðîñòü, òî ìîæíî íàéòè ãðàäèåíò äàâ-
ëåíèÿ, è, íàîáîðîò, çíàÿ ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, ìîæíî íàéòè ñêîðîñòü. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå
ïðè ðàññìîòðåííîì â ðàáîòå [1] âèäå ðåøåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè âîçíè-
êàåò îñîáåííîñòü ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ðàññòîÿíèå ìåæäó
÷àñòèöàìè. Â ðàáîòå [2] ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íàëè÷èå ýòîé îñîáåííîñòè ñâÿçàíî
ñ âèäîì ðåøåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè. Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå äîëæ-
íî ïðåäñòàâëÿòüñÿ íåëèíåéíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè, êîòîðûé âáëèçè ÷àñòèö ïðèáëèæåííî
ìîæíî çàìåíèòü òå÷åíèåì ñ êâàäðàòè÷íîé ïî êîîðäèíàòàì ôóíêöèåé. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
áûëî íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå è ïðîâåäåíû îöåíêè êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè.
Îäíàêî âîïðîñ, êàê ïîñòðîèòü ïåðèîäè÷åñêîå âñþäó êîíå÷íîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
ýòîìó ñëó÷àþ, îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ðåøåíèå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ âÿçêîñòüþ η â íåîãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè ñ çàäàííûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ ∇p0 . Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî îäíà èç
îñåé, íàïðèìåð, îñü X , áóäåò íàïðàâëåíà â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, ÷åì ãðàäèåíò
äàâëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, îñè Y è Z íàïðàâëåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàäèåíòó. Áóäåì

1 Þãîðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Õàíòû-Ìàíñèéñê; deryabinams@mail.ru
2 Ïðîôåññîð Þãîðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Õàíòû-Ìàíñèéñê; martynovsi@mail.ru
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ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà âñå èñêîìûå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò äâóõ êîîð-
äèíàò: X è Y . Êàê èçâåñòíî [3], èìååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ
ñëó÷àÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ïî êàíàëàì ðàçëè÷íîãî ñå÷åíèÿ. Äëÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè
ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè èìååò âèä:

ux = − |∇p0|
h2 − y2

2η
, (2.1)

çäåñü ux � ñêîðîñòü æèäêîñòè âäîëü îñè OX ; 2h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè; x , y
� êîîðäèíàòû òî÷êè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñêîðîñòü. Ïðèâåäåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò
ëàìèíàðíîìó òå÷åíèþ æèäêîñòè. Ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïðîïîð-
öèîàëüíà h2 è äîñòèãàåòñÿ ïðè y = 0 . Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ðàñòåò. Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòè, òå÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó ðåøåíèþ, íå ðåàëèçóåòñÿ â æèäêîñòè. Ýòî
ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè uy èìååò ïîðÿäîê

uy = ux
h

L
.

Çäåñü L � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá òå÷åíèÿ ïî îñè OX . Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ h âå-
ëè÷èíà ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ìàëà è åé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñ óâåëè÷åíèåì
ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà h ðàñòåò è ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äîëæíî ðåàëèçîâûâàòüñÿ äðóãîå òå÷åíèå. Ñîîòâåòñòâåííî è ðåøåíèå óðàâíåíèé ãèäðîäè-
íàìèêè äîëæíî áûòü íå òàêèì, êàê (1). Â êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå æèäêîñòè ýòî
íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì îò ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ ê òóðáóëåíòíîìó. Ñîãëàñíî òåîðèè òóð-
áóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â æèäêîñòè ïðîèñõîäÿò ôëóêòóàöèè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ
ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè. Ôëóêòóàöèè ìîãóò áûòü êðóïíîìàñøòàáíûå è ìåë-
êîìàñøòàáíûå. Ïîñêîëüêó öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ,
ïðèãîäíîãî â äàëüíåéøåì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèëüòðàöèè æèäêîñòè, òî áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òàêèå ìàñøòàáû òå÷åíèÿ, äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå Ñòîêñà

∇u = 0, η∇2u = ∇p. (2.2)

Â ðàáîòå [4] äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è î òå÷åíèè æèäêîñòè ÷åðåç ïåðèîäè÷åñêóþ ñèñòåìó
÷àñòèö ïðåäëàãàëîñü ðàññìàòðèâàòü êàíàëû òðåóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ
òå÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèþ (1) äëÿ ïîäîáíûõ êàíàëîâ. Îäíàêî òàêîå ðåøåíèå íå
äàåò íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ êàíàëîâ. ×òîáû ïîñòðîèòü èñêîìîå ðåøåíèå,
ðàçîáüåì âñþ îáëàñòü, çàíèìàåìóþ æèäêîñòüþ, íà ïðÿìîóãîëüíûå ó÷àñòêè ðàçìåðàìè 2L
è 2h ïî îñÿì X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ÿ÷åéêó è ïîìåñòèì íà÷àëî
êîîðäèíàò â öåíòðå òàêîé ÿ÷åéêè. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2), ÷òîáû â
ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ îíî ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿëîñü. Òî åñòü ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

ux(x, h) = ux(x,−h), ux(−L, y) = ux(L, y),
uy(x, h) = uy(x,−h), uy(−L, y) = ux(L, y).

(2.3)

Êðîìå òîãî, íà ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íîð-
ìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé

σxyny |y=−h = σxyny|y=h , σyyny |y=−h = σyyny|y=h ,

σyxnx |x=−L = σyxnx|x=L , σxxnx |x=−L − σxxnx|x=L = |∇p0| 2L.
(2.4)
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Çäåñü σxy , σxx , σyy � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîëíûõ íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè [3]. Ïî-
ñëåäíåå óñëîâèå â (2.4) îçíà÷àåò, ÷òî âäîëü îñè OX èìååòñÿ ïåðåïàä äàâëåíèÿ ñ çàäàííûì
ãðàäèåíòîì ∇p0 .

3. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÿ÷åéêè

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.2) â ïðîèçâîëüíîé ÿ÷åéêå çàïèøåì â âèäå

η

(
∂2ux

∂x2
+
∂2ux

∂y2

)
− ∂p0
∂x

= 0,

η

(
∂2uy

∂x2
+
∂2uy

∂y2

)
= 0,

∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

= 0. (3.1)

Ôàêòè÷åñêè ïîëàãàåì, ÷òî òå÷åíèå â ÿ÷åéêå íå ìåíÿåò çàäàííîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ.
Êàê èçâåñòíî èç ãèäðîäèíàìèêè, âèõðåâûå òå÷åíèÿ íå ìåíÿþò ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ
â æèäêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, òå÷åíèå â ÿ÷åéêå äîëæíî áûòü âèõðåâûì. Ðåøåíèå ñèñòåìû
(3.1) áóäåì èñêàòü â âèäå

ux(x, y) = − |∇p0|
h2 − y2

2η
+ v(x, y), uy(x, y) = w(x, y).

Äëÿ ôóíêöèé v(x, y) è w(x, y) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2

= 0,
∂2w
∂x2 + ∂2w

∂y2
= 0,

∂v
∂x

+ ∂w
∂y

= 0.

(3.2)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2) áóäåì èñêàòü â âèäå

v(x, y) = ψ(x)ζ(y), w(x, y) = f(x)φ(y).

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

d2ψ(x)

dx2
1

ψ(x)
+
d2ζ(y)

dy2
1

ζ(y)
= 0.

Ïåðâûé âàðèàíò êîìáèíàöèè ôóíêöèé.
Ïîëàãàåì, ÷òî èìååì ðàâåíñòâà

d2ψ(x)

dx2
1

ψ(x)
= −k2, d2ζ(y)

dy2
1

ζ(y)
= k2. (3.3)

Çäåñü k = 2π/λ , à λ � íåêèé ïàðàìåòð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü äëèíû. Ðåøåíèå óðàâ-
íåíèé (3.3) èìååò âèä

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 3



94 Ì. Ñ. Äåðÿáèíà, Ñ. È. Ìàðòûíîâ

ψ(x) = A cos(kx) + B sin(kx), ζ(y) = C exp(−ky) +D exp(ky).

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

dψ(x)

dx
ζ(y) + f(x)

dφ(y)

dy
= 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî

dψ(x)

dx
= f(x), ζ(y) = −dφ(y)

dy
.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

f(x) = −Ak cos(kx) +Bk sin(kx), φ(y) = (C exp(−ky)−D exp(ky))/k.

Òàêèì îáðàçîì èìååì âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè

v(x, y) = (A cos(kx) +B sin(kx))(C exp(−ky) +D exp(ky)),

w(x, y) = (−A cos(kx) +B sin(kx))(C exp(−ky)−D exp(ky)).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ w(x, y) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíåíèþ ñè-
ñòåìû (3.1).

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòè v(x, y) íà ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè ñëåäóåò, ÷òî B = 0 ,
D = C . Òî åñòü ïîëó÷àåì

v(x, y) = AC cos(kx)(exp(−ky) + exp(ky)),

w(x, y) = −AC cos(kx)(exp(−ky)− exp(ky)).

Îäíàêî, ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè w(x, y) è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σxxnx â ýòîì ñëó-
÷àå íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè (2.3 è 2.4). Äëÿ òîãî, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü
ýòèì óñëîâèÿì, ðàññìîòðèì åùå îäèí âàðèàíò êîìáèíàöèè ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ ðå-
øåíèå.

Âòîðîé âàðèàíò êîìáèíàöèè ôóíêöèé.
Ïîëàãàåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìååì ðàâåíñòâà

d2ψ(x)

dx2
1

ψ(x)
= k2,

d2ζ(y)

dy2
1

ζ(y)
= −k2.

Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà, ïîëó÷èì, ÷òî ñîñòàâ-
ëÿþùèå ñêîðîñòè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

v(x, y) = (A1 cos(ky) +B1 sin(ky))(C1 exp(−kx) +D1 exp(kx)),

w(x, y) = (−A1 cos(ky) +B1 sin(ky))(C1 exp(−kx)−D1 exp(kx)).
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Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó âàðèàíòó èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòè v(x, y) íà ãðàíèöàõ
ÿ÷åéêè ñëåäóåò, ÷òî B1 = 0 , D1 = C1 . Òî åñòü

v(x, y) = A1C1 cos(ky)(exp(−kx) + exp(kx)),

w(x, y) = −A1C1 cos(ky)(exp(−kx)− exp(kx)).

Îáúåäèíÿÿ ðåøåíèÿ äâóõ ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ êîìáèíàöèé ôóíêöèé, ïîëó÷àåì
îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè

v(x, y) = AC cos(kx)(exp(−ky) + exp(ky)) + A1C1 cos(ky)(exp(−kx) + exp(kx)),

w(x, y) = −AC cos(kx)(exp(−ky)− exp(ky))− A1C1 cos(ky)(exp(−kx)− exp(kx)).

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè w(x, y) è ñ÷èòàÿ, ÷òî
kx << 1 , ky << 1 (ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì ðàçìåðîâ ÿ÷åé-
êè L è h ) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòîâ ìàëûõ âåëè÷èí
âêëþ÷èòåëüíî

w(x, y) = −2(AC + A1C1)kykx.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè áûëà íåïðåðûâíà íà ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè ïîëà-
ãàåì, ÷òî A1C1 = −AC . Òîãäà ïîñëåäíåå óñëîâèå â (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ñ òîé æå òî÷íîñòüþ,
÷òî è äëÿ w(x, y) , à èç ïåðâîãî óñëîâèÿ (2.4) ïîëó÷èì

AC = − 1

4k2η
|∇p0| .

Ïðîôèëè ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè â ÿ÷åéêå ïîêàçàíû íà ðèñ.1 è ðèñ. 2.
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4. Ðåçóëüòàòû

Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, õîòÿ ñêîðîñòü çàâèñèò îò êîîðäèíàò íå ïî êâàäðàòè÷íîìó çà-
êîíó, âáëèçè öåíòðà ÿ÷åéêè åå ïðîôèëü áëèçîê ê ïàðàáîëè÷åñêîìó, ÷òî è áûëî ïîëó÷åíî â
ðàáîòå [2]. Â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ èìååòñÿ òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòè, êàñàòåëüíûõ è íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå
ÿ÷ååê. Òàêèì îáðàçîì, íåâîçìóùåííîå òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïå-
ðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ñ çàäàííûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå ìîæíî
ðàññ÷èòàòü òå÷åíèå æèäêîñòè ñ çàäàííûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ ÷åðåç áåñêîíå÷íóþ ïåðè-
îäè÷åñêóþ ðåøåòêó ÷àñòèö, ïîìåùåííûõ â öåíòð ÿ÷åéêè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ
æèäêîñòè ñîäåðæàò ïàðàìåòðû k è h . Âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ýòèõ
ïàðàìåòðîâ è ïîëó÷åíèè îñðåäíåííûõ âûðàæåíèé äëÿ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ òðåáóåò äàëüíåé-
øåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-41-007-ð_óðàë_à)
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Construction of periodic solutions equations of motion of a

viscous �uid with a predetermined pressure gradient

c⃝ M.S. Deryabina3, S. I. Martynov4

Abstract. The problem of constructing a periodic solution for the equations of viscous �ow in
unbounded domain for a given pressure gradient in the class of piecewise smooth functions for the
�ow velocity is considered. An approximate solution of the problem is obtained.

Key Words: viscous �uid, periodic solution, piecewise smooth function
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ÓÄÊ 519.63

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè

ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ãàçà ñ èñïîëüçîâàíèåì WENO ñõåì

íà ïðèìåðå ïèðîëèçà ýòàíà

c⃝ Ð. Â. Æàëíèí1, Å. Å. Ïåñêîâà2, Î. À. Ñòàäíè÷åíêî3, Â. Ô. Òèøêèí4

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà ñõåìà âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñìåñè. Äàííàÿ ñìåñü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âÿçêèé òåïëîïðîâîäíûé ãàç, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ïèðîëèçà ýòàíà. Ðàç-
ðàáîòàí è ðåàëèçîâàí ïàðàëëåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè
MPI. Ñ öåëüþ âåðèôèêàöèè ïîñòðîåííîé ñõåìû ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà äëÿ íàõîæäåíèÿ ãà-
çîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ ðåàêöèè ïèðîëèçà ýòàíà â çàìêíóòîì
ðåàêòîðå. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû òå÷åíèÿ ãàçîâîé ñìåñè â ïðîòî÷íîì ìåòàëëè÷åñêîì ðåàêòîðå
ñ âíåøíèì îáîãðåâîì ðåàêöèîííîé çîíû. Íàéäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû, ïëîòíîñòè è
ìàññîâûõ êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ â ïðîäîëüíîì ðàçðåçå ðåàêòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: WENO ñõåìà, âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, òåõíîëîãèÿ MPI, ïèðîëèç
ýòàíà.

1. Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âåäóùèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ íèçøèõ îëåôèíîâ ÿâëÿåòñÿ òåð-
ìè÷åñêèé ïèðîëèç óãëåâîäîðîäîâ. Â Èíñòèòóòå êàòàëèçà èìåíè Ã.Ê. Áîðåñêîâà ïðîâîäÿò-
ñÿ ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ óñòàíîâîê [1-3], èñïîëüçóþùèõ òåõíîëîãèè ïèðîëèçà àëêàíîâ â
óñëîâèÿõ èíòåíñèâíûõ ôèçè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé. Äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ïè-
ðîëèçà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò èçáåæàòü ïðèñòðåëî÷íûõ
ýòàïîâ ñîçäàíèÿ ñëîæíûõ è äîðîãîñòîÿùèõ óñòàíîâîê. Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì
äëÿ âûáðàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå àëãîðèòìû
âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, íàèáîëåå òî÷íî îïèñûâàþùèå
èññëåäóåìûé ïðîöåññ. Òàêæå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñ-
ëåíèé, òàê êàê ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ ðàáîòàòü ñ áîëüøèìè îáëàñòÿìè
äàííûõ. Â äàííîé ñòàòüå ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïèðîëèçà ýòàíà â ðåàê-
òîðå ñ âíåøíèì îáîãðåâîì ðåàêöèîííîé çîíû [3] ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè [4]. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè ðàñ÷åòîâ áûë ïîñòðîåí è ðåàëèçîâàí ïàðàëëåëüíûé
âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì íà îñíîâå òåõíîëîãèè MPI.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; zhrv@mrsu.ru

2 Ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
peskovaee@appmath.mrsu.ru

3 Íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò êàòàëèçà èì. Ã. Ê. Áîðåñêîâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò, ã. Íîâîñèáèðñê; zasypoa@catalysis.ru

4 ×ëåí-êîðð. ÐÀÍ, çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà ïî íàó÷íîé ðàáîòå, Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì.
Ì. Â. Êåëäûøà, ã. Ìîñêâà; v.f.tishkin@mail.ru
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2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è àëãîðèòì äèñêðåòèçàöèè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ðåàãèðóþùåãî ãàçà â ðåàêòîðå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùóþ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, óðàâíå-
íèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè, óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû
ãàçîâîé ñìåñè [5], êîòîðàÿ ïîäðîáíî îïèñàíà â ðàáîòå [6].

Â âåêòîðíîì âèäå äàííûå óðàâíåíèÿ, ñ ó÷åòîì ðàñùåïëåíèÿ ïîòîêîâ íà êîíâåêòèâíûå
è äèôôóçèîííûå ñîñòàâëÿþùèå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂U

∂t
+
∂
(
F (1)(U)−H(1)(U)

)
∂x

+
∂
(
F (2)(U)−H(2)(U)

)
∂y

= Q. (2.1)

Çäåñü

U =


ρ
ρYi
ρu
ρv
E

 , F (1)(U) =


ρu
ρuYi
ρu2 + p
ρuv

(E + p)u

 , F (2)(U) =


ρv
ρvYi
ρuv

ρv2 + p
(E + p)v

 ,

H(1)(U) =


0
Jix
τxx
τxy

τxxu+ τxyv + qx

 , H(2)(U) =


0
Jiy
τyx
τyy

τyxu+ τyyv + qy

 , Q =


0
Qi

0
0
Sh

 ,

Jix = ρDmi
∂Yi
∂x

, Jiy = ρDmi
∂Yi
∂y

,

qx = λ
∂T

∂x
+

M∑
j=1

hjρDmj
∂Yj
∂x

, qy = λ
∂T

∂y
+

M∑
j=1

hjρDmj
∂Yj
∂y

,

τxx = µ

(
2
∂u

∂x
− 2

3

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

))
, τyy = µ

(
2
∂v

∂x
− 2

3

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

))
,

τxy = τyx = µ

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
, i = 1, 2, . . . ,M.

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü, u, v � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, Yi � ìàññîâàÿ êîíöåíòðà-

öèÿ i -îé êîìïîíåíòû, p � äàâëåíèå, E = ρ

(
ϵ+

u2 + v2

2

)
� óäåëüíàÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, T

� òåìïåðàòóðà, Qi � ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ èëè ðàñõîäà i -îé êîìïîíåíòû, Jix, Jiy � êîìïî-
íåíòû âåêòîðà äèôôóçèîííîãî ïîòîêà i -îãî âåùåñòâà, qx, qy � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîòîêà
òåïëà äëÿ ñìåñè, Dmi � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè i -îé êîìïîíåíòû, hi � ýíòàëüïèÿ i -îé
êîìïîíåíòû, λ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñìåñè, µ � êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé
âÿçêîñòè, Sh � íàãðåâ èëè îõëàæäåíèå â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè èñïîëüçóåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó. Ãàçîäèíàìè÷åñêèå
ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåì êàê èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå â ÿ÷åéêàõ ñåòêè.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) èñïîëüçóåì êîíñåðâàòèâíóþ íåëèíåéíóþ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó âèäà:
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dUij

dt
+
F̃

(1)
i+1/2j − F̃

(1)
i−1/2j

hx
+
F̃

(2)
ij+1/2 − F̃

(2)
ij−1/2

hx
−

−

(
H̃

(1)
i+1/2j − H̃

(1)
i−1/2j

hx
+
H̃

(2)
ij+1/2 − H̃

(2)
ij−1/2

hx

)
= Qij

(2.2)

Çäåñü F̃
(1)
i+1/2j, F̃

(2)
ij+1/2 � êîíâåêòèâíûå ïîòîêè, êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ñõåìå Ëàêñà-

Ôðèäðèõñà-Ðóñàíîâà [7, 8]:

F̃
(1)
i+1/2j =

1

2

(
F̃ (1)(U r

i+1/2j) + F̃ (1)(U l
i+1/2j)− α1

(
U r
i+1/2j − U l

i+1/2j

))
,

F̃
(2)
ij+1/2 =

1

2

(
F̃ (2)(U r

ij+1/2) + F̃ (2)(U l
ij+1/2)− α2

(
U r
ij+1/2 − U l

ij+1/2

))
,

α1 = max

(
|uij|+

√
γpij
ρij

, |ui+1j|+
√
γpi+1j

ρi+1j

)
,

α2 = max

(
|vij|+

√
γpij
ρij

, |vij+1|+
√
γpij+1

ρij+1

)
,

H̃
(1)
i+1/2j, H̃

(2)
ij+1/2 � äèôôóçèîííûå è òåïëîâûå ïîòîêè, êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ñõåìå ñ

öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè, Q̃ij � ñðåäíåå ïî ÿ÷åéêå çíà÷åíèå èñòî÷íèêîâîãî ÷ëåíà.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé âåêòîðà ïåðåìåííûõ U ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíèöû ìåæäó

i è i + 1 ÿ÷åéêàìè U r
i+1/2j, U

l
i+1/2j, èñïîëüçóåì WENO ñõåìó ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè,

îïèñàííóþ â ðàáîòå [4, 9].
Ââåäåì âåêòîð ïðèìèòèâíûõ ïåðåìåííûõ [10] q = q(U) = (ρ, u, v, p) . Ñ ïîìîùüþ

WENO àëãîðèòìà ïðîâåäåì åãî èíòåðïîëÿöèþ íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè, à çàòåì ïå-
ðåñ÷èòàåì çíà÷åíèå èñêîìîãî âåêòîðà U r

i+1/2j = U(qri+1/2j) .

Èíòåðïîëÿöèþ íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè ïðîâîäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì [4]:

qi+1/2j =
K−1∑
l=0

ωlq
(l)
i+1/2j. (2.3)

Çäåñü q
(l)
i+1/2j =

∑K−1
j=0 cljqi−l+j , l = 0, . . . , K − 1 � çíà÷åíèå íà ãðàíè, ïîëó÷åííîå íà

øàáëîíå S
(i)
l = {xi−l, . . . , xi, . . . , xi−l+K−1} , ωl � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì:

ωl =
αl∑K−1

s=0 αs

, αl =
dl

(ϵ+ β)2
, l = 0, . . . , K − 1.

Ââåäåíèå ìàëîé âåëè÷èíû ϵ èñêëþ÷àåò ñëó÷àé îáðàùåíèÿ çíàìåíàòåëÿ â íîëü, βl �
èíäèêàòîð ãëàäêîñòè [4], dl � êîýôôèöèåíòû ïîëó÷åííûå ïðè èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèÿ íà

ãðàíèöå ÿ÷åéêè íà ðàñøèðåííîì øàáëîíå S
(i)
∗ = {xi−K+1, . . . , xi, . . . , xi+K−1} .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñõåìû ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïîëàãàåì K = 3 , çíà÷åíèÿ âåëè÷èí
clj, dl, βl ïðèâåäåíû â ðàáîòå [4].

Äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ ïî ñõåìå Ðóíãå-Êóòòû:

U∗ = Un +∆t · L(Un),

U∗∗ =
3

4
Un +

1

4
U∗ +

1

4
∆t · L(U∗),

Un+1 =
1

3
Un +

2

3
U∗∗ +

2

3
∆t · L(U∗∗).

Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè [4, 5].
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3. Ìîäåëü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ïèðîëèçà ýòàíà

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà áðóòòî-ðåàêöèè ïèðîëèçà ýòàíà, ïðåäýêñïîíåíöèàëü-
íûé ìíîæèòåëü Ai è ýíåðãèÿ àêòèâàöèè Ei äëÿ êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ñòàäèè [11].

� Ñòàäèÿ Ai,
1
c
èëè ë

ìîëü·c Ei

1 C2H6 → C2H4 +H2 1.08E+16 2.5E+5
2 2C2H6 → C2H4 + 2CH4 3.16E+16 2.7E+5

Òàáëèöà 1: Ñõåìà è êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìåõàíèçìà áðóòòî-ðåàêöèè ïèðîëèçà ýòàíà

� Ñòàäèÿ ðåàêöèè Ñêîðîñòü ñòàäèè

1 B1 → B2 +B3 w1 = A1e
(−E1

RT ) ·
(
ρY1
Mw1

)
2 2B1 → B2 + 2B4 w2 = A2e

(−E2
RT ) ·

(
ρY1
Mw1

)2

Òàáëèöà 2: Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòàäèé ðåàêöèè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé è êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëåìåíòàð-
íûõ ñòàäèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2, ãäå B1 = [C2H6] , B2 = [C2H4] , B3 = [H2] , B4 = [CH4] .

Ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ èëè ðàñõîäà êàæäîé êîìïîíåíòû â õîäå ðåàêöèè ðàññ÷èòûâàþò-
ñÿ ïî çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ:

Q1 =Mw1 · (−1 · w1 − 2 · w2) ,
Q2 =Mw2 · (1 · w1 + 1 · w2) ,
Q3 =Mw3 · (1 · w1) ,
Q4 =Mw4 · (2 · w2) .

Êîýôôèöèåíòû äëÿ ðàñ÷åòà óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè âåùåñòâ Cp , ïàðàìåòðû Ëåííàðä-

Äæîíñà σi ,
(

ϵ
kb

)
i
, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïðèâåäåíû â ðà-

áîòå [3].

4. Ïàðàëëåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì

Ïàðàëëåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåí íà îñíîâå òåõíîëîãèè äëÿ ñèñòåì
ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ MPI (Message Passing Interface). Ðàñïàðàëëåëèâàíèå îñíîâàíî
íà ãåîìåòðè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ðàñïðåäåëåíèè ïîëó÷åííûõ ïîäîá-
ëàñòåé ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîöåññîðàì èëè ÿäðàì ïðîöåññîðà. Àëãîðèòì ðàáîòû ïðî-
ãðàììíîãî êîìïëåêñà óñëîâíî ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðè çàïóñêå ïðîãðàììû ïðîèñõîäèò ÷òåíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ èç ôàéëà è äåêîìïîçè-
öèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (ìîäóëü startup()). Äàëåå íà êàæäîì âû÷èñëèòåëüíîì óçëå ïðîèñ-
õîäèò ôîðìèðîâàíèå ìàññèâîâ äàííûõ. Â ìàññèâû çàïèñûâàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
êàæäîé îáëàñòè è ôîðìèðóþòñÿ ôèêòèâíûå ÿ÷åéêè äëÿ ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
è ìåæïðîöåññîðíûõ îáìåíîâ.

Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè çàïóñêàåòñÿ ïîäïðîãðàììà âû÷èñëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé bnd_cond(), êîòîðàÿ çàïèñûâàåò äàííûå â ôèêòèâíûå ÿ÷åéêè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ
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ãðàíè÷íûìè â èñõîäíîé îáëàñòè. Äëÿ çàïîëíåíèÿ ôèêòèâíûõ ÿ÷ååê, ðàñïîëîæåííûõ íà
ãðàíèöå ìåæäó ïðîöåññîðàìè, çàïóñêàåòñÿ ïîäïðîãðàììà exch_bnd_cond(), êîòîðàÿ âû-
ïîëíÿåò ìåæïðîöåññîðíûé îáìåí äàííûìè. Çàòåì ðåàëèçóåòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðàñ÷å-
òà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ðàñ÷åòû âåäóòñÿ, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòî çàäàííîå âðåìÿ.

×åðåç îïðåäåëåííîå ÷èñëî øàãîâ âûïîëíÿåòñÿ ïîäïðîãðàììà save_vtk(), êîòîðàÿ çà-
ïèñûâàåò ðåçóëüòàòû â ôàéë â ôîðìàòå VTK äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè è âèçóàëèçàöèè.
Èñïîëüçóþòñÿ XML-ôîðìàòû (PVTU è VTU) äëÿ ïàðàëëåëüíîãî âûâîäà ðåçóëüòàòîâ íåçà-
âèñèìî êàæäûì ïðîöåññîðîì.

5. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíà óïðîùåííàÿ ñõåìà ìåòàëëè÷åñêîãî ðåàêòîðà, ðàçðàáîòàí-
íîãî â Èíñòèòóòå êàòàëèçà èìåíè Ã. Ê. Áîðåñêîâà [1-3].

Ðèñ. 1: Ñõåìà ðåàêòîðà. 1) ââîäû äëÿ ïîäà÷è ãàçîâîé ñìåñè, äèàìåòð � 4 ìì; 2) ââîäû äëÿ
ïîäà÷è çàùèòíîãî ãàçà ìåòàíà CH4, äèàìåòð � 4 ìì; 3) âûõîä ãàçîâîé ñìåñè, äèàìåòð �6
ìì; 4) âíåøíèé íàãðåâàòåëü.

Îáùàÿ äëèíà ðåàêòîðà 220 ìì, äèàìåòð 21 ìì, äëèíà íàãðåâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ 70 ìì.
Ìîäåëèðîâàíèå çàìêíóòîãî ðåàêòîðà. Äëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî ðåàêòîð çàìêíóò è íàãðåò äî òåìïåðàòóðû 950Ê. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
îáëàñòü çàïîëíåíà ýòàíîì, äàâëåíèå â îáëàñòè p = 101325 Ïà.

Íà ðèñóíêàõ 2 � 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé èñõîäíîãî ïðîäóêòà
ýòàíà è öåëåâîãî ïðîäóêòà ïèðîëèçà � ýòèëåíà - âî âðåìåíè. Ñòåïåíü êîíâåðñèè ýòàíà ê
ìîìåíòó óñòàíîâëåíèÿ ïðè óêàçàííûõ òåìïåðàòóðàõ ñîñòàâëÿåò îêîëî 42%, ÷òî áëèçêî ê
íàáëþäàåìûì â ýêñïåðèìåíòàõ çíà÷åíèÿì êîíâåðñèè � îêîëî 40%.

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîòî÷íîãî ðåàêòîðà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðåàêòîð çàïîëíåí
ìåòàíîì, òåìïåðàòóðà T = 300 Ê. ×åðåç ââîäû (1) ïîäàåòñÿ ýòàí, òåìïåðàòóðà T = 600 Ê.
×åðåç ââîäû (2) ïîäàåòñÿ çàùèòíûé ãàç ìåòàí, T = 300 Ê. Òåìïåðàòóðà íàãðåâàòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ (4) T = 1033 Ê. Âûõîä ïðîäóêòîâ ïèðîëèçà îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç âûõîä (3).

Â ðåçóëüòàòå íàãðåâà ñòåíîê òåìïåðàòóðà ýòàíà ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïåðåðàáîò-
êè ãàçà â ïðîäóêòû ðåàêöèè. Âñëåäñòâèå òå÷åíèÿ ãàçà è õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïðîèñõîäèò
ïåðåðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíòîâ ñìåñè ïî âñåìó îáúåìó ðåàêòîðà. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäå-
íû ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññîâûõ äîëåé êîìïîíåíò ñìåñè. Â áóôåðíûõ çîíàõ ïðåèìóùåñòâåííî
ïðèñóòñòâóåò ìåòàí, íàèáîëüøàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðîäóêòîâ ïèðîëèçà íàáëþäàåòñÿ â ïðà-
âîé ÷àñòè ðåàêöèîííîé çîíû, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ äâèæåíèåì ïðîäóêòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè
è èõ íàêîïëåíèåì. Ïîòîêè ìåòàíà, íàõîäÿùèåñÿ â áóôåðíûõ çîíàõ, íå óñïåâàþò îõëàäèòü
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Ðèñ. 2: Èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè ýòàíà

Ðèñ. 3: Èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè ýòèëåíà
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a)

á)

â)

ã)

Ðèñ. 4: Ðàñïðåäåëåíèå è èçîëèíèè ìàññîâûõ äîëåé C2H6 (à), C2H4 (á), H2 (â), CH4 (ã)

Ðèñ. 5: Ðàñïðåäåëåíèå è èçîëèíèè òåìïåðàòóðû
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Ðèñ. 6: Ðàñïðåäåëåíèå è èçîëèíèè ïëîòíîñòè

ñìåñü â ðåàêöèîííîé çîíå, êîòîðàÿ îñíàùåíà íàãðåâàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Íà ðèñóíêå
5 èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïðîäîëüíîì ñå÷åíèè ðåàêòîðà. Íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ðàâíî 912 Ê, ÷òî íèæå çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ðåàêöèÿ ïèðîëèçà ýòàíà ÿâëÿåòñÿ ýíäîòåðìè÷åñêîé è ïðîõîäèò óñëîâèÿõ èíòåíñèâíîãî ïî-
ãëîùåíèÿ ýíåðãèè. Ýòî ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ òåìïåðàòóðû ãàçà â çîíàõ ïåðåðàáîòêè ýòàíà
â ïðîäóêòû ðåàêöèé. Ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà íàáëþäàåòñÿ â ïðèñòåíî÷íûõ îáëàñòÿõ
ðåàêöèîííîé çîíû (ðèñóíîê 5), çà ñ÷åò ÷åãî â ýòèõ îáëàñòÿõ õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ïðîèñ-
õîäèò íàèáîëåå àêòèâíî. Ýòî ïîäòâåðæäàþò ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ âîäîðîäà è ýòèëåíà
(ðèñóíîê 4 â è á), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîäóêòàìè ðåàêöèè. Áîëüøàÿ êîíöåíòðàöèÿ ìåòàíà
âáëèçè òîðöåâûõ ñòåíîê (ðèñóíîê 4 ã) îáúÿñíÿåòñÿ ïîñòîÿííûì ââîäîì çàùèòíîãî ãàçà â
ýòó îáëàñòü. Íàèáîëüøàÿ ïëîòíîñòü íàáëþäàåòñÿ íà âõîäàõ çàùèòíîãî è èñõîäíîãî ãàçà,
à òàêæå â îáëàñòÿõ áóôåðíûõ çîí (ðèñóíîê 6). Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ãàç ïî ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì áëèçîê ê èäåàëüíîìó. Â òî æå âðåìÿ â äàííîì ïðîòî÷íîì
ðåàêòîðå äàâëåíèå ðàâíî àòìîñôåðíîìó. Ïîýòîìó íàãðåâ ãàçà ïðèâîäèò ê åãî ðàçðåæåíèþ.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîñòðîåí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì íà îñíîâå WENO-ñõåìû ïÿòîãî ïîðÿä-
êà òî÷íîñòè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ãàçà ñ ó÷åòîì õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ðåàëèçîâàíà â ïàðàëëåëüíîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå,
ðàçðàáîòàííîì ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè MPI. Âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà
ïèðîëèçà ýòàíà â çàìêíóòîì è ïðîòî÷íîì ðåàêòîðå â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ è ïîâåäåíèå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþò îñíîâíûì ôèçèêî-õèìè÷åñêèì çàêîíàì. Îäíàêî äëÿ äåòàëüíî-
ãî ñîïîñòàâëåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òðåáóåòñÿ óòî÷íåíèå ãåîìåòðèè
ðåàêòîðà è êèíåòè÷åñêîé ñõåìû õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 30.11.2016
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Using WENO schemes in mathematical modeling of gas

mixture's dynamics by the example of ethane pyrolysis

c⃝ R. V. Zhalnin5, E. E. Peskova6, O. A. Stadnichenko7, V. F. Tishkin8

Abstract. In this paper scheme with high order of precision is established for modeling of mixture's
laminar �ow. This mixture is viscous heat-conducting gas where ethane pyrolysis reaction proceeds.
Parallel computational algorithm using MPI technology is developed. To verify the scheme software
is developed for calculation of reagent concentrations and gas-dynamic parameters for ethane
pyrolysis in a closed reactor. Calculations are made for the gas �ow in a metallic �ow reactor with
external heating of reaction zone. In reactor's longitudinal section distributions of temperature,
density and mass concentrations of reagents are found.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà
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Ìîäåëèðîâàíèå óïðàâëÿåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ

öèôðîâûì óïðàâëåíèåì

c⃝ À.Ñ. Àíäðååâ 1, Å.À. Êóäàøîâà 2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ñèíòåçà äèñêðåòíîãî ñòóïåí÷àòîãî óïðàâëåíèÿ,
ðåøàþùåãî çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé ãîëîíîìíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Òàêèå ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà. Äèñêðåòíûå óïðàâ-
ëÿþùèå ñèãíàëû èñïîëüçóþòñÿ â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ íåïðåðûâíûìè ïðîöåññàìè, ñîäåð-
æàùèõ êîìïüþòåðû. Ðàçðàáîòêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé òàêèõ óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ñîñòîÿíèå
îïèñûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, à óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ íà îñíîâå äèñêðåòíûõ ôóíêöèé.
Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ïîäõîä â ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèÿ, ó÷èòûâàþùèé íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû è
íåñòàöèîíàðíîñòü ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíî-
âà è ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè çàäàííîãî ïðîãðàìì-
íîãî äâèæåíèÿ. Îñîáåííîñòüþ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå âåêòîð-ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà, ñ êîìïîíåíòàìè, çàâèñÿùèìè ÿâíî îò âðåìåíè, íåëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî îáîá-
ùåííûõ êîîðäèíàò. Ýòî ïîçâîëèëî ðåøèòü çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè â îáùåì âèäå ñ âîçìîæíîñòüþ
ïîäáîðà íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàáèëèçàöèÿ, óïðàâëåíèå, äèñêðåòíîå óïðàâëåíèå, ñèíòåç óïðàâëåíèÿ
ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ, íåñòàöèîíàðíûå
íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè,
ôóíêöèîíèðóþùèìè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé â ñâÿçè ñ øèðîêèì
èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñôîðìèðîâàëîñü òðè îñ-
íîâíûõ íàïðàâëåíèÿ â èññëåäîâàíèè äàííîé ïðîáëåìû. Ïåðâîå íàïðàâëåíèå (ñì. íàïð. [1],
[2], [3]) ñîñòîèò â äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè âñåé ñèñòåìû ñ ïîñëåäóþùèì ïîñòðîåíèåì
äèñêðåòíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ äàííîé ïðèáëèæåííîé ìîäåëè. Äàííûé ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò
ó÷åñòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ìîìåíòàìè äèñêðåòèçàöèè, ÷òî ïðèâîäèò
ê íåòî÷íîñòè â ðåøåíèè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ. Âòîðîå íàïðàâëåíèå [4] ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíè-
åì íåïðåðûâíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ñèñòåì ñ ïîñëåäóþùåé èõ
äèñêðåòèçàöèåé. Òàêîé ïîäõîä äàåò äîñòàòî÷íî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ëèøü äëÿ ìàëûõ
çíà÷åíèé ïåðèîäà äèñêðåòèçàöèè. Îáà ýòèõ íàïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿþò ðåøèòü çàäà÷ó ñòà-
áèëèçàöèè äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðàêòè÷åñêîì ñìûñëå, êîãäà îòêëîíåíèÿ îò
ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ñ ðîñòîì âðåìåíè ñòàíîâÿòñÿ ìàëûìè, íî íå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ.

1 Äåêàí ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ è àâèàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ïðîôåññîð, äîêòîð
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, çàâåäóþùèé êàôåäðîé èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëå-
íèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; andreevas@sv.ulsu.ru

2 Ïðîãðàììèñò êàôåäðû èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè,
èíôîðìàöèîííûõ è àâèàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê;
katherine.kudashova@yandex.ru
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Òðåòüå íàïðàâëåíèå ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè äèñêðåòíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ íåïðåðûâ-
íûõ ìîäåëåé ñèñòåì áåç àïïðîêñèìàöèè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå
ðåøåíèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ìåòîäà âåêòîðíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ïîñòðîåíû íåïðå-
ðûâíûé è äèñêðåòíûé çàêîíû óïðàâëåíèÿ äëÿ ãîëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ n
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè íåñòàöèîíàðíîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ñè-
ñòåìû ðåøåíà â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå áåç ïåðåõîäà ê óïðîùåííîé äèñêðåòíîé ëèíåéíîé
ìîäåëè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿ-
åòñÿ n îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè q1, q2, . . . , qn, à äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
Ëàãðàíæà [5]

d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q
= Q+ U, (2.1)

ãäå q = (q1, q2, . . . , qn)
′ ∈ Rn åñòü âåêòîð êîîðäèíàò, T = 1/2q̇′A(q)q̇ � êèíåòè÷å-

ñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, A ∈ Rn×n ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé è íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé ìàòðèöåé, Q = Q(t, q, q̇) � âåêòîð îáîáùåííûõ íåóïðàâëÿåìûõ
ñèë, U ∈ Rn � âåêòîð óïðàâëåíèÿ. Çäåñü è äàëåå (·)′ � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ,
∥q∥ =

√
q21 + q22 + . . .+ q2n � åâêëèäîâà íîðìà â Rn, âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (2.1), îïðåäå-

ëÿþòñÿ è íåïðåðûâíû, äëÿ ïðîñòîòû, ïî âñåì (t, q, q̇) ∈ R+ × Rn × Rn.
Óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A(q)q̈ = {q̇′C(q)q̇}+Q+ U, (2.2)

ãäå {q̇′C(q)q̇} � íàáîð n êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñ ñîâîêóïíîñòüþ n ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
C = (C(1), C(2), . . . , C(n))

′,

C(k) = (cij(k)), cij(k) =
1

2

(
∂aij
∂qk

− ∂ajk
∂qi

+
∂aik
∂qj

)
.

Ïóñòü X = {(q(0)(t)) : [t0,+∞) → Rn} åñòü çàäàííîå ìíîæåñòâî ïðîãðàììíûõ äâèæå-
íèé, îãðàíè÷åííûõ îáëàñòüþ

G0 = {(q, q̇, q̈) ∈ R3n : ∥q∥ ≤ g0 = const > 0, ∥q̇∥ ≤ g1 = const > 0,
∥q̈∥ ≤ g2 = const > 0} .

Ïóñòü (q(0), q̇(0)) ∈ X åñòü äâèæåíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ïîñðåäñòâîì ïðîãðàììíîãî
óïðàâëåíèÿ U = U (0)(t) òàê, ÷òî âûïîëíåíî òîæäåñòâî

A(0)(t)q̈(0)(t)− ({(q̇(0)(t))′C(0)(t)q̇(0)(t)}+Q(0)(t) + U (0)(t)) ≡ 0, (2.3)

ãäå A(0)(t) = A(q(0)(t)), C(0)(t) = C(q(0)(t)), Q(0)(t) = Q(t, q(0)(t), q̇(0)(t)).
Ââåäåì: âîçìóùåíèå x = q − q(0)(t), óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå U (1) = U − U (0)(t).

Ñîãëàñíî (2.2), óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

A(1)(t, x)ẍ = {ẋ′C(1)(t, x)ẋ}+Q(1)(t, x) +Q(2)(t, x, ẋ) + U (1), (2.4)
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ãäå A(1)(t, x) = A(q(0)(t) + x), C(1)(t, x) = C(q(0)(t) + x), Q(1)(t, x) =
(A(0)(t) − A(1)(t, x))q̈(0)(t) + {(q̇(0)(t))′(C(1)(t, x) − C(0)(t))q̇(0)(t)} + Q(t, q(0)(t) + x, q̇(0)(t)) −
Q(t, q(0)(t), q̇(0)(t)), Q(2)(t, x, ẋ) = Q(t, q(0)(t) + x, q̇(0)(t) + ẋ) − Q(t, q(0)(t) + x, q̇(0)(t)) +
{(q̇(0)(t))′C(1)(t, x)ẋ}+ {ẋ′C(1)(t, x)q̇(0)(t)} .

Çàìåòèâ, ÷òî Q(1)(t, 0) ≡ 0, Q(2)(t, x, 0) ≡ 0, äîïóñòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ íàëîæåí-
íûìè ñâÿçÿìè è äåéñòâóþùèìè ñèëàìè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñèë â (2.4)

Q(1)(t, x) = F (t, x)ẋ, {ẋ′C(1)(t, x)ẋ}+Q(2)(t, x, ẋ) = D(t, x, ẋ)ẋ. (2.5)

Ñëåäóÿ [6] è [7], ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ x =
= ẋ = 0 ñèñòåìû (2.4) óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì âèäà

U (1)(t, x, ẋ) = −B(t)ẋ− P (t)x, (2.6)

ãäå B,P ∈ Rn×n åñòü ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ â ñòðóêòóðå îáðàòíîé ñâÿçè,
ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ.

3. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ñ íåïðåðûâíûì çàêîíîì óïðàâ-
ëåíèÿ

Ñëåäóÿ ïîäõîäó, ïðåäëîæåííîìó â ðàáîòàõ [6] è [7], óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.4) çàïèøåì
â âèäå

A(1)(t, x)ẍ = F (t, x)x+D(t, x, ẋ)ẋ−B(t)ẋ− P (t)x. (3.1)

Ïîäáîð ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ B è P ïðîâåäåì íà îñíîâå âåêòîðíîé
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

V = (V1, V2)
′, V1 = ∥x∥, V2 =

√
(ẋ+ Sx)′A(1)(t, x)(ẋ+ Sx), (3.2)

ãäå ìàòðèöà S ∈ Rn×n , S = const , ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, ïðè ýòîì èñõîäíûå óðàâíåíèÿ
äëÿ íåå ïðèìåì

detS ̸= 0 x′(S ′ + S)x ≥ 2s0∥x∥2, s0 = const > 0. (3.3)

Ïóñòü â îáëàñòè R+ × G1 , G1 = {(x, ẋ) ∈ R2n : ∥x∥ ≤ ε, ∥ẋ∥ ≤ ε, ε > 0} èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

λ21∥ẋ∥2 ≤ ẋ′A(1)ẋ ≤ λ22∥ẋ∥2,

(ẋ+ Sx)′
(
1

2

dA(1)

dt
+D −B + A(1)S

)
(ẋ+ Sx) ≤ −µ1∥ẋ+ Sx∥2,

(ẋ+ Sx)′(F − P − (D −B + A(1)S)S)x ≤ µ2∥ẋ+ Sx∥∥x∥,

(3.4)

ãäå λ1, λ2, µ1, µ2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó

s0λ
2
1µ1 − µ2λ

2
2 > 0 (3.5)

Ïðè ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ âåêòîð-ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé, äî-
ïóñêàþùåé áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë, äëÿ å¼ ïðîèçâîäíûõ â ñèëó (2.4) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè

2V1V̇1 = 2x′ẋ = 2x′(ẋ+ Sx− Sx) = −x′Sx+ 2x′(ẋ+ Sx) ≤
≤ −2s0∥x∥2 + 2∥x∥∥ẋ+ Sx∥ ≤ −2s0V

2
1 +

2

λ1
V1V2.
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2V2V̇2 = (ẋ+ Sx)′
dA(1)

dt
(ẋ+ Sx) + 2(ẋ+ Sx)′A(1)(ẍ+ Sẋ) =

= (ẋ+ Sx)′
dA(1)

dt
(ẋ+ Sx) + 2(ẋ+ Sx)′((D −B + A(1)S)ẋ+ (F − P )x) =

= (ẋ+ Sx)′
(
dA(1)

dt
+ 2(D −B + A(1)S)

)
(ẋ+ Sx)+

+2(ẋ+ Sx)′(F − P − (D −B + A(1)S)S)x ≤
≤ −2µ1∥ẋ+ Sx∥2 + 2µ2∥ẋ+ Sx∥∥x∥ ≤ −2

µ1

λ22
V 2
2 + 2µ2

1

λ1
V2V1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè ñîîòíîøåíèé (3.3) äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè V èìååì ñëåäó-
þùóþ ñèñòåìó ñðàâíåíèÿ 

u̇1 = −s0u1 +
1

λ1
u2,

u̇2 =
µ2

λ1
u1 −

µ1

λ22
u2.

(3.6)

Íóëåâîå äâèæåíèå ñèñòåìû (3.6) â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.5) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, è äàæå ýêñïîíåíöèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
(3.3) � (3.5) óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå (2.6) ðåøàåò çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî
äâèæåíèÿ (q0(t), q̇0(t)) .

Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî ôîðìà óïðàâëåíèÿ (2.6) è óñëîâèé (3.3) � (3.5) îáåñïå÷èâàåò
ðîáàñòíûé õàðàêòåð óïðàâëåíèÿ.

4. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ñ äèñêðåòíûì çàêîíîì óïðàâ-
ëåíèÿ

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ ẋ = x = 0 ñèñòåìû (2.4) óïðàâëÿþùèì
âîçäåéñòâèåì äèñêðåòíîãî òèïà

U1[t, x, ẋ] = −B(t)ẋ(t− Tn)− P (t)x(t− Tn),
ẋ(t− Tn) ≡ ẋ(Tn), x(t− Tn) ≡ x(Tn) Tn ≤ t ≤ Tn+1.

(4.1)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.4) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2.5) áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

A(1)(t, x)ẍ = F (t, x)ẍ+D(t, x, ẋ)ẋ−B(t)ẋ(t− Tn)− P (t)x(t− Tn). (4.2)

Ñ òî÷íîñòüþ äî T 2 ïðè t ∈ [Tn, Tn+1) ââåäåì ïðåäñòàâëåíèÿ

ẋ(t− Tn) = ẋ(t)− ẍ(t)(t− Tn), x(t− Tn) = x(t)− ẋ(t)(t− Tn).

Â ïåðâîì ïðåäñòàâëåíèè çàìåíèì ẍ çíà÷åíèåì

ẍ = A−1(t, x) (F (t, x)x+D(t, x, ẋ)ẋ−B(t)ẋ− P (t)x)∣∣∣∣∣∣ x = x(t)
ẋ = ẋ(t)

.

Ñ òî÷íîñòüþ äî T 2 íà êàæäîì èíòåðâàëå [Tn, Tn+1) äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìîãóò áûòü
îïèñàíû óðàâíåíèÿìè

A(1)(t, x)ẍ = (D(t, x, ẋ) + (t− Tn)B(t)A−1(t, x)D(t, x, ẋ)−B(t)−
−(t− Tn)B(t)A−1(t, x)B(t) + (t− Tn)P (t))ẋ+
(F − P (t)) + (t− Tn)B(t)A−1(t, x)(F − P (t))x.

(4.3)
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Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ èìåþò ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (2.6). Óñòîé÷èâîñòü å¼ ïîëîæåíèÿ ẋ = x = 0 ìîæåò áûòü íàéäåíà ïîñðåäñòâîì
ôóíêöèè (3.1) â âèäå ñîîòíîøåíèé (2.6) è (3.3).

Ïðè ýòîì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ T ìàòðèöû, âõîäÿùèå â (4.3) äîñòàòî÷íî ìàëî îòëè-
÷àþòñÿ îò ìàòðèö, âõîäÿùèõ â (2.6). Îòñþäà âîçíèêàåò ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ
óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ (4.1).

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû áåðåòñÿ ñèñòåìà (2.6). Äëÿ íåå ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïîäáîðå ìàòðèöû S íàõîäÿòñÿ, ñîãëàñíî óñëîâèÿì (3.3), êîýôôèöèåíòû óñèëå-
íèÿ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ (2.5). Óñèëåíèåì ýòèõ óñëîâèé âèäà µ1 = µ′

1+ε , µ2 = µ′
2+ε

äîñòèãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ẋ = x = 0 ñè-
ñòåìû (4.3) ïðè ìàëûõ T > 0 .

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè çàäàííîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ïðè ïîìî-
ùè èìïóëüñíîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì çàìåíó y = x , z = ẋ .

ẏ = z, ż =
(
A(1)

)−1
(F ż +Dz −Bż(t− Tn)− Px(t− Tn)).

Ïîëàãàÿ

ẏ =
y(Tn+1)− y(Tn)

T
=
y[n+ 1]− y[n]

T
,

ż =
z(Tn+1)− z(Tn)

T
=
z[n+ 1]− z[n]

T
.

ïîëó÷èì äèñêðåòíóþ ìîäåëü âèäà

y[n+ 1] = y[n] + Tz[n],
z[n+ 1] = z[n] + (A(1)[n])−1((D[n]−B[n])z[n] + (F [n]− P [n])y[n])T .

(4.4)

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = z = 0 ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ïðî-
âåñòè íà îñíîâå âåêòîðíîé ôóíêöèè V = V (n) , àíàëîãè÷íîé ôóíêöèè (3.2) äëÿ ñèñòåìû
(3.1)

V = (V1, V2)
′, V1(n) = ∥y[n]∥,

V2(n) =
√
(z[n] + Sy[n])′A(1)[n](z[n] + Sy[n]).

ãäå ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà S = const óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.3).
Íàõîäèì ñ òî÷íîñòüþ äî T 2

V 2
1 (n+ 1) = ∥y[n+ 1]∥2 = (y[n] + Tz[n])′(y[n] + Tz[n]) =

= ((E − TS)y[n] + T (z[n] + Sy[n])′)((E − TS)y[n] + T (z[n] + Sy[n])) ≈
≈ y′[n](E − T (S + S ′))y[n] + 2Ty′[n](z[n] + Sy[n]) ≤
≤ (1− 2s0T )∥y[n]∥2 + 2T∥y[n]∥∥z[n] + Sy[n]∥ ≤
≤ (1− 2s0T )V

2
1 (n) + 2T

1

λ1
V1(n)V2(n).

Òàêæå èìååì

V 2
2 (n+ 1) = (z[n+ 1] + Sy[n+ 1])′A(1)[n+ 1](z[n+ 1] + Sy[n+ 1]) =

= (z[n+ 1] + Sy[n+ 1])′(A(1)[n+ 1]− A(1)[n])(z[n+ 1] + Sy[n+ 1])+
+(z[n+ 1] + Sy[n+ 1])′A(1)[n](z[n+ 1] + Sy[n+ 1]).
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Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ýòîì ðàâåíñòâå ñ òî÷íîñòüþ äî T 2 ïîëó÷àåì îöåíêó

(z[n+ 1] + Sy[n+ 1])′A(1)[n](z[n+ 1] + Sy[n+ 1]) =
= (z[n] + Sy[n] + T (S + (A(1)[n])−1(D[n]−B[n]))(z[n] + Sy[n])+
+((A(1)[n])−1(F [n]− P [n])− (S + (A(1)[n])−1(D[n]−B[n]))S)y[n])′·
·A(1)[n](z[n] + Sy[n] + T (S + (A(1)[n])−1(D[n]−B[n]))−
−(S + (A(1)[n])−1(D[n]−B[n]))S)y[n]) ≈
≈ (z[n] + Sy[n])′(A(1)[n] + T (A(1)[n]S + (D[n]−B[n])))·
·(z[n] + Sy[n]) + 2T (z[n] + Sy[n])′(F [n]− P [n]−
−(A(1)[n]S +D[n]−B[n])S)y[n].

(4.5)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì A(1)[n+ 1]− A(1)[n] ≈ dA(1)

dt
[n]T .

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ìàëûõ ∥z∥ è ∥y∥ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ âèäà (3.4)

λ21∥z∥2 ≤ z′A(1)[n]z ≤ λ22∥z∥2

(z + Sy)′(
dA(1)

dt
[n] +D[n] +D′[n]−B[n]−B′[n]+

+A(1)[n]S + S ′A(1)[n])(z + Sy) ≤ −2µ1∥z + Sy∥2

(z + Sy)(F [n]− P [n]− (D[n]−B[n] + A(1)[n]S)S)y ≤ µ2∥z + Sy∥∥y∥.

Òîãäà äëÿ îöåíêè (4.5) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

V 2
2 (n+ 1) ≤ V 2

2 (n)−
2µ1T

λ22
V 2
2 (n) + 2µ2

T

λ1
V1(n)V2(n).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè V èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ V1(n+ 1) ≤ (1− 2s0T )V1(n) + 2TV2(n),

V2(n+ 1) ≤ 2Tµ2

λ1
V1(n) + (1− 2µ1T

λ22
V2(n)).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ u1(n+ 1) ≤ (1− 2s0T )u1(n) + 2Tu2(n),

u2(n+ 1) ≤ 2Tµ2

λ1
u1(n) + (1− 2µ1T

λ22
u2(n)),

áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

s0λ
2
1µ1 − µ2λ

2
2 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî T 2 óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè ñèñòåìû (4.4), ïîëó÷åííîé èç ñèñòåìû (4.3) äèñêðåòèçàöèåé, ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè
óñòîé÷èâîñòè (3.4) ìîäåëüíîé ñèñòåìû (3.1).

Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ äèñ-
êðåòíîãî óïðàâëåíèÿ äâóõçâåííûì ìàíèïóëÿòîðîì íà ïîäâèæíîì îñíîâàíèè [8], ìîäåëü
êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 4.1.
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Äâóçâåííûé ìàíèïóëÿòîð íà ïîäâèæíîì îñíîâàíèè

Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè ïåðâîå çâåíî ñâÿçàíî ñ ïîäâèæíûì îñíîâàíèåì ïðè
ïîìîùè øàðíèðà. Ãðóç ïåðåìåùàåòñÿ ìàíèïóëÿòîðîì ïðè ïîìîùè ñõâàòà, óêðåïëåííîãî
íà êîíöå âòîðîãî çâåíà. Çâåíüÿ ìàíèïóëÿòîðà ñâÿçûâàþòñÿ øàðíèðîì, à îñè øàðíèðîâ ïà-
ðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çâåíüÿ ìàíèïóëÿòîðà åñòü îäíîðîäíûå ñòåðæ-
íè, à ëèíåéíûå ðàçìåðû ñõâàòà è ãðóçà ìíîãî ìåíüøå, ÷åì äëèíû çâåíüåâ ìàíèïóëÿòîðà,
ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìåùàåìûé ãðóç è ñõâàò ïðèìåì çà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó.

Èññëåäóÿ òðàíñïîðòíûå äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿòîðà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàíèïóëÿòîð ñî-
âåðøàåò äåéñòâèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè èëè â íåâåñîìîñòè, ò.å. â îòñóòñòâèè ñèëû
òÿæåñòè, ïðè÷åì îñíîâàíèå äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî.

Ïóñòü ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ îñíîâàíèÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïèñûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿìè x1(t) è x2(t) . Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû q1 , q2 âûáåðåì
øàðíèðíûå óãëû çâåíüåâ, îáðàçóåìûå ñ îñüþ Ox2 .

Óïðàâëåíèå ìàíèïóëÿòîðîì ïðîèñõîäèò ïðè ïîìîùè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïðèâîäîâ D1 ,
D2 , êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â øàðíèðàõ. Ãëàâíûå ìîìåíòû ñèë îòíîñèòåëüíî îñåé øàðíèðîâ,
ñîçäàâàåìûå ïðèâîäàìè D1 , D2 è ïðèëîæåííûå ê çâåíüÿì, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû U1 ,
U2 . Äåéñòâèå äðóãèõ ñèë, çà èñêëþ÷åíèåì ðåàêöèè îñíîâàíèÿ, ó÷èòûâàòü íå áóäåì.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: m0 � ìàññà ïëàòôîðìû, m1 , m2 � ìàññû çâåíüåâ,
l1 , l2 � äëèíû çâåíüåâ, m3 � ìàññà ãðóçà.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà

T =
1

2

(
a011q̇

2
1 + 2a12q̇1q̇2 + a022q̇

2
2

)
+ b1q̇1 + b2q̇2 +

1

2
M(ẋ21 + ẋ22),

ãäå a011 =
(
m1

3
+m2 +m3

)
l21 , a12 = a012cos(q1−q2) , a012 =

(
m2

2
+m3

)
l1l2 , a

0
22 =

(
m2

3
+m3

)
l22 ,

M = m0 +m1 +m2 +m3 , b1 = b01(ẋ2(t)cos(q1)− ẋ1(t)sin(q1)) , b21 =
(
m1

2
+m2 +m3

)
l1 , b2 =

b02(ẋ2(t)cos(q2)− ẋ1(t)sin(q2)) , b
2
2 =

(
m2

2
+m3

)
l2 .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì óïðàâëÿþùèõ ìîìåíòîâ, îòíåñåííûõ ê q1 è q2 ,
áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé ìàòðè÷íûé âèä

A(q)q̈ + C(q, q̇) +W (t, q) = U, U ′ = (U1, U2), (4.6)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 3



114 À.Ñ. Àíäðååâ, Å.À. Êóäàøîâà

A =

(
a011 a012cos(q1 − q2)

a012cos(q1 − q2) a022

)
, C(q) =

(
0 a012sin(q1 − q2)q̇2

−a012sin(q1 − q2)q̇1 0

)
,

W (t, q) =

(
−b01(ẍ1(t)sin(q1)− ẍ2(t)cos(q1))
−b02(ẍ1(t)sin(q2)− ẍ2(t)cos(q2))

)
.

Ïóñòü q0(t) = (q01(t), q
0
2(t)) � ïðîãðàììíîå äâèæåíèå, ñîçäàâàåìîå óïðàâëÿþùèì ìî-

ìåíòîì
U0(t) = A(q0(t))q̈0(t) + C(q0(t), q̇0(t))q̇0(t) +W (t, q0(t)).

Ïîëîæèì x = q − q0(t) , U = U0(t) + U1 , ãäå x � âîçìóùåíèå, U1 � óïðàâëÿþùåå
âîçäåéñòâèå, ñîçäàâàåìîå îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé
âèä

A0(t)ẍ = D0(t)ẋ+ F 0(t)x+ U1, A0(t) = A(q0(t)), D(t) = −2C(q0(t), q̇0(t)),

ãäå

F 0(t) =

(
f11 f12
f21 f22

)
,

f11 = a012(q̈
0
2(t)sin(q

0
1(t) − q02(t)) − (q̇02(t))

2cos(q01(t) − q02(t))) + b10(ẍ1(t)cos(q
0
1(t)) +

ẍ2(t)sin(q
0
1(t))) , f12 = −a012(q̈02(t)sin(q01(t) − q02(t)) − (q̇02(t))

2cos(q01(t) − q02(t))) , f21 =
a012(q̈

0
1(t)sin(q

0
1(t) − q02(t)) + (q̇01(t))

2cos(q01(t) − q02(t))) , f22 = −a012(q̈01(t)sin(q01(t) − q02(t)) −
(q̇01(t))

2cos(q01(t)− q02(t))) + b10(ẍ1(t)cos(q
0
2(t)) + ẍ2(t)sin(q

0
1(t))) .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (3.4) ìîæåò áûòü íàéäåíî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå âèäà
(3.2), ñòàáèëèçèðóþùåå ïîëîæåíèå x1 = x2 = 0 ñèñòåìû (4.6).

Äâèæåíèå (q01(t), q
0
2(t)) ìîæåò áûòü òàêæå ñòàáèëèçèðóåìî ñîîòâåòñòâóþùèì óïðàâëå-

íèåì âèäà (4.1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâèæåíèå îñíîâàíèÿ ìàíèïóëÿòîðà ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùèì

çàêîíîì:
x1(t) = cos(2t) ì, x2(t) = sin(2t) ì.

Ïðîãðàììíîå äâèæåíèå ìàíèïóëÿòîðà çàäàäèì êàê:

q01(t) = 1, 1 sin(1, 2t+ 1) ðàä, q̇01(t) = 1, 32 cos(1, 2t+ 1) ðàä/c,
q02(t) = 1, 3 sin(1, 6t+ 1, 9) ðàä, q̇02(t) = 2, 08 sin(1, 6t+ 1, 9) ðàä/c,

ñ íà÷àëüíûìè îòêëîíåíèÿìè:

q1(0) = 0 ðàä, q2(0) = 0.5 ðàä, q̇1(0) = 0 ðàä/c, q̇2(0) = 0 ðàä/c.

Çàäàâ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû

m1 = 20 êã, m2 = 10 êã, m3 = 5 êã, l1 = 0.8 ì, l2 = 0.5 ì,

ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ òàêîãî äâèæåíèÿ

k1 = 319.407, k2 = 114.987, k01 = 170, 478, k02 = 61, 372,

ãäå k01 , k
0
2 � çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ, íàéäåííûå ïðè íóëåâîì îòêëîíåíèè. ×èñëà

k01 , k
0
2 èìåþò ñìûñë íèæíèõ ãðàíåé ïàðàìåòðîâ k1 , k2 , ò.å. ïàðàìåòðû k1 , k2 ìîæíî

ïðåäñòàâèò â âèäå k1 = k01 + η1 , k2 = k02 + η2 , ãäå η1 , η2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,
çàâèñÿùèå îò âûáîðà íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèé.
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Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ
4.2, 4.3. Ïðè ïðîâåäåíèè ìîäåëèðîâàíèÿ øàã äèñêðåòèçàöèè ∆c äëÿ ñèñòåìû âûáðàí ðàâ-
íûì øàãó äèñêðåòèçàöèè ∆y óïðàâëåíèÿ (∆c = ∆y = 0.01 ). Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ � ñòàáè-
ëèçèðóåìàÿ êîìïîíåíòà, øòðèõîâàÿ êðèâàÿ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ïðîãðàììíîãî
äâèæåíèÿ. Âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ tmax = 5 .

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëîâîé êîîðäèíàòû ïåðâîãî çâåíà îò âðåìåíè.

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëîâîé êîîðäèíàòû âòîðîãî çâåíà îò âðåìåíè.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ äîïîëíåíèåì ðåçóëüòàòîâ [9] è [10].
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-01-08482).

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 01.11.2016
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On Modeling the controlled mechanical systems with

digital controllers

c⃝ A. S. Andreev3, E.A. Kudashova4

Abstract. Synthesis of discrete-time control which solves the problem of stabilization of holonomic
mechanical systems' program motion is considered. Such systems are described by Lagrange
equations of the second kind. Digital control signals are used in computer-containing control
systems for continuous processes. Development of models for such controlled processes leads to
investigation of continuous-discrete systems with state described by a continuous function and
discrete control functions. This paper proposes an approach for constructing of controller taking
into account non-linearity of the system and non-stationarity of program motion. By means
of Lyapunov vector function and the comparison system su�cient conditions of given program
motion's stabilization are obtained. A feature of the article is in solving of the problem by use
of Lyapunov vector function with components that explicitly depend on time, and are nonlinear
with respect to the generalized coordinates. It allows to solve the stabilization problem in general
having the possibility to select the most suitable control parameters for each particular system.

Key Words: stabilization, control, discrete-time control, synthesis of control for mechanical
systems, Lyapunov vector-function, comparison systems, nonstationary nonlinear dynamical
systems
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà

íèçêîòåìïåðàòóðíîé ïàðîâîé êîíâåðñèè ïðîïàíà â

ïðèñóòñòâèè ìåòàíà íà íèêåëåâîì êàòàëèçàòîðå

c⃝ Ë. Ô. Àõìàäóëëèíà1, Ë. Â. Åíèêååâà2, À. Â. Íîâè÷êîâà3,
È. Ì. Ãóáàéäóëëèí4, Ï. Â. Ñíûòíèêîâ5, Ä. È. Ïîòåìêèí6

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ôîðìàëèçîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ìÿãêîãî
ïàðîâîãî ðèôîðìèíãà (ÌÏÐ) ïîïóòíîãî íåôòÿíîãî ãàçà íà ïðèìåðå ÌÏÐ ìîäåëüíîé ìåòàí-
ïðîïàíîâîé ñìåñè. Íà îñíîâå êèíåòè÷åñêèõ ñõåì ïðåâðàùåíèé ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè ðåàêöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ
æåñòêîé ïî ÷àñòè êîìïîíåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ïðåäëîæåí ìåòîä,
èñïîëüçóþùèé îäíîèòåðàöèîííóþ ôîðìóëó Ðîçåíáðîêà 3-îãî ïîðÿäêà. Â ñòàòüå áûëè ïîëó÷å-
íû çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèé ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ðåàêòîðà ïðè
êîíêðåòíîé òåìïåðàòóðå è îò ìàññèâà òåìïåðàòóð. Ðåçóëüòàò ïîêàçàë, ÷òî âûáðàííûé ìåòîä
ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî íàõîäèòü ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, æåñòêîé
ïî ÷àñòè êîìïîíåíòîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, êèíåòèêà õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ïîïóò-
íûé íåôòÿíîé ãàç, íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ ïàðîâàÿ êîíâåðñèÿ, ìÿãêèé ïàðîâîé ðèôîðìèíã, êà-
òàëèç, ìåòîä Ðîçåíáðîêà

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Ðîññèè îñòðî ñòîèò âîïðîñ î ïåðåðàáîòêå ïîïóòíûõ íåôòÿíûõ
ãàçîâ (ÏÍÃ), êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âàæíûé ðåñóðñ äëÿ ñèíòåçà öåííûõ õèìè÷å-
ñêèõ ïðîäóêòîâ è èñïîëüçîâàíèÿ èõ â ýíåðãåòè÷åñêèõ öåëÿõ. Ïîïóòíûå íåôòÿíûå ãàçû �
ýòî ìíîãîêîìïîíåíòíûå ãàçîâûå ñìåñè, âûäåëÿåìûå èç íåôòè â ïðîöåññå ïåðâè÷íîé ñåïà-
ðàöèè íà ìåñòîðîæäåíèÿõ. Ñîñòàâ ÏÍÃ ìîæåò øèðîêî ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà
äîáû÷è, êà÷åñòâà è ñîñòàâà äîáûâàåìîé íåôòè, à òàêæå äðóãèõ ôàêòîðîâ. Çà÷àñòóþ ÏÍÃ
ñîäåðæèò (â îá. %) 50-70 ìåòàíà, 5-10 ýòàíà, 5-15 ØÔËÓ (øèðîêàÿ ôðàêöèÿ ëåãêèõ C 3+ -
óãëåâîäîðîäîâ), 1-10 àçîòà, 1-10 óãëåêèñëîãî ãàçà.

Îñíîâíûì ìåòîäîì ïåðåðàáîòêè ÏÍÃ ÿâëÿåòñÿ åãî ðàçäåëåíèå íà ôðàêöèè íà êðóï-
íûõ ãàçîïåðåðàáàòûâàþùèõ êîìïëåêñàõ. Ýòî íàèáîëåå ðåíòàáåëüíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé

1 Ñòóäåíò ôàêóëüòåòà àâòîìàòèçàöèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ, Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íåô-
òÿíîé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; odnasvete_2014@mail.ru

2 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà;
leniza.enikeeva@gmail.com

3 Äîöåíò êàôåäðû èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Óôèìñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé íåôòÿíîé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; stacy-pm25@mail.ru

4 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ïðîôåññîð êàôåäðû òåõíîëîãèè íåôòè è ãàçà Óôèìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî íåôòÿíîãî òåõíè÷åñêîãî
óíèâåðñèòåòà, ã. Óôà; irekmars@mail.ru

5 Çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé ýíåðãîñáåðåãàþùèõ êàòàëèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Íîâîñèáèðñê; ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè êàòàëèòè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ â òîïëèâíûõ ýëåìåíòàõ, èíñòèòóò êàòàëèçà èì. Ã. Ê. Áîðåñêîâà ÑÎ ÐÀÍ, ã. Íîâîñèáèðñê;
pvsnyt@catalysis.ru

6 Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ýíåðãîñáåðåãàþùèõ êàòàëèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, Íîâîñèáèðñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Íîâîñèáèðñê; íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè êàòàëèòè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ â òîïëèâíûõ ýëåìåíòàõ, èíñòèòóò êàòàëèçà èì. Ã. Ê. Áîðåñêîâà ÑÎ ÐÀÍ, ã. Íîâîñèáèðñê;
potema@catalysis.ru
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ïîëó÷àòü âûñîêóþ äîáàâî÷íóþ ñòîèìîñòü ïðîäóêòîâ ïåðåðàáîòêè. Îäíàêî, îí ýêîíîìè÷å-
ñêè îïðàâäàí òîëüêî äëÿ êðóïíûõ ìåñòîðîæäåíèé, ãäå ìîæíî ïðèìåíÿòü òðàäèöèîííûå
òåõíîëîãèè. Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå íà ìåñòîðîæäåíèÿõ â îñíîâíîì îòíîñèòñÿ ê
òåì ãàçàì, òðàíñïîðòèðîâêà êîòîðûõ äî ÃÏÇ è ÍÏÇ îêàçûâàåòñÿ íåðåíòàáåëüíîé � ãàç
ñòàáèëèçàöèè, ïîïóòíûé íåôòÿíîé ãàç ñ ìàëîäåáèòíûõ, òðóäíîäîñòóïíûõ è íèçêîíàïîð-
íûõ ìåñòîðîæäåíèé. Èìåííî òàêîé ãàç èç-çà òðóäíîñòåé ñ ïîñëåäóþùåé ïåðåðàáîòêîé â
ïåðâóþ î÷åðåäü ïîäâåðãàåòñÿ ñæèãàíèþ â ôàêåëàõ. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ íåäîñòàòî÷íî ðàç-
âèòîé èíôðàñòðóêòóðîé ïî åãî òðàíñïîðòèðîâêå, òàê è îòñóòñòâèåì äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ
è ýêîíîìè÷åñêè îïðàâäàííûõ òåõíîëîãèé óòèëèçàöèè ÏÍÃ â ìåñòàõ íåôòåäîáû÷è.

Ïîýòîìó çàäà÷à ðàçðàáîòêè àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáîâ ïåðåðàáîòêè ÏÍÃ íåïîñðåä-
ñòâåííî íà ïðîìûñëàõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé. Îäíèì èç òàêèõ ñïîñîáîâ ÿâëÿåòñÿ ìÿãêèé
ïàðîâîé ðèôîðìèíã èëè íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ ïàðîâàÿ êîíâåðñèÿ (ÍÏÊ) ëåãêèõ óãëåâîäî-
ðîäîâ ([1�3]), â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå ìîëåêóë Ñ 2+ óãëåâîäîðîäîâ
è îáîãàùåíèå ãàçîâîé ñìåñè ìåòàíîì:

CnH2n+2 +
n− 1

2
H2O =

3n+ 1

4
CH4 +

n− 1

4
CO2. (1.1)

Ýòî ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü áåçîïàñíûé òðàíñïîðò ïîëó÷àåìîé ãàçîâîé ñìåñè ïî ãàçîïðî-
âîäàì çà ñ÷åò ñíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû òî÷êè ðîñû ñìåñè è çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü òîïëèâ-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ÏÍÃ ïðè èñïîëüçîâàíèè èõ â ãàçîïîðøíåâûõ äâèãàòåëÿõ âíóòðåííåãî
ñãîðàíèÿ è ãàçîâûõ òóðáèíàõ äëÿ ãåíåðàöèè ýëåêòðîýíåðãèè íåïîñðåäñòâåííî íà ïðîìûñ-
ëàõ.

Ðàíåå áûëà ïîêàçàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ìÿãêîãî ïàðîâîãî ðè-
ôîðìèíãà ëåãêèõ óãëåâîäîðîäîâ íà íèêåëåâûõ êàòàëèçàòîðàõ íà ïðèìåðå ìîäåëüíîé
ìåòàí-ïðîïàíîâîé ñìåñè è ðåàëüíîì ÏÍÃ âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ïèëîòíûõ èñïûòàíèé íà
íåôòåïðîìûñëå [1] è ïðåäëîæåíà äâóñòàäèéíàÿ ìàêðîêèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîòåêàíèÿ
ïðîöåññà, âêëþ÷àþùàÿ ðåàêöèè ïàðîâîé êîíâåðñèè ïðîïàíà è ìåòàíèðîâàíèÿ CO2 [2]:

C3H8 + 6H2O = 10H2 + 3CO2, (1.2)

CO2 + 4H2 = CH4 + 2H2O. (1.3)

Áûëè ïðåäëîæåíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé ðåàêöèé ïàðîâîé êîíâåðñèè
ïðîïàíà (Wref ) è ìåòàíèðîâàíèÿ CO2 (Wmet ):

Wref = 7.9 · 1010 · exp
(
−112000

RT

)
· CC3H8

[ìîëü
ì3 · ñ

]
, (1.4)

Wref = 6.3 · 105 · exp
(
−50000

RT

)
· CH2 ·

(
1− PCH4 · (PH2O)

2

Keq · PCO2 · (PH2)
4

)[ìîëü
ì3 · ñ

]
, (1.5)

ãäå Keq � êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ ðåàêöèè ìåòàíèðîâàíèÿ ÑÎ 2 ; CC3H8 , CH2 � êîíöåíòðàöèè
ïðîïàíà è âîäîðîäà, ìîëü ·ì−3 ; PCH4 , PCO2 , PH2O è PH2 � ïàðöèàëüíûå äàâëåíèÿ ÑÍ 4 ,
ÑÎ 2 , Í 2Î è Í 2 , ñîîòâåòñòâåííî, àòì; R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, 8.31Äæ ·
ìîëü−1 ·K−1 ; T � òåìïåðàòóðà, Ê.

Â ðàáîòàõ [1], [2] áûëè îïèñàíû ôèçèêî-õèìè÷åñêèå îñíîâû ÌÏÐ ÏÍÃ è íàéäåíû êè-
íåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðîöåññà ÌÏÐ ìîäåëüíîé ìåòàí-ïðîïàíîâîé ñìåñè, îäíàêî íå ïîä-
íèìàëèñü âîïðîñû ôîðìàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî
÷èñëåííîãî ìåòîäà, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çà-
äà÷è ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà.
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Òàêèì îáðàçîì, ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ôîðìàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà
ÌÏÐ ÏÍÃ íà ïðèìåðå ÌÏÐ ìîäåëüíîé ìåòàí - ïðîïàíîâîé ñìåñè, èññëåäîâàíèþ ìîäå-
ëè íà æåñòêîñòü è âûáîðó ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè

Äëÿ óäîáñòâà ïðîâîäèìûõ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
X1 � êîíöåíòðàöèÿ ïðîïàíà C3H8 , (ìîëü/ì

3 );
X2 � êîíöåíòðàöèÿ âîäû H2O , (ìîëü/ì 3 );
X3 � êîíöåíòðàöèÿ óãëåêèñëîãî ãàçà CO2 , (ìîëü/ì

3 );
X4 � êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà H2 , (ìîëü/ì

3 );
X5 � êîíöåíòðàöèÿ ìåòàíà CH4 , (ìîëü/ì

3 ).

Äëÿ ðåàêöèé (1.2)�(1.3) ñòåõèîìåòðè÷åñêàÿ è àòîìàðíàÿ ìàòðèöû èìåþò âèä:

Γ =

(
−1 −2n n 3n+ 1 0
0 2 −1 −4 1

)

A =


C H O
n 2n+ 2 0
1 0 2
0 2 0
1 4 0


Ïðîèçâåäåíèå ñòåõèîìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû íà àòîìàðíóþ äàåò íóëåâóþ ìàòðèöó, ñëå-

äîâàòåëüíî, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû âûïîëíÿåòñÿ:

Γ ∗ A =

(
0 0 0
0 0 0

)
Â êà÷åñòâå ôîðìóë, âûðàæàþùèõ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòåé ðåàêöèé îò òåìïåðàòóðû,

áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ [1], [2], [3]:

W1 = k1 · exp
(
−E1

R · T

)
·X1, (2.1)

W2 = k2 · exp
(
−E2

R · T

)
·X4 ·

(
1−

PCH4 · P 2
H2O

Keq · PCO2 · P 4
H2

)
, (2.2)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ [2]:
W1 ,W2 � ñêîðîñòü ðåàêöèé, [ìîëü/(ñ ·ì 3 )];
lg(k1) = 10.9 , lg(k2) = 5.8 � ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè ðåàêöèé, [ñ−1 ];
E1=112, E2=50 � ýíåðãèè àêòèâàöèè ðåàêöèé, [ êÄæ/ìîëü];
R = 8.31 � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, [Äæ/(ìîëü ·K)];
X1 , X4 � êîíöåíòðàöèè ïðîïàíà C3H8 è âîäîðîäà H2 ñîîòâåòñòâåííî, [ìîëü/ì 3 ];
Pi � ïàðöèàëüíûå äàâëåíèÿ i-ãî ãàçîâîãî êîìïîíåíòà, [àòì];
Keq(T ) � òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ ðåàêöèè (2.2), [àòì−2 ].

Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ ðåàêöèè Keq îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç íèæåñëå-
äóþùóþ ôîðìóëó [4]:

Keq = exp
−∆G

R · T
, ãäå ∆G � ýíåðãèÿ Ãèááñà ðåàêöèè, [Äæ]. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòà âåëè÷èíà

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç òàêèå ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû êàê ýíòðîïèÿ è ýíòàëüïèÿ:
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∆G = ∆H−T ·∆S , ãäå ∆H � ýíòàëüïèÿ ðåàêöèè, [Äæ/ìîëü]; ∆S � ýíòðîïèÿ ðåàêöèè,
[Äæ/(ìîëü ·K)].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáëåã÷èòü ñðàâíåíèå ýíòàëüïèé/ýíòðîïèé ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ, èñ-
ïîëüçóþò ïîíÿòèå ñòàíäàðòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîä ýòèì ïîíÿòèåì ïîíèìàåòñÿ òî ñîñòîÿíèå,
êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïðè äàâëåíèè, ðàâíîì 105 Ïà, è ïðè òåìïåðàòóðå, ðàâíîé 298 Ê.
Ýíòàëüïèþ/ýíòðîïèþ ðåàêöèè ìåæäó äâóìÿ âåùåñòâàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â ñòàíäàðòíîì
ñîñòîÿíèè, îáîçíà÷àþò êàê ∆H0

T è ∆S0
T ñîîòâåòñòâåííî.

Ñòàíäàðòíàÿ ýíòàëüïèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ∆H0
T ðàâíà ðàçíîñòè ñòàíäàðòíûõ ýí-

òàëüïèé îáðàçîâàíèÿ ïðîäóêòîâ ðåàêöèè è ðåàãåíòîâ ñ ó÷åòîì ñòåõèîìåòðèè ðåàêöèé:
∆H0

T =
∑

j vj ·H0
T (Bj)−

∑
i vi ·H0

T (Ai) .

Ñòàíäàðòíàÿ ýíòðîïèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ∆S0
T îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

∆S0
T =

∑
j vj · S0

T (Bj)−
∑

i vi · S0
T (Ai) .

Áîëüøèíñòâî òåðìîõèìè÷åñêèõ äàííûõ ïðèâîäÿòñÿ â ñïðàâî÷íèêàõ äëÿ òåìïåðàòóðû,
ðàâíîé 298 Ê. Äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èíû èçìåíåíèÿ ýíòðîïèè/ýíòàëüïèè ïðè äðóãèõ òåìïå-
ðàòóðàõ èñïîëüçóþò óðàâíåíèå Êèðõãîôà:

∆ST2 = ∆S0
T +

∫ T2

T0

∆Cp(T )dT,

∆HT2 = ∆H0
T +

∫ T2

T0

∆Cp(T )dT,

ãäå ∆Cp � ðàçíîñòü èçîáàðíûõ òåïëîåìêîñòåé ïðîäóêòîâ ðåàêöèè è èñõîäíûõ âåùåñòâ.
Åñëè ðàçíîñòü T2 − T0 íåâåëèêà, òî ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ∆Cp ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-

íîé âåëè÷èíîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íóæíî èñïîëüçîâàòü òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü
∆Cp(T ) [4]. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ èçîáàðíóþ òåïëîåìêîñòü ìîæíî
îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

Cp = a+ bT + cT 2, (2.3)

Cp = a+ bT +
c′

T 2
, (2.4)

ãäå a , b � óíèêàëüíûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè âåùåñòâ (çíà÷åíèÿ
óñòàíàâëèâàþòñÿ ýìïèðè÷åñêè è ÿâëÿþòñÿ ñïðàâî÷íûìè äàííûìè [5]).

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ðåàãèðóþùåãî âåùåñòâà âûáèðàåòñÿ òà èëè èíàÿ ôîðìóëà: åñëè
ýòî âîäà, óãëåêèñëûé ãàç èëè âîäîðîä, òî âûáèðàåòñÿ âòîðàÿ ôîðìóëà, ãäå òðåòèé êîýô-
ôèöèåíò îáîçíà÷åí êàê c′ . Ïåðâàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ óãëåâîäîðîäíûõ ñîåäèíåíèé.
Â íàøåì ñëó÷àå ýòà ôîðìóëà áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê ìåòàíó.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèì ýíòðîïèþ äëÿ ìåòàíà. Ðàçäåëèâ âûðàæåíèå (2.3) íà T , à
çàòåì, ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî è ïîäñòàâèâ ïîëó÷èâøååñÿ â îïðåäåëÿþùåå ∆ST2 âûðàæåíèå,
ïîëó÷èì:

∆ST2 = ∆ST0 + a · (log T2 − log T0) + b · (T2 − T0) + c/2 · (T 2
2 − T 2

0 ).
Ðàçäåëèâ âûðàæåíèå (2.4) íà T, à çàòåì ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî è ïîäñòàâèâ ïîëó÷èâøå-

åñÿ â îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå ∆ST2 , ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè äëÿ îñòàëüíûõ
ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ:

∆ST2 = ∆ST0 + a · (log T2 − log T0) + b · (T2 − T0)− c′/2 · (1/T 2
2 − 1/T 2

0 ) .
Èçìåíåíèå ýíòàëüïèè ìîæíî îïðåäåëèòü òàê æå, ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå äëÿ òåì-

ïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè èçîáàðíîé òåïëîåìêîñòè (óæå áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî äåëåíèÿ íà
T):
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à) äëÿ ìåòàíà:

∆H = ∆HT0 +
∫ T2

T0
Cp(T )dT =

∫ T2

T0
(a+ bT + cT 2)dT = ∆HT0 + a(T2−T0)+ b/2(T 2

2 −T 2
0 )+

c/3(T 3
2 − T 3

0 ) ;
á) äëÿ îñòàëüíûõ ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ:

∆H = ∆HT0 +
∫ T2

T0
Cp(T )dT =

∫ T2

T0
(a+ bT + c′/T 2)dT = ∆HT0 + a log(T2 − T0) + b/2(T 2

2 −
T 2
0 )− c′(1/T 2

2 − 1/T 2
0 ) .

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî çàêîíó Ãåññà, òåïëîâîé ýôôåêò õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, ïðîòå-
êàþùåé ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, êàê â íàøåì ñëó÷àå, íå çàâèñèò îò ïóòè ðåàêöèè, à
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñîñòîÿíèåì ðåàãåíòîâ è ïðîäóêòîâ ðåàêöèè.

Äàëåå ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ èçìåíåíèÿ êîí-
öåíòðàöèé â õîäå ðåàêöèé â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì òðàíñïî-
íèðîâàííóþ ñòåõèîìåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó íà âåêòîð ñêîðîñòåé:

ΓT =


−1 0
−2n 2
n −1

3n+ 1 −4
0 1

 ·
(
W1

W2

)
=



dX1/dt = −W1,

dX2/dt = −2nW1 + 2W2,

dX3/dt = nW1 −W2,

dX4/dt = (3n+ 1)W1 − 4W2,

dX5/dt =W2

.

Äàëåå ñîñòàâèì óðàâíåíèå ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà [2]:

G
∂yi
∂l

= (ν1iW1 + ν2iW2) ·mi , ãäå G � ñêîðîñòü ìàññîâîãî ïîòîêà ñìåñè, [êã/(ì 2· ñ)]; yi
� êîíöåíòðàöèè ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ, [ìîëü/ì 3 ]; l � äëèíà ðåàêòîðà, [ì]; ν1i , ν

2
i � ñòå-

õèîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ïåðâîé è âòîðîé ðåàêöèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàíåå ïðèâå-
äåííîé ñõåìîé ðåàêöèè äëÿ ïðîïàíà ýòè êîýôôèöèåíòû îáðàçóþò ñëåäóþùèå îäíîìåðíûå
ìàññèâû:

ν1i =
(
−1,−6, 3, 10, 0

)
;

ν2i =
(
0, 2,−1,−4, 1

)
;

W1 ,W2 � ñêîðîñòè ðåàêöèé, [ìîëü/(ñ ·ì 3 )]; mi � ìîëÿðíàÿ ìàññà, êã/ìîëü.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ó÷àñòâóþùèìè â îáåèõ ðåàêöèÿõ âåùåñòâàìè, mi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îäíîìåðíûé ìàññèâ ñî ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:

mi =
(
0.044, 0.018, 0.002, 0.016

)
.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå äàííûå: l = 0 , ïðè ýòîì
0 ≤ l ≤ L (äëèíà âñåãî ðåàêòîðà L = 0.02 ì), yi = yi0 =

(
0.17, 0.49, 0, 0, 0.34

)
, ãäå

i ∈ C3H8, H2O,CO2, H2, CH4.
Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðÿìóþ çàäà÷ó: îíà ñîñòîèò â âûÿâëåíèè çàâèñèìîñòè

êîíöåíòðàöèè ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ ïðè îïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðå îò äëèíû ðåàêòîðà
ïðè òàêèõ èçâåñòíûõ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ðåàêöèè, êàê ýíåðãèÿ àêòèâàöèè è ïðåä-
ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü. Òàêæå ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè
ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè
ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ îò òåìïåðàòóðû, à çàòåì ïðè êàæäîé òåìïåðàòóðå � çàâèñèìîñòü
êîíöåíòðàöèè ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ îò äëèíû ðåàêòîðà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñíà÷àëà íåîáõîäèìî áûëî âûáðàòü àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ
ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â çàäà÷àõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè
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ñóùåñòâóþò æåñòêèå [6],[7] è íåæåñòêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëü-
çóþòñÿ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå ìåòîäû, íåîáõîäèìî áûëî îïðåäåëèòü, ê êàêîé êàòåãîðèè
îòíîñèòñÿ íàøà ñèñòåìà.

Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü îïðåäåëåíèå çàäà÷è Êîøè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîäòâåð-
äèòü æåñòêîñòü ñèñòåìû ÎÄÓ, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ õèìè÷åñêîé
ðåàêöèè, áåç âûïîëíåíèÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà [8].

Òàêèì îáðàçîì, åùå îäíîé ðåøàåìîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ è âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

3. Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê ñàìèì ðàñ÷åòàì. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè â êà÷å-
ñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ñèñòåìû âîçüìåì íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ è òåìïåðàòóðó
ðåàêòîðà, ðàâíóþ T = 195◦ C. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû:

λ1 = −3.2127 · 103;λ2 = 0;λ3 = −0.0062 · 103;λ4 = 0;λ5 = 0.

Íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, îñòàëüíûå
ðàâíû íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé ïî
÷àñòè êîìïîíåíòîâ. Îäíàêî, ðåçóëüòàòû, âûäàííûå ÿâíûìè ìåòîäàìè, ïîêàçûâàþò õàðàê-
òåðíóþ ¾ðàçáîëòêó¿ ðåøåíèÿ, ÷òî ãîâîðèò î íåóñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà. Ïîýòîìó äëÿ ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû ÎÄÓ áóäåì ïðèìåíÿòü àëãîðèòìû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ
ñèñòåì. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü æåñòêóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íóæíî
îñîçíàííî ïîäîéòè ê âûáîðó ìåòîäà, òàê êàê îí äîëæåí îáëàäàòü äîñòàòî÷íîé ýôôåê-
òèâíîñòüþ. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû áûë âûáðàí ìåòîä Ðîçåíáðîêà 3-îãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ìåòîä îñíîâàí íà ïðèâåäåíèè æåñòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
òèïà

∂y

∂t
= f(y, t)

ê ðàçíîñòíîé ôîðìå òèïà:

E − a ·∆ ·B − b ·∆2 ·B2yn+1 − yn
∆

= f(yn + c ·∆ · f(yn)), (3.1)

ãäå B = ∂f(yn)
∂y

� ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ìàòðèöà ßêîáè), ∆ � øàã èíòåãðèðîâà-

íèÿ; a, b, c � íåêîòîðûå (àïðèîðè íåèçâåñòíûå) ïàðàìåòðû.
Åñëè îñóùåñòâèòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå yi è ïîäñòàâèòü åãî

â ðàçíîñòíóþ ôîðìó, òî ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî âû÷èñëèòü êîíêðåòíûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, c, êîòîðûå îáðàùàþò óðàâíåíèå â âåðíîå ðàâåíñòâî. Äîñòèãàåòñÿ
ýòî ðàâåíñòâî ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: a = 1.077; b = −0.372, c = −0.577
[9].

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì Ðîçåíáðîêà îñíîâàí íà äâóõ îñíîâíûõ äåéñòâèÿõ, âûïîëíÿ-
åìûõ íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ: âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå yi ,
à ñëåäóþùàÿ òî÷êà yi+1 íàõîäèòñÿ èç ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (3.1) ñ âûøåóêàçàííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Ýòîò ìåòîä áûë óñïåøíî èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè â ðà-
áîòàõ [10], [11].

Áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóð (Ò) è äëèí ðåàêòîðà (L), êîòîðûå
áûëè ñîïîñòàâëåíû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷åòíûìè äàííûìè èç ðàáîòû [2]. Áû-
ëî ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âûõîäíûõ
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êîíöåíòðàöèé (îá.%) â ìîìåíò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé òåìïåðàòóðå 325◦ Ñ è äëèíå
ðåàêòîðà 0,02 ì, ò.å. äàííûå äåéñòâèòåëüíû â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ýêñïåðèìåíòà:

y1 = 2.32 · 10−4; y2 = 2.39 · 101; y3 = 2.03 · 101; y4 = 5.6 · 10−1; y5 = 5.52 · 101.
Äàííûå ïðåäñòàâëåíû â ïðîöåíòàõ. Åñëè ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèé ðåàãè-

ðóþùèõ âåùåñòâ ïî äëèíå ðåàêòîðà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ãðàôèêè (ñì. ðèñ. 3.1-3.5):

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè óãëåêèñëîãî ãàçà îò êîîðäèíàòû ïî äëèíå ðåàêòîðà

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè âîäîðîäà îò êîîðäèíàòû ïî äëèíå ðåàêòîðà
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Ð è ñ ó í î ê 3.3

Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ìåòàíà îò êîîðäèíàòû ïî äëèíå ðåàêòîðà

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ïðîïàíà îò êîîðäèíàòû ïî äëèíå ðåàêòîðà

Ð è ñ ó í î ê 3.5

Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè âîäû îò êîîðäèíàòû ïî äëèíå ðåàêòîðà
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Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, êîíöåíòðàöèè ïðîïàíà è âîäû óìåíüøàþòñÿ ïî ìåðå óâåëè-
÷åíèÿ äëèíû ðåàêòîðà, ÷òî âïîëíå åñòåñòâåííî äëÿ èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ, à êîíöåíòðàöèÿ
ìåòàíà, íàîáîðîò, ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ è äàëåå, ïðè äëèíå ðåàêòîðà, ðàâíîé ïðèìåðíî
4,8 ìì, ïåðåñòàåò ðàñòè, â òî âðåìÿ êàê êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà ïðè äëèíå ðåàêòîðà â
0,7 ìì äîñòèãàåò ñâîåãî íàèâûñøåãî çíà÷åíèÿ, à çàòåì ïîñòåïåííî èäåò íà óáûëü è ïðè
äëèíå ðåàêòîðà ïðèìåðíî 11,9 ìì óñòàíàâëèâàåòñÿ â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, íå ïîäâåðãàÿñü
äàëåå çíà÷èòåëüíûì êîëåáàíèÿì.

4. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå áûëà ôîðìàëèçîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðî-
öåññà ìÿãêîãî ïàðîâîãî ðèôîðìèíãà (ÌÏÐ) ïîïóòíîãî íåôòÿíîãî ãàçà íà ïðèìåðå ÌÏÐ
ìîäåëüíîé ìåòàí-ïðîïàíîâîé ñìåñè. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû íà æåñòêîñòü îêà-
çàëîñü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé ïî ÷à-
ñòè êîìïîíåíòîâ. Äëÿ åå ðåøåíèÿ áûë óñïåøíî ïðèìåíåí ìåòîä Ðîçåíáðîêà 3-îãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè. Ïîñðåäñòâîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à õè-
ìè÷åñêîé êèíåòèêè. Â ðåçóëüòàòå áûëè âûÿâëåíû çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè ðåàãèðóþ-
ùèõ âåùåñòâ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû ðåàêòîðà ïðè êîíêðåòíîé òåìïåðàòóðå è îò ìàññèâà
òåìïåðàòóð äëÿ äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ; â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ
âûÿâëåííûõ çàâèñèìîñòåé.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïîñòðîèòü êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü íà îñíîâå ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè
(E1 , E2 , k1 , k2 ) ïðåäñòîèò ðåøèòü çàäà÷ó ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè � ìèíèìèçèðîâàòü
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îò ðàñ÷åòíûõ âûõîäíûõ êîí-
öåíòðàöèé ðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû.
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Mathematical modeling of the low-temperature steam

reforming of propane in the presence of methane over

Ni-based catalyst
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P. V. Snytnikov11, D. I. Potemkin12

Abstract. In this paper the mathematical model of the low-temperature steam reforming (LSR)
of associated petroleum gas was formalized basing on the example of the LSR of model methane-
propane mixture. On the basis of kinetic transformations' schemes mathematical models of
reactions were obtained. It was shown that the resulting di�erential equations system is sti� on
the part of its components. To solve the direct kinetic problem we proposed a single-iteration
Rosenbrock method of the 3th order. In the paper reactants' concentration dependence on the
reactor length at the certain temperature and on the array of temperatures were obtained. It was
shown that di�erential equations' systems that are sti� on the part of their components can be
e�ectively solved by the method chosen.
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ÓÄÊ 517.9

Êîíôèãóðàöèÿ êàíàëà ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ,

äîïóñêàþùàÿ áåçîòðàæàòåëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå

âíóòðåííèõ âîëí â îêåàíå

c⃝ À.Â. Áàãàåâ 1, Å.Í. Ïåëèíîâñêèé 2

Àííîòàöèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ íàõîæäåíèåì êîíôèãóðàöèè
êàíàëîâ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, äîïóñêàþùèõ òàê íàçûâàåìîå áåçîòðàæàòåëüíîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå âíóòðåííèõ âîëí â îêåàíå íà äàëåêèå ðàññòîÿíèÿ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ îãðàíè-
÷åííûõ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ðåøåíèé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî äâå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò
è íàéäåí èõ ÿâíûé âèä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, óðàâíåíèå Êëåéí-
Ãîðäîíà, áåãóùèå âîëíû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ æèäêîñòü

1. Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî, â íåîäíîðîäíîé ñðåäå âîëíû òåðÿþò ñâîþ ýíåðãèþ ïðè ðàñïðîñòðà-
íåíèè â ñèëó ýôôåêòîâ îòðàæåíèÿ, ðàññåÿíèÿ è äèôðàêöèè. Åñëè ñðåäà íåîäíîðîäíà â
ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, òî âîçìîæíî òàê íàçûâàåìîå âîë-
íîâîäíîå ðàñïðîñòðàíåíèå, è ýíåðãèÿ âîëíû ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ.
Ìàòåìàòè÷åñêèì ýêâèâàëåíòíîì òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé â âèäå
f(x−ct, y, z), ïåðåìåùàþùèõñÿ âäîëü îñè x ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ c �� òàê íàçûâàåìûå
áåãóùèå âîëíû. Èõ íàõîæäåíèå â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé, íà
êîòîðîé ìû íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ. Â òî æå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî â íåîäíîðîäíîé
ïî òðàññå ñðåäå áåãóùèõ âîëí íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó åñòü îòðàæåíèå îò íåîäíîðîäíî-
ñòåé. Ýòî ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî èç íåãî èìåþòñÿ èñêëþ÷åíèÿ, åñëè
ïàðàìåòðû ñðåäû ìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì � ñì. ïðèìåðû â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ
ñðåäàõ ([1]-[9]). Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ ïîëó÷åíû ñèíãóëÿðíûå áåçîòðàæàòåëü-
íûå êîíôèãóðàöèè ïàðàìåòðîâ ñðåäû, êîòîðûå ãîäÿòñÿ òîëüêî â êîíå÷íîé îáëàñòè, à íå íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîèñêó áåçîòðàæàòåëüíûõ êîíôèãóðàöèé
êàíàëîâ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ íåñæèìàåìàÿ äâóõñëîéíàÿ æèäêîñòü
â ïîëå òÿæåñòè. Îñíîâíîé óïîð áóäåò ñäåëàí íà àíàëèçå êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå îñòàþò-
ñÿ êîíå÷íûìè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî â òàêèõ êàíàëàõ âîëíû ìîãóò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ áåç ïîòåðè ýíåðãèè. Ìàòåìàòè÷åñêè òàêàÿ çàäà-
÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçìîæíî ëè íàéòè ðåøåíèÿ òèïà f(x − ct) âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè?

1 Äîöåíò êàôåäðû ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; a.v.bagaev@gmail.com

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è òåõíî-
ëîãèé, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò � Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä;
pelinovsky@gmail.com
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2. Òðàíñôîðìàöèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ Êëåéíà�
Ãîðäîíà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Âîëíîâûå äâèæåíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû â äâóõñëîéíîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèä-
êîñòè îïèñûâàþòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì ([10])

B(x)
∂2η

∂t2
− ∂

∂x

(
B(x)c2(x)

∂η

∂x

)
= 0, (2.1)

ãäå

c2(x) = g′
h1h2(x)

h1 + h2(x)
. (2.2)

Çäåñü η � ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîñòåé ðàçíîé ïëîòíîñòè, h1 è h2(x) �
ãëóáèíû âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ, B(x) � øèðèíà êàíàëà, è g′ = g(ρ2 − ρ1)/ρ1 � ðå-
äóöèðîâàííîå çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, ρ1 < ρ2 � ïëîòíîñòè âåðõíåãî è
íèæíåãî ñëîåâ. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.1.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ïîëó÷åíèå ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè îñíîâàíî íà
òðàíñôîðìàöèîííîé òåõíèêå, îïèñàííîé â ([11], [12], [4]). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.1) êàê

η(t, x) = A(x)Φ(t, τ), (2.3)

ãäå íîâûå ïåðåìåííûå èìåþò ñìûñë àìïëèòóäû A(x) è ôàçû �� âðåìåíè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëíû τ(x). Òîãäà óðàâíåíèå (2.1) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ òèïà Êëåéíà-Ãîðäîíà ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè Φ(t, τ)

AB

[
∂2Φ

∂t2
− c2

(
dτ

dx

)2
∂2Φ

∂τ 2

]
−
[
Bc2

dA

dx

dτ

dx
+

d

dx

(
c2AB

dτ

dx

)]
∂Φ

∂τ
−

− d

dx

(
c2
dA

dx
B

)
Φ = 0. (2.4)

Óðàâíåíèå (2.4) ñîäåðæèò ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû, êàê è èñõîäíîå âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå (2.1). Íàéäåì óñëîâèÿ, êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.4) ñòàíóò ïîñòîÿííûìè.
Ïåðâîå èç íèõ âûòåêàåò èç ñòðóêòóðû âîëíîâîãî îïåðàòîðà (äàëàìáåðèàíà) â ïåðâûõ êâàä-
ðàòíûõ ñêîáêàõ è ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ ôàçû

τ(x) =

∫
dx

c(x)
, (2.5)
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ãäå ìû äëÿ îïðåäåëåííîñòè âçÿëè çíàê ïëþñ. Òàêîãî ðîäà âûðàæåíèå äëÿ ôàçû (ýéêîíàëà)
èçâåñòíî äëÿ âîëí â ïëàâíî íåîäíîðîäíîé ñðåäå, çäåñü æå îíî ïîëó÷àåòñÿ â âåñüìà îáùåì
âèäå. Âòîðàÿ ñêîáêà â (2.4) îáÿçàíà áûòü ðàâíîé íóëþ, ÷òîáû ðåøåíèÿ íå íàðàñòàëè â
ïðîñòðàíñòâå íà îäíîì èç êîíöîâ

A(x) =
const√
c(x)B(x)

. (2.6)

Íàêîíåö, êîýôôèöèåíò ïåðåä ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â (2.4) äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëüíûì
AB, ÷òîáû óðàâíåíèå Êëåéíà�Ãîðäîíà èìåëî ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Ýòî ïðèâîäèò
ê óðàâíåíèþ

d

dx

[
c2B

dA

dx

]
= −pAB, (2.7)

ãäå p � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Óäîáíî èñêëþ÷èòü àìïëèòóäó A ñ ïîìîùüþ ôîðìó-
ëû (2.6), òîãäà óðàâíåíèå (2.7) ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòûì óðàâíåíèåì, îïèñûâàþùèì èçìåíå-
íèå ãëóáèíû è øèðèíû êàíàëà â áåçîòðàæàòåëüíîì ñëó÷àå

d

dx

[√
c(x)

B(x)

d

dx
(c(x)B(x))

]
= 2p

√
B(x)

c(x)
. (2.8)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2.4) ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì Êëåéíà�Ãîðäîíà ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè

∂2Φ

∂t2
− ∂2Φ

∂τ 2
+ pΦ = 0. (2.9)

Óðàâíåíèå Êëåéíà�Ãîðäîíà (2.9) î÷åíü õîðîøî èçó÷åíî â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è â
òåîðèè ïîëÿ, äëÿ íåãî ëåãêî ïîñòàâèòü è ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè. Çäåñü ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ
íà èçó÷åíèè õàðàêòåðèñòèê áåçîòðàæàòåëüíîãî êàíàëà, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (2.8).

3. Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8)

Óðàâíåíèå (2.8) áûëî ïîëó÷åíî â [9], òàì æå áûëè ïîëó÷åíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ. Âñå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ îêàçûâàëèñü ñèíãóëÿðíûìè (êîãäà c èëè B îáðàùà-
ëîñü â íóëü), ëèáî óõîäÿùèìè â áåñêîíå÷íîñòü íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Â ñèíãóëÿðíîì
ñëó÷àå êàíàë îêàçûâàëñÿ îãðàíè÷åííûì, à â äðóãîì ñëó÷àå íàðóøàëàñü ïðèìåíèìîñòü
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2.1), â êîòîðîì ãëóáèíà êàíàëà äîëæíà áûòü ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ
ñ äëèíîé âîëíû. Òåì ñàìûì, óðàâíåíèå (2.9) ðàáîòàëî òîëüêî íà îãðàíè÷åííîì èíòåð-
âàëå τ è íà êîíöàõ íàäî áûëî èñïîëüçîâàòü òå èëè èíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (êîòîðûå
íå âñåãäà ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü, íàïðèìåð, êîãäà âîëíà âûõîäèò íà áåðåã) ëèáî ñøèâàòü
áåçîòðàæàòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ñ äðóãîé. Ïîýòîìó ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè
îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8), à òàêæå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ çàäàíû íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè è âñþäó îãðàíè÷åíû:

0 < c(x) ≤ c1, 0 < B(x) ≤ B1, ∀x ∈ R. (3.1)

3.1. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8)

Ïóñòü c = c(x), B = B(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8). Óìíîæèì (2.8) íà
√

c(x)
B(x)

è ïîëî-
æèì u = c(x)/B(x),

v =
d

dx
(c(x)B(x)).

(3.2)
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Òîãäà
√
u
d

dx
(v
√
u) = 2p,

îòêóäà ïîëó÷àåì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

2uv′ + u′v = 4p. (3.3)

Çàôèêñèðóåì â (3.3) ôóíêöèþ u = u(x) è íàéäåì v = v(x) . Èíòåãðèðóÿ (3.3), ïîëó÷èì

v(x) =
2p
∫

dx√
u
+ α

√
u

, α ∈ R. (3.4)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.2), èìååì
cB =

∫
v dx =

∫ 2p
∫

dx√
u
+ α

√
u

dx,

c

B
= u,

îòêóäà 
c2 = u

∫
v dx = u

∫ 2p
∫

dx√
u
+ α

√
u

dx,

B2 =
c2

u2
=

1

u

∫ 2p
∫

dx√
u
+ α

√
u

dx.

(3.5)

Îáîçíà÷èì F (x) =
∫

dx√
u(x)

, òîãäà F ′(x) = 1√
u(x)

è u(x) = 1/F ′2(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

c2 =
1

F ′2

∫
2pF + α√

u
dx =

1

F ′2

∫
(2pF + α)dF =

pF 2 + αF + β

F ′2 ,

B2 = F ′2(pF 2 + αF + β),

ãäå α, β ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) èìååò âèä c(x) =

√
pF 2(x) + αF (x) + β

|F ′(x)|
,

B(x) = |F ′(x)|
√
pF 2(x) + αF (x) + β,

(3.6)

ãäå F = F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, α, β ∈ R.

3.2. Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.8) íà îãðàíè÷åííîñòü

Áóäåì èñêàòü ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.8) ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (3.1).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé ñëó÷àé p = 0, α = 0, β > 0. Òîãäà (3.6) áóäåò èìåòü âèä c(x) =

√
β

|F ′(x)|
=

√
β

Ψ(x)
,

B(x) =
√
β|F ′(x)| =

√
βΨ(x),

ãäå Ψ(x) = |F ′(x)|. Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ 0 <

√
β

Ψ(x)
≤ c1,

0 <
√
βΨ(x) ≤ B1,
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èìååò ðåøåíèå

0 <

√
β

c1
≤ Ψ(x) ≤ B1√

β
(3.7)

ïðè óñëîâèè c1B1 ≥ β > 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå p = 0, α = 0, β ̸= 0 îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå èìååò âèä c(x) =

√
β

Ψ(x)
,

B(x) =
√
βΨ(x),

(3.8)

ãäå Ψ(x) � ëþáàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3.7) è c1B1 ≥
β > 0.

Ïóñòü òåïåðü p = 0, α ̸= 0. Òîãäà (3.6) áóäåò èìåòü âèä c(x) =

√
αF (x) + β

|F ′(x)|
=

√
αΨ(x)

|Ψ′(x)|
,

B(x) = |F ′(x)|
√
αF (x) + β = |Ψ′(x)|

√
αΨ(x),

ãäå Ψ(x) = F (x) + β
α
.

Èññëåäóåì îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ 

√
αΨ(x)

|Ψ′(x)|
≤ c1,

|Ψ′(x)|
√
αΨ(x) ≤ B1.

(3.9)

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ √
αΨ(x)

|Ψ′(x)|
= c1 (3.10)

ÿâëÿþòñÿ äâå ôóíêöèè

Ψ+(x) =
α

4

(
x

c1
+ a

)2

, Ψ−(x) =
α

4

(
− x

c1
+ a

)2

, (3.11)

ãäå a ∈ R. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.9), ðàññìîò-
ðèì a â (3.11) êàê ôóíêöèþ a = a(x). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè Ψ+(x) â ïåðâîå íåðàâåíñòâî
ñèñòåìû (3.9) áóäåì èìåòü

1

| 1
c1
+ a′(x)|

≤ c1 ⇔

 a′(x) ≥ 0,

a′(x) ≤ − 2

c1
.

(3.12)

Èòàê, Ψ+(x) =
α
4

(
x
c1
+ a(x)

)2
� ðåøåíèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.9), ãäå a(x) �

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ a′(x) ≥ 0 èëè a′(x) ≤ − 2
c1
. Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå

Ψ+(x) âî âòîðîå íåðàâåíñòâî (3.9), ïîëó÷èì:

α2

4

∣∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣∣ ( xc1 + a(x)

)2

≤ B1. (3.13)

Ïðè óñëîâèÿõ (3.12) íà ôóíêöèþ a(x) ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.13) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè-
÷åííîé ôóíêöèåé íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, Ψ+(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.9).
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Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ôóíêöèè Ψ−(x).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè p = 0, α ̸= 0, β > 0 íåò ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1).
Ïóñòü p ̸= 0. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïîä êîðíåì â (3.6)

pF 2 + αF + β = p

(
F +

α

2p

)2

+ β − α2

4p
= pΨ2 + γ,

ãäå Ψ = F + α
2p
, γ = β − α2

4p
. Òîãäà (3.6) çàïèøåòñÿ â âèäå c(x) =

√
pΨ2(x) + γ

|Ψ′(x)|
,

B(x) = |Ψ′(x)|
√
pΨ2(x) + γ.

(3.14)

Èññëåäóåì îãðàíè÷åííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ 

√
pΨ2(x) + γ

|Ψ′(x)|
≤ c1,

|Ψ′(x)|
√
pΨ2(x) + γ ≤ B1.

(3.15)

Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü 4 ñëó÷àÿ: (1) p > 0, γ > 0; (2) p > 0, γ = 0; (3) p > 0, γ < 0;
(4) p < 0, γ > 0.

Ñëó÷àé 1 (p > 0, γ > 0 ). Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ√
pΨ2(x) + γ

|Ψ′(x)|
= c1 (3.16)

ÿâëÿþòñÿ äâå ôóíêöèè

Ψ+(x) =

√
γ

p
sh

√
p

(
x

c1
+ a

)
, Ψ−(x) =

√
γ

p
sh

√
p

(
− x

c1
+ a

)
, (3.17)

ãäå a ∈ R. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.15), ðàñ-
ñìîòðèì a â (3.17) êàê ôóíêöèþ a(x). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè Ψ+(x) â ïåðâîå íåðàâåíñòâî

ñèñòåìû (3.15) áóäåì èìåòü (3.12). Èòàê, Ψ+(x) =
√

γ
p
sh

√
p
(

x
c1
+ a(x)

)
� ðåøåíèå ïåðâî-

ãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.15) ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ a(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
a′(x) ≥ 0 èëè a′(x) ≤ − 2

c1
. Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå Ψ+(x) âî âòîðîå íåðàâåíñòâî (3.15),

ïîëó÷èì:

γ

∣∣∣∣ 1c1 + a′
∣∣∣∣ ch2 √p

(
x

c1
+ a

)
≤ B1. (3.18)

Ïðè óñëîâèÿõ (3.12) íà ôóíêöèþ a(x) ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà(3.18) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè-
÷åííîé ôóíêöèåé íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, Ψ+(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû(3.15).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ôóíêöèè Ψ−(x).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè p > 0, γ > 0 íåò ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Ñëó÷àé 2 (p > 0, γ = 0 ) è Ñëó÷àé 3 (p > 0, γ < 0 )
íå äàþò ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1).

Ñëó÷àé 4 (p < 0, γ > 0 ). Ïîëîæèì q = −p > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (3.15) ïðèìåò
âèä 

√
γ − qΨ2(x)

|Ψ′(x)|
≤ c1,

|Ψ′(x)|
√
γ − qΨ2(x) ≤ B1.

(3.19)
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Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ √
γ − qΨ2(x)

|Ψ′(x)|
= c1 (3.20)

ÿâëÿþòñÿ äâå ôóíêöèè

Ψ+(x) =

√
γ

q
sin

√
q

(
x

c1
+ a

)
, Ψ−(x) =

√
γ

q
sin

√
q

(
− x

c1
+ a

)
, (3.21)

ãäå a ∈ R. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.19), ðàñ-
ñìîòðèì a â (3.21) êàê ôóíêöèþ a(x). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè Ψ+(x) â ïåðâîå íåðàâåíñòâî

ñèñòåìû (3.19) áóäåì èìåòü (3.12). Èòàê, Ψ+(x) =
√

γ
q
sin

√
q
(

x
c1
+ a(x)

)
� ðåøåíèå ïåðâî-

ãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.19) ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ a = a(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó a′(x) ≥ 0 èëè a′(x) ≤ − 2

c1
. Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå Ψ+(x) âî âòîðîå íåðàâåíñòâî(3.19),

ïîëó÷èì:

γ

∣∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣∣ cos2 √q( xc1 + a(x)

)
≤ γ

∣∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣∣ ≤ B1. (3.22)

Íåðàâåíñòâî
∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣ ≤ B1

γ
çàïèøåì â âèäå −B1

γ
− 1

c1
≤ a′(x) ≤ B1

γ
− 1

c1
. Ñ ó÷åòîì

óñëîâèé (3.12) áóäåì èìåòü äâà îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ a = a(x) : 0 ≤ a′(x) ≤ B1

γ
− 1

c1
,

− B1

γ
− 1

c1
≤ a′(x) ≤ − 2

c1
.

(3.23)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ γ òàêîâà, ÷òî c1B1 ≥ γ; â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.

Èòàê, Ψ+(x) =
√

γ
q
sin

√
q
(

x
c1
+ a
)
, ãäå ôóíêöèÿ a = a(x) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç

íåðàâåíñòâ (3.23) è c1B1 ≥ γ , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (3.19).
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ôóíêöèè Ψ−(x) =√

γ
q
sin

√
q
(
− x

c1
+ a(x)

)
, ïðè ýòîì, ïî ñóùåñòâó, îáå ôóíêöèè Ψ+(x) è Ψ−(x) äàþò

îäíî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8)
c(x) =

1

| 1
c1
+ a′(x)|

≤ c1,

B(x) = γ

∣∣∣∣ 1c1 + a′(x)

∣∣∣∣ cos2√−p
(
x

c1
+ a(x)

)
≤ B1,

(3.24)

ãäå ôóíêöèÿ a = a(x) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç íåðàâåíñòâ (3.23) è c1B1 ≥ γ = β− α2

4p
> 0.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Â ñèëó óñëîâèé (3.23) íà ôóíêöèþ a = a(x) ñóùåñòâóþò

òàêèå çíà÷åíèÿ x0, ÷òî cos
√
−p
(

x0

c1
+ a(x0)

)
= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, B(x0) = 0. Êðîìå

òîãî, ïðè ýòîì B′(x0) = 0, òî åñòü ãðàôèê ôóíêöèè B(x) êàñàåòñÿ îñè Ox.
Ïîëó÷èì äðóãîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.19), ðåøèâ ñíà÷àëà âòîðîå íåðàâåíñòâî ýòîé ñè-

ñòåìû. Íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

|Ψ′(x)|
√
γ − qΨ2(x) = B1. (3.25)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 3



134 À.Â. Áàãàåâ, Å.Í. Ïåëèíîâñêèé

Îáîçíà÷èì

Θ(Ψ) =

∫ √
γ − qΨ2dΨ =

γ

2
√
q

(√
q

γ
Ψ

√
1− q

γ
Ψ2 + arcsin

√
q

γ
Ψ

)
.

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.25) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Θ(Ψ) = ±B1x+ b,

ãäå b ∈ R. Ïîñêîëüêó Θ′(Ψ) =
√
γ − qΨ2 ≥ 0, òî ôóíêöèÿ Θ(Ψ), çàäàííàÿ íà îò-

ðåçêå
[
−
√

γ
q
,
√

γ
q

]
, ìîíîòîííà è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Ψ = Ψ(Θ), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå
[
− πγ

4
√
q
, πγ
4
√
q

]
. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (3.25) èìååò âèä
Ψ = Ψ(±B1x+ b).

Ñíà÷àëà áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ (3.19) â âèäå Ψ = Ψ(B1x+ b). Ïóñòü òåïåðü
b = b(x). Ïîäñòàâèâ ðåøåíèå Ψ = Ψ(B1x+ b) âî âòîðîå íåðàâåíñòâî (3.19), ïîëó÷èì

|Ψ′(x)|
√
γ − qΨ2(x) = |Ψ′(Θ)||B1 + b′(x)|

√
γ − qΨ2(x) =

=
|B1 + b′(x)|

√
γ − qΨ2(x)

Θ′(Ψ)
≤ |B1 + b′(x)| ≤ B1. (3.26)

Ñëåäîâàòåëüíî, −2B1 ≤ b′(x) ≤ 0. Ïîäñòàâèâ ðåøåíèå Ψ = Ψ(B1x+ b) â ïåðâîå íåðàâåí-
ñòâî (3.19), ïîëó÷èì√

γ − qΨ2(x)

|Ψ′(x)|
=

√
γ − qΨ2(x)

|Ψ′(Θ)||B1 + b′(x)|
=

√
γ − qΨ2(x)|Θ′(Ψ)|
|B1 + b′(x)|

=

=
γ − qΨ2(x)

|B1 + b′(x)|
≤ γ

|B1 + b′(x)|
≤ c1, (3.27)

îòêóäà

|B1 + b′(x)| ≥ γ

c1
⇔

 b′(x) ≥
γ

c1
−B1,

b′(x) ≤ − γ

c1
−B1.

(3.28)

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà −2B1 ≤ b′(x) ≤ 0 áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà b = b(x) :
γ

c1
−B1 ≤ b′(x) ≤ 0,

− 2B1 ≤ b′(x) ≤ − γ

c1
−B1,

(3.29)

ïðè óñëîâèè c1B1 ≥ γ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.

Ïîëîæèì χ(Θ) = γ − qΨ2(Θ). Ôóíêöèÿ χ(Θ) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå
[
− πγ

4
√
q
, πγ
4
√
q

]
.

Ïðîäîëæèì ýòó ôóíêöèþ íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì πγ
2
√
q
è îáîçíà÷èì

åå òàêæå ÷åðåç χ(Θ). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì c(x) =

χ(B1x+ b(x))

|B1 + b′(x)|
≤ c1,

B(x) = |B1 + b′(x)| ≤ B1,

(3.30)
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ãäå b = b(x) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîìó èç óñëîâèé (3.29)
è c1B1 ≥ γ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé Ψ = Ψ(−B1x+b). Ïî ñóùåñòâó îí äàåò ðåøåíèå
òîãî æå âèäà (3.30).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Â ñèëó óñëîâèé (3.29), íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ b = b(x) ,
ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ x0, ÷òî χ(B1x0 + b) = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, c(x0) = 0.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.3. Â ñèëó çàìå÷àíèé 3.1. è 3.2. îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ, çàäàâà-
åìûå ôîðìóëàìè (3.24) è (3.30), ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) èìååò âèä c(x) =

√
pF 2(x) + αF (x) + β

|F ′(x)|
,

B(x) = |F ′(x)|
√
pF 2(x) + αF (x) + β,

ãäå F = F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, α, β ∈ R.

Ò å î ð å ì à 3.2. Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8), çàäàííûå íà âñåé ÷èñëî-
âîé îñè è íå îáðàùàþùèåñÿ â íîëü (íåñèíãóëÿðíûå), ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè p = 0 è
èìåþò âèä  c(x) =

√
β

Ψ(x)
≤ c1,

B(x) =
√
βΨ(x) ≤ B1,

ãäå Ψ(x) � ëþáàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, β ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

0 <

√
β

c1
≤ Ψ(x) ≤ B1√

β
, c1B1 ≥ β > 0.
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The con�guration of the variable cross-section channel

allowed re�ectionless propagation of internal waves in the
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Abstract. Mathematical problem discussed in the paper is about determination of con�guration
of variable-cross-section channels that allow so-called re�ectionless propagation of internal waves
in the ocean. The problem is reduced to searching for bounded solutions of ordinary second-order
di�erential equation with two unknown functions. It is shown that such solutions exist, and they
are obtained in explicit form.
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Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è ÷óâñòâèòåëüíîñòü îïòèìóìà

â çàäà÷àõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

c⃝ Ñ. Í. Êîëåäèí1, Ê. Ô. Êîëåäèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿ-
ìè íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîêàçàòåëåé ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâ-
íîñòè ïðîöåññà â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè - ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ïðèáûëü è ðåíòà-
áåëüíîñòü. Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ, ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì çíàíèåì î õèìè÷åñêîì ïðîöåññå. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
êàòàëèòè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ñïèðòîâ ñ äèìåòèëêàðáîíàòîì. Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ ðàññìîòðåíû òåìïåðàòóðà è íà÷àëüíîå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé êàòàëèçàòîðà, êîòîðûå
äëÿ êîíêðåòíîé ðåàêöèè èìåþò îãðàíè÷åíèÿ ïî íåêîòîðûì ôèçèêî-õèìè÷åñêèì óñëîâèÿì.
Òàê êàê çàðàíåå íåèçâåñòíû êîíå÷íûå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ, òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñî
ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì. Ðàññìîòðåíà îöåíêà ÷óâñòâèòåëüíîñòè îïòèìàëüíîãî ðåæèìà ê
èçìåíåíèþ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ýêîíîìè÷åñêàÿ îöåíêà,
÷óâñòâèòåëüíîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Ðàçðàáîòêà õèìè÷åñêèõ ðåàêòîðîâ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îñíîâà-
íà íà âñåñòîðîííåì èçó÷åíèè è ïîçíàíèè òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå
íåîáõîäèì ñòðóêòóðíûé (ñèñòåìíûé) àíàëèç îáúåêòà (ðåàêöèè) ñ âûäåëåíèåì êëþ÷åâûõ
âåùåñòâ, ïðåäïîëîæåíèåì î ñõåìå ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè è ò.ä. Ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèÿ
çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè (ÇÕÊ) ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè, âêëþ÷àþ-
ùàÿ â ñåáÿ êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, çàêîíîìåðíîñòü èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ ïî
âðåìåíè, çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ôèçèêî-õèìè÷åñêèå âûâîäû ïî ðåàêöèè [1].
Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, âûïèñàííàÿ íà îñíîâå çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ, ÿâëÿåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûì çíàíèåì î õèìè÷åñêîì ïðîöåññå. Íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè è êðè-
òåðèÿ îïòèìèçàöèè âîçìîæíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïðåäåëåíèå
ñàìûõ ëó÷øèõ â íåêîòîðîì ñìûñëå óñëîâèé, íå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âîçìîæíîñòü èõ
ðåàëèçàöèè [2]. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê âîïðîñàì ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîãî ðåæèìà íåîá-
õîäèìî îöåíèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ê èçìåíåíèþ óïðàâëÿþùèõ âîç-
äåéñòâèé. È òîëüêî çàòåì, ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ, âîçìîæíî ïðîåêòèðîâàíèå
ñàìîãî ðåàêòîðà, ñ âîçâðàòîì è óòî÷íåíèåì ïðåäûäóùèõ óðîâíåé.

2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â õèìè÷åñêîé êèíåòèêå

Óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé (2.1) [3].

dxi
dt

= ϕi(ν, kj, xi(t), u(t)), i = 1...I, j = 1...J (2.1)

1 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ;
koledinsrg@gmail.com

2 Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, äî-
öåíò êàôåäðû èíôîðìàòèêè è ÈÊÒ Óôèìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî íåôòÿíîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà;
koledinakamila@mail.ru
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: ïðè t=0, xi(0) = x0i ; ãäå t - âðåìÿ, ìèí; ν - ìàòðèöà ñòåõèî-
ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ; J - êîëè÷åñòâî ñòàäèé, xi(t) - êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ ó÷àñò-
âóþùèõ â ðåàêöèè, ìîëü/ë; I - êîëè÷åñòâî âåùåñòâ; kj - êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ñòàäèé
(ïðèâåäåííûå), 1/ìèí, u(t)=(u1(t) , u2(t) ,...,ur(t) )∈U - äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ.

Òàê äëÿ êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè ñïèðòîâ ñ äèìåòèëêàðáîíàòîì (êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü
è çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ kj, j = 1...7 ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7]) ñèñòåìà (2.1)
ïðèìåò âèä:

dx1

dt
= −k1 ∗ x3(t) ∗ x1(t)− k4 ∗ x1(t) ∗ x12(t)− k5 ∗ x1(t) ∗ x12(t)−

−k6 ∗ x1(t) ∗ x11(t),
dx2

dt
= −k2 ∗ x2(t) ∗ x10(t)− (k3 ∗ x2(t) ∗ x10(t)− k8 ∗ x9(t) ∗ x12(t)),

dx3

dt
= −k1 ∗ x3(t) ∗ x1(t),

dx4

dt
= k6 ∗ x1(t) ∗ x11(t) + k4 ∗ x1(t) ∗ x12(t),

dx5

dt
= k5 ∗ x1(t) ∗ x12(t),

dx6

dt
= k2 ∗ x2(t) ∗ x10(t) + k4 ∗ x1(t) ∗ x12(t),

dx7

dt
= k7 ∗ x8(t) ∗ x9(t),

dx8

dt
= k4 ∗ x1(t) ∗ x12(t) + k5 ∗ x1(t) ∗ x12(t) + k6 ∗ x1(t) ∗ x11(t)−

−k7 ∗ x8(t) ∗ x9(t),
dx9

dt
= k2 ∗ x2(t) ∗ x10(t) + k3 ∗ x2(t) ∗ x10(t)− k8 ∗ x9(t) ∗ x12(t)−

−k7 ∗ x8(t) ∗ x9(t),
dx10

dt
= k1 ∗ x3(t) ∗ x1(t)− k2 ∗ x2(t) ∗ x10(t)− (k3 ∗ x2(t) ∗ x10(t)−

−k8 ∗ x9(t) ∗ x12(t)) + k7 ∗ x8(t) ∗ x9(t),
dx11

dt
= k2 ∗ x2(t) ∗ x10(t)− k6 ∗ x1(t) ∗ x11(t),

dx12

dt
= k3 ∗ x2(t) ∗ x10(t)− k8 ∗ x9(t) ∗ x12(t)− k4 ∗ x1(t) ∗ x12(t)−

−k5 ∗ x1(t) ∗ x12(t),
dx13

dt
= 4 ∗ k1 ∗ x3(t) ∗ x1(t),

dx14

dt
= k1 ∗ x3(t) ∗ x1(t)

(2.2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: ïðè t=0, xi(0) = x0i , i=1,2,3; xi(0) = 0 , i=4,...14. Ãäå x1 , x2 , x3
- êîíöåíòðàöèè èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ (ãåêñàíîë C6H13OH , äèìåòèëêàðáîíàò (MeO)2CO ,
îêòàêîáàëüòîêàðáîíèë Co2(CO)8 ), x4 (C6H13OMe ), x5 (C6H13CO2Me ) - êîíöåíòðàöèè
öåëåâûõ ïðîäóêòîâ.

Ãäå

kj = k0j ∗ exp(
−Eaj
RT

), (2.3)

ãäå k0j - ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü, Eaj - ýíåðãèÿ àêòèâàöèè (êêàë/ìîëü), R -
óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ (0,002 êêàë/(ìîëü*Ê)), T - òåìïåðàòóðà, Ê.

Òîãäà (2.1) (è, ñîîòâåòñòâåííî, (2.2)) â ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Óïðàâëåíèåì â ÇÕÊ ìîæåò áûòü òåìïåðàòóðà,
âûáîð êàòàëèçàòîðà, êîíöåíòðàöèÿ êàòàëèçàòîðà, äàâëåíèå è ò.ä. Â ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷å â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ðàññìîòðèì òåìïåðàòóðó, êîòîðàÿ, äëÿ êîíêðåòíîé ðåàêöèè
èìååò îãðàíè÷åíèÿ ïî íåêîòîðûì ôèçèêî-õèìè÷åñêèì óñëîâèÿì [4]. Òîãäà çàäà÷à îïðåäå-
ëÿåò óñëîâíûé ýêñòðåìóì ïî óïðàâëåíèþ.

Îáû÷íî ôóíêöèîíàëîì êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ â ÇÕÊ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóì âûõîäà ïðî-
äóêòà [5]. Îäíàêî, â ðàáîòå [6] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêîé îïòèìàëüíîé
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çàäà÷è ñëóæèò âûðàæåíèå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè â âèäå íåêîòîðîé ýêîíîìè÷åñêîé îöåí-
êè. Òàêîé îöåíêîé â ÇÕÊ ìîæåò áûòü èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå íåêîòîðîãî ýêîíîìè÷åñêîãî
êðèòåðèÿ (ðåíòàáåëüíîñòü, ïðèáûëü, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü) [7] (2.4).

I =
1

t1

t1∫
0

R(ηi, xi(t, u), µ)dt; (2.4)

ãäå R - ôóíêöèÿ îïòèìèçàöèè, ηi - âåñà âåùåñòâ, µ - äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû, t1 - âðåìÿ
îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà.

Òîãäà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì [8].

Ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u = u(t) , íàéòè óïðàâëåíèå, êîòîðîå ïåðåâî-
äèò ôàçîâóþ òî÷êó èç çàðàíåå çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ x0i = xi(t0) â íåêîòîðîå ïîëîæåíèå
x1i = xi(t1) ∈ [0;

∑
i=1...I

x0i ] , è ïðè ýòîì ïðèäàåò ôóíêöèîíàëó (2.4) íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

Çäåñü, xi(t) - ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) èëè (2.2), ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè xi(t0) = x0i
ïðè çàäàííîì óïðàâëåíèè u = u(t) . Òàê êàê çàðàíåå íåèçâåñòíû êîíå÷íûå êîíöåíòðàöèè
âåùåñòâ, òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì.

Òîãäà, âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è (2.1), (2.4).
Òàê, äëÿ îïòèìèçàöèè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ïðîâîäèìûõ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ, â

êà÷åñòâå êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ñëåäóþùèõ ïîêàçàòåëåé ýêîíî-
ìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà:

1) Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü � îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè â åäèíèöó âðåìåíè. Îöåíêó äî-
ñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ìîæíî ïðîâîäèòü è ïî èçìåíåíèþ
êîíâåðñèè èñõîäíîãî ðåàãåíòà â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî ïîëó÷åííîãî ïðîäóêòà ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëüíî êîíâåðñèè ðàññìàòðèâàåìîãî âåùåñòâà [7]. Òîãäà îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
âðåìåíè, êîíâåðñèè è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå (2.5).

R : B = N ∗ C0
xi
∗ ξxi

(t, u) ∗Mxi
(2.5)

ãäå Â � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðîöåññà [ã/(ìîëü*ñóò)]; N � êîëè÷åñòâî öèêëîâ â ñóòêè [ñóò-1];
C0

xi
� íà÷àëüíîå çíà÷åíèå èñõîäíîãî ðåàãåíòà [ìîëüíûå äîëè]; ξxi

� êîíâåðñèÿ èñõîäíîãî
ðåàãåíòà; Mxi

� ìîëÿðíàÿ ìàññà èñõîäíîãî ðåàãåíòà [ã/ìîëü].
Ïðè÷åì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè íå âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíîé êîíâåðñèè, òàê êàê äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé êîíâåðñèè íåîáõîäèìî çàòðà-
òèòü áîëüøå âðåìåíè, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ N.

Òàê, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà (2.2) ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ (2.4) â âèäå
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè (2.5) áóäåò èìåòü âèä (âðåìÿ ðåàêöèè 200 ìèí):

I =
1

200

200∫
0

N ∗ C0
x2

∗ ξx2(t, T ) ∗Mx2dt; (2.6)

Òîãäà îïòèìàëüíûé òåìïåðàòóðíûé ïðîôèëü, îáåñïå÷èâàþùèé ìàêñèìàëüíóþ ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòü èìååò âèä ðèñ. 2.1.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Îïòèìàëüíûé òåìïåðàòóðíûé ïðîôèëü ðåàêöèè ñïèðòîâ ñ äèìåòèëêàðáîíàòîì ïðè

ìàêñèìàëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè

2) Ïðèáûëü. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèáûëü çàâèñèò îò ðàçíîñòè ìåæäó öåíîé ïðîäóêòà è åãî
ñåáåñòîèìîñòüþ, à òàêæå îò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå â ñåáåñòîèìîñòè íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü ñòîèìîñòü ðåàãåíòîâ, íåêîòîðûå ïåðåìåííûå çàòðàòû (ýëåêòðîýíåðãèÿ íà
ïîääåðæàíèå çàäàííîé òåìïåðàòóðû è äð.), ïîñòîÿííûå çàòðàòû. Òîãäà çíà÷åíèå ïðèáûëè
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.7).

R : Π =
P∑

prod=1

xprod(t, u) ∗ ηprod −
S∑

source=1

xsource(t, u) ∗ ηsource − ψ(t, u)− A, (2.7)

ãäå Π � ïðèáûëü (íîðì.); xprod � êîíöåíòðàöèè ïðîäóêòîâ ðåàêöèè, [ìîëüíûå äîëè]; xsource
� êîíöåíòðàöèè èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ, [ìîëüíûå äîëè]; η � âåñà êîìïîíåíòîâ (íîðì.); ψ(t) �
ïåðåìåííûå çàòðàòû (íîðì.); A � ïîñòîÿííûå çàòðàòû (íîðì.); P � êîëè÷åñòâî ïðîäóêòîâ;
S � êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ.

Òàê, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà (2.2) ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ (2.4) â âèäå
ïðèáûëè (2.7) áóäåò èìåòü âèä:

I =
1

200

200∫
0

(x4(t, T )∗η4+x5(t, T )∗η5−x1(t, T )∗η1−x2(t, T )∗η2−x3(t, T )∗η3−ψ(t, T )−A)dt;

(2.8)
Òîãäà èçìåíåíèå ïðèáûëè èìååò âèä ðèñ. 2.2. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèáûëü

ðàâíà ïîñòîÿííûì ðàñõîäàì è ðàñõîäàì íà ðåàãåíòû, òî åñòü èìååò îòðèöàòåëüíîå çíà÷å-
íèå. Äàëåå ñ ïîÿâëåíèåì öåëåâûõ ïðîäóêòîâ ïðèáûëü óâåëè÷èâàåòñÿ, íî äàëüíåéøèé ðîñò
ïåðåìåííûõ çàòðàò, îáðàòíî ñíèæàåò ïðèáûëü.
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Ð è ñ ó í î ê 2.2

Çàâèñèìîñòü ïðèáûëè îò âðåìåíè ïðîâåäåíèÿ ðåàêöèè

3) Ðåíòàáåëüíîñòü. Ðåíòàáåëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ñóììû ïðèáûëè ê îáú-
åìó êàïèòàëîâëîæåíèé. Òîãäà ðåíòàáåëüíîñòü ïðîöåññà ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå
(2.9).

R : P =

∑P
prod=1 xprod(t, u) ∗ ηprod∑S

source=1 xsource(t, u) ∗ ηsource + ψ(t, u) + A
(2.9)

Òàê, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà (2.2) ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ (2.4) â âèäå
ðåíòàáåëüíîñòè (2.9) áóäåò èìåòü âèä:

I =
1

200

200∫
0

x4(t, T ) ∗ η4 + x5(t, T ) ∗ η5
x1(t, T ) ∗ η1 + x2(t, T ) ∗ η2 + x3(t, T ) ∗ η3 + ψ(t, T ) + A

dt; (2.10)

Ðåíòàáåëüíîñòü âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà. Íî ñ óâåëè÷åíèåì ïåðåìåííûõ çàòðàò ïîêàçà-
òåëü ðåíòàáåëüíîñòè ïðîõîäèò ÷åðåç ìàêñèìóì.

Ïðè÷åì îöåíêó ïðèâåäåííûõ êðèòåðèåâ ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñ ó÷åòîì íåñêîëüêèõ
óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, íàïðèìåð òåìïåðàòóðà è íà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî êàòàëèçàòîðà.
Òîãäà ãðàôèê èçìåíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ áóäåò èìåòü âèä (ðèñ. 2.3).
Íà ðèñ. 2.3 ïðèâåäåíî èçìåíåíèå ðåíòàáåëüíîñòè äëÿ êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè ñïèðòîâ ñ
äèìåòèëêàðáîíàòîì, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [7].
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Ð è ñ ó í î ê 2.3

Èçìåíåíèå ðåíòàáåëüíîñòè â îáëàñòè èçìåíåíèÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (òåìïåðàòóðà è

êîíöåíòðàöèÿ êàòàëèçàòîðà)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè âîçìîæíî èñ-
ïîëüçîâàíèå ïîêàçàòåëåé ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ
îïòèìèçàöèè.

3. ×óâñòâèòåëüíîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ õèìè÷å-
ñêîé êèíåòèêè

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïîëó÷åííîãî îïòèìàëüíîãî ðåæèìà âîçìîæíû îòêëî-
íåíèÿ îò íàéäåííîãî çàêîíà. Ïîýòîìó âàæíî îöåíèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü íàéäåííîãî îïòè-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ ê èçìåíåíèþ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé [9]. Îöåíêè ðàçìåðîâ îêðåñòíî-
ñòè ρ , â êîòîðîé äîïóñòèìî èçìåíåíèå çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ïðè èçìåíåíèè
êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè íå áîëåå ÷åì íà |∆I| èìååò âèä (3.1) [6]:

ρ =

√
2|∆I|
| ∂2I
∂u2 |

. (3.1)

Çàäà÷à îöåíêè ρ ñâîäèòñÿ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ
ïàðàëëåëüíîé îöåíêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ [10].

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ðàññìîòðåíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå õèìè÷åñêèìè ðåàêöè-
ÿìè, íà îñíîâå êèíåòèêè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîêàçàòåëåé ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè
ïðîöåññà â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ïðèâåäåíà íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàêöèè.Ðàññìîòðåíà îöåíêà ÷óâñòâèòåëüíîñòè
îïòèìàëüíîãî ðåæèìà ê èçìåíåíèþ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 15-07-01764
À ¾Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè ìåòàëëîêîìïëåêñíîãî êàòàëèçà¿.
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Optimal control and optimum sensitivity in problems of

chemical kinetics

c⃝ S. N. Koledin3, K. F. Koledina4

Abstract. The paper considers the problem of optimal control of chemical reactions on the basis
of kinetic model using indicators of economic e�ciency of the process as an optimization criteria -
productivity, pro�t and pro�tability. Kinetic model, built on the basis of the law of mass action is
a fundamental knowledge of the chemical process. The object of the research work is the catalytic
reaction of alcohols with dimethyl carbonate. As the temperature control parameters are considered
and the initial value of catalyst concentrations, which for a particular reaction have restrictions
on certain physico-chemical conditions. As previously unknown to the �nal concentrations of
substances, the problem is a problem with free right end. The authors of an estimate of the
sensitivity of the optimal mode to change control actions.

Key Words: kinetic model, optimal control, economic evaluation, the sensitivity of the optimal
solution
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Russian Academy of Sciences; koledinsrg@gmail.com

4 Researcher of Mathematical Chemistry Laboratory, Institute of Petrochemistry and Catalysis of Russian
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Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè íà

ïðèìåðå ðåàêöèè ñèíòåçà áåíçèëèäåíáåíçèëàìèíà

c⃝ À. À. Ìàçèòîâ1, À. Ã. Îñèïîâà2, È. Â. Àõìåòîâ3, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí4

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîñòðîåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè ñèíòåçà áåíçèëèäåí-
áåíçèëàìèíà. Íà îñíîâå ìîäåëè ðåøåíû ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè.
Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è îïèñàí ìåòîä Ðîçåíáðîêà 4 ïîðÿäêà
òî÷íîñòè, äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è � ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà. Â ñòàòüå ïðèâåäåíû ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå äàííûå êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ èñõîäíîé ðåàêöèè,
à òàêæå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ ñòàäèé ðåàêöèè, ïîëó÷åííûõ
õèìèêàìè-ýêñïåðèìåíòàòîðàìè. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèö. Òàê-
æå îïèñàíû ñòðóêòóðà è çàäà÷è èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ñèñòåìû, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áåíçèëèäåíáåíçèëàìèí, æåñòêàÿ ñèñòåìà, êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðÿìàÿ
è îáðàòíàÿ çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, ìåòîä Ðîçåíáðîêà, ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà,
èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ñèñòåìà

1. Ââåäåíèå

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êàòàëèòè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ñèíòåçà áåí-
çèëèäåíáåíçèëàìèíà ðåàêöèåé áåíçèëàìèíà ñ ÷åòûðåõõëîðèñòûì óãëåðîäîì ïîä äåéñòâè-
åì FeCl3 • 6H2O [1]. Ïðîäóêò ýòîé ðåàêöèè � áåíçèëèäåíáåíçèëàìèí èìååò øèðîêèé ñïåêòð
ïðèìåíåíèÿ â ìåäèöèíå è îðãàíè÷åñêîì ñèíòåçå.

N-áåíçèëèäåíáåíçèëàìèí èçâåñòåí êàê èíäèêàòîð äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïðåäå-
ëåíèÿ ëèòèéîðãàíè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé òèòðèìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì. Êðîìå òîãî, N-
áåíçèëèäåíáåíçèëàìèí ñëóæèò èñõîäíûì ñîåäèíåíèåì äëÿ ñèíòåçà ðÿäà ãåòåðîöèêëîâ,
îáëàäàþùèõ øèðîêèì ñïåêòðîì ôèçèîëîãè÷åñêîé àêòèâíîñòè.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè ñèíòåçà áåíçèëèäåíáåíçèëàìèíà
ñ òî÷êè çðåíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èçó÷àòü çàêîíîìåðíîñòè ïðîòå-
êàíèÿ ðåàêöèè âî âðåìåíè. Ïðèìåíåíèå ñðåäñòâ è ìåòîäîâ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ýëå-
ìåíòàðíûõ ñòàäèé ðåàêöèè è óðàâíåíèé, õàðàêòåðèçóþùóþ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè õèìè÷å-
ñêîãî ïðåâðàùåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè, òàêèõ êàê êîíöåíòðàöèÿ, äàâëåíèå, òåìïåðà-
òóðà è äðóãèõ. Äàííûå çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

1 Ñòóäåíò 4-ãî êóðñà áàêàëàâðèàòà, Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íåôòÿíîé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã.
Óôà; mazitov.ainur13@gmail.com

2 Ñòóäåíò 2-ãî êóðñà ìàãèñòðàòóðû, Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íåôòÿíîé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; anna.osipova@gmail.com

3 Èñïîëíÿþùèé îáÿçàííîñòè çàâåäóþùåãî êàôåäðîé èíôîðìàòèêè, Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé íåô-
òÿíîé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; ilnurakhmetov@gmail.com

4 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ïðîôåññîð êàôåäðû òåõíîëîãèè íåôòè è ãàçà Óôèìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî íåôòÿíîãî òåõíè÷åñêîãî
óíèâåðñèòåòà, ã. Óôà; irekmars@mail.ru
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2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ðåàêöèè ñèíòåçà áåíçèëèäåí-
áåíçèëàìèíà

Èñõîäíàÿ ðåàêöèÿ ïðîòåêàåò ïî ñõåìå, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ 4 ñòàäèè:

A1 + A2 7→ A3 + A4,

A3 7→ A5 + A6,

A5 + A1 7→ A7 + A8,

A8 + A6 7→ A9.

Â êà÷åñòâå ðåàãåíòîâ (Ai ) âûñòóïàþò ñëåäóþùèå âåùåñòâà:
A1=C7H9N � áåíçèëàìèí,
A2=CCl4 � ÷åòûðåõõëîðèñòûé óãëåðîä,
A3=C7H8NCl � õëîðáåíçèëàìèí,
A4=CHCl3 � õëîðîôîðì,
A5=C7H7N � 1-ôåíèëìåòàíèìèí,
A6=HCl � ñîëÿíàÿ êèñëîòà,
A7=C14H13N � áåíçèëèäåíáåíçèëàìèí,
A8=NH3 � àììèàê,
A9=NH4Cl � õëîðèñòûé àììîíèé.
Óðàâíåíèÿ ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ ñòàäèé èìåþò âèä:

w1 = k1x1x2,

w2 = k2x3,

w3 = k3x5x1,

w4 = k4x8x6,

ãäå wj � ñêîðîñòü j-îé ñòàäèè, ìîëü/(ë*÷);
kj � êèíåòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ñêîðîñòü j-îé ñòàäèè, ë/(ìîëü*÷) (j=1,3,4), 1/÷ (j=2);
xi � êîíöåíòðàöèÿ i-ãî âåùåñòâà (ñîîòâåòñòâóåò Ai ), ìîëü/ë.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò èñõîäíóþ ðåàêöèþ, è ïîñòðîåííàÿ ñ
ïîìîùüþ [2, ñ.17-21], èìååò âèä: 

dx1

dt
= −w1 − w3,

dx2

dt
= −w1,

dx3

dt
= w1 − w2,

dx4

dt
= w1,

dx5

dt
= w2 − w3,

dx6

dt
= −w2 − w4,

dx7

dt
= w3,

dx8

dt
= w3 − w4,

dx9

dt
= w4.

(2.1)

Íà÷àëüíûìè äàííûìè äëÿ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå êîíöåíòðàöèè äâóõ âåùåñòâ è
êîíöåíòðàöèè îñòàëüíûõ âåùåñòâ, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíûå íóëþ è ïðåäñòàâ-
ëåííûå â ìîëüíûõ äîëÿõ (â ñóììå äàþò åäèíèöó):
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x1 = 0.3738, x2 = 0.6262, ki = 0, i = 3, 9. (2.2)

Ïðîâåäåííûé â ëàáîðàòîðèè ðÿä õèìè÷åñêèõ îïûòîâ ïî ñèíòåçó áåíçèëèäåíáåíçèëàìè-
íà ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ è íà÷àëüíûìè äàííûìè (2.2) äàëè ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâ-
ëåííûå â òàáëèöàõ 3 è 4.

Òàáëèöà 3: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé
Òåìïåðàòóðà îïûòà,◦Ñ Êèíåòè÷åñêèå êîíñòàíòû ñêîðîñòåé

k1, ë/(ìîëü*÷) k2, 1/÷ k3, ë/(ìîëü*÷) k4, ë/(ìîëü*÷)
23 0.01525 4.772 14.49 1.073
85 0.3206 804.6 337.4 0.06742

Òàáëèöà 4: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ

Òåìïåðàòóðà îïûòà,◦C Âðåìÿ, ÷
Êîíöåíòðàöèè èçìåðÿåìûõ âåùåñòâ â äîëÿõ
A1 A7

23

0.5 1.0 0.0
1.5 0.9938 0.0062
2.0 0.9844 0.0156
4.0 0.9658 0.0342
6.0 0.9437 0.0563

85

0.5 0.85 0.15
1.5 0.74 0.26
2.0 0.62 0.38
4.0 0.54 0.46
6.0 0.22 0.78
8.0 0.04 0.96

Êàê âèäíî èç òàáëèöû 3, ïîðÿäîê êîíñòàíò äëÿ îáåèõ òåìïåðàòóð ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ,
ïîýòîìó äàëåå ñèñòåìà (2.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê æåñòêàÿ [3].

Êîíå÷íîé çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êèíåòè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ñêîðîñòåé ðåàêöèé äëÿ ïîñòðîåííîé ìîäåëè íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ î ñêîðîñòÿõ õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé [4, ñ.4-5].

3. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ õèìè÷å-
ñêîé êèíåòèêè äëÿ ïðîöåññà ñèíòåçà áåíçèëèäåíáåíçèëàìèíà

3.1. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà

Ïðÿìàÿ çàäà÷à õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñ÷åò ñîñòàâà ìíîãîêîìïî-
íåíòíîé ðåàãèðóþùåé ñìåñè è ñêîðîñòè ðåàêöèè íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ñ èçâåñò-
íûìè ïàðàìåòðàìè.

Ìàòåìàòè÷åñêè ïðÿìàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû èç n
óðàâíåíèé:

x′ = f(x), x(t0) = x0, t ∈ [t0; tk],
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ãäå x, x0 � âåùåñòâåííûå n-ìåðíûå ôóíêöèè, t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ èçìå-
íÿåòñÿ íà çàäàííîì èíòåðâàëå [t0; tk] .

Íà÷àëüíûìè äàííûìè â ïðÿìîé çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ: íà÷àëüíîå t0 è êîíå÷íîå tk çíà÷åíèÿ
âðåìåíè, à òàêæå èñõîäíûå êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ x0 .

Òàê êàê ñèñòåìà æåñòêàÿ, òî äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ðîçåíáðî-
êà 4 ïîðÿäêà òî÷íîñòè [5]. Â äàííîì ìåòîäå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè â ñëåäóþùèé
ìîìåíò âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

xn+1 = xn +
13

6
p1 +

1

6
p2 − 2p3 +

2

3
p4,

çäåñü pi � ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿþùèå ñâîéñòâà òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè.
Äëÿ 4 ïîðÿäêà òî÷íîñòè äàííûå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

p1 = h[E − hA(xn)]
−1f(xn),

p2 = h[E − hA(xn)]
−1f(xn − p1),

p3 = h[E − hA(xn)]
−1f(xn +

1

8
p1 +

3

8
p2),

p4 = h[E − hA(xn)]
−1f(xn +

3

8
p1 +

19

24
p2 −

1

6
p3),

ãäå h - øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, A(xn) � ÿêîáèàí ñèñòåìû (2.1) â
ìîìåíò âðåìåíè t = tn , f(xn) � âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (2.1) â ìîìåíò
âðåìåíè t = tn .

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë (ti; xi) , ãäå ti � ìîìåíò
âðåìåíè, xi � âåêòîð-ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèé âñåõ ðåàãåíòîâ ñèñòåìû â äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè.

Ðåøàÿ ñèñòåìó (2.1) ìåòîäîì Ðîçåíáðîêà 4 ïîðÿäêà, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ
äàííûõ çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé (2.2) è çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé èç òàá-
ëèöû 3 äëÿ ðàçíûõ òåìïåðàòóð, ïðèíÿâ h=0.0001, ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â
òàáëèöå 5.

Òàáëèöà 5: Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé
çàäà÷è

Òåìïåðàòóðà îïûòà,◦Ñ Âðåìÿ, ÷
Ýêñïåðèìåíò Ìåòîä Ðîçåíáðîêà
A1 A7 A1 A7

23

0.5 1.0 0.0 0.9983 0.0017
1.5 0.9938 0.0062 0.9895 0.0105
2.0 0.9844 0.0156 0.9847 0.0153
4.0 0.9658 0.0342 0.9658 0.0342
6.0 0.9437 0.0563 0.9472 0.0528

85

0.5 0.85 0.15 0.9038 0.0962
1.5 0.74 0.26 0.7286 0.2714
2.0 0.62 0.38 0.6507 0.3493
4.0 0.54 0.46 0.4023 0.5977
6.0 0.22 0.78 0.2387 0.7613
8.0 0.04 0.96 0.1390 0.8610
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3.2. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü âèä êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàêöèè
è åå ïàðàìåòðû, òî åñòü îáðàòíàÿ çàäà÷à õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òà-
êîé ìîäåëè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì è ïîçâîëÿåò èçâëå÷ü âñþ
âîçìîæíóþ èíôîðìàöèþ î êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ðàññìàòðèâàåìîé ðåàêöèè.

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìèíèìóìà öåëåâîé
ôóíêöèè. Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ìèíèìèçàöèè âûáðàíà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
âèäà [4, ñ.31]:

EE =
P∑
i=1

Q∑
j=1

(xexpij − xcalcij )2,

ãäå xexpij , xcalcij � ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ (èç-
ìåðÿþòñÿ â ìîëüíûõ äîëÿõ); P � êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, äëÿ êîòîðûõ ïðîâîäèëñÿ
ýêñïåðèìåíò; Q � êîëè÷åñòâî èçìåðÿåìûõ âåùåñòâ (äëÿ êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ,
â äàííîé ðàáîòå ýòî âåùåñòâà A1 è A7 ).

Çíà÷åíèå EE ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîãðåøíîñòü îòêëîíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà
îò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî. Ïðèìåì EE = 0.00001.

Ïîñêîëüêó îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ îáðàòíûõ êèíåòè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è, òî îñíîâîé àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ áëîê ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è. Â êà-
÷åñòâå ìåòîäà îïòèìèçàöèè ðàññìîòðèì ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà [6], êîòîðûé ÿâëÿ-
åòñÿ ìåòîäîì ïðÿìîãî ïîèñêà èëè ìåòîäîì íóëåâîãî ïîðÿäêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà
ôóíêöèé m (m � êîëè÷åñòâî ñòàäèé èñõîäíîé ðåàêöèè, ò.å. m=4) ïåðåìåííûõ.

Ðåøàÿ îáðàòíóþ çàäà÷ó ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà îòíîñèòåëüíî âåùåñòâ A1 è
A7 , ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 6.

Òàáëèöà 6: Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ ñòàäèé ïðè
ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è

Òåìïåðàòóðà îïûòà,◦Ñ
Êèíåòè÷åñêèå êîíñòàíòû ñêîðîñòåé

k1, ë/(ìîëü*÷) k2, 1/÷ k3, ë/(ìîëü*÷) k4, ë/(ìîëü*÷)
23 0.04 1.21 0.96 1.0
85 0.36 35.66 6.06 1.0

Ñðàâíèì ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòàíò, ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì è ðàñ÷åòíûì ïóòÿìè, ðåçóëüòàò ïðåäñòàâèì â òàáëèöå 7.

4. Ñòðóêòóðà è çàäà÷è ÈÂÀÑ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðåàêöèè ðåàëèçîâàíà èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ÈÂÀÑ), êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ áàçó äàííûõ è êîìïëåêñ ïðîãðàìì
äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè [7]. Äàííàÿ ÈÂÀÑ ïîçâîëÿ-
åò ïîñòðîèòü êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü õèìè÷åñêîãî ïðîöåññà, íàõîäèòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó
ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè è îïðåäåëÿòü âîçìîæíûå çàêîíîìåðíîñòè, õàðàêòåðíûå äëÿ èññëå-
äóåìîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ â ÈÂÀÑ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ è ìåòîäîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìîæíî íàèáîëåå ïîëíî èññëåäîâàòü ëþáûå õèìèêî-
òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, à çà ñ÷åò ýòîãî âîçìîæíî ïîâûøåíèå óïðàâëÿåìîñòè ïðîöåññà
è ïðîâåäåíèå åãî îïòèìèçàöèè.
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Òàáëèöà 7: Ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñ êîíñòàíòàìè, ïîëó÷åííûìè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì è ðàñ÷åòíûì ïóòÿìè

Òåìïåðàòóðà îïûòà,◦Ñ Âðåìÿ, ÷
Ýêñïåðèìåíò Ðàñ÷åò
A1 A7 A1 A7

23

0.5 1.0 0.0 0.9998 0.0002
1.5 0.9938 0.0062 0.9969 0.0031
2.0 0.9844 0.0156 0.9937 0.0063
4.0 0.9658 0.0342 0.9713 0.0287
6.0 0.9437 0.0563 0.9392 0.0608

85

0.5 0.85 0.15 0.96 0.04
1.5 0.74 0.26 0.7853 0.2147
2.0 0.62 0.38 0.6963 0.3037
4.0 0.54 0.46 0.4078 0.5922
6.0 0.22 0.78 0.2256 0.7744
8.0 0.04 0.96 0.1058 0.8942

Ñòðóêòóðà ÈÂÀÑ âêëþ÷àåò â ñåáÿ 4 îñíîâíûõ êîìïîíåíòà: âõîäíûå èíôîðìàöèîííûå
ïîòîêè, âûõîäíûå èíôîðìàöèîííûå ïîòîêè, ìåòîäû îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, òåõíè÷åñêèå
ñðåäñòâà îáðàáîòêè èíôîðìàöèè. Ñòðóêòóðà ÈÂÀÑ [2, ñ.8-10] ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå
4.1.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ñòðóêòóðà ÈÂÀÑ

Äëÿ ÈÂÀÑ âõîäíûìè èíôîðìàöèîííûìè ïîòîêàìè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ: óñëîâèÿ ïðîâåäå-
íèÿ ýêñïåðèìåíòîâ, êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ ïî âðåìåíè (ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå), ñõåìà
ðåàêöèè (â ìàòðè÷íîé ôîðìå). Âûõîäíûìè æå ïîòîêàìè ÿâëÿþòñÿ: ãðàôèêè ñðàâíåíèÿ,
êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ ïî âðåìåíè (ðàñ÷åòíûå äàííûå), êèíåòè÷åñêèå êîíñòàíòû, ýíåðãèè
àêòèâàöèè. Ïîä ìåòîäàìè îáðàáîòêè èíôîðìàöèè ïîäðàçóìåâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåí-
íûå ìåòîäû, àëãîðèòìû, ïðîãðàììû. Ê òåõíè÷åñêèì ñðåäñòâàì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè
îòíîñÿòñÿ: êîìïüþòåðû, ýêñïåðèìåíòàëüíûå óñòàíîâêè.

Äëÿ ÈÂÀÑ ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:
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1) ñîñòàâèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ çàäàííîé ñõåìû ðåàêöèè;
2) ïðîâåðèòü ïðîèçâåäåíèå àòîìàðíî-ìîëåêóëÿðíîé è ñòåõèîìåòðè÷åñêîé ìàòðèö;
3) ðåøèòü ïðÿìûå çàäà÷è ñ ãîòîâûìè êîíñòàíòàìè è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû â òå ìîìåíòû

âðåìåíè, ãäå èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå;
4) ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ âñåõ çàäàííûõ òåìïåðàòóð è íàéòè êèíåòè÷åñêèå êîí-

ñòàíòû, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íàèìåíüøàÿ ðàçíîñòü ìåæäó ðàñ÷åòîì è ýêñïåðèìåíòîì;
5) ïîèñê ýíåðãèé àêòèâàöèè äëÿ êàæäîé ñòàäèè.
Ïðîãðàììíàÿ ÷àñòü ÈÂÀÑ íàïèñàíà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Fortran, ïîñêîëü-

êó äàííûé ÿçûê îòëè÷íî ïîäõîäèò äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì âû÷èñëåíèé, à òàêæå îí ïîääåðæèâàåò òåõíîëîãèþ ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è, à çíà÷èò è
ïîâûñèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âñåé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, Fortran ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòèçè-
ðîâàííûì ÿçûêîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü ïðîãðàììû, íàïèñàííûå íà íåì, íà ëþáûå
ïëàòôîðìû.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïîñòðîåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè ñèíòåçà áåíçèëèäåíáåíçèë-
àìèíà ðåàêöèåé áåíçèëàìèíà ñ ÷åòûðåõõëîðèñòûì óãëåðîäîì ïîä äåéñòâèåì FeCl3 • 6H2O .
Íà îñíîâå ìîäåëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïî ðåøåíèþ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ õèìè÷åñêîé
êèíåòèêè. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå òàáëèö ñðàâíåíèÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çíà÷åíèÿ êîí-
öåíòðàöèé ðåàãåíòîâ ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòíûì ïóòåì ñ íàéäåííûìè êèíåòè÷åñêè-
ìè êîíñòàíòàìè ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ ñòàäèé ðåàêöèè, íåçíà÷èòåëüíî (íå áîëåå ÷åì íà
12 %) îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ õèìèêàìè-ýêñïåðèìåíòàòîðàìè. Îòëè÷èå
îáóñëàâëèâàþòñÿ ëîêàëüíûìè ïîãðåøíîñòÿìè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïîýòîìó íàéäåííûå êè-
íåòè÷åñêèå êîíñòàíòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ.

Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 15.08.2016
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synthesis reaction benzylidenebenzylamine
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Abstract. In the paper a new mathematical model of reaction of benzilidenbenzilamine synthesis is
constructed. Basing on the model direct and inverse problems of chemical kinetics are solved. Fourth
order Rosenbrock method is used for directional solution of direct problem and coordinate-wise
descent method is used to solve the inverse problem. The paper presents experimental data such
as reagent concentrations versus time for the initial reaction. Kinetic rate constants for individual
reaction steps, obtained by chemists experimenters, are presented, too. The results of problems'
solution are listed in tabular form. Structure and objectives of the information and computer
analysis system which was used to maintain the calculations are also described.
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ÓÄÊ 519.87, 544.35

Èäåíòèôèêàöèÿ è èíôîðìàòèâíîñòü ìîäåëåé

êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé

c⃝ Ñ.È. Ñïèâàê 1, Î. Ã. Êàíòîð 2, Ä.Ñ. Þíóñîâà 3

Àííîòàöèÿ. Ïðîäóêòû ðàäèêàëüíîé ïîëèìåðèçàöèè ìîíîìåðîâ â ïðèñóòñòâèè ôóëëåðåíà, â
çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè êîíâåðñèè ìîíîìåðà, ìîãóò ñîäåðæàòü øèðîêèé íàáîð ñîåäèíåíèé.
Â èõ ÷èñëå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ñâîáîäíûé ôóëëåðåí, ðÿä ïðîäóêòîâ åãî ïðèñîåäèíåíèÿ
è íå ôóíêöèîíàëèçèðîâàííûå ôóëëåðåíîì ìàêðîìîëåêóëû. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâåííîå îïðå-
äåëåíèå ñîñòàâà ñìåñåé, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ôóëëåðåíà C60 ,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó. Îäèí èç ïîäõîäîâ ñâÿçàí ñ îïðåäåëåíèåì
êîíöåíòðàöèé ôóëëåðåíà è åãî ïðîèçâîäíûõ â ñìåñè íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ôèðîðäà.
Ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ äëÿ îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé ðàñòâîðà ïðè äëèíàõ âîëí, õàðàêòå-
ðèçóþùèõ ìàêñèìóìû ïîãëîùåíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ôèðîðäà
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïðîòèâîðå÷èâûì ðåçóëüòàòàì â ñèëó òîãî, ÷òî íåêîòîðûå êîíöåíòðàöèè
ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ îòðèöàòåëüíûìè. Ïîìèìî ýòîãî, ìîãóò âîçíèêàòü ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå
ñ ïîãðåøíîñòÿìè â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ êîýôôèöèåíòîâ ýêñòèíêöèè. Â ðàáîòå ïðåä-
ñòàâëåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò â ôóëëåðåíñîäåðæàùèõ ñìåñÿõ íà îñíîâå
äàííûõ ÓÔ ñïåêòðîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà, íèâåëèðóþùèé íàçâàííûå ïðîáëåìû. Ìåòîäîëîãè-
÷åñêóþ îñíîâó ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ñîñòàâèëè ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî
ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè äëÿ àíàëèçà èíôîðìà-
òèâíîñòè ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àïðîáàöèè ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà
íà ïðèìåðå ìîäåëüíîé ñìåñè ôóëëåðåíñîäåðæàùèõ êîìïîíåíò è ðàñòâîðà ïîëèñòèðîëà. Ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê çíà÷åíèÿì êîíöåíòðàöèé
êîìïîíåíò ñìåñè, è õàðàêòåðèçóþòñÿ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñìåñè, ìîëüíûå êîíöåíòðàöèè, ïîãðåøíîñòü èçìå-
ðåíèé, ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü, èíôîðìàòèâíîñòü ìîäåëåé.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷è àíàëèçà ñîñòàâà ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ íàóêè è íà ïðàêòèêå. Ïðè ýòîì äëÿ öåëåé èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðàçíîîá-
ðàçíûé ìàòåìàòè÷åñêèé è ìîäåëüíûé èíñòðóìåíòàðèé [1]. Áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè ýòîì
èìååò êà÷åñòâî ïðèìåíÿåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, â ñâÿçè ñ ÷åì àêòóàëüíîé ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [6], [8] è àíàëèçà èõ
èíôîðìàòèâíîñòè [7].

Ïðèìåðîì çàäà÷ òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ÓÔ ñïåêòðîñêîïè÷åñêîãî àíàëèçà ñîñòàâà
ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé ïî ïîêàçàòåëÿì ïîãëîùåíèÿ êîìïîíåíò. Ê òàêèì çàäà÷àì, â
÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ çàäà÷à êîëè÷åñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ôðàãìåíòîâ ôóë-
ëåðåíà è åãî ïðîèçâîäíûõ â ôóëëåðåíñîäåðæàùèõ ïðîäóêòàõ. Îäèí èç ïîäõîäîâ ñâÿçàí
ñ îïðåäåëåíèåì êîíöåíòðàöèé ôóëëåðåíà è åãî ïðîèçâîäíûõ â ñìåñè íà îñíîâå ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ôèðîðäà, çàïèñàííîé äëÿ îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé ðàñòâîðà ïðè äëèíàõ âîëí,
õàðàêòåðèçóþùèõ ìàêñèìóìû ïîãëîùåíèÿ [2], [3], [10]:

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; semen.spivak@mail.ru

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé Óôèìñêîãî íàó÷íîãî
öåíòðà ÐÀÍ, ã. Óôà; o_kantor@mail.ru

3 Àññèñòåíò êàôåäðû èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã.
Óôà; kazakova_d_s@mail.ru
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Aλ =
4∑

i=0

ϵλi · xi · l, (1.1)

ãäå Aλ � èçìåðÿåìîå çíà÷åíèå îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ðàñòâîðà ïðè äëèíå âîëíû
λ (280, 290, 315, 326, 330 íì); ϵλi � ìîëÿðíûå ýêñòèíêöèè ÿäåð íåñâÿçàííîãî ôóëëåðåíà (ïðè
i = 0 ) è ÿäåð, ñâÿçàííûõ ñ îäíèì, äâóìÿ, òðåìÿ è ÷åòûðüìÿ àääåíäàìè (ïðè i = 1, 4 , ñî-
îòâåòñòâåííî) ïðè äëèíå âîëíû λ ; x0 − x4 � ìîëüíûå êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ÿäåð ôóëëåðåíà C60 ; l � òîëùèíà êþâåòû.

Íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (1.1) âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ òî÷íîñòüþ
îïðåäåëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ýêñòèíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
ñâÿçàíî ñ äîïóùåíèåì î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýêñòèíêöèé ïðîèçâîäíûõ ôóëëåðåíà íå
çàâèñÿò îò âèäà àääåíäà, à çàâèñÿò òîëüêî îò èõ ÷èñëà. Îáîñíîâàííîñòü òàêîãî äîïóùå-
íèÿ â ñëó÷àå ôóëëåðåíñîäåðæàùèõ ïîëèìåðíûõ ïðîäóêòîâ îáúÿñíÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ êàê
ïðîöåññîâ èõ îáðàçîâàíèÿ, òàê è ñòðóêòóðû.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â îïèñàííîé çàäà÷å ïðîâî-
äèëîñü èññëåäîâàíèå ðàñòâîðîâ òðåõ ìîäåëüíûõ ñìåñåé ñ èçâåñòíûì ìîëüíûì ñîîòíîøåíè-
åì êîìïîíåíò. Ïåðâûé ðàñòâîð ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ýêâèìîëüíóþ ñìåñü íèçêîìîëåêóëÿðíûõ
èíäèâèäóàëüíûõ ïðîäóêòîâ ìîíî- (I), äè- (II), òðè- (III) è òåòðà- (IV) ïðèñîåäèíåíèÿ äèàë-
ëèëìàëëîíîâîãî ýôèðà ê ôóëëåðåíó C60 ñ èçâåñòíûìè êîíöåíòðàöèÿìè ïðè äëèíàõ âîëí
280, 290, 315 è 326 íì, âòîðîé � íåýêâèìîëüíóþ ñìåñü òåõ æå ïðîäóêòîâ ïðèñîåäèíåíèÿ ê
ôóëëåðåíó ïðè àíàëîãè÷íûõ äëèíàõ âîëí, òðåòèé � ýêâèìîëüíóþ ñìåñü C60 è ïðîäóêòîâ
ïðèñîåäèíåíèÿ ê ôóëëåðåíó I�IV ïðè äëèíàõ âîëí 280, 290, 315, 326 è 330 íì ñ çàäàííûìè
êîíöåíòðàöèÿìè.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ íàáëþäåíèé áûëè ñôîðìèðîâàíû íåîáõîäèìûå ìàññèâû
äàííûõ: çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ áûëà
ïîñòðîåíà ìàòðèöà A [5] (åå ýëåìåíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ïðè ìîëüíûõ
êîíöåíòðàöèÿõ, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (1.1)), è âåëè÷èíû èçìåðåííûõ
îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé ðàñòâîðà, èñïîëüçóåìûå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ âåêòîð-ñòîëáöà B ,
ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè (1.1). Ìàòðèöà A èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A =


54000 30800 35800 28500 30900
30900 22800 28300 27900 28800
19600 21000 21800 18500 16050
50500 24370 17630 15070 11800
60780 24150 15350 13000 11700

 (2.1)

Äëÿ ïåðâûõ äâóõ ìîäåëüíûõ ñìåñåé ìàòðèöà A êîýôôèöèåíòîâ ýêñòèíêöèè ïîëó÷à-
åòñÿ ïóòåì âû÷åðêèâàíèÿ èç ìàòðèöû (2.1) ïåðâîãî ñòîëáöà è ïîñëåäíåé ñòðîêè. Ýëå-
ìåíòàìè âåêòîðà-ñòîëáöà Â äëÿ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ìîäåëüíûõ ñìåñåé ÿâëÿþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå âåëè÷èíû îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé: {1.23, 1.01, 0.70, 0.59} ,
{1.48, 1.25, 0.90, 0.72} è {1.62, 1.24, 0.85, 0.99, 1.03} . Íà îñíîâàíèè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé
ñèñòåìà (1.1) ïðèíèìàåò âèä AX = B . Èìåÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ ìàòðèöû A è
âåêòîðîâ B , ìåòîäàìè ëèíåéíîé àëãåáðû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ìîëüíûå êîíöåíòðàöèè
� êîìïîíåíòû âåêòîðà X (òàáë. 8). Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî ñîîòâåòñòâèå
ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèé, èñïîëüçîâàëàñü âåëè÷èíà ñðåä-
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íåé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îïèñàíèÿ

A =
1

m

m∑
i=1

∣∣∣∣xexpi − xcalci

xexpi

∣∣∣∣ · 100%,
ãäå xexpi è xcalci � èçâåñòíûå êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò ìîäåëüíûõ ñìåñåé è ðàññ÷èòàííûå
ñîãëàñíî óðàâíåíèþ AX = B , ñîîòâåòñòâåííî, m � ÷èñëî êîìïîíåíòîâ ñìåñè.

Òàáëèöà 8: Ðåøåíèå óðàâíåíèé Ôèðîðäà
Íîìåð ìîäåëüíîé Êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò, M Ïîãðåøíîñòü

ñìåñè ýêñïåðèìåíòàëüíûå xexpi ðàñ÷åòíûå xcalci îïèñàíèÿ A, %
7.5 · 10−6 −1.13 · 10−6

1 7.5 · 10−6 2.97 · 10−5 127
7.5 · 10−6 1.13 · 10−5

7.5 · 10−6 4.15 · 10−6

3.82 · 10−6 6.82 · 10−6

2 7.62 · 10−6 1.74 · 10−5 104
11.36 · 10−6 −8.31 · 10−6

14.97 · 10−6 2.05 · 10−5

7.5 · 10−6 8.43 · 10−6

7.5 · 10−6 3.11 · 10−6

3 7.5 · 10−6 1.81 · 10−5 71
7.5 · 10−6 1.64 · 10−6

7.5 · 10−6 1.22 · 10−5

3. Îïèñàíèå êîíöåïòóàëüíîãî ïîäõîäà

Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ äàëåêè îò èñòèííûõ,
è, áîëåå òîãî, ÷àñòü èç íèõ ïðîòèâîðå÷àò ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó êîíöåíòðàöèé â ñèëó òîãî,
÷òî íåêîòîðûå èõ êîìïîíåíòû îòðèöàòåëüíû.

Òàêîãî ðîäà ïðîáëåìû ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû ïîãðåøíîñòÿìè â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ è áûëè ñôîðìèðîâàíû ìàòðèöû A è B . Ýòî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, îáóñëîâèëî öåëåñîîáðàçíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷å-
íèé êîíöåíòðàöèé, îòâå÷àþùèõ òðåáîâàíèÿì èññëåäîâàòåëÿ îòíîñèòåëüíî êà÷åñòâåííûõ
õàðàêòåðèñòèê.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì êàòåãîðèÿ ¾êà÷åñòâî¿ ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ
äâîÿêî: â îáû÷íîì ïîíèìàíèè � ýòî ïðèíöèïèàëüíàÿ ñïîñîáíîñòü ìîäåëè îïèñûâàòü èññëå-
äóåìûé îáúåêò (¾äà¿ � îïèñûâàåò, ¾íåò¿ � íå îïèñûâàåò); â ðàñøèðåííîì � ¾êà÷åñòâî¿
ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ÷èñëîâîé âåëè÷èíîé, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â îïðåäå-
ëåííîì èíòåðâàëå. Ïîä çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâà ìîäåëè â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì
ïîäðàçóìåâàòü çàäàíèå íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî êðèòåðèÿ è àëãîðèòì åãî èäåíòèôèêàöèè,
ïîçâîëÿþùèé îòâåòèòü íà âîïðîñ, îïèñûâàåò ëè ìîäåëü èçó÷àåìóþ ñèñòåìó ñ òðåáóåìûì
óðîâíåì êà÷åñòâà, ÷òî â íàøåì ïîíèìàíèè ñîîòâåòñòâóåò ïîïàäàíèþ çíà÷åíèé ââåäåííîãî
êðèòåðèÿ âíóòðü çàäàííîãî èíòåðâàëà.

Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî÷íîñòü, ïîä êîòîðîé ïîíèìà-
þò ñòåïåíü ñîîòâåòñòâèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé. Íåïîñðåäñòâåííûé
âèä êðèòåðèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî òî÷íîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
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äàííûõ, îïðåäåëÿåòñÿ èññëåäîâàòåëåì, è çàâèñèò îò ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ, çàäåéñòâî-
âàííûõ â ôîðìàëèçîâàííîì ïðåäñòàâëåíèè ìîäåëè.

Ðàçâèâàåìûé àâòîðàìè ïîäõîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâà-
þùèõ òðåáóåìîå êà÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè èäåè
çàäà÷è ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ è ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé íåîïðåäåëåííîñòè [4],
àâòîðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ Ë.Â. Êàíòîðîâè÷. Ñóòü ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ìîäåëü îïèñûâàåò èçìåðåíèÿ â ïðåäåëàõ èõ òî÷íîñòè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñè-
ñòåìà íåðàâåíñòâ:

|xexpl − xcalcl | ≤ ξ, l = 1, L, (3.1)

ãäå xexpl è xcalcl , l = 1, L � ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé âåëè-
÷èíû x (xcalcl çàâèñÿò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ap , p = 1, P ), ξ � ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ
ïîãðåøíîñòü îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ïî êàæäîìó èç ïàðàìåòðîâ ap , p = 1, P îïðåäåëèì èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè êàê
íåêîòîðûé îòðåçîê, âíóòðè êîòîðîãî ñîõðàíÿåòñÿ ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (3):

Ap = [min ap,max ap], p = 1, P . (3.2)

Èíòåðâàëû Ap , ïî ñóòè, õàðàêòåðèçóþò âàðèàöèþ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, à èõ îáúåäè-
íåíèå áóäåì òðàêòîâàòü êàê îáëàñòü íåîïðåäåëåííîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. (Â íåêîòî-
ðûõ çàäà÷àõ èíòåðâàëû (3.2) ìîãóò ¾ñòÿãèâàòüñÿ¿ â òî÷êó.) Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíôîðìàöèÿ
î âåëè÷èíå ξ , êàê ïðàâèëî, ïðèñóòñòâóåò, âûïîëíåíèå óñëîâèé (3.1) îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëü
îïèñûâàåò èçìåðåíèÿ â ïðåäåëàõ, îáóñëîâëåííûõ âåëè÷èíîé ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé ïî-
ãðåøíîñòè, ÷òî ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî. Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî âèäà ìîäåëè ðåøåíèå çàäà÷è
(3.1)�(3.2) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

4. Ìîäåëü îïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

Ñ îïèñàííûõ ïîçèöèé ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé áûëà ôîðìàëè-
çîâàíà â âèäå ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [5], [7]-[9]:

ξ → min,

|AX −B| ≤ ξ, (4.1)

X ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óïîìÿíóòîé âûøå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
AX = B , êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè, òî îíî àâòîìàòè÷åñêè (â
ñèëó òîãî, ÷òî ξ = 0 ) áóäåò ÿâëÿòüñÿ è îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ìîäåëè (4.1). Îäíàêî, êàê
ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòîâ (òàáë. 8), èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé íå âñåãäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû.

Ðåøàÿ çàäà÷ó (4.1) äëÿ ïÿòèêîìïîíåíòíîé ñìåñè íåèçâåñòíîãî ñîñòàâà ñ ìàòðèöåé
êîýôôèöèåíòîâ ýêñòèíêöèé âèäà (2.1) è âåêòîðîì B = {0.703, 0.537, 0.376, 0.374, 0.370}
áûëî ïîëó÷åíî ðåøåíèå ñ íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè êîíöåíòðàöèé X =
{2.20 · 10−6, 0, 1.23 · 10−5, 0, 4.38 · 10−6} , ïðè ýòîì âåëè÷èíà ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé ïîãðåø-
íîñòè îïèñàíèÿ èçìåðåíèé ñîñòàâèëà ξ = 6.65 · 10−3 .

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìîäåëü (4.1) ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü êîìïîíåíòû âåêòîðà X , óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè, â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü
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âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ íåêîòîðîé
ïîãðåøíîñòüþ, è ó÷èòûâàòü åãî ïðè îïðåäåëåíèè êîíöåíòðàöèé.

Àâòîðàìè áûëî âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè ïîãðåøíîñòåé â èçìåðåíèÿõ îï-
òè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé è ìîëÿðíûõ ýêñòèíêöèé ÿäåð ôóëëåðåíà, ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìè-
ðîâàíèè âåêòîðà B è ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ýêñòèíêöèé A . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ
ïîãðåøíîñòåé áûëà ðàçðàáîòàíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü [8]:

ξ → min,

|A′X −B′| ≤ τ,

|δi − 1| ≤ ξ,∀i = 1, · · · ,m, (4.2)

|γij − 1| ≤ ξ,∀i = 1, · · · ,m,∀j = 1, · · · , n,
X ≥ 0,

ãäå ìàòðèöà A′ � ìàòðèöà, ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì âíåñåíèÿ ïîãðåøíîñòè γij â êàæäûé ýëåìåíò
ìàòðèöû A : A′ = (γijaij) , âåêòîð B′ ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé B
ïîñëå âíåñåíèÿ â êàæäûé åãî ýëåìåíò ïîãðåøíîñòè δi (b′i = δibi) , ξ � ïðåäåëüíî äîïóñòè-
ìàÿ ïîãðåøíîñòü îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïîãðåøíîñòÿìè
èçìåðåíèé ìàòðèö A è B ñîîòíîøåíèåì:

ξ = max

{
max

i
|δi − 1| ; max

ij
|γij − 1|

}
,

τ � çàäàííûé ïîðîã òî÷íîñòè â óðàâíåíèÿõ Ôèðîðäà (â ðàñ÷åòàõ τ ïîëàãàëîñü ðàâíûì
0.00001).

Ïåðåìåííûìè ìîäåëè (4.2) âûñòóïèëè ïîãðåøíîñòè γij , δi , i = 1, 5 , j = 1, 5 è ξ . Ðàñ-
÷åòû ïî ìîäåëè (4.2) ïðîâîäèëèñü íà îñíîâàíèè ðàññìîòðåíèÿ ñîâîêóïíîñòè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ ïî âñåì òðåì ìîäåëüíûì ñìåñÿì. Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè
ìîäåëè (4.2) áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ïîãðåøíîñòåé:

γ11 = 0.7996, γ12 = 1.0424, γ13 = 1.2006, γ14 = 1.2006, γ15 = 0.8184,

γ21 = 0.8108, γ22 = 1.0821, γ23 = 1.2006, γ24 = 0.7996, γ25 = 0.9097,

γ31 = 0.8376, γ32 = 0.7996, γ33 = 0.7996, γ34 = 1.1718, γ35 = 1.1471,

γ41 = 0.8853, γ42 = 0.7996, γ43 = 0.7996, γ44 = 1.2006, γ45 = 1.2006,

γ51 = 0.7996, γ52 = 0.7996, γ53 = 0.7996, γ54 = 1.1907, γ55 = 1.2006,

δ1 = 0.8219, δ2 = 0.7996, δ3 = 0.7996, δ4 = 0.8383, δ5 = 0.7996.

Ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñîñòàâèëà
ξ = 0.20 .

5. Ìîäåëü îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò ñìåñè è àíàëèç
åå èíôîðìàòèâíîñòè

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ îöåíîê äëÿ ïîãðåøíîñòåé ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé ýëåìåíòîâ ñìåñè (4.1) áûëà ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó:
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ξ → min,

|A′X −B′| ≤ ξ, (5.1)

X ≥ 0.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò ìîäåëüíûõ ñìåñåé (òàáë. 9) ïîäòâåðäè-
ëè öåëåñîîáðàçíîñòü ó÷åòà ïðåäïîëîæåíèÿ î íàëè÷èè ïîãðåøíîñòè â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ è àäåêâàòíîñòü ìîäåëè (5.1). Â ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ ξ � îïòèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷, à Ā � çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ îòíîñèòåëüíûõ
ïîãðåøíîñòåé îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèé.

Òàáëèöà 9: Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ
Íîìåð ìîäåëüíîé Ðàñ÷åòíûå êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò xcalci , M

ñìåñè ñîãëàñíî ìîäåëè (4.1) ñîãëàñíî ìîäåëè (5.1)
2.70 · 10−6 7.5 · 10−6

1.99 · 10−5 7.5 · 10−6

1 0 7.5 · 10−6

1.36 · 10−5 7.5 · 10−6

ξ = 0.0119, Ā = 103% ξ = 0, Ā = 0%
0 3.82 · 10−6

2.83 · 10−5 7.62 · 10−6

2 9.32 · 10−6 1.11 · 10−6

6.58 · 10−6 1.50 · 10−6

ξ = 0.0129, Ā = 111% ξ = 0, Ā = 0.14%
8.43 · 10−6 7.54 · 10−6

3.11 · 10−6 7.29 · 10−6

3 1.81 · 10−5 7.55 · 10−6

1.64 · 10−6 7.54 · 10−6

1.21 · 10−5 7.57 · 10−6

ξ = 0, Ā = 70% ξ = 0, Ā = 1.09%

Ïðè îïðåäåëåíèè ïîãðåøíîñòåé â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ êîýôôèöèåíòîâ ýêñòèíê-
öèé èíäèâèäóàëüíûõ ïðîäóêòîâ ïðèñîåäèíåíèÿ ê ôóëëåðåíó è îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé
ïðè äëèíàõ âîëí, õàðàêòåðèçóþùèõ ìàêñèìóìû ïîãëîùåíèÿ äëÿ êàæäîãî ïðîäóêòà ïðè-
ñîåäèíåíèÿ, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò â ìîäåëüíûõ ñìåñÿõ èçâåñòíû
òî÷íî. Îäíàêî, ââèäó íàëè÷èÿ ïîãðåøíîñòè ïðè ïðèãîòîâëåíèè ìîäåëüíûõ ñìåñåé, äî-
ñòè÷ü òàêîãî íà ïðàêòèêå íåâîçìîæíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì, öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ îöåíêà
èíôîðìàòèâíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î òðåõ ìîäåëüíûõ ñìåñÿõ. Äëÿ ýòîãî àâòî-
ðàìè áûë èñïîëüçîâàí àïïàðàò òåîðèè äâîéñòâåííîñòè [7], [9], ÷òî ïîäðàçóìåâàëî ðåøåíèå
äâîéñòâåííîé çàäà÷è ê çàäà÷å (5.1):

−(B′, ŷ1) + (B′, y̌1) → max,

−(A′)T ŷ1 + (A′)T y̌1 ≤ 0, (5.2)
m∑
i=1

ŷ1i +
m∑
i=1

y̌1i ≤ 1,

ŷ1 ≥ 0, y̌1 ≥ 0.
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Çäåñü ŷ1 = {ŷ1i } , y̌1 = {y̌1i } , i = 1,m � âåêòîðû îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèþ |A′X −B′| ≤ ξ â çàäà÷å (5.1). Ïîñêîëüêó â
îãðàíè÷åíèè ïðèñóòñòâóåò ìîäóëü, òî êàæäîìó òàêîìó îãðàíè÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò äâà
âåêòîðà â ðåøåíèè äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ŷ1 ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ ïðè ðàñêðûòèè
ìîäóëÿ ñî çíàêîì ¾ïëþñ¿, y̌1 � ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿. Èòîãîâàÿ èíôîðìàòèâíîñòü îãðàíè-
÷åíèé |A′X −B′| ≤ ξ îöåíèâàëàñü ñ ïîìîùüþ âåêòîðà èíôîðìàòèâíîñòè, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî îïðåäåëÿëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: y1i = max{ŷ1i , y̌1i } , i = 1,m (òàáë. 10).

Òàáëèöà 10: Àíàëèç èíôîðìàòèâíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (5.1)
Íîìåð ìîäåëüíîé Äâîéñòâåííûå îöåíêè Âåêòîð

ñìåñè ŷ1 y̌1 èíôîðìàòèâíîñòè y1

1 è 2


0
0.5
0
0




0
0.5
0
0




0
0.5
0
0


3


0
0
0
0
0.5




0
0
0
0
0.5




0
0
0
0
0.5


Àíàëèç ðàññ÷èòàííûõ äâîéñòâåííûõ îöåíîê (ñîãëàñíî ìîäåëè (5.2)) ïîêàçàë, ÷òî äëÿ

êàæäîé èç ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûõ ìîäåëüíûõ ñìåñåé íàèáîëåå íåòî÷íûìè ñëåäóåò ñ÷èòàòü
çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé ïðîäóêòîâ äèïðèñîåäèíåíèÿ ê ôóëëåðåíó (II), ïðè÷åì âíîñèìûé
âêëàä ýòèõ êîìïîíåíò â âåëè÷èíó ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè îïèñàíèÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ ξ îäèíàêîâ â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ òðåòüåé ìîäåëüíîé ñìåñè íàèáîëü-
øåå âëèÿíèå íà ïîãðåøíîñòü ξ îêàçûâàåò êîíöåíòðàöèÿ òåòðàïðèñîåäèíåíèÿ äèàëëèëì-
àëëîíîâîãî ýôèðà ê ôóëëåðåíó (IV). Äàííàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé ïîñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

6. Àïðîáàöèÿ ïîäõîäà

Àïðîáàöèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà îñóùåñòâëÿëàñü íà ìîäåëüíîé ñìåñè ôóëëåðåíñî-
äåðæàùèõ êîìïîíåíò è ðàñòâîðà ïîëèñòèðîëà. Îòíîñèòåëüíî ïðèãîòîâëåííîé ñìåñè áûëî
èçâåñòíî, ÷òî îíà ýêâèìîëüíà ïî ôóëëåðåíñîäåðæàùèì êîìïîíåíòàì, à êîíöåíòðàöèÿ ïî-
ëèñòèðîëà ñóùåñòâåííî ïðåâûøàëà êîíöåíòðàöèþ ôóëëåðåíñîäåðæàùèõ êîìïîíåíò.

Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â ìàòðèöå ýêñòèíöèé A è
âåêòîðå îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé B :

A =


108500 53000 44000 36700 29300 175
54000 30800 35800 28500 30900 15
30900 22800 28300 27900 28800 5
19600 21000 21800 18500 16050 0
50500 24370 17630 15070 11800 0
60780 24150 15350 13000 11700 0

 , (6.1)

B = {2.447, 1.622, 1.240, 0.851, 0.989, 1.029} .

Ñòðîêè ìàòðèöû A � ýòî êîýôôèöèåíòû ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Ôèðîðäà (1.1), âû-
ïèñàííûõ ïðè äëèíàõ âîëí 269, 280, 290, 315, 326, 330 íì. Ýëåìåíòû ïåðâûõ ïÿòè ñòîëáöîâ
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ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì ïðè ìîëüíûõ êîíöåíòðàöèÿõ ôóëëåðåíñîäåð-
æàùèõ êîìïîíåíò â óðàâíåíèÿõ Ôèðîðäà, ïîñëåäíåãî � êîýôôèöèåíòàì ïðè ìîëüíûõ êîí-
öåíòðàöèÿõ ïîëèñòèðîëà. Ýëåìåíòû âåêòîðà B � ýòî çíà÷åíèÿ èçìåðåííûõ îïòè÷åñêèõ
ïëîòíîñòåé ðàñòâîðîâ ïðè äëèíàõ âîëí 269, 280, 290, 315, 326, 330 íì, ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå âåêòîðà êîíöåíòðàöèé X =
{
xi|i = 1, 6

}
, â êîòîðîì ïåðâûå ïÿòü êîì-

ïîíåíò ñîîòâåòñòâîâàëè ôóëëåðåíñîäåðæàùèì ýëåìåíòàì ñìåñè, à øåñòàÿ � ïîëèñòèðîëó,
îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâàíèè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (5.1), ñîñòàâëåííîé ñ
ó÷åòîì óñëîâèé, ó÷èòûâàþùèõ ýêâèìîëüíîñòü ïî ôóëëåðåíñîäåðæàùèì êîìïîíåíòàì:

ξ → min,

|A′X −B′| ≤ ξ, (6.2)

|x1 − xj| ≤ τ, j = 2, 5,

X ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå |x1 − xj| ≤ τ , j = 2, 5 (ãäå τ � çàäàâàåìàÿ êîíñòàíòà)
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êîíöåíòðàöèè âñåõ ôóëëåðåíñîäåðæàùèõ ýëåìåíòîâ ñìåñè îòëè÷à-
þòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 2τ , ÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè çàäàíèÿ τ ìîæíî îáåñïå÷èòü íà
ïðèåìëåìîì ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàòåëÿ óðîâíå.

Ìàòðèöà A′ è âåêòîð B′ ôîðìèðîâàëèñü íà îñíîâàíèè ðàññ÷èòàííûõ ïîãðåøíîñòåé
γij , δi , i = 1, 5 , j = 1, 5 ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ èñïîëüçóåìûì äëèíàì âîëí. Òàêèì
îáðàçîì, â ìàòðèöå A ñîãëàñíî ïðàâèëó a′i+1j = (γijai+1j) , i = 1, 5 , j = 1, 5 èçìåíÿëèñü
ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà ïåðåñå÷åíèè ïîñëåäíèõ ïÿòè ñòðîê è ïåðâûõ ïÿòè ñòîëáöîâ, à â
âåêòîðå B � ïîñëåäíèå ïÿòü ýëåìåíòîâ: b′i+1 = δibi+1 , i = 1, 5 .

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî τ = 10−7 . Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ
ðàñ÷åòîâ áûë îïðåäåëåí ñëåäóþùèé âåêòîð êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíò ñìåñè (M):

Xcalc =
{
7.44 · 10−6, 7.34 · 10−6, 7.34 · 10−6, 7.34 · 10−6, 7.34 · 10−6, 2.46 · 10−3

}
.

Ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü îïèñàíèÿ ξ ñîñòàâèëà 0.013, à ñðåäíÿÿ îòíîñè-
òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îïèñàíèÿ Ā = 2.3% .

Âñå òðåáîâàíèÿ ê ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ âûïîëíÿþòñÿ, à èìåííî, êîíöåíòðàöèÿ ïîëè-
ñòèðîëà ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò êîíöåíòðàöèþ ôóëëåðåíñîäåðæàùèõ êîìïîíåíò, ïî êî-
òîðûì ñìåñü â ïðåäåëàõ çàäàííîé ïîãðåøíîñòè τ ïîëó÷èëàñü ýêâèìîëüíîé.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (4.1) ïðè âíåñåíèè îãðàíè÷åíèÿ, îòðàæàþùåãî òðåáîâà-
íèå ýêâèìîëüíîñòè ïî ôóëëåðåíñîäåðæàùèì êîìïîíåíòàì |x1 − xj| ≤ τ , j = 2, 5 , ïðè
τ = 10−7 íå ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü êàêîãî-ëèáî ðåçóëüòàòà, ÷òî, íà âçãëÿä àâòîðîâ, äîêàçû-
âàåò öåëåñîîáðàçíîñòü ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò
ñìåñè, ó÷èòûâàþùåãî ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Äëÿ àíàëèçà èíôîðìàòèâíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î øåñòèêîìïîíåíòíîé ñìå-
ñè ôóëëåðåíñîäåðæàùèõ êîìïîíåíò è ðàñòâîðà ïîëèñòèðîëà áûëî ïðîâåäåíî ðåøåíèå çà-
äà÷è, äâîéñòâåííîé ê (6.2):
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−(B′, ŷ1) + (B′, y̌1)− τ

(
4∑

i=1

ŷ2i +
4∑

i=1

y̌2i

)
→ max,

5∑
i=1

(−ai1ŷ1 + ai1y̌
1)− ŷ21 + y̌21 ≤ 0,

5∑
i=1

(−aij ŷ1 + aij y̌
1) + ŷ2j−1 − ˇj − 1

2

1 ≤ 0, j = 2, 5, (6.3)

5∑
i=1

ŷ1i +
5∑

i=1

y̌1i ≤ 1,

ŷ1 ≥ 0, y̌1 ≥ 0, ŷ2 ≥ 0, y̌2 ≥ 0.

Âåðõíèå èíäåêñû äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïàì îãðàíè÷åíèé ìî-
äåëè (6.2): èíäåêñ ¾1¿ ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå îãðàíè÷åíèé |A′X −B′| ≤ ξ ; èíäåêñ ¾2¿ �
ãðóïïå îãðàíè÷åíèé |x1 − xj| ≤ τ , j = 2, 5 . ŷpi è y̌pi (p = 1, 2) � ïåðåìåííûå, èñïîëüçóå-
ìûå äëÿ îäíîãî è òîãî æå îãðàíè÷åíèÿ p -é ãðóïïû ìîäåëè (6.2), ïðè ðàñêðûòèè ìîäóëÿ
ñî çíàêàìè ¾ïëþñ¿ è ¾ìèíóñ¿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.3) áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äâîéñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ ŷpi è y̌pi (p = 1, 2) è âåêòîðîâ èíôîðìàòèâíîñòè y1 è y2 , êîìïîíåíòû
êîòîðûõ îïðåäåëÿëèñü ñîãëàñíî ïðàâèëàì y1i = max{ŷ1i , y̌1i } , i = 1, 5 , y2i = max{ŷ2i , y̌2i } ,
i = 1, 4 :

ŷ1 =


0

0.403
0
0
0

 , y̌1 =


0.035
0
0

0.563
0

 , y1 =


0.035
0.403
0

0.563
0

 ,

ŷ2 =


133
7850
2330
1200

 , y̌2 =


0
0
0
0

 , y2 =


133
7850
2330
1200

 .

Àíàëèç êîìïîíåíò âåêòîðîâ èíôîðìàòèâíîñòè y1 è y2 ïîêàçàë, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä
â ïîãðåøíîñòü ξ âíîñÿò:

- êîíöåíòðàöèè âòîðîé è ïÿòîé êîìïîíåíò ñìåñè (ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà y1 ðàâíû 0.403 è 0.563);

- óñëîâèå íà ýêâèìîëüíîñòü 1-é è 3-é êîìïîíåíò ñìåñè (÷òî îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé êîì-
ïîíåíòîé âåêòîðà y2 ).

7. Çàêëþ÷åíèå

Ìîäåëü (5.1), ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êîí-
öåíòðàöèé êîìïîíåíò ñìåñè íà îñíîâå óðàâíåíèé äëÿ èõ îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé, ñîñòàâ-
ëåííûõ â ïðåäïîëîæåíèÿõ âûïîëíåíèÿ çàêîíà Áóãåðà-Ëàìáåðòà-Áåðà äëÿ êàæäîé êîìïî-
íåíòû è ïðèíöèïà àääèòèâíîñòè äëÿ èõ ñìåñè. Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü äîïóñêàåò èñïîëü-
çîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, îòðàæàþùèõ òðåáîâàíèÿ íà êîëè÷åñòâåííûå çíà÷åíèÿ
êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò ñìåñè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè ïðåä-
ëîæåíî îñóùåñòâëÿòü ó÷åò àïðèîðíîé íåòî÷íîñòè èñõîäíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìà-
öèè, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ
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ïîãðåøíîñòåé â èçìåðåíèÿõ ìîëÿðíûõ ýêñòèíêöèé ÿäåð ôóëëåðåíà, ó÷àñòâóþùèõ â ôîð-
ìèðîâàíèè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ýêñòèíêöèé A , è îïòè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé B . Çàäà÷à
êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ôîðìàëèçîâàíà (ìî-
äåëü (4.2)), îñóùåñòâëåíà åå ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ïðèíàäëåæíîñòü ìîäåëè (5.1) ê êëàñ-
ñó çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëèëà èñïîëüçîâàòü òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè
äëÿ àíàëèçà èíôîðìàòèâíîñòè èìåþùåéñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè. Ïðåäñòàâëå-
íû ðåçóëüòàòû àïðîáàöèè ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà íà ïðèìåðå ìîäåëüíîé ñìåñè ôóëëåðåí-
ñîäåðæàùèõ êîìïîíåíò è ðàñòâîðà ïîëèñòèðîëà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò
òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê çíà÷åíèÿì êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò ñìåñè, è õàðàêòåðè-
çóþòñÿ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, âûðàæåííîé êðèòåðèÿìè ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè
îïèñàíèÿ (ξ = 0.013) è ñðåäíåé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè (Ā = 2.33%) .
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Identi�cation and informativity of models for quantitative

analysis of multicomponent mixtures

c⃝ S. I. Spivak4, O.G. Kantor5, D. S. Yunusova6

Abstract. The products of radical polymerization in presence of fullerene can contain a wide
variety of compounds depending on the monomer's degree of conversion. Among them free
fullerene, some products of its tailing and macromolecules may exist. Therefore, quantitative
determination of the mixture's composition resulting from chemical reactions of fullerene C60 ,
is a rather complicated problem. One approach involves determining concentrations of fullerene
and its derivatives in a mixture on the basis of Firord equations' system. These equations are
written for the optical densities of the solution at the wavelengths that characterize the absorption
maximums. The direct solution of such system may lead to con�icting results due to the fact
that some concentrations may be negative. In addition, problems may arise related to errors in the
experimental data of the extinction coe�cients. The paper presents a method for the determination
of component concentrations in mixtures of fullerene based on UV spectrometric data analysis that
mitigates the above mentioned problems. The methodological basis of the approach was formed by
the linear programming. It permitted to use the theory of duality to analyze the models' information
capability. The approbation results of this method for the model mixture of fullerene components
and polystyrene are presented. Obtained results match requirements for the concentrations of
mixture components, and are characterized by high accuracy.

Key Words: multicomponent mixture, molar concentration, measurement error, maximum
permissible error, models' information capability
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æèçíü

Âëàäèìèð Ô¼äîðîâè÷ Òèøêèí � ïîçäðàâëåíèå ñ
èçáðàíèåì ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì ÐÀÍ

Ïîçäðàâëÿåì ãëàâíîãî ðåäàêòîðà æóðíàëà Òèøêèíà Âëàäèìèðà Ô¼äîðîâè÷à ñ èçáðà-
íèåì ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê! Æåëàåì íîâûõ áîëüøèõ ñâåð-
øåíèé! Ýòî çàñëóæåííîå ïðèçíàíèå íàó÷íûõ äîñòèæåíèé Âëàäèìèðà Ô¼äîðîâè÷à è íà-
ãðàäà çà äîëãèå ãîäû ñàìîîòâåðæåííîãî òðóäà íà áëàãî îòå÷åñòâåííîé íàóêè.

Ðåäêîëëåãèÿ æóðíàëà,

Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî,

Êîëëåêòèâ Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî

Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.Ï. Îãàð¼âà
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Èâàí Èâàíîâè÷ ×ó÷àåâ
(ê ñåìèäåñÿòèëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

×ó÷àåâ Èâàí Èâàíîâè÷ ðîäèëñÿ 3 íîÿáðÿ 1946 ãî-
äà â ñåëå Àòþðüåâî Òîðáååâñêîãî ðàéîíà ðåñïóáëèêè
Ìîðäîâèÿ. Â 1969 ãîäó îêîí÷èë Ìîðäîâñêèé ãîñóíè-
âåðñèòåò ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾Ìàòåìàòèêà¿, ñ 1969 ïî
1970 ãîä íàõîäèëñÿ â ðÿäàõ Ñîâåòñêîé Àðìèè, çàòåì
ãîä ðàáîòàë â øêîëå ó÷èòåëåì ìàòåìàòèêè. Ñ 1971
ïî 1972 ãîä ðàáîòàë ñòàæåðîì-èññëåäîâàòåëåì íà
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ëåíèíãðàä-
ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè À.À.
Æäàíîâà. Ñ 1972 ïî 1975 ãîä îáó÷àëñÿ â àñïèðàí-
òóðå òîãî æå óíèâåðñèòåòà, óñïåøíî çàùèòèë äèñ-
ñåðòàöèþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Ñ 1975 ãîäà ðàáîòàåò
â Ìîðäîâñêîì óíèâåðñèòåòå íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà, ñíà÷àëà â äîëæíîñòè ñòàðøåãî ïðå-
ïîäàâàòåëÿ, çàòåì � äîöåíòà, çàâåäóþùåãî êàôåäðîé
(ñ 1981 ãîäà) è äåêàíà ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
(ñ 1999 ãîäà).

×ó÷àåâ È.È. ÷èòàåò ëåêöèè è âåäåò ïðàêòè÷åñêèå
çàíÿòèÿ ïî êóðñàì: ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, ôóíê-
öèîíàëüíûé àíàëèç, ÒÔÊÏ, íàó÷íûå îñíîâû øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè. Âñå âèäû çà-
íÿòèé ïðîâîäèò íà âûñîêîì íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîì óðîâíå, óäåëÿÿ áîëüøîå âíèìàíèå ïëà-
íèðîâàíèþ îðãàíèçàöèè è êîíòðîëþ íàó÷íîé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ.

Ìíîãî âðåìåíè è âíèìàíèÿ ×ó÷àåâ È.È. óäåëÿåò îðãàíèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà íà
êàôåäðå è ôàêóëüòåòå, åãî íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîìó îáåñïå÷åíèþ. Íà ôàêóëüòåòå íàëàæåíî
âçàèìîïîñåùåíèå çàíÿòèé ïðåïîäàâàòåëåé ñ èõ ïîñëåäóþùèì àíàëèçîì, âåäåòñÿ øåôñòâî
îïûòíûõ ïðåïîäàâàòåëåé íàä ìîëîäûìè.

×ó÷àåâ È.È. àêòèâíî âåäåò íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ: îïóáëèêîâàíî áîëåå 100 ðàáîò, â
îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ æóðíàëàõ, îí ïîñòîÿííî äîêëàäûâàåò ñâîè íàó÷íûå è ìåòî-
äè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íà âñåðîññèéñêèõ è ðåãèîíàëüíûõ êîíôåðåíöèÿõ. Â 2001 ãîäó âûøëà
êíèãà ×ó÷àåâà È.È. ¾Íåñòàíäàðòíûå (ôóíêöèîíàëüíûå) ïðèåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé¿, â
2002 ãîäó � ¾Íåñòàíäàðòíûå (ãåîìåòðè÷åñêèå è ôóíêöèîíàëüíûå) ïðèåìû ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé¿. Ýòè èçäàíèÿ áûëè ðåêîìåíäîâàíû Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì ïî ìàòå-
ìàòèêå è ìåõàíèêå óíèâåðñèòåòîâ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â êà÷åñòâå ó÷åáíûõ ïîñîáèé äëÿ
ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé è ñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ.

×ó÷àåâ È.È. ïîäãîòîâèë øåñòü êàíäèäàòîâ íàóê (äâóõ � ôèç.-ìàò. íàóê, ÷åòûðåõ �
ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê)

Çà ãîäû ðàáîòû ×ó÷àåâà È. È. äåêàíîì ôàêóëüòåò ñóùåñòâåííî èçìåíèëñÿ, ÷òî íà-
øëî ñâîå îòðàæåíèå â åãî íàçâàíèè. Â 2012 ãîäó ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò áûë ïåðå-
èìåíîâàí â ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
íà ôàêóëüòåòå âåäåòñÿ ïîäãîòîâêà áàêàëàâðîâ ïî ÷åòûðåì íàïðàâëåíèÿì � ìàòåìàòèêà è
êîìïüþòåðíûå íàóêè, ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, ôóíäàìåíòàëüíàÿ èíôîð-
ìàòèêà è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, ïðîãðàììíàÿ èíæåíåðèÿ � è äâóì íàïðàâëåíèÿì
ìàãèñòðàòóðû � ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, ôóíäàìåíòàëüíàÿ èíôîðìàòè-
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êà è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè. Â 2016 ãîäó ôàêóëüòåòîì áûëà ïîëó÷åíà ëèöåíçèÿ íà
ïîäãîòîâêó ìàãèñòðîâ ïî íàïðàâëåíèþ ïðîãðàììíàÿ èíæåíåðèÿ.

×ó÷àåâ È.È. ïðèíèìàåò àêòèâíîå ó÷àñòèå â îáùåñòâåííîé æèçíè óíèâåðñèòåòà è ôà-
êóëüòåòà. Îí ÷ëåí Ó÷åíîãî Ñîâåòà óíèâåðñèòåòà, ÷ëåí óíèâåðñèòåòñêîãî ñîâåòà ÍÈÐñ.
×ó÷àåâ È.È. âåäåò ðàáîòó ñ ó÷àùèìèñÿ è ó÷èòåëÿìè ñðåäíèõ øêîë è ëèöååâ, ïðåïîäàâà-
òåëÿìè òåõíèêóìîâ Ðåñïóáëèêè Ìîðäîâèÿ, âûåçæàÿ ñ ÷òåíèåì ëåêöèé.

×ó÷àåâ È.È. ïîëüçóåòñÿ áîëüøèì àâòîðèòåòîì ñðåäè ñòóäåíòîâ è ñîòðóäíèêîâ óíèâåð-
ñèòåòà.

Íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü àêòèâíóþ ðîëü ×ó÷àåâà È.È. â îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèè
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è øêîë-ñåìèíàðîâ ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ðåãóëÿðíî ïðîâîäèìûõ Íàöèîíàëüíûì èññëåäîâàòåëüñêèì
Ìîðäîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, Ñðåäíå-Âîëæñêèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì è Èíñòèòóòîì ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà Ðîñ-
ñèéñêîé àêàäåìèè íàóê.

Â 1995 ãîäó ×ó÷àåâó È.È. ïðèñâîåíî çâàíèå ¾Çàñëóæåííûé ðàáîòíèê âûñøåé øêî-
ëû Ðåñïóáëèêè Ìîðäîâèÿ¿, â 1999 ãîäó ïðèñóæäåíà Ãîñóäàðñòâåííàÿ ïðåìèÿ Ðåñïóáëèêè
Ìîðäîâèÿ çà öèêë ðàáîò â îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
â 2004 ãîäó îí áûë íàãðàæäåí íàãðóäíûì çíàêîì ¾Ïî÷åòíûé ðàáîòíèê âûñøåãî ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè¿.

Ïîçäðàâëÿåì Èâàíà Èâàíîâè÷à ñ 70-ëåòèåì! Æåëàåì åìó êðåïêîãî çäîðîâüÿ, òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ è äîëãîëåòèÿ!

Êîëëåêòèâ ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé

Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà èì. Í. Ï. Îãàð¼âà,

Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî,

Ðåäêîëëåãèÿ Æóðíàëà ÑÂÌÎ
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, íå îïóáëè-
êîâàííûå è íå ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Îáúåì ðóêîïèñè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 12 ñòðàíèö äëÿ íàó÷íîé ñòàòüè è 20 ñòðàíèö
äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX. Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïî-
ìîùüþ MiKTeX, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå �
http://www.miktex.org.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:
� êîäû ÓÄÊ;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ, e-mail, äîëæíîñòü è ìåñòî ðàáîòû (îôèöè-

àëüíîå íàçâàíèå îðãàíèçàöèè);
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè;
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Åñëè ñòàòüÿ íà ðóññêîì ÿçûêå, òî íàçâàíèå ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ,

àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íåîáõîäèìî òàê æå ïðåäîñòàâèòü è íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Åñëè
ñòàòüÿ íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî îòäåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîäû ÓÄÊ, íàçâàíèå
ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ, àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íà ðóññêîì ÿçûêå.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.
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Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ïðèâîäèòñÿ àâòîðñêîå ðåçþìå (àííîòàöèÿ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
êðàòêèì ðåçþìå áîëüøåé ïî îáúåìó ðàáîòû, èìåþùåé íàó÷íûé õàðàêòåð.

Îáúåì àííîòàöèè äîëæåí áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî 250 ñëîâ.
Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî 15 ñëîâ è ÷åòêî óêàçûâàòü íà îñíîâ-

íîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè. Íå ñëåäóåò ïðèâîäèòü â êà÷åñòâå êëþ÷åâûõ ñëîâ îáùèå ïîíÿòèÿ,
òàê êàê ïîèñê ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó íå ïðèâåäåò ÷èòàòåëÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðåñóþùåé åãî
èíôîðìàöèè. Îäíàêî äàííîå ñëîâî ìîæåò âõîäèòü â çíà÷èìîå ñëîâîñî÷åòàíèå.

Àâòîðàì íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû ñòàòåé:
� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå.
� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ.
� ðåçóëüòàòû � îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè.
� îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè.
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB (ñì. Òåõ-

íè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû.
Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå. Â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ
äîïóñêàåòñÿ äî 20, â îáçîðíûõ � äî 60 èñòî÷íèêîâ.

Ïîäðîáíûå Òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex ñî-
äåðæàòñÿ íà ñàéòå æóðíàëà ïî àäðåñó http://journal.svmo.ru/page/rules.
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Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð, \input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\ footnote { Äîëæ-
íîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\ footnote {Äîëæíîñòü, ìåñòî ðà-
áîòû, ãîðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì: \sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò. ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è
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\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü_ïîä_ðèñ}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæå-
íèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå
AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðà-
áîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë
svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Ñëåäîì çà ñïèñêîì öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû â ôîð-
ìàòå AMSBIB äîëæåí áûòü ñïèñîê ëèòåðàòóðû â òåêñòîâîì ôîðìàòå, îôîðìëåííûé
â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008. Äàííûé ÃÎÑÒ ìîæíî íàéòè íà
ñàéòå æóðíàëà http://www.journal.svmo.ru/�les. Ýòà ÷àñòü ñòàòüè äîëæíà áûòü çà-
êîììåíòèðîâàíà. Ýòîò ñïèñîê ëèòåðàòóðû áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè çàãðóçêå ýëåê-
òðîííîé âåðñèè æóðíàëà íà ñàéò elibrary.ru

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Àëôàâèòíûé óêàçàòåëü

Àíäðååâ À. Ñ. 8, 107

Àíêèëîâ À. Â. 80

Àõìàäóëëèíà Ë. Ô. 117

Àõìåòîâ È. Â. 145

Áàãàåâ À. Â. 127

Áàãðîâà À. Â. 70

Âåëüìèñîâ Ï. À. 80

Ãðèáàíîâ Ä. Â. 19

Ãóáàéäóëëèí È. Ì. 117, 145

Äåðÿáèíà Ì. Ñ. 91

Åíèêååâà Ë. Â. 117

Æàëíèí Ð. Â. 98

Êàíòîð Î. Ã. 153

Êîâàëåâ Í. Â. 32

Êîëåäèí Ñ. Í. 137

Êîëåäèíà Ê. Ô. 137

Êðóãëîâ Â. Å. 41

Êóäàøîâà Å. À. 107

Ëîãèíîâ Á. Â. 61

Ìàçèòîâ À. À. 145

Ìàéîðîâ À. Þ. 49

Ìàëûøåâ Ä. Ñ. 19

Ìàðòûíîâ Ñ. È. 91

Íîâè÷êîâà À. Â. 117

Îñèïîâà À. Ã. 145

Ïåëèíîâñêèé Å. Í. 127

Ïåðåãóäîâà Î. À. 8

Ïåñêîâà Å. Å. 98

Ïîòåìêèí Ä. È. 117

Ïî÷èíêà Î. Â. 41

Ðàêîâ Ñ. Þ. 8

Ñíûòíèêîâ Ï. Â. 117

Ñïèâàê Ñ. È. 153

Ñòàäíè÷åíî Î. À. 98

Òèøêèí Â. Ô. 98, 165

×ó÷àåâ È. È. 166

Øàìàíàåâ Ï. À. 61

Þëäàøåâ Ò. Ê. 70

Þíóñîâà Ä. Ñ. 154
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Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåññà
Ðîññèè¿ � 94016.
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