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Íàó÷íûé ðåöåíçèðóåìûé æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îáùåñòâà¿ ïóáëèêóåò îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ñòàòüè è îáçîðû ïî
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì è òåõíè÷åñêèì îòðàñëÿì íàóê, îáçîðíûå ñòàòüè, îò-
ðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è
çà ðóáåæîì.

Ðóáðèêè æóðíàëà:
� ìàòåìàòèêà;
� ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà;
� ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà.
Âî âòîðîì íîìåðå 18-ãî òîìà ïóáëèêóþòñÿ íàèáîëåå çíà÷èìûå ðàáîòû ó÷å-

íûõ è ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ó÷àñòíèêàìè VII Âñåðîññèéñêîé
íàó÷íîé ìîëîäåæíîé øêîëû-ñåìèíàðà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì¿ èìåíè Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî ñ ìåæ-
äóíàðîäíûì ó÷àñòèåì (ã. Ñàðàíñê , 12-17 èþëÿ 2016 ã.).

Øêîëà-ñåìèíàð ïðîâîäèòñÿ Íàöèîíàëüíûì èññëåäîâàòåëüñêèì Ìîðäîâ-
ñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàðåâà è Ìåæðåãèîíàëüíîé
îáùåñòâåííîé îðãàíèçàöèåé ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî¿.
Âñå ñòàòüè èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðåöåíçèè è äîñòóïíû â ñåòè Internet íà
ñàéòå Íàó÷íîé Ýëåêòðîííîé Áèáëèîòåêè Elibrary.ru.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!
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Ìàòåìàòèêà

Êðàåâàÿ çàäà÷à ñ âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå âäîëü

ìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè k > 2
c⃝ Ä. È. Áîÿðêèí1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ïîðÿäêà 2m c âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå îáëàñòè âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíî-
ñòè k > 2 . Ïðè èññëåäîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ãåîìåòðèè
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, ïðåäëîæåííûå Þ. Â. Åãîðîâûì è Â. À. Êîíäðàòüåâûì. Ýòè ìåòî-
äû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü êðàåâûå çàäà÷è â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå. Ïîëó÷åíû àïðèîðíûå
îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà � Ñëîáîäåöêîãî è ñôîð-
ìóëèðîâàíà òåîðåìà î ãëàäêîñòè ðåøåíèé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû, ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,
óñëîâèå Øàïèðî � Ëîïàòèíñêîãî

1. Êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ âûðîæäåíèÿ êîðàçìåðíîñòè
k > 2

Çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ðåøåíèé ãðàíè÷íîé çàäà÷è îò ïðèðîäû êàñàíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
ãðàíèöû âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè k = 2 è èññëåäîâàíèå ýòèõ ñâîéñòâ, âïåðâûå
áûëî ïðîäåëàíî R. Borrelli â ðàáîòå [2].

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn , n > 3 , ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γn−1 è µ
� ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå íà Γn−1 , êàñàåòñÿ Γn−1 âäîëü (n − k) �ìåðíîãî
ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γn−k , k > 2 , íî íå êàñàåòñÿ Γn−k .

Îïðåäåëèì ãëàäêèå (n− i) �ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ Γn−i , 2 ≤ i ≤ k− 2 , òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû Γn−1 ⊃ . . . ⊃ Γn−i ⊃ . . . ⊃ Γn−(k−1) ⊃ Γk . Ìíîãîîáðàçèå Γk ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóå-
ìûì â Γk−1 ñ ïîìîùüþ ïîëÿ µ . Ïóñòü β = ⟨µ, n⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå µ è n , ãäå
n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γn−1 â òî÷êàõ Γk−1 . Â òî÷êàõ Γk ôóíêöèÿ β = 0 . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Γk−1

+ ìíîæåñòâî òî÷åê Γk−1 , â êîòîðûõ β > 0 , à ÷åðåç Γk−1
− � ìíîæåñòâî

òî÷åê Γk−1 , ãäå β < 0 . Ïóñòü βk = ⟨µ, nk⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå µ è nk , ãäå nk �
íîðìàëü ê Γk , ëåæàùàÿ â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê Γk è íàïðàâëåííàÿ â ñòîðîíó Γk−1

+ .
Â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ïîëÿ µ (n − k) �ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Γn−k îòíåñåì ê

îäíîìó èç êëàññîâ:
� ê ïåðâîìó êëàññó, åñëè β > 0 , βk > 0 ;
� êî âòîðîìó êëàññó, åñëè β > 0 , βk < 0 ;
� ê òðåòüåìó êëàññó, åñëè Γk−1

+ = Ø ëèáî Γk−1
− = Ø .

Çàìåòèì ÷òî, òàê êàê ïîëå µ íå êàñàåòñÿ ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γk , òî Γk ìîæåò îòíî-
ñèòüñÿ òîëüêî ê îäíîìó êëàññó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà Γk ïðèíàäëåæèò ê ïåðâîìó êëàññó.

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; boyarkindi@gmail.com.
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2. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

Çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåíèåì âäîëü ìíîãî-
îáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè k = 2 ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Áèöàäçå À.Â. [1], Ìàçüè Â.Ã.,
Ïàíåÿõ Á. Ï. [7], Hormander L. [8], è â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò. Â ðàáîòàõ Þ.Â. Åãîðîâà �
Â.À. Êîíäðàòüåâà [5], [6] ïðè èññëåäîâàíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ è ãåîìåòðèè ãëàäêèõ
ìíîãîîáðàçèé. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ïðè âûðîæäåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ìíîãîîáðàçèè
êîðàçìåðíîñòè k > 2 . Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÿâëåíèé óïðóãî-
ñòè, ôèëüòðàöèè è ìíîãèõ äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

Lu = f â G,
Bj(µ(x,D)u) = ϕj, j = 1, . . . ,m, íà Γn−1,
Bk

j (u) = ϕk
j , j = 1, . . . ,m, íà Γn−k,

ãäå L � ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ïîðÿäêà 2m ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ïåðåìåí-
íûì x1, x2, . . . , xn ; Bj � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà mj ñ ãëàäêèìè êîýôôè-
öèåíòàìè ïî ïåðåìåííûì x1, x2, . . . , xn ; B

k
j � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà mk

j

ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ïåðåìåííûì xk+1, . . . , xn ; µ(x,D) � äèôôåðåíöèðîâà-
íèå âäîëü ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ µ . Îïåðàòîðû L è Bj , j = 1, . . . ,m óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ Øàïèðî � Ëîïàòèíñêîãî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn−k � (n−k+1) �ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç
Γn−k òðàíñâåðñàëüíî ê ïîëþ µ . Ïðîäîëæèì ãëàäêèì îáðàçîì ïîëÿ µ â äîñòàòî÷íî ìàëóþ
îêðåñòíîñòü Ωk ìíîãîîáðàçèÿ Γn−k â Nn−k+1 ∩ G . Òàê êàê Γn−k îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó
êëàññó, òî êàæäóþ òî÷êó èç Ωk ìîæíî ñîåäèíèòü ñ Nn−k+1 èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ µ .
Íà Nn−k+1 ∩G îïåðàòîðû Lk = f +

∑k−1
p=1 lp è Bk

j , j = 1, . . . ,m , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Øàïèðî � Ëîïàòèíñêîãî.

Äàëåå, îïðåäåëèì (n − i + 1) �ìåðíûå ïëîñêîñòè íîðìàëåé Nn−i ê Γ , 2 < i ≤ k − 1 ,
ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Γn−i . Çàìåòèì, ÷òî Nn−i ∈ Nn−i+1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â ìàëîé îêðåñòíîñòè Ω ìíîãîîáðàçèÿ Γn−k â G âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå [ni, µ] = 0 , ãäå ni

� íîðìàëü ê ïëîñêîñòè Nn−i , [, ] � ñêîáêà Ïóàññîíà.

3. Àïðèîðíûå îöåíêè è ãëàäêîñòü ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè u ∈ Hs−2m+1(G) , ϕj ∈ Hs−mj− 3
2
(Γn−1) , ϕk

j ∈
Hs−mj− 3

2
(Γn−k) , d > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî è s > max

(
mj +

3
2
,mk

j +
1
2

)
, òî ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò u , ÷òî

C−1

(
∥u∥s + ∥µ(x,D)hu∥s +

k−2∑
i=1

∥ni(x,D)hiu∥Nn−i+1

s + ∥hku∥Nn−k

s

)
≤

≤ ∥f∥s−2m + ∥µ(x,D)hf∥s−2m +
k−2∑
i=1

∥ni(x,D)hif∥Nn−i+1

s−2m + ∥hkf∥Nn−k

s−2m+

+
m∑
j=1

∥ϕj∥Γ
n−1

s−mj− 3
2
+ ∥hϕ∥Γn−1

s−mj− 1
2
+

k−2∑
i=1

(
m∑
j=1

(
∥ϕj∥Γ

n−i+1

s−mj− 3
2
+ ∥hiϕj∥Γ

n−i+1

s−mj− 1
2

))
+
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+∥ϕk
j∥Γ

n−k

s−mj− 1
2
+ ∥u∥0 ≤

≤ C

(
∥u∥s + ∥µ(x,D)hu∥s +

k−2∑
i=1

∥ni(x,D)hiu∥Nn−i+1

s + ∥hku∥Nn−k

s

)
,

ãäå f = Lu â G , ϕj = Bj(µ(x,D)u) íà Γn−1 , ϕk = Bk
j (u) íà Γn−k , h ∈ C∞(G) è

h = 1 âíå
(
d
2

)
�îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Γn−1 , hi ∈ C∞(G) , i = 2, . . . , k−2 , ïðè÷åì hi

ðàâíà 1 â
(
d
2

)
�îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Γn−i è ðàâíà íóëþ âíå d îêðåñòíîñòè ýòîãî

ìíîãîîáðàçèÿ, hk ∈ C∞(G) è h = 1 âíå
(
d
2

)
�îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Γn−k .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è
Lu = 0 â G ,
Bj(µ(x,D)u) = 0 , j = 1, . . . ,m , íà Γn−1 ,
Bk

j (u) = 0 , j = 1, . . . ,m , íà Γn−k ,
êîíå÷íîìåðíî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Πs(G) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé
íîðìîé

∥u∥Πs(G) = ∥u∥s + ∥µ(hu)∥s +
k−1∑
i=1

∥ni(h
iu)∥Nn−i

s + ∥hku∥s.

×åðåç Γn−i
s (i = 2, . . . , k−1) � ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Γn−i ñ êîíå÷íîé

íîðìîé
∥u∥Γn−i

s
= ∥u∥Γn−i

s + ∥hiu∥Γn−i

s+1 ,

Γn−1
s � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Γn−1 ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥u∥Γn−1
s

= ∥u∥Γn−1

s + ∥hu∥Γn−1

s+1 ,

Γn−k
s � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Γn−k ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥u∥Γn−k
s

= ∥u∥Γn−k

s + ∥hku∥Γn−k

s+1 ,

ãäå h , hi , hk ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â òåîðåìå 2.1. Òîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà
u → (Lu,Bj(µ(x,D)u)|Γn−1 , ni(x,D)u|Γn−i) , Bk

j (u)|Γn−k , j = 1, . . . ,m , i = 2, . . . , k − 1 ,

äåéñòâóþùåãî èç Πs(G) â Πs−2m(G)×Γn−1
s−mj− 3

2

×. . .×Γ
n−(k−1)

s−mj− 3
2

×Hs−mk
j−

1
2
(Γn−k) , çàìêíóòà.

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè ìíîãîîáðàçèå Γn−k ïðèíàäëåæèò ê ïåðâîìó êëàññó è èç-
âåñòíî, ÷òî u ∈ Hs(G) , Lu ∈ Hs(G) , ϕj ∈ Hs−mj− 3

2
(Γn−1) , j = 2, . . . , k − 1 , ϕk

j ∈
Hs−mk

j−
1
2
(Γn−k) , ãäå s > max

(
mj +

3
2
,mk

j +
1
2

)
òî u ∈ Hs+1(G) è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ C > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò u , ÷òî

∥u∥s ≤ C(∥f∥s−2m+1 + ∥µ(x,D)hf∥s−2m+1 +
k−2∑
i=1

∥ni(x,D)hif∥Nn−i+1

s−2m+1 + ∥hkf∥Nn−k

s−2m+1+

+
m∑
j=1

(
∥ϕj∥Γ

n−1

s−mj+
3
2
+ ∥hϕj∥Γ

n−1

s−mj+
1
2

)
+

k−2∑
i=1

m∑
j=1

(
∥ϕj∥Γ

n−i+1

s−mj+
3
2
+ ∥hiϕj∥Γ

n−i+1

s−mj+
1
2

)
+

+
m∑
j=1

∥ϕk
j∥Γ

n−k

s−mk
j+

1
2
+ ∥u∥s).
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Abstract. The article considers the boundary value problem for elliptic equations of arbitrary
order 2m with degeneracy on the boundary of the domain along manifolds of codimension k > 2 .
The study uses methods of functional analysis and geometry of smooth manifolds proposed by Y. V.
Egorov and V. A. Kondratiev. These methods allow us to investigate the boundary value problem
in more general formulation. Aprioristic estimates for the solution of a task in the generalized
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is formulated.
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Ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðèâûå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ

äèôôåîìîðôèçìîâ è òîïîëîãèÿ íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Å. ß. Ãóðåâè÷2, Î. Â. Ïî÷èíêà3

Àííîòàöèÿ. Ïðè èçó÷åíèè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè Ìîðñà-
Ñìåéëà, îñîáóþ ðîëü èãðàþò íåêîìïàêòíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðèâûå, ïðèíàäëåæàùèå ïåðå-
ñå÷åíèÿì óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Â ÷àñò-
íîñòè, òàêèå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ñåïàðàòîðîâ â ìàãíèòíîì ïîëå
ïëàçìû. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà òðåõ-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè êîòîðûõ è ÷àñòü èõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðà-
çèé îáðàçóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ðó÷íî âëîæåííûå ïîâåðõíîñòè. Â ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî ÷èñëî òàêèõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íî è âñå îíè èìåþò îäèí è òîò æå ðîä. Îñíîâíûì ðåçóëüòà-
òîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðåäúÿâëåíèå òî÷íîé íèæíåé îöåíêè ÷èñëà ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ
äàííîãî äèôôåîìîðôèçìà èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Ýòà îöåíêà îïðåäåëÿåòñÿ ðîäîì ïî-
âåðõíîñòåé è èõ êîëè÷åñòâîì. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå îïèñàí òîïîëîãè÷åñêèé òèï ìíîãîîáðàçèé,
äîïóñêàþùèõ ðàññìàòðèâàåìûå äèôôåîìîðôèçìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: còðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðè-
âûå, ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàä îêðóæíîñòüþ

Èç êëàññè÷åñêèõ ðàáîò [1], [7] ñëåäóåò, ÷òî ãðóáûå (ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå) ïîòîêè íà
ïîâåðõíîñòÿõ íå èìåþò òðàåêòîðèé, ñîåäèíÿþùèõ äâà ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Â ñëó÷àå, êîãäà íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå èìååò ðàçìåðíîñòü
òðè è âûøå, ãðóáûå ïîòîêè ìîãóò èìåòü òàêèå òðàåêòîðèè, à ãðóáûå äèôôåîìîôèçìû
ìîãóò îáëàäàòü ãåòåðêëèíè÷åñêèì ïåðåñå÷åíèÿìè èíâàðèàíòíûõ ìíîãîáðàçèé ðàçëè÷íûõ
ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Åñëè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìà òðåõìåðíî,
òî îäíîìåðíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðå÷åíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâûå,
íàçûâàåìûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè. Ïðè èçó÷åíèè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ, îïèñû-
âàåìûõ ñèñòåìàìè Ìîðñà-Ñìåéëà, îñîáóþ ðîëü èãðàþò íåêîìïàêòíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå
êðèâûå, êîòîðûå â ñëó÷àå ïîòîêà ÿâëÿþòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè. Â ñåðèè
ðàáîò E. Ïðèñòà è åãî ñîòðóäíèêîâ (ñì. [8]-[9]) áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî ïðîáëåìå îïè-
ñàíèÿ òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîðîíå Ñîëíöà, âàæíóþ ðîëü â êîòîðîé èãðàþò òàê
íàçûâàåìûå ñåïàðàòîðû. Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñåïàðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ êàê ðàç ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè è êðèâûå, à âîïðîñ îá èõ ñóùåñòâîâàíèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
ïðèíöèïèàëüíûõ ïðîáëåì ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Â ðàáîòå [2] íàéäåíî ýôôåêòèâ-
íîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è êðèâûõ, êîòîðîå
óäàëîñü ïðèìåíèòü â ðàáîòå [3] äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñåïàðàòîðîâ â ìàãíèò-
íîì ïîëå êîðîíû Ñîëíöà. Â ðàáîòå [6] íàäåíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è êðèâûõ äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà
òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êîòîðûì äàíî íàçâàíèå ñèñòåì ñ ïîâåðõíîñòíîé äèíàìèêîé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ äëÿ
òàêèõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿò íàéòè íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñåïàðàòîðîâ â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; vgrines@hse.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; egurevich@hse.ru.

3 Çàâåäóþùàÿ êàôåäðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñè-
òåòà Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; opochinka@hse.ru.
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Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn ñâÿçíîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ Mn ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî Ωf êîíå÷íî è ñîñòîèò òîëüêî èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
è äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q ∈ Ωf èíâàðèàíòíûå ìíîãî-
îáðàçèÿ W s

p , W
u
q ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Ïóñòü f : M3 → M3 � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà. Íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå
W s

p ∩W u
q , ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ñåäëîâûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f , íàçûâàåòñÿ ãåòåðî-

êëèíè÷åñêèì. Â ñëó÷àå dim(W s
p ∩W u

q ) = 1 êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ W s
p ∩W u

q

íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êðèâîé, à â ñëó÷àå dim(W s
p ∩W u

q ) = 0 ëþáàÿ òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ W s

p ∩W u
q íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé. Äèôôåîìîðôèçì f íàçûâàåòñÿ

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s
p ∩W u

q ̸= ∅ ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà
W u

p ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà W u
q . Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íåáëóæäàþùåå

ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f : M3 → M3 íå ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê, òî
äèôôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì.

Ñ. Ñìåéë â ðàáîòå [10] (Theorem A) ïîêàçàë, ÷òî ãðàäèåíòíûé ïîòîê ôóíêöèè Ìîð-
ñà íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè Mn ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî àïïðîêñèìèðî-
âàí (â C1 -òîïîëîãèè) ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, ÷òî äîêàçûâàåò
ñóùåñòâîâàíèå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè (íàïðè-
ìåð, ÿâëÿþùèõñÿ ñäâèãàìè íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèé òàêèõ ïîòîêîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà).

Âñþäó íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M3 îðèåíòèðóåìî. Â ðàáîòå [2]
äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì f : M3 → M3 Ìîðñà-
Ñìåéëà íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ, òî ìíîãîîáðàçèå M3 äèôôåîìîðôíî ëèáî
ñôåðå S3 , ëèáî ñâÿçíîé ñóììå ìíîãîîáðàçèé S2 × S1 . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
åñëè òðåõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà îòëè÷íî îò ñôå-
ðû è ñâÿçíîé ñóììû ìíîãîîáðàçèé S2 × S1 , áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà
íåîáõîäèìî ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðèâûå.

Â ðàáîòå [3] (òåîðåìà 3) äîêàçàíî, ÷òî åñëè M3 íåïðèâîäèìî (òàêîå, ÷òî êàæäàÿ öè-
ëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà îãðàíè÷èâàåò â íåì øàð), à äèôôåîìîðôèçì
f : M3 → M3 � ïîëÿðíûé (òî åñòü ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, ÷üå
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí èñòî÷íèê, îäèí ñòîê è êîíå÷íîå
÷èñëî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê), òî äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå ìíîîáðàçèå êàæäîé
ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ êðèâóþ, à òàêæå ïîêàçàíî,
êàê ýòîò ðåçóëüòàò ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû î ñóùåñòâîâàíèè ñåïàðàòîðîâ â
ìàãíèòíîì ïîëå ïëàçìû. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîãîîáðàçèå M3 ÿâëÿåòñÿ ëèíçîé Lp,q , à
ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê ïîëÿðíîãî äèôôåîìîðôèçìà f : M3 → M3 ñîñòîèò â òî÷-
íîñòè èç äâóõ òî÷åê, èíâàðèàíòíûå ìíîîáðàçèÿ êîòîðûõ òðèâèàëüíî âëîæåíû, ýòîò ðå-
çóëüòàò ìîæåò áûòü óñèëåí: â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî òàêîãî
äèôôåîìîðôèçìà ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì p ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûäåëÿåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, íåñó-
ùåå îðèåíòèðóåìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî-òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä îêðóæíîñòüþ, è äàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Äëÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Ïóñòü Sg � îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü (çàìêíóòîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå) ðîäà g

è e : Sg →M3 � òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå. Ïîâåðõíîñòü Sg = e(Sg) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
ïëîñêîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Sg ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Up ⊂M3 è ãîìåîìîðôèçì
hp : Up → R3 òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî hp(Sg ∩Up) ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ â ïðî-
ñòðàíñòâå R3 . Â ñèëó ðàáîòû [5] ëîêàëüíî ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè
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âëîæåííîé, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå h : Sg × [−1; 1] →M3 , ÷òî
h(Sg × {0}) = Sg .

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : M3 → M3 îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi
f ìíîæåñòâî

âñåõ åãî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ ðàâíà
i ∈ {0, 1, 2, 3} , è ïîëîæèì Σf = Ω1

f ∪ Ω2
f . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì f :M3 →M3 îáëàäàåò ïîâåðõíîñòíîé äèíàìèêîé,
åñëè ìíîæåñòâî Σf ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîäìíîæåñòâ
ΣA ,ΣR òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ A = W u

A
∪ Ω0

f , R = W s

R
∪ Ω3

f

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ. Îáîçíà÷èì êëàññ òàêèõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ G(M3) .

Â ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî òîïîëîãèÿ íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ
èç êëàññà G(M3) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèåé.

Ïóñòü τ : Sg → Sg � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì (ãîìåîìîðôèçì ñêëåé-
êè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M3

g,τ ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû Γ = {γi, i ∈ Z} , ïî-
ðîæäåííîé ñòåïåíÿìè ãîìåîìîðôèçìà γ : T2 × R → T2 × R , îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé
γ(z, r) = (τ(z), r − 1) è ÷åðåç pg,τ : Sg × R → M3

g,τ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Åñòåñòâåí-
íàÿ ïðîåêöèÿ èíäóöèðóåò íà M3

g,τ ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Èñõîäÿ èç
êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå òðåõìåðíîå òîïîëî-
ãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò ãëàäêóþ ñòðóêòóðó, ïðè÷åì åäèíñòâåííóþ, ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü ìíîãîîáðàçèå M3

g,τ ãëàäêèì.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ðàáîòå [6].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f ïðèíàäëåæèò êëàññó
G(M3) , òîãäà:

1) ãðàíèöà êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè V ìíîæåñòâà M3 \ (R ∪ A) ñîñòîèò â
òî÷íîñòè èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Af è îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè ìíîæåñòâà Rf ;

2) çàìûêàíèå cl V êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè V ìíîæåñòâà M3 \ (R ∪ A)
ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Sgf × [0, 1] ;

3) ñóùåñòâóåò ÷èñëî gf ≥ 0 è ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì τf : Sgf → Sgf

òàêèå, ÷òî M3 äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ M3
gf ,τf

.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1.1. ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Af è Rf ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç kf ( kf ≥ 1 ).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.3. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ G(M3) ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì 12gfkf ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ.
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Ð è ñ ó í î ê 1.1

Âñïîìîãàòåëüíûé äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòè ðîäà g

Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G(M3) , äîêàçûâàþùèå òî÷íîñòü
îöåíêè, ïðèâåäåííîé â òåîðåìå 1.1, ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü φg : Sg →
→ Sg � ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñî-
ñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé ñòîêîâîé, îäíîé èñòî÷íèêîâîé è 2g ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê (ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåîìîðôèçìà f íà ïîâåðõíîñòè ðîäà g > 0 ïðèâåäåí íà
ðèñ. ??, ãäå â êà÷åñòâå ìîäåëè ïîâåðõíîñòè èñïîëüçîâàí 2g -óãîëüíèê, ÿâëÿþùèéñÿ åå ðàç-
âåðòêîé), ψ : S1 → S1 � äèôôåîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ñäâèãîì íà åäèíèöó âðåìåíè
âäîëü ïîòîêà ṡ = sin 2πks(mod1) , k ∈ N . Òîãäà äèôôåîìîðôèçì f , çàäàííûé ôîðìóëîé
f(x, s) = (φg(x), ψ(s)) , x ∈ Sg , s ∈ S1 , ïðèíàäëåæèò êëàññó G(Sg×S1) è èìååò â òî÷íîñòè
12gk ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ.

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò ¾Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â äèíàìèêå¿, ÒÇ-
98) ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 15-01-03687 À).
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Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 9.05.2016

Heteroclinic Curves of Gradient-like Di�eomorphsms and

the Topology of Ambient Manifolds

c⃝ V. Grines4, E.Gurevich5, O. Pochinka6

Abstract. In the study of deterministic processes described by the Morse-Smale systems
noncompact heteroclinic curves play special role. These curves belong to intersections of stable and
unstable manifolds of saddle periodic points. In particular, these curves are mathematical models of
magnetic separators in the plasma �eld. We consider the class of gradient-like di�eomorphisms on
three-dimensional manifolds such that their periodic points and a part of their invariant manifolds
form disjoint tamely embedded surfaces. We prove that the number of the surfaces is �nite and
all of them have the same genus. The main result is presentation of the exact lower estimation for
the number of heteroclinic curves of any di�eomorphism from considered class. This estimation is
de�ned by genus of surfaces and their number. In addition the paper describes the topological type
of manifolds which admit considered di�eomorphisms.

Key Words: structurally stable dynamical systems, heteroclinic curves, mapping torus
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ÓÄÊ 517.9

Î ñòðóêòóðå îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ

ýíäîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Å. Ä. Êóðåíêîâ2

Àííîòàöèÿ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèíàìèêè Ck -ýíäîìîðôèçìîâ ( k ≥ 1 )
ïîâåðõíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå A , â îêðåñòíîñòè îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.
Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî åñëè îäíîìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà f ïîâåðõíîñòè
èìååò òèï (1, 1) è ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ àò-
òðàêòîðîì, ãëàäêî âëîæåííûì â íåñóùóþ ïîâåðõíîñòü. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò k ≥ 1 òàêîå,
÷òî îãðàíè÷åíèå ýíäîìîðôèçìà fk íà ëþáóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ
ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì. Òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî åñëè áàçèñíîå ìíîæåñòâî ýí-
äîìîðôèçìà f èìååò òèï (2, 0) è ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ, òî îíî
ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì è ñóùåñòâóåò k ≥ 1 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ýíäîìîðôèçìà fk íà ëþáóþ
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêñèîìà A , ýíäîìîðôèçì, áàçèñíîå ìíîæåñòâî

1. Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíà êëþ÷åâàÿ ðîëü ïîíÿòèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà è àêñèîìû À,
ââåäåííûõ Ä.Â. Àíîñîâûì è Ñ. Ñìåéëîì [1], [16] äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óñòîé-
÷èâîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåîáõîäè-
ìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè. Â ðàáîòàõ [14], [10] àíàëîãè÷íûå
ïîíÿòèÿ áûëè ââåäåíû äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ, òî åñòü ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, âçàèìíî îäíîçíà÷íûìè.

Ïîä Ck -ýíäîìîðôèçìîì ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ïîíèìàåòñÿ ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå êëàññà Ck , k > 1 . Åñëè ýíäîìîðôèçì f îáëàäàåò îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì
êëàññà Ck , òî îí íàçûâàåòñÿ Ck -äèôôåîìîðôèçìîì. Äèíàìèêà ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæ-
íîñòè õîðîøî èçó÷åíà è ñîäåðæèò öåëûé ðÿä èñ÷åðïûâàþùèõ ðåçóëüòàòîâ. Èç ðàáîòû
À. Ã. Ìàéåðà [9] ñëåäóåò, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì è åãî
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê, îí ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì. Áîëåå òîãî â ðàáîòå [9] áûëà ïîëó÷åíà òîïî-
ëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè. Â ðà-
áîòàõ Ì. Øóáà, Ç. Íèòåöêè è Ì. ßêîáñîíà [17], [12], [18] áûëà èçó÷åíà ñòðóêòóðà íåáëóæ-
äàþùèõ ìíîæåñòâ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå A è ïîëó÷åíû
ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû â íàïðàâëåíèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ýíäîìîðôèç-
ìîâ â ïðåäïîëîæåíèè èõ ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè èëè óñòîé÷èâîñòè íà íåáëóæäàþùåì
ìíîæåñòâå.

Íà ëþáîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àê-
ñèîìå A Ñ. Ñìåéëà. Â ñèëó ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû Ñ. Ñìåéëà [16] íåáëóæäàþùåå ìíîæå-
ñòâî òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ çàìêíóòûõ
èíâàðèàíòíûõ (áàçèñíûõ) ìíîæåñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ äèôôåîìîðôèçì èìååò òðàí-
çèòèâíóþ îðáèòó. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òàêèõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ õîðîøî èçó÷åíà.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; vgrines@hse.ru

2 Ëàáîðàíò ëàáîðàòîðèè ÒÀÏÐÀÄÅÑÑ Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà Âûñøàÿ øêî-
ëà ýêîíîìèêè; ekurenkov@hse.ru
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Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ, îíî ëîêàëüíî óñòðîåíî êàê
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ êàíòîðîâñêèõ ìíîæåñòâ, à îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà
íà íåãî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñäâèãó íåêîòîðîé ìàðêîâñêîé öåïè ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ñîñòîÿíèé. Åñëè ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà åäèíèöå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ
àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì), öåëèêîì ñîñòîèò èç îäíîìåðíûõ íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ)
ìíîãîîáðàçèé åãî òî÷åê è ëîêàëüíî óñòðîåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êàíòîðîâñêîãî
ìíîæåñòâà íà îòðåçîê. Åñëè ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà äâóì, òî îíî ñîâïà-
äàåò ñ íåñóùåé ïîâåðõíîñòüþ M2 , êîòîðàÿ äèôôåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó, à èñõîäíûé
äèôôåîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ä.Â. Àíîñîâà. Áîëåå òîãî, â ðÿäå ðàáîò
Â.Ç. Ãðèíåñà, Ð.Â. Ïëûêèíà, À.Þ. Æèðîâà, Õ. Áîíàòòè, Ð. Ëàíæåâåíà è äð. (ñì. [4]) ïî-
ëó÷åíû òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ äèôôåîìîðôèçìîâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ àêñèîìå A è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé.

×òî êàñàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè, çíà-
÷èòåëüíûé ïðîãðåññ äîñòèãíóò â èçó÷åíèè ðàöèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè, áàçèðóþùèõñÿ íà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ Ã. Æþëèà è Ï. Ôàòó è ïîëó÷åííûõ â
ðàáîòàõ Ì. ßêîáñîíà, Äæ. Ìèëíîðà, Ì. Ëþáè÷à è äð (ñì. [8], [11]). Äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ
ïîâåðõíîñòåé, íå ñâÿçàííûõ ñ êîìïëåêñíîé äèíàìèêîé, èìåþùèåñÿ ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåí-
íî ñêðîìíåå.

Èìååòñÿ òàêæå áîëüøîé ïðîãðåññ â òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèç-
ìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå À. Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ,
â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåñóùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Àíîñîâà è
èìååòñÿ öåëûé ðÿä èñ÷åðïûâàþùèõ êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ òàêèõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ â ðàáîòàõ Äæ. Ôðýíêñà, Ø. Íüþõàóñà, Ý. Ìýíèíãà è äð (ñì. [2] ). Èìååòñÿ òàêæå
çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ, îáëàäàþùèõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè êîðàçìåðíîñòè îäèí, ïîëó÷åííûé
â ðàáîòàõ Â.Ç. Ãðèíåñà, Å.Â. Æóæîìû, Â.Ñ. Ìåäâåäåâà, Ð. Â. Ïëûêèíà, Î.Â. Ïî÷èíêè,
Þ.À. Ëåâ÷åíêî è äð. (ñì. [3], [5], [13]). ×òî æå êàñàåòñÿ àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ
ýíäîìîðôèçìîâ, òî íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû èìåþòñÿ ïî êëàññèôèêàöèè ðàñòÿãèâàþ-
ùèõñÿ ýíäîìîðôèçìîâ [17]. Äëÿ òàêèõ ýíäîìîðôèçìîâ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ
íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèíàìèêè äâóìåðíûõ ýíäîìîðôèçìîâ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå A , â îêðåñòíîñòè îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûì àíàëîãîì íà ñëó÷àé ýíäîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòàì Ð.Â. Ïëûêèíà äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ (ñì. [13], Òåîðåìà 3).

Ïóñòü f : Mn → Mn ýíäîìîðôèçì êëàññà Cr ( r > 1 ), çàäàííûé íà çàìêíóòîì
ìíîãîîáðàçèè Mn , ñíàáæåííîì ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, è Λ ⊂ Mn f -èíâàðèàíòíîå (èíâà-
ðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà f ) ìíîæåñòâî, òî åñòü f(Λ) = Λ . Äëÿ ëþáîé òî÷-
êè x ∈ Λ ñóùåñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà
x̄ = {xi ∈ Λ | x0 = x, i ∈ Z} , òàêèõ ÷òî f(xi) = xi+1 . Êàæäóþ èç òàêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé áóäåì íàçûâàòü ÷àñòíîé òðàåêòîðèåé òî÷êè x , àññîöèèðîâàííîé ñ èíâàðèàíòíûì
ìíîæåñòâîì Λ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Λ ýíäîìîðôèçìà f :Mn →
→ Mn íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0 , 0 < µ < 1
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ òî÷êè x ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx̄M

n â ïðÿìóþ ñóììó Tx̄M
n = Es

x̄⊕Eu
x̄ , èíâàðèàíòíîå îòíîñè-
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òåëüíî êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Df : Tx̄M
n → Tx̄M

n , äëÿ êîòîðîãî âåðíû ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:

1. ||Dfn(v)|| 6 Cµn||v|| , äëÿ ëþáûõ n > 0 , v ∈ Es
x̄ ;

2. ||Dfn(v)|| > (1/C)µ−n||v|| , äëÿ ëþáûõ n > 0 , v ∈ Eu
x̄ .

Â ðàáîòå [14] áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå àêñèîìû A äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ
(ôîðìàëüíî ñîâïàäàþùåå ñ àíàëîãè÷íûì îïðåäåëåíèåì äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ýíäîìîðôèçì f : Mn → Mn óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå
A , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf � ãèïåðáîëè÷íî è íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê;

2. ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Perf ýíäîìîðôèçìà f ïëîòíî â íåáëóæäàþùåì
ìíîæåñòâå Ωf .

Äëÿ ýíäîìîðôèçìà f , óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå A , èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñïåê-
òðàëüíîì ðàçëîæåíèè, äîêàçàííàÿ â [14], è îáîáùàþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò, ïî-
ëó÷åííûé Ñ. Ñìåéëîì [16].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü ýíäîìîðôèçì f óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå A . Òî-
ãäà åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ f -èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
(íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè) Ω =

∪l
i=1Ωi òàêèõ, ÷òî îãðàíè÷åíèå f íà êàæ-

äîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ωi ýíäîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ
àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂
⊂ IntU è

∞∩
n=0

fn(U) = Ωi .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ωi ýíäîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ
ðåïåëëåðîì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U è ïîäìíîæåñòâî Ũ ⊂ IntU

òàêèå, ÷òî f(Ũ) = U è
∞∩
n=0

f−n(U) = Ωi
3.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Cr -ýíäîìîðôèçì f : Mn →Mn íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâà-
þùèì, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0 è µ > 1 òàêèå, ÷òî ||Dfn(v)|| > Cµ||v||
äëÿ ëþáîãî v ∈ TMn , n = 0, 1, 2, . . . .

Íàëè÷èå ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèè Mn íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì
äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîðôèçì. Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ðàñ-
òÿãèâàþùåãî ýíäîìîðôèçìà, çàäàííîãî íà ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå áûëî
ïðåäëîæåíî À. Á. Êàòêîì [7].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû ε >
> 0 è µ > 1 , ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X , x ̸= y , ρ(x, y) < ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ρ(f(x), f(y)) > µρ(x, y) .

3 Ïîä f−1(A) ïîíèìàåòñÿ ïîëíûé ïðîîáðàç ìíîæåñòâà A .
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Â òîì ñëó÷àå, êîãäà X ÿâëÿåòñÿ C1 -ãëàäêèì êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì, äàííûå
îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ ýíäîìîðôèçìà f :Mn →Mn , óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå
A , ïàðó ÷èñåë (a, b) , ãäå a ðàçìåðíîñòü Eu

x̄ , b ðàçìåðíîñòü Es
x̄ , x ∈ Λ , íàçîâåì òèïîì

ìíîæåñòâà Λ .
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà è íàëè÷èå ãëàäêîé ñòðóêòóðû îäíîìåðíîãî

áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ ýíäîìîðôèçìà f : M2 → M2 , óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå A ,
ãäå M2 � äâóìåðíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ èìååò òèï (1, 1) è ÿâëÿåòñÿ
îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ. Òîãäà:

1) Λ ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì ýíäîìîðôèçìà f ;
2) Λ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêî âëîæåííîé îêðóæíîñòüþ;
3) ñóùåñòâóåò k ≥ 1 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ýíäîìîðôèçìà fk íà ëþáóþ êîìïîíåí-

òó ñâÿçíîñòè Λ ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ èìååò òèï (2, 0) è ÿâëÿåòñÿ
îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ. Òîãäà:

1) Λ ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì;
2) ñóùåñòâóåò k ≥ 1 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ýíäîìîðôèçìà fk íà ëþáóþ êîìïîíåí-

òó ñâÿçíîñòè Λ ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Â ñèëó [17] (ñì. òàêæå [7]) ëþáîé ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîð-
ôèçì îêðóæíîñòè (â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 1.5., 1.6.) ñîïðÿæåí îòîáðàæåíèþ âèäà
x̄ = kx mod 1 , ãäå k åñòü ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ èñõîäíîãî ýíäîìîðôèçìà, à x ∈ R .

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Λ â òåîðåìå 1.2. ÿâ-
ëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêî âëîæåíîé â M2 . Ïðèìåðîì òàêîé ñèòóà-
öèè ìîæåò ñëóæèòü îòîáðàæåíèå ðèìàíîâîé ñôåðû, ïîðîæäåííîå îòîáðàæåíèåì âèäà
z → z2 + c ( z - ïðèíàäëåæèò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè), ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà c , îòëè÷íûõ îò íóëÿ (ñì. íàïðèìåð, [8] ñòð. 67).

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò ¾Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â äèíàìèêå¿, ÒÇ-
98) ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 15-01-03687-a).

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿ òî÷åê ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, êàê è â ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìîâ, ñóùå-
ñòâóþò ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîãî óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé. Ñóùåñòâåííîå
îòëè÷èå ýíäîìîðôèçìà îò äèôôåîìîðôèçìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó ýíäîìîðôèçìà, â ñèëó
îòñóòñòâèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ, ëîêàëüíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå çàâèñèò, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, îò âûáîðà êîíêðåòíîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü x ∈ Λ , ãäå Λ � ãèïåðáîëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà f : Mn → Mn è x̄ � ÷àñòíàÿ òðàåêòîðèÿ òî÷êè x . Ìíî-
æåñòâî

W s
x,ε = {y ∈Mn | ρ(fn(x), fn(y)) < ε, n = 0, 1, 2, . . .}
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íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè x , à ìíîæåñòâî

W u
x̄,ε = {y ∈Mn | ∃ ȳ, ρ(xn, yn) < ε, n = 0,−1,−2, . . .}

íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè x , àññîöèèðîâàííûì ñ
÷àñòíîé òðàåêòîðèåé x̄ .

Ñòðóêòóðà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ýíäîìîðôèçìîâ ïîäðîáíî èçó÷àëàñü â [14]. Ïðè-
âåäåì íåêîòîðûå âàæíûå äëÿ äàííîé ðàáîòû ðåçóëüòàòû (äîêàçàòåëüñòâà ñì. [14], [6])

Ïóñòü ⟨·, ·⟩ � ãëàäêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà, çàäàííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ ëþáîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Λ ýíäîìîð-
ôèçìà f ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà ⟨·, ·⟩Λ , ýêâèâàëåíòíàÿ ìåòðèêå ⟨·, ·⟩ ,
àññîöèèðîâàííàÿ ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì Λ è ÷èñëî λ , 0 < λ < 1 òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ ⊂ Λ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

||Dfxi
(v)||Λ 6 λ||v||Λ ïðè v ∈ Es

xi
,

||Dfxi
(v)||Λ > (1/λ)||v||Λ ïðè v ∈ Es

xi
,

i ∈ Z .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü Λ � ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèç-
ìà f , òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ ⊂ Λ , àññîöèèðî-
âàííîé ñ òî÷êîé x ∈ Λ , ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå W s

x,ε è ëîêàëüíîå íåóñòîé÷èâîå W u
x̄,ε

ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, êàñàþùèìèñÿ Es
x

è Eu
x ñîîòâåòñòâåííî;

2. W s
x,ε è W u

x̄,ε íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò òî÷êè x è òðàåêòîðèè x̄ ñîîòâåòñòâåííî4 ;

3. ñóùåñòâóåò òàêîå µ < 1 , ÷òî â ìåòðèêå ρ íà Mn , èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé
⟨·, ·⟩Λ , âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) äëÿ ëþáûõ y, z ∈ W s
x̄,ε âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ρ(fn+1(y), fn+1(z)) 6

6 µρ(fn(y), fn(z)) , n = 0, 1, 2, . . . ;

á)äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê y, z ∈ W u
x̄,ε ñóùåñòâóþò èõ ÷àñòíûå òðàåêòîðèè ȳ è z̄ ,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ρ(y−n−1, z−n−1) 6 µρ(y−n, z−n) , n = 0, 1, 2, . . . .

3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Çäåñü è äàëåå ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà Λ çàäàíà ìåòðèêà, îïðåäåëåííàÿ
â ïðåäëîæåíèè 2.1.

Ïóñòü Λ �áàçèñíîå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà f :M2 →M2 , ÿâëÿþùååñÿ îäíîìåðíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ. Òîãäà Λ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà l > 1 êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè Λ1, . . . ,Λl , êàæäàÿ èõ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì îêðóæíîñòè,
è f(Λi) = Λi+1 , i = 1, . . . , l − 1 , à f(Λl) = Λ1 .

4 Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ÷àñòíîé òðàåêòîðèè ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìåòðèêè ρ̄(x̄, ȳ) =
∞∑

i=−∞

ρ(xi,yi)
2|i|
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Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü Λi � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ , óäî-
âëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû 1.1., è p ∈ Λi � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà k
îòîáðàæåíèÿ f . Òîãäà äëÿ îòîáðàæåíèÿ fk íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u

p̄,ε òî÷êè p ,
àññîöèèðîâàííîå ñ òðàåêòîðèåé p̄ = {. . . , p, p, p, . . .} ñîäåðæèòñÿ â Λi .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê â ñèëó àêñèîìû A ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèì, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2. äëÿ ýíäîìîðôèçìà fk ñóùåñòâóþò ëîêàëüíîå
óñòîé÷èâîå W s

p,ε è ëîêàëüíîå íåóñòîé÷èâîå W u
p̄,ε ìíîãîîáðàçèÿ òàêèå, ÷òî fk(W s

p,ε) ⊂ W s
p,ε

è fk(W u
p̄,ε) ⊃ W u

p̄,ε . Òàê êàê îòîáðàæåíèå fk íå ñîäåðæèò â Λ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, òî fk

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì. Òîãäà â ñèëó
òåîðåìû Ãðîáìàíà � Õàðòìàíà îòîáðàæåíèå fk â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p ñî-
ïðÿæåíî ëèíåéíîìó ñåäëó. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî W s

p,ε è W u
p̄,ε ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè

èíâàðèàíòíûìè îäíîìåðíûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó p . Òàê êàê
ìíîæåñòâî Λi òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷-
êó p , òî íåîáõîäèìî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ëèáî âêëþ÷åíèå W s

p,ε ⊂ Λi , ëèáî âêëþ÷åíèå
W u

p̄,ε ⊂ Λi .
Ïîêàæåì, ÷òî âêëþ÷åíèå W s

p,ε ⊂ Λi âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
òîãäà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s

p,ε ÿâëÿåòñÿ òàêîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè p â áàçèñíîì
ìíîæåñòâå Λ , ÷òî ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà èç ýòîé îêðåñòíîñòè ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå p ïîä
äåéñòâèåì ýíäîìîðôèçìà fk . Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè
îòîáðàæåíèÿ fk ïëîòíû â Λ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Åñëè Λ � áàçèñíîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
òåîðåìû 1.1., òî Λ , ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äàííûé ôàêò íåìåäëåííî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â ñèëó àêñèîìû A ïåðèîäè÷åñêèå

òî÷êè ïëîòíû â Λ , à íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ W u
p̄,ε ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, àññîöèèðî-

âàííûõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. Åñëè Λ � áàçèñíîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâè-
ÿì òåîðåìû 1.1., òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s

x

ïåðåñåêàåòñÿ ñ Λ òðàíñâåðñàëüíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Òàê êàê W s

x,ε è W u
x̄,ε êàñàþòñÿ E

s
x è Eu

x , à E
s
x è Eu

x ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, òî â
ñèëó äîêàçàííîé ëåììû äàííûé ôàêò âåðåí äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê áàçèñíîãî ìíîæåñòâà
Λ . Êðîìå òîãî, â ñèëó òîãî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â Λ , à ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå W s

x íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè x ∈ Λ , òî äàííûé ôàêò âåðåí äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ Λ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.1.
Ïîêàæåì, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.2. êàæäàÿ òî÷êà x ∈ Λ

èìååò ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
x , òðàíñâåðñàëüíîå áàçèñíîìó ìíîæåñòâó Λ .

Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå U =
∪

x∈Si

W s
x,ε . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2. ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå

ìíîãîîáðàçèå W s
x,ε íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè x , ïîýòîìó ìíîæåñòâî U èìååò âèä

ëîêàëüíîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòðåçêà íà îòðåçîê. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ 3.a ïðåä-

ëîæåíèÿ 2.2. ñëåäóåò, ÷òî f(clU) ⊂ IntU . Ñâîéñòâî
∞∩
n=0

fn(clU) = Λ ñëåäóåò íåïîñðåä-

ñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñíîå
ìíîæåñòâî Λ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ ýíäîìîðôèçìà f .
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Λi áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ è ïîêà-
æåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå f l|Λi

ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè
Ïîêàæåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ëîêàëüíîå íåóñòîé÷èâîå W u

x̄,ε ìíîãîîáðàçèå
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ Λi íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ , àññîöèèðîâàííîé
ñ òî÷êîé x . Äëÿ ýòîãî äîêàæåì âêëþ÷åíèå W u

x̄,ε ⊂ Λi Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü,
÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ Λi è òàêàÿ àññîöèèðîâàííàÿ ñ íåé ÷àñòíàÿ òðàåêòîðèÿ x̄′ ⊂ Λ ,
÷òî W u

x̄′,ε ̸⊂ Λi . Âûáåðåì òî÷êó y òàêóþ, ÷òî y ∈ W u
x̄′,ε è y /∈ Λi , è ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

âêëþ÷åíèå y ∈ U , ãäå U � îêðåñòíîñòü îêðóæíîñòè Λi èç îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ àòòðàêòîðà ρ(f ln(y),Λi) → 0 ïðè n→ +∞ . Âûáåðåì òàêîå k > 0 ,

k ∈ N ÷òî y /∈
k∩

n=0

f ln(U) . Ïî îïðåäåëåíèþ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà

z ∈ W u
x̄′,ε òàêàÿ, ÷òî f lt = y äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ N , è z ∈

k∩
n=0

f ln(U) . Íî òîãäà òî÷êà y

îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó
k∩

n=0

f ln(U) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òî÷êè y .

Òàê êàê îêðóæíîñòü Λi ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ê äàííîé îêðóæíîñòè TΛi

M2 . Â ñèëó òîãî, ÷òî íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ
òî÷åê Λi íå çàâèñÿò îò âûáðàííîé òðàåêòîðèè, è â ñèëó ïóíêòà 1 ïðåäëîæåíèÿ 2.2. â êà-
ñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TΛi

M2 äëÿ îòîáðàæåíèÿ f l èìåþò ìåñòî îöåíêè ||Df ln(v)|| >
(1/C)µ−n||v|| , µ < 1 , n ∈ {0}∪N , v ∈ TΛi

M2 . Ñëåäîâàòåëüíî îãðàíè÷åíèå f l|Λi
ÿâëÿåòñÿ

ðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.2.
Ïîêàæåì, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî ðàçìåðíîñòü

íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ M2 , íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè

x̄ ⊂ Λ . Ïîëîæèì U =
∪
x∈Λ

W u
x,ε è ðàññìîòðèì çàìûêàíèå clU . Ñâîéñòâî

−∞∩
n=0

fn(clU) = Λ

ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîëî-
æèì Ũ = f−1(clU) ∩ clU . Â ñèëó ïóíêòà 3.á ïðåäëîæåíèÿ 2.2. âûïîëíÿòñÿ âêëþ÷åíèå

Ũ ⊂ IntU . Ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòü Λ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì ýíäîìîð-
ôèçìà f .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Λi áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ . Àíàëî-
ãè÷íî òåîðåìå 1.1. âûáåðåì l > 0 òàê, ÷òîáû f l(Λi) = Λi . Ïîêàæåì, ÷òî ñóæåíèå f

l|Λi
ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
x, y ∈ Λi òàêèõ, ÷òî ρ(x, y) < ε âåðíî è ÷òî y ∈ W u

x,ε , òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2. íà ìíî-
æåñòâà Λi äëÿ íåêîòîðîãî µ > 1 áóäåò âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî ρ(f l(x), f l(y)) > µρ(x, y) .
Òàêèì îáðàçîì îãðàíè÷åíèå f l|Λi

ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 1.6.
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On structure of one dimensional basic sets of

endomorphisms of surfaces

c⃝ V. Z. Grines5, E. D. Kurenkov6.

Abstract. This paper deals with the study of the dynamics in the neighborhood of one-dimensional
basic sets of Ck , k ≥ 1 , endomorphism satisfying axiom of A and given on surfaces. It is
established that if one-dimensional basic set of endomorphism f has the type (1, 1) and is a one-
dimensional submanifold without boundary, then it is an attractor smoothly embedded in ambient
surface. Moreover, there is a k ≥ 1 such that the restriction of the endomorphism fk to any
connected component of the attractor is expanding endomorphism. It is also established that if the
basic set of endomorphism f has the type (2, 0) and is a one-dimensional submanifold without
boundary then it is a repeller and there is a k ≥ 1 such that the restriction of the endomorphism
fk to any connected component of the basic set is expanding endomorphism.

Key Words: axiom A , endomorphism, basic set

5 Professor of Department of fundamental mathematics, Higher School of Economics, Nizhny Novgorod;
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ÓÄÊ 517.925.53

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîïîäîáíûõ ñâîéñòâ ¾÷àñòè÷íîãî¿

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

c⃝ Â. È. Äîáêèí 1, Â. Í. Ùåííèêîâ2, Å. Â. Ùåííèêîâà3

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü è óñòîé÷èâîñòü ¾÷àñòè÷íîãî¿ ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ, ìàëûõ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè, íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ
êîòîðîé ñîäåðæèò îäíîðîäíûå âåêòîðíûå ôóíêöèè ïîðÿäêà µ > 1 .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, âîçìóùåíèÿ, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, ôàçî-
âûå ïåðåìåííûå, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dy

dt
= X

(µ)
1 (y) +X

(µ)
2 (z) + F1(t, y, z),

dz

dt
= X

(µ)
3 (y) +X

(µ)
4 (z) + F2(t, y, z),

(1.1)

ãäå X
(y)
1 , X

(z)
2 , X

(y)
3 , X

(z)
4 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûìè âåêòîðíûìè ôóíêöèÿìè ïîðÿäêà µ =

p/q > 1, p è q - íå÷¼òíûå. Âåêòîðíûå ôóíêöèè F1(t, y, z) è F2(t, y, z) îïðåäåëåíû â
îáëàñòè G = {t, y, z : t ≥ t0 ≥ 0, ∥y∥ ≤ h, ∥z∥ ≤ ∞} , y = (y1, . . . , ym)

T , z = (z1, . . . , zn−m)
T .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â îáëàñòè G . Èíäåêñ T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðî-
âàíèå.

Êàê èçâåñòíî [1], åñëè äëÿ ñèñòåìû (1.1) èçó÷àòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîïîäîáíûõ ñâîé-
ñòâàõ ðåøåíèé ïî ÷àñòè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî y1, . . . , ym ), òî
ñèñòåìà (1.1) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äîëæíà èìåòü âèä

dy

dt
= X

(µ)
1 (y),

dz

dt
= X

(µ)
3 (y) +X

(µ)
4 (z),

(1.2)

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî y = 0 ÿâëÿåòñÿ ¾÷àñòè÷íûì¿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû (1.1), ò.å. X

(µ)
1 (0) ≡ 0 , F1(t, 0, z) ≡ 0 . Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ¾÷àñòè÷íîãî¿

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äàíî â ìîíîãðàôèè [2]. Ïóñòü ∥F1(t, y, z)∥ ≤ α1 ∥y∥µ , ãäå α1 > 0
åñòü íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çäåñü è äàëåå ïî òåêñòó íîðìà
âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé.

Ïîìèìî óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: ñèñòåìà

dy

dt
= X

(µ)
1 (y), X

(µ)
1 (0) ≡ 0, (1.3)

1 Ìàãèñòð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèòè÷åñêîé ìåõàíè-
êè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; valeradz@rambler.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; du@math.mrsu.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; schennikova8000@yandex.ru
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àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåì [3] è [4] îá àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.3) äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿ-
ïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

a1 ∥y∥m+1−µ ≤ V (y) ≤ a2 ∥y∥m+1−µ ,∥∥∥∥∂V (y)

∂y

∥∥∥∥ ≤ α3 ∥y∥m−µ ,

dV (y)

dy

∣∣∣
(1.3)

≤ −α4 ∥y∥m ,

(1.4)

ãäå a1 , a2 , a3 è a4 - ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Çäåñü m > 0 - äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ÷¼òíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè V (y) , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (1.4), äîêàæåì àñèìï-
òîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.1) îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ y1, . . . , ym ,
(àñèìïòîòè÷åñêóþ y - óñòîé÷èâîñòü). Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè
t âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1), ò.å.

dV (y)

dy

∣∣∣
(1.1)

≤ −α3 ∥y∥m + (gradyV (y), F1(t, y, z)). (1.5)

Ñ ó÷¼òîì îöåíîê (1.4) è îãðàíè÷åíèé íà âåêòîðíóþ ôóíêöèþ F1(t, y, z) íåðàâåíñòâî
(1.5) îêîí÷àòåëüíî ïðèíèìàåò âèä

dV (y)

dy

∣∣∣
(1.2)

≤ (−a4 + a3α1) ∥y∥m . (1.6)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè −a4 + a3α1 < 0 , òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) áóäåò àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ y1, . . . , ym , (àñèìïòîòè÷åñêè y
- óñòîé÷èâûì).

Ýòîò âûâîä ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè [3].
Äàëåå äîêàæåì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ y - óñòîé÷èâîñòü â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñòåïåí-

íîé âèä. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì â íåðàâåíñòâå (1.6) ïðåîáðàçîâàíèå ρ = (V (x))
1

m+1−µ [1]. Òîãäà
íåðàâåíñòâî (1.6) ïîëó÷èò âèä

dV

dt
≤ −γV

1
m+1−µ

a
m

m+1−µ

2

, (1.7)

ãäå γ = −a4 + a1α1 . Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (1.7), ïîëó÷èì

V (x)
1−µ

m+1−µ ≤ (V (x0))
1−µ

m+1−µ + γ1(t− t0),

ãäå γ1 =
1−µ

m+1−µ
· −a4+a3α1

a
m

m+1−µ
2

. Ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâ (1.4) â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

∥x(t)∥ ≤

(a2
a1

) 1−µ
m+1−µ

∥x0∥
m(1−µ)
m+1−µ +

γ1

a
m 1−µ

m+1−µ

1

(t− t0)

−m(µ−1)
m+1−µ

.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ y - óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.1) èìååò
ñòåïåííîé õàðàêòåð.Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Åñëè äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà âåêòîðíóþ ôóíêöèþ
F1(t, y, z) , ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V (y) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1.4), è γ =
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= −a4 + a3α1 < 0 òî ¾÷àñòè÷íîå¿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1) àñèìïòîòè÷åñêè y
� óñòîé÷èâî ñòåïåííîãî òèïà.

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ∥F1(t, y, z)∥ ≤ α1 ∥y∥m+k , k > 0 , òî â ýòîì
ñëó÷àå òåîðåìà 1 áóäåò òàê æå ñïðàâåäëèâà ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ y
- óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.1) áóäåò èìåòü ëîêàëüíûé õàðàêòåð.

Â äàëüíåéøåì çàéì¼ìñÿ èññëåäîâàíèåì âîïðîñà óñòîé÷èâîñòè ¾÷àñòè÷íîãî¿ ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ, ìàëûõ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî ïðèâåä¼ì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû áîëåå îáùåãî âèäà,
÷åì ñèñòåìà (1.1).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dy

dt
= f1(y) + F1(t, y, z),

dz

dt
= f2(y) + f3(z) + F2(t, y, z),

(1.8)

ãäå f1(0) ≡ 0, F1(t, 0, z) ̸= 0 .
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.8) îïðåäåëåíû â îáëàñòè G1 =

= {t, y, z : t ≥ t ≥ 0, ∥y∥ ≤ h, ∥z∥ <∞, h > 0} , è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþ-
ùèõ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â îáëàñòè G1 . Áóäåì òàêæå
ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ äîïóñêàåò îöåíêó ∥F1(t, y, z)∥ ≤ v∗ , ãäå v∗ > 0 ÿâëÿåòñÿ
âåùåñòâåííîé ïîñòîÿííîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ t ≥ t0 ≥ 0 . Èç çàäàíèÿ
ñèñòåìû (1.8) ñëåäóåò, ÷òî y = 0 ÿâëÿåòñÿ å¼ ¾÷àñòè÷íûì¿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ¾÷àñòè÷íîå¿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòå-
ìû (1.1) óñòîé÷èâî ïðè ïîñòîÿííûõ âîçìóùåíèÿõ, ìàëûõ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, åñëè
äëÿ ëþáûõ ϵ > 0 è t0 ≥ 0 ìîæíî íàéòè δ(ϵ, t0) > 0 è v∗(t0, ϵ0) > 0 òàêèå, ÷òî ïðîèç-
âîëüíàÿ ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ y(t, t0, y0, z0) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.8) ñ ∥y0∥ ≤ δ, ∥z∥ < ∞ ,
ñèñòåìû (1.1), äëÿ êîòîðîãî â îáëàñòè G1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∥F1(t, y, z)∥ < v∗ , v∗ > 0
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∥y(t, t0, y0, z0)∥ < ϵ ïðè t ≥ t0 ≥ 0 .

Ïðèìå÷àíèå. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1.8) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ôóíêöèåé (y(t, t0, y0, z0))
T ,

(z(t, t0, y0, z0)
T )T . Â îïðåäåëåíèå âêëþ÷åíî òîëüêî y(t, t0, y0, z0) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû

dy

dt
= f1(y), f1(0) ≡ 0, (1.9)

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V1(y) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

a(∥y∥) ≤ V1(y) ≤ b(∥y∥), (1.10)

dV1(y)

dt

∣∣∣
(1.9)

≤ −c(∥y∥). (1.11)

Çäåñü ôóíêöèè a(∥y∥) è b(∥y∥) îïðåäåë¼ííî-ïîëîæèòåëüíûå è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó
ôóíêöèé Õàíà, c(∥y∥) - îïðåäåë¼ííî-ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, à ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1.9) ôóíêöèè V1(y) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dV1(y)

dt

∣∣∣
(1.9)

= lim
h→∝

1

h
{V1(y + hf1(y))− V1(y)} ,

ãäå V1(y) ∈ Clip(∥y∥ ≤ h) .
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Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ ñèñòåìû (1.9) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V = V1(y) , óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1.10) - (1.11), òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì v∗ > 0 , ¾÷àñòè÷íîå¿
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòåìû (1.8) áóäåò óñòîé÷èâûì ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþ-
ùèõ âîçìóùåíèÿõ, ìàëûõ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ ó÷¼òîì îöåíîê (1.10) - (1.11) è òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ V1(y)
ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé, ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ V (y) ïî âðåìåíè t íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1.8)
èìååò îöåíêó

dV1(y)

dt

∣∣∣
(1.8)

≤ −c(∥y∥) + Lv∗. (1.12)

Âûáåðåì äàëåå íåêîòîðîå ϵ ∈ (0, h) . Ïîëîæèì, ÷òî δ(ϵ) = b−1(a(ϵ)) , v∗ = c1(b−1(a(ϵ)))
L

.
Çäåñü L > 0 - ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà. Åñëè â îáëàñòè G1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∥r(t)∥ ≤ v∗ ,
òî ïóò¼ì âûáîðà δ(ϵ) èç (1.12) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ v∗ è ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî L åñòü
îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíà, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

dV1(y(t, t0, y0, z0))

dt

∣∣∣
V (y)≡a(ϵ)

< 0. (1.13)

Ðàññìîòðèì äàëåå ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ y(t, t0, y0, z0) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.8) ïðè t0 ≥
≥ 0, ∥y0∥ < h, ∥z0∥ <∞ . Ñ ó÷¼òîì (1.12) è â ñèëó òîãî, ÷òî (a(∥y∥)∧ (∥y∥)) åñòü ôóíêöèÿ
Õàíà, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî V1(y0) < a(ϵ) . Äîêàæåì, ÷òî V1(y(t, t0, y0, z0)) < a(ϵ) ïðè
t ≥ t0 .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì îò ïðîòèâíîãî, ò.å. ïóñòü ïðè t ∈ t0, t1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî (1.13), à ïðè t = t1 , V1(y(t, t0, y0, z0)) = a(ϵ) . Íî òîãäà áóäåò V̇1(y(t, t0, y0, z0)) > 0 . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ (1.9). Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1.1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä
(1.2). Ïóñòü òåïåðü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ F1(t, y, z) â ñèñòåìå (1.1) èìååò âèä

F1(t, y, z) = f (1)(t, y, z) + ω(t),

ãäå
∥∥f (1)(t, y, z)

∥∥ ≤ α2 ∥y∥µ ïðè ∥y∥ ≤ r , r <∞ , r > 0 , f (1)(t, 0, z) ≡ 0 , à ω(t) îïðåäåëÿåò
ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèå âîçìóùåíèÿ, ìàëûå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ∥ω(t)∥ < v1 ,
v1 > 0 - ìàëîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Ñíîâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1.3) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V (y) , óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì (1.4). Âûáåðåì äëÿ ñèñòåìû (1.1) ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V (y) , óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ óñëîâèÿì (1.4). Òîãäà áóäåì èìåòü

dV (y)

dt

∣∣∣
(1.1)

≤ −a4 ∥(y)∥m+a3 ∥y∥m−µ·a2 ∥y∥µ+a3 ∥y∥m·µ·v1 = (−a4+a3α2) ∥y∥m+a3v1 ∥y∥m−µ .

(1.14)
Ïóñòü α2 òàêîå, ÷òî â (1.14) −a4 + a3α2 < 0 . Âûáåðåì v1 > 0 òàêèì, ÷òîáû âûïîëíè-

ëîñü íåðàâåíñòâî
dV (y)

dt

∣∣∣
(1.1)

< 0

ïðè r1 ≤ ∥y∥ ≤ r , r1 è r - ïîëîæèòåëüíûå.
Èñõîäÿ èç òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ, ìàëûõ

â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè [4],[5],[6], íåðàâåíñòâî (1.14) çà ñ÷¼ò âûáîðà âåëè÷èíû v1 > 0
èìååò ìåñòî â îáëàñòè r1 ≤ ∥y∥ ≤ r . Òàêèì îáðàçîì,òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3. ¾×àñòè÷íîå¿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòåìû (1.7) óñòîé÷èâî ïðè
ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ, ìàëûõ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, åñëè äëÿ ñèñòå-
ìû (1.9) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (y) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1.10) - (1.11),
−a4 + a3α2 < 0 è v1 > 0 - äîñòàòî÷íî ìàëîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.
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ÓÄÊ 514.7

Êðèòåðèé ïñåâäîðèìàíîâîñòè ñëîåíèÿ ñ

òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ

c⃝ Í. È. Æóêîâà1, Ê. È. Øåèíà 2

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ñëîåíèå êîðàçìåðíî-
ñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ äîïóñêàëî òðàíñ-
âåðñàëüíóþ èíâàðèàíòíóþ ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó çàäàííîé ñèãíàòóðû, ïàðàëëåëüíóþ îò-
íîñèòåëüíî ýòîé ñâÿçíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åí êðèòåðèé ðèìàíîâîñòè ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåð-
ñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîåíèå, ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, ãðóïïà ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè, ðîñòêîâàÿ
ãðóïïà ãîëîíîìèè ñëîÿ

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðèìàíîâû ñëîåíèÿ îáðàçóþò íàèáîëåå ãëóáîêî èçó÷åííûé êëàññ
ñðåäè ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. Ðàáîòû Á. Ðåéíõàðòà,
À. Õåôëèãåðà, Ý. Æèñà, È. Êàðüåðà, Å. Ñàëåì, Â. Ñåðãååâñêîãî è ìíîãèõ äðóãèõ, à òàêæå
èçâåñòíûå ìîíîãðàôèè Ï. Ìîëèíî [1], Ô. Òîíäåóðà [2] è Â. Ðîâåíñêîãî [3] ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñóùåñòâåííûé âêëàä â èññëåäîâàíèå ðèìàíîâûõ ñëîåíèé.

Ð.À. Âîëàê â [4] ïîñòàâèë âîïðîñ î íàõîæäåíèè óñëîâèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ
ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì.

Ð.À. Âîëàêîì äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ïîëíîå êîìïàêòíîå G -ñëîåíèå êîíå÷íîãî òèïà ÿâ-
ëÿåòÿñÿ ðèìàíîâûì [4]. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ñëîåíèé, äîïóñêàþùèõ
òðàíñâåðñàëüíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà [5] è äëÿ ïîëíûõ êàðòàíîâûõ ñëîåíèé [6]. Â ([7], òåîðåìà 5) óêàçàí ðÿä óñëîâèé,
ýêâèâàëåíòíûõ ðèìàíîâîñòè ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî ñëîåíèÿ.

Èçâåñòåí êðèòåðèé ðèìàíîâîñòè äëÿ êîíôîðìíûõ ñëîåíèé (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q ,
q ≥ 3 , ñîãëàñíî êîòîðîìó ñëîåíèå (M,F ) ðèìàíîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî
ãðóïïû ãîëîíîìèè îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíû ([8], Òåîðåìà 1). Ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ
áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé ðàíãà îäèí
([9], Òåîðåìà 3).

Ïñåâäîðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ êîðåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè [10],
[11]. Îäíà èç ïðè÷èí � íåêîìïàêòíîñòü ïñåâäîîðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(k, n − k) , ñîîò-
âåòñòâóþùåé n -ìåðíîé ïñåâäîðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, â îòëè÷èå îò îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû
O(n) , ñîîòâåòñòâóþùåé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïñåâäîðèìàíîâû ñëîå-
íèÿ îáðàçóþò ìàëî èññëåäîâàííûé êëàññ ñëîåíèé.

Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -
êîöèêëîì, ïðè÷åì ñâÿçíîñòü ìîæåò èìåòü êðó÷åíèå (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.), êîðàçìåðíîñòü
ñëîåíèÿ (M,F ) ðàâíà q, à M � n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, 0 ≤ q ≤ n.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ áûëî ïñåâäîðèìàíîâûì è
ðèìàíîâûì.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Íèæíèé Íîâãîðîä; nzhukova@hse.ru

2 Ñòàæåð-èññëåäîâàòåëü êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = GL(q,R)×Rq ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû
GL(q,R) è âåêòîðíîé ãðóïïû Rq. Ãðóïïó G ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãðóïïó âñåõ
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Aff(Aq) q -ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Aq, à H =
= GL(q, R) êàê ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó àôôèííîé ãðóïïû Aff(Aq) â íåêîòîðîé òî÷êå.

Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ
êàðòàíîâûì ñëîåíèåì òèïà (G,H) (ñì. [12]). Äëÿ íåãî îïðåäåëåíî ñëîåíîå ðàññëîåíèå, êî-
òîðîå íàçûâàåòñÿ ñëîåíûì ðàññëîåíèåì òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãëàâíîå GL(q, R) -ðàññëîåíèå c ïðîåêöèåé π : R →M , ñî ñëîåíèåì (R,F) è èíäóöèðîâàí-
íîé GL(q, R) -ñâÿçíîñòüþ Q , îáëàäàþùåå äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè (Ïðåäëîæåíèå
4.1.). Ïðè ýòîì ñëîåíèå (R,F) íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì ñëîåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê (M,F ) .
Ñëîåíîå ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ èñïîëüçóåòñÿ íàìè äàëåå â ýòîé ðàáîòå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì, à Q � èíäóöèðî-
âàííàÿ ñâÿçíîñòü â ñëîåíîì ðàññëîåíèè òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ R(M,H) . Òîãäà äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñëîåíèå (M,F ) áûëî ïñåâäîðèìàíîâûì, çàäàííûì (N, gN) -êîöèêëîì, ãäå
gN � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà ñèãíàòóðû (k, q − k), 0 ≤ k ≤ q , ïàðàëëåëüíàÿ îòíîñè-
òåëüíî ñâÿçíîñòè ∇N , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè u ∈ R òàêîé,
÷òî ãðóïïà ãîëîíîìèè Φ(u) ñâÿçíîñòè Q ñ îïîðíîé òî÷êîé u ïðèíàäëåæèò ïñåâäîîð-
òîãîíàëüíîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) ãðóïïû GL(q, R) .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
(M,F ) áûëî ëîðåíöåâûì ñëîåíèåì, çàäàííûì (N, gN) -êîöèêëîì, ãäå ëîðåíöåâà ìåòðè-
êà gN ïàðàëëåëüíà îòíîñèòåëüíî ∇N , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðóïïà ãîëîíî-
ìèè Φ(u), u ∈ R , ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ R(M,H) áûëà ïîäãðóïïîé ãðóïïû
O(1, q − 1) .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì. Ñëîåíèå (M,F ) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðèìàíîâûì, çàäàííûì (N, g) êîöèêëîì, ãäå ∇g = 0 , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ãðóïïà ãîëîíîìèè Φ(u), u ∈ R , ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ R(M,H) ÿâëÿåòñÿ
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ëè GL(q, R) .

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) íàçû-
âàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé, åñëè ìåòðèêà g ïàðàëëåëüíà îòíîñèòåëüíà ýòîé ñâÿçíîñòè, òî åñòü,
åñëè ∇g = 0 .

Â ñëó÷àå, êîãäà (M,F ) � íóëüìåðíîå ñëîåíèå, èç Òåîðåìû 1.1. âûòåêàåò ñëåäóþùèé
êðèòåðèé Á.Ã. Øìèäòà [13] äëÿ ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.3. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé
ñâÿçíîñòüþ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè çàäàííîé ñèãíàòóðû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ãðóïïà ãîëîíîìèè ýòîé ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ïñåâäîîðòîãîíàëüíîé ãðóïïû
äàííîé ñèãíàòóðû.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà V ñëîåíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M îáúåäèíåíèå
N(Ui) ñëîåâ ñëîåíèÿ (M,F ) , ïåðåñåêàþùèõ V , íàçûâàåòñÿ íàñûùåíèåì ìíîæåñòâà V .

Ïóñòü (U,φ) � êàðòà íà ìíîãîîáðàçèè M , àäàïòèðîâàííàÿ ê ñëîåíèþ (M,F ), φ(U) =
Rk × Rq , ïðè÷åì φ−1(Rk × {c}) � ëîêàëüíûå ñëîè ñëîåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîäìíîãîîáðàçèå
D× = φ−1(Rk × {0}) íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì äèñêîì â U .
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Äëÿ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé êðè-
òåðèé ïñåâäîðèìàíîâîñòè, íîñÿùèé ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé õàðàêòåð: ãëîáàëüíûé ïî ñëîÿì
è ëîêàëüíûé ïî òðàíñâåðñàëÿì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, (U,φ) � ïðîèçâîëüíàÿ àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ M
è D � òðàíñâåðñàëüíûé äèñê â U . Ñëîåíèå (N(U), F ) , èíäóöèðîâàííîå íà íàñûùåíèè
N(U) ìíîæåñòâà U , ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì îòíîñèòåëüíî òðàíñâåðñàëüíîé ïñåâ-
äîðèìàíîâîé ìåòðèêè ñèãíàòóðû (k, q − k) , ïàðàëëåëüíîé îòíîñèòåëüíî òðàíñâåðñàëü-
íîé ñâÿçíîñòè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s : D → R òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ s(D) ïîäãðóïïà H(u) ãðóïïû H = GL(q,R) , îñòàâëÿþùàÿ èí-
âàðèàíòíûì ñëîé L(u) ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ, ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå O(k, q − k) ãðóïïû
H .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿç-
íîñòüþ ñóùåñòâóåò àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà (U,φ) ìíîãîîáðàçèÿ M , îáëàäàþùàÿ ñâîé-
ñòâàìè:

1) ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s : D → R òðàíñâåðñàëüíîãî äèñêà D â U òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè u ∈ s(D) ïîäãðóïïà H(u) ãðóïïû H = GL(q, R) , îñòàâëÿþùàÿ èíâàðè-
àíòíûì ñëîé L(u) ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ, ïðèíàäëåæèò O(k, q − k) ;

2) êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ ïåðåñåêàåò U ;
òî (M,F ) � ïñåâäîðèìàíîâî ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé èíâàðèàíòíîé ïñåâäîðèìà-

íîâîé ìåòðèêîé ñèãíàòóðû (k, q − k) , ïðè÷åì ýòà ìåòðèêà ïàðàëëåëüía îòíîñèòåëüíî
èñõîäíîé òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëü-
íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, (U,φ) � ïðîèçâîëüíàÿ àäàïòèðîâàííàÿ êàðòà ìíîãîîáðàçèÿ
M è D � òðàíñâåðñàëüíûé äèñê â U . Ñëîåíèå (N(U), F ) , èíäóöèðîâàííîå íà íàñûùå-
íèè N(U) ìíîæåñòâà U , ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-
åò ñå÷åíèå s : D → R òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ s(D) ïîäãðóïïà H(u) ãðóïïû
H = GL(q,R) , îñòàâëÿþùàÿ èíâàðèàíòíûì ñëîé L(u) ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ, ïðèíàäëå-
æèò îðòîãîíàëüíîé ïîäãðóïïå O(q) ãðóïïû H .

Ñëåäóÿ [14], ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç P (N,H) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé P → N .
×åðåç X(M) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, à ÷åðåç F(M) � àë-

ãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè M . Åñëè M � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíî-
ãîîáðàçèè M , òî ÷åðåç XM(M) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà M,
êàñàòåëüíûõ ê M .

Ïóñòü f : K → M � ñóáìåðñèÿ ìíîãîîáðàçèé è M � ðàñïðåäåëåíèå íà M , òî ÷å-
ðåç M̃ = f ∗M îáîçíà÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íà K òàêîå, ÷òî M̃ := {M̃u | u ∈ M}, ãäå
M̃u := {X ∈ TuK | f∗u(X) ∈ Mx, x = f(u)} , f∗u � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå
u .
Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 16-01-00312, è Ïðî-
ãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó, ïðîåêò � 98.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

2.1. Çàäàíèå ñëîåíèÿ N -êîöèêëîì

Ïóñòü N � q -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è M � ãëàäêîå n -ìåðíîå ( 0 ≤ q ≤ n ) ìíîãîîá-
ðàçèå. Â îòëè÷èå îò M ñâÿçíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà N íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.
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N -êîöèêëîì íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

• Ìíîæåñòâî {Ui | i ∈ I} îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå M .

• Îòîáðàæåíèÿ fi : Ui → N ÿâëÿþòñÿ ñóáìåðñèÿìè íà Vi = fi(Ui) ⊂ N ñî ñâÿçíûìè
ñëîÿìè.

• Åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì γij : fi(Ui ∩ Uj) → fj(Ui ∩ Uj),
óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó fi = γij ◦ fj äëÿ âñåõ x ∈ Ui ∩ Uj .

Ñåìåéñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ ñëîåâ ñóáìåðñèé fi èç ìàêñèìàëüíîãî N -êîöèêëà, ñîäåðæà-
ùåãî äàííûé N -êîöèêë {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , îáðàçóåò áàçó íîâîé òîïîëîãèè ζ â M. Êîì-
ïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè La, a ∈ A, òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, ζ) îáðàçó-
þò ðàçáèåíèå F ìíîãîîáðàçèÿ M, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì, çàäàííûì N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïñåâäîðè-
ìàíîâà ìåòðèêà gN ñèãíàòóðû (k, q − k) , ÷òî êàæäîå ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå γij
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, èíäóöèðîâàííûõ íà îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâàõ, òî ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì ñëîåíèåì òðàíñâåð-
ñàëüíîé ñèãíàòóðû (k, q − k) , à ìåòðèêà gN íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíîé ìåòðèêîé.
Åñëè ïðè ýòîì gN � ðèìàíîâà ìåòðèêà, òî ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì.

2.2. Îïðåäåëåíèå ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ

Çàäàíèå ñâÿçíîñòè â ãëàâíîì ðàññëîåíèè ëèíåéíûõ ðåïåðîâ ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ
îïåðàòîðà

∇ : X(M)× X(M) → X(M) : (X, Y ) 7→ ∇XY,

ãäå ∇XY � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Y âäîëü X [14]. Ïàðà
(M,∇) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ëèíåéíîé èëè àôôèííîé ñâÿçíîñòè, à ∇ � ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòüþ íà M .

Äèôôåîìîðôèçì f : M (1) → M (2) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè (M (1),∇(1)) è (M (2),∇(2)) , åñëè

f∗(∇(1)
X Y ) = ∇(2)

f∗X
f∗Y

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y ∈ X(M (1)) , ãäå f∗ � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ïóñòü ñëîåíèå (M,F ) çàäàíî N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I . Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇
òàêàÿ, ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì γij ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ
ñâÿçíîñòåé, èíäóöèðîâàííûõ ∇ íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ fi(Ui ∩Uj) è fj(Ui ∩Uj),
òî ãîâîðÿò, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå
(N,∇) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I .

3. Ïîñëîéíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà â àññîöèèðîâàííîì âåê-
òîðíîì ðàññëîåíèè

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè, êàê è âûøå, GL(m,R) ÷åðåç H . Ïóñòü P (K,H) � ãëàâíîå
H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé p : P → K íàä m -ìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì K .
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êó x ∈ Rm êàê îäíîñòîëáöîâóþ ìàòðèöó èç êîîðäèíàò â
ñòàíäàðòîì áàçèñå. Îïðåäåëèì ëåâîå äåéñòâèe îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(m,R) íà Rm

ñëåäóþùèì îáðàçîì
ρ : H × Rq → Rq : (A, x) 7→ Ax, (3.1)

ãäå A ∈ H � íåâûðîæäåííàÿ m -ìåðíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à Ax � ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèö.

Îïðåäåëèì ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû H íà ïðîèçâåäåíèè P × Rm ðàâåíñòâîì (u, ξ)·
·a× = (u · a, ρ(a−1) · ξ) , ãäå (u, ξ) ∈ P ×Rm , a ∈ H . Íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò E = P ×H Rm

åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðóåòñÿ ñòðóêòóðà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à îòîáðàæåíèå
πE : E → K : (u, ξ) · H 7→ u · H îïðåäåëÿåò ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîå-
íèå ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì Rm , êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç E(K,Rm, H, P ) è íàçûâàåòñÿ
àññîöèèðîâàííûì c H -ðàññëîåíèåì P (K,H) .

Â ñòàíäàðòíîì ñëîå Rm îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

g0(ξ, η) := −ξ1η1 − ...− ξkηk + ξk+1ηk+1 + ...+ ξmηm (3.2)

äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ξ , η èç Rm , ãäå ξT = (ξ1, ..., ξm) , ηT = (η1, ..., ηm) .
Íàïîìíèì, ÷òî Em

k = (Rm, g0) � ïñåâäîåâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èíäåêñà k
ñèãíàòóðû (k,m− k) , à

O(k,m) := {a ∈ H | g0(aξ, aη) = g0(ξ, η) ξ, η ∈ |Rm}−

ïñåâäîîðòîãîíàëüíàÿ ïîäãðóïïà (òîãî æå èíäåêñà è ñèãíàòóðû) ãðóïïû H = GL(m,R) .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè E(K,Rm, H, P ) çàäàíà

ïîñëîéíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà g . Îáîçíà÷èì ÷åðåç P̂ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê u ∈ P
òàêèõ, ÷òî g(u(ξ), u(η)) = g0(ξ, η) , ãäå u : Rm → TxK , x = πE(u) , ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëåííîå ïî ðàâåíñòâó êîîðäèíàò âåêòîðîâ â
áàçèñå u è â ñòàíäàðòíîì áàçèñå â Rm ñîîòâåòñòâåííî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî P̂ �
ïðîñòðàíñòâî ðåäóöèðîâàííîãî ïîäðàññëîåíèÿ ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé O(k,m− k) .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî Ïðåäëîæåíèþ 1.5 Ãëàâû III èç [14].
Îíî èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.1.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü g � ïîñëîéíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà â âåê-
òîðíîì ðàññëîåíèè E(K,Rm, H, P ) è P̂ (M,O(k,m−k)) � ðåäóöèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå

â P (K,H) , îïðåäåëÿåìîå óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì ïðè ïîìîùè g . Ñâÿçíîñòü Q̂ â P̂
ðåäóöèðîâàííà ê ñâÿçíîñòè Q â P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåòðèêà g ïàðàëëåëüíà
îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇ â E , èíäóöèðîâàííîé H -ñâÿçíîñòüþ Q .

4. Ñëîåíîå ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ

Ïóñòü, êàê è âûøå, N � âîçìîæíî íåñâÿçíîå q -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, (M,F )
� ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I , íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M .

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè GL(q, R) = H . Ïóñòü P = P (N,GL(q, R)) � ãëàâíîå H -
ðàññëîåíèå ðåïåðîâ íàä N ñ ïðîåêöèåé p : P → N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pi× = p−1(Vi) � ïîä-
ðàññëîåíèå H -ðàññëîåíèÿ P, ãäå Vi× = fi(Ui) , è Ri× = f ∗

i Pi = {(x, z) ∈ Ui × Pi | fi(x) =
= p(z)} � ïðîîáðàç ðàññëîåíèÿ Pi îòíîñèòåëüíî ñóáìåðñèè fi . Òîãäà îïðåäåëåíû ïðîåê-
öèè pi : Ri → Ui : (x, z) 7→ x è fi : Ri → Pi : (x, z) 7→ z, ãäå (x, z) ∈ Ri . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíî q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèþ
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F, òî åñòü TxM = TxF ⊕Mx äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M. Îòîæäåñòâèì âåêòîðíîå ôàêòîð-
ðàññëîåíèå TM/TF ñ ðàñïðåäåëåíèåì M.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåïåð z = {εi} , i = 1, q , â òî÷êå v ∈ N , εi ∈ TvN , êàê îòîá-
ðàæåíèå z : Rq → TvN : λiEi 7→ λiεi , ãäå Ei � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rq , à ïî i èäåò
ñóììèðîâàíèå îò 1 äî q . Òî÷êó (x, z) ∈ Ri ìû ðàññìàòðèâàåì êàê òàêîé áàçèñ {eα} â
ïðîñòðàíñòâå Mx, ÷òî fi∗xeα = ϵα, ãäå α = 1, ..., q, {ϵα} = z � ðåïåð â òî÷êå v = fi(x) ∈ N.
Íàçîâåì ïàðó (x, z) M -ðåïåðîì èëè òðàíñâåðñàëüíûì ðåïåðîì â òî÷êå x .

Â íåñâÿçíîé ñóììå Y = ⊔i∈IRi ââåäåì áèíàðíîå îòíîøåíèå S ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ (x, z) ∈ Ri, (x̃, z̃) ∈ Rj ïîëîæèì (x, z) = S(x̃, z̃), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ: 1) x = x̃ ∈ Ui ∩ Uj è 2) z̃ = γij∗x ◦ z, ãäå γij∗x � äèôôåðåíöèàë ëîêàëüíîãî
äèôôåîìîðôèçìà γij òî÷êå x .

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå S ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè â Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç R = Y/S ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïî
S è ÷åðåç f : Y → R ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîð-îòîáðàæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñóæåíèå
f|Ri

: Ri → Ũi := f(Ri) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé äëÿ êàæäîãî i ∈ I . Òðåáîâàíèåì, ÷òîáû âñå
ñóæåíèÿ f |Ri

áûëè äèôôåîìîðôèçìàìè, ìû îïðåäåëèì ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
â R.

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî {Ũi, f̃i, {Γij}}i,j∈I , ãäå f̃i := fi ◦ (f |Ri
)−1 : Ũi → Pi è Γij :

f̃j(Ũi ∩ Ũj) → f̃i(Ũi ∩ Ũj) : z 7→ γij∗x ◦ z , äëÿ êàæäîãî z ∈ f̃j(Ũi ∩ Ũj) ÿâëÿåòñÿ P -
êîöèêëîì, îïðåäåëÿþùèì íåêîòîðîå ñëîåíèå (R,F) , ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ ñëîåíèÿ (M,F ) .

Çàìåòèì, ÷òî R(M,H) � ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé π : R →M . Èç îïðåäå-
ëåíèÿ ñëîåíèÿ (R,F) âûòåêàåò, ÷òî ñëîè (R,F) ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñîîòâåòñòâó-

þùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) . Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå M̃ := π∗M òðàíñâåðñàëüíî ñëîåíèþ
(R,F) .

Ñâÿçíîñòü ∇N íà N èíäóöèðóåò ñâÿçíîñòü Q0 â H -ðàññëîåíèè P (N,H) . Ïóñòü β0
� h -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà, à θ0 � êàíîíè÷åñêàÿ 1 -ôîðìà ñâÿçíîñòè Q0 íà P . Ðàâåíñòâà
β|Ũi

:= f̃ ∗
i β0 è θ|Ũi

:= f̃ ∗
i θ0, ãäå i ∈ I, îïðåäåëÿþò h -çíà÷íóþ 1 -ôîðìó β è Rp -çíà÷íóþ

1 -ôîðìó θ íà ìíîãîîáðàçèè R. H -ýêâèâàðèàíòíîñòü 1 -ôîðì β0 è θ0 íà P âëå÷åò
H -ýêâèâàðèàíòíîñòü 1 -ôîðì β è θ íà R .

Ïóñòü, êàê è âûøå, G = H n Rq � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû H è àáåëåâîé
ãðóïïû Rq , à g � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè G . Ðàâåíñòâî ω(X)× = β(X) + θ(X) , ãäå
X ∈ X(R) , îïðåäåëÿåò g -çíà÷íóþ H -ýêâèâàðèàíòíóþ 1 -ôîðìó ω íà R . Èç îïðåäåëåíèÿ
β è θ ñëåäóåò, ÷òî ýòè 1 -ôîðìû ïðîåêòèðóåìû îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ (R,F) . Ïîýòîìó
ω � òàêæå ïðîåêòèðóåìàÿ 1 -ôîðìà, òî åñòü LXω = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈
XTF(R).

Ðàâåíñòâî Q|Ũi
× = f̃ ∗

i (Q0) ∀i ∈ I îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü Q â H -ðàññëîåíèè R(M,H) .
Çàôèêñèðóåì áàçèñ Eα àëãåáðû Ëè g ãðóïïû Ëè G = H n Rq . Òîãäà â ëþáîé òî÷êå

u ∈ R îïðåäåëåí òðàíñâåðñàëüíûé ðåïåð Xα× = (ω|M̃u
)−1(Eα) . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäå-

ëåíî òàêîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM̃(R) , ÷òî ω(Xα) = Eα . Âåêòîðíûå ïîëÿ Xα

îïðåäåëÿþò òðàíñâåðñàëüíóþ ïàðàëëåëèçàöèþ ñëîåíèÿ (R,F) , ïîýòîìó (R,F) ÿâëÿåòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìûì èëè e -ñëîåíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N)− êîöèêëîì. Ïóñòü H = GL(q,R) ,
G = HnRq , à h , g � àëãåáðû Ëè ãðóïï Ëè H è G ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îïðåäåëåíû:

1) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå π : R →M ;
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2) H -èíâàðèàíòíîå e -ñëîåíèå (R,F) , ñëîè êîòîðîãî ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) ;

3) h -çíà÷íàÿ 1-ôîðìà β è g -çíà÷íàÿ 1-ôîðìà ω íà R , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

(i) β(A∗) = A äëÿ ëþáîãî A ∈ g, ãäå A∗ � ôóíäàìåíòàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó A ;

(ii) ðàâåíñòâî R∗
aβ = AdG(a

−1)ω âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî a ∈ H , ãäå AdG �
ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G â åå àëãåáðå Ëè g ;

(iii) ïðîèçâîäíàÿ Ëè LXω ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XTF(R) ;

(iv) β � 1 -ôîðìîé ñâÿçíîñòè Q , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóå-
ìóþ îòíîñèòåëüíî (R,F) , â H -ðàññëîåíèè R(M,H) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå π : R → M , óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå ïðåäëîæåíèþ 4.1., íàçûâàåòñÿ ñëîåíûì ðàññëîåíèåì òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ, à e -
ñëîåíèå (R,F) íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì ñëîåíèåì [15].

Ñîõðàíèì ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ.
Ç à ì å ÷ à í è å. Çàìåòèì, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâûì ñëîåíèåì ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé
ξ = (P (N,H), ω0) , ãäå ω0 = β0 + θ0 � g -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòè íà
ìíîãîîáðàçèè P [12].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.1.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ çà-

äàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, γij}i,j ∈ I .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M,F ) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì ñëîåíèåì, çàäàííûì (N, gN)

êîöèêëîì, ãäå gN � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû (k, q − k) , ïàðàë-
ëåëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇N . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü gN êàê ïîñëîéíóþ ìåòðèêó
â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëü-
íûì ðàññëîåíèåì ê ìíîãîîáðàçèþ N . Ìåòðèêà gN îïðåäåëÿåò óêàçàííûì âûøå îáðàçîì
ðåäóêöèþ P̂ (N,O(k, q − k)) H -ðàññëîåíèÿ P (N,H) ê çàìêíóòîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) .

Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.1. â ýòîì ñëó÷àå, áëàãîäàðÿ âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ ∇NgN =
= 0 , ñâÿçíîñòü Q0 â H -ðàññëîåíèè P (N,H) ðåäóöèðóåìà ê ñâÿçíîñòè Q̂0 â O(k, q− k) -

ðàññëîåíèè P̂ . Òàê êàê ñëîåíèå (M,F ) ïñåâäîðèìàíîâî, çàäàííîå (N, gN) êîöèêëîì, òî
êàæäûé ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì

γij : fj(Ui ∩ Uj) → fi(Ui ∩ Uj) i, j ∈ I,

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (fj(Ui ∩ Uj), gfj(Ui∩Uj)) è
(fi(Ui ∩ Uj), gfi(Ui∩Uj)) c èíäóöèðîâàííûìè ïñåâäîðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè.

Ìû ïî-ïðåæíåìó ôèêñèðóåì q -ìåðíîå ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå M , òðàíñâåðñàëüíîå
ñëîåíèþ (M,F ) , êîòîðîå îòîæäåñòâëåíî ñ âåêòîðíûì ôàêòîð ðàññëîåíèåì TM/TF .

Èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå ðàññëîåíèå P̂ (N,O(k, q−k)) , òàêæå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ïðåä-
ëîæåíèÿ 4.1. ìû ñòðîèì ñëîåíîå ðàññëîåíèå R̂(M,O(k, q−k)) ñî ñëîåíèåì (R̂, F̂) è ñòðóê-

òóðíîé ãðóïïîé Ĥ = O(k, q−k) , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèåé H -ðàññëîåíèÿ R ê çàìêíó-

òîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) . Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñëîåíèå F̂ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì

ñëîåíèÿ F íà ïîäìíîãîîáðàçèå R̂ .
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Êàê èçâåñòíî ([14], Ãëàâà III), H -ñâÿçíîñòü Q â ãëàâíîì ðàññëîåíèè R(M,H) îïðå-
äåëÿåò ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü

∇ : X(M)× XM(M) → XM(M) (4.3)

â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè E(M,Rq, H,R) .
Òàê êàê fi∗x : Mx → TvN , ãäå v = fi(x) , i ∈ I ,� èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,

òî íà Mx ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà gx òàêàÿ, ÷òî fi∗x � èçîìåò-
ðèÿ ïñåâäîåâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (Mx, gx) è (TvN, g

N
v ) . Ïîñêîëüêó êàæäîå

γij , i, j ∈ I , ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé, ìåòðèêà gx íå çàâèñèò îò âûáîðà ñóáìåðñèè fi : Ui → Vi
èç óêàçàííîãî (N, gN) -êîöèêëà. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ∇NgN = 0 è îïðåäåëåíèå ìåòðèêè g ,
íåòðóäíî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà ∇g = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì ñëîå Mx = π−1
E (x) , x ∈ M , âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

E(M,Rq, H,R) îïðåäåëåíà ìåòðèêà gx , êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíî-
ñå îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇ , óêàçàííîé â (4.3). Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.1. ïðè ýòîì

ñâÿçíîñòü Q â ãëàâíîì ðàññëîåíèè R(M,H) ðåäóöèðóåòñÿ ê ñâÿçíîñòè Q̂ â ðåäóöèðî-

âàííîì ðàññëîåíèè R̂(M,O(k, q − k)) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ R ãðóïïà
ãîëîíîìèè Φ(u) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ Φ(u) ⊂ O(k, q − k).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì è R(M,H) åãî ðàññëîåíèå
òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ. Ïóñòü Q � H -èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà R , óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ Ïðåäëîæåíèÿ 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà u , ÷òî
ãðóïïà ãîëîíîìèè Φ(u) ñâÿçíîñòè Q ñ îïîðíîé òî÷êîé u ïðèíàäëåæèò ïñåâäîîðòîãî-
íàëüíîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) ãðóïïû H . Ñîãëàñíî ([14], Ãëàâà 2, Òåîðåìà 7.1) ñóùå-

ñòâóåò ðåäóêöèÿ R̂(M,Φ(u)) H -ðàññëîåíèÿ R(M,H) ê ïîäãðóïïå Ëè Φ(u) ãðóïïû H .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñâÿçíîñòü Q ðåäóöèðóåòñÿ ê ñâÿçíîñòè Q̂ íà R̂ .
Íàïîìíèì, ÷òî êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ â R íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé, åñëè êàæ-

äûé åå ãëàäêèé êóñîê ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ Q . Êàê èçâåñòíî,
ìíîãîîáðàçèå R̂ îáðàçîâàíî âñåìè òî÷êàìè èç R , êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ñ òî÷êîé u
ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëîåíèÿ (R,F) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå TF ⊂ Q , ïîýòîìó ëþáûå äâå
òî÷êè ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ (R,F) ìîæíî ñîåäèíèòü ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè z ∈ R̂, òî ñëîé L(z) , ïðîõîäÿùèé ÷åðåç z , ïðèíàäëåæèò R̂ . Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî R̂(M,Φ(u)) ÿâëÿåòñÿ ñëîåíûì ðàññëîåíèåì è T F̂ ⊂ Q̂ äëÿ èíäóöèðîâàííîãî

ñëîåíèÿ (R̂, F̂) .
Ïóñòü ∇ : X(M) × XM(M) → XM(M) � ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü â àññîöèèðîâàííîì ñ

R̂(M,Φ(u)) âåêòîðíîì ðàññëîåíèè Ê(M,Rq,Φ(u),R) , ïîñòðîåííîì ñ ïîìîùüþ ëåâîãî äåé-
ñòâèÿ ρ̂ = ρ|Φ(u)×Rq , ãäå ρ îïðåäåëåíî âûøå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψx0 ãðóïïó ãîëîíîìèè
ñâÿçíîñòè ∇ â òî÷êå x0 = π(u) , ïðè÷åì u � òî÷êà èç R , â êîòîðîé ïî óñëîâèþ òåîðåìû
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Φ(u) ⊂ O(k, q − k) .

Ïîñêîëüêó ðåïåð u ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ u : Mx0 → Rm , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïñåâäîåâêëèäîâà ìåòðèêà gx0 ñèãíà-
òóðû (k, q−k) â Mx0 òàêàÿ, ÷òî u : (Mx0 , gx0) → (Rm, g0) � èçîìåòðèÿ ïñåâäîåâêëèäîâûõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ãðóïïà Ψx0 îáðàçîâàíà ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Mx0 ,
îïðåäåëåííûìè ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âåêòîðîâ X ∈ Mx0 âäîëü êóñî÷íî ãëàäêèõ ïå-
òåëü, çàìêíóòûõ â x0 , îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇ . Èç âûïîëíåíèÿ âêëþ÷åíèÿ
Φ(u) ⊂ O(k, q − k) âûòåêàåò, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âûøå ïñåâäîåâêëèäîâà ìåòðèêà g0 â âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå Mx0 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ãîëîíîìèè Ψx0 .
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Ñîåäèíèì òî÷êó x0 ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé x êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé h : [0, 1] →M ,
h(0) = x0 è h(1) = x . Îáîçíà÷èì ÷åðåç τh : Mx0 → Mx ëèíåéíûé èçîìîðôèçì ïðî-
ñòðàíñòâ, çàäàííûé ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âåêòîðîâ âäîëü êðèâîé h . Òðåáîâàíèåì,
÷òîáû τh áûëî èçîìåòðèåé, ìû îïðåäåëÿåì ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó ñèãíàòóðû (k, q−k)
â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Mx . Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü g0 îòíîñèòåëüíî Ψx0 , íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìåòðèêà gx íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè h , ñîåäèíÿþùåãî x0 ñ x .

Òàêèì îáðàçîì, â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè Ê(M,Rq,Φ(u),R) îïðåäå-
ëåíà ïîñëîéíàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà g , êîòîðàÿ, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, ïàðàëëåëüíà
îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇ .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ìåòðèêè g âäîëü ëþáîãî ïóòè, ïðèíàäëåæà-
ùåãî êàêîìó-ëèáî ëîêàëüíîìó ñëîþ ñëîåíèÿ (M,F ) â îêðåñòíîñòè Ui , i ∈ I , ýêâèâàëåí-
òåí ïðîåêòèðóåìîñòè g âäîëü ýòîãî ñëîÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòðèêà g òðàíñâåðñàëüíî
ïðîåêòèðóåìà îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ (M,F ) . Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ñóáìåðñèè fi : Ui → Vi
òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ëèíåéíûå èçîìîðôèçìû fi∗x : Mx → TvN , ãäå v = fi(x) , áûëè èçî-
ìåòðèÿìè, îïðåäåëÿþò ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó gN ñèãíàòóðû (k, q−k) íà ìíîãîîáðàçèè
N , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå γij � ëîêàëüíûå èçîìåòðèè.

Ïîñêîëüêó ñëîåíèå (R̂, F̂) ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì ñëîåíèÿ (R,F) íà R̂ , à ñâÿçíîñòü

Q̂ � ñóæåíèåì H -ñâÿçíîñòè Q íà R̂ , òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðîåêòèðóå-
ìîñòü Q îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ (R,F) âëå÷åò ïðîåêòèðóåìîñòü Q̂ îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ

(R̂, F̂) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçíîñòü Q̂ èíäóöèðóåò O(k, q−k) -ñâÿçíîñòü Q̂0 íà P̂ , êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèåé H -ñâÿçíîñòè Q0 íà P . Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.1. ýòî ýêâèâàëåíò-
íî ïàðàëëåëüíîñòè ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêè gN îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇N ,
òî åñòü ∇NgN = 0.

Òàêèì îáðàçîì, (M,F ) � ïñåâäîðèìàíîâî ñëîåíèå òðàíñâåðñàëüíîé ñèãíàòóðû (k, q−
k) , à åãî òðàíñâåðñàëüíàÿ ìåòðèêà ïàðàëëåëüíà îòíîñèòåëüíî òðàíñâåðñàëüíîé ñâÿçíîñòè
∇N .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ñ ë å ä ñ ò â è ÿ 1.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëü-
íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, à R(M,H) ñî ñëîåíèåì (R,F) îáðàçóåò ñëîåíîå ðàññëîåíèå
òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ íàä (M,F ) . Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òî÷êà u ∈ R , äëÿ êîòî-
ðîé ãðóïïà ãîëîíîìèè Φ(u) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå Ëè
H = GL(q, R) . Ñëåäîâàòåëüíî, Φ(u) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé
ïîäãðóïïå K ãðóïïû H . Òàê êàê îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(q) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé
êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû H , òî îíà ñîïðÿæåíà ñ K . Ïóñòü x = π(u) . Êîãäà u
ïðîáåãàåò ñëîé π−1(x) , ãðóïïà Φ(u) ïðîáåãàåò âåñü êëàññ ïîäãðóïï, ñîïðÿæåííûõ ñ ãðóï-
ïîé K . Ïîñêîëüêó â ýòîì êëàññå ñîäåðæèòñÿ O(q) , íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà û ∈ π−1(x) , ÷òî
Φ(û) ⊂ O(q).

Ðàññìàòðèâàÿ O(q) êàê ãðóïïó O(k, q − k) ïðè k = 0 è ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 1.1., ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî (M,F ) � ðèìàíîâî ñëîåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ò å î ð å ì û 1.2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.
Ïóñòü U � êîîðäèíàòíàÿ îêðåñòíîñòü àäàïòèðîâàííîé êàðòû (U,φ) ìíîãîîáðàçèÿ M ,

D � òðàíñâåðñàëüíûé äèñê â U è s : D → R � ñå÷åíèå, îáëàäàþùåå óêàçàííûì â òåîðåìå
ñâîéñòâîì. Îáîçíà÷èì òîé æå áóêâîé ñëîåíîå ñå÷åíèå s : U → R , ÿâëÿþùååñÿ ïðîäîë-
æåíèå ñå÷åíèÿ s : D → R , ïðè êîòîðîì ëîêàëüíûå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) îòîáðàæàþòñÿ
â ëîêàëüíûå ñëîè ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ (R,F) . Áëàãîäàðÿ ëîêàëüíîìó ðàññìîòðåíèþ òàêîå
ñå÷åíèå ñóùåñòâóåò. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òðèâèàëèçàöèÿ
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h : π−1(U) → U ×H ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ π : R → M â îêðåñòíîñòè U ,
ïðè êîòîðîé h(s(U)) = U × {e} , ãäå e � åäèíèöà ãðóïïû H .

Ïîëîæèì W = h−1(U × O(k, q − k)) . Ïîêàæåì, ÷òî íàñûùåíèå N(W ) ìíîæåñòâà W
îòíîñèòåëüíî ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ (R,F) ÿâëÿåòñÿ ñëîåíûì O(k, q − k) -ðàññëîåíèåì äëÿ
ñëîåíèÿ (N(U), F ) . Ïîñêîëüêó íàñûùåíèå îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà îòêðûòî, N(W ) �
îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â R .

Ïîêàæåì, ÷òî π−1(U)∩N(W ) = W . Äëÿ ëþáîãî ñëîÿ L(u) , u ∈ R , ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ
÷åðåç H(u) = {a ∈ H |RaL(u) = L(u)} îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðóïïà ñòðóêòóðíîé ãðóïïû
H , îñòàâëÿþùàÿ ýòîò ñëîé èíâàðèàíòíûì. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû äëÿ ëþáîé òî÷êè
u ∈ s(D) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå H(u) ⊂ O(k, q − k) è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî âêëþ÷åíèå
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ s(U) . Ïîýòîìó π−1(x) ∩ L(u) ⊂ W äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ U è u = s(x) . Ïóñòü òåïåðü v � ëþáàÿ òî÷êà èç W . Òàê êàê W := h−1(U×O(k, q−k)) ,
òî íàéäóòñÿ a ∈ O(k, q−k) è u ∈ s(U) òàêèå, ÷òî v = ua . Â ýòîì ñëó÷àå H(v) = a−1H(u)a ,
ñëåäîâàòåëüíî, H(v) ⊂ O(k, q − k) äëÿ ëþáîé òî÷êè v ∈ W . Ïîñêîëüêó W èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû O(k, q − k) , ýòî âëå÷åò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî π−1(U) ∩ N(W ) = W .
Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî N(W ) ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèåé ðàññëîåíèÿ
ðåïåðîâ íàä M ê çàìêíóòîé ïîäãðóïïå O(k, q − k) ãðóïïû H .

Òàêèì îáðàçîì, πN(W ) : N(W ) → N(U) � ïðîåêöèÿ ñëîåíîãî O(k, q − k) -ðàññëîåíèÿ
íàä (N(U), F ) . Çàìåòèì, ÷òî ñóæåíèå ôîðìû ñâÿçíîñòè β íà W ÿâëÿåòÿ so(k, q − k) -
çíà÷íîé 1 -ôîðìîé ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè íà W , òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé îòíîñè-
òåëüíî ñëîåíèÿ (N(W ),F) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (N(U), F ) � ïñåâäîðèìàíîâî ñëîåíèå òðàíñ-
âåðñàëüíîé ñèãíàòóðû (k, q − k) .

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.
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A criterion for foliations with transverse linear connection

to be pseudo-Riemannian

c⃝ N. I. Zhukova3, K. I. Sheina4,

Abstract. We obtain necessary and su�cient conditions for a foliation of codimension q on n -
dimensional manifold with transverse linear connection to admit a transverse invariant pseudo-
Riemannian metric of a given signature which is parallel with the respect to the indicated
connection. In particular we obtain a criterion for a foliation with transverse linear connection
to be Riemannian foliation.
Key Words: foliation, linear connection, holonomy group of a connection, the germ holonomy
group of a leaf
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ÓÄÊ 519.254

Èäåíòèôèêàöèÿ ARX ñèñòåì Âèíåðà äðîáíîãî ïîðÿäêà

ïðè íàëè÷èè ïîìåõè âî âõîäíîì ñèãíàëå

c⃝ Ä. Â. Èâàíîâ1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ ARX (Autoregressive
with exogenous input) ñèñòåì Âèíåðà äðîáíîãî ïîðÿäêà ïðè íàëè÷èè ïîìåõ âî âõîäíûõ ñèãíà-
ëàõ. Ïðåäëîæåí êðèòåðèé äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ äàííûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-
áîé îáîáùåíèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîìåõàõ êëàññà ìàðòèíãàë-
ðàçíîñòè, ïîëó÷àåìûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ áóäóò îáëàäàòü ñâîéñòâîì ñèëüíîé ñîñòîÿòåëüíî-
ñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé äèñïåðñèè ïîìåõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ îöå-
íîê äîñòàòî÷íî çíàòü îòíîøåíèå èõ äèñïåðñèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ, ñèñòåìà Âèíåðà, ðàçíîñòü äðîáíîãî
ïîðÿäêà, ïîìåõà íàáëþäåíèÿ, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê

1. Ââåäåíèå

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû âñå áîëüøåå ïðèìåíåíèå íàõîäÿò óðàâ-
íåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè è ðàçíîñòÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà. Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ïðîñòîé
èíòåðïðåòàöèè, êîòîðîé îáëàäàþò ïðîèçâîäíûå, èíòåãðàëû è ðàçíîñòè öåëûõ, ìîäåëè,
îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà, ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî òî÷íî ìîäåëèðîâàòü
ìíîãèå ïðîöåññû â ôèçèêå è òåõíèêå[1-4], àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ðàçäåë òåîðèè óïðàâëåíèÿ
ñâÿçàííûé ñ ñèíòåçîì ðåãóëÿòîðîâ äðîáíîãî ïîðÿäêà. Â ñâÿçè ñ àêòèâíûì ðàçâèòèåì è
ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèé ñ ðàçíîñòÿìè è ïðîèçâîäíûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ñòàëè òàêæå àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè
ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè è ðàçíîñòÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà.

Ïðè èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ëè-
íåéíûå ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ëèíåéíûå ìîäåëè ïðîñòû â îïèñàíèè è ÷àñòî îáåñïå-
÷èâàþò àäåêâàòíóþ òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Îäíàêî ñóùåñòâóåò
îãðîìíîå ÷èñëî ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà-
÷à èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íå èìååò ðåøåíèÿ è âîçìîæíî ãîâîðèòü ëèøü îá
èäåíòèôèêàöèè íåêîòîðûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, òàêèõ êàê ñèñòåìû êëàññà Ãàììåð-
øòåéíà, Âèíåðà, Âîëüòåððà, áèëèíåéíûå ñèñòåìû è ò.ä. Èäåíòèôèêàöèÿ äàæå îòäåëüíûõ
êëàññîâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè ïîìåõ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè,
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé. Èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî-
ñâÿùåíû [4-9].

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü ñèëüíî ñîñòîÿòåëüíûå
îöåíêè ïàðàìåòðîâ ARX ñèñòåì êëàññà Âèíåðà äðîáíîãî ïîðÿäêà ïðè íàëè÷èè ïîìåõè âî
âõîäíîì ñèãíàëå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ ëèíåéíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ ðàç-
íîñòÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà:

1 Äîöåíò êàôåäðû ìåõàòðîíèêè â àâòîìàòèçèðîâàííûõ ïðîèçâîäñòâàõ, Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, ã. Ñàìàðà; dvi85@list.ru
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zi =
r∑

m=1

b
(m)
0 ∆αmzi−1 +

r1∑
m=1

a
(m)
0 ∆βmxi + ςi, yi = f (zi) , wi = xi + ζi, (2.1)

ãäå f (•) - íåëèíåéíàÿ îáðàòèìàÿ áåðîâñêàÿ ôóíêöèÿ,

0 < α1 . . . < αr, 0 < β1 . . . < βr1 ,Γ(α) =

∫ ∞

0

e−ttα−1dt,

∆αmzi =
i∑

j=0

(
αm

j

)
zi−j, ∆

βmxi =
i∑

j=0

(
βm
j

)
xi−j,(

αm

j

)
= (−1)j

Γ(αm + 1)

Γ(j + 1)Γ(αm − j + 1)
,

(
βm
j

)
= (−1)j

Γ(βm + 1)

Γ(j + 1)Γ(βm − j + 1)
.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâàÿ. Èñòèííûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû ïðèíàäëåæàò êîì-

ïàêòíîìó ìíîæåñòâó B̃ .
2. Ïîìåõè {ςi} , {ζi} ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòÿìè è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

E
(
ςi+1/F

(i)
ς

)
= 0, E

(
ζi+1/F

(i)
ζ

)
= 0 ï.í.,

E
(
ς2i+1/F

(i)
ς

)
< Wς , E

(
ζ2i+1/F

(i)
ζ

)
< Wζ ï.í,

E (ς2i ) <∞, E (ζ2i ) <∞ ï.í.,

ãäå F
(i)
ς , F

(i)
ζ − σ - àëãåáðû, èíäóöèðîâàííûå ñåìåéñòâàìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{ςt, ζt, t ∈ Ti} , Ti = {t; t ≤ i, t ∈ Zc -ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë};
Wς ,Wζ - ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, E (Wς) <∞, E (Wζ) <∞ ï.í.
3. {xi} ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñèò îò {ςi} , {ζi} .
4. {ςi} , {ζi} ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñÿò ìåæäó ñîáîé.
5. Äëÿ ïîìåõè {ζi} âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
N→∞

1

N

[
N∑
i=1

φ
(i)
ζ

(
φ
(i)
ζ

)T]
= lim

N→∞

1

N

[
N∑
i=1

E

(
φ
(i)
ζ

(
φ
(i)
ζ

)T)]
=

 h
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ζ . . . h

(r11)
ζ

...
. . .

...

h
(1r1)
ζ . . . h

(r1r1)
ζ

 = Hζ ,

ãäå φ
(i)
ζ =

(∑i
j=0

(
β1
j

)
ζi−j, . . . ,

∑i
j=0

(
βr1
j

)
ζi−j

)T

,

ïðè÷åìHζ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
6. Âõîäíîé ñèãíàë xi ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
N→∞

1
N

∑N
i=1

( (
φ
(i)
z

)T (
φ
(i)
x

)T )T ( (
φ
(i)
z

)T (
φ
(i)
x

)T )
=

(
Hzz Hzx

(Hzx)
T Hxx

)
= H ï.í.,

ãäå φ
(i)
z =

(∑i
j=0

(
α1

j

)
zi−j−1, . . . ,

∑i
j=0

(
αr

j

)
zi−j−1

)T

,

φ
(i)
x =

(∑i
j=0

(
β1
j

)
xi−j, . . . ,

∑i
j=0

(
βr1
j

)
xi−j

)T

,

ïðè÷åì H ñóùåñòâóåò, îãðàíè÷åíà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Íåîáõîäèìî îöåíèòü íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé

óðàâíåíèåì (2.1) ïî íàáëþäåíèÿì yi, wi ïðè èçâåñòíûõ ïîðÿäêàõ r, r1, αm, βm .
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3. Êðèòåðèé äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (2.1) â âèäå ëèíåéíîé ðåãðåññèè

yi = φT
i θ0 + εi, (3.1)
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)T

,

φ
(i)
w =

(∑i
j=0(−1)j

(
β1
j

)
wi−j, . . . ,

∑i
j=0(−1)j

(
βr1
j

)
wi−j

)T
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b
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)T
, a0 =
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.

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1-3, òîãäà E(εi) = 0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî E(ζi) = 0 , E(ςi) = 0,

òîãäà èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå 3 ìîæíî ïîêàçàòü
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Ë å ì ì à 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 2-6, òîãäà äèñïåðñèÿ îáîáùåííîé
îøèáêè ðàâíà
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèè
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2 ,

òàê êàê E(εi) = 0 , òî

σ̄2
ε = lim

N→∞
1
N

∑N
i=1E (ε2i ) = lim

N→∞
1
N

∑N
i=1E

(
ςi − aT0 φ

(i)
ζ

)2
=

= lim
N→∞

1
N

∑N
i=1 (ς

2
i + aT0 φ

(i)
ζ

(
φ
(i)
ζ

)T
a0 − 2 ςia

T
0 φ

(i)
ζ

)
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.1 [9, ñ.12, 10] äëÿ ςi , ζi è ïðåäïîëîæåíèÿ 3-5 ïîëó÷èì

lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

(
ς2i + aT0 φ

(i)
ζ

(
φ
(i)
ζ

)T
a0

)
= σ̄2

ς + aT0Hζa0.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2 [9, ñ.13, 11] è ëåììó 1 äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïîëó÷àåì

lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

2ζib
T
0 φ

(i)
ξ = 0.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 2



44 Ä. Â. Èâàíîâ

Áóäåì èñêàòü îöåíêè θ̂(N) êîýôôèöèåíòîâ θ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñëåäóþùåãî êðè-
òåðèÿ:

min
θ∈B̃

N∑
i=1

(
f−1 (yi)− φT

i θ
)2

σ̄2
ς + aTHζa

= min
θ∈B̃

UN(b, a)

ω(a)
. (3.2)

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (2.1) ñ
íà÷àëüíûìè íóëåâûìè óñëîâèÿìè è âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 1-6. Òîãäà îöåíêà êî-
ýôôèöèåíòîâ θ̂(N) , îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (3.2) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííàÿ è ñõî-
äèòñÿ ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ êîýôôèöèåíòîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, ò.å.

θ̂(N)−−−→
N→∞

θ0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè äîêàçàííûõ âûøå ëåììàõ äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ
àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì ðàáîòû [7] .

4. Ñëó÷àé ãîìîñêåäàñòè÷åñêèõ ïîìåõ

Ïîëó÷åííûé êðèòåðèé (3.2) òðåáóåò çíàíèÿ êâàäðàòîâ çíà÷åíèé ïîìåõ â íàáëþäåíèè,
÷òî ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî îãðàíè÷èòåëüíûì óñëîâèåì. Äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äèñ-
ïåðñèþ ïîìåõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.
Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû {ςi} , {ζi} ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòÿìè è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

E
(
ςi+1/F

(i)
ς

)
= 0, E

(
ζi+1/F

(i)
ζ

)
= 0 ï.í.,

E
(
ς2i+1/F

(i)
ς

)
= σ2

ς < 0 , E
(
ζ2i+1/F

(i)
ζ

)
= σ2

ζ < 0 ï.í.

7. Àïðèîðíî èçâåñòíû îòíîøåíèÿ γ = σ2
ς

/
σ2
ζ .

Òîãäà îöåíêè θ̂(N) íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ θ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç êðèòåðèÿ

min
θ∈B̃

N∑
i=1

(
f−1 (yi)− φT

i θ
)2

γ + aTHβa
, (4.1)

ãäå Hβ =

 h
(11)
β . . . h

(r11)
β

...
. . .

...

h
(1r1)
β . . . h

(r1r1)
β

 , h
(mn)
β = lim

N→∞
1
N

∑N−1
j=0

(
βm
j

)(
βn
j

)
N−j
N
.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (2.1) ñ
íà÷àëüíûìè íóëåâûìè óñëîâèÿìè è âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 1,3,4-6 è 2.0. Òîãäà
îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ θ̂(N) , îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (4.1) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåí-
íàÿ è ñõîäèòñÿ ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ êîýôôèöèåíòîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, ò.å.

θ̂(N)−−−→
N→∞

θ0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì â
ðàáîòå [7] .
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Identi�cation of fractional-order ARX Wiener systems in

the presence of noise in the input signals

c⃝ D.V. Ivanov2

Abstract. The paper describes the parametric identi�cation of fractional-order Wiener ARX
(Autoregressive with exogenous input) systems in the presence of noise in the input signals. The
criterion for evaluating the parameters of these systems is proposed which is a generalization of
the method of least squares. It is proved that the interference class martingale-di�erence derived
parameter estimates will have the property of strong consistency. It is shown that in the case of
constant noise variance to obtain consistent estimates it is su�cient to know the ratio of their
variances.
Key Words: parametric identi�cation, Wiener system, a di�erence of fractional order, errors in
variables, least squares, consistent estimator

2 Associate Professor of the Department of Mechatronics, Samara State University of Transport, Samara;
dvi85@list.ru
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ÓÄÊ 517.9

Ãðàôîâûé êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
íà ïîâåðõíîñòÿõ è ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ åãî

ïðèìåíåíèÿ

c⃝ Â. Å. Êðóãëîâ1, Ä. Ñ. Ìàëûøåâ2, Î. Â. Ïî÷èíêà3

Àííîòàöèÿ. Èçó÷åíèå äèíàìèêè ïîòîêà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïóòåì ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íà ÿ÷åéêè ñ îäèíàêîâûì ïðåäåëüíûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé âíóòðè ÿ÷åéêè âîñõî-
äèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì À.À. Àíäðîíîâà, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Å.À. Ëåîíòîâè÷, À. Ã. Ìàéåðà.
Òèïû ÿ÷ååê, êîòîðûõ êîíå÷íîå ÷èñëî, è èõ ïðèìûêàíèå äðóã ê äðóãó ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò
êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé. Åñ-
ëè â êàæäîé ÿ÷åéêå ãðóáîãî ïîòîêà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò âûáðàòü ïî îäíîé òðàåêòîðèè,
òî ÿ÷åéêè ðàñïàäàþòñÿ íà òàê íàçûâàåìûå òðåóãîëüíûå îáëàñòè, êîòîðûå èìåþò îäèí åäèí-
ñòâåííûé òèï. Êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ïðèâîäèò ê òðåõöâåòíîìó ãðàôó
À.À. Îøåìêîâà è Â.Â. Øàðêî, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì, à
ðåáðà � ñâÿçûâàþùèì èõ ñåïàðàòðèñàì. Èìè äîêàçàíî, ÷òî äâà òàêèõ ïîòîêà òîïîëîãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ òðåõöâåòíûå ãðàôû èçîìîðôíû è îïèñàí
àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ. Îäíàêî, ïîñòðîåííûé àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ãðàôîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äèíàìèêà Ω -óñòîé÷èâûõ
ïîòîêîâ áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ îïèñàíà íà ÿçûêå ÷åòûðåõöâåòíûõ
ãðàôîâ è ïðèâåäåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òàêèõ ãðàôîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîöâåòíûé ãðàô, òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, Ω -óñòîé÷èâûé ïîòîê,
ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê êà÷åñòâåííîìó èçó÷åíèþ äèíàìèêè ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ ñîñòîèò â âûäåëåíèè íà íåñóùåì ìíîãîîáðàçèè
îáëàñòåé ñ ïðåäñêàçóåìûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé � ÿ÷ååê. Òàêîé âçãëÿä íà íåïðåðûâíûå
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîé ðàáîòå A.À. Àíäðîíîâà è Ë.Ñ. Ïîíòðÿãè-
íà [1] 1937 ãîäà, â êîòîðîé îíè ðàññìîòðåëè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = v(x) (∗)

ãäå v(x) � C1 -âåêòîðíîå ïîëå, çàäàííîå â êðóãå íà ïëîñêîñòè, ãðàíèöà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
êðèâîé áåç êîíòàêòà, è íàøëè êðèòåðèé ãðóáîñòè ñèñòåìû (*).

Â ðàáîòàõ E.À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé è À.Ã. Ìàéåðà [7], [8] ðàññìàòðèâàëñÿ áîëåå
îáùèé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ êëàññèôèêàöèÿ òàêæå áûëà îñíîâàíà íà èäåÿõ î
âûäåëåíèè ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûõ òðàåêòîðèé, îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå êîòîðûõ (ñõåìà
Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò êà÷åñòâåííóþ ñòðóêòóðó ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà òðàåêòîðèè. Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ â îáîáùåíèè
ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîãî
ðîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íîâîãî òèïà äâèæåíèÿ � íåçàìêíóòàÿ ðåêóððåíòíàÿ òðàåêòî-
ðèÿ. Îòñóòñòâèå òàêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ãðóáûõ ïîòîêîâ áåç îñîáåííîñòåé íà 2-òîðå áûëà

1 Ñòóäåíò ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; kruglovslava21@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ, ïðîôåññîð êàôåäðû

àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÍÍÃÓ; dsmalyshev@rambler.ru
3 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
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äîêàçàíà À.Ã. Ìàéåðîì [9] â 1939 ãîäó. Â 1971 â ðàáîòå [14] Ì. Ïåéøîòî îáîáùèë ñõåìó
Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ
è ïîëó÷èë òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ïîòîêîâ, èçó÷èâ âñå äîïóñòèìûå ÿ÷åé-
êè äëÿ íèõ è ââåäÿ êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, îáîáùàþùèé
ñõåìó Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà. Â 1976 ãîäó Ä. Íåéìàíîì è Ò. Î'Áðàéåíîì [11] íà ïðîèçâîëü-
íûõ ïîâåðõíîñòÿõ áûëè ðàññìîòðåíû òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå ïîòîêè � ïîòîêè áåç
íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ îïèñàííûå âûøå
ïîòîêè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Îíè ââåëè ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ ðåãóëÿð-
íûõ ïîòîêîâ � îðáèòàëüíûé êîìïëåêñ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðîñòðàíñòâî îðáèò
ïîòîêà, îñíàùåííîå íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé. Â 1998 ãîäó À. À. Îøåì-
êîâ è Â. Â. Øàðêî [12] ââåëè íîâûé èíâàðèàíò äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì íà
ïîâåðõíîñòÿõ � òðåõöâåòíûé ãðàô è îïèñàëè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè òà-
êèõ ãðàôîâ, êîòîðûé, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, òî åñòü âðåìÿ åãî ðàáîòû íå
îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè4.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G , ñîñòîÿùèé èç Ω -óñòîé÷èâûõ ïîòîêîâ
f t áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòÿõ S . Êàæäîìó ïîòîêó ðàññìàòðèâàå-
ìîãî êëàññà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷åòûðåõöâåòíûé ãðàô è ïðèâîäèòñÿ ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì ðàçëè÷åíèÿ òàêèõ ãðàôîâ.

Èç êðèòåðèÿ Ω -óñòîé÷èâîñòè [15] ñëåäóåò, ÷òî ïîòîêè êëàññà G èìåþò íåáëóæäàþ-
ùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è íå
èìåþò öèêëîâ, òî åñòü íàáîðîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

x1, . . . , xk, xk+1 = x1

ñî ñâîéñòâîì
W s

xi
∩W u

xi+1
̸= ∅, i = 1, . . . , k.

Ïðè ýòîì â êëàññå G ñèñòåìû ìîãóò áûòü êàê ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè, òàê è íåò, à
îïðåäåëÿåòñÿ ýòî îòñóòñòâèåì èëè íàëè÷èåì ñâÿçîê � ñåïàðàòðèñ, èäóùèõ èç ñåäëà â ñåäëî.
Óñëîâèå Ω -óñòîé÷èâîñòè âëå÷åò òîò ôàêò, ÷òî ñâÿçêè ïîòîêà èç êëàññà G íå îáðàçóþò
çàìêíóòûõ êðèâûõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0
f t , Ω1

f t , Ω2
f t ìíîæåñòâî âñåõ ñòîêîâ, ñ¼äåë, èñòî÷íèêîâ ïîòîêà f t ñî-

îòâåòñòâåííî. Åñëè ìíîæåñòâî Ω1
f t ïóñòî, òî ïîòîê f t èìååò â òî÷íîñòè äâå íåïîäâèæíûå

òî÷êè: èñòî÷íèê è ñòîê, è îäíó ÿ÷åéêó, çàìûêàíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñî âñåì íåñóùèì
ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé. Ïîýòîìó âåçäå äàëåå ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòîê f t èìååò õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ òî÷êó. Ïîëîæèì

S̃ = S \ (Ω0
f t ∪W s

Ω1
ft
∪W u

Ω1
ft
∪ Ω2

f t).

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà S̃ íàçûâàåòñÿ ÿ÷åéêîé. Ñîãëàñíî ðàáîòå [6], â ãðàíèöó
êàæäîé ÿ÷åéêè J âõîäèò åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê α è åäèíñòâåííûé ñòîê ω , à âñÿ ÿ÷åéêà
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåêòîðèé, èäóùèõ èç α â ω . Âûáåðåì îäíó òðàåêòîðèþ θJ â
êàæäîé ÿ÷åéêå J è áóäåì íàçûâàòü å¼ t -êðèâîé. Ïîëîæèì

T =
∪
J⊂S̃

θJ , S̄ = S̃\T .

4 Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî òðåõöâåòíûé ãðàô ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ, à â ðàáîòå
[3] ïðèâåäåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òàêèõ ãðàôîâ.
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Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü

Áóäåì íàçûâàòü c -êðèâûìè ñåïàðàòðèñû, ñîåäèíÿþùèå ñ¼äëà (ñâÿçêè), u -êðèâûìè �
íåóñòîé÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû, èìåþùèå â çàìûêàíèè ñòîê, s -êðèâûìè � óñòîé-
÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû, èìåþùèå â çàìûêàíèè èñòî÷íèê. Áóäåì çàêðàøèâàòü íà
ðèñóíêàõ t -êðèâûå êðàñíûì öâåòîì, c -êðèâûå � æ¼ëòûì öâåòîì, u -êðèâûå � ñèíèì öâå-
òîì, à s -êðèâûå � çåë¼íûì. Èç ðàáîòû [6] ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ∆
ìíîæåñòâà S̄ (ìû íàçûâàåì å¼ ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ) ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó äèñêó
è å¼ ãðàíèöà ñîñòîèò èç îäíîé t -êðèâîé, îäíîé u -êðèâîé, îäíîé s -êðèâîé è êîíå÷íîãî
(âîçìîæíî ïóñòîãî) ìíîæåñòâà c -êðèâûõ (ñì. ðèñ. 1.1).

Íà ðèñóíêå 1.2 èçîáðàæ¼í ïîòîê èç êëàññà G è âñå åãî ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè.

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Ïðèìåð ïîòîêà èç êëàññà G (ñâåðõó â öåíòðå) è åãî ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆f t ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîòîêà f t ∈ G . Ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå ïîòîêó f t ∈ G ãðàô Γf t ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 1.3):

1) âåðøèíû ãðàôà Γf t âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîóãîëüíûì îáëàñòÿì
ìíîæåñòâà ∆f t ;
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2) äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t , u èëè c , åñëè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýòèì âåðøèíàì ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ s -, t -, u - èëè c -êðèâóþ, ÷òî
óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåáðàìè ãðàôà è s -, t -, u - è
c -êðèâûìè;

3) ïðè íàëè÷èè áîëåå ÷åì îäíîãî c -ðåáðà, âûõîäÿùåãî èç íåêîòîðîé âåðøèíû ãðà-
ôà Γf t , c -ð¼áðà ñ÷èòàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ñîãëàñíî ïîðÿäêó ïîÿâëåíèÿ c -êðèâûõ ïðè
îáõîäå ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè.

Ð è ñ ó í î ê 1.3

Ïðèìåð ïîòîêà èç êëàññà G è åãî ãðàô

Äâà ìíîãîöâåòíûõ ãðàôà Γf t è Γf ′t , ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòîêàì f t è f ′t èç êëàññà
G ñîîòâåòñòâåííî, íàçîâ¼ì èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå âåðøèí è ðåáåð îäíîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâåííî â âåðøèíû è ðåáðà äðóãîãî ãðàôà ñ
ñîõðàíåíèåì öâåòíîñòè âñåõ ð¼áåð è íóìåðàöèè c -ð¼áåð.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïîòîêè èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìíîãîöâåòíûå ãðàôû èçîìîðôíû.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ
(â êàêîì-íèáóäü êëàññå ãðàôîâ) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè âðåìÿ åãî ðàáîòû îãðàíè-
÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè. Òàêîå îïðåäåëåíèå
ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè âîñõîäèò ê À. Êîáõýìó [2]. Ñòàíäàðòîì òðóäíîðåøàåìîñòè
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîòà çàäà÷è [5]. Ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà
ãðàôîâ íå èçâåñòåí äî ñèõ ïîð, ò. å. â êëàññå âñåõ ãðàôîâ äëÿ ýòîé çàäà÷è íå äîêàçàíà
íè ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, íè NP-ïîëíîòà. Âìåñòå ñ òåì, ìíîãîöâåòíûå ãðàôû
íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè îáùåãî âèäà, ïîñêîëüêó îíè âëîæèìû â íåñóùóþ ïîâåðõíîñòü, íà
êîòîðîé çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîòîêè êëàññà G . Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 1.2. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà ìíîãîöâåòíûõ ãðàôîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïîòîêàì èç êëàññà G , ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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Áëàãîäàðíîñòè.Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò � 98 ¾Òîïîëîãè÷åñêèå ìå-
òîäû â äèíàìèêå¿), Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 15-
01-03689-à, 16-31-60008-ìîë_à_äê), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ MK-4819.2016.1, ëàáîðàòîðèè
àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé àíàëèçà ñåòåâûõ ñòðóêòóð ÍÈÓ ÂØÝ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî êëàññèôèêàöèîííîé Òåîðåìû 1.1.

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûé â äîêàçàòåëüñòâå òåõíè÷åñêèé ôàêò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. ([13]) Ïîòîê f t èç êëàññà G â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè p ∈ Ωi

f t òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ëèíåéíîìó ïîòîêó at(x, y) =
((x

2
)t, (y

2
)t) ïðè i = 0 , bt(x, y) = ((x

2
)t, (2y)t) ïðè i = 1 èëè ct(x, y) = ((2x)t, (2y)t) ïðè

i = 2 .

Äîêàæåì, ÷òî ïîòîêè èç êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èõ ìíîãîöâåòíûå ãðàôû èçîìîðôíû.

Ïóñòü f t ∈ G (f ′t ∈ G) è Γf t (Γf ′t) � ìíîãîöâåòíûé ãðàô, ïîñòðîåííûé ïî ïîòîêó
f t (f ′t) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç πf t � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè è
ìíîãîóãîëüíûìè îáëàñòÿìè, à òàêæå ìåæäó ðåáðàìè s−, t−, s−, c− êðèâûìè ãðàôà Γf t è
ïîòîêà f t ñîîòâåòñòâåííî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîòîêè f t è f ′t òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, ò. å. ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì h : S → S , ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè f t â òðàåêòîðèè f ′t . Áóäåì ñ÷èòàòü,
íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîòîêà f ′t ïîñòðîåíî ñ
ïîìîùüþ t -êðèâûõ T ′ = h(T ) . Òîãäà ãîìåîìîðôèçì h ïåðåâîäèò ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè
ïîòîêà f t â ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè ïîòîêà f ′t è èñêîìûé èçîìîðôèçì ξ : Γf t → Γf ′t

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ξ = πf ′thπ−1
f t .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ãðàôû Γf t è Γf ′t ïîòîêîâ f t è f ′t èçîìîðôíû ïîñðåäñòâîì ξ .
Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì h : S → S , îñóùåñòâëÿþùèé òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü
ïîòîêîâ f t è f ′t .

Øàã 1. Ðàññìîòðèì ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü ∆ ∈ ∆f t . Îíà ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
èñòî÷íèê α , åäèíñòâåííûé ñòîê ω è n ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, σ2, . . . , σn, n ∈ N , êîòîðûå ìû
ïîëîæèì ðàñïîëîæåííûìè íà ãðàíèöå â ïîðÿäêå íîìåðîâ â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü ∆′ äëÿ ïîòîêà f ′t , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ∆′ = π−1
f ′t ξπf t . Èçî-

ìîðôèçì ξ îáåñïå÷èâàåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî îäíîöâåòíûõ ð¼áåð, èñõîäÿùèõ èç âåðøèí
ãðàôîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿì ∆ è ∆′ , ñ ñîõðàíåíèåì íóìåðàöèè c -ð¼áåð, ÷òî âëå-
÷¼ò ó ∆′ íàëè÷èå â ãðàíèöå ðîâíî n − 1 øòóê c -êðèâûõ, òî åñòü êàê è ó îáëàñòè ∆ , è
ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå íîìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ð¼áåð òàê, ÷òî c -êðèâàÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ c -ðåáðó ñ ïåðâûì íîìåðîì, ëåæèò ñëåäîì çà u -êðèâîé. Ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå
ó îáëàñòè ∆′ ðîâíî n øòóê ñ¼äåë σ′

1, σ
′
2, . . . , σ

′
n , ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå ïðè äâèæå-

íèè â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè; òàêæå ýòî îçíà÷àåò îäèíàêîâîå ðàñïîëîæåíèå c -êðèâûõ â
ãðàíèöå ∆ è â ãðàíèöå ∆′ .

Øàã 2. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì H∆ : cl(∆) → cl(∆′) , ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïîòî-
êà f t , ëåæàùèå â cl(∆) â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t , ëåæàùèå â cl(∆′) , òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äëÿ íåêîòîðîé ñòîðîíû ℓ′ îáëàñòè ∆′ âûïîëíÿëîñü ℓ′ = π−1

f ′t ξπf t(ℓ) , ãäå ℓ � íåêîòîðàÿ
ñòîðîíà îáëàñòè ∆ .

Ïîëîæèì H∆(α) = α′ , H∆(ω) = ω′ , H∆(σi) = σ′
i , i = 1, n . Áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêà-

íèå ó÷àñòêà íåêîòîðîé òðàåêòîðèè, îãðàíè÷åííîãî òî÷êàìè a è b , ÷åðåç la,b , à ÷åðåç λa,b
� åãî äëèíó, ïðè ýòîì ÷åðåç lα,ω ( lα′,ω′ ) âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü t -êðèâóþ, à ÷åðåç λα,ω
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(λα′,ω′ ) � å¼ äëèíó. Êðîìå òîãî, çàìûêàíèå íåêîòîðîé îãîâîð¼ííîé ðàíåå ñåêóùåé ó÷àñòêà,
îãðàíè÷åííîãî òî÷êàìè c è d , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç mc,d , à ÷åðåç µc,d � åãî äëèíó.
Îòìåòèì, ÷òî la,b = lb,a , mc,d = md,c , λa,b = λb,a , µc,d = µd,c . Äëÿ òî÷êè x òàêîé, ÷òî

x ∈ lα,ω , ïîëîæèì H∆(x) = x′ , ãäå x′ ∈ lα′,ω′ è λα′,x′ =
λα,xλα′,ω′

λα,ω
. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå H∆ íà êàæäîé ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè.
Îïðåäåëèì òî÷êó Q ∈ lα,ω (Q′ ∈ lα′,ω′ ) òàê, ÷òî λα,Q = λQ,ω (λα′,Q′ = λQ′,ω′ ). Èç ýòîãî

îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî H∆(Q) = Q′ .
Øàã 3. Ïðîâåä¼ì ñåêóùèå îò íåïîäâèæíûõ òî÷åê äî òî÷êè Q , òðàíñâåðñàëüíûå âñåì

òðàåêòîðèÿì íàøåé îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî ñîâåðøèì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.
Îáîçíà÷èì uσ1 , uσ2 , . . . , uσn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê ω , σ1 ,

σ2, . . . , σn ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïëîñêîñòè R2 çàäàäèì ïîòîê bt(x, y) = ((x
2
)t, (2y)t) , äëÿ

êîòîðîãî (0, 0) � ñåäëîâàÿ òî÷êà. Ïóñòü u = {(x, y) : x2 + y2 < 1} . Íà îñíîâàíèè Ïðåä-
ëîæåíèÿ 2.1. ó ëþáîãî ñåäëà σi ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, âíóòðè êîòîðîé f t ñîïðÿæ¼í
bt|u . Îáîçíà÷èì ÷åðåç uσ1 , uσ2 , . . . , uσn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê
σ1 , σ2, . . . , σn ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî f t|uσi

, ãäå i = 1, n , ñîïðÿæ¼í bt|u ïîñðåäñòâîì
ãîìåîìîðôèçìà Huσi

: uσi
→ u . Ïóñòü Z = {(x, y) ∈ R2 : |x| = |y|} ∩ u , ïðåäñòàâëÿþùèé

èç ñåáÿ äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò îòðåçêà, ïåðåñåêàþùèõ òðàåêòîðèè bt

òðàíñâåðñàëüíî. Ïîëîæèì ζ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Z\{(0, 0)} òàêàÿ, ÷òî H−1
uσi

(ζ) ⊂ ∆ .

Äëÿ bt îòðåçîê ζ òðàíñâåðñàëåí åãî òðàåêòîðèÿì, ïîýòîìó òðàåêòîðèÿì f t áóäåò òðàíñ-
âåðñàëüíî H−1

uσi
(ζ) . Âûáåðåì íåêîòîðóþ òðàåêòîðèþ ℓ∗ , êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå H−1

uσi
(ζ)

(ñì. ðèñ. 2.1). Îáîçíà÷èì ó÷àñòêè H−1
uσi

(ζ) , ñîåäèíÿþùèå σi è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ H−1
uσi

(ζ)
è ℓ∗ ÷åðåç ζi .

Íà ïëîñêîñòè R2 çàäàäèì ïîòîê at(x, y) = ((1
2
x)t, (1

2
y)t) , äëÿ êîòîðîãî (0, 0) � ñòîê. Â

ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2.1. ó ñòîêà ω ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü uω è ãîìåîìîðôèçì Huω : uω →
u òàêèå, ÷òî f t|uω ñîïðÿæ¼í at|u ïîñðåäñòâîì Huω . Ïîñêîëüêó ∂u òðàíñâåðñàëüíà âñåì
òðàåêòîðèÿì at , ïîëó÷àåì, ÷òî ∂uω , ãîìåîìîðôíàÿ ∂u ïîñðåäñòâîì H−1

uω
, òîæå òðàíñ-

âåðñàëüíà òðàåêòîðèÿì f t . Âûáåðåì íåêîòîðûé ó÷àñòîê ∂uω , îäíèì êîíöîì ëåæàùèé íà
lα,ω , äðóãèì íà ℓ∗ , è ëåæàùèé âíóòðè íàøåé ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè, íàçîâ¼ì åãî Sθℓ∗

(ñì. ðèñ. 2.1).
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ïîñòðîåíèå H−1
uσi

(ζ) è Sθℓ∗

Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå Sθℓ∗ ñ lα,ω ÷åðåç A , à ñ ℓ∗ � ÷åðåç B . Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðå-
ñå÷åíèÿ ℓ∗ ñ H−1

uσi
(ζ) ÷åðåç Bi , ãäå i = 1, n . Ïåðåîáîçíà÷èì â ñîîòâåòñòâèè ñ îãîâîð¼ííûì

âûøå Sθℓ∗ ÷åðåç mA,B (ñìîòðèòå Ðèñ. 2.2).
Âûáåðåì t0 è ti òàê, ÷òî A = f t0(Q) è B = f ti(Bi) . Îïðåäåëèì ñåêóùóþ mBi,Q ,

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùóþ òðàåêòîðèè, ôîðìóëîé mBi,Q = {f
µA,x
µA,B

ti+

(
1−

µA,x
µA,B

)
t0
(x) , ãäå

x ∈ mA,B} . Ïðè ýòîì mBi,Q ãëàäêî ñîåäèíÿåòñÿ ñ ζi , ïîýòîìó mσi,Q òîæå òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàåò òðàåêòîðèè (ñìîòðèòå Ðèñ. 2.2).

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ïîñòðîåíèå ñåêóùèõ
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Òàê ìû ïîëó÷èëè êîëè÷åñòâî ñåêóùèõ, ðàâíîå ÷èñëó ñåäëîâûõ òî÷åê íàøèõ ìíîãî-
óãîëüíûõ îáëàñòåé. Îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è ñâîèìè êîíöàìè èìåþò ñåäëîâóþ
òî÷êó è òî÷êó Q � ñåðåäèíó t -êðèâîé ýòîé îáëàñòè.

Ïîâòîðèì âñå äåéñòâèÿ øàãà 3 äëÿ ïîòîêà f ′t , ïîìå÷àÿ øòðèõàìè âñå îáîçíà÷åíèÿ,
àíàëîãè÷íûå ñäåëàííûì äëÿ ïîòîêà f t .

Øàã 4. Äîîïðåäåëèì H∆ âíóòðü ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè âñþäó.
Ñíà÷àëà ðàñïðîñòðàíèì H∆ íà ñåêóùóþ mσ1,Q . Ïîëîæèì äëÿ x ∈ mσ1,Q , ÷òî H∆(x) =

x′ , åñëè x′ ∈ mσ′
1,Q

′ è âûïîëíÿåòñÿ µQ′,x′ =
µQ,xmσ′

i
,Q

mσi,Q
. Ïåðåîáîçíà÷èì íàøè ñåêóùèå:

mσi,Q ≡ Si (mσ′
i,Q

′ ≡ S ′
i ) (ñì. ðèñ. 2.3).

Ïóñòü x ëåæèò â çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé u -êðèâîé, t -êðèâîé è S1 . Âûáåðåì
t̃0 òàê, ÷òî x = f t̃0(x1) , ãäå x1 ∈ S1 . Òî÷êà x1 = H−1

∆ (x′1) , ãäå x′1 ∈ S ′
1 . Òîãäà äëÿ

íåêîòîðîãî t̃′0 ïîëîæèì x′ = H∆(x) , ãäå x′ = f ′t̃′0(x′1) è âûïîëíÿåòñÿ λx′,x′
1
=

λx,x1λω′,x′1
λω,x1

(ñì. ðèñ. 2.3).
Ïóñòü x ëåæèò â çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé c -êðèâîé, Si è Si+1 . Âûáåðåì t̃i

òàê, ÷òî x = f−t̃i(x1) . Òîãäà ïîëîæèì x′ = H∆(x) , ãäå x′ = f ′−t̃′i(x′1) äëÿ íåêîòîðîãî t̃′i

è âûïîëíÿåòñÿ λx′
i,x

′ =
λxi,xλx′

i
,x′

i+1

λxi,xi+1
, ãäå xi ∈ Si (x′i ∈ S ′

i ), xi+1 ∈ Si+1 (x′i+1 ∈ S ′
i+1 ), à

äëÿ íåêîòîðûõ ti ( t′i ) è ti+1 ( t′i+1 ) èìååò ìåñòî xi = f−ti(x1) (x′i = f ′−t′i(x′1) ) è xi+1 =

f−ti+1(x1) ( x′i+1 = f ′−t′i+1(x′1) ) (ñì. ðèñ. 2.3).

1
s

2
s

ns

a w

D

t

s

c

c

u

c

Q

1
S

2
S

nS

1
х

2
х

пх

х

1-пх

1-nS

1n-s

Ð è ñ ó í î ê 2.3

Ïðîäîëæåíèå ãîìåîìîðôèçìà âíóòðü îáëàñòè ∆

Ïóñòü x ëåæèò â çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé s -êðèâîé, t -êðèâîé è Sn . Âûáåðåì
t̃n òàê, ÷òî x = f−t̃n(x1) . Òîãäà ïîëîæèì x′ = H∆(x) , ãäå x′ = f ′−t̃′n(x′1) äëÿ íåêîòîðîãî

t̃′n è âûïîëíÿåòñÿ λx′
n,x

′ =
λxn,xλx′n,α′

λxn,α
, ãäå xn ∈ Sn (x′n ∈ S ′

n ) è äëÿ íåêîòîðîãî tn ( t′n )

èìååò ìåñòî xn = f−tn(x1) ( x′n = f ′−t′n(x′1) )( ñì. ðèñ. 2.3).
Èòàê, ìû îòîáðàçèëè ïîñðåäñòâîì H∆ ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü ∆ íà ìíîãîóãîëüíóþ

îáëàñòü ∆′ .
Øàã 5. Ìû ñòðîèëè H∆ , íà÷èíàÿ ñ îòîáðàæåíèÿ ñòîðîí ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè è

çàòåì íåïðåðûâíî ïðîäîëæàÿ ãîìåîìîðôèçì âíóòðü. Ïîñòðîèâ åãî íà ∆ , ïîëó÷àåì, ÷òî
íà íåêîòîðûõ ñòîðîíàõ ñìåæíûõ ñ íåé ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé ãîìåîìîðôèçì óæå ñî-
çäàí, îäíàêî ýòî íå ñîçäà¼ò ïðîáëåìû äëÿ ñîçäàíèÿ ãîìåîìîðôèçìîâ, îòîáðàæàþùèõ ýòè
ñìåæíûå îáëàñòè äðóã íà äðóãà, è ðàâíûõ H∆ íà ñìåæíûõ ñ ∆ ñòîðîíàõ, ïîòîìó ÷òî
ìû íà÷àëè ïîñòðîåíèå H∆ ñ åãî îïðåäåëåíèÿ íà ñòîðîíàõ ∆ . Ïîýòîìó ïîâòîðÿåì øàãè
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ñî âòîðîãî ïî ÷åòâ¼ðòûé äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé, ñâÿçàííûõ ïîñðåäñòâîì π−1
f t ξπf t è

èìåþùèõ îáùèå ñòîðîíû ñ ìíîãîóãîëüíûìè îáëàñòÿìè, íà êîòîðûõ ãîìåîìîðôèçì óæå
çàäàí.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì h : S → S òàê, ÷òî h(x) = H∆(x), åñëè x ∈
cl(∆) .

3. Ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ
ïîòîêîâ êëàññà G

Â äàííîì ðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì Òåîðåìó 1.2. ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî àë-
ãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ìíîãîöâåòíûõ ãðàôîâ ïîòîêîâ èç
êëàññà G . Äëÿ ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâà âåðøèí è ð¼áåð ó ýòèõ ãðàôîâ ñîâïà-
äàþò, èíà÷å îíè çàâåäîìî íå èçîìîðôíû. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîãîöâåòíûå ãðàôû ïîòîêîâ èç
G íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè îáùåãî âèäà, ïîñêîëüêó îíè âëîæèìû â íåñóùóþ ïîâåðõíîñòü,
íà êîòîðîé çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîòîêè êëàññà G . Èíûìè ñëîâàìè, ýòè ãðàôû
ìîæíî èçîáðàçèòü òàê, ÷òî èõ âåðøèíû � òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè, à ð¼áðà � æîðäàíîâû
êðèâûå è ð¼áðà íå ïåðåñåêàþòñÿ âî âíóòðåííèõ ñâîèõ òî÷êàõ. Èíòåðåñ ê ýòîìó íàáëþäå-
íèþ âûçâàí ñóùåñòâîâàíèåì ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðàçëè÷åíèÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ
(ò. å. íåïîìå÷åííûõ ãðàôîâ áåç ïåòåëü, îðèåíòèðîâàííûõ è êðàòíûõ ð¼áåð), âëîæèìûõ â
çàäàííóþ ïîâåðõíîñòü, à èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. ([10]) Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà äâóõ n -
âåðøèííûõ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âëîæèì â ïîâåðõíîñòü ðîäà g ,
ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ O(nO(g)) .

Ê ñîæàëåíèþ, ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåí¼í ê ðàñ-
ïîçíàâàíèþ èçîìîðôèçìà ãðàôîâ Γf t è Γf ′t , ïîñêîëüêó îíè íå ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííû-
ìè. Òåì íå ìåíåå, çàäà÷ó èçîìîðôèçìà ìíîãîöâåòíûõ ãðàôîâ ìîæíî ñâåñòè (ñ íåâûñîêîé
òðóäî¼ìêîñòüþ ñâåäåíèÿ) ê çàäà÷å èçîìîðôèçìà îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ, âëîæèìûõ â ïî-
âåðõíîñòü. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå îïåðàöèè ñ ãðàôàìè � k -ïîäðàçáèåíèå ðåáðà
è (k1, k2) -ïîäðàçáèåíèå ðåáðà.

Îïåðàöèÿ k -ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà (a, b) ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óäàëèòü åãî èç
ãðàôà, äîáàâèòü âåðøèíû c1, . . . , ck è ð¼áðà (a, c1), (c1, c2), . . . , (ck, b) .

Îïåðàöèÿ (k1, k2) -ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà (a, b) ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óäà-
ëèòü åãî èç ãðàôà, äîáàâèòü âåðøèíû c1, c2, . . . , ck1 , v, u, w, d1, d2, . . . , dk2 è ð¼áðà
(a, c1), (c1, c2), . . . , (ck1 , v), (v, u), (u,w), (v, w), (v, d1), (d1, d2), . . . , (dk2 , b) .

Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà Γf t ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó îáûêíîâåííûé ãðàô Γ(f t)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ãðàôå Γf t âûïîëíèì 1-ïîäðàçáèåíèå êàæäîãî s -ðåáðà, 2-
ïîäðàçáèåíèå êàæäîãî t -ðåáðà, 3-ïîäðàçáèåíèå êàæäîãî u -ðåáðà. Ïóñòü e = (a, b) �
ïðîèçâîëüíîå c -ðåáðî ãðàôà Γf t , numa(e) è numb(e) � íîìåðà ðåáðà e â ìíîæåñòâàõ
c -ð¼áåð, ñîîòâåòñòâåííî èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì a è b . Âûïîëíèì (numa(e), numb(e)) -
ïîäðàçáèåíèå ðåáðà e . Ïîäîáíóþ îïåðàöèþ âûïîëíèì äëÿ âñåõ c -ð¼áåð ãðàôà Γf t (ñì.
ðèñ. 3.1).
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïðèìåð ïîòîêà f t èç êëàññà G , åãî ÷åòûð¼õöâåòíûé ãðàô Γf t è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

îáûêíîâåííûé ãðàô Γ(f t)

Ë å ì ì à 3.1. Ãðàôû Γf t è Γf ′t èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçîìîðô-
íû ãðàôû Γ(f t) è Γ(f ′t) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî ïî ãðàôó Γf t ãðàô Γ(f t) îïðåäåëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì. Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü
ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû. Êàæäàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü ìíîæåñòâà ∆f t èìååò íå ìåíåå
òð¼õ ñòîðîí, è ïîýòîìó êàæäàÿ âåðøèíà Γf t èìååò íå ìåíåå òð¼õ ñîñåäåé â ýòîì ãðàôå.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ãðàôå Γ(f t) íèêàêàÿ âåðøèíà ãðàôà Γf t íå ïðèíàäëåæèò íèêàêîìó òðå-
óãîëüíèêó. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γf t îáðàçóþò òå è òîëüêî òå âåðøèíû ãðàôà
Γ(f t) , êîòîðûå èìåþò íå ìåíåå òð¼õ ñîñåäåé è íå ïðèíàäëåæàò òðåóãîëüíèêàì. Óäàëèâ èç
ãðàôà Γ(f t) âñå âåðøèíû ãðàôà Γf t , ìû ïîëó÷èì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñâÿçíûõ ïîä-
ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïóò¼ì, ëèáî ïóò¼ì, ê íåêîòîðîé âíóòðåííåé
âåðøèíå êîòîðîãî ¾ïðèñîåäèí¼í¿ òðåóãîëüíèê. Ýòè ñâÿçíûå ïîäãðàôû ÿâëÿþòñÿ èíäèêà-
òîðàìè íàëè÷èÿ ð¼áåð ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè ãðàôà Γf t . Åñëè ïîäãðàô
ÿâëÿåòñÿ ïóò¼ì, òî åãî äëèíà îïðåäåëÿåò öâåò èç ìíîæåñòâà {s, t, u} ó ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåáðà ãðàôà Γf t . Åñëè ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ ïóò¼ì ñ ¾ïðèñîåäèí¼ííûì¿ òðåóãîëüíèêîì, òî
îí ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó c -ðåáðó e = (a, b) ãðàôà Γf t . Â äàííîì ïîäãðàôå, óäàëèâ
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì äâà ïóòè, äëèíû êîòîðûõ îïðåäåëÿþò íîìåðà e â ìíî-
æåñòâàõ c -ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì a è b ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì, ïî ãðàôó
Γ(f t) ãðàô Γf t âîññòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îöåíèì êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà Γ(f t) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãðàô Γf t èìååò n âåð-
øèí è m ð¼áåð. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç m ð¼áåð ãðàôà Γf t ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó
ïîäãðàôó ãðàôà Γ(f t) , ñîäåðæàùåìó íå áîëåå 2n+5 âåðøèí. Ïîýòîìó ãðàô Γ(f t) èìååò
íå áîëåå (2n+5)m âåðøèí è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåí ïî ãðàôó Γf t . Îòìåòèì,
÷òî ãðàô Γ(f t) âëîæèì â òó æå ïîâåðõíîñòü, ÷òî è ãðàô Γf t . Ïîýòîìó, ïî Ëåììå 6.1, èìååò
ìåñòî ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà ìíîãîöâåòíûõ ãðà-
ôîâ ïîòîêîâ èç êëàññà G ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîðôèçìà îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ,
âëîæåííûõ â ôèêñèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü. Îòñþäà è ïî Ïðåäëîæåíèþ 6.1 ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1.2..
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The graph criterion for the topological equivalence of

Ω � stable �ows without periodic trajectories on surfaces

and e�cient algorithm for its application

c⃝ V. E. Kruglov5, D. S. Malyshev6, O. V. Pochinka7

Abstract. Studying of dynamics of �ows on surfaces by dividing a phase space into cells with same
limit behavior of trajectories within the cell goes back to the classical works of A.A. Andronov,
L.S. Pontryagin, E.A. Leontovich and A.G. Mayer. Types of cells (which are �nite in number)
and abutting each other fully determine the class of topological equivalence of a �ow with �nite
number of singular trajectories. If in each cell of the rough stream without periodic orbits we
select one trajectory, the cells fall into so-called triangular regions which has the same single type.
Combinatorial description of such a partition leads to a three-colored graph of A.A. Oshemkov and
V.V. Sharko. The vertices of this graph correspond to the triangular areas and edges correspond
to those separatrices that link them. A.A. Oshemkov and V.V. Sharko demonstrated that two
such �ow topologically equivalent if and only if their three-colored graphs are isomorphic and
an algorithm of distinction of three-colored graphs is described. However, their algorithm is not
e�ective in terms of graph theory. In this work the dynamics of Ω -stable �ows without periodic
trajectories on surfaces is described in terms of four-colored graphs and e�ective algorithm of
distinction of these graphs is given.

Key Words: multycolored graph, topological invariant, Ω -stable �ow, e�ective algorithm
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Íåïðåðûâíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ

êóñî÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1, Ê. À. Ñàôîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäå-
íèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè êàê ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ. Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå àâòîðîâ áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ýíòðîïèÿ êàê ôóíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ â C0 -òîïîëîãèè ìîæåò èìåòü ðàçðûâ (ñêà-
÷îê) òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå, à èìåííî, â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ ñ íóëåâîé ýíòðî-
ïèåé, ïðè÷åì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷íû
ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì. Â äàííîé ñòàòüå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ
îòîáðàæåíèé ñ C1 -òîïîëîãèåé è ïðè íàëè÷èè íóëåâûõ îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷-
êå ðàçðûâà óêàçàííûé èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, à çíà÷èò, ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, îòîáðàæåíèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà, íèäèíã-
èíâàðèàíò

1. Ââåäåíèå

Îäíîìåðíûå ðàçðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñ äâóìÿ èíòåðâàëàìè ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ
(ëîðåíöåâñêèå îòîáðàæåíèÿ) è èõ íàäñòðîéêè ìîäåëèðóþò îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ
ïîòîêîâ ñî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì ïðåäåëüíûõ òðàåêòîðèé, èìåþùèõ ñòðàííûå àòòðàêòîðû
òèïà àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ñì. [4] ). Â ðàáîòå Ì.È. Ìàëêèíà [1] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î
íåïðåðûâíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè htop(f) êàê ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ f äëÿ êëàññà
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà ñ îäíîé òî÷êîé ðàçðûâà. Ïðè
óñëîâèè ïëîòíîñòè ïðîîáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè
ýíòðîïèè íà ïðîñòðàíñòâå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ñ C0 -òîïîëîãèåé. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ, åñëè óñëîâèå ïëîòíîñòè ïðîîáðàçîâ ðàçðûâà çàìåíèòü íà
óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè îòîáðàæåíèÿ, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ htop(f) . Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ htop(f) â îêðåñòíîñòè
îòîáðàæåíèÿ f0 ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé, òî, êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ñòàòüå àâòîðîâ [2] ,
htop(f) ìîæåò èìåòü ðàçðûâ (ñêà÷îê ýíòðîïèè), ïðè÷åì òàêîé ðàçðûâ èìååò ìåñòî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå
ïåðèîäîì.

Ïîäîáíûé âîïðîñ î âîçìîæíûõ ñêà÷êàõ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè èçó÷àëñÿ ðàíåå äëÿ
êëàññà íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé. Â ðàáîòå Ì. Ìèçþðåâè÷à [7] áû-
ëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ñêà÷êà ýíòðîïèè äëÿ ýòîãî êëàññà è óñòà-
íîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíà ñêà÷êà çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, âõîäÿùèõ â ïå-
ðèîäè÷åñêèå îðáèòû.

Â ðàáîòå [2] ìû óñòàíîâèëè òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàçðûâà ýí-
òðîïèè â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé è ïîêàçàëè, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòîì
Ìèçþðåâè÷à âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè îïðåäåëÿåòñÿ (îáùèì) ïåðèîäîì îðáèò, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó ðàçðûâà ëîðåíöåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ f0 ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé. Â ñâÿçè ñ

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà, Íèæåãî-
ðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Èíñòèòóò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé,
ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@unn.ru

2 Ñòóäåíò, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Èíñòèòóò èíôîðìà-
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ýòèì ðåçóëüòàòîì âîçíèêàåò òàêîé âîïðîñ: íåëüçÿ ëè âñå æå äîáèòüñÿ íåïðåðûâíîñòè ýí-
òðîïèè, åñëè ïîâûñèòü êëàññ ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèé è ðàññìàòðèâàòü èõ â Ck -òîïîëîãèè
( k ≥ 1 ). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ñì. êîíñòðóêöèþ êîíòðïðèìåðîâ â [2] ), ÷òî ïðè ëþáîé ãëàä-
êîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð ñî ñêà÷êîì ýíòðîïèè â îêðåñòíîñòè ëîðåíöåâñêîãî
îòîáðàæåíèÿ ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé, ó êîòîðîãî îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå ðàç-
ðûâà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Åñëè æå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå ðàçðûâà ðàâíû
íóëþ, òî, êàê áóäåò äîêàçàíî â äàííîé ñòàòüå (ñì. Òåîðåìó 3.1), òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ
çàâèñèò íåïðåðûâíî îò îòîáðàæåíèÿ ñ C1 -òîïîëîãèåé.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íûõ ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ýòó òåîðåìó ìîæ-
íî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ìèëíîðà-Òåðñòîíà [6] , à òàêæå
Ì. È. Ìàëêèíà è Ì.-×. Ëè [5] . Äåéñòâèòåëüíî, â ðàáîòå [6] áûëà äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü
ýíòðîïèè äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ C1 -òîïîëîãèåé, à
â ðàáîòå [5] óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèíàìèêîé óíèìîäàëüíûõ è ñèììåòðè÷íûõ
ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé (â ÷àñòíîñòè, ñ ñîõðàíåíèåì ýíòðîïèè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
îòîáðàæåíèé).

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñåìåéñòâî F ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé f : I → I , ãäå I = [0, 1]
è f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà
êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ [0; c) è (c; 1] ;

2. limx→c−0 f (x) = 1 , limx→c+0 f (x) = 0 .

Ïðè èçìåíåíèè îòîáðàæåíèÿ f â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ
òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé òî÷êó ðàçðûâà c = c(f) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùåé îò f , åñëè ñäåëàòü ïðè íåîáõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùóþ
çàìåíó êîîðäèíàò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàÿ ïîäíÿòèå ëîðåíöåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ
êàê ðàçðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè ñòåïåíè 1 (ñì. [5]), ìû ïîëó÷àåì ðàçðûâíîå
îòîáðàæåíèå ïðÿìîé â ñåáÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè ðàçðûâà â öåëûõ òî÷êàõ, â òî
âðåìÿ êàê â òî÷êå c (è â òî÷êàõ c + n äëÿ öåëûõ n ) ïîäíÿòèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì,
òàê ÷òî ìîæíî C0 -òîïîëîãèþ ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé îïðåäåëèòü êàê îáû÷íóþ C0 -
òîïîëîãèþ íà îòðåçêå [0; 1] äëÿ ïîäíÿòèé, à â ñëó÷àå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ïðè ñîâïàäåíèè îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå ðàçðûâà
(è ñóùåñòâîâàíèè îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ 0 è 1 ) àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
C1 -òîïîëîãèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàÿ òî÷êó ðàçðûâà íå çàâèñÿùåé îò f , íà ìíîæåñòâå
F ââåäåì C1 -òîïîëîãèþ ñîîòíîøåíèåì

d(f, g) = max(supx∈I\c|f(x)− g(x)|, supx∈I\c|f ′(x)− g′(x)|).

Âíà÷àëå íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç [2] . Ïóñòü Π � ïðîñòðàíñòâî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé α = (α0, α1, ...) èç ñèìâîëîâ {−1, 1} ñ òîïîëîãèåé ïðÿìîãî (òèõîíîâ-

ñêîãî) ïðîèçâåäåíèÿ {−1, 1}Z
+

(ñ÷åòíîãî ÷èñëà ýêçåìïëÿðîâ äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ íà Π çàäàíà ìåòðèêîé

d(α, β) =
∑∞

n=0
|αi−βi|

2i
(ýòà ìåòðèêà ñîãëàñîâàíà ñ óêàçàííîé òîïîëîãèåé). Äàëåå áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà Π óñòàíîâëåí ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê (èíäóöèðîâàííûé î÷å-
âèäíûì íåðàâåíñòâîì (−1) < (+1) ). Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
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σ : Π → Π � îòîáðàæåíèå ëåâîãî ñäâèãà: σ(ω0ω1ω2 . . .) = (ω1ω2 . . .) . Ìíîæåñòâî ïðî-
îáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà c îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì D = ∪∞

n=0Dn , ãäå D0 = {c} ,
Dn = {x ∈ I|fn (x) = c, fn−1 (x) ̸= c} .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷êè x ∈ I\D íàçûâà-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω (x) = ω0 ω1 ω2 . . . , ãäå ωi = sign (f i (x)− c) . Ôîðìàëüíûé ñòå-
ïåííîé ðÿä ω̃ =

∑∞
i=0 ωi t

i ïåðåìåííîãî t áóäåì íàçûâàòü íèäèíã-ðÿäîì òî÷êè x .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D îïðåäåëèì ïàðó íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî ôîðìóëå:

K+(x)
def
= lim

y→x+0
ω(y), K−(x)

def
= lim

y→x−0
ω(y), y ∈ I\D.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Íèäèíã-èíâàðèàíòàìè îòîáðàæåíèÿ f ∈ F íàçûâàåòñÿ

ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (K+
f (c), K

−
f (c)) .

Ïàðà íèäèíã-èíâàðèàíòîâ (α, β) = (K+
f (c), K

−
f (c)) ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëè÷åñêèì îïèñàíèåì

îòîáðàæåíèÿ f , à â ñëó÷àå ïëîòíîñòè D ïðîîáðàçîâ ðàçðûâà ýòà ïàðà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
ñèñòåìîé èíâàðèàíòîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.

Îáîçíà÷èì Σf = {ω(x)| x ∈ I\D} � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ íèäèíã-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; ñîãëàñíî [3] òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ ðàçðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
f ∈ F ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

htop (f) = htop (σ| Σf ) = lim
n→∞

log l′n
n

= lim
n→∞

log ln
n

,

ãäå l′n � ÷èñëî äîïóñòèìûõ n -áëîêîâ â Σf , à ln = cardDn .

Ïóñòü r(f) � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà L̃f =
∑∞

n=0 lnt
n , à r′(f) = min(r(f), 1) . Èç

ôîðìóëû Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè èìååì

htop (f) = − log r′ (f) .

Ñâÿçü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé íèäèíã-èíâàðèàíòîâ óñòà-
íàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [1] ).

Ë å ì ì à 2.1. Çíà÷åíèå r′(f) = min(r(f), 1) ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîëîæè-

òåëüíûì êîðíåì àíàëèòè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèè Θf (t) = K̃+
f (c)− K̃−

f (c) .

Â ñòàòüå [2] áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ
ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñ C0 -òîïîëîãèåé â òåðìèíàõ íèäèíã-
èíâàðèàíòîâ, êîòîðûé èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ôóíêöèÿ f → htop(f) â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â C0 -òîïîëîãèè, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà htop(f0) = 0 è íèäèíã-èíâàðèàíòû K+

f0
, K−

f0
îòîáðàæåíèÿ

f0 ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì; âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè â ýòîì ñëó÷àå
ðàâíà 1

p
log 2 , ãäå p � îáùèé ïåðèîä íèäèíã-èíâàðèàíòîâ.

Ïîñêîëüêó, â ñèëó äàííîé òåîðåìû, çà èñêëþ÷åíèåì óêàçàííîãî â åå ôîðìóëèðîâêå
ñëó÷àÿ, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ, îñòà¼òñÿ ðàññìîò-
ðåòü ýòîò èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé. Â äàííîé ñòàòüå ìû äîáàâëÿåì óñëîâèå êóñî÷íîé C1 -
ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ f ïðè íàëè÷èè íóëåâûõ îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå ðàç-
ðûâà. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì êëàññå îòîáðàæåíèé ñ C1 -òîïîëîãèåé ýíòðîïèÿ íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò îòîáðàæåíèÿ.
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3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Èñõîäÿ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü C1 -ãëàäêèå (âíå òî÷êè ðàç-
ðûâà) ëîðåíöåâñêèå îòîáðàæåíèÿ è èçó÷èì ïîâåäåíèå ýíòðîïèè ê îêðåñòíîñòè äàííîãî
îòîáðàæåíèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùåãî èñêëþ÷èòåëüíûì óñëîâèÿì òåîðåìû 2.1. , ãàðàíòè-
ðóþùèì â C1 -òîïîëîãèè ñêà÷îê ýíòðîïèè. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ïðåäïîëàãàòü íóëåâîå
çíà÷åíèå ýíòðîïèè äëÿ f è âûïîëíåíèå óêàçàííûõ â òåîðåìå ðàâåíñòâ.

lim
x→c−0

f p(x) = lim
x→c+0

fp(x) = c äëÿ íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî p . (3.1)

Òàêæå äîáàâèì óñëîâèå íà îäíîñòîðîííèå íóëåâûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå ðàçðûâà è
ïîýòîìó

lim
x→c−0

(f p)′(x) = lim
x→c+0

(f p)′(x) = 0. (3.2)

Äëÿ íà÷àëà ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñ÷èòàÿ îòîáðàæåíèå f
è ÷èñëî p ôèêñèðîâàííûìè, îáîçíà÷èì gp = g äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîì ïàðàãðàôå
îòîáðàæåíèé g (áëèçêèõ ê f ). Òî÷êó ðàçðûâà îòîáðàæåíèÿ g îáîçíà÷èì cg , à áëèæàéøèå
ê íåé ñïðàâà è ñëåâà òî÷êè ðàçðûâà îòîáðàæåíèÿ g (èëè ïðîîáðàçû g (−1)(cg) ) îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî ag è bg . Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå îáðàçû òî÷êè ðàçðûâà cg :

ug = g(cg + 0), vg = g(cg − 0).

Â êà÷åñòâå τ(I) áóäåì ñ÷èòàòü äëèíó èíòåðâàëà I .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ( 3.1 ) è ( 3.2 ),

îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî â òî÷êå c (òî÷íåå, èìååò ìåñòî óñòðàíèìûé ðàçðûâ), à íèäèíã-
èíâàðèàíòû èìåþò âèä

K+
f = PPP . . . , K−

f = QQQ . . . , ïîýòîìó Θf =
P̃ − Q̃

1− tp
,

ãäå P̃ è Q̃ � ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè p . Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøèé ïî-
ëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè Θf (t) ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà P̃ − Q̃ . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ýíòðîïèè â òî÷êå f âûÿñíèì,
êàêèå íèäèíã-èíâàðèàíòû ìîãóò èìåòü áëèçêèå â C1�òîïîëîãèè îòîáðàæåíèÿ g .

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ F ïîâåäåíèå ôóíêöèè g â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàçðûâà ìîæíî
îïèñàòü îäíèì èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. vg ≤ c, ug ≥ c ,

2. vg > c, ug ≥ c ,

3. vg ≤ c, ug < c ,

4. vg > c, ug < c .

Ìû áóäåì ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ â îòäåëüíîñòè.
1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè ïðèáëèæåíèè îòîáðàæåíèÿ g ê èñõîäíîìó îòîáðàæåíèþ f

òî÷êè ag è bg ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì af è bf ñîîòâåòñòâåííî, è ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
ðàçðûâà îòîáðàæåíèé g è f . Âûáåðåì ε -îêðåñòíîñòü îòîáðàæåíèÿ f â C1 -òîïîëîãèè
òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ èç ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

|vg| < ε <
af
3
, |ug| < ε <

bf
3
,

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 2



Íåïðåðûâíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé . . . 63

g ′(x) <
1

2
, x ∈ (−2 ε, 2 ε),

| af − ag| < ε <
af
3
, | bf − bg| < ε <

af
3
.

Îòîáðàæåíèå g íåïðåðûâíî è ìîíîòîííî íà èíòåðâàëå R0 = (c, c + ε) , ïîýòîìó R1 =
g(R0) = (u, g(ε)) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì èíòåðâàëîì è åãî äëèíà íå ïðåâîñõîäèò

τ(R1) = | g ′(ξ)|τ(R0) ≤
ε

2
.

Òàê êàê u < ε <
af

3
, òî èíòåâàëû R0 è R1 ïåðåñåêàþòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî R1 ñîäåð-

æèòñÿ â èíòåðâàëå (0, 2ε) ⊂ (0, ag) , ïîýòîìó g òàêæå íåïðåðûâíî íà R1 . Àíàëîãè÷íî,
ëþáîé èíòåðâàë Rn = g(Rn−1) ïåðåñåêàåòñÿ ñ Rn−1 è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

τ(Rn) ≤
1

2
τ(Rn−1) ≤

ε

2n
.

Çíà÷èò è ýòîò èíòåðâàë ñîäåðæèòñÿ â (0, 2ε) ⊂ (0, ag) . Òàêèì îáðàçîì, g n íåïðåðûâ-
íî íà R0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N , ñëåäîâàòåëüíî, íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê èç R0

ñîâïàäàþò è ðàâíû PPP . . . .
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ òî÷åê èç ëåâîé ïîëóîêðåñòíîñòè

(c − ε, c) , ïðè ýòîì íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòèõ òî÷åê áóäóò ðàâíû QQQ . . . . Â èòî-
ãå èìååì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå íèäèíã-èíâàðèàíòû îòîáðàæåíèÿ g ñîâïàäàþò ñ íèäèíã-
èíâàðèàíòàìè îòîáðàæåíèÿ f . Òàêèì îáðàçîì,

Θg =
P̃ − Q̃

1− tp
= Θf .

2. Âòîðîé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî òî÷êà bg ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì òî÷êè ðàçðûâà
äëÿ îòîáðàæåíèÿ g è ïîýòîìó ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå cg äëÿ áëèçêèõ g . Íî äëÿ ïðàâîé
ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè cg ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò ïåðâûé ñëó÷àé, òî åñòü ñóùåñòâóåò
ñèñòåìà èíòåðâàëîâ R0, R1, R2 . . . , ïîñòðîåííàÿ âûøå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ug, vg ∈ R0 , ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå âûðàæåíèå äëÿ íèäèíã-èíâàðèàíòîâ îòîáðàæåíèÿ g

K+
g = PPP . . . ,K−

g = QPP . . . ,

Θg = P̃ − Q̃ = Θf (1− tp).

3. Â òðåòüåì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû âòîðîìó, è â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëåâîé
ïîëóîêðåñòíîñòè îíè ïðèâîäÿò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó:

K+
g = PQQ . . . ,K−

g = QQQ . . . ,

Θg = P̃ − Q̃ = Θf (1− tp).

4. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, òàê êàê îáå òî÷êè ag
è bg åñòü ïðîîáðàçû òî÷êè ðàçðûâà è ñòðåìÿòñÿ ê cg ïðè ïðèáëèæåíèè g ê èñõîäíîìó
îòîáðàæåíèþ. Äî ýòîãî ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àè, êîãäà âñå èòåðàöèè òî÷åê èç îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè ðàçðûâà âñåãäà îñòàâàëèñü âíóòðè èíòåðâàëà (bg, ag) , ÷òî ïîçâîëÿëî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèòü íèäèíãè îòîáðàæåíèÿ g . Òåïåðü æå ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ èç-çà âîçìîæíîé
íåèíâàðèàíòíîñòè ïîäîáíîãî èíòåðâàëà.
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Ðàññìîòðèì îòðåçîê Jg = [min(ug, bg),max(vg, ag)] è âûáåðåì îêðåñòíîñòü îòîáðàæåíèÿ
f òàê, ÷òîáû

| vg| < ε, | ug| < ε,

| g ′(x)| < 1

2
, x ∈ J,

| cg − ag| < ε, | cg − bg| < ε.

Î÷åâèäíî, ÷òî g(Jg) ⊂ Jg . Ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê ug, vg ïðè-
íàäëåæèò îòðåçêó [bg, ag] . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ug < bg , òîãäà f(cg, ag) = (ug, cg) ⊃ (bg, cg) è
f(bg, cg) = (cg, vg) , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåðâàë cg, ag çà äâå èòåðàöèè íàêðûâàåò èíòåðâàë
cg, vg . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèÿ óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ | g ′(x)| < 1

2
, ïîëó÷èì

τ(cg, vg) ≤
1

4
τ(cg, ag),

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå. Òåïåðü ïóñòü k � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ
êîòîðîãî g k(ug) > cg . Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå k ñóùåñòâóåò äëÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ îòîá-
ðàæåíèé, òàê êàê g(x) > x ïðè x ∈ [ug, cg)

3.
Ïðè k = 1 âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

g(cg, ag) = (ug, cg) ⊂ (ag, cg),

g(bg, cg) = (cg, vg) ⊂ (cg, bg),

èç êîòîðûõ ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ èç îðáèò òî÷åê ug è vg ïîî÷åðåäíî ïîïàäàåò â ïðàâóþ
è ëåâóþ ïîëóîêðåñòíîñòü òî÷êè cg , è íèäèíã-èíâàðèàòíû ðàâíû

K+
g = PQP . . . ,K−

g = QPQ . . . ,

Θg =
P̃ − Q̃

1 + tp
= Θf

1− tp

1 + tp
.

Ïðè k ≥ 2 ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü îòðåçêîâ

Ji = [g i−1(ug), g
i(ug)], i = 1, k,

Äëèíà êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî Ji íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû äëèíû ïðåäûäóùåãî. Çà-
ìåòèì, ÷òî

(bg, cg) ⊂ Jk−1 ∪ Jk,

Ñëåäîâàòåëüíî

τ(bg, cg) ≤
3

2k−1
τ(J1).

Äëÿ îáðàçà èíòåðâàëà (bg, cg) èìååì ñëåäóþùèå îöåíêè

τ(g 2(bg, cg)) = τ(g(cg, vg)) = τ(ug, g(vg)) ≤
3

2k+1
τ(J1) ≤ τ(J1).

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà vg ïîä äåéñòâèåì g ïîïàäàåò â èíòåðâàë J1 è g i(vg) ∈ Ji+1, i =
1, k − 1 . Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

3 Åñëè îðáèòà òî÷êè ug ñîäåðæèò òî÷êó ðàçðûâà, òî çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå
ïîíèìàåòñÿ êàê g i(ug) = g i(ug + 0) . Àíàëîãè÷íî, äëÿ äðóãîé òî÷êè g i(vg) = g i(vg − 0) .
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Åñëè g k−2(vg) ∈ Jk−1 ëåæèò ëåâåå òî÷êè bg , òî cg < g k(vg) < vg . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
cg < g k(ug) < vg íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íèäèíã-èíâàðèàíòû èìåþò âèä

K+
g = V V . . . ,K−

g = QV V . . . , ãäå V = P QQ . . . Q︸ ︷︷ ︸
k−1

,

Θg = (P̃ − Q̃)
1− tp

1− tpk
.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ óòâåðæäåíèå èç [1] , ïîçâîëÿþùåå îöåíèòü òîïîëîãè÷åñêóþ
ýòðîïèþ ôóíêöèè g .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü (α, β) è (α∗, β∗) äîïóñòèìûå ïàðû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

α ≤ α∗, β ≥ β∗,

òîãäà âûïîëíÿåòñÿ r′(α, β) ≤ r′(α∗, β∗) .

Äîïóñòèìîñòü ïàðû (α, β) îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåâòîðÿþò ïðè
âñåõ n ≥ 0 óñëîâèÿì

σn (α) ≥ α èëè σn (α) ≤ β,

σn (β) ≥ α èëè σn (β) ≤ β.

Ïðåäïîëîæèì g k−2(vg) > bg , à ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ cg < g k−1(vg) < vg . Îáî-
çíà÷èì èíòåðâàë T = (g k−1(vg), g

k(ug)) ⊂ (cg, vg) è s íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ

êîòîðîãî cg ∈ [tv, tu] = g s(T ) . Íà ÿçûêå íèäèíãîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèäèíã-èíâàðèàíòû
ðàâíû

K+
g = S+K+(tu), S

+ = P QQ . . . Q︸ ︷︷ ︸
k−1

V1V2 . . . Vs,

K+
g = S−K−(tv), S

− = QP Q . . . Q︸ ︷︷ ︸
k−2

V1V2 . . . Vs, Vi = P èëè Q.

Òàê êàê tu ≥ cg è tv ≤ cg , òî K+(tu) ≥ K+(cg) è K−(tv) ≤ K−(cg) , è ïîýòîìó
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

K+
g ≥ S+K+

g ≥ S+S+ . . . ,

K−
g ≤ S−K−

g ≤ S−S− . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

S̃+S̃+ . . .− S̃−S̃− . . . = (P̃ − Q̃)
1− tp

1− tp(k+s)

Èç 3.1. ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè Θg(t) íå áîëüøå
íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà P −Q . Èç óñëîâèÿ htop(f) = 0 ïîíÿòíî,
÷òî íà ñàìîì äåëå îíè ñîâïàäàþò 4.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå òîæäåñòâà è îöåíêè, ïîëó÷åííûå âî âñåõ ïóíêòàõ, èìååì, ÷òî

íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü Θg ñîâïàäàåò ñ êîðíåì Θf = P̃−Q̃
1−tp

, ñëåäîâàòåëüíî,
ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå f . Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà:

4 Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðè s = ∞ , åñëè ôîðìàëüíîå ñ÷èòàòü t∞ = 0
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Ò å î ð å ì à 3.1. Â êëàññå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ (âñþäó êðîìå òî÷êè
ðàçðûâà) ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ñ C1 -òîïîëîãèåé è ïðè óñëîâèè íóëåâûõ îäíîñòî-
ðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå ðàçðûâà òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
îòîáðàæåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 15-01-03687-à, 14-01-00344).
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Continuity of topological entropy for piecewise smooth

Lorenz type mappings

c⃝ M. Malkin5, K. Safonov6

Abstract. For one-dimensional mappings of Lorenz type, the problem on behavior of the
topological entropy as the function of a mapping is studied. In the previous paper the authors
proved that entropy as the function of a mapping with C0 -topology can have jumps only for
exceptional case, namely, in a neighbourhood of a mapping with zero entropy, and moreover, if
and only if two kneading invariants are periodic with the same period. In the present paper we
show that for the class of Lorenz mappings having zero one-sided derivatives at the discontinuity
point and with C1 -topology, such an exceptional case is impossible, and thus the entropy depends
continously on the mapping.
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5 Associate professor of the Department of di�erential equations, mathematical and numerical analysis,
Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod, Institute of Information Technology, Mathematics and
Mechanics, Nizhny Novgorod; malkin@unn.ru

6 Student, Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod, Institute of Information Technology,
Mathematics and Mechanics, Nizhny Novgorod

Zhurnal SVMO. 2016. V. 18, No. 2



Íåïðåðûâíûé àíàëîã ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà 67

ÓÄÊ 519.624

Íåïðåðûâíûé àíàëîã ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà

Íüþòîíà

c⃝ È. Ï. Ðÿçàíöåâà1, Î. Þ. Áóáíîâà2

Àííîòàöèÿ. Â èòåðàöèîííîì ìåòîäå Íüþòîíà íåîáõîäèìî îáðàùàòü ïðîèçâîäíóþ îïåðàòîðà
ðåøàåìîãî óðàâíåíèÿ íà êàæäîì øàãå. Â ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå Íüþòîíà îáðàòíûé ê
ïðîèçâîäíîé îïåðàòîð îáðàùàåòñÿ òîëüêî â íà÷àëüíîé òî÷êå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïðè
ýòîì âû÷èñëåíèÿ ñîêðàùàþòñÿ, à ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïàäàåò. Èçâåñòåí íåïðåðûâíûé àíàëîã
ìåòîäà Íüþòîíà. Â äàííîé çàìåòêå ïîñòðîåí íåïðåðûâíûé àíàëîã ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà
Íüþòîíà äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ñèëüíî ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñèëüíî ìîíîòîííûé îïåðàòîð, ïðîèçâîäíàÿ
Ôðåøå, íåïðåðûâíûé ìåòîä, îïåðàòîð ñæàòèÿ, ñõîäèìîñòü

Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, (u, v) - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ u è v èç H, îïåðàòîð A : H → H îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
à) A - ñèëüíî ìîíîòîííûé îïåðàòîð, ò.å.

(Au− Av, u− v) ≥M∥u− v∥2 ∀u, v ∈ H, M > 0; (1.1)

á) A óäîâëåòâîðÿåò íà H óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé L > 0, ò.å.

∥Au− Av∥ ≤ L∥u− v∥ ∀u, v ∈ H. (1.2)

Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì îïåðàòîð A äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå íà H, òîãäà èç (1.1)
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (ñì. [1])

(A′(u)h, h) ≥M∥h∥2 ∀u, h ∈ H. (1.3)

Â íàøèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå
Ax = f (1.4)

èìååò â H åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ïðè ëþáîì ýëåìåíòå f ∈ H (ñì. [2] ñ. 273).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ (1.4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåïðåðûâíûé àíàëîã ìåòîäà Íüþ-

òîíà [3]
dy(t)

dt
= −γ(t)[A′(y(t))]−1(Ay(t)− f), (1.5)

y(t0) = y0 ∈ H, t ≥ t0 ≥ 0. (1.6)

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî îáðàùàòü ëèíåéíûé îïåðàòîð
A′(y(t)), ÷òî òðåáóåò áîëüøèõ âðåìåííûõ çàòðàò. Òàêàÿ æå ïðîáëåìà âîçíèêàåò ïðè íàõîæ-
äåíèè ðåøåíèÿ (1.4) èòåðàòèâíûì ìåòîäîì Íüþòîíà (ñì. [4], ñ. 401). Ìåòîä Íüþòîíà äëÿ
(1.4) óäàëîñü óïðîñòèòü, ò. å. ïîñòðîèòü ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà ñëåäóþùåãî
âèäà

xn+1 = xn − [A′(x0)]
−1(Axn − f), (1.7)

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð.Å. Àëåêñååâà, Íèæíèé Íîâãîðîä; lryazantseva@applmath.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Íèæåãîðîäñêàÿ àêàäå-
ìèÿ ÌÂÄ Ðîññèè, Íèæíèé Íîâãîðîä; bubnovaoyu@mail.ru
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ãäå x0 - íà÷àëüíàÿ òî÷êà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (1.7)
óõóäøèëàñü ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Íüþòîíà. Èíòå-
ðåñ ê íåïðåðûâíûì ìåòîäàì â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåñüìà âûñîê, òàê êàê èìåþòñÿ îáøèðíûå
ïàêåòû ïðîãðàìì äëÿ èõ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Â ñèëó ñêàçàííîãî öåëüþ äàííîé çàìåòêè
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íà îñíîâå (1.7) íåïðåðûâíîãî ìåòîäà è èññëåäîâàíèå åãî ñèëüíîé ñõî-
äèìîñòè.

Ïîäîáíî (1.5) (ñì. [3]) íà îñíîâàíèè (1.7) ïîñòðîèì íåïðåðûâíûé àíàëîã
ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà â ñëåäóþùåé ôîðìå:

dz(t)

dt
= −γ(t)[A′(z0)]

−1(Az(t)− f), (1.8)

z(t0) = z0 ∈ H, t ≥ t0 ≥ 0, (1.9)

ãäå γ(t) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðè t ≥ t0, è

0 < γ(t) ≤ γ0 ∀t ≥ t0. (1.10)

Èññëåäóåì âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (1.8), (1.9). Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà-
÷åíèå

G(t, u) = −γ(t)[A′(z0)]
−1(Au− f), t ≥ t0, u ∈ H.

Â íàøèõ óñëîâèÿõ îïåðàòîð G(t, u) íåïðåðûâåí ïî t ïðè t ≥ t0. Ïîñêîëüêó èç (1.3)
âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

∥[A′(u)]−1∥ ≤ 1

M
∀u ∈ H, (1.11)

òî ñ ó÷åòîì (1.10) è ñâîéñòâà (1.2) îïåðàòîðà A ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

∥G(t, z1)−G(t, z2)∥ ≤ γ0L

M
∥z1 − z2∥ ∀z1, z2 ∈ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à Êîøè (1.8), (1.9) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå ôóíêöèé
C1[t0,+∞) (ñì. [4], ïóíêò 33.4).

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå z(t) ïðè t→ ∞.
Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ:
â) ïóñòü ïðîèçâîäíàÿ A′(u) â îòêðûòîì øàðå

B(z0, r) = {u | ∥u− z0∥ < r}, r > 0

, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé l > 0, ò. å.

∥A′(u)− A′(v)∥ ≤ l∥u− v∥ ∀u, v ∈ B(z0, r);

ã) âåðíû íåðàâåíñòâà

∥Az0∥ ≤ ρ,
2lρ

M2
< 1, r′ =

Mq

l
< r,

ãäå

q = 1−
√

1− 2lρ

M2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî 0 < q < 1.
Ïîñòðîèì îïåðàòîð C : H → H,

Cu = u− [A′(z0)]
−1(Au− f).
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Â [4], ñ. 405 äîêàçàíî, ÷òî â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàòîð C îòîáðàæàåò çàìêíó-
òûé øàð B(z0, r′) â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà B(z0, r′) ñ êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ
q, ò. å.

∥Cu− Cv∥ ≤ q∥u− v∥ ∀u, v ∈ B(z0, r′). (1.12)

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà C â B(z0, r′), êîòîðàÿ
â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì x óðàâíåíèÿ (1.4). Êðîìå
òîãî, îïåðàòîð F : H → H, F = E − C â ñèëó (1.12) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

(Fu− Fv, u− v) = ∥u− v∥2 − (Cu− Cv, u− v) ≥ (1− q)∥u− v∥2 ∀u, v ∈ B(z0, r′). (1.13)

Ñëåäîâàòåëüíî, F - ñèëüíî ìîíîòîííûé îïåðàòîð íà B(z0, r′) ñ ïîñòîÿííîé 1− q.
Ïîñòðîèì äëÿ óðàâíåíèÿ Fx = 0 íåïðåðûâíûé ìåòîä ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð,

[5]). Ýòîò ìåòîä ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé Êîøè (1.8), (1.9), ïðè ýòîì (1.8) ìîæíî çàïèñàòü â
ñëåäóþùåé ôîðìå

dz(t)

dt
+ γ(t)Fz(t) = 0. (1.14)

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì (1.13) îïåðàòîðà F íà òðàåêòîðèÿõ çàäà÷è Êîøè
(1.14), (1.9), íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî

z(t) ∈ B(z0, r′) ∀t ≥ t0. (1.15)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ñäåëàåì åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå:
ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(Fu, u− z0) ≥ 0 ïðè ∥u− z0∥ ≥ r′. (1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî (1.15) âåäåì îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü ïðè íåêîòîðîì t = t̄ > t0 âåðíî
íåðàâåíñòâî ∥z(t̄)− z0∥ > r′. Òîãäà â ñèëó (1.16)

(Fz(t̄), z(t̄)− z0) ≥ 0. (1.17)

Â òî æå âðåìÿ èç (1.14) ïðè t = t̄ èìååì(
dz(t)

dt
, z(t)− z0

) ∣∣∣
t=t̄

+ γ(t̄)(Fz(t̄), z(t̄)− z0) = 0.

Îòñþäà, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (1.10) è (1.17), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

d∥z(t)− z0∥
dt

∣∣∣
t=t̄

≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ∥z(t)−z0∥ íå âîçðàñòàåò ïðè âñåõ t > t0, äëÿ êîòîðûõ ∥z(t)−z0∥ > r′.
Ñëåäîâàòåëüíî, (1.15) äîêàçàíî. Äàëåå, èç (1.14) áåç òðóäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî(

d(z(t)− x)

dt
, z(t)− x

)
+ γ(t)(Fz(t)− Fx, z(t)− x) = 0,

îòêóäà ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà (1.13) îïåðàòîðà F èìååì íåðàâåíñòâî

d∥z(t)− x∥2

dt
≤ −2γ(t)(1− q)∥z(t)− x∥2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∥z(t)− x∥2 ≤ ∥z0 − x∥2 exp
(
−2(1− q)

∫ t

t0

γ(τ)dτ

)
. (1.18)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî óòâåðæäåíèå.
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Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, äèôôå-
ðåíöèðóåìûé ïî Ôðåøå îïåðàòîð A : H → H îáëàäàåò ñâîéñòâàìè à), á), â), ã), íåïðå-
ðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïðè t ≥ t0 ≥ 0 ôóíêöèÿ γ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.10),
è ∫ +∞

t0

γ(t)dt = +∞,

îïåðàòîð F : H → H, Fu = [A′(z0)]
−1(Au − f) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (1.16). Òîãäà çàäà÷à

Êîøè (1.8), (1.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z(t) êëàññà C1[t0,+∞) òàêîå, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî (1.15), è ∥z(t)− x∥ → 0 ïðè t→ +∞, ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà (1.18), çäåñü
x � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4).

Óêàæåì, ÷òî (1.16) åñòü îäíî èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ x óðàâ-
íåíèÿ Fx = 0 ñ ∥x− z0∥ ≤ r′ (ñì. [2], ñ.262; [6], ññ. 15, 104).

Âîïðîñ î ñðàâíåíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíûõ ìåòîäîâ íå ñòàâèòñÿ, òàê êàê
ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé t ìîæíî äîáèòüñÿ ëþáîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíîãî
ìåòîäà [5]. Â òî æå âðåìÿ ðàçíûå íåïðåðûâíûå ìåòîäû ìîãóò äàâàòü ðàçíûå ïî ñâîéñòâàì
ïðèáëèæåíèÿ ê èñêîìîìó ðåøåíèþ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü âûáðàòü ïðèáëèæåíèå ê èñêî-
ìîìó ðåøåíèþ ñ àïðèîðíî èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà à), á) è (1.11) îïåðàòîðà A â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áûëè
èñïîëüçîâàíû òîëüêî íà íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.
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A continuous analogue of modi�ed Newton method

c⃝ I. P. Ryazantseva3, O. Yu. Bubnova4

Abstract. In the iterative Newton method we invert derivative of operator of equation for every
step. In the modi�ed Newton method we �ndinverse of derivative of operator only at initial point of
iterative process. Then amount of calculations decreases and convergence speed falls. Continuous
analog of Newton method is known. We construct the continuous analog of the modi�ed Newton
method for equation with strongly monotone operator in this note. We obtain su�cient conditions
of strong convergence in Hilbert space for propose method.

Key Words: Hilbert space, strictly monotone operator, Frechet derivative, continuous method,
operator of contraction, convergence
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ÓÄÊ 517.968

Î ðàçðåøèìîñòè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ òèïà Áóññèíåñêà ñ íåëîêàëüíûìè

èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ 1 Ê. Õ. Øàáàäèêîâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíîé ñìåøàííîé çà-
äà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Áóññèíåñêà ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà. Èñïîëüçîâàí ìåòîä Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷åíà ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà íåëè-
íåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÑÍÈÓ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè ÑÑÍÈÓ èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äàëåå ïîêàçàíà
ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ê èñêîìîé ôóíêöèè íåëîêàëüíîé ñìåøàííîé çàäà÷è. Äàííàÿ ðàáîòà
ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì òåîðèè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåøàííàÿ çàäà÷à, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå
òèïà Áóññèíåñêà, íåëîêàëüíûå èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ðåàëüíîì ìè-
ðå, ÷àñòî ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè.Áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿþò äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ìíîãèå çàäà÷è ãàçîâîé
äèíàìèêè, òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïðèâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [1] � [3]. Èçó÷åíèþ
ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîñâÿùå-
íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì. [4] � [16]). Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ òèïà Áóññèíåñêà èìåþò ìíîãî ïðèëîæåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå (ñì.
[17]).

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàíèöà îáëàñòè ïðîòåêàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà íåäîñòóïíà äëÿ
èçìåðåíèé, â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, äîñòàòî÷íîé äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è, ìîãóò ñëóæèòü íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Íåëî-
êàëüíûå çàäà÷è ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì. [18], [19]). Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ íåëîêàëüíîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Áóññèíåñêà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Èòàê, â îáëàñòè Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

∂ 2 U(t, x)

∂ t 2
− ∂ 4U(t, x)

∂ t 2 ∂x2
− µ(t)

∂ 2U(t, x)

∂ x 2
= (1.1)

= η(t)

T∫
0

U(θ, x)dθ + f

x, T∫
0

l∫
0

H(θ, y)U(θ, y)dydθ


1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, tursun.k.yuldashev@gmail.com
2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ôåðãàíñêèé ãîñóäàð-

ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ôåðãàíà, Óçáåêèñòàí
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ñ íåëîêàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè

U(0, x) +

T∫
0

Θ 1(t) · U(t, x)dt = φ 1(x), x ∈ Ω l, (1.2)

U t(0, x) +

T∫
0

Θ 2(t) · U(t, x)dt = φ 2(x), x ∈ Ω l (1.3)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Áåíàðà

U(t, 0) = U(t, l) = 0, t ∈ ΩT , (1.4)

ãäå η(t) ∈ C(ΩT ) , µ(t) ∈ C(ΩT ) , f(x, γ) ∈ C(Ω l×R) , φ k(x) ∈ C 2(Ωl) , φ k(0) = φ k(l) = 0 ,

k = 1, 2 , Θ k(t) ∈ C 2(ΩT ) , k = 1, 2 ,
T∫
0

l∫
0

|H(t, x)|dxdt < ∞ , Ω ≡ ΩT × Ω l , ΩT ≡ [0, T ] ,

Ω l ≡ [0, l] , 0 < T <∞ , 0 < l <∞ .
Ïîä ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) � (1.4) ïîíèìàåì ôóíêöèþ U(t, x) ∈ C 2,2(Ω) ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1.1) è óñëîâèÿì (1.2) � (1.4).

2. Ñâåäåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è ê ñ÷åòíîé ñèñòåìå íåëèíåéíûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è èùåì â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

U(t, x) =
∞∑
n=1

un(t) · ϑn(x), (2.1)

ãäå ôóíêöèè ϑn(x) îïðåäåëåíû êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ϑ′′(x)+
+λ 2ϑ(x) = 0 , ϑ(0) = ϑ(l) = 0 , 0 < λ è îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé{
ϑn(x)

}∞

n=1
â ïðîñòðàíñòâå L 2(Ω l) , ãäå λn � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

f (x, γ) =
∞∑
n=1

fn(γ) · ϑn(x), (2.2)

ãäå fn(γ) =
l∫
0

f (y, γ) · ϑn(y)dy , γ =
T∫
0

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u k(θ) · ϑ k(z)dzdθ .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî
ϑ′′

n(x) = −λ 2
n · ϑn(x). (2.3)

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (2.1) è (2.2) â óðàâíåíèå (1.1), ñ ó÷åòîì (2.3) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
ñ÷åòíóþ ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

u′′n(t) = −τn · µ(t) · un(t) +
η(t)

1 + λ 2
n

·
T∫

0

un(θ)dθ +
1

1 + λ 2
n

fn(γ), (2.4)

ãäå τn = λ 2
n

1+λ 2
n
, un(t) =

l∫
0

U(t, y)ϑn(y)dy .
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Íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ (1.2) è (1.3) äëÿ óðàâíåíèÿ (2.4) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

un(0) +

T∫
0

Θ 1(t) · un(t)dt = φ 1n, (2.5)

u′n(0) +

T∫
0

Θ 2(t) · un(t)dt = φ 2n, (2.6)

ãäå φ kn =
l∫
0

φ k(y) · ϑn(y)dy , k = 1, 2 .

Ïðàâóþ ÷àñòü (2.4) îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn(t) . Òîãäà ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ äâà ðàçà ïî
t èç (2.4) ïîëó÷àåì

un(t) = C 2n + C 1nt+

t∫
0

(t− s)Fn(s)ds, (2.7)

ãäå C 1n, C 2n � ïîêà íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ èç èíòåãðàëüíûõ
óñëîâèé (2.5) è (2.6) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé{

C 1nα 3 + C 2nα 1 = g 1,

C 1nα 2 + C 2nα 4 = g 2,
(2.8)

α 1 = 1 +
T∫
0

Θ 1(t)dt , α 2 = 1 +
T∫
0

tΘ 2(t)dt , α 3 =
T∫
0

tΘ 1(t)dt ,

α 4 =
T∫
0

Θ 2(t)dt , g k = φ k −
T∫
0

Θ k(t)
t∫
0

(t− s)Fn(s)dsdt , k = 1, 2 .

Ðåøàÿ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (2.8), ïîëó÷àåì

C 1n =
α 3g 1 − α 1g 2

ω
=

1

ω

α 3φ 1 − α 3

T∫
0

Θ 1(t)

t∫
0

(t− s)Fn(s)dsdt− (2.9)

−α 1φ 2 + α 1

T∫
0

Θ 2(t)

t∫
0

(t− s)Fn(s)dsdt

 ,

C 2n =
α 2g 1 − α 3g 2

ω
=

1

ω

α 2φ 1 − α 2

T∫
0

Θ 1(t)

t∫
0

(t− s)Fn(s)dsdt− (2.10)

−α 3φ 2 + α 3

T∫
0

Θ 2(t)

t∫
0

(t− s)Fn(s)dsdt

 ,

ãäå
ω = α 3α 4 − α 1α 2 ̸= 0. (2.11)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) è (2.10) â (2.7), ïîëó÷àåì

un(t) = Qn(t) + τn
α 2 + α 3t

ω

T∫
0

Θ 1(t)

t∫
0

(t− s) · µ(s) · un(s)dsdt− (2.12)
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−τn
α 3 + α 1t

ω

T∫
0

Θ 2(t)

t∫
0

(t− s) · µ(s) · un(s)dsdt−

−τn

t∫
0

(t− s) · µ(s) · un(s)ds−

−α 2 + α 3t

ω

T∫
0

Θ 1(t)

t∫
0

(t− s)
p(s)

1 + λ 2
n

T∫
0

un(θ)dθdsdt+

+
α 3 + α 1t

ω

T∫
0

Θ 2(t)

t∫
0

(t− s)
p(s)

1 + λ 2
n

T∫
0

un(θ)dθdsdt+

+

t∫
0

(t− s)
p(s)

1 + λ 2
n

T∫
0

un(θ)dθds−

−α 2 + α 3t

ω

T∫
0

Θ 1(t)

t∫
0

(t− s)
s 2

2(1 + λ 2
n)
fn(γ)dsdt+

+
α 3 + α 1t

ω

T∫
0

Θ 2(t)

t∫
0

(t− s)
s 2

2(1 + λ 2
n)
fn(γ)dsdt+

+

t∫
0

(t− s)
s 2

2(1 + λ 2
n)
fn(γ)ds,

ãäå Qn(t) =
1
ω

[
(α 2 + α 3t) · φ 1n − (tα 1 + α 3) · φ 2n

]
, p(t) =

t∫
0

(t− s) · η(s)ds .

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó Äèðèõëå

T∫
0

Θ k(t)

t∫
0

(t− s) · µ(s) · un(s)dsdt =

T∫
0

µ(s) · un(s) ·
(
ν 1k(s)− s · ν 2k(s)

)
dsdt,

ãäå

ν 1k(s) =

T∫
s

t ·Θ k(t)dt, ν 2k(s) =

T∫
s

Θ k(t)dt, k = 1, 2.

Òîãäà ñ÷åòíóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÑÍÈÓ) (2.12) çàïèøåì
â ñëåäóþùåì âèäå

un(t) = ℑ 1(t;un) ≡ Qn(t) +

T∫
0

ℜn(t, s)un(s)ds+Gn(t)

T∫
0

un(θ)dθ+ (2.13)

+Φn(t)

l∫
0

f

y, T∫
0

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u k(θ) · ϑ k(z)dzdθ

ϑn(y)dy, t ∈ ΩT ,
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ãäå

ℜn(t, s) =



−α 2 + α 3t

ω
τnµ(s) ·

(
ν 11(s)− s · ν 21(s)

)
+

+fracα 3 + α 1tωτnµ(s) ·
(
ν 12(s)− s · ν 22(s)

)
−

−τn(t− s) · µ(s), 0 ≤ s < t,

−α 2 + α 3t

ω
τnµ(s) ·

(
ν 11(s)− s · ν 21(s)

)
+

+
α 3 + α 1t

ω
τnµ(s) ·

(
ν 12(s)− s · ν 22(s)

)
, t < s ≤ T,

Gn(t) = −α 2 + α 3t

ω

T∫
0

Θ 1(t)

t∫
0

(t− s)
p(s)

1 + λ 2
n

dsdt+

+
α 3 + α 1t

ω

T∫
0

Θ 2(t)

t∫
0

(t− s)
p(s)

1 + λ 2
n

dsdt+

t∫
0

(t− s)
p(s)

1 + λ 2
n

ds,

Φn(t) = −α 2 + α 3t

2ω

T∫
0

Θ 1(t)

t∫
0

(t− s) · s 2

1 + λ 2
n

dsdt+

+
α 3 + α 1t

2ω

T∫
0

Θ 2(t)

t∫
0

(t− s) · s 2

1 + λ 2
n

dsdt+
1

2

t∫
0

(t− s) · s 2

1 + λ 2
n

ds.

3. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ÑÑÍÈÓ

Â ïðîñòðàíñòâå B 2(T ) èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ íîðìó

∥∥u(t)∥∥
B 2(T )

=

√√√√ ∞∑
n=1

max
t∈ΩT

∣∣∣un(t)
∣∣∣ 2.

Äëÿ ôóíêöèè g(x) ∈ L 2(Ωl) ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìà

∥∥g(x)∥∥
L 2(Ωl)

=

√√√√√ l∫
0

∣∣∣g(y)∣∣∣ 2dy.
Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ: óñëîâèå (2.11) è
1) . β 1 =

∥∥Q(t)∥∥
B 2(T )

<∞ ; β 2 = maxt∈ΩT

∥∥ℜ(t, s)∥∥
B 2(T )

+
∥∥G(t)∥∥

B 2(T )
<∞ ;

2) . β 3 =
∥∥Φ(t)∥∥

B 2(T )
<∞ ; M =

∥∥f(x, γ)∥∥
L 2(Ωl)

<∞ ;

3) .
∣∣∣f(x, γ1)− f(x, γ2)

∣∣∣ ≤ L(x)
∣∣∣γ1 − γ2

∣∣∣ , δ 1 = ∥∥L(x)∥∥L 2(Ωl)
<∞ ;

4) . δ 2 =
T∫
0

l∫
0

∣∣∣H(t, x)
∣∣∣dxdt <∞ ; ρ = β 2T + β 3δ 1δ 2δ 3 < 1 ,

ãäå δ 3 = maxx∈Ωl

√ ∞∑
n=1

∣∣∣ϑn(x)
∣∣∣ 2 <∞ .
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Òîãäà ÑÑÍÈÓ (2.13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå B 2(T ) . Ýòî ðå-
øåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

u 0
n(t) = Qn(t), u

j+1
n (t) = ℑ 1(t;u

j
n), j = 0, 1, 2, . . . , t ∈ ΩT . (3.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì øàð S
(
u 0

n; r 1

)
ñ ðàäèóñîì r 1 = β 1 +

β 3M
1−β 2T

.

Äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ, â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû, èç (3.1) èìååì∥∥u 0(t)
∥∥

B 2(T )
≤ β 1. (3.2)

Äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòè, â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, èç (3.1) ñ ó÷åòîì (3.2) ïîëó÷èì îöåíêó

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣u 1
n(t)− u 0

n(t)
∣∣ 2 ≤

√√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

ℜn(t, s) ·Qn(s)ds

∣∣∣∣∣∣
2

+

+

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣Gn(t)
∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

Qn(t)dt

∣∣∣∣∣∣
2

+

√√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣Φ n(t)
∣∣∣ l∫
0

|f (y, γ 0)ϑn(y)| dy

 2

èëè ∥∥u 1(t)− u 0(t)
∥∥

B 2(T )
≤ β 1β 2T + β 3

√√√√√ ∞∑
n=1

 l∫
0

|f (y, γ 0)| · |ϑn(y)| dy

 2

≤ (3.3)

≤ β 1β 2T + β 3

∥∥f(x, γ 0)
∥∥

L 2(Ωl)
= β 1β 2T + β 3M,

ãäå γ 0 =
T∫
0

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u 0
k(θ) · ϑ k(z)dzdθ .

Äëÿ ðàçíîñòè u 2
n(t) − u 0

n(t) , â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, èç (3.1) ñ ó÷åòîì (3.3) ïîëó÷èì
îöåíêó √√√√ ∞∑

n=1

∣∣u 2
n(t)− u 0

n(t)
∣∣ 2 ≤

√√√√√ ∞∑
n=1

 T∫
0

|ℜn(t, s)| · |u 1
n(s)− u 0

n(s)| ds

 2

+

+

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣Gn(t)
∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 T∫
0

|u 1
n(t)− u 0

n(t)| dt

 2

+

+

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣Φ n(t)
∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 l∫
0

|f (y, γ1) · ϑn(y)| dy

 2

èëè ∥∥u 2(t)− u 0(t)
∥∥

B 2(T )
≤
(
β 1β 2T + β 3M

)
· β 2T+ (3.4)

+β 3

√√√√√ ∞∑
n=1

 l∫
0

|f (y, γ1)| · |ϑn(y)| dy

 2

≤
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≤
(
β 1β 2T + β 3M

)
· β 2T + β 3M = β 1

(
β 2T

) 2

+
(
β 2T + 1

)
· β 3M,

ãäå γ1 =
T∫
0

l∫
0

H(t, z)
∞∑
k=1

u 1
k(t) · ϑ k(z)dzdt .

Äàëåå èç (3.1) ñ ó÷åòîì (3.4) èìååì∥∥u 3(t)− u 0(t)
∥∥

B 2(T )
≤
(
β 1β 2T + β 3M

)
·
(
β 2T

) 2

+
(
β 2T + 1

)
· β 3M = (3.5)

= β 1

(
β 2T

) 3

+

((
β 2T

) 2

+ β 2T + 1

)
· β 3M.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, àíàëîãè÷íî (3.5) ïîëó÷àåì∥∥u j(t)− u 0(t)
∥∥

B 2(T )
≤ β 1

(
β 2T

) j

+ (3.6)

+

((
β 2T

) j−1

+
(
β 2T

) j−2

+ · · ·+
(
β 2T

) 2

+ β 2T + 1

)
· β 3M.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî β 2T < 1 . Ïîýòîìó èç (3.6), ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó ïðè j → ∞

lim
j→∞

∥∥u j(t)− u 0(t)
∥∥

B 2(T )
≤ lim

j→∞

[
β 1

(
β 2T

) j

+

+

((
β 2T

) j−1

+
(
β 2T

) j−2

+ · · ·+
(
β 2T

) 2

+ β 2T + 1

)
· β 3M

]
,

èìååì ∥∥u∞(t)− u 0(t)
∥∥

B 2(T )
< β 1 +

1

1− β 2T
· β 3M = r 1 <∞. (3.7)

Èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (2.13) îòîáðàæàåò øàð S
(
u 0

n; r 1

)
â ñåáÿ.

Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçíîñòè u j+1
n (t)− u j

n(t) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó√√√√ ∞∑
n=1

∣∣u j+1
n (t)− u j

n(t)
∣∣ 2 ≤

√√√√√ ∞∑
n=1

 T∫
0

∣∣ℜn(t, s)
∣∣ · ∣∣u j

n(s)− u j−1
n (s)

∣∣ds
 2

+

+

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣Gn(t)
∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 T∫
0

∣∣u j
n(t)− u j−1

n (t)
∣∣dt
∣∣∣∣∣∣
2

+

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣Φn(t)
∣∣∣ 2×

×

√√√√√ ∞∑
n=1

 l∫
0

L(y)

T∫
0

l∫
0

|H(θ, z)|
∞∑
k=1

∣∣u j
k(θ)− u j−1

k (θ)
∣∣ · ∣∣ϑ k(z)

∣∣dzdθ · ∣∣ϑn(y)
∣∣dy
 2

èëè ∥∥u j+1(t)− u j(t)
∥∥

B 2(T )
≤ (3.8)

≤

β 2T + β 3δ 2δ 3

√√√√√ ∞∑
n=1

 l∫
0

L(y) ·
∣∣ϑn(y)

∣∣dy
 2
 ·

∥∥u j(t)− u j−1(t)
∥∥

B 2(T )
≤
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≤ ρ
∥∥u j(t)− u j−1(t)

∥∥
B 2(T )

.

Â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ òåîðåìû, èç îöåíêè (3.8) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé
÷àñòè (2.13) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Èç îöåíîê (3.7) è (3.8) çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà
(2.13) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (ñì. [20], ñòð. 389�401). Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ïðîñòðàíñòâå B 2(T ) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u(t) ∈ B 2(T ) .

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè∥∥u j+1(t)− u(t)
∥∥

B 2(T )
≤
(
β 1β 2T + β 3M

) ρ j+1

1− ρ
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äèôôåðåíöèðóÿ ÑÑÍÈÓ (2.13) äâà ðàçà ïî t è ó÷èòûâàÿ

Q′′
n(t) = 0,

∂ 2

∂ t 2
Rn(t, s) = 0,

èìååì

∂ 2

∂ t 2
un(t) = ℑ 2(t;un) ≡ G′′

n(t)

T∫
0

un(θ)dθ+ (3.9)

+Φ′′
n(t)

l∫
0

f

y, T∫
0

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u k(θ) · ϑ k(z)dzdθ

ϑn(y)dy, t ∈ ΩT ,

ãäå G′′
n(t) ∈ C

(
ΩT

)
, Φ′′

n(t) ∈ C
(
ΩT

)
.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. è
N 1 =

∥∥G′′(t)
∥∥

B 2(T )
<∞ ; N 2 =

∥∥Φ′′(t)
∥∥

B 2(T )
<∞ .

Òîãäà
∂ 2

∂ t 2
u(t) ∈ B 2(T ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ îïåðàòîðà â ïðàâîé ÷àñòè (3.9) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

∂ 2

∂ t 2
u 0

n(t) = 0,
∂ 2

∂ t 2
u j+1

n (t) = ℑ 2(t;u
j
n), j = 0, 1, 2, . . . , t ∈ ΩT . (3.10)

Ðàññìîòðèì øàð S
(

∂ 2

∂ t 2
u 0

n; r 2

)
ñ ðàäèóñîì r 2 = N 1T

(
β 1 +

1
1−β 2T

)
+N 2M . Äëÿ ïåðâîé

ðàçíîñòè, â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû è îöåíêè (3.2), èç (3.10) ïîëó÷àåì îöåíêó√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣∣ ∂ 2

∂ t 2
u 1

n(t)−
∂ 2

∂ t 2
u 0

n(t)

∣∣∣∣ 2 ≤
√√√√ ∞∑

n=1

∣∣∣G′′
n(t)

∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 T∫
0

∣∣∣u 0
n(t)− u 0

n(t)
∣∣∣dt
 2

+

+

√√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣Φ′′
n(t)

∣∣∣ l∫
0

|f (y, 0)ϑn(y)| dy

 2

èëè

∥∥∥∥ ∂ 2

∂ t 2
u 1(t)− ∂ 2

∂ t 2
u 0(t)

∥∥∥∥
B 2(T )

≤ N 1β 1T +N 1

√√√√√ ∞∑
n=1

 l∫
0

|f (y, 0)| · |ϑn(y)| dy

 2

≤
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≤ N 1β 1T +N 2

∥∥f(x, γ)∥∥
L 2(Ωl)

= N 1β 1T +N 2M.

Äëÿ ðàçíîñòè ∂ 2

∂ t 2
u 2

n(t) − ∂ 2

∂ t 2
u 0

n(t) , â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû è îöåíêè (3.3), èç (3.10)
ïîëó÷èì îöåíêó√√√√ ∞∑

n=1

∣∣∣∣ ∂ 2

∂ t 2
u 2

n(t)−
∂ 2

∂ t 2
u 0

n(t)

∣∣∣∣ 2 ≤
√√√√ ∞∑

n=1

∣∣∣G′′
n(t)

∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 T∫
0

|u 1
n(t)− u 0

n(t)| dt

 2

+

+

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣Φ′′
n(t)

∣∣∣ 2
√√√√√ ∞∑

n=1

 l∫
0

|f (y, γ1) · ϑn(y)| dy

 2

èëè ∥∥∥∥ ∂ 2

∂ t 2
u 2(t)− ∂ 2

∂ t 2
u 0(t)

∥∥∥∥
B 2(T )

≤

≤ N 1

(
β 1β 2T + β 3M

)
T +N 2

√√√√√ ∞∑
n=1

 l∫
0

|f (y, γ1)| · |ϑn(y)| dy

 2

≤

≤
(
β 1β 2T + β 3M

)
·N 1T +N 2M.

Äàëåå èç (3.10) ñ ó÷åòîì (3.4) ïîëó÷èì∥∥∥∥ ∂ 2

∂ t 2
u 3(t)− ∂ 2

∂ t 2
u 0(t)

∥∥∥∥
B 2(T )

≤ (3.11)

≤ N 1T

(
β 1

(
β 2T

) 2

+
(
β 2T + 1

)
· β 3M

)
+N 2M.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, àíàëîãè÷íî (3.11) èìååì∥∥∥∥ ∂ 2

∂ t 2
u j(t)− ∂ 2

∂ t 2
u 0(t)

∥∥∥∥
B 2(T )

≤ N 1T

[
β 1

(
β 2T

) j

+ (3.12)

+

((
β 2T

) j−1

+
(
β 2T

) j−2

+ · · ·+
(
β 2T

) 2

+ β 2T + 1

)
· β 3M

]
+N 2M.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. ñëåäóåò, ÷òî β 2T < 1 . Ïîýòîìó èç (3.12), ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè j → ∞

lim
j→∞

∥∥∥∥ ∂ 2

∂ t 2
u j(t)− ∂ 2

∂ t 2
u 0(t)

∥∥∥∥
B 2(T )

≤ lim
j→∞

N 1T

[
β 1

(
β 2T

) j

+

+

((
β 2T

) j−1

+
(
β 2T

) j−2

+ · · ·+
(
β 2T

) 2

+ β 2T + 1

)
· β 3M

]
+N 2M,

èìååì∥∥∥∥ ∂ 2

∂ t 2
u∞(t)− ∂ 2

∂ t 2
u 0(t)

∥∥∥∥
B 2(T )

< N 1T ·
(
β 1 +

1

1− β 2T

)
+N 2M = r 2 <∞. (3.13)

Èç (3.13) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (3.9) îòîáðàæàåò øàð S
(

∂ 2

∂ t 2
u 0

n; r 2

)
â

ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ∂ 2

∂ t 2
u(t) ∈ B 2(T ) . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4. Ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) � (1.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.13) â ðÿä (2.1), ïîëó÷àåì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)
� (1.4):

U(t, x) =
∞∑
n=1

un(t) · ϑn(x) =
∞∑
n=1

ℑ 1

(
t;un

)
· ϑn(x) ≡ (4.1)

≡
∞∑
n=1

ϑn(x)

Qn(t) +

T∫
0

ℜn(t, s) · un(s)ds+Gn(t)

T∫
0

un(θ)dθ+

+Φn(t)

l∫
0

f

y, T∫
0

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u k(θ) · ϑ k(z)dzdθ

ϑn(y)dy

 .

Ïîäñòàâëÿåì òàêæå (3.1) â ðÿä (2.1):

U j+1(t, x) =
∞∑
n=1

u j+1
n (t) · ϑn(x) =

∞∑
n=1

ℑ 1

(
t;u j

n

)
· ϑn(x) ≡ (4.2)

≡
∞∑
n=1

ϑn(x)

Qn(t) +

T∫
0

ℜn(t, s) · u j
n(s)ds+Gn(t)

T∫
0

u j
n(θ)dθ+

+Φn(t)

l∫
0

f

y, T∫
0

l∫
0

H(θ, z)
∞∑
k=1

u j
k(θ) · ϑ k(z)dzdθ

ϑn(y)dy

 .

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2. è u(t) ∈ B 2(T ) �
ðåøåíèå ÑÑÍÈÓ (2.13) . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (4.2) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè
(4.1) ïðè j → ∞ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê u(t) ∈ B 2(T ) � ðåøåíèå ÑÑÍÈÓ (2.13), òîãäà ìû
ïîëîæèì, ÷òî ∥∥u j(t, µ)− u(t, µ)

∥∥
B 2(T )

≤ ε

δ 3
,

ãäå 0 < ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè ôóíêöèé (4.2) è (4.1) ñ ïðèìåíåíèåì
íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ïîëó÷àåì

∣∣U j(t, x)− U(t, x)
∣∣ ≤ ∞∑

n=1

∣∣u j
n(t)− un(t)

∣∣ · ∣∣∣ϑn(x)
∣∣∣ ≤

≤ δ 3 ·
∥∥u j(t)− u(t)

∥∥
B 2(T )

≤ δ 3 ·
ε

δ 3
= ε.

Òàê êàê äëÿ îïåðàòîðà (3.9) ñïðàâåäëèâî
∂ 2

∂ t 2
u(t) ∈ B 2(T ) , òî ñ ïðèìåíåíèåì íåðà-

âåíñòâà Ãåëüäåðà èìååì îöåíêó∣∣∣∣ ∂ 2

∂ t 2
U(t, x)

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

∣∣∣∣ ∂ 2

∂ t 2
un(t)

∣∣∣∣ · ∣∣∣ϑn(x)
∣∣∣ ≤ δ 3 ·

∥∥∥∥ ∂ 2

∂ t 2
u(t)

∥∥∥∥
B 2(T )

<∞.
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Äèôôåðåíöèðóÿ (4.1) äâà ðàçà ïî x è ñ ó÷åòîì (2.3) ïîëó÷èì

∂ 2U(t, x)

∂ x 2
=

∞∑
n=1

un(t) ·
∂ 2ϑn(x)

∂ x 2
= −

∞∑
n=1

λ 2
n · un(t) · ϑn(x). (4.3)

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (4.3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî. Äâà ðàçà èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì ñëåäóþùèé èíòåãðàë

un(t) =

l∫
0

U(t, y)ϑn(y)dy,

ïîëó÷àåì

un(t) = − 1

λ 2
n

l∫
0

∂ 2U(t, y)

∂ y 2
ϑn(y)dy. (4.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.4) â (4.3) è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ, èìå-
åì îöåíêó ∣∣∣∣∣−

∞∑
n=1

λ 2
n · un(t) · ϑn(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

l∫
0

∂ 2U(t, y)

∂ y 2
ϑn(y)dy · ϑn(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

√√√√ ∞∑
n=1

∣∣∣ϑn(x)
∣∣∣ 2 ·
√√√√√ ∞∑

n=1

 l∫
0

∣∣∣∣∂ 2U(t, y)

∂ y 2

∣∣∣∣ · ∣∣∣ϑn(y)
∣∣∣dy
 2

≤

≤ δ 3 ·
∥∥∥∥∂ 2U(t, x)

∂ x 2

∥∥∥∥
L 2(Ωl)

<∞.

Ýòî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Fourier method of separation of variables is employed. The countable system of nonlinear integral
equations (CSNIE) is obtained. To prove the theorem of one-value solvability of CSNIE the method
of successive approximations is used. The convergence of the Fourier series to an unknown function
of considering nonlocal boundary value problem is shown. This paper advances the theory of
Boussinesq type di�erential equations.

Key Words: Boundary value problem, nonlinear equation, Boussinesq type equation, nonlocal
integral conditions, one valued solvability

3 Associate professor of Higher Mathematics Chair, M. F. Reshetnev Siberian State Aerospace University,
Krasnoyarsk, tursun.k.yuldashev@gmail.com

4 Associate professor of Mathematical Analyses and Di�erential Equations Chair, Fergana State University,
Fergana, Uzbekistan

Zhurnal SVMO. 2016. V. 18, No. 2



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà òåïëà â ïðÿìîóãîëüíîì . . . 85

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà

ÓÄÊ 533.72

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà

òåïëà â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà

Êíóäñåíà

c⃝ Î. Â. Ãåðìèäåð 1, Â. Í. Ïîïîâ 2

Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è î òåïëîïåðåíîñå â
äëèííîì êàíàëå ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ. Â êàíàëå ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûé ãðàäèåíò
òåìïåðàòóðû, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè ñèììåòðèè êàíàëà. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ,
îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó ïðîöåññà, èñïîëüçîâàíî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Âèëüÿìñà, à â êà-
÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ êàíàëà - ìîäåëü äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ. Îòêëîíåíèå
ñîñòîÿíèÿ ãàçà îò ðàâíîâåñíîãî ïîëàãàåòñÿ ìàëûì. Ýòî ïîçâîëèëî ðàññìîòðåòü ðåøåíèå çà-
äà÷è â ëèíåàðèçîâàííîì âèäå. Ïîñòðîåí ïðîôèëü âåêòîðà ïîòîêà òåïëà â êàíàëå, à òàêæå
âû÷èñëåí ïîòîê òåïëà ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ ñòîðîí
ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ è çíà÷åíèé ÷èñëà Êíóäñåíà. Ïðîâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ âûðàæå-
íèé ïðè ïåðåõîäå ê ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîìó è ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó ðåæèìàì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, óðàâíåíèå Âèëüÿìñà, ìîäåëü äèô-
ôóçíîãî îòðàæåíèÿ, àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ÷èñëî Êíóäñåíà

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå òå÷åíèé â ìèêðîêàíàëàõ èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðèìåíåíèÿ íî-
âûõ òåõíîëîãèé [1]. Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî ãàçà ÿâëÿþòñÿ, ãëàâíûì
îáðàçîì, ïðîöåññû òåïëî-ìàññîîáìåíà è äâèæåíèÿ ãàçîâ ïðè çíà÷èòåëüíûõ ñòåïåíÿõ ðàç-
ðåæåíèÿ [2]. Â ñèëó ðàçâèòèÿ íàíîòåõíîëîãèé â ïîñëåäíèå âðåìÿ îñîáîå âíèìàíèå ïðè-
âëåêàþò èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà â êàíàëàõ ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ. Òàê â [3], [4], [5] ðàññìàòðèâàëîñü òå÷åíèå ðàçðåæåííîãî ãàçà â ïðÿìîóãîëüíîì
êàíàëå, â [6] � â êàíàëå òðåóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, â [7]-[10] � â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå, â [11]
� ìåæäó äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè öèëèíäðàìè, â [12] � â êàíàëå ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ.
Â [5] è [10] ïîëó÷åíû ïðîôèëü âåêòîðà ïîòîêà òåïëà è ïîòîê òåïëà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ
Âèëüÿìñà ïðè ïîñòîÿííîì ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû, íî ÿâíîé çàâèñèìîñòè ïîñòðîåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Âèëüÿìñà îò ÷èñëà Êíóäñåíà íå ïðèâåäåíî. Â [4] ïîñòðîåíû ïðîôè-
ëè ìàññîâîé ñêîðîñòè è ïîòîêà òåëà â ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîì ðåæèìå. Â [3], [6]-[9], [11],
[12] äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà èñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé
ñòîëêíîâåíèé. Â òî âðåìÿ êàê áîëåå ðåàëèñòè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿíñòâå
äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ìîëåêóë, âçàèìîäåéñòâèå
êîòîðûõ ìåæäó ñîáîé ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ìîäåëüþ òâåðäûõ ñôåð. Ýòî ïðåäïîëîæå-
íèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ìîëåêóë äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå èõ òåïëîâîé ñêîðîñòè [13], [14]. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùåé êîððåêöèè ÁÃÊ (Áõàòíàãàð, Ãðîññ, Êðóê) ìîäåëè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëî-
ìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; o.germider@narfu.ru

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; v.popov@narfu.ru
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Áîëüöìàíà [13]
df

dt
+ v∇f =

ω

γlg
(f∗ − f).

Çäåñü ω = |v − u(r′)| , v � ñêîðîñòü ìîëåêóë ãàçà, u(r′) � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü ãàçà,
r′ � ðàçìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð, lg � ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà,
β = m/(2kBT0) , γ = 5/2 , m � ìàññà ìîëåêóëû ãàçà, kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T0
� òåìïåðàòóðà ãàçà â íåêîòîðîé òî÷êå, ïðèíÿòîé â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò,

f∗ = n∗

(
m

2πkBT∗

)3/2

exp

(
− m

2kBT∗
(v − u∗)

2

)
.

Âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà ïðè òàêîé êîððåêöèè ñî-
õðàíÿþòñÿ, îäíàêî âåëè÷èíû n∗ , T∗ è u∗ , âõîäÿùèå â f∗ , óæå íå ëîêàëüíûå ïëîòíîñòü,
òåìïåðàòóðà è ñêîðîñòü, à íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî
ìîäåëüíûé èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé óäîâëåòâîðÿåò çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö, èì-
ïóëüñà è ýíåðãèè [13]. Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå òàêîé êîððåêöèè ìîäåëüíîå óðàâíåíèå
íàçûâàåòñÿ ÁÃÊ ìîäåëüþ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ ÷àñòîòîé ñòîëêíîâåíèé,
çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè, èëè ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì Âèëüÿìñà. Ïîëó÷åííûå â [3], [6], [8],
[11], [12] ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ ïåðåíîñîì ìàññû ãàçà â êàíàëàõ
ïðè íàëè÷èè ïàðàëëåëüíîãî ñòåíêàì êàíàëà ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Öåëüþ ïðåäñòàâëåííîé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïîòîêà òåïëà ðàçðåæåííîãî ãàçà ïîä äåéñòâèåì ïðîäîëüíîãî
ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû â êàíàëå ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ÷èñ-
ëà Êíóäñåíà. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó ïðîöåññà, â ðàáîòå
èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå Âèëüÿìñà, à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ - ìîäåëü äèôôóçíîãî
îòðàæåíèÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé êàíàë ñî ñòîðîíàìè ñå÷åíèÿ a′ è b′ , ñòåíêè êîòîðîãî
ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ x′ = ±a′/2 è y′ = ±b′/2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàíàëå ïîääåð-
æèâàåòñÿ ïîñòîÿííûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè ñèììåòðèè êàíàëà
z′ . Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Âèëüÿìñà â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèøåì â âèäå

υx
∂f

∂x′
+ υy

∂f

∂y′
+ υz

∂f

∂z′
=

ω

γlg
(f∗ − f). (2.1)

Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ êàíàëà áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü äèôôóç-
íîãî îòðàæåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ñòåíêàìè êàíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå [15]:

f+(r′s,v) = fs(r
′,v), vn > 0, (2.2)

ãäå f+(r′s,v) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà, îòðàæåííûõ îò ñòåíîê êàíàëà,
fs(r

′,v) � ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè, çàäàííûìè íà
ñòåíêàõ, n � âåêòîð íîðìàëè ê ñòåíêå êàíàëà, íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó ãàçà,

fs(r
′,v) = n(z)

(
m

2πkBT0

)3/2

exp

(
− m

2kBT0
v2

)
. (2.3)

Áóäåì ïîëàãàòü èçìåíåíèå äàâëåíèÿ íà äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà ìà-
ëûì. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü â ëèíåàðèçîâàííîì âèäå, ïðåäñòàâèâ
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ôóíêöèè f è f∗ â âèäå

f(r′,v) = f0(C)(1 + h(r,C)), (2.4)

f∗(r
′,v) = f0(C)(1 + h∗(r,C)), (2.5)

h∗(r,C) =
δn∗

n0

+ 2CU∗ +

(
C2 − 3

2

)
δT∗
T0

. (2.6)

Çäåñü f0(C) = n0(β/π)
3/2 exp (−C2) � àáñîëþòíûé ìàñâåëëèàí, C = β1/2v � áåçðàç-

ìåðíàÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë ãàçà, n0 � êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë ãàçà â íà÷àëå êîîðäèíàò, r =
= r′/b′ � áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð, à âåëè÷èíû n∗ , T∗ è u∗ , âõîäÿùèå â (2.6), íàõîäèì
èç ñîîòíîøåíèé [15]: ∫

ωMjf∗d
3v =

∫
ωMjfd

3v, j = 0, 1, . . . , 4, (2.7)

M0 = 1 , Mi = mvi ( i = 1, 2, 3 ), M4 = mυ2/2 .
Ïîäñòàâëÿÿ (2.4)-(2.6) â óðàâíåíèå (2.1), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h(r,C) ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ:(
Cx
∂h

∂x
+ Cy

∂h

∂y
+ Cz

∂h

∂z

)
γKn+ Ch(r,C) = Ch∗(r,C), (2.8)

ãäå Kn = lg/b
′ � ÷èñëî Êíóäñåíà. Ïîäñòàâëÿÿ (2.4)-(2.6) â (2.7), íàõîäèì

δn∗

n0

=
3

4π

∫
C exp(−C2)hd3C− 1

8π

∫
C3 exp(−C2)hd3C,

δT∗
T0

=
1

2π

∫
C exp(−C2)hd3C− 1

4π

∫
C3 exp(−C2)hd3C,

U∗ =
3

8π

∫
CC exp(−C2)hd3C.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî, óðàâíåíèå (2.8) ïåðåïèøåì â âèäå(
Cx
∂h

∂x
+ Cy

∂h

∂y
+ Cz

∂h

∂z

)
γKn+ Ch(r,C) =

C

2π

∫
C ′ exp(−C ′2)k(C,C′)h(r,C′)d3C′, (2.9)

ãäå k(C,C′) = 1 + 3CC′/2 + (C2 − 2) (C ′2 − 2) /2 .
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.9) èùåì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî èíâàðèàíòàì ñòîëêíîâåíèé h0 =

= 1 , h1 = Cx , h2 = Cy , h3 = Cz , h4 = C2 − 3/2 . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî îñü z
íàïðàâëåíà âäîëü ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, ìîæåì çàïèñàòü

h(r,C) = Gnz + ACz +GT z

(
C2 − 3

2

)
+ φ(C). (2.10)

Çäåñü Gn è GT � áåçðàçìåðíûå ãðàäèåíòû êîíöåíòðàöèè ìîëåêóë ãàçà è òåìïåðàòóðû:

Gn =
b′

n0

dn

dz′
, GT =

b′

T0

dT

dz′
.

Ó÷òåì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè T (z) = T0(1 + GT z) è n(z) = n0(1 + Gnz) .
Òîãäà èç ðàâåíñòâà p(z) = n(z)kBT (z) â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà äàâëåíèÿ, ïîëó÷àåì

G
(T )
n = −GT . Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (2.10) ïåðåïèøåì â âèäå

h(r,C) = ACz +GT z

(
C2 − 5

2

)
+ φ(C). (2.11)
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.11) â (2.9), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî φ(C) :

CzGT

(
C2 − 5

2

)
γKn+ Cφ(C) =

C

2π

∫
C ′ exp(−C ′2)k(C,C′)φ(C′)d3C′. (2.12)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.12) èìååò
âèä:

φ(C) = −γKn
(
C2 − 5

2

)
GT

Cz

C
. (2.13)

Òîãäà, èñõîäÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, è òîãî ôàêòà, ÷òî
âåêòîð ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà èìååò òîëüêî îäíó íåíóëåâóþ z -êîìïîíåíòó U0 [15]:

U0 = π−3/2

∫
exp

(
−C2

)
Czh(r,C)d3C =

GT

3
√
π
+
A

2
,

íàõîäèì A = 2U0 − 2GT/(3
√
π) . Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (2.11) ïðèìåò âèä:

h(r,C) = 2U0Cz +GT

((
z − γKn

Cz

C

)(
C2 − 5

2

)
− 2Gz

3
√
π

)
. (2.14)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.4) è (2.14) îïðåäåëÿþò â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.1). Îäíàêî ýòî ðåøåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.2), òàê êàê â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè ôóíêöèÿ fs(r

′,v) , îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (2.3), èìååò âèä:

fs(r
′,v) = f0(C)

(
1 +GT

(
C2 − 5/2

)
z
)
. (2.15)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñëîâèå (2.2) âûïîëíÿëîñü, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) èùåì â âèäå

f(r′,v) = f0(C) (1 + h(r,C) + CzZ0(x, y, Cx, Cy)) . (2.16)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.16) â (2.9), ñ ó÷åòîì (2.15) äëÿ íàõîæäåíèÿ Z0(x, y, Cx, Cy) ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ(

Cx
∂Z0

∂x
+ Cy

∂Z0

∂y

)
γKn+ CZ0(x, y, Cx, Cy) =

=
C

2π

∫
C ′ exp(−C ′2)C ′

zZ0(x, y, C
′
x, C

′
y)k(C,C

′)d3C′, (2.17)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

Z0(x, y, Cx, Cy)|s = −2U0 +GTγKn

(
C − 5

2C

)
+

2GT

3
√
π
, Cn > 0. (2.18)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âèä ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.18), äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.17) îáðàçóåì íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ìîäóëÿ ìîëåêóëÿðíîé ñêîðî-
ñòè, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåñîì g(C) = C5 exp(−C2) :

(f1, f2) =

+∞∫
0

g(C)f1(C)f2(C)dC.

Ôóíêöèþ Z0(x, y, Cx, Cy) ðàñêëàäûâàåì ïî îðòîãîíàëüíûì ôóíêöèÿì e1 = 1 , e2 =
C − 5/(2C) (îðòîãîíàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ çäåñü êàê ðàâåíñòâî íóëþ çàïèñàííîãî âûøå èí-
òåãðàëà):

Z0(x, y, Cx, Cy) = Z1(x, y, φ, θ) +GTγKn(C − 5/(2C))Z2(x, y, φ, θ). (2.19)
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Ïðè çàïèñè (2.19) ïåðåøëè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
Cx = C cosφ sin θ , Cy = C sinφ sin θ , Cz = C cos θ , ãäå óãëû φ è θ îòñ÷èòûâàþòñÿ îò
ïîëîæèòåëüíûõ íàïðàâëåíèé îñåé Cx è Cz , ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâëÿÿ (2.19) â (2.17), â
ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé e1 , e2 ïðèõîäèì ê ñèñòåìå äâóõ íåçàöåïëåííûõ óðàâíåíèé(

∂Z1

∂x
cosφ+

∂Z1

∂y
sinφ

)
γKn sin θ + Z1(x, y, φ, θ) =

=
3

4π

π∫
0

cos2 θ′ sin θ′dθ′
2π∫
0

Z1(x, y, φ
′, θ′)dφ′, (2.20)

(
∂Z2

∂x
cosφ+

∂Z2

∂y
sinφ

)
γKn sin θ + Z2(x, y, φ, θ) = 0. (2.21)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Z1(x, y, φ, θ)|s = −2U0 +
2GT

3
√
π
, Cn > 0,

Z2(x, y, φ, θ)|s = 1, Cn > 0. (2.22)

Èç ñòàòèñòè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîìïîíåíòà âåê-
òîðà ïîòîêà òåïëà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [15]:

q′z(x, y) =
m

2

∫
(υz − uz(x

′, y′))|v − u(x′, y′)|2f(r′,v)d3v =
p0
β1/2

qz(x, y), (2.23)

ãäå áåçðàçìåðíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïîòîêà òåïëà:

qz(x, y) = π−3/2

∫
exp

(
−C2

)
Cz

(
C2 − 5/2

)
(h(r,C) + CzZ0(x, y, C

′
x, C

′
y))d

3C =

= −3GTγKn

2
√
π

1− 3

4π

π∫
0

cos2 θ sin θdθ

2π∫
0

Z2(x, y, φ, θ)dφ

 . (2.24)

Èç (2.24) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Z1(x, y, φ, θ) íå âíîñèò âêëàäà â âåêòîð ïîòîêà òåïëà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ôóíêöèè Z2(x, y, φ, θ) èç óðàâíå-
íèÿ (2.21) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.22). Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.22) íå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîä-
íûì. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèâåñòè åãî ê îäíîðîäíîìó, ââåäåì ôóíêöèþ

Z(x, y, φ, θ) = Z2(x, y, φ, θ)− 1, (2.25)

äëÿ êîòîðîé ñîãëàñíî (2.21) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ(
∂Z

∂x
cosφ+

∂Z

∂y
sinφ

)
γKn sin θ + Z(x, y, φ, θ) + 1 = 0. (2.26)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.22) äëÿ Z(x, y, φ, θ) ïåðåïèøåì â âèäå:

Z(±a/2, y, φ, θ) = 0, ± cosφ < 0, (2.27)

Z(x,±1/2, φ, θ) = 0, ± cosφ < 0. (2.28)

ãäå a = a′/b′ .
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.26) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.27) è (2.28) íàõîäèì ìåòîäîì
õàðàêòåðèñòèê [16]. Ñèñòåìà óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê äëÿ óðàâíåíèÿ (2.26) èìååò âèä

dx

γKn cosφ sin θ
=

dy

γKn sinφ sin θ
= − dZ

Z(x, y, φ, θ) + 1
= dt. (2.29)

Ïîó÷àåì ôóíêöèþ Z(x, y, φ, θ) èç ñèñòåìû (2.29)

Z(x, y, φ, θ) = exp(−t)− 1. (2.30)

Çäåñü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t , ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.27) è (2.28), íàõîäèì ïðè
îòðàæåíèè ìîëåêóë îò ïðàâîé ñòåíêè

t1 =
2x− a

2γKn cosφ sin θ
, φ0 ≤ φ ≤ φ1, φ0 = arctan

2y + 1

2x− a
+ π,

φ1 = arctan
2y − 1

2x− a
+ π, (2.31)

ïðè îòðàæåíèè ìîëåêóë îò âåðõíåé ñòåíêè

t2 =
2y − 1

2γKn sinφ sin θ
, φ1 ≤ φ ≤ φ2, φ2 = arctan

2y − 1

2x+ a
+ 2π, (2.32)

ïðè îòðàæåíèè ìîëåêóë îò ëåâîé ñòåíêè

t3 =
2x+ a

2γKn cosφ sin θ
, φ2 ≤ φ ≤ φ3, φ3 = arctan

2y + 1

2x+ a
+ 2π, (2.33)

ïðè îòðàæåíèè ìîëåêóë îò íèæíåé ñòåíêè

t4 =
2y + 1

2γKn sinφ sin θ
, φ3 ≤ φ ≤ φ4, φ4 = arctan

2y + 1

2x− a
+ 3π. (2.34)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.30)-(2.34) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.26) ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè (2.27) è (2.28). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà
ïîñòðîåíà.

3. Âû÷èñëåíèå ïîòîêà òåïëà â êàíàëå. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñòðîåííóþ ôóíêöèþ Z(x, y, φ, θ) â (2.25), íàõîäèì îòëè÷íóþ îò íóëÿ
êîìïîíåíòó âåêòîðà ïîòîêà òåïëà ñîãëàñíî (2.24):

qz(x, y) = −3GTγKn

2
√
π

1− 3

4π

4∑
k=1

π∫
0

cos2 θ sin θdθ

φk∫
φk−1

exp(−tk)dφ

 . (3.1)

Ñîîòâåòñòâåííî ïîòîê òåïëà ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà ðàâåí [1]

J ′
Q =

b′/2∫
−b′/2

a′/2∫
−a′/2

q′z(x
′, y′)dx′dy′ =

p0
2β1/2

JQ, (3.2)
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ãäå JQ � áåçðàçìåðíûé ïîòîê òåïëà:

JQ =
8

a

1/2∫
0

a/2∫
0

qz(x, y)dxdy. (3.3)

Çíà÷åíèÿ JQ , íàéäåííûå ñîãëàñíî (3.3) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àë-
ãåáðû Maple 17 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Êíóäñåíà è îòíîøåíèÿõ ñòîðîí ïîïåðå÷-
íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà a′ è b′ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ −JQ/GT ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ a è Kn.

Kn a = a′/b′

0, 1 0, 5 0, 9 1 1, 01 1, 1 5 10 100
0, 0001 0, 0004 0, 0004 0, 0004 0, 0004 0, 0004 0, 0004 0, 0004 0, 0004 0, 0004
0, 001 0, 0042 0, 0042 0, 0042 0, 0042 0, 0042 0, 0042 0, 0042 0, 0042 0, 0042
0, 01 0, 0380 0, 0411 0, 0415 0, 0415 0, 0415 0, 0416 0, 0418 0, 0419 0, 0419
0, 1 0, 1884 0, 3195 0, 3470 0, 3506 0, 3510 0, 3536 0, 3770 0, 3803 0, 3832
0, 5 0, 3235 0, 7637 0, 9414 0, 9708 0, 9735 0, 9965 1, 2539 1, 2966 1, 3349
1 0, 3661 0, 9344 1, 1988 1, 2456 1, 2500 1, 2875 1, 7821 1, 8837 1, 9776
2 0, 3966 1, 0639 1, 4029 1, 4657 1, 4716 1, 5226 2, 2973 2, 5017 2, 7101
5 0, 4217 1, 1750 1, 5838 1, 6622 1, 6697 1, 7341 2, 8488 3, 2348 3, 7440
10 0, 4326 1, 2248 1, 6667 1, 7528 1, 7610 1, 8321 3, 1403 3, 6608 4, 5252
100 0, 4457 1, 2856 1, 7702 1, 8663 1, 8755 1, 9554 3, 5537 4, 3259 6, 5185
1000 0, 4476 1, 2950 1, 7865 1, 8843 1, 8936 1, 9750 3, 6278 4, 4566 7, 2085

Ïðèâåäåííûé ïîòîê òåïëà, íàéäåííûé ñîãëàñíî (3.3), íå çàâèñèò íåïîñðåäñòâåííî îò
ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ýòîãî êàíàëà, à îïðåäåëÿåòñÿ èõ îòíîøåíèåì a = a′/b′ è
÷èñëîì Êíóäñåíà Kn . Äëÿ ðåæèìà òå÷åíèÿ, áëèçêîãî ê ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîìó (Kn≫
≫ 0 ), âûðàæåíèå (3.3) ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. Ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä ïî ìàëîìó ïà-
ðàìåòðó 1/Kn ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (3.3) è îãðàíè÷èâàÿñü ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè
ðàçëîæåíèÿ, íàõîäèì

JQ = − 9

4
√
πa

1/2∫
0

a/2∫
0

 φ1∫
φ0

2x− a

cosφ
dφ+

φ2∫
φ1

2y − 1

sinφ
dφ+

φ3∫
φ2

2x+ a

cosφ
dφ+

φ4∫
φ3

2y + 1

sinφ
dφ

 dxdy.

Èíòåãðàëû â ïîñëåäíåì âûðàæåíèèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè [4]:

JQ =
9

4
√
πa

(
a

3
(
1 +

√
a2 + 1

) + a

3
(
a+

√
a2 + 1

)−
− ln

(√
a2 + 1 + a

)
− a ln

(√
1

a2
+ 1 +

1

a

))
. (3.4)

Ïðè ýòîì äëÿ a≫ 0 âûðàæåíèå (3.4) èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü JQ =
= −9 ln(2a)/(4

√
π)− 9/(8

√
π) , ÷òî òàêæå ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïðèâå-

äåííûìè â [4] äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî êàíàëà è äëÿ êàíàëîâ ñ áåñêîíå÷íûìè ïàðàëëåëüíûìè
ñòåíêàìè [1] â ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîì ðåæèìå. Äëÿ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ, áëèçêèõ ê ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîìó, àíàëèç âûðàæåíèÿ (3.3) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

JQ = −15GTKn

2
√
π

. (3.5)
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåæèìîâ, áëèçêèõ ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó, çíà÷åíèå ïîòîêà òåïëà
íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ a′ è b′ . Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåäåííûìè â òàáëèöå 1 äëÿ Kn≪ 0.001 , à âûðàæåíèå äëÿ JQ
â (3.5) ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì â [1].

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ðåøåíà çàäà÷à î ïåðåíîñå òåïëà â êàíàëå
ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Äëÿ ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèé ñòîðîí ýòîãî ñå÷åíèÿ ïîñòðîåí ïðîôèëü âåêòîðà ïîòîêà òåïëà,
âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ïîòîêà òåïëà ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà â øèðîêèõ äèàïàçîíå
èçìåíåíèÿ ÷èñëà Êíóäñåíà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷íûìè âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷åí-
íûìè ïðè óñëîâèè, ÷òî îäèí èç ðàçìåðîâ êàíàëà ìíîãî ìåíüøå äðóãîãî, � ïðåäñòàâëåííûå
â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïåðåõîäÿò â àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ êàíàëîâ ñ áåñêîíå÷íûìè ïà-
ðàëëåëüíûìè ñòåíêàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà Kn ≪ 1 è Kn ≫ 1
ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïåðåõîäÿò â àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòîêà òåïëà äëÿ
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî è ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîãî ðåæèìîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè â ðàìêàõ Ãîñóäàðñòâåííîãî çàäà-
íèÿ ¾Ñîçäàíèå âû÷èñëèòåëüíîé èíôðàñòðóêòóðû äëÿ ðåøåíèÿ íàóêîåìêèõ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷¿ (Ïðîåêò � 3628).
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Mathematical modeling of the heat transfer process in a

rectangular channel depending on Knudsen number

c⃝ O. V. Germider 3, V. N. Popov 4

Abstract. A solution of heat transfer problem in a long rectangular channel has been found using
the kinetic approach. In channel the constant temperature gradient along the axis of symmetry
is supported. For the basic equation that describes the kinetics of the process Williams kinetic
equation is used. For the boundary condition on the channel walls the model of di�use re�ection
is used. The deviation from the state of rare�ed gas equilibrium is assumed to be small. It allows
to consider the solution of the problem in the linearized form. The heat �ow vector pro�le is
constructed in the channel and the heat �ow through the channel cross-section is calculated,
depending on the ratio lengths of rectangular cross-section and values of the Knudsen number.
The results obtained upon transition to the free molecular regime and the hydrodynamic regime
of the gas �ow are analyzed.

Key Words: Boltzmann kinetic equation, Williams equation, model of di�use re�ection,
analytical solutions, Knudsen number
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Ïðèìåíåíèå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è äèôôóçèè ëåêàðñòâåííûõ âåùåñòâ èç

õèòîçàíîâûõ ïëåíîê

c⃝ È. Ì. Ãóáàéäóëëèí1, Ð. Â. Æàëíèí2, Â. Ô. Ìàñÿãèí3, Â. Ô. Òèøêèí4, À.
Ñ. Øóðøèíà5

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äèôôóçèè ëåêàðñòâåííûõ âåùåñòâ
èç õèòîçàíîâûõ ïëåíîê äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïëåíîê. Äëÿ ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è ðåøàåòñÿ ñåðèÿ ïðÿìûõ çàäà÷, êîòîðàÿ ïåðåáèðàåòñÿ ïî ãåíåòè÷åñêîìó àëãî-
ðèòìó. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ èíäåêñ êîððåëÿöèè. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ
ïëåíîê ñ ðàçëè÷íûì ñîñòàâîì ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà è âðåìåíåì òåðìè÷åñêîé ìîäèôèêà-
öèè, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû
ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ äèôôóçèîííîãî òèïà, ìåòîä Ãàë¼ðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñ-
íûìè ôóíêöèÿìè, îáðàòíàÿ çàäà÷à, ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

1. Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì â ìåäèöèíå ÿâëÿåòñÿ ëå÷åíèå ðàí
ñ ïîìîùüþ ïîëèìåðíûõ ïëåíîê, ñîäåðæàùèõ ëåêàðñòâåííûå âåùåñòâà (ËÂ). Äëÿ òàêèõ
ïëåíîê íåîáõîäèìî â òå÷åíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè ïîääåðæèâàòü òðåáóåìûé óðîâåíü ëå-
êàðñòâåííîãî âåùåñòâà â êðîâè èëè òêàíÿõ ïàöèåíòà [1-7]. Â óñëîâèÿõ, êîãäà ïðîöåññàìè
ðàñòâîðåíèÿ èëè äåñòðóêöèè ïîëèìåðà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, îñíîâíûì ìåõàíèçìîì âûñâî-
áîæäåíèÿ ËÂ èç ïëåíêè ÿâëÿåòñÿ äèôôóçèÿ. Îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê, âëèÿ-
þùåé íà âûõîä ËÂ èç ïîëèìåðíîé ìàòðèöû-íîñèòåëÿ, ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò äèôôóçèè
ïëåíêè.

Îñíîâîé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëóæàò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,
ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòàõ [8-10]. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëè ðàññìîòðåíû ïëåíêè íà îñíîâå ïî-
ëèìåðà ïðèðîäíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ � õèòîçàíà. Â êà÷åñòâå ËÂ áûëè èñïîëüçîâàíû íåêî-
òîðûå ïðåäñòàâèòåëè àíòèáèîòèêîâ àìèíîãëèêîçèäíîãî (àìèêàöèí) è öåôàëîñïîðèíîâîãî
(öåôàçîëèí) ðÿäà, àêòèâíî èñïîëüçóåìûå â ëå÷åíèè îæîãîâûõ òðàâì [11]. Ïëåíêè íà îñíî-
âå õèòîçàíà ñïîñîáñòâóþò óñêîðåííîìó çàæèâëåíèþ ïîâðåæäåíèé êîæè, ïîäàâëÿþò ðîñò
ìèêðîîðãàíèçìîâ, õîðîøî ñîðáèðóþò ðàíåâîé ýêññóäàò, à êðîìå ýòîãî, ÿâëÿåòñÿ áèîðàç-
ëàãàåìûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü êðàéíå áîëåçíåííóþ ïðîöåäóðó ñìåíû ïîâÿçêè [12].

1 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã. Óôà; irekmars@mail.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; zhalnin@gmail.com.

3 Ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; vmasyagin@gmail.com.

4 Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà ïî íàó÷íîé ðàáîòå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà
ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà; v.f.tishkin@mail.ru.

5 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñîêîìîëåêóëÿðíûõ ñîåäèíåíèé è îáùåé õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè,
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè íóæíî ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó î äèô-
ôóçèè ËÂ èç ïîëèìåðíîé ïëåíêè. Óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íå
ñóùåñòâóåò. Åå ðåøåíèå ÷àùå âñåãî íàõîäÿò, ïåðåáèðàÿ ïî îïðåäåëåííîìó àëãîðèòìó ñå-
ðèþ ïðÿìûõ çàäà÷ è ìèíèìèçèðóÿ âûáðàííûé êðèòåðèé îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [13]. Â êà÷åñòâå òàêîãî êðèòåðèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë âûáðàí
èíäåêñ êîððåëÿöèè. Äëÿ ìèíèìèçàöèè âûáðàííîãî êðèòåðèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì [14]. Ïðè ýòîì î÷åíü âàæíî íàéòè ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ,
ò.ê. ðå÷ü èäåò î ñòðóêòóðàõ, ðàçìåð êîòîðûõ ñðàâíèòåëüíî íåâåëèê è ïîãðåøíîñòü âíîñèò
ñóùåñòâåííûå êîððåêòèâû â ïîëó÷àåìûé ðåçóëüòàò. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé
çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè [15, 16].

Â ýêñïåðèìåíòàõ èç ðàáîò [8-10] èñïîëüçîâàëèñü ïëåíêè ñ äëèíîé è øèðèíîé, ðàâíîé
0,5 ñì è òîëùèíîé 0,1 ìì, êîòîðûå ïîìåùàëè â åìêîñòü îáúåìîì 10 ìë, çàïîëíåííóþ
âîäîé, ïðè ýòîì âîäó ïîñòîÿííî ïåðåìåøèâàëè.

Íà îñíîâàíèè âûøåîïèñàííûõ äàííûõ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà äèôôóçèè â ïëåíêå áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îäíîìåðíîå óðàâíåíèå äèôôóçèè:

∂c

∂t
=

∂

∂x

(
D
∂c

∂x

)
, 0 ≤ x ≤ l, 0 < t ≤ T,

c (x, 0) = c0, 0 ≤ x ≤ l, (2.1)

c (0, t) = c (l, t) = 0, t > 0,

ãäå D � èñêîìûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, t � âðåìÿ, x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà,
c = c (x, t) � êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà â ïëåíêå, c0 - íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðà-
öèÿ âåùåñòâà â ïëåíêå, l - òîëùèíà ïëåíêè.

Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ñî÷åòàíèÿ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî
ïîëèìåðíàÿ ïëåíêà, ïðåäâàðèòåëüíî íàñûùåííàÿ ËÂ äî ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè, ïîìå-
ùàåòñÿ â âîäó, ãäå ìãíîâåííî íà÷èíàåò òåðÿòü ËÂ ñ ïîâåðõíîñòè. Ãðàíè÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ è îñòàåòñÿ òàêîâîé íà âñåì ïðîòÿæåíèè ïðîöåññà äåñîðáöèè.

Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ïðÿìàÿ çàäà÷à � ïðè èçâåñòíîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè D
íàéòè êîíöåíòðàöèþ ËÂ âî âñåõ òî÷êàõ x íà ìîìåíò âðåìåíè t .

Ìîäåëü ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè, èñïîëüçóåìàÿ â ðàáîòå [11] àäåêâàò-
íî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïëåíêè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t , íî ïðè áîëüøèõ t íàáëþäàåò-
ñÿ ðàñõîæäåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Â ýêñïåðèìåíòàõ
íàáëþäàåòñÿ èíòåíñèâíûé âûõîä ËÂ â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè è ïî÷òè ïîëíîå îò-
ñóòñòâèå âûõîäà â êîíöå ýêñïåðèìåíòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðè êîòîðîé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ýêñïîíåíöèàëüíî ìåíÿåòñÿ
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè:

D = D0e
−t/t0 , (2.2)

ãäå D0 - íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, t0 - âðåìÿ ðåëàêñàöèè.

3. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è

Ïîêðîåì îòðåçîê, íà êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå, ñåòêîé 0 = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xN = l ñ
øàãîì ∆xi = (xi+1 − xi) . Òàêæå ïðèìåì â ðàññìîòðåíèå äâîéñòâåííóþ ñåòêó 0 = x0 ≤
x1/2 ≤ · · · ≤ xN−1/2 ≤ xN = l ñ øàãîì ∆x

′
i =

(
xi+1/2 − xi−1/2

)
, ãäå xi+1/2 =

xi+xi+1

2
.
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Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (2.1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íóþ ñõåìó
íà ðàçíåñåííûõ ñåòêàõ [17-19]. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ [20]:

ωx = D
∂c

∂x
.

Óðàâíåíèå (2.1) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû:

∂c

∂t
=
∂ωx

∂x
,

ωx = D
∂c

∂x
. (3.1)

Íà êàæäîì èíòåðâàëå xi ≤ x ≤ xi+1 âûáåðåì ñèñòåìó áàçèñíûõ ôóíêöèé {ϕi
j} ∈ P 1 (x) :

ϕi
0 = 1, ϕi

1 =
x− xci
∆xi

,

ãäå xci - öåíòð èíòåðâàëà xi ≤ x ≤ xi+1 .
Òîãäà íà êàæäîì èíòåðâàëå xi ≤ x ≤ xi+1 èñêîìóþ ôóíêöèþ áóäåì èñêàòü â âèäå

ïðîåêöèè c íà áàçèñ ϕi
j (x) ñ çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòàìè: ci (x, t) =

=
1∑

j=0

ϕi
j (x) cji (t) .

Íà êàæäîì èíòåðâàëå xi−1/2 ≤ xi+1/2 âûáåðåì ñèñòåìó áàçèñíûõ ôóíêöèé:

ψi
0 = 1, ψi

1 =
x− x

′
ci

∆x
′
i

,

ãäå x
′
ci - öåíòð èíòåðâàëà xi−1/2 ≤ x ≤ xi+1/2 .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ cji èñêîìîé ôóíêöèè íà ÿ÷åéêàõ îñíîâíîé ñåòêè,
íåîáõîäèìî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.1) óìíîæèòü íà âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè, ðîëü
êîòîðûõ âûïîëíÿþò áàçèñíûå ôóíêöèè ϕi

j (x) [15]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó:

1∑
j=0

∂cji
∂t

xi+1∫
xi

ϕi
jϕ

i
kdx = ωΓ

xϕ
i
k|x=xi+1

− ωΓ
xϕ

i
k|x=xi

−
xi+1∫
xi

ωx
∂ϕi

k

∂x
dx, k = 0, 1. (3.2)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ωxji íà ÿ÷åéêàõ äâîéñòâåííîé ñåòêè, íåîáõîäèìî âòîðîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.1) óìíîæèòü íà âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè, ðîëü êîòîðûõ âûïîëíÿ-
þò áàçèñíûå ôóíêöèè ψi

j (x) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

1∑
j=0

ωxji

xi+1/2∫
xi−1/2

ψi
jψ

i
kdx = DcΓψi

k|x=xi+1/2
−DcΓψi

k|x=xi−1/2
−

xi+1/2∫
xi−1/2

Dc
∂ψi

k

∂x
dx,

k = 0, 1. (3.3)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïðèìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà [21]. Â âû÷èñ-
ëåíèÿõ èñïîëüçîâàëñÿ äâóõòî÷å÷íûé øàáëîí. Â ñèñòåìàõ (3.2-3.3) ïðè íàõîæäåíèè èíòå-
ãðàëîâ ïî ãðàíèöàì ÿ÷ååê íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïîòîêîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí cΓ è ωΓ

x .
Ýòè çíà÷åíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëÿòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè [22], èñïîëüçóÿ ñòàáèëèçèðóþùèå äîáàâêè:

cΓ|x=xi+1/2
= c0i,

ωΓ
x |x=xi

= ωx0i + C11 (ci|x=xi
− ci−1|x=xi

) .
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4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ:

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
, 0 < x < 1, 0 < t ≤ 1,

c (x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ 1,

c (0, t) = c (1, t) = 0, t > 0.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû â ãðàôèêàõ èçìåíåíèÿ êîíöåí-
òðàöèè ËÂ â äîëÿõ îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïðîâåäå-
íèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà (â ÷àñàõ) äëÿ ïëåíîê àìèêàöèí-õèòîçàí è öåôàçîëèí-õèòîçàí
(ðèñ. 4.1 - 4.11).

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÀÌÑ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÀÌÑ â

ïëåíêå 0,01 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 30 ìèíóò.

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÀÌÑ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÀÌÑ â

ïëåíêå 0,01 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 60 ìèíóò.
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Ð è ñ ó í î ê 4.3

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÀÌÑ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÀÌÑ â

ïëåíêå 0,01 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 120 ìèíóò.

Ð è ñ ó í î ê 4.4

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÀÌÑ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÀÌÑ â

ïëåíêå 0,05 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 30 ìèíóò.
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Ð è ñ ó í î ê 4.5

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÀÌÑ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÀÌÑ â

ïëåíêå 0,1 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 0 ìèíóò.

Ð è ñ ó í î ê 4.6

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÀÌÑ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÀÌÑ â

ïëåíêå 0,1 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 30 ìèíóò.
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Ð è ñ ó í î ê 4.7

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÖÔÇ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÖÔÇ â ïëåíêå

0,01 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 30 ìèíóò.

Ð è ñ ó í î ê 4.8

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÖÔÇ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÖÔÇ â ïëåíêå

0,01 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 60 ìèíóò.
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Ð è ñ ó í î ê 4.9

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÖÔÇ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÖÔÇ â ïëåíêå

0,01 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 120 ìèíóò.

Ð è ñ ó í î ê 4.10

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÖÔÇ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÖÔÇ â ïëåíêå

0,05 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 30 ìèíóò.
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Ð è ñ ó í î ê 4.11

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÖÔÇ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÖÔÇ â ïëåíêå

0,1 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 30 ìèíóò.

Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè è èíäåêñîâ êîððåëÿöèè äëÿ ïëåíîê
ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ õèòîçàíîâûõ ïëåíîê

Ñîñòàâ ïëåí-
êè

Êîíöåíòðàöèÿ
ËÂ â ïëåíêå,
ìîëü/ìîëü
ÕÒÇ

Âðåìÿ èçî-
òåðìè÷åñêî-
ãî îòæèãà
ïëåíêè, ìèí

D0 t0 Èíäåêñ êîð-
ðåëÿöèè

ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0,01 30 17,6232 0,014 0,98869
ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0,01 60 10,8158 0,021 0,99139
ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0,01 120 15,5387 0,011 0,97104
ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0,05 30 13,8281 0,016 0,97941
ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0,1 30 8,8549 0,019 0,96559
ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0,01 30 1,3314 0,142 0,97642
ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0,01 60 1,0714 0,141 0,96978
ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0,01 120 1,2817 0,105 0,98397
ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0,05 30 1,7959 0,063 0,98273
ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0,1 0 1,4127 0,091 0,96375
ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0,1 30 1,8347 0,044 0,96479

5. Çàêëþ÷åíèå

Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå äàííûå õîðîøî ñîãëàñó-
þòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïðè ýòîì èíäåêñ êîððåëÿöèè ðàñ÷åòíûõ è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ íå íèæå, ÷åì 0.96. Äàëüíåéøåå ñî÷åòàíèå

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 2



Ïðèìåíåíèå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è . . . 103

íàòóðíîãî è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ íîâûõ íàáîðîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ ïîçâîëèò óòî÷íèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äèôôóçèè ËÂ èç ïîëèìåðíûõ ïëåíîê
è ñîçäàòü èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíóþ àíàëèòè÷åñêóþ ñèñòåìó ðàçðàáîòêè ýôôåê-
òèâíûõ ëå÷åáíûõ ïîëèìåðíûõ ïë¼íîê. Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî-
êàçûâàþò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
çàäà÷ äèôôóçèè ËÂ èç ïîëèìåðíûõ ïëåíîê.
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Application of the DG method for solution of inverse

problem of medicine di�usion out from the chitosan �lm

c⃝ I.M. Gubaydullin6,R.V. Zhalnin7, V. F. Masyagin8, V. F. Tishkin9,
A. S. Shurshina10

Abstract. In the work a numerical method based on the discontinuous Galerkin method is
proposed to solve the inverse problem of �nding the di�usion coe�cient using a genetic algorithm.
Series of numerical experiments with �eld data for various calcination temperature of the �lm with
di�erent chitosan drug composition were set.

Key Words: di�usion-type equations, discontinuous Galerkin method, inverse problem, genetic
algorithm
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Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà

c⃝ Ï. À. Âåëüìèñîâ1 À. Â. Êîðíååâ2 Ñ. Â. Êèðååâ3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè óïðóãîãî òðóáîïðîâî-
äà � ïîëîãî ñòåðæíÿ, âíóòðè êîòîðîãî ïðîòåêàåò æèäêîñòü (ãàç), è íà èõ îñíîâå ðàññìîòðåíû
çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà. Ìîäåëè êàê ëèíåéíûå, òàê è íåëèíåéíûå,
îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè � ïîïåðå÷íîãî îòêëîíåíèÿ òðóáîïðîâîäà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íà îñíîâå ïî-
ñòðîåííîãî ôóíêöèîíàëà òèïà Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ
ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ çàêðåïëåíèÿ òðóáîïðîâîäà. Ïîëó-
÷åííîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì, ïîýòîìó äëÿ ðå-
øåíèÿ ïðîáëåìû ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïîçâîëÿþùèé ÷èñëåííî íàõîäèòü ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ òðóáîïðîâîäà,
ïðîâîäèòü ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàê äîñòà-
òî÷íûì, òàê è íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè. Ïðîâåäåíà èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ
÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñðàâíåíèå èõ ñ àíàëèòè÷åñêèì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãèé òðóáîïðîâîä, äèíàìèêà, óñòîé÷èâîñòü, óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, ÷èñëåííûå ìåòîäû, ìåòîä Ãàëåðêèíà

1. Ââåäåíèå

Ñîñòàâíûìè ýëåìåíòàìè øèðîêîãî êëàññà êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, àïïàðàòîâ, óñòàíî-
âîê, óñòðîéñòâ, ñèñòåì è ò. ä. ÿâëÿþòñÿ òðóáîïðîâîäû, ïî êîòîðûì ïðîòåêàåò æèäêîñòü
èëè ãàç. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òàêèõ êîíñòðóêöèé âîçíèêàþò âîïðîñû íàäåæíîñòè, êî-
òîðûå çàêëþ÷àþòñÿ â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íîðìàëüíîé ðàáîòå êîíñòðóêöèè è íå ïðèâîäÿùèõ ê ðàçðóøåíèþ èëè âîçíèêíîâåíèþ àâà-
ðèéíîé ñèòóàöèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé äåôîðìèðóåìûõ òåë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì æèä-
êîñòè èëè ãàçà, îäíèì èç âàæíåéøèõ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ýòèõ êîëåáàíèé.
Ïîòîê, âîçäåéñòâóÿ íà òåëî, ìîæåò íå òîëüêî âîçáóæäàòü êîëåáàíèÿ, íî è ïðèâîäèòü ê
óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû, ñêîðîñòè èëè ÷àñòîòû êîëåáàíèé äî çíà÷åíèé, íàðóøàþùèõ íà-
äåæíîñòü ýêñïëóàòàöèè, âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ êîíñòðóêöèè èëè åå ýëåìåíòîâ.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ àýðîãèäðîóïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü îïðå-
äåëåíèÿ ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ïîòîêà íà îáòåêàåìîå äåôîðìèðóåìîå òåëî çàðàíåå, äî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè äåôîðìàöèè òåëà. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî âûðàæàåòñÿ â òîì,
÷òî ñîâìåñòíîå äâèæåíèå äåôîðìèðóåìîãî òåëà è æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñè-
ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ äåôîðìàöèè òåë è
ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ðàçäåëèòü ðåøåíèå
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ïîòîêà íà äåôîðìèðóåìîå òåëî è çàäà÷è èññëå-
äîâàíèÿ äåôîðìàöèè òåëà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî îöåíèâàíèÿ âîçäåéñòâèÿ æèäêîñòè

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; a.korneev1@gmail.com.

3 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; ksv1511@yandex.ru.
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(ãàçà) íà òåëî íà îñíîâå çàêîíîâ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ìîäåëü òðóáîïðîâîäà, ïðåä-
ëîæåííàÿ â ðàáîòå, èñïîëüçóåò èìåííî ýòîò ïîäõîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî åãî äèíàìèêó.

Â ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ ñòàòè÷åñêèõ èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû, ïîñëåäíÿÿ ìîæåò ñîâåðøàòü ñêà÷êîîáðàçíûé ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ â äðóãîå (ÿâëåíèå äèâåðãåíöèè ñèñòåìû). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ïàðà-
ìåòðîâ ÷åðåç íåêîòîðûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ (ÿâëåíèå áè-
ôóðêàöèè ðåøåíèÿ).

Çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (èíà÷å � óñòîé÷èâîñòè ïî íà÷àëü-
íûì äàííûì èëè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê: ïðè êà-
êèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó ¾æèäêîñòü�òåëî¿ (îñíîâíûìè ïà-
ðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü ïîòîêà, ïðî÷íîñòíûå è èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè òåëà,
ñæèìàþùèå óñèëèÿ), ìàëûì îòêëîíåíèÿì ïðîãèáîâ (äåôîðìàöèé) òåë îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàëûå ïðîãèáû è â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 . Òàêàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé äëÿ ìíîãèõ
çàäà÷, ãäå â ïåðâóþ î÷åðåäü âàæåí õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïðè èçìåíåíèè
àðãóìåíòà, â ÷àñòíîñòè, ïðè åãî íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè.

Óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì æèäêîñòè èëè ãàçà, ïîñâÿ-
ùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåí-
íûõ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ
Áåëîöåðêîâñêîãî Ñ.Ì., Ñêðèïà÷à Á.Ê., Òàáà÷íèêîâà Â.Ã., Ãàëèåâà Ø.Ó., Âåñòÿêà À.Â.,
Òàðëàêîâñêîãî Ä.Â., Áîëîòèíà Â.Â., Âîëüìèðà À.Ñ., Ãðèãîëþêà Ý.È., Ëàìïåðà Ð.Å., Øàí-
äàðîâà Ë.Ã., Íîâè÷êîâà Þ.Í., Áèñïëèíãõîôôà Ð.Ë., Ýøëè Õ., Õàëôìýíà Ð.Ë., Ôûíà ß.Ö.,
Äîóåëëà Å.Õ., Ôåðøèíãà Ã., Èëüþøèíà À.À., Êèéêî È.À., Àëãàçèíà Ñ.Ä., Ìîâ÷àíà À.À.,
Ìàéëñà Äæ., Ïàíîâêî ß.Ã., Ãóáàíîâîé È.È., Èëüãàìîâà Ì.À., Ãîðøêîâà À.Ã., Êóäðÿâöå-
âà Á.Þ., Ïîíîìàðåâà À.Ò., Øêëÿð÷óêà Ô.Í. è äðóãèõ àâòîðîâ.

Â ðàáîòàõ Çåôèðîâà Â.Í., Êîëåñîâà Â.Â., Ìèëîñëàâñêîãî À.È., Ñâåòëèöêîãî Â.À., ×å-
ëîìåÿ Ñ.Â., Ôåîäîñüåâà Â.È., Êàçàêåâè÷à Ì.È., Ìîâ÷àíà À.À., Íãóåíà Â.Ë., Òîìïñîíà Äæ.
Ì.Ò. è äð. èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà òðóáîïðîâîäà.

Çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ñòàòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ
êîíñòðóêöèé, â òîì ÷èñëå òðóáîïðîâîäîâ, ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1�29].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà è äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü òðóáîïðîâîäà (ïîëîãî
ñòåðæíÿ ïðè ïðîòåêàíèè âíóòðè íåãî æèäêîñòè). Íà ïëîñêîñòè xOy íåäåôîðìèðîâàííîìó
ñòåðæíþ ñîîòâåòñòâóåò íà îñè Ox îòðåçîê (0, l) . Ñêîðîñòü æèäêîñòè ðàâíà U è èìååò
íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì îñè Ox .

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè òðóáîïðîâîäà ïðåäëàãàåòñÿ óðàâíåíèå, îáîáùàþùåå óðàâíå-
íèå [15] íà ñëó÷àé íåëèíåéíîãî äåìïôèðîâàíèÿ â ìàòåðèàëå òðóáîïðîâîäà è èíåðöèè âðà-
ùåíèÿ ñå÷åíèÿ,

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 2



108 Ï. À. Âåëüìèñîâ, À. Â. Êîðíååâ, Ñ. Â. Êèðååâ

EJ

[
w′′
(
1− 3

2
(w′)2

)]′′
+ αJ

[
w′′
(
1− 3

2
(w′)2

)]′′ .
− 2Jw′w′′ (Ew′′′ + αẇ′′′) +

+ (m0 +m∗) ẅ

(
1 +

3

2
(w′)2

)
+
(
N +m∗U

2
)
w′′
(
1− 1

2
(w′)2

)
+ 2Um∗ẇ

′ −

−ρ0J
[
ẅ′′
(
1− 1

2
(w′)2

)
− 4ẇ′′w′ẇ′ − 2w′′(ẇ′)2 − 3w′w′′ẅ′

]
+ f(x, t, w, ẇ) = 0,

(2.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû m∗ , m0 , J âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

m0 = ρ0π
(
R2

∗ −R2
0

)
, m∗ = ρ∗πR

2
0, J =

π

4

(
R4

∗ −R4
0

)
. (2.2)

Øòðèõ è òî÷êà ñâåðõó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòå x è âðåìåíè
t ñîîòâåòñòâåííî. Â óðàâíåíèè (2.1) w(x, t) � äåôîðìàöèÿ (ïðîãèá) â ñå÷åíèè x â ìîìåíò
âðåìåíè t ; E � ìîäóëü óïðóãîñòè; U , m∗ , ρ∗ � ñêîðîñòü, ìàññà æèäêîñòè (ãàçà) íà
åäèíèöó äëèíû è ïëîòíîñòü æèäêîñòè (ãàçà); l � äëèíà òðóáû ìåæäó îïîðàìè; R∗ , R0 �
âíåøíèé è âíóòðåííèé ðàäèóñû òðóáîïðîâîäà; m0 , ρ0 � ìàññà ìåòàëëà íà åäèíèöó äëèíû
òðóáû è ïëîòíîñòü ìåòàëëà; N � ñæèìàþùàÿ (N > 0 ) èëè ðàñòÿãèâàþùàÿ (N < 0 ) ñèëà;
α � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî äåìïôèðîâàíèÿ; ôóíêöèÿ f(x, t, w, ẇ) îïðåäåëÿåò âíåøíåå
âîçäåéñòâèå, íàïðèìåð, óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, âëèÿíèå óïðî÷íÿþùåãî ñëîÿ, è ò.ä. Âñå
êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå (çà èñêëþ÷åíèåì N ).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè w(x, t) óðàâíåíèå (2.1) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü
ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïðåäïîëàãàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî
òèïà:

øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå êîíöîâ: w(0, t) = w′′(0, t) = 0, w(l, t) = w′′(l, t) = 0; (2.3)
æåñòêîå çàùåìëåíèå êîíöîâ:w(0, t) = w′(0, t) = 0, w(l, t) = w′(l, t) = 0 ; (2.4)
æåñòêîå çàùåìëåíèå îäíîãî êîíöà è øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå äðóãîãî:
w(0, t) = w′(0, t) = 0, w(l, t) = w′′(l, t) = 0; (2.5)
w(0, t) = w′′(0, t) = 0, w(l, t) = w′(l, t) = 0 . (2.6)

3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèëîñü äâóìÿ ìåòîäàìè. Ïåðâûé ìåòîä îñíîâàí íà
ñîñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëîâ òèïà Ëÿïóíîâà â óðàâíåíèè (2.1) â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷à-
ÿõ. Òàê, äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè, ïîëó÷åííîé îòáðàñûâàíèåì èç óðàâíåíèÿ (2.1) êóáè÷åñêèõ
÷ëåíîâ

EJw′′′′ + (m0 +m∗) ẅ +
(
N +m∗U

2
)
w′′ +

+2m∗Uẇ
′ + ξẇ + µw + αJẇ′′′′ − ρ0Jẅ

′′ = 0,
(3.1)

ãäå ξ , µ � êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ è æåñòêîñòè óïðî÷íÿþùåãî ñëîÿ, ïîñòðîåí
ôóíêöèîíàë

Φ(t) =
1

2

l∫
0

[
EJw′′2 + (m0 +m∗) ẇ

2 −
(
N +m∗U

2
)
w′2 + ρ0Jẇ

′2 + µw2
]
dx, (3.2)
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íà îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

N ≤ λ1EJ −m∗U
2, (3.3)

ãäå λ1 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ψ′′′′ + λψ′′ = 0
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.3�2.6). Íàïðèìåð, äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ λ1 =

π2

l2

Íà îñíîâå àíàëèçà ôóíêöèîíàëà (3.2) äîêàçàíà òåîðåìà:

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè N ≤ λ1EJ −m∗U
2 , òî ìàëûì çíà÷åíèÿì íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ w0, ẇ0, w
′
0, w

′′
0 , ẇ

′
0 (äåôîðìàöèè, ñêîðîñòè, óãëà ïîâîðîòà, êðèâèçíû, óãëîâîé ñêî-

ðîñòè) áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàëûå (â ñðåäíåì, â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå) çíà÷åíèÿ
äåôîðìàöèè w(x, t) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 .

Âòîðîé ìåòîä ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.1), (3.1) ìåòîäîì Ãàëåð-
êèíà, â ýòîì ñëó÷àå w(x, t) çàäàåòñÿ â âèäå

wM(x, t) =
M∑
k=1

wk(t)gk(x), (3.4)

ãäå {gk(x)}∞1 � ïîëíàÿ íà [0, l] ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿì
çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ òðóáîïðîâîäà.

Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè øàðíèðíîì çàêðåï-
ëåíèè îáîèõ êîíöîâ.

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1) ÷åðåç L(w) . Â ñîîòâåòñòâèè ñ øàðíèðíûì
çàêðåïëåíèåì (w = w′′ = 0 ), âûáåðåì gk(x) = sinλkx , ãäå λk = kπ

l
, k = 1,∞ . Íà îñíîâå

ïðîöåäóðû ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîëó÷èì ñèñòåìó èç M îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé wk(t), k = 1,M .

l∫
0

L (wM(x, t)) sinλkx dx = 0, k = 1,M. (3.5)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè w(x, t) çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

w(x, 0) = F (x), ẇ(x, 0) = G(x). (3.6)

Èç óñëîâèé (3.6), ñîãëàñíî ìåòîäó Ãàëåðêèíà, îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
wk(t), k = 1,M

wk(0) =
2
l

l∫
0

F (x) sinλkx dx, k = 1,M,

ẇk(0) =
2
l

l∫
0

G(x) sinλkx dx, k = 1,M.

(3.7)

C ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì èññëåäîâàëàñü äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü â çàâèñèìîñòè îò ñæèìàþùåãî âîçäåéñòâèÿ N è ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè (ãàçà)
U . Ïàðàìåòðû èññëåäóåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
E = 210 · 109 � ìîäóëü óïðóãîñòè ñòàëè, ρ∗ = 1000 � ïëîòíîñòü âîäû; ρ0 = 7000 � ïëîò-
íîñòü ñòàëè; l = 1 , R∗ = 0, 05 , R0 = 0, 046 , α = 1 . Ôóíêöèè F (x) è G(x) â (3.6)
çàäàâàëèñü â âèäå: F (x) = 0, 02 sin πx

l
, G(x) = 0 . Ôóíêöèÿ f â (2.1) áûëà ïðåäñòàâëå-

íà âûðàæåíèåì: f(x, t, w, ẇ) = ξẇ + µw , ãäå ξ = 2 � êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ è
µ = 40 � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ. Âñå âåëè÷èíû ïðèâåäåíû â ñèñòåìå ÑÈ.
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Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(3.5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.7) ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðî-
ãðàìì Wolfram Mathematica 8. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçëè÷èå ðåçóëüòà-
òîâ äëÿ äâóõ è áîëüøåãî ÷èñëà ïðèáëèæåíèé (íàïðèìåð, M = 20 ) â ìåòîäå Ãàëåðêèíà
íåñóùåñòâåííî, ïðèìåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôèêîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.1. Ïîýòîìó ïðè
ðàñ÷åòàõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ïðèáëèæåíèÿìè.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ êîëåáàíèé òî÷êè x0 = l/2 ïðè N = 1250 è U = 10 ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì

ïðèáëèæåíèé M â ìåòîäå Ãàëåðêèíà

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå õàðàêòåðà êîëåáàíèé òî÷êè x0 = l/2 , ïðè âûáîðå ëèíåéíîé ìî-
äåëè (3.1) è íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1), ðåçóëüòàòû îòîáðàæåíû íà ðèñ. 3.2. Èç ðèñóíêà 3.2
âèäíî, ÷òî â íåëèíåéíîé ìîäåëè íàáëþäàåòñÿ ìåíüøàÿ ÷àñòîòà è áîëåå áûñòðîå çàòóõàíèå
àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

а б

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ êîëåáàíèé òî÷êè x0 = l/2 ïðè N = 750 è U = 12.5 : à) äëÿ ëèíåéíîé

ìîäåëè (3.1); á) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)

Ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì íà ïëîñêîñòè (U,N) ïîñòðîåíû îá-
ëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé. Êðèòåðèé íåóñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ � íåîãðàíè÷åííîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè. Ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.3: ñåðûìè ñèìâîëàìè `x'
ïîêàçàíû òî÷êè, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé (íåóñòîé÷è-
âîñòü); ÷åðíûå êðóãè íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì, â êîòîðûõ àìïëèòóäà êîëåáàíèé
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ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (óñòîé÷èâîñòü); íà ðèñóíêå òàêæå èçîáðàæåíà òåî-
ðåòè÷åñêàÿ ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàáîëå (3.3).

а б

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè (U,N) : à) äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (3.1); á) äëÿ íåëèíåéíîé

ìîäåëè (2.1)

Ñîãëàñíî ðèñ. 3.3, íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è ÷èñ-
ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà îáëàñòü óñòîé-
÷èâîñòè íåçíà÷èòåëüíî øèðå, ÷åì ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (3.3). Òàêæå èç ðèñóíêà 3.3
âèäíî, ÷òî îòëè÷èå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1) îò àíàëîãè÷íîé
îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (3.1) íåñóùåñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, â õîäå èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ äëÿ
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè òðóáîïðîâîäà ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîòîêîì
æèäêîñòè (ãàçà), óïðóãèì îñíîâàíèåì (óïðî÷íÿþùèì ñëîåì) è âëèÿíèÿ ïðîäîëüíîãî ñæè-
ìàþùåãî (ðàñòÿãèâàþùåãî) óñèëèÿ. Äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (3.1) ïîñòðîåí ôóíêöèîíàë è íà
åãî îñíîâå ïîëó÷åíû â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè, íàëàãàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèå ñæèìàþùåãî óñèëèÿ N , ñêîðîñòè ïîòîêà
æèäêîñòè (ãàçà) U è äðóãèå ïàðàìåòðû ìîäåëè. Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü òèï êîëåáàíèé (óñòîé÷èâûé, íåóñòîé÷èâûé) â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-
ìåòðîâ çàäà÷è, ñòðîèòü îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé.
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Investigation of dynamic stability of pipeline

c⃝ P. A. Velmisov4 A. V. Korneev5 S. V. Kireev6

Abstract. The paper presents a mathematical model of an elastic pipeline, which is a hollow
rod with the �uid (gas) running inside it. The article is devoted to the problem of the dynamic
stability of the pipeline. Linear and non-linear models described by partial di�erential equations
for the unknown function, i.e. the displacement of the pipeline points from the equilibrium state.
By means of designed functional Lyapunov type, stability theorems were formulated and analytical
stability conditions for the parameters of the mechanical system and di�erent types of an initial
conditions were founded. The obtained stability conditions are su�cient but not necessary. A
mathematical software package was developed to solve this problem. This package allows to �nd
an approximate numerical solution of di�erential equation for describing pipeline model and plot
a stability region appropriate to both su�cient and necessary stability conditions. Full coverage
to the design a numerical search algorithm for these regions was given. The obtained numerical
results were compared with analytical stability conditions. The in�uence of the model parameters
variation on the stability was studyied.

Key Words: elastic pipeline, dynamics, stability, partial di�erential equations, numerical
methods, galerkin method
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Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äëèííûå âîëíû â . . . 115

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà

ÓÄÊ 517.9

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé,

îïèñûâàþùèõ äëèííûå âîëíû â âîäíîì ïðÿìîóãîëüíîì

êàíàëå, ãëóáèíà êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ âäîëü îñè.

c⃝ Ñ. Í. Àëåêñååíêî 1, Ì. Â. Äîíöîâà 2

Àííîòàöèÿ. Íåëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè â ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äîêàçàíà
äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé,îïèñûâàþùèõ äëèííûå âîëíû â âîäíîì ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå, ãëó-
áèíà êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ âäîëü îñè. ×àùå âñåãî ýòó ñèñòåìó êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâà-
þò ñèñòåìîé óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñèñòåìå ñèììåòðè÷-
íûõ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà. Õîòÿ óäàðíûå âîëíû âïîëíå
âîçìîæíû ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ øèðîêîãî
êëàññà íà÷àëüíûõ äàííûõ, ìû íàøëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå, êîòîðûå
ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðîäîëæåííîãî êîíå÷íûì
÷èñëîì øàãîâ èç ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ, ãëàäêîñòü êîòî-
ðîãî íå íèæå, ÷åì ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òîæå äîêàçàíà. Èññëåäîâàíèå ðàññìàòðè-
âàåìîé ïðîáëåìû âûïîëíåíî íà îñíîâå ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Äîêàçàòåëüñòâî
íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè îïèðàåòñÿ íà îðèãèíàëüíûå ãëîáàëüíûå îöåíêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà äëèííûõ âîëí, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ãëîáàëüíûå
îöåíêè

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì âîäíûé óçêèé (øèðèíà êàíàëà ìåíüøå äëèíû âîëíû) êàíàë ïðÿìîóãîëü-
íîé ôîðìû, ãëóáèíà êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ âäîëü îñè x , à øèðèíà ðàâíà åäèíèöå.

Äèíàìèêà äëèííûõ (äëèíà âîëíû áîëüøå ãëóáèíû) âîëí â òàêèõ êàíàëàõ îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà [1]: {

∂tη + ∂x [u(h(x) + η)] = 0,
∂tu+ u∂xu+ g∂xη = 0,

(1.1)

ãäå u(t, x) - óñðåäíåííàÿ ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, η(t, x) - êîëåáàíèÿ
âîäíîé ïîâåðõíîñòè âäîëü îñè x , g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, h(x) + η è h(x) -
ïîëíàÿ è íåâîçìóùåííàÿ ãëóáèíà êàíàëà âäîëü ãëàâíîé îñè x .

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1) îïðåäåëèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u(0, x) = u0(x), η(0, x) = η0(x). (1.2)

Çàäà÷à (1.1), (1.2) ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè

ΩT = {(t, x) |0 ≤ t ≤ T, x ∈ [0,+∞), T > 0}.
1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-

ñèòåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; sn-alekseenko@yandex.ru
2 Àñïèðàíòêà êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíè-

âåðñèòåò èì. Ê. Ìèíèíà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; dontsowa.marina2011@yandex.ru
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì òàêîãî âèäà ïðèìåíÿëèñü ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ïîäõîäû.
Îïèñàíèå ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ ñîäåðæèòñÿ â [2]. Â [2] ñîäåðæèòñÿ àíàëèç ðàç-
ðåøèìîñòè ñèñòåì òèïà (1.1) êàê íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê, òàê è
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Îáà ýòè ïîäõîäà, êàê è ìíîãèå äðóãèå,
èìåþò ñâîè äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè. Òàê, â ÷àñòíîñòè, â ìåòîäå õàðàêòåðèñòèê óñëîâè-
åì ðàçðåøèìîñòè â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè äëÿ
ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Íàõîæäåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîñòóþ çàäà÷ó, îñîáåííî, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðå-
øàåòñÿ ïðèáëèæåííî.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ñèñòåì è óðàâíå-
íèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êàê è çàäà-
÷à ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà
[3],[4], [5], [6], [7]. Â ðàáîòå [3] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà áûëè îïðå-
äåëåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äâóõ êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è óêàçàíû ãðàíèöû èíòåðâàëà ðàçðåøèìîñòè. Íî òî ðåøåíèå, ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðîãî äîêàçàíî â [3], èìååò ìåíüøóþ ãëàäêîñòü, ÷åì íà÷àëüíûå ôóíêöèè. Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèé íåëîêàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.1) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãó-
ìåíòà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ðàññìàò-
ðèâàåìóþ çàäà÷ó íóæíî ïðèâåñòè ê ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà.
Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî àëãîðèòìà è ââåäåíèåì íîâûõ íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå íàçûâàþò èíâàðèàíòàìè Ðèìàíà [2], [4]. Â äàííîì ñëó÷àå îíè ïðèìóò
âèä:

z1 = u+ 2
√
g(h(x) + η), z2 = −u+ 2

√
g(h(x) + η). (1.3)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
∂tz1 +

1
4
(3z1 − z2)∂xz1 = gh′(x),

∂tz2 +
1
4
(z1 − 3z2)∂xz2 = −gh′(x). , (1.4)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

φ1(x) = z1(0, x) = u0(x)+2
√
g(h(x) + η0(x)), φ2(x) = z2(0, x) = −u0(x)+2

√
g(h(x) + η0(x)).

(1.5)
Ñòàíäàðòíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè z1, z2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.4), (1.5), òî

u(t, x) = z1(t,x)−z2(t,x)
2

, η(t, x) = (z1(t,x)+z2(t,x))
2

16g
− h(x), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1),

(1.2).

2. Ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà çàïèøåì äëÿ çàäà÷è (1.4), (1.5)
ðàñøèðåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó [3],[4], [5], [6], [7]:

dη1(s, t, x)

ds
=

1

4
(3w1(s, t, x)− w3(s, t, x)), (2.1)

dη2(s, t, x)

ds
=

1

4
(w4(s, t, x)− 3w2(s, t, x)), (2.2)
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dw1(s, t, x)

ds
= gh′(η1(s, t, x)), (2.3)

dw1(s, t, x)

ds
= −gh′(η2(s, t, x)), (2.4)

w3(s, t, x) = w2(s, s, η1), w4(s, t, x) = w1(s, s, η2), (2.5)

w1(0, t, x) = ω1(η1(0, t, x)), w2(0, t, x) = ω2(η2(0, t, x)). (2.6)

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ηi, wj, i = 1, 2, j = 1, 4 çàâèñÿò íå òîëüêî t è x , íî åùå è
îò äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà s . Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (2.1) - (2.4) ïî àðãóìåíòó s è
ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (2.5), (2.6) ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

η1(s, t, x) = x− 1

4

∫ t

s

(3w1 − w3)dν, (2.7)

η2(s, t, x) = x− 1

4

∫ t

s

(w4 − 3w2)dν, (2.8)

w1(s, t, x) = φ1(η1(0, t, x)) +

∫ s

0

gh′(η1)dν, (2.9)

w2(s, t, x) = φ2(η2(0, t, x))−
∫ s

0

gh′(η2)dν, (2.10)

w3(s, t, x) = w2(s, s, η1), w4(s, t, x) = w1(s, s, η2). (2.11)

Ñèñòåìà (2.7) - (2.11) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

w1(s, t, x) = φ1(x−
1

4

∫ t

0

(3w1 − w3)dν) + g

∫ s

0

h′(x− 1

4

∫ t

ν

(3w1 − w3)dτ)dν, (2.12)

w2(s, t, x) = φ2(x−
1

4

∫ t

0

(w4 − 3w2)dν)− g

∫ s

0

h′(x− 1

4

∫ t

ν

(w4 − 3w2)dτ)dν, (2.13)

w3(s, t, x) = w2(s, s, x−
1

4

∫ t

s

(3w1 − w3)dν), (2.14)

w4(s, t, x) = w1(s, s, x−
1

4

∫ t

s

(w4 − 3w2)dν). (2.15)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé h(x) ≥ 0, η0(x) ≥ c > 0, u0(x) 6 −2
√
g(h(x) + η0(x)), x ∈

[0,∞) ïîëó÷àåì, ÷òî

φ1(x) = u0 + 2
√
g(h(x) + η0) 6 0, φ2(x) = −u0 + 2

√
g(h(x) + η0) > 0, x ∈ [0,∞).

Èç (2.9), (2.10) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé h′(x) 6 0, φ1(x) 6 0, φ2(x) > 0, x ∈ [0,∞)
ïîëó÷àåì, ÷òî w1(s; t, x) 6 0, w2(s; t, x) > 0 íà ΓT .

Èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî w4(s; t, x) 6 0, w3(s; t, x) > 0 íà ΓT . Cëåäîâàòåëüíî,

η1(s; t, x) = x− 1

4

∫ t

s

[3w1(ν; t, x)− w3(ν; t, x)] dν ∈ [0,∞), (s, t, x) ∈ ΓT ,

η2(s; t, x) = x− 1

4

∫ t

s

[w4(ν; t, x)− 3w2(ν, t, x)] dν ∈ [0,∞), (s, t, x) ∈ ΓT .
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Îáîçíà÷èì ΓT = {(s, t, x)| 0 ≤ s ≤ t ≤ T, x ∈ [0,+∞), T > 0},

Cφ = max{ sup
[0,+∞)

|φi|, sup
[0,+∞)

|φ′
i|, sup

[0,+∞)

|φ′′
i|, i = 1, 2 },

Ch = max{ sup
[0,+∞)

|h|, sup
[0,+∞)

|h′|, sup
[0,+∞)

|h′′|, sup
[0,+∞)

|h′′′|},

C̄1,2,2(ΩT ) - ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ïåðåìåííîé t , äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ïî ïåðåìåííîé x , èìåþùèõ ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà è
îãðàíè÷åííûå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íà ΩT , C̄α1,α2,...αn(Ω∗) - ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ, íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíû-
ìè äî ïîðÿäêà αm ïî m - ìó àðãóìåíòó, m = 1, n , íà íåîãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå
Ω∗ ⊂ Rn, n = 1, 2.... .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè U ââåäåì íîðìó ∥U∥ = sup
ΓT

|U(s, t, x)| áåç óêàçàíèÿ â

ñèìâîëå ∥∥ îáëàñòè, ïî êîòîðîé íîðìà âû÷èñëÿåòñÿ, òàê êàê êàæäûé ðàç ýòî áóäåò ïîíÿòíî
èç êîíòåêñòà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.2), êîòîðîå èìååò òàêóþ æå ãëàäêîñòü ïî x ,
êàê è íà÷àëüíûå ôóíêöèè.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü u0, η0 ∈ C2([0,∞)), h ∈ C3([0,∞)) è âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ

h(x) ≥ 0, h′(x) 6 0, h′′(x) ≥ 0, η0(x) ≥ c > 0, x ∈ [0,∞),

u0(x) 6 −2
√
g(h(x) + η0(x)) u

′
0(x) ≥

|h′(x) + η′0(x)|√
h(x) + η0(x)

, x ∈ [0,∞).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî T 6 min( Cφ

4gCh
, 1
10Cφ

) çàäà÷à Êîøè (1.1), (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå u, η ∈ C1,2,2(ΩT ), ãäåu(t, x) =
w1(t,t,x)−w2(t,t,x)

2
, η(t, x) = (w1(t,t,x)+w2(t,t,x))

2

16g
− h(x) è

ôóíêöèè w1, w2 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.12 )- (2.15).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçáèòî íà òðè ëåììû.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü ôóíêöèè wj, j = 1, 4, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé (2.12 )- (2.15) è ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè è îãðàíè÷åí-
íûìè âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè. Òîãäà ôóíêöèè

u(t, x) =
w1(t, t, x)− w2(t, t, x)

2
, η(t, x) =

(w1(t, t, x) + w2(t, t, x))
2

16g
− h(x)

áóäóò ðåøåíèåì çàäàè Êîøè (1.1), (1.2) íà ΩT0 , T0 ≤ T , ãäå T0 - êîíñòàíòà, îïðåäåëÿ-
åìàÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå.

Âûøåïðèâåäåííàÿ ëåììà ñîñòàâëÿåò ïî ñóùåñòâó îñíîâó ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àð-
ãóìåíòà. Âî âñåõ ðàáîòàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà (êàê óïî-
ìÿíóòûõ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû, òàê è äðóãèõ) ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå èëè äîêàçûâàëîñü
äëÿ èçó÷àåìûõ ñèñòåì èëè àíîíñèðîâàëîñü.

Ë å ì ì à 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé u0, η0 ∈ C2([0,∞)), h ∈ C3([0,∞)),

h(x) ≥ 0, h′(x) 6 0, η0(x) ≥ c > 0, u0(x) 6 −2
√
g(h(x) + η0(x)), x ∈ [0,∞),
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è

T 6 min(
Cφ

4gCh

,
1

10Cφ

) (2.16)

ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.12) - (2.15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
wj ∈ C1,1,1(ΓT ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå, èçëîæåííîé

â [3]. Ïîýòîìó ïðèâåäåì òîëüêî åãî êëþ÷åâûå ïóíêòû, áåç êîòîðûõ îñòàëüíîé òåêñò áûë
áû íåïîíÿòåí. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñèñòåìå (2.12) - (2.15) ïðèñóòñòâó-
åò ñóïåðïîçèöèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè èñïîëüçóåòñÿ
¾äâóõóðîâíåâûé¿ àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.12) - (2.15) çà-
äàäèì ðàâåíñòâàìè: w10(s, t, x) = φ1(x), w20(s, t, x) = φ2(x).

Ïåðâîå è ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.12) - (2.15) îïðåäåëèì ïðè
ïîìîùè ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé (n = 1, 2, . . .) :

w1n = φ1(x−
1

4

∫ t

0

(3w1n − w3n)dν) +

∫ s

0

gh′(x− 1

4

∫ t

ν

(3w1n − w3n)dτ)dν, (2.17)

w2n = φ2(x−
1

4

∫ t

0

(w4n − 3w2n)dν)−
∫ s

0

gh′(x− 1

4

∫ t

ν

(w4n − 3w2n)dτ)dν, (2.18)

w3n = w2(n−1)(s, s, x−
1

4

∫ t

s

(3w1n − w3n)dν), (2.19)

w4n = w1(n−1)(s, s, x−
1

4

∫ t

s

(w4n − 3w2n)dν). (2.20)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

h(x) ≥ 0, η0(x) ≥ c > 0, u0(x) 6 −2
√
g(h(x) + η0(x)), h

′(x) 6 0, x ∈ [0,∞)

ïîëó÷àåì, ÷òî w1n(s; t, x) 6 0, w2n(s; t, x) > 0, w4n(s; t, x) 6 0, w3n(s; t, x) > 0 íà ΓT .
Cëåäîâàòåëüíî,

η1n(s; t, x) = x− 1

4

∫ t

s

[3w1n(ν; t, x)− w3n(ν; t, x)] dν ∈ [0,∞), (s, t, x) ∈ ΓT ,

η2n(s; t, x) = x− 1

4

∫ t

s

[w4n(ν; t, x)− 3w2n(ν, t, x)] dν ∈ [0,∞), (s, t, x) ∈ ΓT .

Òåïåðü ïðè êàæäîì n ñèñòåìó (2.17) - (2.20) ðåøàåì (äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-
íèÿ) ñ ïîìîùüþ ñâîåãî ïðîöåññà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå
(ïðè êàæäîì n ) îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè: w0

jn = wj(n−1), j = 1, 4. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(2.17) - (2.20) ïåðâîå è âñå ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëèì íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé:

wk+1
1n = φ1(x−

1

4

∫ t

0

(3wk
1n − wk

3n)dν) +

∫ s

0

gh′(x− 1

4

∫ t

ν

(3wk
1n − wk

3n)dτ)dν, (2.21)

wk+1
2n = φ2(x−

1

4

∫ t

0

(wk
4n − 3wk

2n)dν)−
∫ s

0

gh′(x− 1

4

∫ t

ν

(wk
4n − 3wk

2n)dτ)dν, (2.22)

wk+1
3n = w2(n−1)(s, s, x−

1

4

∫ t

s

(3wk
1n − wk

3n)dν), (2.23)
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wk+1
4n = w1(n−1)(s, s, x−

1

4

∫ t

s

(wk
4n − 3wk

2n)dν). (2.24)

Òàê æå, êàê â [3] óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

T 6 min(
Cφ

2gCh

,
1

9Cφ

) (2.25)

ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (2.21) - (2.24) ñõîäÿòñÿ ê íåïðåðûâíîìó è îãðàíè÷åííîìó
ðåøåíèþ ñèñòåìû (2.17) - (2.20), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè: ∥wjn∥ ≤ 2Cφ, j = 1, 4.

Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (2.21) - (2.24) âûâî-
äèòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.25) ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

||wk+1
1nx || ≤ 4Cφ, ||wk+1

2nx || ≤ 4Cφ, ||wk+1
3nx || ≤ 8Cφ, ||wk+1

4nx || ≤ 8Cφ.

Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.25) ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæå-
íèÿ wk

jnx, j = 1, 4 ñõîäÿòñÿ ïðè k → ∞, à çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå wjnx, j = 1, 4
è ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

∥∂xw1n∥ ≤ 4Cφ, ∥∂xw2n∥ ≤ 4Cφ, ∥∂xw3n∥ ≤ 8Cφ, ∥∂xw4n∥ ≤ 8Cφ.

Çàòåì, êàê è â [3], ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.25) ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå èç ñèñòåìû (2.17) - (2.20), ñõîäÿòñÿ ê íåïðåðûâíîìó
ðåøåíèþ ñèñòåìû (2.12) - (2.15), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè: ∥wj∥ ≤ 2Cφ, j = 1, 4.

Ïîñëå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.16) wjnx → wjx = ∂xwj, j = 1, 4,
ãäå ôóíêöèè ∂xwj ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì íà ΓT . Ñïðàâåä-
ëèâû îöåíêè: ∥∂xwi∥ ≤ 4Cφ, i = 1, 2, ∥∂xw3∥ ≤ 8Cφ, ∥∂xw4∥ ≤ 8Cφ. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî wj, j = 1, 4 èìåþò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííîé
t â îáëàñòè ΓT . Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â ñòàòüå [3].

Â íèæåñëåäóþùåé ëåììå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé

h(x) ≥ 0, h′(x) 6 0, u0(x) 6 −2
√
g(h(x) + η0(x)), η0(x) ≥ c > 0,

h′′(x) ≥ 0, u′0(x) ≥
|h′(x) + η′0(x)|√
h(x) + η0(x)

, x ∈ [0,∞), (2.26)

ðåøåíèå èìååò òàêóþ æå ãëàäêîñòü ïî x , êàê è íà÷àëüíûå ôóíêöèè. Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò
îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå äëÿ âîçìîæíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ.

Ë å ì ì à 2.3. Ïóñòü u0, η0 ∈ C2([0,∞)), h ∈ C3([0,∞)) , òîãäà ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé (2.16), (2.26) ôóíêöèè wj, j = 1, 4, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû

óðàâíåíèé (2.12) - (2.15), èìåþò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå
∂2wj

∂x2 ,
∂2wj

∂xt
,

j = 1, 4 íà ΓT , ãäå T 6 min( Cφ

4gCh
, 1
10Cφ

).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16), (2.26) óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
|η1n (s, t, x1)− η1n (s, t, x2) | ≤ |x1 − x2|, |η2n (s, t, x1)− η2n (s, t, x2) | ≤ |x1 − x2|, ãäå
η1n(s, t, x) = x− 1

4

∫ t

s
(3w1n − w3n)dν, η2n(s, t, x) = x− 1

4

∫ t

s
(w4n − 3w2n)dν.

Äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (2.17) - (2.20) ïî x . Îáî-
çíà÷èâ ωn

j = wjnxx, j = 1, 4, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ωn
1 (s, t, x) = −1

4
φ′
1(x−

1

4

∫ t

0

(3w1n − w3n)dν)

∫ t

0

(3ωn
1 − ωn

3 )dν +

+φ′′
1(x−

1

4

∫ t

0

(3w1n − w3n)dν)(1−
1

4

∫ t

0

(3w1nx − w3nx)dν)
2 −

−1

4

∫ s

0

gh′′
∫ t

ν

(3ωn
1 − ωn

3 )dτdν + g
s

∫
0
h′′′(1− 1

4

∫ t

ν

(3w1nx − w3nx)dτ)
2dν), (2.27)
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ωn
2 (s, t, x) = −1

4
φ′
2(x−

1

4

∫ t

0

(w4n − 3w2n)dν)

∫ t

0

(ωn
4 − 3ωn

2 )dν +

+φ′′
2(x−

1

4

∫ t

0

(w4n − 3w2n)dν)(1−
1

4

∫ t

0

(w4nx − 3w2nx)dν)
2 +

+
1

4

∫ s

0

gh′′
∫ t

ν

(ωn
4 − 3ωn

2 )dτdν − g
s

∫
0
h′′′(1− 1

4

∫ t

ν

(w4x − 3w2x)dτ)
2dν), (2.28)

ωn
3 (s, t, x) = ωn−1

2 · (1− 1

4

∫ t

s

(3w1nx − w3nx)dν)
2 − 1

4
w2(n−1)x

∫ t

s

(3ωn
1 − ωn

3 )dν, (2.29)

ωn
4 (s, t, x) = ωn−1

1 · (1− 1

4

∫ t

s

(w4nx − 3w2nx)dν)
2 − 1

4
w1(n−1)x

∫ t

s

(ωn
4 − 3ωn

2 )dν, (2.30)

Ñ ó÷åòîì óñòàíîâëåííûõ âûøå îöåíîê ∥wjn∥ ≤ 2Cφ, j = 1, 4, ïðè t 6 1
10Cφ

èìååì

|1
4

∫ t

s

(3w1n − w3n)dτ | ≤ 0.3, |1
4

∫ t

s

(w4n − 3w2n)dτ | ≤ 0.3.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ωx0 = {x |0 ≤ x ≤ x0+0.3}. Â çàìêíó-
òîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå Ωx0 íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé φi, i = 1, 2 ,
è ôóíêöèÿ h′′′ áóäóò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû. Çàòåì, ïðè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16),
(2.26), äîêàçàíà ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ωn

1 , ω
n
2 ïî x ïðè x ∈ Ωx0 , èç êî-

òîðîé ñëåäóåò ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ωn
1 , ω

n
2 ïî x â âûáðàííîé, ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå x0, ò.å. íà [0,∞). Ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ωn
1 , ω

n
2 ïî x èñ-

ïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ωn
j , j = 1, 4.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ω̃n
1 = −1

4
φ′
1(η1(0, t, x))

∫ t

0

(3ω̃n
1 − ω̃n

3 )dτ + φ′′
1 · (1−

1

4

∫ t

0

(3w1x − w3x)dτ)
2 +

+g
s

∫
0
(h′′′(η1)(1−

1

4

∫ t

ν

(3w1x − w3x)dτ)
2 − 1

4
h′′(η1(ν, t, x))

∫ t

ν

(3ω̃n
1 − ω̃n

3 )dτdν), (2.31)

ω̃n
2 = −1

4
φ′
2(η2(0, t, x))

∫ t

0

(ω̃n
4 − 3ω̃n

2 )dτ + φ′′
2 · (1−

1

4

∫ t

0

(w4x − 3w2x)dτ)
2 −

−g
∫ s

0

(h′′′(η2)(1−
1

4

∫ t

ν

(w4x − 3w2x)dτ)
2 − 1

4
h′′(η2(ν, t, x))

∫ t

ν

(ω̃n
4 − 3ω̃n

2 )dτdν), (2.32)

ω̃n
3 = ω̃n−1

2 · (1− 1

4

∫ t

s

(3w1x − w3x)dτ)
2 − 1

4
w2x(s, s, η1(s, t, x))

∫ t

s

(3ω̃n
1 − ω̃n

3 )dτ, (2.33)

ω̃n
4 = ω̃n−1

1 · (1− 1

4

∫ t

s

(w4x − 3w2x)dτ)
2 − 1

4
w1x(s, s, η2(s, t, x))

∫ t

s

(ω̃n
4 − 3ω̃n

2 )dτ. (2.34)

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16), (2.26) ñèñòåìà ðåêóððåíòíûõ óðàâ-
íåíèé (2.31) - (2.34) ïðè êàæäîì n èìååò ðåøåíèå, ïðè÷åì ω̃n

j → ω̃j, j = 1, 4, ñïðàâåäëèâû
îöåíêè: ∥ω̃1∥ ≤ 2Cφ, ∥ω̃2∥ ≤ 2Cφ, ∥ω̃3∥ ≤ 4Cφ, ∥ω̃4∥ ≤ 4Cφ.

Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ωn
j ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèÿì ω̃j,

j = 1, 4 ïðè n→ ∞.

Ïîëó÷àåì, ÷òî wjnxx → wjxx = ω̃j , ãäå ôóíêöèè
∂2wj

∂x2 , j = 1, 4 , íåïðåðûâíû è
îãðàíè÷åíû â îáëàñòè ΓT ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16), (2.26).

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîä-

íûå
∂2wj

∂xt
, j = 1, 4 , â îáëàñòè ΓT ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16), (2.26).
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3. Ñóùåñòâîâàíèå íåëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü u0, η0 ∈ C2([0,∞)) è h ∈ C3([0,∞)) è âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (2.26). Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 çàäà÷à Êîøè (1.1), (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå u, η ∈ C1,2,2(ΩT ), ãäå u(t, x) = w1(t,t,x)−w2(t,t,x)
2

, η(t, x) = (w1(t,t,x)+w2(t,t,x))
2

16g
− h(x) è

ôóíêöèè w1, w2 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.12 )- (2.15).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.4) ïî x .

Îáîçíà÷èì p(t, x) = ∂xz1(t, x), q(t, x) = ∂xz2(t, x), ïîëó÷èì
∂tp+

1
4
(3z1 − z2)∂xp = −3

4
p2 + 1

4
pq + gh′′,

∂tq +
1
4
(z1 − 3z2)∂xq =

3
4
q2 − 1

4
pq − gh′′,

p(0, x) = φ′
1(x), q(0, x) = φ′

2(x).
(3.1)

Äîáàâèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.7) -(2.11) äâà óðàâíåíèÿ:{
dγ1(s,t,x)

ds
= −3

4
γ21(s, t, x) +

1
4
γ1(s, t, x)γ2(s, s, η1) + gh′′(η1),

dγ2(s,t,x)
ds

= 3
4
γ22(s, t, x)− 1

4
γ1(s, s, η2)γ2(s, t, x)− gh′′(η2),

(3.2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

γ1(0, t, x) = φ′
1(η1), γ2(0, t, x) = φ′

2(η2). (3.3)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2) â ñëåäóþùåì âèäå:
γ1(s, t, x) = φ′

1(η1) +
s∫
0

[−3
4
γ21 +

1
4
γ1γ2(τ, τ, η1) + gh′′(η1)]dτ,

γ2(s, t, x) = φ′
2(η2) +

s∫
0

[3
4
γ22 − 1

4
γ1(τ, τ, η2)γ2 − gh′′(η2)]dτ.

(3.4)

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî âûïîëíåíî â ñòàòüå [7], äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.4). Ñëåäîâàòåëüíî,

γ1(t, t, x) = p(t, x) =
∂z1
∂x

, γ2(t, t, x) = q(t, x) =
∂z2
∂x

Äëÿ âûâîäà ãëîáàëüíûõ îöåíîê îòìåòèì, ÷òî èç (2.7) -(2.11) ñëåäóþò îöåíêè:

∥wi∥ 6 Cφ + gTCh, i = 1, 2

. Ñëåäîâàòåëüíî,
∥zi∥ 6 Cφ + gTCh, i = 1, 2. (3.5)

Äàëåå, èç (3.2) èìååì:

γ1(s, t, x) = φ′
1(η1)exp(

s∫
0

(−3
4
γ1 +

1
4
γ2(τ, τ, η1))dτ)+

+g
s∫
0

h′′exp(
s∫
τ

(−3
4
γ1 +

1
4
γ2(ν, ν, η1))dν)dτ,

γ2(s, t, x) = φ′
2(η2)exp(

s∫
0

(3
4
γ2 − 1

4
γ1(τ, τ, η2))dτ)−

−g
s∫
0

h′′exp(
s∫
τ

(3
4
γ2 − 1

4
γ1(ν, ν, η2))dν)dτ.

(3.6)
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Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ u′0(x) ≥
|h′(x)+η′0(x)|√

h(x)+η0(x)
, x ∈ [0,∞), ïîëó÷àåì:

φ′
1(x) > 0, φ′

2(x) 6 0, x ∈ [0,∞).

Èç (3.6) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé h′′(x) ≥ 0, φ′
1(x) > 0, φ′

2(x) 6 0, x ∈ [0,∞) ïîëó-
÷àåì, ÷òî γ1 > 0, γ2 6 0, íà ΓT , çíà÷èò, ∥γi∥ 6 Cφ + gTCh, i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

∥∂xzi∥ 6 Cφ + gTCh, i = 1, 2. (3.7)

Äàëåå, òàêæå, êàê â ñòàòüå [7] âûâîäèòñÿ, ÷òî ïðè âñåõ t è x ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|∂2x2z1| ≤ E11ch
(
t
√
C12C21

)
+
E21C12 + C13√

C12C21

sh
(
t
√
C12C21

)
+ C12C23t

2, (3.8)

|∂2x2z2| ≤ E21ch
(
t
√
C12C21

)
+
E11C21 + C23√

C12C21

sh
(
t
√
C12C21

)
+ C21C13t

2, (3.9)

ãäå E11, E21, C12, C13, C21, C23 - ïîñòîÿííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå
äàííûå.

Ïîëó÷åííûå ãëîáàëüíûå îöåíêè äëÿ z1, z2, ∂xz1, ∂xz2, ∂
2
x2z1, ∂

2
x2z2 ((3.5), (3.7)- (3.9))

äàþò âîçìîæíîñòü ïðîäîëæèòü ðåøåíèå íà ëþáîé çàäàííûé ïðîìåæóòîê [0, T ].
Âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé z1(T0, x), z2(T0, x) , ïðîäëèì ðåøåíèå íà ïðîìå-

æóòîê [T0, T1] , à çàòåì, áåðÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ z1(T1, x), z2(T1, x), ïðîäëèì ðåøåíèå
íà ïðîìåæóòîê [T1, T2]. Äëèíà ïðîìåæóòêà ðàçðåøèìîñòè íå áóäåò óìåíüøàòüñÿ, òàê êàê
îíà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè ∥∂xz1∥ , ∥∂xz2∥ , à ýòè âåëè÷èíû â ñèëó ãëîáàëüíûõ îöåíîê
(3.7) îãðàíè÷åíû çíà÷åíèåì Cφ+gTCh íà ëþáîì ïðîìåæóòêå ðàçðåøèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè,
íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ

z1(Tk, x), z2(Tk, x) ∈ C̄2([0,+∞)), |z1(Tk, x)| 6 Cφ + gTCh, |z2(Tk, x)| 6 Cφ + gTCh.

|∂xz1(Tk, x)| 6 Cφ + gTCh, |∂xz2(Tk, x)| 6 Cφ + gTCh.

Äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñïðàâåäëèâû îöåíêè (3.8), (3.9), ãäå â êà÷åñòâå t ìîæíî
âçÿòü T. Â ðåçóëüòàòå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäëåíî íà ëþáîé
çàäàííûé ïðîìåæóòîê [0, T ].

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì àíàëîãè÷íûõ îöåíîê, êîòîðûå
ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Òàê êàê u(t, x) = z1(t,x)−z2(t,x)
2

, η(t, x) = (z1(t,x)+z2(t,x))
2

16g
− h(x), h ∈ C3([0,∞)),

z1, z2 ∈ C1,2,2(ΩT ), òî u, η ∈ C1,2,2(ΩT ).
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Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 24.04.2016

The solvability conditions of the system of long waves in a

water rectangular channel, the depth of which varies along

the axis.

c⃝ S. N. Alekseenko3, M. V. Dontsova4

Abstract. Nonlocal solvability of the Cauchy problem in physical variables is proved for the system
of long waves in a water rectangular channel with the depth varying along its axis. Most often this
system of quasi-linear equations is called as the Shallow water system. The starting system is
transformed to the system of symmetric quasi-linear equations with help of Riemann invariants.
Although shock waves are expected in this quasi-linear hyperbolic system for a wide class of initial
data, we �nd a su�cient condition on the initial data that guarantees existence of a global classical
solution continued from a local solution. The existence of the local solutions, the smoothness of
which is not lower than the smoothness of the initial conditions, is also proven. The investigation
of the considered problem is based on the method of an additional argument. The proof of the
nonlocal solvability relies on original global estimates.

Key Words: long-wave system, method of an additional argument, global estimates
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ÓÄÊ 51.7:532.546

Ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ

êèíåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè

c⃝ Ä. À. Çåíþê1, Ë. Â. Êëî÷êîâà2, Þ. Í. Îðëîâ3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äðîáíîãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî êâàíòèëåé âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí.Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ ìåãàïîëèñà,
êîãäà èñòî÷íèê ïðèìåñåé ñëó÷àåí è èìååò òàê íàçûâàåìûå òÿæåëûå õâîñòû â ðàñïðåäåëåíèè, à
òàêæå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêè. Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ àäâåêöèè-äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ôîðìóëèðóåòñÿ
ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî íàáëþäàåìûì äàííûì ïî ôàêòè÷åñêèì
çíà÷åíèÿì èçó÷àåìûõ âåëè÷èí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äðîáíîå óðàâíåíèå àäâåêöèè-äèôôóçèè, ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ,
ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî, âûáîðî÷íûå êâàíòèëè, âûáîðî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Àíàëèç è ïðîãíîç íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, îïè-
ðàåòñÿ íà èçó÷åíèå ýâîëþöèîííûõ ñâîéñòâ èõ âûáîðî÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Îñ-
íîâû òàêîãî ïîäõîäà ïðèìåíèòåëüíî ê ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì Ëèóâèëëÿ è Ôîêêåðà-
Ïëàíêà áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â [1, 2]. Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè ïðèçâàíû îïèñàòü ýâîëþöèþ
âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ öåëüþ
ïîèñêà ïîäõîäÿùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, èìåþùåé áëèçêèå ê äàííîé âûáîðêå ñòàòèñòè-
÷åñêèå ñâîéñòâà. Òîãäà äèñêðåòíûé àíàëîã òàêîé ñèñòåìû ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü
êàê ìîäåëü âðåìåííîãî ðÿäà, ïîçâîëÿþùåé äàòü åãî ïðîãíîç íà íåêîòîðûé ãîðèçîíò, îïðå-
äåëÿåìûé ñêîðîñòüþ ðàçáåãàíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé.

Çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðÿäà ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ íà çàäàííûé ãîðèçîíò âîç-
íèêàåò âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [3] òàêèå ìîäåëè
ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàãðÿçíåííîñòè àòìîñôåðû ìåãàïîëè-
ñîâ, à òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèé èëè âðåäíûõ ïðèìåñåé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé
è íåñòàöèîíàðíîé ñðåäå. Àêòóàëüíîñòü êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà âðåäíûõ
ïðèìåñåé, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ îáùåïðèíÿòûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ïðèìåñåé, èõ ñî-
ñòàâ è êîíöåíòðàöèþ â õèìè÷åñêè àêòèâíîì ãàçå â îïðåäåëåííûõ òåìïåðàòóðíûõ è êîí-
âåêòèâíûõ óñëîâèÿõ âíåøíåé ñðåäû. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêàÿ òðóäíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ óðàâ-
íåíèé òàêîãî òèïà äëÿ êîíêðåòíûõ ìåãàïîëèñîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñòî÷íèê çàãðÿçíåíèÿ
ïî èíòåíñèâíîñòè è ñîñòàâó ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ïðèòîì íåñòàöèîíàðíûì. Â ðåçóëüòà-
òå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñåé, ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà èç-çà

1 Àñïèðàíò Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà; klud@imamod.ru.
2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;

klud@imamod.ru.
3 Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;

ov3159fd@yandex.ru.
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íåîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè èñòî÷íèêà. Âîçìîæíîñòü îïèñàòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü êèíå-
òè÷åñêèì óðàâíåíèåì òîãî æå òèïà, ÷òî è ñðåäó, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåíîñ èçó-
÷àåìîãî ôàêòîðà, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü óíèôèöèðîâàííóþ êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà
â öåëîì.

Àíàëèç ðàñïðåäåëåíèé òàêèõ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàê óðîâåíü çà-
ãàçîâàííîñòè, óðîâåíü ïðèìåñåé, ñîäåðæàùèõ òÿæåëûå ìåòàëëû, ðàäèîàêòèâíûé ôîí â
ïðîìûøëåííûõ ãîðîäàõ, ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷àñòûìè
àíîìàëüíûìè âûáðîñàìè íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ òàê íà-
çûâàåìûõ òÿæåëûõ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé. Ýâîëþöèÿ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæåò áûòü
îïèñàíà óðàâíåíèÿìè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè, ìîäåëèðóþùèìè òàê íàçûâàåìóþ àíî-
ìàëüíóþ äèôôóçèþ. Ìàòåìàòè÷åñêèì àñïåêòàì òàêèõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, äðîáíî-
ãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïðèìåíèòåëüíî ê âûáîðî÷íûì ïëîòíîñòÿì ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî ïîðÿäêà èìååò áîãà-
òóþ èñòîðèþ, ðåòðîñïåêòèâíûå îáçîðû êîòîðîé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [4, 5]. Ïîäðîáíîå
îïèñàíèå ñâîéñòâ ýòèõ îïåðàòîðîâ ïðèâåäåíî â [6-11]. Òåì íå ìåíåå, àêòèâíîå èñïîëüçî-
âàíèå ýòîãî àïïàðàòà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ èíæåíåðíûõ è åñòåñòâåííîíàó÷íûõ çàäà÷
íà÷àëîñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî. Òàê, íàïðèìåð, â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà áûëî ïîêàçàíî,
÷òî èñïîëüçîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåöåëîãî ïîðÿäêà äëÿ îïèñàíèÿ ìåõà-
íèêè âÿçêîóïðóãèõ òåë èìååò áîëåå àäåêâàòíîå ôèçè÷åñêîå îáîñíîâàíèå è ïîçâîëÿåò áîëåå
òî÷íî âîñïðîèçâîäèòü íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòàõ äàííûå. Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè äðîá-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ îáñóæäàþòñÿ, íàïðèìåð, â [12-15]. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âñå áîëüøåå
âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêàåò óðàâíåíèå àäâåêöèè-äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà.
Íàïðèìåð, â [12] îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ¾àíîìàëüíûõ¿ êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,
íàáëþäàåìûõ âî ôðàêòàëüíûõ ñòðóêòóðàõ ñî ñëîæíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè èëè
äåìîíñòðèðóþùèõ íåòðèâèàëüíûå êîððåëÿöèîííûå çàâèñèìîñòè, îáúåäèíåííûõ ïîä îá-
ùèì íàçâàíèåì ¾ñòðàííàÿ êèíåòèêà¿ . Ýòî óðàâíåíèå âîçíèêàåò êàê îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ
Ëàíæåâåíà è óðàâíåíèÿ ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà.

Ïðàêòè÷åñêè âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ � êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà, äèôôóçèè è ïîðÿäêà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé � ïî íàáëþ-
äàåìûì çíà÷åíèÿì âðåìåííîãî ðÿäà. Â ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óäîáíîé ôîðìîé êèíå-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîç-
âîëÿþùåé ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îöåíèâàòü óêàçàííûå ïàðàìåòðû, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
ýâîëþöèè â òåðìèíàõ êâàíòèëåé.

Ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé òåõíèêè, â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäóò äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà-
÷åíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì òèïà Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Áóäóò òàêæå
îòìå÷åíû íåêîòîðûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ,
èìåþùèõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

2. Äðîáíîå óðàâíåíèå àäâåêöèè - äèôôóçèè

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîä óðàâíåíèåì àäâåêöèè-äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ìû áóäåì
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ïîíèìàòü èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå [10]

1

Γ(1− β)

t∫
0

∂p(x, τ)

∂τ
(t− τ)−βdτ + A

∂p(x, t)

∂x
=

=
Bc1

Γ(n− α) sin(πα)

∂n

∂xn

x∫
−∞

p(ξ, t)

(x− ξ)α+1−n
dξ+

(−1)nBc2
Γ(n− α) sin(πα)

∂n

∂xn

∞∫
x

p(ξ, t)

(ξ − x)α+1−n
dξ,

(2.1)

ãäå n = [Reα] + 1, c1,2 = sin(0.5π(α∓ θ)).
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî

ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, à êîíñòðóêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè �� ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ Ðèññà-
Ôåëëåðà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (2.1) ïîä÷èíåíû ñëåäó-
þùèì îãðàíè÷åíèÿì:

0 < β ≤ 1, α ∈ (0; 1) ∪ (1; 2], |θ| ≤ min{2; 2− α}, A ∈ R, B ∈ R+.

Èçâåñòíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Êëàññ ýòèõ ïëîòíîñòåé äîñòàòî÷íî øèðîê �� îí, íàïðèìåð, âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå óñòîé÷è-
âûå ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðè β = 1 ). Äîêàçàòåëüñòâî, îïèðàþùååñÿ íà èñïîëüçîâàíèå òåõíèêè
èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ëàïëàñà, ïîäðîáíî îïèñàíî â [16-18]. Â ðàáîòå [16]
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè A = 0 áûëî ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå â
òåðìèíàõ ò. í. H-ôóíêöèé Ôîêñà (ñì. [18]). Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå (2.1) âîçíè-
êàåò ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ñõåìå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì,
åñëè ââåñòè íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ ïëîòíîñòåé âðåìåí îæèäàíèÿ è âåëè÷èí ñìåùåíèÿ [19-21].

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äðîáíîãî óðàâíåíèÿ àäâåêöèè-äèôôóçèè ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ñëîæíîé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé êîíå÷íîãî îòðåçêà [a; b] . Äëÿ íåãî âìåñòî (2.1)
èìååì óðàâíåíèå

1

Γ(1− β)

t∫
0

.
∂p(x, τ)

∂τ
(t− τ)−βdτ + A

∂p(x, t)

∂x
=

=
B

sin(πα)

∂n

∂xn
(
c1 · xIn−α

a+ p(x, t) + (−1)nc2 · xIn−α
b− p(x, t)

)
,

(2.2)

ãäå xI
α
a+ è xI

α
b− �� ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðû ëåâî- è ïðàâîñòîðîííåãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà

Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà α , îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

xI
α
a+y =

1

Γ(α)

x∫
a

y(ξ)dξ

(x− ξ)1−α
, xI

α
b−y =

1

Γ(α)

b∫
x

y(ξ)dξ

(ξ − x)1−α
.

Óðàâíåíèå (2.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

tD
β
0+p(x, t) = −∂j(x, t)

∂x
, (2.3)

ãäå tD
β
0+ åñòü ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî ïîðÿäêà β , à ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíî-

ñòè j(x, t) èìååò âèä

j(x, t) =

{
Ap(x, t)−B

(
c1 · xI1−α

a+ p(x, t)− c2 · xI1−α
b− p(x, t)

)
, 0 < α < 1;

Ap(x, t)−B
∂

∂x

(
c1 · xI2−α

a+ p(x, t) + c2 · xI2−α
b− p(x, t)

)
, 1 < α < 2.

(2.4)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) ÿâëÿëîñü ôóíêöèåé ïëîòíîñòè íåêîòîðîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû, îíî äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíî è ñîõðàíÿòü óñëîâèå íîðìèðîâêè.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñòåñòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ýòîì ñëó÷àå áóäóò óñëîâèÿ

j(a, t) = j(b, t) = 0. (2.5)

Ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ïîòîêà j(x, t) íà ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ìîæåò áûòü
âåñüìà ñëîæíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ïðåäñòàâèìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = a â âèäå:

p(x, t) = (x− a)γ−1

∞∑
k=0

hk(x− a)k, h0 ̸= 0, γ > 0. (2.6)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé 0 < α < 1 . Òîãäà èìååì

xI
1−α
a+ p(x, t) = Γ(γ)

∞∑
k=0

hk(x− a)k+γ−α/Γ(k + 1 + γ − α). (2.7)

Èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå x = a+ 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî:

lim
x→a+0

xI
1−α
a+ p(x, t) = Γ(γ)h0 lim

x→a+0
(x− a)γ−α/Γ(1 + γ − α) =


∞, γ < α
Γ(α)h0, γ = α
0, γ > α.

(2.8)

.
Òîãäà ðàâåíñòâî â (2.5) j(a, t) = 0 ïðè γ > α ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ

aI
1−α
a+ p(a, t) = 0, à ïðè γ = α ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ

h0Γ(α) =
c2
c1

aI
1−α
a+ p(a, t). (2.9)

Àíàëîãè÷íî â îêðåñòíîñòè òî÷êè òàêæå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ðàçëîæåíèå òèïà
(2.6), ïðèâîäÿùåå ê ñõîæèì ïî ôîðìå óñëîâèÿì íà ïëîòíîñòü p(x, t) .

Ïóñòü òåïåðü 1 < α < 2 . Òîãäà

xI
2−α
a+ p(x, t) = Γ(γ)

∞∑
k=0

hk(x− a)k+1+γ−α/Γ(k + 2 + γ − α).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷-
íûå (2.8):

lim
x→a+0

∂

∂x
xI

2−α
a+ p(x, t) = Γ(γ)h0 lim

x→a+0
(x− a)γ−α/Γ(1 + γ − α) =


∞, γ < α
Γ(α)h0, γ = α
0, γ > α.

(2.10)

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ àäâåêöèè-äèôôóçèè äðîá-
íîãî ïîðÿäêà â ôîðìå (2.6) íà îãðàíè÷åííîì îòðåçêå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.5) òðåáóåò
âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì êëàññè÷åñêèì óðàâíåíè-
åì: êëàññ ôóíêöèé, êîòîðîìó ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ýòî ðåøåíèå, çàäàåòñÿ íåòðèâèàëüíû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ãðàíè÷íûõ òî÷åê è íà çíà÷åíèÿ
äðîáíûõ èíòåãðàëîâ îò íåå.
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3. Ïðîãíîçíàÿ ìîäåëü

Êàê èçâåñòíî [22-25], îáû÷íîå óðàâíåíèå àäâåêöèè-äèôôóçèè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîñêîëüêó îïèñûâàåò ýâîëþöèþ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè äèôôóçèîí-
íûõ ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòî óðàâíåíèå, â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óðàâíåíèå (2.2) òàê-
æå äîïóñêàåò ðåøåíèå â âèäå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, îíî òîæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-
íî äëÿ ýòîé öåëè. Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîé ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëè ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî ýâîëþöèÿ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè ïîäëåæàùåãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïîðîæäàþùåãî
âðåìåííîé ðÿä, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà (2.3). Äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ñëó÷àÿ β = 1 , îòâå÷àþùåãî îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Â êîíòåêñòå çàäà÷è àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàññìàòðèâàòü íåîä-
íîðîäíûé è íåñòàöèîíàðíûé êîíâåêòèâíûé êîýôôèöèåíò A(x, t) . Ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíî
îáñóæäàëñÿ â [26], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

A(x, t)p(x, t) =

+∞∫
−∞

vp2(x, v, t)dv, (3.1)

ãäå p2(x, v, t) åñòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà è åãî ïåð-
âûõ ðàçíîñòåé. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ââåäåíèå íåîäíîðîäíîãî êîíâåêòèâíîãî êîýôôè-
öèåíòà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ îòðèöàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãíîñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàëè÷èå îòðèöàòåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé, îä-
íàêî, íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ñâèäåòåëüñòâîì íåêîððåêòíîñòè ìîäåëè, ïîñêîëüêó ñàìè
ýìïèðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè çäåñü îöåíèâàþòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Ìîäåëü ìîæíî
ñ÷èòàòü íåàäåêâàòíîé ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ñóììà ïîëó÷åííûõ îòðèöàòåëüíûõ âåðîÿò-
íîñòåé ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäèò ýòó ïîãðåøíîñòü.

Ïóñòü Qγ(t) åñòü êâàíòèëü ïîðÿäêà γ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ p(x, t) , ò. å.

Qγ(t)∫
−∞

p(x, t)dx = γ, γ ∈ [0; 1]. (3.2)

Äèôôåðåíöèðóÿ (3.2) ïî t , ïîëó÷àåì

dQγ(t)

dt
p(Qγ(t), t) +

Qγ(t)∫
−∞

∂p(x, t)

∂t
dx = 0,

îòêóäà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýâîëþöèÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
íåïðåðûâíîñòè (2.3) ñ β = 1 , ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

dQγ(t)

dt
p(Qγ(t), t)− j(Qγ(t), t) = 0. (3.3)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.3) ñïðàâåäëèâî êàê íà êîíå÷íîì îòðåçêå, òàê è íà íåîãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè. Óäîáñòâî êîíñòðóêöèè (3.3) çàêëþ÷àåòñÿ òàêæå è â òîì, ÷òî äëÿ åãî
ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à êâàíòèëè ñóùåñòâóþò ó ëþáîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ, â îòëè÷èå îò ìîìåíòîâ.
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Îïðåäåëåííàÿ ñëîæíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè â âèäå óðàâíåíèÿ (3.3) ñîñòîèò â
òîì, ÷òî îíî íåçàìêíóòî â òîì ñìûñëå, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå ìîæåò áûòü ðåøåíî îòíîñè-
òåëüíî Qγ(t) , åñëè íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè p(x, t) . Îäíàêî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî
óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ýìïèðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âðåìåííîãî ðÿäà, òî óêà-
çàííîå îáñòîÿòåëüíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì: âìåñòî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèè ïëîòíîñòè
p(x, t) è ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè j(x, t) ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ ñòàòèñòè÷åñêèå
îöåíêè, ïîñòðîåííûå ïî íàáëþäàåìûì äàííûì çà ïðîøëûé ïåðèîä.

Ñàìà æå ïðîöåäóðà îöåíêè ïàðàìåòðîâ α, θ, B â óðàâíåíèè (2.2) ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíà äëèíà ñåãìåíòà L äàííûõ, ò. å. äëèíà âûáîðêè
âðåìåííîãî ðÿäà, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ â ìîìåíò íàáëþäåíèÿ t . Ïî ýòîé âûáîðî÷íîé ñîâî-
êóïíîñòè ñòðîèòñÿ îöåíêà ýìïèðè÷åñêèõ êâàíòèëåé Qγ(t) , à òàêæå ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè è ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α, θ, B
ìîäåëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåìîå êàê äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (3.3) ñ øàãîì L , ïîç-
âîëÿåò íàéòè ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ êâàíòèëåé Q̃γ(t + 1) â ñëåäóþùåì ñåãìåíòå äëèíû L
ïî èçâåñòíûì äàííûì ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî âðåìåíè:

Q̃γ(t+ 1) = Qγ(t) +
j(Qγ(t), t)

p(Qγ(t), t)
. (3.4)

Â êà÷åñòâå îöåíîê ïàðàìåòðîâ â äàííîì ñåãìåíòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå çíà÷åíèÿ, ïðè
êîòîðûõ îòêëîíåíèå ïðîãíîçèðóåìûõ êâàíòèëåé Q̃γ(t+1) îò ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ Qγ(t+
1) áóäåò ìèíèìàëüíûì. Ôóíêöèîíàë, îïèñûâàþùèé ìåðó îòêëîíåíèÿ, ìîæåò áûòü âûáðàí
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè; â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáû÷íîå ðàññòîÿíèå â
ïðîñòðàíñòâå Rq

2 , ãäå åñòü êîëè÷åñòâî àíàëèçèðóåìûõ êâàíòèëåé:

ρ(α, θ, B, t) =

√√√√ q∑
k=1

(
Q̃γk(t+ 1)−Qγk(t+ 1)

)2
. (3.5)

Çàòåì ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ñëåäóþùåé ïàðû âûáîðîê äëèíû L , ¾äâèãàÿñü¿
òàêèì îáðàçîì âäîëü âðåìåííîãî ðÿäà.

Â îáùåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî q ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà êâàíòèëåé è
èõ óðîâíè γk ìîãóò áûòü ëþáûìè. Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðîñòûõ, íî ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ
âàðèàíòîâ, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïðîãíîñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ òðåìÿ êâàðòèëÿìè, ò.å. êâàíòè-
ëÿìè óðîâíåé 0.25 , 0.50 è 0.75 . Òàêîé âûáîð ìîæåò áûòü àðãóìåíòèðîâàí òåì, ÷òî âòîðîé
êâàðòèëü (óðîâíÿ 0.5 ) ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå
óñòîé÷èâîé îöåíêè ïàðàìåòðà ïîëîæåíèÿ, à ðàçíîñòü òðåòüåãî è ïåðâîãî êâàðòèëåé (èí-
òåðêâàðòèëüíûé ðàçìàõ) èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà ðàññåÿíèÿ.

Îöåíêè ôóíêöèè ïëîòíîñòè è ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè, âõîäÿùèå â (3.4), ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïðîñòåéøåé îöåíêîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè, îáî-
çíà÷àåìîé ¾øëÿïêîé¿ , ÷òîáû îòëè÷àòü åå îò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ãèñòî-
ãðàììà ýìïèðè÷åñêèõ ÷àñòîò, êîòîðàÿ ïðè ðàçáèåíèè íà m êëàññîâûõ èíòåðâàëîâ îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

p̂(x, t) =
m−1∑
k=1

vkI(∆k(x)), (3.6)

ãäå ∆k(x) � k -ûé êëàññîâûé èíòåðâàë ïðè ðàçáèåíèè îáëàñòè çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà
â ðàññìàòðèâàåìîì ñåãìåíòå, vk � êîëè÷åñòâî òî÷åê âðåìåííîãî ðÿäà, ïîïàäàþùèõ â
∆k(x) , à I(∆) � èíäèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü
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ïîñòðîåíà è äëÿ äâóìåðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè:

p̂2(x, v, t) =
m−1∑
i,k=1

vikI (∆i(x)) I (∆k(v)) . (3.7)

Çäåñü vik � êîëè÷åñòâî ïàð òî÷åê äâóìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà, ïîïàâøèõ â îòìå÷åí-
íûé êâàäðàò.

Îöåíêó ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâëÿÿ â åãî àíàëèòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå (2.4) è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû â ÿâíîì âèäå.

Îïèñàííàÿ ñõåìà îöåíêè ïàðàìåòðîâ áûëà àïðîáèðîâàíà íà íåñêîëüêèõ âðåìåííûõ ðÿ-
äàõ: ñôîðìèðîâàííûõ èñêóññòâåííî, èëè ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ðåàëüíûõ äàííûõ. Òàê,
íàïðèìåð, ñåðèÿ âû÷èñëåíèé äëÿ òðàåêòîðèé ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñ çà-
äàííûì ïîêàçàòåëåì Õåðñòà (ñì. [27]) ïîêàçàëà, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå è âûáîðî÷íàÿ ìîäà
îöåíêè ïàðàìåòðà α âåñüìà áëèçêè ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ ñàìîãî ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà
(ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà îòêëîíåíèÿ ñîñòàâèëà ìåíåå 0.01 ).

Òàêæå áûëè èññëåäîâàíû âðåìåííûå ðÿäû, îáðàçîâàííûå öåíàìè àêöèé (ñ ìèíóòíûì
èíòåðâàëîì) ðîññèéñêèõ êîìïàíèé ñ íàèáîëüøåé êàïèòàëèçàöèåé, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàñ-
÷åòå èíäåêñà ÐÒÑ, â ñõåìå ñ òðåìÿ êâàðòèëÿìè. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îêàçàëèñü ñóùå-
ñòâåííî íåñòàöèîíàðíû è ðàçëè÷íû äëÿ ðàçíûõ ðÿäîâ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íà êâàçèñòà-
öèîíàðíîì ïðîìåæóòêå íàèëó÷øåé îöåíêîé ïàðàìåòðà B â ñìûñëå ìåòðèêè (3.5) ÿâëÿëîñü
íóëåâîå çíà÷åíèå, òî åñòü íàèëó÷øèé ïðîãíîç êâàíòèëåé ìîæíî â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ òèïà Ëèóâèëëÿ, êîãäà â (2.4) îòñóòñòâóåò äèôôóçèîííîå ñëàãàåìîå,
÷òî òàêæå ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü ìåòîäà.

Âàæíî òàêæå è òî, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà îöåíêè ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ
êâàíòèëåé ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ìåòîäà â ñðàâíåíèè ñî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ìî-
äåëåé àâòîðåãðåññèè � ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî äëÿ òåñòèðóåìûõ ðÿäîâ îêàçàëàñü â 2-4 ðàçà
ìåíüøå. Ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè òèïà äðîáíîé àäâåêöèè-äèôôóçèè ìîãóò
áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíû äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ, ïðîåêòû � 14-01-00145 è � 13-01-
00617.
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, íå îïóáëè-
êîâàííûå è íå ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Îáúåì ðóêîïèñè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 12 ñòðàíèö äëÿ íàó÷íîé ñòàòüè è 20 ñòðàíèö
äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX. Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïî-
ìîùüþ MiKTeX, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå �
http://www.miktex.org.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:
� êîäû ÓÄÊ;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ, e-mail, äîëæíîñòü è ìåñòî ðàáîòû (îôèöè-

àëüíîå íàçâàíèå îðãàíèçàöèè);
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè;
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Åñëè ñòàòüÿ íà ðóññêîì ÿçûêå, òî íàçâàíèå ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ,

àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íåîáõîäèìî òàê æå ïðåäîñòàâèòü è íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Åñëè
ñòàòüÿ íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî îòäåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîäû ÓÄÊ, íàçâàíèå
ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ, àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íà ðóññêîì ÿçûêå.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.
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Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ïðèâîäèòñÿ àâòîðñêîå ðåçþìå (àííîòàöèÿ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
êðàòêèì ðåçþìå áîëüøåé ïî îáúåìó ðàáîòû, èìåþùåé íàó÷íûé õàðàêòåð.

Îáúåì àííîòàöèè äîëæåí áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî 250 ñëîâ.
Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî 15 ñëîâ è ÷åòêî óêàçûâàòü íà îñíîâ-

íîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè. Íå ñëåäóåò ïðèâîäèòü â êà÷åñòâå êëþ÷åâûõ ñëîâ îáùèå ïîíÿòèÿ,
òàê êàê ïîèñê ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó íå ïðèâåäåò ÷èòàòåëÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðåñóþùåé åãî
èíôîðìàöèè. Îäíàêî äàííîå ñëîâî ìîæåò âõîäèòü â çíà÷èìîå ñëîâîñî÷åòàíèå.

Àâòîðàì íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû ñòàòåé:
� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå.
� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ.
� ðåçóëüòàòû � îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè.
� îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè.
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB (ñì. Òåõ-

íè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû.
Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå. Â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ
äîïóñêàåòñÿ äî 20, â îáçîðíûõ � äî 60 èñòî÷íèêîâ.

Ïîäðîáíûå Òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex ñî-
äåðæàòñÿ íà ñàéòå æóðíàëà ïî àäðåñó http://journal.svmo.ru/page/rules.
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Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\ footnote { Äîëæ-
íîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\ footnote {Äîëæíîñòü, ìåñòî ðà-
áîòû, ãîðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò. ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Àëåêñååíêî Ñ. Í. 115

Áîÿðêèí Ä. È. 7

Áóáíîâà Î. Þ. 67

Âåëüìèñîâ Ï. À. 106

Ãåðìèäåð Î. Â. 85

Ãðèíåñ Â. Ç. 11, 16

Ãóáàéäóëëèí È. Ì. 94

Ãóðåâè÷ Å. ß. 11

Äîáêèí Â. È. 25

Äîíöîâà Ì. Â. 115

Æàëíèí Ð. Â. 94

Æóêîâà Í. È. 30

Çåíþê Ä. À. 125

Èâàíîâ Ä. Â. 41

Êèðååâ Ñ. Â. 106

Êëî÷êîâà Ë. Â. 125

Êîðíååâ À. Â. 106

Êðóãëîâ Â. Å. 47

Êóðåíêîâ E. Ä. 16

Ìàëêèí Ì. È. 59

Ìàëûøåâ Ä. Ñ. 47

Ìàñÿãèí Â. Ô. 94

Îðëîâ Þ. Í. 125

Ïîïîâ Â. Í. 85

Ïî÷èíêà Î. Â. 11, 47

Ðÿçàíöåâà È. Ï. 67

Ñàôîíîâ Ê. À. 59

Òèøêèí Â. Ô. 94

Øàáàäèêîâ Ê. Õ. 72

Øåèíà Ê. È. 30

Øóðøèíà À. Ñ. 94

Ùåííèêîâ Â. Í. 25

Ùåííèêîâà Å. Â. 25

Þëäàøåâ Ò. Ê. 72
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Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåññà
Ðîññèè¿ � 94016.
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