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îáçîðíûå ñòàòüè, îòðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ â ìàòå-

ìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è çà ðóáåæîì.

Æóðíàë çàðåãèñòðèðîâàí â Ôåäåðàëüíîé ñëóæáå ïî íàäçîðó â ñôåðå ñâÿçè, èíôîðìà-
öèîííûõ òåõíîëîãèé è ìàññîâûõ êîìììóíèêàöèé (Ðîñêîìíàäçîð). Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãè-
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ñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿.
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Îò ðåäàêöèè

Â ÷åòâåðòîì íîìåðå 17-ãî òîìà ïóáëèêóþòñÿ íàèáîëåå çíà÷èìûå ðàáîòû
ó÷åíûõ è ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ó÷àñòíèêàìè XII íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè-
÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè¿ ñ ó÷àñòèåì çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ (ã. Ñàðàíñê, 28 � 30
àâãóñòà 2015 ãîäà).

Êîíôåðåíöèÿ ïðîâîäèòñÿ íàöèîíàëüíûì èññëåäîâàòåëüñêèì Ìîðäîâñêèì
ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàð¼âà è Ñðåäíåâîëæñêèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ãðàíò � 15-01-20610).

Âñå ñòàòüè èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðåöåíçèè è äîñòóïíû â ñåòè Internet íà
ñàéòå Íàó÷íîé Ýëåêòðîííîé Áèáëèîòåêè Elibrary.ru.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!
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Ìàòåìàòèêà

ÓÄÊ 517.938

Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ

äèôôåîìîðôèçìîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíûìè

ïðîèçâåäåíèÿìè

c⃝ Å. ß. Ãóðåâè÷1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûäåëÿåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõñÿ êàê ëîêàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ïî-
âåðõíîñòè è îêðóæíîñòè, è ïðèâîäèòñÿ èõ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ. Óòî÷íÿåòñÿ ñòðóê-
òóðà ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ òàêèå äèôôåîìîðôèçìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêà-
öèÿ, ëîêàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ëîêàëüíî-òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn ñâÿçíîãî çàìêíóòîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ðàç-
ìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî Ωf êîíå÷íî è ñîñòîèò òîëüêî èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, è äëÿ
ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q ∈ Ωf èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ
W s

p , W
u
q ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Ìíîæåñòâî âñåõ äèô-

ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèè Mn áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç MS(Mn) .
Ïóñòü f ∈ MS(M3) . Íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå W s

p ∩ W u
q , ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ñåä-

ëîâûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f , íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì, ïðè ýòîì â ñëó÷àå
dim(W s

p ∩W u
q ) = 1 êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ W s

p ∩W u
q íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè-

÷åñêîé êðèâîé, à â ñëó÷àå dim(W s
p ∩W u

q ) = 0 ëþáàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ W s
p ∩W u

q íàçûâà-
åòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé. Äèôôåîìîðôèçì f ∈MS(M3) íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩W u
q ̸= ∅ ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà W u

p ìåíüøå
ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà W u

q . Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
äèôôåîìîðôèçìà f ∈ MS(M3) íå ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê, òî äèôôåîìîð-
ôèçì f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì.

Ñ.Ñìåéë â ðàáîòå [1] (Theorem A) ïîêàçàë, ÷òî ãðàäèåíòíûé ïîòîê ôóíêöèè Ìîðñà
íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè Mn ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî àïïðîêñèìèðîâàí
(â C1 -òîïîëîãèè) ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ÷òî äîêàçûâà-
åò ñóùåñòâîâàíèå äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè (íàïðèìåð,
ÿâëÿþùèõñÿ ñäâèãàìè íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèé òàêèõ ïîòîêîâ).

Ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ
èç êëàññà MS(M3) íà îðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëó÷åíà â öèêëå ðàáîò
Â.Ç.Ãðèíåñà, Î.Â. Ïî÷èíêè, Â.Ñ. Ìåäâåäåâà è Õ.Áîíàòòè (ñì. îáçîð [2] è êíèãó [3]). Îä-
íàêî ïî ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à âûäåëåíèÿ ñîäåðæàòåëüíûõ êëàññîâ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ èç MS(M3) , äîïóñêàþùèõ áîëåå ïðîñòîå, ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì,

1 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñ-
øàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; egurevich@hse.ru.
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îïèñàíèå. Òàê, â [4] ðàññìîòðåí êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ãðàô,
àíàëîãè÷íûé êëàññè÷åñêèì èíâàðèàíòàì Å.À. Àíäðîíîâîé, À. Ã. Ìàéåðà è Ì. Ïåéêøîòî.

Â ýòîé ðàáîòå âûäåëÿåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ,
äîïóñêàþùèõ âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè â òåðìèíàõ
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ìåíü-
øåé ðàçìåðíîñòè (ïîâåðõíîñòè è îêðóæíîñòè). Ïðèâåäåì òî÷íóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü
S1 = R/Z � îêðóæíîñòü, S2

g � ïîâåðõíîñòü (çàìêíóòîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå) ðîäà
g ≥ 0 , τ : S2

g → S2
g � íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì

ñêëåéêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M3
g,τ ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû Γ = {γi, i ∈ Z} ,

ïîðîæäåííîé ñòåïåíÿìè ãîìåîìîðôèçìà γ : T2 × R → T2 × R , îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé
γ(z, r) = (τ(z), r − 1) è ÷åðåç pg,τ : S2

g × R →M3
g,τ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.

Ïóñòü φ2 : S2
g → S2

g � äèôôåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî ëèáî φ2τ = τφ2 , ëèáî φ2τ
−1 =

τ−1φ2 ; φ1 : S1 → S1 � ïðîèçâîëüíûé äèôôåîìîðôèçì, φ̃1 : R → R � åãî ïîäíÿòèå.
Òîãäà íà M3

g êîððåêòíî îïðåäåëåí äèôôåîìîðôèçì Φ :M3
g,τ →M3

g,τ , ïîäíÿòèå êîòîðîãî

Φ̃ : S2
g × R → S2

g × R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Φ̃(x, y) = (φ̃1(x), φ2(y)) , x ∈ R, y ∈ S2
g,τ .

Áóäåì íàçûâàòü äèôôåîìîðôèçì Φ ëîêàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì äèôôåîìîðôèçìîâ φ1, φ2

è îáîçíà÷àòü Φ = (φ1, φ2) .
Êëàññ âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ìíîãîîáðàçèè M3

τ , ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíûìè ïðîèç-
âåäåíèÿìè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç G(M3

τ ) .
Ìåòîäàìè ðàáîòû [5] äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû Φ = (φ1, φ2),Φ
′ = (φ′

1, φ
′
2) èç êëàññà G(M3

τ )
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû
h1 : S1 → S1 , h2 : S

2
1 → S2

1 òàêèå, ÷òî:

1. φ′
1 = h1φ1h

−1
1 ;

2. φ′
2 = h2φ2h

−1
2 ;

3. h2τ = τh2 .

Ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæ-
íîñòè ïîëó÷åíà À.Ã. Ìàéåðîì â ðàáîòå [6]. Ïðîáëåìà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ðåøåíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì â ðà-
áîòàõ [7], [8]. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ ïðè êëàññèôèêàöèè äèôôåî-
ìîðôèçìîâ èç êëàññà G(M3

g,τ ) , ñâîäèòñÿ ê ðàçëè÷åíèþ ìíîãîîáðàçèé âèäà M3
g,τ . Íàèáîëåå

çàêîí÷åííûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â ñëó÷àå g ∈ {0, 1} , ÷åìó
è ïîñâÿùåíà ýòà ðàáîòà.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷à-
íèå. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò äèôôåîìîðôèçìû èç êëàññà G(M3

τ ) ,
ïîçâîëÿþò âûäåëèòü ñëåäóþùèé êëàññ ñèñòåì. Ïóñòü M3 � îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðà-
çèå, è f :M3 →M3 � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi

f ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f , ðàçìåðíîñòü
íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ ðàâíà i ∈ {1, 2, 3} . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåî-
ìîðôèçì f : M3 → M3 ïðèíàäëåæèò êëàññó G∗(M3) , åñëè ìíîæåñòâî åãî ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäìíîæåñòâ Σf = Σa ∪ Σr

òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ A = W u
Σa

∪ Ω0
f , R = W s

Σr
∪ Ω3

f ÿâ-
ëÿåòñÿ ðó÷íî âëîæåííîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ. Â ðàáîòå [9] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ
ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G∗(M3) ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî gf ≥ 0
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è ãîìåîìîðôèçì τf : Sgf → Sgf òàêèå, ÷òî M3 äèôôåîìîðôíî M3
gf ,τf

. Òàêèì îáðàçîì,
ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèìåíèìû è äëÿ ðàçëè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà
G∗(M3) .

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü ãîìåîìîðôèçìû τ : S2
g → S2

g , τ
′ : S2

g → S2
g èçîòîïíû. Òîãäà

M3
g,τ ,M

3
g,τ ′ äèôôåîìîðôíû.

Èç ëåììû 1.1. íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü f ∈ G∗(M3
0,τ ) . Òîãäà M3

0,τ äèôôåîìîðôíî ïðÿ-
ìîìó ïðîèçâåäåíèþ S2 × S1 .

Ñëó÷àé g = 1 äàåò áîëåå áîãàòûé íàáîð ìíîãîîáðàçèé. Â ýòîì ñëó÷àå S̃2
1 = R2 ,

S2
1 = T 2 = R2/Z×Z . Èç [13] (ñì. ðàçäåë D ãëàâû 2) ñëåäóåò, ÷òî ãîìåîìîðôèçìû
φ, φ′ : T 2 → T 2 èçîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èíäóöèðîâàííûå èçî-
ìîðôèçìû ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû φ∗ : π1(T

2) → π1(T
2) , φ′

∗ : π1(T
2) → π1(T

2) . Òàê
êàê ãðóïïà π1(T

2) èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Z × Z , òî èçîòîïè÷åñêàÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ ãîìåîìîðèçìîâ òîðà ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè óíèìîäóëÿðíûõ öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö. Ãðóïïó òàêèõ ìàòðèö áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç GL(2,Z) , à ìàòðèöó ãîìåîìîðôèç-
ìà φ∗ : H1(T

2,R) → H1(T
2,R) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Aφ .

Ïóñòü A =

(
a11 a12
a21 a22

)
� óíèìîäóëÿðíàÿ öåëî÷èñëåíííàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ǎ : T 2 → T 2 äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé óðàâíåíèÿìè Ǎ(x1, x2) = (a11x1 + a12x2, a21x1 +
a22x2)(mod 1) .

Ò å î ð å ì à 1.2. Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f ïðèíàäåæèò êëàññó G∗(M3
1,τ )

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M3
1,τ äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ M3

1,Ǎ
òàêîìó, ÷òî ìàò-

ðèöà A îòîáðàæåíèÿ ñêëåéêè Ǎ ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

B1 =

(
1 0
0 1

)
; B2 =

(
−1 0
0 −1

)
; B3 =

(
0 1
−1 −1

)
; B4 =

(
0 1
−1 0

)
; B5 =(

0 −1
1 1

)
.

Â ñëó÷àå g ≥ 2 , ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè Íèëüñåíà è Òåðñòîíà (ñì. [10],[11]), ìíîæå-
ñòâî âñåõ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé τ : S2

g → S2
g ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäè-

íåíèå ÷åòûðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ T1, T2, T3, T4 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. åñëè ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ {τ} îòîáðàæåíèÿ τ ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó T1 , òî
{τ} ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì;

2. åñëè {τ} ∈ T2 , òî {τ} ñîäåðæèò ïðèâîäèìûé íåïåðèîäè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì àë-
ãåáðàè÷åñêè êîíå÷íîãî òèïà;

3. åñëè {τ} ∈ T3 , òî {τ} ñîäåðæèò ïðèâîäèìûé ãîìåîìîðôèçì, íå ÿâÿþùèéñÿ ãîìåî-
ìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêè êîíå÷íîãî òèïà;

4. åñëè {τ} ∈ T4 , òî {τ} ñîäåðæèò ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèÿ ãîìåîìîðôèçìîâ, óïîìÿíóòûõ â ïåðå÷èñëåíèè 1-4, èìååòñÿ, íàïðèìåð, â
îáçîðå [12]. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2. äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.
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Ò å î ð å ì à 1.3. Åñëè f ∈ G∗(M3
g,τ ) , òî {τ} ∈ T1 .

Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäñòâ Ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûé ôîíä Íàöèî-
íàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿ (ÍÈÓ ÂØÝ)¿ â
2015ã. ïî ïðîåêòó 15-09-0255.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü Â.Ç. Ãðèíåñó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå ïëîäî-
òâîðíûå îáñóæäåíèÿ.

2. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ

ãîìåîìîðôèçìû èç êëàññà G∗(M3
1,τ)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.
Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîòîïèÿ ξt : S

2
g → S2

g , t ∈ [0, 1] , ñîåäè-
íÿþùàÿ îòîáðàæåíèå ξ0 = τ ′τ−1 ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ξ1 . Îïðåäåëèì ãîìåî-
ìîðôèçì H : S2

g × [0, 1] → S2
g × [0, 1] ôîðìóëîé H(z, t) = (ξt(z), t) . Òîãäà ìíîãîîáðàçèÿ

M3
g,τ ,M

3
g,τ ′ ãîìåîìîðôíû ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà Ȟ :M3

g,τ →M3
g,τ ′ , êîòîðûé êàæäî-

ìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè [(z, t)] ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [H(z, t)] .
Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ìíîãîîáðàçèÿ
M3

g,τ ,M
3
g,τ ′ ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôíûìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïðèâåäåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû 1.2.. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â [14].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1.

• Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M
3
1,τ ) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóï-

ïû Rτ
∼= Z è íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû Nτ = pτ (T

2 × R) ∼= Z2 , òî åñòü ãîìî-
òîïè÷åñêèé êëàññ [c] ∈ π1(M

3
1,τ ) èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå (a, b), a ∈

RJ , b ∈ NJ , à ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a1, b1)(a2, b2) =
(a1 + a2, J

a1(b2) + b1) .

• Åñëè ãîìåîìîðôèçì h : M3
1,τ → M3

1,τ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì h∗ : π1(M
3
1,τ ) →

π1(M
3
1,τ ) òàêîé ÷òî h∗(Nτ ) = Nτ , òî h∗ åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìàò-

ðèöåé H ∈ GL(2,Z) è ýëåìåíòîì β ∈ Nτ òàêèìè, ÷òî h∗(0, b) = (0, H(b)), b ∈ Z2 ,
ïðè ýòîì ëèáî h∗(1, 0) = (1, β) è HJ = J ′H , ëèáî h∗(1, 0) = (−1, β) è HJ−1 = J ′H .
Ãîìåîìîðôèçì h íàêðûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì h̃ : T2 × R → T2 × R òàêèì ÷òî
h̃∗ : π1(T2 × R) → π1(T2 × R) îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé H .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü A,B ∈ GL(2,Z) . Ìíîãîîáðàçèÿ M3
1,Ǎ

and M3
1,B̌

äèôôåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà H ∈ GL(2,Z) òàêàÿ,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóùèõ óñëîâèé:
• AH = HB ,
• A−1H = HB .

Ïðèâåäåííîå íèæå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ðàáîòå [17] (ñì. ëåììó 3).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3. Ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû F ∈ GL(2,Z) ÿâ-
ëÿþòñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû. Òîãäà F ïîäîáíà (ïðè ïîìîùè ìàòðèöû èç GL(2,Z) ) îäíîé
èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö.
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B1,m =

(
1 m
0 1

)
; B2,m =

(
−1 m
0 −1

)
; B3 =

(
0 1
−1 −1

)
; B4 =

(
0 1
−1 0

)
;

B5 =

(
0 −1
1 1

)
; B6 =

(
1 0
0 −1

)
; B7 =

(
1 1
0 −1

)
, m ∈ {0, 1, 2, ...} .

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2..
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f ∈ G∗(M3

1,τ ) . Â
ñèëó [9] êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè T ìíîæåñòâà A ∪ R ãîìåîìîðôíà òîðó T 2 . Òàê
êàê ìíîæåñòâî A∪R f -èíâàðèàíòíî, òî ãîìåîìîðôèçì f èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì f∗ :
π1(M

3
1,τ ) → π1(M

3
τ ) òàêîé ÷òî f∗(Nτ ) = Nτ . Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1., èçîìîðôèçì

f∗ åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé F ∈ GL(2,Z) .
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(T ) = T äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà

A∪R (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèç-
ìà f , ïðè ýòîì òèï ìíîãîîáðàçèÿ M3

1,τ íå èçìåíèòñÿ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ ãîìåîìîðôèçì,
ÿâëÿþùèéñÿ îãðàíè÷åíèåì äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâî T . Òîãäà ìàòðèöà Aφ èí-
äóöèðîâàííîãî èçîìîðôèçìà φ∗ : π1(T ) → π1(T ) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé F .

Íàïîìíèì, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M3
1,τ äèôôåî-

ìîðôèçìà f ∈ G∗(M3
1,τ ) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå φτ = τφ , ÷òî âëå÷åò óñëîâèå FAτ = AτF .

Èç ðàáîòû [9] ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M3
1,τ ãîìåîìîðôíî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó

ìíîãîîáðàçèÿ T × [0, 1] ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (z, 1) ∼ (τ(z), 0) . Ïóñòü Ȟ :
M3

1,τ → M3
1,Ǎτ

� ãîìåîìîðôèçì, ïîñòðîåííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1.. Ïîëîæèì

f ′ = ȞfȞ−1 , φ′ = f ′|Ȟ(T ) . Òîãäà ãîìåîìîðôèçì φ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ φ′Ǎτ = Ǎτφ
′ .

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) ìàòðèöà Aτ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (òî åñòü îáà ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñëà λ1, λ2 ïî ìîäóëþ îòè÷íû îò åäèíèöû) 2) ìàòðèöà Aτ � íå ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1). Â ñèëó ðàáîòû 20 ãîìåîìîðôèçì Ǎτ ÿâëÿåòñÿ àíîñîâñêèì, èç
ôîðìóëû Ëåôøåöà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî l ∈ N ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ
J l ðàâíî λl1 + λl2 − 2 è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè l → ∞ . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå
l , ÷òî ìíîæåñòâî Pl íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ τ l ñîäåðæèò áîëüøå òî÷åê, ÷åì
ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ãîìåîìîðôèçìà φ′ .

Èç óñëîâèÿ φ′Ǎτ = Ǎτφ
′ ñëåäóåò, ÷òî φ′(Pl) = Pl . Íî òàê êàê ãîìåîìîðôèçì φ′

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì äèôôåîìîðôèçìîì, òî ìíîæåñòâî åãî
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì åãî êîíå÷íûì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà Aτ íå ìîæåò áûòü ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2). Òîãäà ìàòðèöà Aτ ïîäîáíà îäíîé èç ìàòðèö
B1,m, B2,m, B3, ..., B7 , ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäëîæåíèè 2.3.. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.
âîçìîæíûå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû ìíîãîîáðàçèÿ M3

1,τ èñ÷åðïûâàåòñÿ ñëó÷àÿìè, êîãäà
ìàòðèöà Aτ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ìàòðèö B1,m, B2,m, B3, ..., B7 . Òàê êàê
ìíîãîîáðàçèå M3

1,τ ïðåäïîëàãàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, òî ìàòðèöà Aτ èìååò îïðåäåëèòåëü,
ðàâíûé åäèíèöå, ÷òî èñêëþ÷àåò ñðàçó ìàòðèöû B6, B7 . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî φ íå ìîæåò êîììóòèðîâàòü ñ äèôôåîìîðôèçìîì τ â ñëó÷àå,
êîãäà åãî ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé B1,m èëè B2,m ïðè m ≥ 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Aτ = B1,m , m ≥ 1 (ñëó÷àé Aτ = B2,m ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aφ îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà φ . Èç îïðåäåëåíèÿ è óñëîâèÿ φτ = τφ ñëåäóåò, ÷òî
τ(Aφ) = Aφ . Ñîâîêóïíîñòü óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò çàäàåò
êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå òîðà T , ïîýòîìó íàéäåòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ µ ∈ Aφ , ãîìîòîïè÷å-
ñêèé êëàññ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê [µ] = (0, 1) . Òîãäà [τ l(µ)] = (lm, 1) . Òàê êàê Af

ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ êðèâûõ, òî íàéäåòñÿ òàêîå l > 0 , ÷òî τ l(µ) íå áóäåò
ïðèíàäëåæàòü Aφ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ τ(Aφ) = Aφ .
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Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç ðàáîòû [18] ãäå äëÿ êàæäîãî èç ïåðèîäè÷å-
ñêèõ îòîáðàæåíèé B̌i , i ∈ {1, ..., 5} , óêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà
Ìîðñà-Ñìåéëà φi : T

2 → T 2 , êîììóòèðóþùåãî ñ ýòèì îòîáðàæåíèåì. Ïðåäñòàâèòåëè êàæ-
äîãî êëàññà òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæ-
íîñòè ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [5]. Ïóñòü ψ : S1 → S1 � îäèí èç òàêèõ ïðåäñòàâè-
òåëåé. Òîãäà ëîêàëüíîå ïðîèçâåäåíèå (ψ, φi) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà
íà M3

1,B̌i
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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On topological classi�cation of gradient-like

di�eomorphisms that are locally products.

c⃝ E. Ya. Gurevich2,

Abstract. We de�ne a class of gradient-like di�eomorphisms that can be presented as local
products of di�eomorphisms on the circle and on a surface, provide their topological classi�cation
and specify topology of the ambient manifold.

Key Words: gradient-like di�eomorphism, topological classi�cation, local product, mapping
torus.
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ÓÄÊ 514.7

Ýêâèâàëåíòíûå ïîäõîäû ê ïîíÿòèþ ïîëíîòû ñëîåíèé ñ

òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ

c⃝ À. Þ. Äîëãîíîñîâà1, Í. È. Æóêîâà2

Àííîòàöèÿ. Ìû äîêàçûâàåì ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ïîëíîòû ñëî-
åíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûõ
ñëîåíèé (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q, q > 1, êàæäîå èç óïîìÿíóòûõ âûøå îïðåäåëåíèé ïîëíîòû
ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé: 1) ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ
(M,F ) ; 2) èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå îáðàçîâà-
íî ñëîÿìè ñóáìåðñèè íà q -ìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîåíèå, ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà, àôôèííîå ñëîåíèå

1. Ââåäåíèå

Âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ïîëíîòû òðàíñâåðñàëüíî àôôèí-
íûõ ñëîåíèé çàòðîíóò Ð.À. Âîëàêîì [1]. Ìû äîêàçûâàåì ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçëè÷íûõ ïîä-
õîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ïîëíîòû äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñëîåíèé � äëÿ ñëîåíèé ñ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ïîëíîòà óêàçàííûõ ñëîåíèé ïîçâîëÿåò ïðè èõ èññëåäî-
âàíèè ïåðåéòè îò ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ê ãëîáàëüíûì.

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Õîïôà � Ðèíîâà ([2]) äëÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïî-
íÿòèå ãåîäåçè÷åñêîé ïîëíîòû ýêâèâàëåíòíî ïîëíîòå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ìåòðèêà
êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà äëèíû. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ëþáîå êîì-
ïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûì, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ íå
âåðíî äëÿ ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. Â îòëè÷èå îò ðèìàíîâûõ ñëîåíèé íà êîì-
ïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ íà êîìïàêòíûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè (ïðèìåð 6.1.).

Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -
êîöèêëîì (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà êîðàçìåð-
íîñòü ñëîåíèÿ (M,F ) ðàâíà q, à M � n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, 0 < q < n. Ðàñïðåäåëåíèå
M ðàçìåðíîñòè q íà M íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì ê ñëîåíèþ (M,F ) , åñëè äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè x èç M âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî TxM = TxF ⊕Mx, ãäå ⊕ � ñèìâîë ïðÿìîé
ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = GL(q,R)nRq ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû
GL(q,R) è âåêòîðíîé ãðóïïû Rq. Ãðóïïó G ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãðóïïó âñåõ
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Aff(Aq) q -ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Aq, à H =
GL(q,R) êàê ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó àôôèííîé ãðóïïû Aff(Aq) â íåêîòîðîé òî÷êå.

Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ
êàðòàíîâûì ñëîåíèåì òèïà (G,H) (ñì., íàïðèìåð, [3]).

1 Ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Íèæåãîðîäñêèé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíè-
âåðñèòåò, Íèæíèé Íîâãîðîä; annadolgonsova@gmail.com

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Íèæíèé Íîâãîðîä; nzhukova@hse.ru
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íà-
çûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì, åñëè êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ îáúåìëþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà, êàñàþùàÿñÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â îäíîé òî÷êå, êàñàåòñÿ åãî â êàæäîé ñâîåé
òî÷êå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñ-
òüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I . Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

1. Ñëîåíèå (M,F ) , ðàññìàòðèâàåìîå êàê êàðòàíîâî, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

2. Ñëîåíèå (M,F ) ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2.;

3. Íà M ñóùåñòâóþò òðàíñâåðñàëüíîå q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M è ëèíåéíàÿ ñâÿç-
íîñòü ∇ òàêèå, ÷òî:

1) êàæäàÿ ñóáìåðñèÿ fi ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì;

2) ðàñïðåäåëåíèÿ M è TF ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíû;

3) êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð íà êàæäîé ìàêñèìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé, êàñàþùåéñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ M, èçìåíÿåòñÿ îò −∞ äî +∞.

Ïðåèìóùåñòâî óñëîâèÿ 3 â òåîðåìå 1.1. ïåðåä îñòàëüíûìè äâóìÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îíî îïðåäåëåíî íà ñàìîì ñëîåíîì ìíîãîîáðàçèè M , â òî âðåìÿ êàê óñëîâèÿ 1 è 2 îïðå-
äåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ íàä M

Ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I , ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûì ñëîåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êðèâèçíà è êðó÷åíèå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇N ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.1. ê òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûì ñëîåíèÿì, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå, ãäå ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ð.À. Áëþ-
ìåíòàëÿ è Äæ. Õåáäû [4].

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî àôôèííîå ñëîåíèå ïðîèçâîëü-
íîé êîðàçìåðíîñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà êàæäîå èç òðåõ óñëîâèé òåîðå-
ìû 1.1. ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ äâóõ íåçàâèñèìûõ óñëîâèé:

(i) ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) ;

(ii) èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè M̃ îáðàçî-

âàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè r : M̃ → Aq íà àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî Aq .

Íåçàâèñèìîñòü ñâîéñòâ (i) è (ii) â òåîðåìå 1.2. âûòåêàåò èç ïðèìåðîâ 6.1. è 6.2..

Î á î ç í à ÷ å í è ÿ

Ñëåäóÿ [2], ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç P (N,H) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé P → N .
×åðåç X(M) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè M .

Åñëè M � ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè M , òî ÷åðåç XM(M) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-
æåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà M, êàñàòåëüíûõ ê M .

Åñëè f : K → M � ñóáìåðñèÿ ìíîãîîáðàçèé è M � ðàñïðåäåëåíèå íà M , òî ÷åðåç
M̃ = f ∗M îáîçíà÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íà K òàêîå, ÷òî M̃ := {M̃u < | u ∈ M}, ãäå
M̃u := {X ∈ TuK | f∗u(X) ∈ Mx, x = f(u)} , f∗u � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå
u .
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Á ë à ã î ä à ð í î ñ ò ü

Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ
ÂØÝ (ïðîåêò 138) â 2015 ãîäó.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

2.1. Çàäàíèå ñëîåíèÿ N -êîöèêîì

Ïóñòü N � q -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è M � ãëàäêîå n -ìåðíîå ( 0 < q < n ) ìíîãîîá-
ðàçèå. Â îòëè÷èå îò M ñâÿçíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà N íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.
N -êîöèêëîì íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

• Ìíîæåñòâî {Ui | i ∈ I} îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå M .

• Îòîáðàæåíèÿ fi : Ui → N ÿâëÿþòñÿ ñóáìåðñèÿìè íà Vi = fi(Ui) ⊂ N ñî ñâÿçíûìè
ñëîÿìè.

• Åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì γij : fi(Ui ∩ Uj) → fj(Ui ∩ Uj),
óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó fi = γij ◦ fj äëÿ âñåõ x ∈ Ui ∩ Uj .

Ñåìåéñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ ñëîåâ ñóáìåðñèé fi èç ìàêñèìàëüíîãî N -êîöèêëà, ñîäåðæà-
ùåãî äàííûé N -êîöèêë {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , îáðàçóåò áàçó íîâîé òîïîëîãèè ζ â M. Êîì-
ïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè La, a ∈ A, òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, ζ) îáðàçó-
þò ðàçáèåíèå F ìíîãîîáðàçèÿ M, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì, çàäàííûì N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I .

2.2. Îïðåäåëåíèå ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ

Çàäàíèå ñâÿçíîñòè â ãëàâíîì ðàññëîåíèè ëèíåéíûõ ðåïåðîâ ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ îïåðà-
òîðà ∇ : X(M)×X(M) → X(M) : (X,Y ) 7→ ∇XY , ãäå ∇XY � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ Y âäîëü X [2]. Ïàðà (M,∇) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ëèíåéíîé èëè
àôôèííîé ñâÿçíîñòè, à ∇ � ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ íà M .

Äèôôåîìîðôèçì f : M (1) → M (2) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè (M (1),∇(1)) è (M (2),∇(2)) , åñëè

f∗(∇(1)
X Y ) = ∇(2)

f∗X
f∗Y

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y ∈ X(M (1)) , ãäå f∗ � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü ñëîåíèå (M,F ) çàäàíî N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {γij}}i,j∈I . Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇
òàêàÿ, ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì γij ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ
ñâÿçíîñòåé, èíäóöèðîâàííûõ ∇ íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ fi(Ui ∩Uj) è fj(Ui ∩Uj),
òî ãîâîðÿò, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå
(N,∇) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ïóñòü Aq � q -ìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî è
Aff(Aq) � ãðóïïà Ëè âñåõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Aq . Ñëîåíèå (M,F ) , çàäàííîå
Aq - êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , íàçûâàåòñÿ (Aff(Aq), Aq) -ñëîåíèåì èëè òðàíñâåðñàëü-
íî àôôèííûì ñëîåíèåì, åñëè êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå γij ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì íåêîòîðîãî
àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç àôôèííîé ãðóïïû Aff(Aq) .

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðàíñâåðñàëüíî àôôèííîå ñëîåíèå � ñëîåíèå, çàäàííîå (Aq,∇) - êî-
öèêëîì, ãäå ∇ � ïîëíàÿ ïëîñêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà Aq.
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2.3. Àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü f : M (1) → M (2) � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíûå
ïîëÿ X èç X(M (1)) è Y èç X(M (2)) íàçûâàþòñÿ f -ñâÿçíûìè, åñëè f∗xX = Yf(x) äëÿ
ëþáîãî x ∈M (1) , ãäå f∗x � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f â x.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Ïóñòü f :M (1) →M (2) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãî-
îáðàçèé àôôèííîé ñâÿçíîñòè (M (1),∇(1)) è (M (2),∇(2)) . Òîãäà îòîáðàæåíèå f íàçûâà-
åòñÿ àôôèííûì, åñëè èç òîãî, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ X1, Y1 ∈ X(M (1)) è X2, Y2 ∈ X(M (2))

f -ñâÿçíû, ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ∇(1)
X1
Y1 f -ñâÿçíî ñ âåêòîðíûì ïîëåì ∇(2)

X2
Y2 .

Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü (M (i),∇(i)) , i = 1, 2, � ìíîãîîáðàçèÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòè,
f : M (1) → M (2) � ñóáìåðñèÿ è p(i) : P (i) → M (i) � ðàññëîåíèå ðåïåðîâ íàä M (i) . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Q(i) � GL(mi,R) -èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà P (i) , ñîîòâåòñòâóþùåå
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇(i) . Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• ñóáìåðñèÿ f :M (1) →M (2) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèå;

• äëÿ ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé γ â M (1) êðèâàÿ f ◦ γ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé â M (2) .

3. Ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ

Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ,
çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I . Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå N , âîçìîæíî, íå
ñâÿçíî.

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè H = GL(q,R) , ïóñòü h � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè H . Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç p : P → N ïðîåêöèþ ðàññëîåíèÿ ðåïåðîâ íàä N, òîãäà P = P (N,H) � ãëàâ-
íîå H -ðàññëîåíèå. Ïóñòü Vi := fi(Ui) è Pi := p−1(Vi) � ïîäðàññëîåíèå H -ðàññëîåíèÿ P.
Ïóñòü Ri := f ∗

i Pi = {(x, z) ∈ Ui×Pi | fi(x) = p(z)} � ïðîîáðàç ðàññëîåíèÿ Pi îòíîñèòåëüíî

ñóáìåðñèè fi . Îïðåäåëåíû ïðîåêöèè p̂i : Ri → Ui : (x, z) 7→ x è f̂i : Ri → Pi : (x, z) 7→ z,
ãäå (x, z) ∈ Ri.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíî q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M, òðàíñâåð-
ñàëüíîå ñëîåíèþ F. Îòîæäåñòâèì âåêòîðíîå ôàêòîð-ðàññëîåíèå TM/TF ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì M.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êó (x, z) ∈ Ri êàê òàêîé áàçèñ {eα} ïðîñòðàíñòâà Mx, ÷òî
fi∗xeα = ϵα, ãäå α = 1, ..., q, {ϵα} = z � ðåïåð â òî÷êå v = fi(x) ∈ N. Íàçîâåì ïàðó (x, z)
M -ðåïåðîì â òî÷êå x .

Â íåñâÿçíîé ñóììå Y = ⊔i∈JRi ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì áèíàðíîå îòíîøåíèå S.
Ïóñòü (x, z) ∈ Ri, (x̃, z̃) ∈ Rj. Ïîëîæèì (x, z)S(x̃, z̃), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ:

(i) x = x̃ ∈ Ui ∩ Uj;

(ii) z̃ = γji∗x ◦ z, ãäå γji∗x � äèôôåðåíöèàë ëîêàëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà γji òî÷êå x.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå S ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü R = Y/S � ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî, à f : Y → R �

ôàêòîð-îòîáðàæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ I ñóæåíèå f|Ri
: Ri → Ũi := f(Ri) �

áèåêöèÿ. Òðåáîâàíèåì, ÷òîáû âñå ñóæåíèÿ f |Ri
áûëè äèôôåîìîðôèçìàìè, ìû îïðåäåëèì

ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â R.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: f̃i := f̂i ◦ (f |Ri
)−1 : Ũi → Pi è Γij : f̃j(Ũi ∩ Ũj) → f̃i(Ũi ∩ Ũj) :

z 7→ γij∗x ◦ z , ãäå z ∈ f̃j(Ũi ∩ Ũj). Òîãäà {Ũi, f̃i, {Γij}}i,j∈I åñòü P -êîöèêë, îïðåäåëÿþùèé
íåêîòîðîå ñëîåíèå (R,F) òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è ñëîåíèå (M,F ) .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ R ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (x, z) ∈ Ri, ÷òî u = f((x, z)). Ðà-
âåíñòâî π(u) = x îïðåäåëÿåò ñóáìåðñèþ π : R → M. Ñîîòíîøåíèå u · a := f((x, z · a)),
ãäå a ∈ H çàäàåò ïðàâîå ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû H íà R. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíî
ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå R(M,H) ñ ïðîåêöèåé π : R →M . Èç îïðåäåëåíèÿ ñëîåíèÿ (R,F)
âûòåêàåò åãî H -èíâàðèàíòíîñòü è òî, ÷òî ñëîè (R,F) ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) . Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå M̃ := π∗M òðàíñâåðñàëüíî
ñëîåíèþ (R,F) .

Ñâÿçíîñòü ∇N íà N îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü Q0 â H -ðàññëîåíèè P (N,H) . Ïóñòü ω0

� h -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà, à θ � êàíîíè÷åñêàÿ 1 -ôîðìà ñâÿçíîñòè Q0 íà P . Ðàâåíñòâà
ω̃|Ũi

:= f̃ ∗
i ω0 è θ̃|Ũi

:= f̃ ∗
i θ, ãäå i ∈ I, îïðåäåëÿþò h -çíà÷íóþ 1 -ôîðìó ω̃ è Rp -çíà÷íóþ

1 -ôîðìó θ̃ íà ìíîãîîáðàçèè R. H -ýêâèâàðèàíòíîñòü 1 -ôîðì ω0 è θ íà P âëå÷åò H -
ýêâèâàðèàíòíîñòü 1−ôîðì ω̃ è θ̃ íà R .

Ïóñòü, êàê è âûøå, G = H n Rq � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû H è àáåëåâîé
ãðóïïû Rq , à g � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè G . Ðàâåíñòâî ω(X) := ω0(X) + θ(X) , ãäå
X ∈ X(R) , îïðåäåëÿåò g -çíà÷íóþ H -èíâàðèàíòíóþ 1 -ôîðìó ω íà R . Ñëåäîâàòåëüíî,
Q := kerω � ñâÿçíîñòü â H -ðàññëîåíèè R(M,H) .

Èç îïðåäåëåíèÿ ω̃0 è θ̃ ñëåäóåò, ÷òî ýòè 1 -ôîðìû ïðîåêòèðóåìû îòíîñèòåëüíî ñëîåíèÿ
(R,F) . Ïîýòîìó ω � òàêæå ïðîåêòèðóåìàÿ 1 -ôîðìà, òî åñòü LXω = 0 äëÿ ëþáîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XTF(R).

Çàôèêñèðóåì áàçèñ Eα àëãåáðû Ëè g ãðóïïû Ëè G = H n Rq . Òîãäà â ëþáîé òî÷êå
u ∈ R îïðåäåëåí òðàíñâåðñàëüíûé ðåïåð Xα := (ω|M̃u

)−1(Eα) . Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäå-
ëåíî òàêîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM̃(R) , ÷òî ω(Xα) = Eα . Âåêòîðíûå ïîëÿ Xα

îïðåäåëÿþò òðàíñâåðñàëüíóþ ïàðàëëåëèçàöèþ ñëîåíèÿ (R,F) , ïîýòîìó (R,F) ÿâëÿåòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìûì èëè e -ñëîåíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíî-
ñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N)− êîöèêëîì. Ïóñòü
H = GL(q,R) , G = H n Rq , à h , g � àëãåáðû Ëè ãðóïï Ëè H è G , ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà îïðåäåëåíû:

1) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå π : R →M ;

2) H -èíâàðèàíòíîå e -ñëîåíèå (R,F) , ñëîè êîòîðîãî ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) ;

3) g -çíà÷íàÿ 1-ôîðìà ω íà R , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) ω(A∗) = A äëÿ ëþáîãî A ∈ h, ãäå A∗ � ôóíäàìåíòàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó A ;

(ii) ðàâåíñòâî R∗
aω = AdG(a

−1)ω âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî a ∈ H , ãäå AdG �
ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G â åå àëãåáðå Ëè g ;

(iii) ïðîèçâîäíàÿ Ëè LXω ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XTF(R) ;

(iv) ðàñïðåäåëåíèå Q := kerω � ñâÿçíîñòü â H -ðàññëîåíèè R(M,H) .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå π : R → M , óäîâëåòâîðÿþùåå
ïðåäëîæåíèþ 3.1., íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ [5]. Ïðè ýòîì e -
ñëîåíèå (R,F) íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì ñëîåíèåì.

Ñîõðàíèì ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ êàð-

òàíîâûì ñëîåíèåì ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé ξ = (P (N,H), β) , ãëå
β = ω0 + θ � g -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè P [3].

Íàïîìíèì, ÷òî êàðòàíîâî ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

òðàíñâåðñàëüíîå åìó ðàñïðåäåëåíèå M, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM̃(R) , M̃ :=
π∗M , äëÿ êîòîðîãî ω(X) = const, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì [3].

Äàäèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå ïîëíîòû ñëîåíèÿ (M,F ) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå òðàíñâåðñàëüíîå åìó ðàñïðåäåëåíèå M, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XN(R) ,

N := M̃ ∩Q , äëÿ êîòîðîãî θ̃(X) = const, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìïëèêàöèÿ 1 ⇒ 2 âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.
Îáðàòíîå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-

ñòüþ, ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òðàíñâåðñàëüíîå
q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M è H -ñâÿçíîñòü Q â ðàññëîåíèè R(M,H) òàêèå, ÷òî äëÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ N = M̃ ∩ Q , M̃ := π∗M , ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XN(R) , äëÿ êîòîðîãî

θ̃(X) = const , ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
Ïîêàæåì ïîëíîòó ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y ∈ XM̃(R) , äëÿ êîòîðîãî ω(Y ) =

c = const . Ïóñòü c = c1 + c2 , c1 ∈ h , c2 ∈ V . Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó u ∈ R , ïóñòü π(u) =

x ∈M . Ïî îïðåäåëåíèþ, ω(Y ) = ω̃(Y )+ θ̃(Y ) , ãäå ω̃(Y ) = c1 , θ̃(Y ) = c2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
X è Z âåêòîðíûå ïîëÿ èç XM̃(R) òàêèå, ÷òî ω(X) = c1 , ω(Z) = c2 . Ïóñòü φ(s) , ψ(s)
è µ(s) � èíòåãðàëüíûå êðèâûå âåêòîðíûõ ïîëåé Y,X è Z , ñîîòâåòñòâåííî, ïðîõîäÿùèå
ïðè s = 0 ÷åðåç u . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ φ(s) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] , ãäå
a < 0 , b > 0 . Â ñèëó ïîëíîòû âåêòîðíûõ ïîëåé X è Z èíòåãðàëüíûå êðèâûå ψ(s) è
µ(s) îïðåäåëåíû íà ëþáîì îòðåçêå [0, d] , d > 0 .

Çàìåòèì, ÷òî Q � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñóáìåðñèè π : R →M . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî
([4], ïðåäëîæåíèå 1.3), Q � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ, îáðàçîâàííîãî êîìïîíåíòà-
ìè ñâÿçíîñòè ñëîåâ ýòîé ñóáìåðñèè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîïóñòèìîé ïàðû ïóòåé (ψ, µ) ,
çàäàííûõ íà îòðåçêå [0, d] , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíàÿ ãîìî-
òîïèÿ Φ ñ áàçîé (ψ, µ) . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êðèâàÿ Φ(s, s) , s ∈ [0, d] , óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó ω( d

ds
(Φ(s, s))) = c è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé âåêòîðíî-

ãî ïîëÿ Y , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç u ïðè s = 0 . Ïîýòîìó Φ(s, s) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
èíòåãðàëüíîé êðèâîé φ|[0,b] íà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé îòðåçîê [0, d] . Àíàëîãè÷íûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êðèâàÿ φ ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæåíà è â äðóãîì
íàïðàâëåíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ Y îïðå-
äåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ÷òî îçíà÷àåò ïîëíîòó Y . Ñëåäîâàòåëüíî, 2 ⇒ 1.

Ïîêàæåì, ÷òî 2 ⇒ 3. Çàôèêñèðóåì òðàíñâåðñàëüíîå q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M.
Ïóñòü R(M,H) � ñëîåííîå ðàññëîåíèå M -ðåïåðîâ íàä (M,F ) ñ ïðîåêöèåé π : R → M .
Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Vα} ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé ïåðåõî-
äà ψβα : Vα ∩ Vβ → GL(q,R) ([2], ×àñòü 1, §5 ). Ðàññìîòðèì âëîæåíèå j : GL(q,R) →
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GL(n,R) : A 7→
(
A 0
0 In−q

)
, ãäå A ∈ GL(q,R) è In−q � åäèíè÷íàÿ (n− q) -ìåðíàÿ ìàòðèöà,

ãðóïïû Ëè GL(q,R) â ãðóïïó Ëè GL(n,R). Òîãäà ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ

φβα := j ◦ ψβα : Vα ∩ Vβ → Gl(n,R),

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

φγα(x) = φγβ(x) · φβα(x), x ∈ Vα ∩ Vβ ∩ Vγ,

ãäå ñèìâîë · îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ â ãðóïïå GL(n,R). Ñîãëàñíî ([2],

×àñòü 1, Ïðåäëîæåíèå 5.2), ñóùåñòâóåò ãëàâíîå GL(n,R) -ðàññëîåíèå π̂ : R̂ →M ñ ôóíê-
öèÿìè ïåðåõîäà φβα. Îòîæäåñòâèì GL(q,R) ñ çàìêíóòîé ïîäãðóïïîé j(GL(q,R)) ãðóïïû
Ëè GL(n,R), òîãäà R ⊂ R̂, áîëåå òîãî π̂|R = π. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü R
êàê ðåäóöèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå GL(n,R) -ðàññëîåíèÿ R̂(M,GL(n,R)).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1. Q = kerω � H -ñâÿçíîñòü íà R . Êðîìå òîãî,

f̃i∗Qu = Q0|fi(u) ∀u ∈ Ũi ⊂ R ∀i ∈ I. (4.1)

Ïðîäîëæèì ñâÿçíîñòü Q äî GL(n,R) -ñâÿçíîñòè Q̂ íà R̂ , ïîëîæèâ Q̂u·a := Ra∗Qu äëÿ

ëþáûõ u ∈ R , a ∈ GL(n,R) . Ñâÿçíîñòü Q̂ îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ∇
íà ìíîãîîáðàçèè M. Òàê êàê TF ⊂ Q , òî ðàñïðåäåëåíèå TF ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇ íà M . Ïîêàæåì, ÷òî M òàêæå ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà (M,∇) .

Ñâîéñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ M áûòü ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì � ëîêàëüíîå, ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî âûïîëíåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ M. Ïóñòü x ∈ U, ãäå
f : U → V � ñóáìåðñèÿ èç (N,∇N) -êîöèêëà, îïðåäåëÿþùåãî ñëîåíèå (M,F ) . Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð λ ∈ Mx, ïóñòü f∗x(λ) = µ, òîãäà µ ∈ TyN, ãäå y = f(x) .
Ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ σ = σ(s) , s ∈ (−ε, ε), ñâÿçíîñòè (N,∇N) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì σ(0) = y, σ̇(0) = µ. Áëàãîäàðÿ òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ , 0 < δ ≤ ε , è ëîêàëüíî
M -ëèôò γ = γ(s) , s ∈ (−δ, δ), ëèíèè σ â òî÷êó x. Ýòî çíà÷èò, ÷òî γ � òàêàÿ èíòåãðàëü-
íàÿ êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ M , ÷òî γ(0) = x è f ◦ γ = σ|(−δ,δ). Òàê êàê f∗x : Mx → TyN
� èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî γ̇(0) = λ. Ïîêàæåì, ÷òî γ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà

(M,∇) . Ïóñòü ω̂ � ôîðìà ñâÿçíîñòè è θ̂ � êàíîíè÷åñêàÿ Rn -çíà÷íàÿ 1 -ôîðìà íà R̂ ,

ñîîòâåòñòâóþùèå Q̂ è ñâÿçíîñòè ∇ . Íàïîìíèì, ÷òî Bξ ∈ X(R̂) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðò-

íûì ãîðèçîíòàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì, åñëè ω̂(Bξ) = 0 è θ̂(Bξ) = ξ = const ∈ Rn. Êàê
èçâåñòíî ([2], Ãëàâà III, ïðåäëîæåíèå 6.3), γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ â (M,∇) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà γ � ïðîåêöèÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé íåêîòîðîãî ñòàíäàðòíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òàê êàê σ � ãåîäåçè÷åñêàÿ è σ(0) = y, òî äëÿ v ∈ p−1(y) ñóùåñòâó-
åò Q0 -ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò σ0 = σ0(s), s ∈ (−ε, ε), êðèâîé σ â òî÷êó v, áîëåå òîãî
θ0(σ̇0(s)) = ξ = const ∈ Rq.

Ïóñòü f̃ : Ũ = π−1(U) → P � ñóáìåðñèÿ, îïðåäåëåííàÿ ñóáìåðñèåé f è óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ ðàâåíñòâó p◦ f̃ = f ◦π . Âîçüìåì u ∈ f̃−1(v)∩π−1(x) ⊂ R. Ïóñòü γ̂ = γ̂(s), s ∈ (−δ, δ),
� Q̂ - ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò êðèâîé γ â òî÷êó u. Òîãäà ðàâåíñòâî π ◦ γ̂ = γ âëå÷åò çà
ñîáîé òîò ôàêò, ÷òî γ̂ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ N̂ := M̂ ∩ Q̂, ãäå M̂ := π̂∗M.
Òàê êàê θ̂|R = ĵ ◦ θ̃ , ãäå ĵ : Rq → Rn : ξ 7→ (ξ, 0n−q) è 0n−q � íîëü â Rn−q , òîãäà (4.1)
âëå÷åò ðàâåíñòâî

θ̂( ˙̂γ(s)) = ĵ ◦ θ̃( ˙̂γ(s)) = ĵ ◦ θ0(f̃∗ ˙̂γ(s)) = ĵ ◦ θ0(σ̇0(s)) ∀s ∈ (−δ, δ), (4.2)
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îòêóäà θ̂( ˙̂γ(s)) = (ξ, 0n−q) = η ∈ Rn , åñëè θ0(σ̇0(s)) = ξ ∈ Rq ∀s ∈ (−δ, δ) . Ïîýòîìó, γ̂(s) ,
s ∈ (−δ, δ), èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ãîðèçîíòàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Bη íà R̂ . Ýòî çíà÷èò,
÷òî γ(s) = π(γ̂(s)) ãåîäåçè÷åñêàÿ íà (M,∇) .

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå M , êàê è TM , ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî íà (M,∇) .
Áîëåå òîãî, M -ëèôò ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè σ èç V â òî÷êó x = f−1(σ(0)) â U åñòü
ãåîäåçè÷åñêàÿ íà (M,∇) .

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé γ â U è åå
ïðîåêöèè σ = f ◦ γ . Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (4.2) ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ
γ íà (M,∇) â U îòîáðàæàåòñÿ â ãåîäåçè÷åñêóþ f ◦ γ íà (N,∇N) . Ñîãëàñíî ëåììå 2.1.
ýòî çíà÷èò, ÷òî f � àôôèííîå îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü γ � ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ìíîãîîáðàçèÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòè
(M,∇), γ(0) = x è γ̇(0) ∈ Mz . Òàê êàê M � ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî, òî γ̇(s) ∈
Mγ(x) ∀s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ̂(s) ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò γ â òî÷êó u = γ̂(0) ∈ R.

Áëàãîäàðÿ (4.2) θ̃( ˙̂γ(s) = θ̂( ˙̂γ(s) = (ξ, 0n−q) = η = const.
Ïîýòîìó, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.2., êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð íà γ(s) èçìåíÿåòñÿ íà

âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3 òåîðåìû 1.1., òî åñòü 2 ⇒ 3 .
Îáðàòíî, ïîêàæåì, ÷òî 3 ⇒ 2 . Ñîõðàíèì ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü M

ôèêñèðîâàíî. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1., îïðåäåëåíî ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ
ðåïåðîâ ñ ïðîåêöèåé π : R → M è óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì îïðåäåëåíî ðàññëîåíèå
GL(n,R)− ðåïåðîâ ñ ïðîåêöèåé π̂ : R̂ → M, ïðè÷åì ðàññëîåíèå R âëîæåíî â R̂ êàê
ðåäóêöèÿ ê çàìêíóòîé ïîäãðóïïå GL(q,R)× In−q.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü íà M, îïðåäåëåííóþ âûøå, à ÷åðåç ∇(1)

� ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì 1), 2), 3) òåîðåìû 1.1. Ïóñòü Q̂(1) �

ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà R̂, ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇(1), à Q(1)

� îãðàíè÷åíèå Q̂(1) íà R è N(1) := Q(1) ∩ M̃.
Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå TF ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ∇ è ∇(1), òî äëÿ

ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ (R,F) âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ TF ⊂ Q(1) è TF ⊂ Q íà R. Êðî-
ìå òîãî, êàæäàÿ ñóáìåðñèÿ fi : Ui → Vi ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî
îáåèõ ñâÿçíîñòåé ∇ è ∇(1), ïîýòîìó Q(1) = Q íà R . Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîëíî-
òà ðàñïðåäåëåíèÿ M îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇(1) âëå÷åò ïîëíîòó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
1.1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

5. Äîêàçàòàëüñòâî òåîðåìû 1.2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1., òî (M,F ) �
ïîëíîå êàðòàíîâî ñëîåíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ñîãëàñíî ([3], ïðåäëîæåíèå 3), ÷òî ñóùåñòâóåò
ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) , òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (i).

Òàêèì îáðàçîì, (M,F ) � (Aff(Aq), Aq) -ñëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà. Ïóñòü κ :

M̃ → M � óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå è F̃ = κ∗F � èíäóöèðîâàííîå
ñëîåíèå. Òîãäà, ñîãëàñíî ([6], òåîðåìà 2), ñóùåñòâóåò ñóáìåðñèÿ r : M̃ → B íà q -ìåðíîå

àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå B òàêàÿ, ÷òî ñëîåíèå F̃ îáðàçîâàíî ñëîÿìè ýòîé ñóáìåðñèè.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå M∗ = κ∗M � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëî-

åíèÿ (M̃, F̃ ) . Ïðè ýòîì, M∗ � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñóáìåðñèè r. Ñëåäîâàòåëüíî,

r : M̃ → B � ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå. Èç òî÷íîé ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ýòîãî ðàññëîåíèÿ â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè M̃ è ñâÿçíîñòè ñëîåâ ñëîåíèÿ âûòåêàåò
îäíîñâÿçíîñòü àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ B. Èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 3 òåîðåìû 1.1. âû-
òåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇ íà M, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé êàæäàÿ
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ñóáìåðñèÿ fi èç (N,∇N) -êîöèêëà, çàäàþùåãî ñëîåíèå (M,F ), ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ñóá-

ìåðñèåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇̃ èíäóöèðîâàííóþ ïîñðåäñòâîì κ ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü íà
M̃ . Ïðè ýòîì ñóáìåðñèÿ r : M̃ → B ñòàíîâèòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì (M̃, ∇̃) íà
àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå B , à M∗ � ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ïîêàæåì, ÷òî B � ãåîäåçè÷åñêè ïîëíîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü γ = γ(s) �
ïðîèçâîëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â B , îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì
íîëü, b = γ(0) è X = γ̇(0) . Âîçüìåì âåêòîð Y ∈ M∗

y òàêîé, ÷òî r∗yY = X . Îáîçíà÷èì

÷åðåç γ̃ = γ̃(s) ãåîäåçè÷åñêóþ â (M̃, ∇̃), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó y = γ̃(0) â íàïðàâ-
ëåíèè âåêòîðà Y . Ïîñêîëüêó M∗ � ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî γ̃ �
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ M∗ . Ñîãëàñíî ëåììå 2.1. r ◦ γ̃ � ãåîäåçè÷åñêàÿ â
àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè B . Îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó b â íàïðàâëåíèè âåêòîðà X .
Ñëåäîâàòåëüíî, γ = r ◦ γ̃ è γ̃ � M∗ -ëèôò êðèâîé γ â òî÷êó y .

Íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå κ : M̃ → M � ëîêàëüíûé èçîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé ëè-
íåéíîé ñâÿçíîñòè, ïîýòîìó êðèâàÿ σ := κ◦ γ̃ � ìàêñèìàëüíàÿ M -ãåîäåçè÷åñêàÿ â (M,∇)
ñ íà÷àëîì â òî÷êå κ(y) = σ̃(0). Ñîãëàñíî ïóíêòó 3) òåîðåìû 1.1. êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð
s íà ãåîäåçè÷åñêîé σ = σ(s) èçìåíÿåòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð íà ãåîäåçè÷åñêèõ γ̃ è γ òàêæå èçìåíÿåòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé. Òàêèì îáðàçîì, B � îäíîñâÿçíîå ïîëíîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
B = Aq è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i) è (ii) òåîðåìû 1.1. äëÿ (M,F ). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà M äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) . Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå íàêðû-

âàþùåå îòîáðàæåíèå κ : M̃ → M . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî M∗ = κ∗M. � ñâÿçíîñòü
Ýðåñìàíà äëÿ èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ F̃ = κ∗F. Ñîãëàñíî (ii) ñëîåíèå (M̃, F̃ ) îáðàçî-

âàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè r : M̃ → Aq.
Ïóñòü π̃ : R̃ → M̃ � ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ äëÿ ñëîåíèÿ (M̃, F̃ ) , (R̃, F̃)

� ïîäíÿòîå ñëîåíèå è ω′ � 1 -ôîðìà èíäóöèðîâàííîé êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòè íà R̃ . Çàìå-
òèì, ÷òî ñëîåíèå (R̃, F̃) îáðàçîâàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè r̃ : R̃ → G, ãäå G = Aff(Aq), ïðè
ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî r ◦ π̃ = f ◦ r̃, ãäå f : G→ G/H = Aq � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåê-

öèÿ. Ïóñòü M
′
:= π̃∗M∗ � èíäóöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå íà R̃. Òîãäà M

′
� ñâÿçíîñòü

Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (R̃, F̃) . Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå M
′
� ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà

äëÿ ñóáìåðñèè r̃ : R̃ → G. 1 -ôîðìà Ìàóýðà-Êàðòàíà ω0 íà G ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé êàð-
òàíîâîé ñâÿçíîñòè â H -ðàññëîåíèè f : G → G/H, ïðè÷åì ýòà ñâÿçíîñòü ïîëíàÿ. Ëþáîå

âåêòîðíîå ïîëå X ∈ XM′(R̃), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ω′(X) = const , ïðîåêòèðóåòñÿ
â Y ∈ X(G), äëÿ êîòîðîãî ω0(Y ) = const. Â ñèëó ïîëíîòû ïîëÿ Y âåêòîðíîå ïîëå X

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Îòñþäà ñëåäóåò ïîëíîòà ñëîåíèé (M̃, F̃ ) è (M,F ) , ðàññìàòðèâàåìûõ
êàê êàðòàíîâû ñëîåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, 3 ⇒ 1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

6. Ïðèìåðû

Ï ð è ì å ð 6.1. Ïóñòü B = Aq \ {0}, q > 3, � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Aq.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ãðóïïó ãîìîòåòèé B ñ îáðàçóþùåé φ, ãîìîòåòèåé B ñ êîýôôè-
öèåíòîì λ > 1. Òîãäà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå Hopf q

λ := B/Φ, íàçûâàåìîå ìíîãîîáðàçèåì
Õîïôà, äèôôåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ ìíîãîîáðàçèé Sq−1×S1, à ôàêòîð-îòîáðàæåíèå κ :
B → Hopf q

λ � àôôèííîå óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå íà íåïîëíîå àôôèííîå
ìíîãîîáðàçèå Hopf q

λ . Òðàíñâåðñàëüíî àôôèííîå ñëîåíèå F = {S1 × {z} | z ∈ Hopf q
λ} ïðî-

èçâåäåí	èÿ S1 ×Hopf q
λ ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûì ñëîåíèåì íà êîì-
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ïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M = S1 × Hopf q
λ. Ñëîåíèå (M,F ) èìååò èíòåãðèðóåìóþ ñâÿç-

íîñòüþ Ýðåñìàíà M = TF t, ãäå F t = {{τ} ×B | τ ∈ S1} � òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèå.
Èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè R1×B äëÿ M

îáðàçîâàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè R1×B → B. Òàêèì îáðàçîì, ñëîåíèå (M,F ) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ (i), íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ii) òåîðåìû 1.2.

Ï ð è ì å ð 6.2. Ïóñòü M = Rn\{0n}, ãäå 0n � íîëü â Rn , n = p+q, p > 2, q > 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç f : M → Aq : (x1, ..., xn) 7→ (xp+1, ..., xn) ïðîåêöèþ íà q -ìåðíîå àôôèí-
íîå ïðîñòðàíñòâî Aq. Òîãäà f � ñóáìåðñèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî òðàíñâåðñàëüíî
àôôèííîå ñëîåíèå F = {f−1(z) | z ∈ Aq} íà M êîðàçìåðíîñòè q . Çàìåòèì, ÷òî ñëîé
f−1(0q) äèôôåîìîðôåí Rp \ {0p} , à îñòàëüíûå ñëîè äèôôåîìîðôíû Rp. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñóáìåðñèÿ f íå äîïóñêàåò ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà, ïîñêîëüêó ñóáìåðñèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ
Ýðåñìàíà îáðàçóåò ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå è âñå åå ñëîè äèôôåîìîðôíû. Òàêèì
îáðàçîì, (M,F ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (ii), íî íå óäîâëåòâîðÿåò (i).
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Equivalent approaches to the concept of completeness of

foliations with transverse linear connection

c⃝ A. Yu. Dolgonosova3, N. I. Zhukova4

Abstract.We prove the equivalence of three di�erent approaches to the de�nition of completeness
of a foliation with transverse linear connection. It is shown that for the transverse a�ne foliations
(M,F ) of codimension q, q > 1, each of the mentioned above conditions are equivalent to
ful�llment of the following two conditions: 1) there exists an Ehresmann connection to (M,F ) ;
2) the induced foliation on the universal covering space is formed by �bres of submersion onto
q -dimensional a�ne space.

Key Words: foliation, linear conntction, Ehresmann connection, a�ne foliation
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Î ïîëóñîïðÿæåííîñòè ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà è

íåîñîáîãî ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè

c⃝ Í. Â. Èñàåíêîâà1, Å. Â. Æóæîìà2, Ã. Â. Îñèïîâ3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýíäîìîðôèçì Âèëüÿìñà îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ïîëóñîïðÿæåí ñ íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì îêðóæ-
íîñòè ñòåïåíè òðè. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîð-
ôèçìà Âèëüÿìñà ñîäåðæèò êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëóñîïðÿæåííîñòü, îäíîìåðíîå âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå, íåáëóæäàþ-
ùåå ìíîæåñòâî, íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì

1. Ââåäåíèå

Ïåðâûé ïðèìåð ãèïåðáîëè÷åñêîãî îäíîìåðíîãî ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà áûë ïî-
ñòðîåí Ñ. Ñìåéëîì íà ïîëíîòîðèè. Ïîñòðîåíèå àòòðàêòîðà Ñìåéëà îñíîâûâàëîñü íà ïðè-
ìåðå ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè. Ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà îáîá-
ùåíà Âèëüÿìñîì [10], [11], êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ëþáîé îäíîìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ
àòòðàêòîð ìîæíî ïîñòðîèòü, ñòàðòóÿ ñ ðàâíîìåðíî ðàñòÿãèâàþùåãî íåîñîáîãî ýíäîìîð-
ôèçìà âåòâëåííîãî îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (÷òî ïîçâîëèëî Âèëüÿìñó ïîëó÷èòü êëàñ-
ñèôèêàöèþ îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ íà ðàñòÿãèâàþùèõñÿ îäíîìåðíûõ àòòðàêòî-
ðàõ). Îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ êîíñòðóêöèè Ñìåéëà-Âèëüÿìñà áûëè òàêæå ïîñòðîåíû èíòå-
ðåñíûå îäíîìåðíûå è ìíîãîìåðíûå ïðèìåðû ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ â ðàáîòàõ [3],
[5], [6], [8]. Â ñòàòüå [4] áûëè ââåäåíû äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà, âêëþ÷àþùèå
â ñåáÿ ïðèìåð Ñìåéëà. Ïðèìåðû äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà îñíîâûâàëèñü íà
íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ ëèíåéíûå ðàñòÿãèâàþ-
ùèå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè è íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìè.

Â ðàáîòå [10] Âèëüÿìñ ïðèâåë ïðèìåð íåîñîáîãî ýíäîìîðôèçìà (ýòîò ýíäîìîðôèçì â
ñòàòüå ìû íàçûâàåì ýíäîìîðôèçìîì Âèëüÿèñà) îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ
äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ (ýòî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ). Íà îñíîâå
ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà ïîëíîêðåíäåëÿ (òî
åñòü, òðåõìåðíîãî øàðà ñ äâóìÿ ðó÷êàìè), êîòîðûé ìîæíî ïðîäîëæèòü íà íåêîòîðîå òðåõ-
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äî äèôôåîìîðôèçìà f , óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå À. Åñëè ýíäî-
ìîðôèçì Âèëüÿìñà ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì, òî f èìååò îäíîìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì äèôôåî-
ìîðôèçìà â ïîëíîêðåíäåëå. Åñëè ýíäîìîðôèçì Âèëüÿìñà íå ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì, òî
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî íåñêîëüêèõ
áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ðàçëè÷íîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Äëÿ îïèñàíèÿ áàçèñíûõ ìíî-
æåñòâ íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ î íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà.

Â ðàáîòå [2] áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà íåîñîáîãî ýíäîìîð-
ôèçìà îêðóæíîñòè. Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â [2], áûëî òî, ÷òî

1 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Íèæå-
ãîðîäñêàÿ àêàäåìèÿ ÌÂÄ Ðîññèè; math-ngaa@yandex.ru, nisaenkova@mail.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿; zhuzhoma@mail.ru.

3 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî; grosipov@gmail.ru
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ëþáîé íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè ïîëóñîïðÿæåí ñ ëèíåéíûì ðàñòÿãèâàþùèì
ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (íåîñîáûé) ýíäîìîð-
ôèçì Âèëüÿìñà îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ïîëó-
ñîïðÿæåí ñ íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè òðè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
÷àñòè÷íîå îïèñàíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà. Â ÷àñòíîñòè, èç
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà,
íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðàâíîìåðíî ðàñòÿãèâàþùåé èììåðñèåé, ñîäåðæèò èíâàðèàíòíîå êàíòîðî-
âî ìíîæåñòâî.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíòû 13-01-12452 îôè-ì, 15-01-03687, 13-
01-00589, è ÐÍÔ, ãðàíò 14-41-00044, çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëå-
íî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ (ïðîåêò 138) â 2015
ãîäó.

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, è ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ðå-
çóëüòàòû. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1 . Ñþðüåêòèâíîå C1 îòîáðàæåíèå g : S1 → S1

íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì [9]. Ýíäîìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè åãî ïðîèç-
âîäíàÿ Dg ̸= 0 [7]. Ïîñêîëüêó d ≥ 2 , òî Ed ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì
( g : S1 → S1 - ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîðôèçì, åñëè Dg > 1 ). Øóá [9] êëàññèôèöèðîâàë
ðàñòÿãèâàþùèåñÿ ýíäîìîðôèçìû, ïîêàçàâ, ÷òî ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì ñî-
ïðÿæåííîñòè â êëàññå ðàñòÿãèâàþùèõ ýíäîìîðôèçìîâ.

Íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû îêðóæíîñòè îáðàçóþò âàæíûé êëàññ d -íàêðûòèé îêðóæíî-
ñòè. d -íàêðûòèåì îêðóæíîñòè S1 íàçûâàåòñÿ ñþðüåêòèâíûé ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì
S1 → S1 ñòåïåíè |d| ≥ 2 , ïðè ýòîì ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè ñîñòîèò èç |d| ∈ N òî÷åê. Â
ñòàòüå [2] ñäåëàíà êëàññèôèêàöèÿ d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè S1 ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåí-
íîñòè ñ ïîìîùüþ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíûì
êëàññèôèêàöèîííûì èíâàðèàíòîì ñ òî÷íîñòüþ äî d -ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàäåëåí-
íîå ñõåìîé èíâàðèàíòíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (îòìå÷åííîå ìíîæåñòâî) ëèíåéíîãî ðàñòÿãè-
âàþùåãî ýíäîìîðôèçìà ñòåïåíè d . Òàêæå â ñòàòüå [2] èçó÷åíî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè, à èìåííî, ïîêàçàíî, ÷òî îíî ñîäåðæèò êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî
ïëþñ ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èç îòêðûòûõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ.

Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå. Íàïîìíèì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (g)
ýíäîìîðôèçìà g îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ g -
èíâàðèàíòíûì è çàìêíóòûì. Òî÷êà x ∈ M ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîé åå
îêðåñòíîñòè U ïåðåñå÷åíèå gn(U) ∩ U ̸= ∅ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ
n .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f1 : S1 → S1 ïîëóñîïðÿæåíî f2 : M → M , åñëè
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : S1 →M òàêîå, ÷òî h◦f1 = f2 ◦h , òî åñòü èìååò
ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

S1 f1−→ S1

↓ h ↓ h
M

f2−→ M.

Ñëåäóÿ [1], îäíîìåðíûì âåòâëåííûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî B , äîïóñêàþùåå äâà òèïà êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé: îêðåñòíîñòè, ãîìåî-
ìîðôíûå R è îêðåñòíîñòè, ãîìåîìîðôíûå Y = {(x, y) ∈ R : y = 0 èëè y = φ(x)} ,
ãäå φ : R → R � C∞ -ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî φ(x) = 0 äëÿ x ≤ 0 è φ(x) = 0 äëÿ x > 0 , ñì.
ðèñ. 1.
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ âûòåêàåò, ÷òî îäíîìåðíîå
âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå B èìååò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TB â êàæäîé òî÷êå. Ïîýòî-
ìó äîñòàòî÷íî ãëàäêèé ýíäîìîðôèçì g : B → B (â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ â ïîíÿòíîì ñìûñëå
íàäî ãîâîðèòü îá îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ) èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå Dg : TB → TB
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ. Ýíäîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè îòîáðàæåíèå
Dg èíúåêòèâíî â êàæäîé òî÷êå.

Ðèñ. 1:

Ïóñòü K � îäíîìåðíîå âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ, èçîá-
ðàæåííîå íà ðèñ. 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B� ñåðåäèííûé îòðåçîê, ñíàáæåííûé îðèåíòàöèåé,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A (ñîîòâåòñòâåííî C) � îðèåíòèðîâàííóþ äóãó,
ãîìîòîïíóþ S1 , ïðèìûêàþùóþ ê îòðåçêó B ñëåâà (ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâà).

À

Â

Ñ

Ðèñ. 2: Îäíîìåðíîå âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1 è ââåäåì íà íåé ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: A
′
� äóãà, ïîëó-

÷åííàÿ ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò òî÷êè M1 äî M2 ; B
′
2 � äóãà,

ïîëó÷åííàÿ ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò òî÷êè M2 äî N2 ; C
′
�

äóãà, ïîëó÷åííàÿ ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò òî÷êè N2 äî N1 ; B
′
1

� äóãà, ïîëó÷åííàÿ ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò òî÷êè N1 äî M1 ,
ñì. ðèñ. 3.

Â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû φ : K → K îäíî-
ìåðíîãî âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ K âèäà 2.1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè íå îáÿçàòåëüíî
äîëæíû áûòü ðàñòÿãèâàþùèå.

A −→ −B + A+B

B −→ C −B + A (2.1)

C −→ B + C −B

Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îäíîìåðíîãî âåòâ-
ëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ K âèäà 2.1. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíî-
ñòè g : S1 → S1 ñòåïåíè òðè è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : S1 → K , òàêèå ÷òî
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Â2’

À’ C’

Â1’

M1

M2

N1

N2

Ðèñ. 3:

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h ◦ g = φ ◦ h , òî åñòü âåðíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

S1 g−→ S1

↓ h ↓ h
K φ−→ K.

Áîëåå òîãî:

1. h−1(A)
def
= A

′
, ãäå A

′
- äóãà, òàêàÿ ÷òî îãðàíè÷åíèå h|intA′ � ãîìåîìîðôèçì.

2. h−1(C)
def
= C

′
, ãäå C

′
- äóãà, òàêàÿ ÷òî îãðàíè÷åíèå h|intC′ � ãîìåîìîðôèçì.

3. h−1(B)
def
= B

′
1∪B

′
2 - îáúåäèíåíèå äâóõ äóã B

′
1 è B

′
2 , òàêèõ ÷òî îãðàíè÷åíèå h|intB′

i
,

i = 1, 2 � ãîìåîìîðôèçì è h|B′
1∪B

′
2
� ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4, òî åñòü h(A

′
) = A , h(C

′
) = C ,

h(B
′
1) = h(B

′
2) = B , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèÿ h|intA′ : S1 → K , h|intC′ : S1 → K ,

h|intB′
i
: S1 → K , i = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè, à îáúåäèíåíèå h|B′

1∪B
′
2
� ëîêàëüíûé

ãîìåîìîðôèçì.
Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà h ◦ g = φ ◦ h , òî åñòü íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùåé êîììóòà-

òèâíîé äèàãðàììû ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà ðèñ. 5 - ðèñ. 7.
�

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1.
h ◦ gn = φn ◦ h.

Äëÿ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìà Âèëüÿìñà îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ôàêò:
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À

Â

Ñ

À’
C’

Â1’

M1

M2

N1

N2

h

Ðèñ. 4:

1
S

1
S

K K

g

j

h h

1
S

1
S

K K

j

g

h h

À) Â)

Ðèñ. 5:

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì âèäà 2.1 è g :
S1 → S1 � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè S1 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû
2.1.. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå

h(NW (g)) ⊂ NW (φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ x ∈ NW (g) , ïîêàæåì, ÷òî h(x) ∈ NW (φ) . Âîçüìåì ëþáóþ ε -
îêðåñòíîñòü òî÷êè h(x) - Uε(h(x)) , òîãäà h−1[Uε(h(x))] = V (x) � îêðåñòíîñòü òî÷êè x ,
x ∈ S1 . Òàê êàê òî÷êà x ∈ NW (g) , ñóùåñòâóåò n0 ≥ 0 òàêîå, ÷òî gn0 [V (x)] ∩ V (x) ̸= Ø ,
ñëåäîâàòåëüíî h[gn0 [V (x)] ∩ V (x)] ̸= Ø . Ïîñêîëüêó h - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, âåðíî
ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå h[gn0 [V (x)]∩V (x)] ⊂ h ◦ gn0 [V (x)]∩h[V (x)] . Çíà÷èò, h ◦ gn0 [V (x)]∩
h[V (x)] ̸= Ø . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1., φn0 ◦h[V (x)]∩h[V (x)] ̸= Ø . Òàêèì îáðàçîì, h[V (x)] =
Uε(h(x)) , è òîãäà φn0 [Uε(h(x)))] ∩ Uε(h(x)) ̸= Ø , ÷òî îçíà÷àåò h(x) ∈ NW (φ) . � .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.3. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì âèäà 2.1, òîãäà
NW (φ) ñîäåðæèò èíâàðèàíòíîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.
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1
S

1
S

K
K

j

g

h h

Ðèñ. 6:

1
S

1
S

K K

j

g

h h

Ðèñ. 7:

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàòüå [2] ïîêàçàíî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (g) íåîñîáî-
ãî ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè g : S1 → S1 ñîäåðæèò èíâàðèàíòíîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.
Èç òåîðåìû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : S1 → K , ïîëóñî-
ïðÿãàþùåå g è φ , âåðíî âêëþ÷åíèå h(NW (g)) ⊂ NW (φ) (ñëåäñòâèå 2.2.), òàêèì îáðàçîì
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (φ) íåîñîáîãî ýíäîìîðôèçìà φ îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ K òàêæå ñîäåðæèò èíâàðèàíòíîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. � .
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Abstract. In the paper, we proof that Williams endomorphism of one-dimensional branched
manifold with two branched points semiconjugates with the nonsingular circle endomorphism of
degree three. As a consequence, one gets that the non-wandering set of the Williams endomorphism
contains Cantor set.
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ÓÄÊ 517.956.2

Òî÷íàÿ îöåíêà ðàçðûâîâ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ

îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1, Ê. À. Ñàôîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé ëîðåíöåâñêîãî òèïà èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäå-
íèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè êàê ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ñèìâîëè÷å-
ñêîé äèíàìèêè (òåõíèêè íèäèíã-èíâàðèàíòîâ), à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåíîðìàëèçàöèîí-
íîãî ïîäõîäà, ïîêàçàíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ìîæåò èìåòü ðàçðûâ (ñêà÷îê) òîëüêî
â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé, ïðè÷åì òàêîé ðàçðûâ èìååò ìåñòî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå
ïåðèîäîì. Äàíà òî÷íàÿ îöåíêà ñêà÷êà ýíòðîïèè â óêàçàííîì ñëó÷àå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, îòîáðàæå-
íèÿ ëîðåíöåâñêîãî òèïà

1. Ââåäåíèå

Îäíîìåðíûå ðàçðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñ äâóìÿ èíòåðâàëàìè ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ
(ëîðåíöåâñêèå îòîáðàæåíèÿ) è èõ íàäñòðîéêè ìîäåëèðóþò îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ
ïîòîêîâ ñî ñëîæíûì ïîâåäåíèåì ïðåäåëüíûõ òðàåêòîðèé, èìåþùèõ ñòðàííûå àòòðàêòîðû
òèïà àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ñì. [4] ). Â ðàáîòå Ì.È. Ìàëêèíà [1] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î
íåïðåðûâíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè htop(f) êàê ôóíêöèè îòîáðàæåíèÿ f äëÿ êëàññà
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà ñ îäíîé òî÷êîé ðàçðûâà. Ïðè
óñëîâèè ïëîòíîñòè ïðîîáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè
ýíòðîïèè íà ïðîñòðàíñòâå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé ñ C0 �òîïîëîãèåé. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ, åñëè óñëîâèå ïëîòíîñòè ïðîîáðàçîâ ðàçðûâà çàìåíèòü íà
óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè îòîáðàæåíèÿ, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ htop(f) . Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ htop(f) â îêðåñòíîñòè
îòîáðàæåíèÿ f0 ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé, òî, êàê ïîêàçàíî â äàííîé ñòàòüå, htop(f) ìîæåò
èìåòü ðàçðûâ (ñêà÷îê ýíòðîïèè), ïðè÷åì òàêîé ðàçðûâ èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì.

Ïîäîáíûé âîïðîñ î âîçìîæíûõ ñêà÷êàõ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè èçó÷àëñÿ ðàíåå äëÿ
êëàññà íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé. Â ðàáîòå Ì. Ìèçþðåâè÷à [2] áû-
ëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ñêà÷êà ýíòðîïèè äëÿ ýòîãî êëàññà è óñòà-
íîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíà ñêà÷êà çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, âõîäÿùèõ â ïå-
ðèîäè÷åñêèå îðáèòû.

Â äàííîé ðàáîòå ìû óñòàíîâèì òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàçðûâà ýí-
òðîïèè â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé è ïîêàæåì, ÷òî, ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòîì
Ìèçþðåâè÷à, âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè îïðåäåëÿåòñÿ (îáùèì) ïåðèîäîì îðáèò, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó ðàçðûâà ëîðåíöåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ f0 ñ íóëåâîé ýíòðîïèåé.

Òî÷íåå, áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ htop(f) â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â C0�òîïîëîãèè, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f0 òîãäà

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@mm.unn.ru

2 Ñòóäåíò èíñòèòóòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@mm.unn.ru
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è òîëüêî òîãäà, êîãäà htop(f0) = 0 è íèäèíã-èíâàðèàíòû K+
f0
, K−

f0
îòîáðàæåíèÿ f0 ïåðèî-

äè÷íû ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì; âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà 1
p
log 2 ,

ãäå p � îáùèé ïåðèîä íèäèíã-èíâàðèàíòîâ.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî F ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé f : I → I , ãäå I = [−1, 1] è f
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1. f � íåïðåðûâíàÿ, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì èç ïîëóèí-
òåðâàëîâ [−1; 0) è (0; 1] .

2. limx→0− f (x) = 1 , limx→0+ f (x) = −1 , f (0) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ, ôàêòè÷åñêè, óäîáíûì óñëîâèåì íîðìèðîâêè
(èíòåðåñíàÿ äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèøü ïåðâîìó óñëîâèþ, èìååò ìå-
ñòî ëèøü íà îòðåçêå f(0+), f(0−) ).

Ïóñòü Π � ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α = (α0, α1, ...) èç ñèìâîëîâ {−1, 1} ñ
òîïîëîãèåé ïðÿìîãî (òèõîíîâñêîãî) ïðîèçâåäåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ çàäàíà
ìåòðèêîé

dist(α, β) =
∞∑
n=0

|αi − βi|
2i

è ÷òî íà Π óñòàíîâëåí ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê. Íà ýòîì ïðîñòàíñòâå îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå σ : Π → Π - îòîáðàæåíèå ëåâîãî ñäâèãà: σ(ω0ω1ω2 . . .) = (ω1ω2 . . .) .

Ìíîæåñòâî ïðîîáðàçîâ òî÷êè ðàçðûâà 0 îòîáðàæåíèÿ f îáîçíà÷èì D = ∪∞
n=0Dn , ãäå

D0 = {0} , Dn = {x ∈ I|fn (x) = 0, fn−1 (x) ̸= 0} . Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷êè x ∈ I\D íàçûâà-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω (x) = ω0 ω1 ω2 . . . , ãäå ωi = sign (f i (x)) . Ôîðìàëüíûé ñòåïåí-
íîé ðÿä ω̃ =

∑∞
i=0 ωi t

i ïåðåìåííîãî t áóäåì íàçûâàòü íèäèíã-ðÿäîì òî÷êè x .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D îïðåäåëèì ïàðó íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî ôîðìóëå:

K+(x)
def
= lim

y→x+0
ω(y), K−(x)

def
= lim

y→x−0
ω(y), y ∈ I\D

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Íèäèíã-èíâàðèàíòàìè îòîáðàæåíèÿ f ∈ F íàçûâàåòñÿ

ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (K+
f (0), K

−
f (0)) .

Ïàðà íèäèíã-èíâàðèàíòîâ (α, β) == (K+
f (0), K

−
f (0)) ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëè÷åñêèì îïèñàíèåì

îòîáðàæåíèÿ f , à â ñëó÷àå ïëîòíîñòè D ïðîîáðàçîâ ðàçðûâà, ýòà ïàðà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
ñèñòåìîé èíâàðèàíòîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè. Â ÷àñòíîñòè, äàííàÿ ïàðà îïðåäå-
ëÿåò ìíîæåñòâî Σf = Σ(α,β) âñåõ äîïóñòèìûõ íèäèíã-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. [4] ), à
èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω ïðèíàäëåæèò Σf òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

ëèáî σn (ω) ≥ α, ëèáî σn (ω) ≤ β, ∀ n ∈ N (2.1)

σ (α) ≤ ω ≤ σ (β) . (2.2)
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Åñëè êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé α è β óäîâëåòâîðÿåò (â êà÷åñòâå ω ) óñëîâèþ
( 2.1 ), òî ïàðà (α, β) áóäåò íàçûâàòüñÿ äîïóñòèìîé ïàðîé. Äëÿ äîïóñòèìîé ïàðû (α, β )
îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ(α,β) ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω , óäîâëåòâîðÿþùèõ ( 2.1 ).

Ìíîæåñòâî W äîïóñòèìûõ ïàð áåç èçîëèðîâàííîé òî÷êè (111 . . . ,−1 − 1 − 1 . . .) ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìîæåñòâîì Π , è äëÿ äîïóñòèìûõ ïàð âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [1]):

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü (α, β) è (α′, β′) � äîïóñòèìûå ïàðû è α′ ≤ α ,
β′ ≤ β , òîãäà:

1. α ∈ Σ(α′,β′) è β ∈ Σ(α′,β′)

2. α̃ − β̃ =
(
α̃′ − β̃′

)
Lα,β (α

′, β′) , ãäå Lα,β (α
′, β′) =

∑∞
n=0 lnt

n , à êîýôôèöèåíòû ln =

ln(α, β) îïðåäåëÿþòñÿ êàê óìåíüøåííîå íà åäèíèöó ÷èñëî äîïóñòèìûõ n -áëîêîâ â
Σ(α′,β′) , íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó α è β .

Ñîãëàñíî [3] , òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ ðàçðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f ∈ F ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê

htop (f) = htop (σ|Σf ) = lim
n→∞

log l′n
n

= lim
n→∞

log ln
n

,

ãäå l′n �÷èñëî äîïóñòèìûõ n -áëîêîâ â Σf , à ln = cardDn .

Ïóñòü r(f) � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà L̃f =
∑∞

n=0 lnt
n , à r′(f) = min(r(f), 1) . Èç

ôîðìóëû Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè èìååì

htop (f) = − log r′ (f)

Òàê ðÿä L̃f îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ïàðû íèäèíã-èíâàðèàíòîâ, òî îòîáðàæåíèå htop : F →
[0; log 2] 3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîìïîçèöèþ òðåõ îòîáðàæåíèé(

K+, K−) : F → W, r′ : W →
[
1

2
, 1

]
è h (f) = − log r′.

Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ÿâÿåòñÿ íåïðåðâíûì. Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âòîðîå
îòîáðàæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïåðâîãî îòîáðàæå-
íèÿ.

Åñëè îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà îòîáðàæåíèÿ f íåïåðèîäè÷åñêèå, òî (K+, K−) íåïðåðûâ-
íî â òî÷êå f , è, ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðîâíî îäèí èç íèäèíã-èíâàðèàíòîâ ïåðèîäè÷åñêèé, òî åñòü èìååò âèä
ω = PPP . . . , ãäå P = ω1ω2 . . . ωp−1 , îòîáðàæåíèå (K+, K−) òåðïèò ðàçðûâ â òî÷êå f ,
íî, êàê ïîêàçàíî â [1] , âòîðîå îòîáðàæåíèå ñêëåèâàåò ýòîò ðàçðûâ, è ïîýòîìó êîïîçèöèÿ
htop(f) îñòàåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé, ñàìûé èíòåðåñíûé ñëó÷àé, êîãäà îáà íèäèíã-èíâàðèàíòà ïå-
ðèîäè÷åñêèå. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîé òîïîëîãè-
÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïüþ (ò.ì.ö.), ïîðîæäåííîé ðàçáèåíèåì îòðåçêà I îðáèòàìè êðàéíèõ
òî÷åê: {f i(−1)} ∪ {f j(1)} (ñì. [1] ). Ïðè ýòîì ãðàô G , ñîîòâåòñòâóþùèé ò.ì.ö., èìååò
äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëà äëèíû p è q , ãäå p, q � ïåðèîäû íèäèíã-èíâàðèàíòîâ. Åñëè
äàííûå öèêëû íå ñîâïàäàþò, òî htop(f) > 0 è òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ íåïðåðûâíà äëÿ
îòîáðàæåíèÿ f . Åñëè æå öèêëû ñîâïàäàþò, òî htop() = 0 è ýíòðîïèÿ èìååò ðàçðûâ â f .
Íàøà çàäà÷à âûÿñíèòü âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàçðûâà äëÿ ýíòðîïèè â ýòîì
ñëó÷àå.

Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå f ∈ F , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

3 Òàê êàê 0 < ln ≤ 2ln−1 , òî 0 < htop ≤ log 2
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1. Íèäèíã-èíâàðèàíòû îòîáðàæåíèÿ f ïåðèîäè÷íû è èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä p (ïðè
ýòîì âûïîëíÿåòñÿ f p−1(1) = f p−1(−1)=0).

2. Ïóñòü S = {f i(−1)}∪{f j(1)} , i, j = 0, 1, ..., p−1 è Ω � ñîâîêóïíîñòü ìàêñèìàëüíûõ
ñâÿçíûõ èíòåðàëîâ ìíîæåñòâà I\S , òîãäà ñóùåñòâóþò èíòåðâàëû J0, J1, . . . , Jp−1 ∈
Ω , äëÿ êîòîðûõ f(Ji) = Ji+1, i = 0, 1, . . . , p − 2 è f(Jp−1) = J0 , ïðè÷åì óêàçàííûå
èíòåðâàëû îòîáðàæàþòñÿ ãîìåîìîðôíî.

Òàê êàê ïðîîáðàçàìè òî÷êè ðàçðûâà ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òî÷êè ìíîæåñòâà S , òî htop(f) = 0 .
Ïóñòü íèäèíã-èíâàðèàíòû èìåþò âèä α = PPP . . . , β = QQQ . . . . Äëÿ ëþáîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè fn → f (â C0 -òîïîëîãèè) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íèäèíã-èíâàðèàíòîâ (αn, βn) . Äëÿ ïîñëåäíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñèëó êîìïàêòíîñòè W
ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê íåïóñòî è îíè èìåþò âèä

αn = PP1P2 . . . , βn = QQ1Q2 . . . ;Pi, Qi ÿâëÿþòñÿ áëîêàìè P èëè Q. (2.3)

Ðàññìîòðèì ðÿä Θ(α,β) = α̃− β̃ . Åñëè r(α, β) ≤ 1 , òî r ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîëîæè-
òåëüíûì êîðíåì ôóíêöèè Θ(α,β)(t) [1] , ïðè ýòîì äëÿ äîïóñòèìûõ ïàð α′ ≤ α è β′ ≥ β
âûïîëíÿåòñÿ r(α, β) ≥ r(α′, β′) . Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ ïàð âèäà (2.3)
íàèìåíüøèì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè (ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåé ýíòðîïèåé) îáëàäàåò ïàðà
âèäà

α∗ = PQQ . . . , β∗ = QPP . . . .

Òàê êàê α∗ = P̃ + tp Q̃
(1−tq)

è β∗ = Q̃+ tq P̃
(1−tp)

, òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

Θ(α∗,β∗)(t) = (1− tp − tq)Θ(α,β)(t),

ãäå p è q � ïåðèîäû íèäèíã-èíâàðèàíòîâ. Ïðè p = q ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

Θ(α∗,β∗)(t) = (1− 2tp)Θ(α,β)(t).

Ïîñêîëüêó htop(f) = 0 , íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü Θ(α∗,β∗)(t) ñîâïàäàåò ñ ïîëî-

æèòåëüíûì êîðíåì 1− 2tp , òî åñòü ðàâåí p

√
1
2
. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé

ñêà÷îê ýíòðîïèè ðàâåí − log p

√
1
2
= 1

p
log 2 . Äîêàæåì, ÷òî äàííàÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ.

Èòàê, äëÿ f èìååì íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû J0, J1, . . . , Jp−1 , êîòîðûå ïîä äåé-
ñòâèåì f öèêëè÷åñêè è ãîìåîìîðôíî ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, à ãðàíèöàìè äàííûõ èí-
òåðâàëîâ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà S . Ïóñòü c1 è c2 � òî÷êè èç S , áëèæàéøèå ê 0
ñïðàâà è ñëåâà, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èíòåðâàëû (c1, 0) è (0, c2) âõîäÿò â {Ji} , îáçíà÷èì
èõ K è L . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ðàññìîòðèì èíòåðâàëû K0 = (−ε, 0) , L0 = (0, ε) .
Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå fε íà K0 ñ íàêëîíîì p

√
2 , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

fε(0−) = 1−0 . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå íà L0 . Ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçû îáî-
çíà÷èì K1 è L1 . Äàëåå, íà îñòàëüíûõ èíòåðâàëàõ ðàçáèåíèÿ, îòîáðàæåíèå fε äåéñòâóåò
òàê: íà Ki = (a, b) îíî ëèíåéíî ñ íàêëîíîì p

√
2 è óñëîâèåì fε(b − 0) = f(b) − 0 , äëÿ

Li = (c, d) ïîñëåäíåå óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà fε(c+0) = f(c)− 0 . Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε
èíòåðâàëû Ki , Li ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è fε êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Ïóñòü T = Ki ∪ Li . Äëÿ êàæäîãî Ki = (a, b) îïðåäåëèì èíòåðâàëû

K ′
i = (min(a, f−1fε(a), b), Li = (a, b)

è àíàëîãè÷íî, L′
i = (c,max(d, f−1fε(d)) . Âûáåðåì A � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà

T ′ = K ′
i ∪ L′

i , òàêîå, ÷òî ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è äëÿ ëþáîãî
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Am ∈ A ñóùåñòâóåò èíòåðâàë Jr , ñîäåðæàùèé Am , íî íå ñîâïàäàþùèé ñ íèì. Ïðè ìàëîì
ε ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü òàêæå ìàëîé äëèíû, à èõ êîëè÷åñòâî ðàâíûì 2p .

Íà ïîäìíîæåñòâå I\A (çàìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò S ) îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå fε(x) = f(x) è äîîïðåäåëèì f ëèíåéíî è íåïðåðûâíî íà îñòàâøåìñÿ ïîäìîæåñòâå
A\T .

Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è, â ñèëó âûáîðà ïîêðûòèÿ A , ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
ìîíîòîííûì. Äëÿ îòîáðàæåíèå fε èìååì èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî T , ïðè äåéñòâèè
f p íà èíòåðâàëàõ K0 è L0 èõ äëèíà óâåëè÷èâàåòñÿ â äâà ðàçà, ñëåäîâàòåëüíî, f p(K0) =
f p(L0) = K0 ∪ L0 ) è htop(fε|T ) = 1

p
log 2 . Êðîìå òîãî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè f , èìååì

|f − fε| < maxVAif (ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàì ïîêðûòèÿ), ò.å. ðàññòîÿíèå
ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè ε→ 0 .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ôóíêöèÿ f → htop(f) â êëàññå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â C0�òîïîëîãèè, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â îêðåñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà htop(f0) = 0 è íèäèíã-èíâàðèàíòû K+

f0
, K−

f0
îòîáðàæåíèÿ

f0 ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì; âåëè÷èíà ñêà÷êà ýíòðîïèè â ýòîì ñëó÷àå
ðàâíà 1

p
log 2 , ãäå p � îáùèé ïåðèîä íèäèíã-èíâàðèàíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà, ñî-
ãëàñíî ðåçóëüòàòó Ìèçþðåâè÷à [2] , íàèáîëüøèé âîçìîæíûé ñêà÷îê ýíòðîïèè ðàâåí
maxa

b
log 2 , ãäå a - êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (òî÷íåå, turning points � òî÷åê âîç-

âðàòà) â ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå äëèíû b , è ìàêñèìóì ñ÷èòàåòñÿ ïî âñåì ïåðèîäè÷åñêèì
îðáèòàì. Â ñëó÷àå ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé àíàëîãîì êðèòè÷åñêîé òî÷êè ìîæíî ñ÷è-
òàòü òî÷êó ðàçðûâà. Òîãäà åäèíñòâåííûìè ïåðèîäè÷åñêèìè îðáèòàìè, ñîäåðæàùèìè ýòó
òî÷êó, ÿâëÿþòñÿ ò î÷êè âèäà f i(−1) è f i(+1) (ïåðèäîè÷íîñòü ýòèõ òî÷åê ñëåäóåò ïîíè-
ìàòü êàê f p(1 − 0) = 1 − 0 è f p(−1 + 0) = −1 + 0 ). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííóþ íàìè
â òåîðåìå îöåíêó ñêà÷êà ýíòðîïèè 1

p
log 2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ðåçóëüòàòà

Ìèçþðåâè÷à äëÿ êëàññà ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. M. Malkin. On continuity of entropy of discontinuous mappings of the interval, Selecta
Mathematica Sovietica, (1989), 131�139.

2. M. Misiurewicz. Jumps of entropy in one dimension, Fundamenta Mathematicae, (1989),
v. 132, 215-226.

3. Lai Sang Young. On the prevalence of horseshoes, Trans. Amer. Math. Soc. (1981), v.
263, no. 1, 75-88.

4. Afraimovich V., Sze-Bi Hsu. Lecture on chaotic dynamical systems, AMS/IP, Studies in
Advanced Mathematics, (2002), v.28.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



36

Accurate assessment of the topological entropy for breaks

maps of Lorenz type

c⃝ M. Malkin4, K. Saphonov5

Abstract. For one-dimensional maps of Lorenz type, the problem on behavior of the topological
entropy as the function of a map is studied. Using the technique of symbolic dynamics (the kneading
technique) and by renormalization arguments we show that the topological entropy can have jumps
only in a neighbourhood of a map with zero entropy, and moreover, such a jump appear if and
only if two kneadind invariants are repiodic with the same period. An exact estimate on the value
of the jump for this case is given.

Key Words: topological Markov chains, topological entropy, Lorenz type maps

4 Associate Professor of Department of di�erential equations and mathematical Analysis, Nizhny Novgorod
State University. N. I. Lobachevsky; malkin@mm.unn.ru

5 Student of Institute of Information Technology, Mathematics and Mechanics, Nizhny Novgorod State
University. N.I. Lobachevsky, Nizhny Novgorod; malkin@mm.unn.ru

Zhurnal SVMO. 2015. V. 17, No. 4



Êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè 3-äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîíå÷íûì . . . 37

ÓÄÊ 517.9

Êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè

3-äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îðáèò

ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ

c⃝ Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà1, Î. Â. Ïî÷èíêà2

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðèâàåòñÿ êëàññ òð¼õìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ,
îòëè÷àþùèõñÿ îò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì íàëè÷èåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò ãåòåðîêëè-
÷åñêèõ êàñàíèé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òàêèå êàñêàäû íå ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè,
îäíàêî äëÿ íèõ íàéäåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ, ìîäóëè
óñòîé÷èâîñòè

Äæ. Ïàëèñ [5] áûë ïåðâûì, êòî îáíàðóæèë, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíî-
ñòè ïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
â ëþáîé C1 -îêðåñòíîñòè òàêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïîïàðíî íå
ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì. Ïðî òàêèå ñèñòåìû ãîâîðÿò, ÷òî îíè îáëàäàþò ìîäóëÿìè òîïîëî-
ãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè èëè ìîäóëÿìè óñòîé÷èâîñòè. Íåñìîòðÿ íà íåóñòîé÷èâîñòü, äëÿ
íåêîòîðîãî êëàññà òàêèõ ñèñòåì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïîëíóþ ñèñòåìó òîïîëîãè÷åñêèõ èíâà-
ðèàíòîâ. Äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì íà ïîâåðõíîñòÿõ òàêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ
[3], [4]. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ýòèõ èäåé â ðàçìåðíîñòü òðè.

Áîëåå äåòàëüíî, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷å-
ñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîëó÷åíû äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Ψ , çàäàííûõ íà ãëàäêèõ
òð¼õìåðíûõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ M3 è òàêèõ, ÷òî ëþáîé äèôôåî-
ìîðôèçì f ∈ Ψ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê;

2) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê p, q ∈ Ωf ïåðåñå÷åíèå W s
p ∩W u

q íå ïóñòî òîëüêî â
ñëó÷àå, êîãäà dim W s

p = dim W u
q = 2 , ïðè ýòîì îíî ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì âñþäó,

êðîìå, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò íåâûðîæäåííîãî îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ3;
3) ñåäëîâûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f îáëàäàþò C2 -ëèíåàðèçóþùèìè îêðåñòíîñòÿìè

(ñì. îïðåäåëåíèå 1.3. íèæå).
×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû, ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ .
Äëÿ i ∈ {0, 1, 2, 3} îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi ïîäìíîæåñòâî Ωf , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê p òàêèõ,

÷òî dim W u
p = i . Ïîëîæèì Af =W u

Ω0∪Ω1
, Rf =W s

Ω2∪Ω3
, Vf =M3\(Af∪Rf ) è V̂f = Vf/f .

Èç [1] ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Af , Rf , Vf è V̂f ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè, V̂f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì

çàìêíóòûì 3-ìíîãîîáðàçèåì è åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ p
f
: Vf → V̂f ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì,

èíäóöèðóþùèì ýïèìîðôèçì η
f
: π1(V̂f ) → Z , äåéñòâóþùèé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

ĉ � ïåòëÿ â V̂f òàêàÿ, ÷òî ĉ(0) = ĉ(1) = x̂ . Â ñèëó òåîðåìû î ìîíîäðîìèè ñóùåñòâóåò
ïåòëÿ c â Vf ñ íà÷àëîì â òî÷êå x ( c(0) = x ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ïóòè ĉ , è

1 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; tatiana.mitryakova@yandex.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
3 Ïóñòü N1 , N2 � äâóìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M3 . Òî÷êà x ∈ N1 ∩ N2 íàçûâàåòñÿ

òî÷êîé íåâûðîæäåííîãî îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êàðòà (Ux, φx) ìíîãîîáðàçèÿ M3 , ãäå
Ux ⊂ M3 � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x è φx : Ux → R3 � C2 -äèôôåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî φx(x) =
(0, 0, 0) , φx(N1 ∩ Ux) = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0} , φx(N2 ∩ Ux) = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2} .
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ñóùåñòâóåò ýëåìåíò k ∈ Z òàêîé, ÷òî c(1) = fk(x) . Òîãäà η
f
: π1(V̂f ) → Z � îòîáðàæåíèå,

ïåðåâîäÿùåå [ĉ] â k .
Ïîëîæèì Ŵs

f =
∪

p∈Ω1

Ŵ s
p è Ŵu

f =
∪

p∈Ω2

Ŵ u
p . Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Ŵ δ

p , δ ∈

{s, u} ìíîæåñòâà Ŵδ
f ÿâëÿåòñÿ η

f
-ñóùåñòâåííûì äâóìåðíûì òîðîì èëè η

f
-ñóùåñòâåííîé

áóòûëêîé Êëåéíà íà ìíîãîîáðàçèè V̂f â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïóñòü j : Ŵ δ
p → V̂f âêëþ÷å-

íèå è j∗ : π1(Ŵ
δ
p ) → π1(V̂f ) èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì, òîãäà η

f
(j∗(π1(Ŵ

δ
p ))) ̸= {0} .

Èç ñâîéñòâà 2) êëàññà Ψ ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ŵ s
p ⊂ Ŵs

f è Ŵ u
p ⊂ Ŵu

f

ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïî îäíîìåðíûì êðèâûì, ëèáî
ïåðåñåêàþòñÿ íåòðàíñâåðñàëüíî ñ íàðóøåíèåì óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ â
êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè íåâûðîæäåííîãî îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ.

Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f ïðèíàäëåæèò êëàññó Ψ è σ � åãî ñåäëîâàÿ òî÷êà ïåðèîäà
mσ ñ äâóìåðíûì óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jσ : R3 → R3 ëèíåéíûé
äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé æîðäàíîâîé ôîðìîé ëèíåéíîé ÷àñòè äèôôåîìîðôèçìà
fmσ â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ . Òî÷êà O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé äèôôåîìîðôèçìà
Jσ è èìååò Jσ -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü UJσ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. fmσ -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü Uσ ñåäëîâîé òî÷êè σ
íàçîâåì C2 -ëèíåàðèçóþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò C2 -äèôôåîìîðôèçì ψσ : Uσ → UJσ , ñî-
ïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçì fmσ |Uσ ñ äèôôåîìîðôèçìîì Jσ|UJσ

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî òî÷åê ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè
a ∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç σs

a è σu
a ñåäëîâûå òî÷êè òàêèå, ÷òî a ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ

èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W s
σs
a
è W u

σu
a
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µa (λa) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

òî÷êè σs
a (σu

a) ïî ìîäóëþ áîëüøåå (ìåíüøåå) åäèíèöû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ∗ ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ f ∈ Ψ òàêèõ, ÷òî îòíîøåíèå ln|λa|
ln|µa|

ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ua êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Uσs

a
∩ Uσu

a
, ñîäåðæàùóþ òî÷êó

a . Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ua ïîëîæèì ps = ψσs
a
(p) = ([p]sx, [p]

s
y, [p]

s
z) , p

u = ψσu
a
(p) =

([p]ux, [p]
u
y , [p]

u
z ) , ga = ψσu

a
◦
(
ψσs

a

∣∣∣
Ua

)−1

: ψσs
a
(Ua) → ψσu

a
(Ua) . Çàïèøåì îòîáðàæåíèå ga â

êîîðäèíàòíîì âèäå

ga(x, y, z) = (ξa(x, y, z), ηa(x, y, z), ζa(x, y, z)).

Ïîëîæèì

τa =
∂ζa
∂x

(as).

Ïîëîæèì Ha = A ∩ W s
σs
a
∩ W u

σu
a
, Ĥa = p

f
(Ha) , λĤa

= λa è µĤa
= µa äëÿ a ∈ A .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĥf îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ Ĥa .

Ïîëîæèì Â = p
f
(A) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kf ñâÿçíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü äåé-

ñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà Vf , ãðàíèöà êîòîðîé íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíîæåñòâà A . Äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé êðèâîé ν̂ ⊂ V̂f , ñîåäèíÿþùåé òî÷êè x̂ è ŷ , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ïîäíÿòèå ν ⊂ Vf ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x = p−1
f (x̂)∩Kf è êîíå÷íîé òî÷êîé fkν̂ (K̂f ) äëÿ

íåêîòîðîãî öåëîãî kν̂ .
Ïóñòü â1, â2 ∈ Ĥa ∩ K̂f . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν̂â1,â2 ãëàäêóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè

â1 è â2 .
Äëÿ êàæäîé òî÷êè b ∈ (Hf ∩ Kf ) âû÷èñëèì ïàðàìåòð τb è ïîëîæèì τb̂ = τb äëÿ

b̂ = p
f
(b) . Äëÿ Ĥa èç Ĥf ïîëîæèì

τ
Ĥa

= {τb̂, b̂ ∈ Ĥa} Ĉ
Ĥa

= {λĤa
, µĤa

, τ
Ĥa
}.
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Ïîëîæèì
Ĉf = {ĈĤa

, Ĥa ⊂ Ĥf}.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Íàáîð Sf = (V̂f , ηf
, Ŵs

f , Ŵu
f , Ĉf ) íàçîâåì ñõåìîé äèô-

ôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ Ψ íàçîâåì

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) η
f
= η

f ′ φ̂∗ ;

2) φ̂(Ŵs
f ) = Ŵs

f ′ è φ̂(Ŵu
f ) = Ŵu

f ′ ;

3) åñëè Ĥa′ = φ̂(Ĥa) òî
ln|λĤa|
ln|µĤa|

=
ln
∣∣∣λĤa′

∣∣∣
ln
∣∣∣µĤa′

∣∣∣ ;
4) åñëè Ĥa′ = φ̂(Ĥa) äëÿ Ĥa èç Ĥf , òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê â1, â2 ∈ Ĥa , ïðèíàäëåæà-

ùèõ V̂f âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∣∣∣ τâ2τâ1

∣∣∣ 1

ln|µĤa
| =

(∣∣∣∣λĤa′
µĤa′

∣∣∣∣kφ̂(ν̂â1,â2
)

·
∣∣∣ τφ̂(â2)

τφ̂(â1)

∣∣∣) 1

ln

∣∣∣∣∣µĤa′

∣∣∣∣∣ .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.2.
1. Åñëè ñõåìû äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ Ψ ýêâèâàëåíòíû, òî äèôôåîìîðôèçìû òî-

ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû.
2. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ∗ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èõ ñõåìû ýêâèâàëåíòíû.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðè-
ëîæåíèÿ¿), Ðîññèéñêîãî ôîíäà íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû � 13-01-12452 îôè-ì è
15-01-03689-à) è ÍÈÐ ñîãëàñíî çàäàíèþ 2014/134 íà âûïîëíåíèå ãîñóäàðñòâåííûõ ðàáîò â
ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáð-
íàóêè Ðîññèè íà 2014-2016 ãã. (ÍÍÃÓ).
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The criteria of the topological conjugacy of

3-di�eomorphisms with a �nite number orbits of

heteroclinic tangency
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Abstract. In the present paper a class of 3-di�eomorphisms is considered, which di�er from the
gradient-like systems in the existence of the �nite number of heteroclinic tangencies orbits. It
is a well-known fact that such cascades are not structurally stable. However, the full system of
topological invariants is found for them.
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ÓÄÊ 517.9

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ôîêêåðà-Ïëàíêà â èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäàõ.

c⃝ Ñ. Í. Íàãîðíûõ1, Ä. C. Ñàáëóêîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàçâèòèå òåîðèè èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïî Èòî â âèäå ñèíãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè-
ôóðêàöèè óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà è êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, óðàâíåíèå Ôîêêåðà-
Ïëàíêà, óðàâíåíèå Ôåðõþëüñòà, èíäóöèðóåìûå øóìîì ïåðåõîäû

Èçâåñòíî [1], ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (ÏÂ) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà
(ÓÔÏ) â òî÷êå x = 0 òåîðèè èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ (ÈØÏ) ìîæåò èìåòü âèä
äåëüòà-ôóíêöèè. Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ýòà ÏÂ ïî Ñòðàòàíîâè÷ó èìååò âèä äåëüòà-ôóíêöèè.
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âèä ÏÂ ðåøåíèÿ ÓÔÏ ïî Èòî è èùåòñÿ êðèòè÷åñêèé ïàðà-
ìåòð ñòîõàñòè÷åñêîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà è ýêâè-
âàëåíòíîãî åìó ÓÔÏ ïî Èòî.

Óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà èìååò âèä:

ẋ = λ0x− x2 (1.1)

ãäå: x - ïëîòíîñòü, íàïðèìåð [0,∞) è (1.1) - ýòî ïðèáëèæåíèå ẋ = F (x, λ0) ñâÿçàíîå
ñ ñèììåòðèåé. Àòòðàêòîðîì (1.1) ÿâëÿåòñÿ x = λ0 ñ òî÷êîé áèôóðêàöèè λ0 = 0, x = 0 .

Èçâåñòíà ÏÂ PS(x) ðåøåíèå ÓÔÏ:

PS(x) = Nx
2λ0
σ2 −ν exp(

−2x

σ2
), (1.2)

ν = 1 ïî Ñòðàòàíîâè÷ó, ν = 2 ïî Èòî

ãäå: N = ( 2
σ2 )

2λ0
σ2 /Ã(2λ0

σ2 ),Ã(
2λ0

σ2 ) -ãàììà-ôóíêöèÿ, x ∈ [0,∞) .

2. Òåîðåìà Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Èòî

Íåîáõîäèìî â PS(x) íà [o,∞) âûäåëèòü ìíîæèòåëü - ïðîáíóþ ôóíêöèþ â âèäå:

Φ(x) = e−
2x
σ2 ,Φ(x) ∈ D, (2.1)

÷òîáû íàéòè a(x) - ñèíãóëÿðíóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ (ÑÎÔ) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèî-
íàëà:

lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞
aèϵ (x)Φ(x)dx, (2.2)

ãäå

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; algoritm@sandy.ru

2 Còóäåíò, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì.Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé
Íîâãîðîä; denis-sablukov@mail.ru
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aèϵ (x) =
(ϵ/λ0)

ϵ

Γ(ϵ+ 1)
ϵxϵ−2χ(x) (2.3)

åñòü äðóãîé ñîìíîæèòåëü, êîòîðûé íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
(ÔÏ) îáîáùåííîé ôóíêöèè ïî Èòî, ϵ = 2λ0

σ2 - ïàðàìåòð, χ(x) -ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ôóíê-
öèÿ Φ(x) îòâå÷àåò ñâîéñòâàì íåïðåðûâíîñòè, áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ñèììåò-
ðèè [3]. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïðåäñòàâèì:

Φ(x) = Φ(0) + xΦ′(x0), (2.4)

ãäå xo ∈ (0, x) . Íàéäåì (2.2), äîïóñòèâ ôèíèòíîñòü Φ(x) , òî åñòü Φ(x) ≡ 0 êàê òîëüêî
x > M è ó÷òÿ îãðàíè÷åííîñòü Φ′(x) :

lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞
aèϵ (x)Φ(x)dx = Φ′(x0) (2.5)

Ïî îïðåäåëåíèþ [3] aèϵ (x) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê δ′(x−x0) . Òàê êàê P è

S (x) = aèϵ (x)Φ(x) åñòü
ðåøåíèå ÓÔÏ, òî δ′(x− x0)Φ(x) ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ íà ñâÿçíîì [0,∞) êàê
íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ òîæå åñòü ðåøåíèå ÓÔÏ ïî Èòî. Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî ïðîèçâåäå-
íèÿ ôóíóöèè Φ(x) íà ÑÎÔ ïîëó÷èì:

P è

S (x) = δ′(x− x0) +
2

σ2
δ(x− x0) (2.6)

Åñëè ϵ → 0 ïðè ñòðåìëåíèè àòòðàêòîðà (1.1) λ0 → 0 , òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (2.6),
ÿâëÿåòñÿ ÏÂ èç òåîðåìû Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Ñòðàòàíîâè÷ó [2] è âõîäèò â íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ïîëó÷åíèÿ a(x) ïî Èòî. Î÷åâèäíà ëèíåéíîñòü ÑÎÔ â (2.6) è ïðèíàäëåæíîñòü ê
ðåøåíèþ ïðè íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â ÓÔÏ.

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå ìíîæèòåëåé ÔÏ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïî
Èòî aèϵ (x) ∼ (ϵ−1)xϵ−2 è ïî Ñòðàòàíîâè÷ó añϵ(x) ∼ xϵ−1 â PS(x) íà [0,∞) äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïðîáíîé ôóíêöèè Φ(x) . Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé è èõ íåïðåðûâíîñòè ñ ïîìîùüþ (2.2) [3]:∫

a′(x)Φ(x)dx = −
∫
a(x)Φ′(x)dx (2.7)

òàê êàê íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå åñòü

Φ′(x) = − 2

σ2
e−

2x
σ2 , aèϵ (x) = (añϵ(x))

′ (2.8)

îïðåäåëèì ïåðâûé ôóíêöèîíàë ïî Èòî, à âòîðîé ïî Ñòðàòàíîâè÷ó â (2.7) è ïîëó÷èì:

2

σ2
(ϵ− 1)

∫
aèϵ (x)Φ(x)dx =

∫
añϵ(x)Φ(x)dx (2.9)

Âû÷èñëåíèå limϵ→0 îò (2.9) äàåò:

σ2

2
Φ′(x) + Φ(0) = 0 (2.10)

Âûðàæåíèå (2.10) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè Φ(x) (2.1) ïðè x = σ2

2
, òèïà Φ(x) = 1 ,

äðóæåñòâåííîãî Φ(x) ∈ D [3]. Äåéñòâèòåëüíî, ôèíèòíîñòü äëÿ òàêèõ ôóíêöèé îáû÷íî
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè M = 3σ2

2
. Íåïðåðûâíîñòü è ñèììåòðèÿ ñäâèãîâ Φ(x) âûðàæàåòñÿ

ðàâåíñòâîì:
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0 = Φ(0) +
σ2

2
Φ′(x0) = (δ,Φ(x) +

σ2

2
Φ′(x+ x0)) = (

2

σ2
δ(x) + δ′(x− x0),Φ(x)), (2.11)

ãäå êðóãëûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ôóíêöèîíàë. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ Φ(x) (2.10) äàåò
âåðíûå çíà÷åíèÿ. Òàê êàê ϵ→ 0 òîëüêî ïðè σ2

2
→ ∞ , òî ñëàãàåìîå Φ(0) â (2.10) îòâå÷à-

þùåå ÑÎÔ 2
σ2 δ(x) çàíóëÿåòñÿ. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü Φ(x) ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ (2.4)

ïðè âû÷èñëåíèè limϵ→0 îò (2.9) è èç âåëè÷èíû îêðåñòíîñòè x = 0 ∼ 3ϵ â ñîîòâåòñòâèè ñ
Ëåììîé 1 ðàçäåëà: "ïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ ôóíêöèé D "[3]. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
îòêëîíåíèÿ êîîðäèíàòû x0 îò êîîðäèíàòû ÑÎÔ åñòü 2x0

σ2 è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè σ2

2
→ ∞

äëÿ àòòðàêòîðà (1.1) x = λ0 . Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ (2.10) ÿâëÿåòñÿ ïðîáíîé. Òîãäà
ïîëó÷àåì PS(x) = δ′(x − x0) ïðè δ′(x − x0) ≥ 0 íà ñâÿçíîì [0,∞) êàê íîðìèðîâàííóþ
ôóíêöèþ, íåïîñðåäñòâåííî óäîâëåòâîðÿþùóþ ÓÔÏ. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó: Äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ÓÔÏ PS(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0
ñî ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, λ0 = 0
íåîáõîäèìà ïðè ϵ→ 0 ÏÂ âèäà δ′(x− x0) +

2
σ2 δ(x− x0) è äîñòàòî÷íà ÏÂ âèäà δ′(x− x0)

ïðè δ′(x− x0) ≥ 0 íà ñâÿçíîì èíòåðâàëå.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Åñëè â íåáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ϵ → 0 òîëüêî ïðè σ2

2
→ ∞ è

çàäàííîì àòòðàêòîðå λ0 , òî ÏÂ (2.6) ïðèíèìàåò âèä PS(x) = δ′(x− x0) , ðåàëèçóåìûé
òàêæå â äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Â íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îò-
êëîíåíèÿ x0 îò òî÷êè áèôóðêàöèè x = 0, λ0 = 0 åñòü 2x0

σ2 è ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíà
ñ ÷èñëîì 3ϵ . Îòêóäà èìååì x0 ∼ 3λ0 è x0 → 0 ïðè λ0 → 0(ϵ→ 0) , òî åñòü ïðè ñòðåì-
ëåíèè àòòðàêòîðà λ = λ0 ê íóëþ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.3. Ïîëó÷åíèå â íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ÏÂ âèäà δ(x − x0) +
δ′(x− x0) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ñòàõîñòè÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ [4]. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ïîëíóþ ñèñòåìó â ãðàíè÷íîì íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå W îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ϵ = 2λ0

σ2 → 0 , ïðè êîòîðîì ÏÂ PS(x) ïî Èòî èìååò

íåïðåðûâíûå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå, îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 2λ0

σ2 = 1 [1]. Îäíàêî ïðè
ýòîì îòëè÷àþòñÿ è óñëîâèÿ ðàññìîòðåíèÿ ÏÂ.

Òåîðåìà Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Èòî ÷àñòè÷íî âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû
Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ïî Ñòðàòàíîâè÷ó [2] è íàðÿäó ñ äîêàçàííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ÓÔÏ
ñòàõîñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïî Èòî â ðàáîòå [1] ìîæåò îáðàçîâàòü
áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíóþ òåîðèþ ÈØÏ.
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ÓÄÊ 517.925.54

Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëèíåàðèçàöèè îòíîñèòåëüíî ÷àñòè

è âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ

c⃝ Ùåííèêîâ À. Â. 1, Ùåííèêîâ Â. Í. 2, Ùåííèêîâà Å. Â. 3

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èçëîæåíèåì ìàòåðèàëà, ïðåäñòàâëåííîãî íà
ìåæäóíàðîäíóþ êîíôåðåíöèþ, ïîñâÿùåííóþ 85-ëåòèþ Â. È. Çóáîâà. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìå-
òîä ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îöåíêà ïîãðåøíîñòè ëèíåàðèçàöèè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü

1. Ïîñòðîåíèå îöåíêè ëèíåàðèçàöèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñõîäíàÿ

ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò

ëèíåéíîé ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dy
dt

= A(t) · y + Y (t, y, z) + ∆1(t),
y(t0) = ξy(t0)− φy(t0) ≡ y0,

(1.1)

ξy(t0) = (ξ1(t0), . . . , ξk(t0))
T , φy(t0) = (φ1(t0), . . . , φk(t0))

T .

dz
dt

= B(t) · y + C(t) · z + Φ(t, z) + Z(t, y, z) + ∆2(t),
z(t0) = ξz(t0)− φz(t0) ≡ z0,

(1.2)

ξz(t0) = (ξk+1(t0), . . . , ξn(t0))
T , φz(t0) = (φk+1(t0), . . . , φn(t0))

T .

ãäå A(t), B(t) è C(t) íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâåí-
íî k × k, k1 × k è k1 × k1 è, êðîìå òîãî, (∥A(t)∥ ∧ ∥B(t)∥ ∧ ∥C(t)∥ ≤ M, 0 < M =
const,∆(t) = (∆1(t),∆2(t)))

T , ∥∆i(t)∥ ≤ ∆i, 0 < ∆̃i = const, i = 1, 2; âåêòîðíûå ôóíêöèè
Y (t, y, z), Z(t, y, z) è Φ(t, z) íåïðåðûâíûå è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Y (t, 0, z) ≡ Z(t, 0, z) ≡ Φ(t, 0) ≡ Z(t, 0, 0) ≡ 0, (1.3)

∥Y (t, y, z)∥ ≤ a1 · ∥y∥1+β, ∥Z(t, y, z)∥ ≤ a2 · ∥y∥1+β,
∥Φ(t, z)∥ ≤ a3 · ∥z∥1+β, 0 < (a1 ∧ a2 ∧ a3 ∧ β) = const

(1.4)

ïðè ∥y∥ ≤ r1, ∥z∥ ≤ r2((r1 ∧ r2) > 0 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà), t ∈ J+, k+ k1 =
n. Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà ìàòðèöû è âåêòîðà ñîãëàñîâàíû. Íîðìà âåêòîðà
ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé. Âåðõíèé èíäåêñ T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû

dθ

dt
= A(t)θ, (1.5)

1 Ñîèñêàòåëü êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; du@math.mrsu.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; du@math.mrsu.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; du@math.mrsu.ru
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dθ̃

dt
= C(t)θ̃ (1.6)

ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà v1(t, θ) è v2(t, θ̃) óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

a)b1∥θ∥2 ≤ v1(t, θ) ≤ b2∥θ∥2, (b1 ∧ b2) > 0, (1.7)

∥gradθv1(t, θ)∥ ≤ c1∥θ∥, c1 > 0, (1.8)

dv1
dt

∣∣∣∣
(5)

= −w1(t, θ), (1.9)

ãäå
−d1∥θ∥2 ≤ −w1(t, θ) ≤ −d2∥θ∥2, (d1 ∧ d2) > 0; (1.10)

b)b3∥θ̃∥2 ≤ v2(t, θ) ≤ b4∥θ̃∥2, (b3 ∧ b4) > 0 (1.11)

∥gradθ̃v2(t, θ̃)∥ ≤ c2∥θ̃∥, c2 > 0, (1.12)

dv2
dt

∣∣∣∣
(6)

= −w2(t, θ̃), (1.13)

ãäå
−d3∥θ̃∥2 ≤ −w2(t, θ̃) ≤ −d4∥θ̃∥2, (d3 ∧ d4) > 0 (1.14)

ïðè t ∈ J+, ∥θ∥ ≤ r3, ∥θ̃∥ ≤ r4, 0 < (r3 ∧ r4) � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü: 1) âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (1.7)-(1.14) îòíîñèòåëüíî
ñèñòåì (1.5),(1.6) è óñëîâèé (1.3),(1.4) îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåì (1.1),(1.2);
2) ñèñòåìà (1.29)-(1.30) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî) èìååò ðåøåíèÿ

0 ≤ η
(1)
1

(
− d2
2b2

,
a1c1

2b
1+β

2
1

, K

)
≤ η

(1)
2

(
− d2
2b2

,
a1c1

2b
1+β

2
1

, K1

)
,

0 ≤ η
(2)
1

(
− d4
2b4

,
a3c2

2b
1+β

2
3

, K

)
≤ η

(2)
2

(
− d4
2b4

,
a3c2

2b
1+β

2
3

, K

)
.

Òîãäà:
à) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

sup
t≥t0

∥y(t)∥ ≤ max

(
a
(0)
1 ∥y0∥, η(1)1

(
− d2
2b2

,
a1c1

2b
1+β

2
1

, K1

))
, (1.15)

sup
t≥t0

∥z(t)∥ ≤ max

(
a
(0)
2 ∥y0∥, η(1)2

(
− d4
2b4

,
a3 · c2
2b

1+β
2

3

, K2

))
; (1.16)

ïðè a
(0)
1 ∥y0∥ < η

(1)
2

(
− d2

2b2
,− a1c1

2b
1+

β
2

1

, K1

)
, a

(0)
2 ∥y0∥ < η

(1)
2

(
− d4

2b4
,− a3c2

2b
1+

β
2

3

, K

)
;

á) äëÿ ðàçíîñòåé ðåøåíèé ñèñòåì (1.12),(1.13) è èõ ñîòâåòâåòñâåííî ëèíåàðèçîâàí-
íûõ âàðèàíòîâ

dỹ

dt
= A(t) · ỹ +∆1(t), ỹ(t0) = y0, (1.17)
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dz̃

dt
= B(t) · ỹ + C(t) · z̃ +∆2(t), z̃(t0) = z0, (1.18)

ò. å. äëÿ ðàçíîñòåé ξy(t) = y(t)− ỹ(t), ξz(t) = z(t)− z̃(t), ñïðàâåäëèâû îöåíêè

sup
t≥t0

∥ξy(t)∥ ≤

≤ a1c1b2

b
1
2
1 d2

[
max

(
a
(0)
1 ∥y0∥, ρ(1)1

(
− d2
2b2

,
a1c1

2b
1+β

2
1

, K1

))]1+β

(1.19)

sup
t≥t0

∥ξz(t)∥ ≤ b4c2

b
1
2
3 d4

max{ ¯̄B}. (1.20)

Çäåñü b
1
2
1 ≤ a

(0)
1 ≤ b

1
2
2 , b

1
2
3 ≤ a

(0)
2 ≤ b

1
2
4 , à ïîñòîÿííûå B,

η
(1)
i

(
− d2

2b2
, a1c1

2b
1+

β
2

1

, K

)
, η

(1)
i

(
− d4

2b4
, a3c2

2b
1+

β
2

3

, K2

)
îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà,

i = 1, 2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê (1.15), (1.16) âîñïîëüçóåìñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà

v(t, y, z) = (v1(t, y), v2(t, z))
T , ãäå ôóíêöèÿ v1(t, y) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (1.7)-(1.10), à

v2(t, z) � îöåíêàì (1.11)-(1.14). Íàéäåì äàëåå ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t îò âåê-
òîðíîé ôóíêöèè v(t, y, z) âäîëü ðåøåíèé ñèñòåì (1.1)-(1.2). Ýòà ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü
âèä

dv1
dt

∣∣∣∣
(1)

= −w1(t, y) + (gradyv1(t, y), Y (t, y, z) + ∆1(t)), (1.21)

dv2
dt

∣∣∣∣
(2)

= −w2(t, y) + (gradzv2(t, z), B(t)y+

+Φ(t, z) + Z(t, y, z) + ∆2(t)). (1.22)

Èñõîäÿ èç îãðàíè÷åíèé (1.3), (1.4) íà ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåì (1.1), (1.2) è îöåíîê (1.7)-(1.14),
èç ñîîòíîøåíèé (1.21) è (1.22) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

dv1
dt

∣∣∣∣
(1)

≤ −d2∥y∥2 + c1∥y∥(a1∥y∥1+β + ∆̃1), (1.23)

dv2
dt

∣∣∣∣
(2)

≤ −d4∥z∥2 + c2∥z∥(M |||y|||+ a3∥z∥1+β + a2|||z|||1+β + ∆̃2), (1.24)

ãäå |||y||| = supt≥t0 ∥y(t)∥.
Â ïîëó÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ (1.23) è (1.24) ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

ρ1 = v
1
2
1 (t, y), ρ2 = v

1
2
2 (t, z).

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé è îöåíîê (1.7)-(1.14) äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà (1.23)
è (1.24) ïðèìóò âèä

dρ1
dt

≤ − d2
2b2

ρ1 +
a1 · c1
2b

1+β
2

1

ρ
1+β

2
1 +K1 ≡ Φ1(ρ1), (1.25)
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dρ2
dt

≤ − d4
2b4

ρ2 +
a3 · c2
2b

1+β
2

3

ρ
1+β

2
2 +K2 ≡ Φ2(ρ2, ρ2), (1.26)

ãäå K1 =
∆̃1·c1
2b

1
2
1

, K2 =
((M+a2|||y|||β)·|||y|||+∆̃2)·c2

2b
1
2
3

.

Òîãäà äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ (1.25) è (1.26) ñîãëàñíî òåîðåìå
ñðàâíåíèÿ [1, ãë. 5] ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

ρ1(t) ≤ η1(t), ρ2(t) ≤ η2(t)

ïðè t ≥ t0, ãäå η1(t) è η2(t) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

dη1
dt

= Φ1(η1), η1(t0) = ρ1(t0) = v
1
2
1 (z0, y0) = a

(0)
1 · ∥y0∥, (1.27)

dη2
dt

= Φ2(η1, η2), η2(t0) = ρ2(t0) = v
1
2
2 (t0, z0) = a

(0)
2 · ∥z0∥. (1.28)

Çäåñü ïîñòîÿííûå a1 è a2 âî âñåõ ñëó÷àÿõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Φ1(η1) = 0, (1.29)

Φ2(η1, η2) = 0. (1.30)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè η1 ≥ 0 óðàâíåíèå Φ1(η1) =

η
(1)
1

(
− d2

2b2
, a1c1

2b
1+

β
2

1

, K1

)
è η

(2)
1

(
− d2

2b2
, a1c1

2b
1+

β
2

1

, K1

)
. Ïóñòü η

(2)
1 (·) ≥

≥ η
(1)
1 (·) ≥ 0. Íî òîãäà, åñëè a

(0)
1 · ∥y0∥ < η

(2)
1 (·) òî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (1.27) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â ïðåäåëå (âåðíåå, óðàâíåíèå (1.27) îáëàäàåò

ñâîéñòâîì êîíâåðãåíöèè â ìàëîì [ ] â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ η
(1)
1 (·) òàê êàê Φ1(η1) ≥ 0

ïðè (0 ≤ η1 ≤ η
(1)
1 ) ∧ (η1 ≥ η

(2)
1 ) è Φ1(η1) ≤ 0 ïðè η

(1)
1 ≤ η1 ≤ η

(2)
1 . Ðåøåíèå æå η

(2)
1 (·) â

ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò îáëàäàòü îòìå÷åííûì âûøå ñâîéñòâîì. Çíà÷èò, ðåøåíèå ρ1(t) áóäåò

ìîíîòîííî ñòðåìèòüñÿ ê ρ
(1)
1 (·). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè a

(0)
1 · ∥y0∥ < η

(2)
1 (·) äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.27) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.15). Ñ ó÷åòîì
îöåíêè (1.15) ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îòíîñèòåëüíî
ôàçîâîé ïåðåìåííîé z(t) . Äëÿ ýòîãî ñíîâà ïðèìåíèì òåîðåìó ñðàâíåíèÿ [1, ãë. 5] ïî
îòíîøåíèþ ê ðåøåíèÿì äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (1.26) è äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ (1.27), (1.28).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ρ2(t) ≤ η2(t) ïðè t ≤ t0, ãäå η2(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.28) ïðè η2(t0) = ρ2(t0).

Ïóñòü â îáëàñòè η2 ≥ 0 ïðè η
(1)
1 > 0 óðàâíåíèå Φ2(η

(1)
1 , η2) = 0 èìååò ðåøåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòèõ ðåøåíèé íå áîëåå äâóõ. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç η
(1)
2

(
− d4

2b4
, a3·c2

2b
1+

β
2

3

, K2

)
è

η
(2)
2

(
− d4

2b4
, a3·c2

2b
1+

β
2

3

, K2

)
. Ïóñòü η

(2)
2 (·) ≥ η

(1)
2 (·) ≥ 0. Òîãäà, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè

îòûñêàíèè îöåíêè (1.15), ïîëó÷èì îöåíêó (1.16).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Óñëîâèå 2) òåîðåìû 1.1. ìîæíî îïóñòèòü, åñëè ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû âåëè÷èíà γ áûëà òàêîé ÷òîáû ñèñòåìû (1.29), (1.30) èìåëà â îáëàñòè
(η1∧η2) ≥ 0 ðåøåíèå. Ñëåäóåò îäíàêî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà (1.1),(1.2) ÿâëÿåòñÿ
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ñèñòåìîé ñ óïðàâëåíèåì, òî ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (1.29), (1.30) â îáëàñòè (η1∧η2) ≥ 0
ìîæíî äîáèòüñÿ ïóòåì âûáîðà êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ [2, ãë. 7] è âåëè÷èíû γ . Â ýòîì
ñëó÷àå âåëè÷èíà γ ìîæåò ïðèíèìàòü è áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé
(1.1),(1.2) áåç óïðàâëåíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà (1.1),(1.2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ óïðàâëåíèåì, ìîæíî îñëà-
áèòü óñëîâèÿ íà âåëè÷èíó γ è êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ, åñëè îñóùåñòâèòü àïïðîêñèìà-
öèþ äàííîé ñèñòåìû áèëèíåéíîé ñèñòåìîé ñ óïðàâëåíèåì.

Äîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ëèíåàðèçàöèè (1.19) è (1.20).
Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíûå ôóíêöèè ξy(t) è ξz(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì

dξy
dt

= A(t)ξy + Y (t, y, z), ξy(t0) = 0, (1.31)

dξz
dt

= B(t)ξy + C(t)ξz + Φ(t, z) + Z(t, y, z), ξz(t0) = 0. (1.32)

Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ èñêîìûõ îöåíîê (1.19), (1.20) âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà
v1(t, ξy) è v2(t, ξz), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (1.7)-(1.14), ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,
÷òî ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ôóíêöèé v1(t, ξy) è v2(t, ξz), íàõîäÿòñÿ âäîëü
ðåøåíèé ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåì

d ξ̃y
dt

= A(t)ξ̃y (1.33)

d ξ̃z
dt

= A(t)ξ̃z (1.34)

dv1(t, ξ̃y)

dt

∣∣∣∣∣
(30)

= −w1(t, ξ̃y) ≤ −d2∥ξ̃y∥2, d2 > 0,

dv2(t, ξ̃z)

dt

∣∣∣∣∣
(31)

= −w2(t, ξ̃z) ≤ −d4∥ξ̃z∥2, d4 > 0.

Òîãäà, ñ ó÷åòîì îöåíîê (1.7)-(1.14) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

dv1(t, ξ̃y)

dt

∣∣∣∣∣
(28)

≤ −d2∥ξ̃y∥2 + (gradξyv1, Y (t, y, z)),

dv1(t, ξ̃z)

dt

∣∣∣∣∣
(29)

≤ −d4∥ξ̃z∥2 + (gradξzv2, (B(t)ξy + Φ(t, z) + Z(t, y, z))).

Â ïîëó÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

ρ3 = v
1
2
1 (t, ξy),

ρ4 = v
1
2
2 (t, ξz),

è îöåíêàìè (1.7)-(1.14). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

dρ3
dt

≤ − d2
2b2

ρ3 +
¯̄A, ρ3(t0) = 0,

dρ4
dt

≤ − d4
2b2

ρ4 +
¯̄B, ρ4(t0) = 0,
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ãäå

¯̄A =
a1c1|||y|||1+β

2b
1
2
1

,

¯̄B =
c2

2b
1
2
3

(M · |||ξy|||+ a2 · |||y|||1+β + a3 · |||z|||1+β),

|||ξy||| = sup
t≥t0

∥ξy(t)∥, |||ξz||| = sup
t≥t0

∥ξz(t)∥.

Ýòîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâóåò ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìà
ñðàâíåíèÿ

dη3
dt

= − d2
2b2

η3 +
¯̄A, η3(t0) = 0, (1.35)

dη4
dt

= − d4
2b4

η4 +
¯̄B, η4(t0) = 0. (1.36)

Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ [1] èìååì

ρ3(t) ≤ η3(t), t ≥ t0,

ρ4(t) ≤ η4(t), t ≥ t0.

Ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.35) è (1.36) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

η3 =
2b2
d2

¯̄A, η3 =
2b2
d2

¯̄A

Óêàçàííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ñèñòåìû (1.35) è (1.36) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ñ îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïðè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (1.35), (1.36) êîíâåðãåíòíû. À òîãäà
áóäåò ñïðàâåäëèâû îöåíêè (1.19) è (1.20).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1. ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ýòà-
ëîííîé ìîäåëüþ, ê çàäà÷àì èäåíòèôèêàöèè, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ àäàïòèâíîå óïðàâ-
ëåíèå ñ ýòàëîííîé ìîäåëüþ, îöåíêè (1.19) è (1.20) îïðåäåëÿþò îöåíêè ôàçîâîãî ðàññîãëà-
ñîâàíèÿ. Ýòàëîííîé ìîäåëüþ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà (1.17)-(1.18).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Â ñèëó òîãî, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðàâ-
ëÿåìûå ñèñòåìû, òî íåîáõîäèìîñòü òðåáîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè óïðàâëåíèé Φ1(η1) =
0,Φ2(η1, η2) = 0 â ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè îòïàäàåò, òàê êàê çà ñ÷åò âûáîðà êîýôôèöè-
åíòà óñèëåíèÿ âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ðàçðåøèìîñòü óêàçàííûõ óðàâíåíèé â óêàçàííîé
îáëàñòè.

Ï ð è ì å ð 1.1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà

ẏ =

(
−2 +

1

1 + t

)
y + y2 +

1

8
, y(0) = 1, (1.37)

ż = y +

(
−1 +

1

2 + t

)
z − y3 + z2 +

1

64
, z(0) = 1. (1.38)
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Åå ëèíåàðèçîâàííûé âàðèàíò èìååò âèä

˙̄y =

(
−2 +

1

1 + t

)
ỹ +

1

8
, y(0) = 1, (1.39)

˙̄z = ỹ +

(
−1 +

1

2 + t

)
z̃ +

1

64
, z(0) = 1. (1.40)

Î÷åâèäíî äëÿ óðàâíåíèÿ ˙̄̄y =
(
−2 + 1

1+t

)
¯̄y ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà ìîæíî âûáðàòü â âèäå

v1 = ¯̄y2, à äëÿ óðàâíåíèÿ ˙̄̄z = ỹ +
(
−1 + 1

2+t

)
¯̄z â âèäå v2 = z2. Òîãäà áóäåì èìåòü

dv1
dt

∣∣∣∣
(34)

= 2

(
−2 +

1

1 + t

)
y2 + 2y3 +

1

4
y, (1.41)

dv2
dt

∣∣∣∣
(35)

= 2zy + 2

(
−1 +

1

2 + t

)
z2 − 2zy3 + 2z3 + 2z

1

64
. (1.42)

Äàëåå ââåäåì äëÿ óðàâíåíèÿ (1.41) ïðåîáðàçîâàíèå: ρ1 = v
1/2)
1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

dρ1
dt

≤ −ρ1 + ρ21 +
1

8
, ρ(0) = 1.

Ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿ èìååò âèä

du1
dt

= −u1 + u21 +
1

8
, u1(0) = 1.

Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ [1, ãë. 5] èìååì ρ1(t) ≤ u1(t), t ≥ 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå −u1 + u21 + 1
8

= 0. Åãî êîðíè u
(1)
1 =

= 2−
√
2

4
, u

(2)
1 = 2+

√
2

4
. Òîãäà u

(2)
1 > u

(1)
1 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|||y(t)||| ≤ max

{
1,

1

2
−

√
2

4

}
= 1. (1.43)

Äàëåå ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ξ̇y = −
(
−2 +

1

1 + t

)
ξy + y2, ξy(0) = 0. (1.44)

Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.44) âûáèðàåì â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ò. å.
v3(ξy) = ξ2y . Òîãäà

dv3
dt

∣∣∣∣
(41)

= −2

(
−2 +

1

1 + t

)
ξ2y + 2ξyy

2. (1.45)

Ââîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ρ3 = v
1/2)
3 äëÿ (1.45) è ó÷èòûâàÿ îöåíêó ñâåðõó íà |y(t)|, ïîëó-

÷èì
dρ3
dt

≤ −ρ3 + 1, ρ3(0) = 0.

Ýòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå ñðàâíåíèÿ

du3
dt

≤ −u3 + 1, u3(0) = 0.
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Òîãäà ñ ó÷åòîì îöåíêè (1.44), îöåíêà ñâåðõó íà |ξy(t)| áóäåò èìåòü âèä

|||ξy||| ≤ 1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè äëÿ ïåðåìåííûõ z(t) è ξz(t) íàéäåì òåì æå ìåòîäîì,
÷òî è îöåíêà íà y(t) è ξy(t). Äëÿ ýòîãî ââåäåì â óðàâíåíèè (1.42) ïðåîáðàçîâàíèå: ρ2 =

v
1/2)
2 . Òîãäà áóäåì èìåòü äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

dρ2
dt

≤ −ρ2 + ρ22 +
1

64
, ρ2(0) = 1

è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿ

du2
dt

= −u2 + u22 +
1

64
, u2(0) = 1.

Ñíîâà ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ èìååì ρ2(t) ≤ u2(t), t ≥ 0.

Óðàâíåíèå −u2+u22+ 1
64

= 0 èìååò êîðíè u
(2)
2 = 4+

√
15

8
, u

(1)
2 = 4−

√
15

8
, ò. å. u

(2)
2 > u

(1)
2 >

0. Òîãäà íà îñíîâàíèè îöåíêè (1.43) áóäåì èìåòü

|||z(t)||| ≤ max

{
1,

4−
√
15

8

}
= 1. (1.46)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ñâåðõó íà |ξy(t)| ñîñòàâèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ξ̇z = ξy + (−1 +
1

2 + t
)ξz − y3 + z2, ξz(0) = 0.

Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûáðàòü â âèäå v4(t, ξz) = ξ2z . Òîãäà

dv4
dt

∣∣∣∣
(41)

= 2ξzξy + 2

(
−1 +

1

2 + t

)
ξ2z − 2ξzy

3 + ξzz
2. (1.47)

Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå ρ4 = v
1/2
4 äëÿ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ñ ó÷åòîì îöåíîê (1.46)

ñîîòíîøåíèå (1.47) ïðåîáðàçóåòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

dρ4
dt

≤ −1

2
ρ4 +

5

2
, ρ4(0) = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿ èìååò âèä

du4
dt

= −1

2
u4 +

5

2
, u4(0) = 0.

Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ ρ4(t) ≤ u4(t) ïðè t ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ îöåíêà, ñ
ó÷åòîì îöåíêè (1.46) íàéäåíà, ò. å.

|||ξz(t)||| ≤ 5.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëèíåîàðèçàöèè, ò. å. âåðõíèå îöåíêè íà
íîðìû ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (1.37), (1.38) è åå ëèíåàðèçîâàííîãî âàðèàíòà (1.39),
(1.40).
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2. Êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé k íóëåâûõ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïðî-

ñòûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.1) ïðåîáðåòàåò âèä

dx

dt
= F (x) +R(t). (2.1)

Ïóñòü ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.1) îïðåäåëåíû â îáëàñòè Ω = {x, t : x ∈ Rn, t ∈
J+ = [0,+∞]} è ïóñòü ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x1 , â êîòîðîé F (x1) = 0 . Âåêòîð-
ôóíêöèÿ R(t) íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F (x) åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 . Òîãäà ñèñòåìó (2.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ż = Az + Φ(z) +R(t), (2.2)

ãäå z = x− x1, A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× n,Φ(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ âåêòîð
ôóíêöèÿ. Çäåñü z(0) = x(0)− x1(0) ≡ z0.

Áóäåì èñêàòü îöåíêó äëÿ ìàêñèìàëüíîãî óêëîíåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (2.1) îò
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà A èìååò
k(k ≤ n) íóëåâûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïðî-
ñòûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè, à âñå îñòàëüíûå èìåþò Reλj(A) < 0(j = k + 1, n). Ñëó÷àé
æå, êîãäà Reλj(A) < 0(j = 1, n), ðàññìîòðåí â ðàáîòå [3, ãë. 2].

Èçâåñòíî [3, ãë. 2], ÷òî ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ìàòðèöó A ñèñòåìà (2.2)
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ż1 = A1z1 + Φ1(z1) +
∑∞

j=1Φ
(N)
1j +R1(t),

ż2 = Z(µ)(z2) +
∑∞

j=µ+1 Z
(N)
j (z2) +

∑∞
j=1Φ

(N)
2j (z1, z2)+

+R2(t).

(2.3)

Â ñèñòåìå (2.3) âåêòîð z1 èìååò ðàçìåðíîñòü n − k , z2 � ðàçìåðíîñòü k , Reλj(A) < 0
(j = 1, n− k), à Φ1j

(N),Φ2j
(N) � âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ñóòü îäíîðîäíûå ôîð-

ìû ñòåïåíè N îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò âåêòîðà z2 ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïî z11, . . . , z1,n−k

êîýôôèöèåíòàìè, Φ1(z1) � àíàëèòè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ðàçëîæåíèå êîòîðîé íå ñî-
äåðæèò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò âåêòîðà z1, êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â

Z(N)(z2) åñòü òàêæå îäíîðîäíûå ôîðìû ïîðÿäêà N(N = µ, µ + 1, . . . ), R(t) =

[
R1(t)
R2(t)

]
.

Çäåñü z11, . . . , z1,n−k � êîîðäèíàòû âåêòîðà z1, ∥zi∥ =
√∑m

j=1 z
2
ij(i = 1, 2;m = k, n − k).

Äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå ż = Az + Φ(z) +R(t) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó âèäà

ẏ1 = A1y1 +R1(t), ẏ2 = Z(µ) +R2(t), (2.4)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü << ëèíåàðèçîâàííîé >> .
×òîáû îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ, íàéäåì âíà÷àëå îöåíêó íîðìû âåêòîðà z2 â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ż = Z(µ)(z2) (2.5)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå è âñå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó ∥z2∥ ≤ βt−α, β è
α � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Êàê èçâåñòíî [3, ãë. 2], äëÿ ñèñòåìû (2.5) ñóùåñòâóåò îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V2
ïîðÿäêà m+1−µ , ãäå m � ÷åòíîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè
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Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (2.3) ôóíêöèþ âèäà V = V1+V2 . Çäåñü V1 � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû ż1 = A1z1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ρ1 = V
1
2
1 , ρ2 = V

1
m+1−µ

2 . Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê â ðàáîòàõ [4], [5]
ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ

ρ̇1 ≤ −k11ρ1 + k12ρ
(µ+1)
2 ρ1+β

1 + A10R1, ρ1(0) = A10∥z̄10∥,

ρ̇2 ≤ −k21ρµ2 + k22ρ
(µ+β2)
2 + A11R1, ρ2(0) = A11∥z̄20∥

â îáëàñòè ρ1 ≤ r1, ρ2 ≤ r2, r = r(r1, r2). Çäåñü kij, A10, A11, Rj, βj � ïîëîæèòåëüíûå âåùå-
ñòâåííûå ïîñòîÿííûå; i, j = 1, 2.

Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ [1, ãë. 5] èìååì

ρ1(t) ≤ v1(t), ρ2(t) ≤ v2(t),

ãäå v1(t) è v2(t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

v̇1 ≤ −k11v1 + k12v
(µ+α)
2 v1+β1

1 + A10R1,≡
≡ Ψ1(v1, v2), v1(0) = A10∥z̄10∥,
v̇2 ≤ −k21vµ2 + k22v

(µ+β2)
2 + A11R2,≡

≡ Ψ1(v1, v2), v1(0) = A10∥z̄10∥.

(2.6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíå÷íàÿ ñèñòåìà

Ψ1(v1, v2) = 0,Φ2(v1, v2) = 0, (2.7)

èìååò ðåøåíèå â îáëàñòè K = {v1, v2 : v1 ≥ 0, v2 ≥ 0}. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(2.7) èìååò íå áîëå äâóõ ðåøåíèé, à ïåðâîå � íå áîëåå ÷åòûðåõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

v11(k11, k12, A10, R1), v12(k11, k12, A10, R1),

v13(k11, k12, A10, R1), v14(k11, k12, A10, R1)

ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7), à ÷åðåç

v21(k21, k22, A11, R2), v22(k21, k22, A11, R2)

� ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7). Â äàëüíåéøåì áóäåì èõ îáîçíà÷àòü ÷åðåç
vkl(·)(k = 1, 2; l = 1, 4). Î÷åâèäíî, ÷òî

Ψ2(v2)

{
≥ 0 ïðè 0 ≤ v2 ≤ v21 ∧ v2 ≥ v22,
≤ 0 ïðèv21 ≤ v2 ≤ v22.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ v21(·) ñèñòåìû

v̇2 = Ψ2(v2) (2.8)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè v2(0) < v22(·), à ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ v22(·) íåóñòîé-
÷èâî. Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.8) v11(·) è
v12(·), ñîîòâåòñòâóþùèå v2 = v21(·), òàê êàê èç v21(·) è îäíîãî èç ðåøåíèé v11(·), ëèáî
v12(·) ìîæíî âûäåëèòü ïîëîæèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ñèñòåìû (2.6).
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
v̄1 = Ψ1(v1, v2). (2.9)

Ïîëîæèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.9) ïðè v2 =
v21(·) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîäåëàíî äëÿ ñèñòåìû (2.8). Ïóñòü àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ åñòü v11(·) ïðè v1(0) < v12(·). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

sup
t≥t0

ρ1(t) ≤ max{A10∥z̄10∥, v11(·), v21(·)}

sup
t≥t0

ρ2(t) ≤ max{A11∥z̄20∥, v21(·)}

ïðè A10∥z̄10∥ ≤ v21(·) è A11∥z̄20∥ ≤ v22(·). Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé z , ïîëó÷èì

supt≥t0 ∥z1(t)∥ ≤ γ1max{A10∥z̄10∥, v11(·), v21(·)}
supt≥t0 ∥z2(t)∥ ≤ γ2max{A11∥z̄20∥, v21(·)}.

(2.10)

Çäåñü γ1 > 0, γ2 > 0 � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Â ÷àñòíîñòè, èõ ìîæíî ïîëîæèòü ðàâ-
íûìè åäèíèöå.

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîãî â ðàáîòå âîïðîñà. Äëÿ

ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèå ε(t) =

[
ε1(t)
ε2(t)

]
, ãäå ε1(t) = z1(t)− y1(t), à ε2(t) = z2(t)− y2(t).

Âåêòîð-ôóíêöèÿ ε(t) õàðàêòåðèçóåò èñêîìóþ ïîãðåøíîñòü ëèíåàðèçàöèè. Ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò εi(t)(i = 1, 2), èìååò âèä

ε̇1(t) = A1ε1 + Φ1(z1) +
∞∑

N=1

Φ
(N)
2 ,

ε̇2(t) = A2(z2(t), y2(t))ε2 +
∞∑

N=µ+1

Z(N)(z2) +
∞∑

N=µ+1

Φ
(N)
2 . (2.11)

Âûáåðåì äëÿ ñèñòåìû (2.12) ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà â âèäå V̄ = V̄1+V̄2, ãäå V̄ � êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû

ε̇1(t) = A1ε1,

V̄2 � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû

ε̇2(t) = A2(z2(t), y2(t))ε2. (2.12)

Èçâåñòíî [3, ãë. 2], ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.12) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ àñèìïòîòè÷åñêè ïðè
t→ +i∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ V̄1 è V̄2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

ω1∥ε∥2 ≤ V̄1 ≤ ω2∥ε∥2, v1∥ε∥2 ≤ V̄2 ≤ v2∥ε∥2,

ãäå ω1, ω2, v1, v2 � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà

dV̄1
dt

∣∣∣∣
(55)

= −∥ε1∥2 + (gradV̄1,Φ1(z1) +
∞∑

N=1

Φ
(N)
1j , )

dV̄2
dt

∣∣∣∣
(55)

= −W̄ 2 + (gradV̄2,
∞∑

N=µ+1

z(N)(z2) +
∞∑

N=µ+1

Φ
(N)
2j )
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Çäåñü W̄ 2 � îïðåäåëåííî îòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, ïðè óêàçàííûõ ïðåäëîæå-
íèÿõ íà V̄2 ôóíêöèÿ W̄ 2 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

γ̄1∥ε1∥2 ≤ |W̄ 2| ≤ γ̄2∥ε1∥2,

ãäå γ̄1 > 0, γ̄2 > 0 � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Ââîäÿ âíîâü îáîçíà÷åíèÿ: ρ̄1(t) = V̄
(1/2)
1 è

ρ̄2(t) = V̄
(1/2)
2 ïîëó÷èì äëÿ εi(t)(i = 1, 2) îöåíêè

supt≥t0 ε1(t) ≤
1
2
α1ω2a∥z∗1∥µ+α,

supt≥t0 ε2(t) ≤
γ̄2α2

2v1
(b∥z∗1∥v · ∥z∗1∥+ c∥z∗1∥ · ∥z∗1∥),

(2.13)

ãäå ïîñòîÿííûå α1, α2, a, b, c îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

∥gradVi∥ ≤ αi∥zi∥, i = 1, 2,

∥Φ1(z1) +
∞∑

N=1

Φ
(N)
2 ∥ ≤ a∥z1∥µ+α, x > 0,

∥
∞∑

N=µ+1

z(N)(z2) +
∞∑

N=µ+1

Φ
(N)
2; ∥ ≤ b∥z∗1∥v · ∥z∗1∥+ c∥z∗1∥ · ∥z∗1∥, v > 0,

â îáëàñòè ∥z1∥ ≤ r1, ∥z2∥ ≤ r2 , (r1 ∧ r2) , à

z∗1 = sup
t≥t0

∥z1(t)∥, z∗2 = sup
t≥t0

∥z2(t)∥.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü
à) x1 åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, â êîòîðîé F (x1) = 0;
â) ìàòðèöà èìååò k íóëåâûõ êîðíåé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûå ýëåìåí-

òàðíûå äåëèòåëè, à âñå îñòàëüíûå èìåþò Reλj(A) < 0 (j = k + 1, n) (2.8);
ñ) êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.9) èìååò ðåøåíèÿ òàêèå, ÷òî

0 ≤ v21(·) ≤ v22(·), 0 ≤ v11(·) ≤ v12(·);

d) A10∥z̄10∥ ≤ v12(·), A11∥z̄20∥ ≤ v22(·) .
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (1.1) ïðè âñåõ t ≥ 0, äëÿ

êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè (2.10), à ìàêñèìàëüíîå óêëîíåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2)
îò ðå÷åíèÿ ñèñòåìû (2.5) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2.13) ïðè F (x1) = 0.

Äëÿ ñèñòåìû áîëåå îáùåãî âèäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé (1.1), ò. å.

dxs
dt

= X(µ)
s (xs) +X

(µ)
1s (t, x1, . . . , xq) +

q∑
j=1

X
(µ+α)
sj +∆s(t) ≡

≡Ms(t, x) + ∆s(t) (2.14)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (xT1 (t0), . . . , x
T
q (t0))

T = x(t0) = ξ(t0)− ϕ(t0) = x0.

Çäåñü X
(µ)
s (xs) : Rns → Rns è X

(µ)
1s (t, x1, . . . , xq) : R+ × Rn1 × · · · × Rnq → Rns

(s = 1, q), xs ∈ Rns , Rn1 ⊕ · · · ⊕ Rnq = Rn, x = (xT1 , . . . , x
T
q )

T . X
(µ)
s è X1s

(µ)(t, x1, . . . , xq)
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è, êðîìå òîãî, íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xq. Âåêòîðíûå ôóíêöèè X

(µ+α)
sj (t, x1, . . . , xq) :

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëèíåàðèçàöèè îòíîñèòåëüíî ÷àñòè è âñåõ ôàçîâûõ . . . 57

R+ × Rn1 × · · · × Rnq → Rns îïðåäåëÿþò âçàèìîñâÿçè ïîäñèñòåì X
(µ)
s (xs), s, j = 1, q, ò. å.

ïîäñèñòåìû, à ôóíêöèè X
(µ)
1s (t, x1, . . . , xq) îïèñûâàþò âíóòðåííèå âçàèìîñâÿçè ïîäñèñòåì:

dxs
dt

= X(µ)
s (xs) +X

(µ)
1s (t, x1, . . . , xq), s = 1, q.

Âåêòîðíûå ôóíêöèè X
(µ+α)
sj (t, x1, . . . , xq) îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâà-

ìè, ÷òî è X
(µ)
1s (t, x1, . . . , xq),∆s(t) � íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå âåêòîð-

íûå ôóíêöèè, ∥∆̄s(t)∥ < ∆̃s, ∆̃s > 0,Ms(t, 0) ≡ 0, s = 1, q. Èíäåêñ

µ = p
q
> 1, p è q íå÷åòíûå, óêàçûâàåò íà ïîðÿäîê îäíîðîäíîñòè X

(µ)
s (xs) è

X
(µ)
1s (t, x1, . . . , xq), ó âåêòîðíûõ ôóíêöèé X

(µ+α)
sj (t, x1, . . . , xq) âåðõíèé èíäåêñ

µ + α, 0 < α = const òàêæå óêàçûâàåò íà ïîðÿäîê îäíîðîäíîñòè îòíîñèòåëüíî x1, . . . , xq.
Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðóêòóðà ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû (2.14) ìîæåò áûòü òàêîé, ÷òî ñâÿ-
çè ìåæäó ïîäñèñòåìàìè ìîãóò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îòêëþ÷àòüñÿ, âêëþ÷àòüñÿ èëè íåîïðå-
äåë¼ííûì îáðàçîì èçìåíÿòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòó-
ðû ìíîãîñâÿçíîé ñèñòåìû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçìåíåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ïîäñèñòåìàìè
íå íàðóøàëè óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû. Â ñëó÷àå, êîãäà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû è å¼ ÷àñòåé
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ èçìåíåíèÿõ ñâÿçåé, òî ìíîãîñâÿçíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâîé ê ñâÿçûâàíèþ èëè êîííåêòèâíî óñòîé÷èâîé ([1, ãë. 2 è 5]). Î÷åâèäíî, (2.14)
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðè ïîëíîñòüþ âêëþ÷åííûõ ñâÿçÿõ. Ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ å¼ â
ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðåäåëüíûì. ×òîáû îòðàçèòü ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ â (2.14), â ñèñòå-
ìó ââîäèòñÿ ([6, ãë. 2 è 7]) òàê íàçûâàåìàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñâÿçåé Ē = (ēsj)

q,q
1,1,

ãäå ēsj = 1 åñëè âîçìîæíà ñâÿçü ìåæäó ïîäñèñòåìàìè, è íóëþ, åñëè ñâÿçè îòñóòñòâóþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïîëíåå îòðàçèòü ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ â èñõîäíóþ ñèñòåìó (2.14)
ââîäèòñÿ åùå ìàòðèöà òåêóùèõ ñâÿçåé E

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìíîãîñâÿçíûõ ñèñòåì ïðè óêàçàííûõ ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèÿõ
ñâÿçåé ìîæíî íàéòè â [6, ãë. 2 è 7].

<< Ëèíåéíûì >> ïðèáëèæåíèåì (2.14) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà

dxs
dt

= X(µ)
s (ys) +X

(µ)
1s (t, y1, . . . , yq) + ∆s(t), (2.15)

äëÿ êîòîðîé (xT1 (t0, . . . , x
T
q (t0))

T = x(t0) = x0 = y0 = y(t0) =

= (yT1 (t0), . . . , y
T
q (t0))

T , s = 1, q.
Äàëåå îïèøåì ñòðóêòóðó ñèñòåìû (2.14). Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðè-

öû ñâÿçè L̄ = (l̄sj)
q,q
1,1 è Ē = (ēsj)

q,q
1,1, à òàêæå ìàòðèöû òåêóùèõ ñâÿçåé L = (lsj)

q,q
1,1 è

E = (esj)
q,q
1,1, L ∈ L̄, E ∈ Ē. Çäåñü L è L̄ åñòü ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöà òåêóùèõ ñâÿçåé è

ôóíêöèîíàëüíàÿ ìàòðèöà íà óðîâíå ïîäñèñòåìû. Òîãäà âåêòîðíûå ôóíêöèè âçàèìîñâÿçåé
ïðåäñòàâèì â âèäå

X
(µ)
1s (t, x1, . . . , xq) ::= X

(µ)
1s (t, ls1x1, . . . , lsqxq),

X
(µ+α)
sj (t, x1, . . . , xq) ::= X

(µ+α)
sj (t, es1x1, . . . , esqxq).

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.14), (2.15) ñîîòâåòñòâåííî áóäóò èìåòü âèä

dxs
dt

= X(µ)
s (xs) +X

(µ)
1s (t, ls1x1, . . . , lsqxq) +

q∑
j=1

X
(µ+α)
sj (t, es1x1, . . . , esqxq)+

+∆s(t), (2.16)
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dxs
dt

= X(µ)
s (ys) +X

(µ)
1s (t, ls1y1, . . . , lsqyq) + ∆s(t), s = 1, q. (2.17)

Èñõîäÿ èç âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (2.14) è ñòðóêòóðû ìàòðèö L, L̄, E, Ē, ñëåäóåò,
÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Êàðàòåîäîðè î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ ñèñòåì (2.16), (2.17) âûïîëíåíû. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿìè ñèñòåì (2.16), (2.17)
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå âåêòîðíûå ôóíêöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ls1x1, . . . , lsqxq) ≤
q∑

j=1

lsqa1sj∥xj∥µ,

X
(µ+α)
sj (t, es1x1, . . . , esqxq) ≤

q∑
j=1

esqbsj∥xj∥µ+α

ïðè ∥xj∥ ≤ rj,
√∑q

j=1 r
2
j = r, s = 1, q. Çäåñü a1sj è bsj � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå

÷èñëà, s, j = 1, q.
Ïóñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåì

dxs
dt

= X(µ)
s (xs), s = 1, q, (2.18)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Çóáîâà-Êðàñîâñêîãî äëÿ êàæäîé
ñèñòåìû (2.18) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

c1s∥xs∥m+1−µ ≤ Vs(xs) ≤ c2s∥xs∥m+1−µ,
∥gradVs(xs)∥ ≤ c3s∥xs∥m−µ,
dVs

dt

∣∣
(62)

≤ −c4s∥xs∥m
(2.19)

ïðè ∥xs∥ ≤ rs,
√∑q

s=1 r
2
s = r, s = 1, q. Çäåñü m � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷åòíîå âåùåñòâåííîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, c1s, c2s, c3s, c4s � ïîñòîÿííûå ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
s = 1, q.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìûõ îöåíîê íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà

V (x) =

q∑
s=1

dsVs(xs), ds > 0.

Äëÿ ñèñòåì îáùåãî âèäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà âåêòîðíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà òàêæå
ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëèíåàðèçàöèè (ñì. äîêàçàòåëüñòâî [8, 9]).

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòàõ [5], [6], [8-12] è â äàííîé ðàáîòå
ðàçâèò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ëèíåàðèçàöèè.
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Estimates of error of linearization of the relative parts and

all phase variables
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ÓÄÊ 519.7

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà êâàäðàòà ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòè è å¼ ñâîéñòâà â óñëîâèÿõ áîëüøèõ âûáîðîê

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ 1

Àííîòàöèÿ. Ýôôåêòèâíîñòü íåïàðàìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, îñíî-
âàííûõ íà ÿäåðíûõ îöåíêàõ êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è êîýôôèöèåíòà ðàçìûòîñòè,
âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ îáúåìîì ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Ðàññìîòðåíû íåïàðàìåòðè÷åñêèå
îöåíêè êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè òèïà Ðîçåíáëàòòà-Ïàðçåíà. Èçó÷åíû àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ïðîâåðåíà ñõî-
äèìîñòü íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ê èñêîìîé ôóíêöèè êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ïîëó÷åíà
ôîðìóëà àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòè èñêîìîé îöåíêè. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîì è ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè êâàäðàòà ïëîòíîñòè. Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåí âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ âûÿâëåíèÿ çàâèñèìîñòè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè àïïðîê-
ñèìàöèè íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îò îáúåìîâ ñòàòèñòè-
÷åñêèõ äàííûõ. Ïîëó÷åííàÿ â äàííîé ðàáîòå íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà êâàäðàòà ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êîãäà
îñíîâíîé èñõîäíîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàäðàò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà, àñèìïòîòè-
÷åñêèå ñâîéñòâà, îöåíêà òèïà Ðîçåíáëàòòà-Ïàðçåíà, ÿäåðíàÿ ôóíêöèÿ

×àñòî èçó÷åíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ è ñîöèàëüíî-îðãàíèçàöèîííûõ ñèñòåì
ñâÿçàíî ñ óñëîæíåíèåì ïðîöåññîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ÷òî â çíà÷èòåëüíîé ìåðå õàðàêòåð-
íî äëÿ óñëîâèé àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè â çàêîíîìåðíîñòÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñè-
ñòåì è èõ öåëåâûõ óñòàíîâêàõ. Èñïîëüçîâàíèå òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ è
óïðàâëåíèÿ ïóòåì ââåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóùåíèé íå âñåãäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó ïîñòðîåíèÿ îáó÷àþùèõñÿ àëãîðèòìîâ ñèíòåçà è àíàëèçà ñòðóê-
òóðû ñëîæíûõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòàâëÿåò çàäà÷à íåïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êîãäà îñíîâíîé èñõîäíîé èíôîðìàöèåé
ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå.

Ïðèìåíåíèå íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è ìåòîäîâ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñòàòèñòèêè ñ óëó÷-
øåííûìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé [1]
� [5]. Çäåñü âàæíóþ ðîëü èãðàþò ìåòîäû, îñíîâàííûå íà îöåíêàõ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
òèïà Ðîçåíáëàòòà-Ïàðçåíà [6] , [7].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü èìååòñÿ âûáîðêà V =
(
x i, i = 1, n

)
ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x , ðàñïðåäåëåííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðî-
ÿòíîñòè p(x) .

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, tursunbay@rambler.ru
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Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì V ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p(x)
ïðèìåì ñòàòèñòèêó [6] , [7]:

p(x) =
1

nc

n∑
i=1

Φ
(x− x i

c

)
, (1.1)

ãäå Φ(u) � ÿäåðíàÿ ôóíêöèÿ, c � êîýôôèöèåíò ðàçìûòîñòè ÿäåðíîé ôóíêöèè.
Êîýôôèöèåíòû ðàçìûòîñòè c = c(n) ÿäåðíîé ôóíêöèè â íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêå

ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (1.1) óáûâàþò ñ ðîñòîì n .
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà:

p 2(x) =

(
1

nc

n∑
i=1

Φ
(x− x i

c

)) 2

. (1.2)

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåïàðà-
ìåòðè÷åñêîé îöåíêè êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (1.2) è èõ ñðàâíåíèè ñî ñâîéñòâàìè
ñòàòèñòèêè (1.1).

2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè p 2(x)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1). Ôóíêöèÿ p(x) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî

ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî;
2). ßäåðíàÿ ôóíêöèÿ Φ(u) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è ñèììåòðè÷íûì, à òàêæå

∞∫
−∞

Φ(u)du =
∞∫

−∞
u 2Φ(u)du = 1 ;

3). b ν,2µ =
∞∫

−∞
u 2µΦ ν(u)du <∞ , 1 ≤ µ ∈ N , ν ≥ 1 ;

4).
∞∫

−∞
u 2µ−1Φ ν(u)du = 0 , 1 ≤ µ ∈ N , ν ≥ 1 ;

5). limn→∞ c(n) = 0 , limn→∞ n · c(n) = ∞ .
Òîãäà:
1) Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè p 2(x) ïðè óâåëè÷åíèè

îáúåìà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñõîäèòñÿ ê èñêîìîé ôóíêöèè êâàäðàòà ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè p 2(x) , ò.å. ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòè îöåíêè
p 2(x) :

lim
n→∞

M
(
p 2(x)− p 2(x)

)
= 0; (2.1)

2) Èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì:

lim
n→∞

M
(
p 2(x)− p 2(x)

) 2

= 0; (2.2)

è ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè êâàäðàòà ïëîòíîñòè p 2(x) :

lim
n→∞

M
(
p 2(x)−M

(
p 2(x)

)) 2

= 0. (2.3)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê

lim
n→∞

M
(
p 2(x)− p 2(x)

)
= lim

n→∞
M
(
p 2(x)

)
− lim

n→∞
M
(
p 2(x)

)
= lim

n→∞
M
(
p 2(x)

)
− p 2(x),

òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (2.1) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

M
(
p 2(x)

)
= p 2(x). (2.4)

Äëÿ M
(
p 2(x)

)
ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèêè (1.2) èìååì

M
(
p 2(x)

)
=M

(
1

nc

n∑
i=1

Φ
(x− x i

c

)) 2

=M

(
1

n 2c 2

n∑
i=1

Φ 2
(x− x i

c

))
+

+M

 1

n 2c 2

n∑
i=1

n∑
j=1
j ̸=i

Φ
(x− x i

c

)
Φ
(x− x j

c

) . (2.5)

Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (2.5) èìååì

M

(
1

n 2c 2

n∑
i=1

Φ 2
(x− x i

c

))
=

1

n 2c 2

n∑
i=1

∞∫
−∞

Φ 2
(x− x i

c

)
p(x i)dx i.

Òàê êàê âûáîðêà íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé
(
x i, i = 1, n

)
èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

X åñòü íàáëþäåíèÿ îäíîé è òîé æå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî

p(x 1) = p(x 2) = . . . = p(xn) = p(t).

Îòñþäà

M

(
1

n 2c 2

n∑
i=1

Φ 2
(x− x i

c

))
=

1

nc

1
c

∞∫
−∞

Φ 2
(x− t

c

)
p(t)dt

 .
Ïðîèçâîäèì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x− t

c
= u, t = x− cu, dt = −cdu.

Òîãäà, â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, ïîëó÷àåì

1

c

∞∫
−∞

Φ 2
(x− t

c

)
p(t)dt =

1

c

∞∫
−∞

Φ 2(u)p(x− cu)du.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ p(x− cu) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå x :

p(x− cu) = p(x) + (x− cu− x)p (1)(x) +
(x− cu− x) 2

2
p (2)(x) + . . .+O(c 4),

ãäå p (k)(x) � ïðîèçâîäíàÿ k - ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè p(x) .
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Òîãäà èìååì

1

c

∞∫
−∞

Φ 2
(x− t

c

)
p(t)dt =

=

∞∫
−∞

Φ 2(u)
[
p(x)− cup (1)(x) +

c 2u 2

2!
p (2)(x) + . . .+O(c 4)

]
du.

Ïîýòîìó, â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

M

(
1

n 2c 2

n∑
i=1

Φ 2
(x− x i

c

))
=

1

nc

[
p(x)b 2,0 +

c 2

2
p (2)(x)b 2,2 + . . .+O(c 4)

]
, (2.6)

ãäå b 2,0 =
∞∫

−∞
Φ 2(u)du , b 2,2 =

∞∫
−∞

u 2Φ 2(u)du .

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (2.5) èìååì

M

 1

n 2c 2

n∑
i=1

n∑
j=1
j ̸=i

Φ
(x− x i

c

)
Φ
(x− x j

c

) =

=
1

n 2c 2

n∑
i=1

n∑
j=1
j ̸=i

 ∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ
(x− x i

c

)
Φ
(x− x j

c

)
p
(
x i, x j

)
dx idx j

 =

=
1

n 2c 2

n∑
i=1

n∑
j=1
j ̸=i

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ 2
(x− t

c

)
p 2(t)dt 2 =

n(n− 1)

n 2

1
c

∞∫
−∞

Φ
(x− t

c

)
p(t)dt

 2

=

=
n− 1

n

[
p(x) +

c 2

2
p (2)(x) + . . .+O(c 4)

] 2

=

=
n− 1

n

[
p 2(x) + c 2p(x)p (2)(x) +

c 4

4

(
p (2)(x)

) 2

+O(·)
]
. (2.7)

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóë (2.6) è (2.7) â (2.5) äàåò

M
(
p 2(x)

)
∼ 1

nc

[
p(x)b 2,0 +

c 2

2
p (2)(x)b 2,2

]
+

+p 2(x) + c 2p(x)p (2)(x) +
c 4

4

(
p (2)(x)

) 2

. (2.8)

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ â (2.8) c ó÷åòîì (1.2) äàåò (2.4). Èòàê, ìû äîêàçà-
ëè àñèìïòîòè÷åñêóþ íåñìåøåííîñòü íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè p 2(x) . Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (2.1).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè p 4(x) ïðè
óâåëè÷åíèè îáúåìà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñõîäèòñÿ ê èñêîìîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè p 4(x) :

lim
n→∞

M
(
p 4(x)

)
= p 4(x). (2.9)
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Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

M
(
p 4(x)

)
=M

(
1

nc

n∑
i=1

Φ
(x− x i

c

)) 4

=M

(
1

n 4c 4

n∑
i=1

Φ 4
(x− x i

c

))
+

+M

 1

n 4c 4

n∑
i=1

n∑
j=1
j ̸=i

Φ
(x− x i

c

)
Φ 3
(x− x j

c

)+

+M

 1

n 4c 4

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1
k ̸=j

Φ
(x− x i

c

)
Φ
(x− x j

c

)
Φ 2
(x− x k

c

)+

+M

 1

n 4c 4

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
m=1
m ̸=k

Φ
(x− x i

c

)
Φ
(x− x j

c

)
Φ
(x− x k

c

)
Φ
(x− xm

c

) . (2.10)

Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (2.10) èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

M

(
1

n 4c 4

n∑
i=1

Φ 4
(x− x i

c

))
=

1

n 4c 4

n∑
i=1

∞∫
−∞

Φ 4
(x− x i

c

)
p(x i)dx i =

=
1

n 4c 3

n∑
i=1

1
c

∞∫
−∞

Φ 4
(x− t

c

)
p(t)dt

 =

=
1

n 3c 3

[
p(x)b 4,0 +

c 2

2
p (2)(x)b 4,2 + . . .+O(c 4)

]
. (2.11)

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (2.10), â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, èìååì

M

 1

n 4c 4

n∑
i=1

n∑
j=1
j ̸=i

Φ
(x− x i

c

)
Φ 3
(x− x j

c

) =

=
1

n 4c 4

n∑
i=1

n∑
j=1
j ̸=i

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ
(x− x i

c

)
Φ 3
(x− x j

c

)
p(x i, x j)dx idx j =

=
1

n 4c 4

n∑
i=1

n∑
j=1
j ̸=i

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ 4
(x− t

c

)
p 2(t)dt 2 =

=
n(n− 1)

n 4c 2

1
c

∞∫
−∞

Φ 2
(x− t

c

)
p(t)dt

 2

∼ 1

n 2c 2

[
p(x)b 2,0 +

c 2

2
p (2)(x)b 2,2

] 2

=

=
1

n 2c 2

[
p 2(x)

(
b 2,0
) 2

+ c 2p (2)(x)p(x)b 2,2b 2,0 +
c 4

4

(
p (2)(x)

) 2(
b 2,2
) 2
]
. (2.12)
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Àíàëîãè÷íî è äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (2.10), â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

M

 1

n 4c 4

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1
k ̸=j

Φ
(x− x i

c

)
Φ
(x− x j

c

)
Φ 2
(x− x k

c

) =

=
1

n 4c 4

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1
k ̸=j

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ 4
(x− t

c

)
p 3(t)dt 3 =

=
n− 1

n 2c

1
c

∞∫
−∞

Φ
4
3

(x− t

c

)
p(t)dt

 3

∼ 1

nc

[
p(x)b

4
3
,0 +

c 2

2
p (2)(x)b

4
3
,2

] 3

=

=
1

nc

[
p 3(x)

(
b

4
3
,0
) 3

+
3c 2

2
p (2)(x)p 2(x)b

4
3
,2
(
b

4
3
,0
) 2

+

+
3c 4

4
p(x)

(
p (2)(x)

) 2(
b

4
3
,2
) 2

b
4
3
,0 +O(·)

]
. (2.13)

Äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî â (2.10) èìååì ñëåäóþùóþ àïðîêñèìàöèîííóþ îöåíêó

M

 1

n 4c 4

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
m=1
m ̸=k

Φ
(x− x i

c

)
Φ
(x− x j

c

)
Φ
(x− x k

c

)
Φ
(x− xm

c

) =

=
n− 1

nc 4

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ 4
(x− t

c

)
p 4(t)dt 4 ∼

∼

1
c

∞∫
−∞

Φ
(x− t

c

)
p(t)dt

 4

∼
[
p 2(x) + c 2p (2)(x)p(x) +

c 4

4

(
p (2)(x)

) 2
] 2

∼

∼ p 4(x) + 2c 2p (2)(x)p 3(x) +
c 4

2
p 2(x)

(
p (2)(x)

) 2

. (2.14)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2.11) � (2.14) èç (2.10) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîð-
ìóëó

M
(
p 4(x)

)
∼ 1

n 3c 3

[
p(x)b 4,0 +

c 2

2
p (2)(x)b 4,2

]
+

+
1

n 2c 2

[
p 2(x)

(
b 2,0
) 2

+ c 2p (2)(x)p(x)b 2,2b 2,0 +
c 4

4

(
p (2)(x)

) 2(
b 2,2
) 2
]
+

+
1

nc

[
p 3(x)

(
b

4
3
,0
) 3

+
3c 2

2
p (2)(x)p 2(x)b

4
3
,2
(
b

4
3
,0
) 2

+
3c 4

4
p(x)

(
p (2)(x)

) 2(
b

4
3
,2
) 2

b
4
3
,0

]
+

+p 4(x) + 2c 2p (2)(x)p 3(x) +
c 4

2
p 2(x)

(
p (2)(x)

) 2

. (2.15)
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (2.15) ïðè n → ∞ , â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, ïîëó÷àåì (2.9). Ñ
ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.9) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêîì äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè p 2(x) . Äåéñòâèòåëüíî, èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ

lim
n→∞

M
(
p 2(x)− p 2(x)

) 2

= lim
n→∞

M
(
p 4(x)

)
− 2 lim

n→∞
M
(
p 2(x)

)
p 2(x) + p 4(x)

ñ ó÷åòîì (2.4) è (2.9) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2.2).
Ïîñêîëüêó p 2(x) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé îöåíêîé äëÿ p 2(x) è ñõîäèòñÿ

â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì, òî îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîñòîÿòåëüíîñòè, ò.å. ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà (2.3).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ìåðà áëèçîñòè ìåæäó èñêîìîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé p 2(x)
è åå îöåíêîé p 2(x)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2.8) è (2.15) èìååì

M
(
p 2(x)− p 2(x)

) 2

=M
(
p 4(x)

)
− 2M

(
p 2(x)

)
p 2(x) + p 4(x) ∼

∼ 1

n 3c 3

[
p(x)b 4,0 +

c 2

2
p (2)(x)b 4,2

]
+

+
1

n 2c 2

[
p 2(x)

(
b 2,0
) 2

+ c 2p (2)(x)p(x)b 2,2b 2,0 +
c 4

4

(
p (2)(x)

) 2(
b 2,2
) 2
]
+

+
1

nc

[
p 3(x)

(
b

4
3
,0
) 3

+
3c 2

2
p (2)(x)p 2(x)b

4
3
,2
(
b

4
3
,0
) 2

+
3c 4

4
p(x)

(
p (2)(x)

) 2(
b

4
3
,2
) 2

b
4
3
,0

]
+

+p 4(x) + 2c 2p (2)(x)p 3(x) +
c 4

2
p 2(x)

(
p (2)(x)

) 2

− 2p 2(x)

{
1

nc

[
p(x)b 2,0 +

c 2

2
p (2)(x)b 2,2

]
+

+p 2(x) + c 2p(x)p (2)(x) +
c 4

4

(
p (2)(x)

) 2
}
+ p 4(x)

èëè, ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè ìàëîñòè íåêîòîðûõ âåëè÷èí, ïîëó÷àåì

M
(
p 2(x)− p 2(x)

) 2

∼ 1

nc

{
p 3(x)

[(
b

4
3
,0
) 3

− 2b 2,0
]
+

+c 2p 2(x)p (2)(x)

[
3

2

(
b

4
3
,0
) 2

b
4
3
,2 − 2b 2,2

]
+

3c 4

4
p(x)

(
p (2)(x)

) 2(
b

4
3
,2
) 2

b
4
3
,0

}
. (3.1)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé ñõîäèìîñòè íà âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ x ïðîèíòåãðèðóåì
(3.1)

M

∞∫
−∞

(
p 2(x)− p 2(x)

) 2

dx ∼ 1

nc

{∥∥∥p 3(x)
∥∥∥ [(b 4

3
,0
) 3

− 2b 2,0
]
+

+c 2
∥∥∥p 2(x)p (2)(x)

∥∥∥ [3
2

(
b

4
3
,0
) 2

b
4
3
,2 − 2b 2,2

]
+

3c 4

4

∥∥∥p(x)(p (2)(x)
) 2∥∥∥(b 4

3
,2
) 2

b
4
3
,0

}
. (3.2)

ãäå
∥∥∥p(x)∥∥∥ =

∞∫
−∞

p(x)dx .

Âåëè÷èíà êðèòåðèÿ (3.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðó áëèçîñòè ìåæäó èñêîìîé ïëîòíî-
ñòüþ âåðîÿòíîñòåé p 2(x) è åå àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé p 2(x) . Ýòà âåëè÷èíà ïðè êîíå÷-
íîì îáúåìå âûáîðêè çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà ðàçìûòîñòè c è ÿäåðíîé ôóíêöèè Φ(u) .
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4. Àíàëèç ñâîéñòâ ñòàòèñòèêè p 2(x)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ [8]

W 1(n, c) =

M
∞∫

−∞

(
p(x)− p(x)

) 2

dx

∞∫
−∞

p 2(x)dx

∼
1
nc
∥Φ(u)∥ 2 + c 4∥p (2)(x)∥ 2

4

∥p 2(x)∥
. (4.1)

Ïðîâåäåì äëÿ êîíêðåòíûõ óñëîâèé àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé îòíîñèòåëü-
íûõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáîê àïïðîêñèìàöèé (4.1). Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ

W 2(n, c) =

M
∞∫

−∞

(
p 2(x)− p 2(x)

) 2

dx

∞∫
−∞

p 4(x)dx

∼ 1

nc∥p 4(x)∥
×

×
{∥∥∥p 3(x)

∥∥∥ [(b 4
3
,0
) 3

− 2b 2,0
]
+ c 2

∥∥∥p 2(x)p (2)(x)
∥∥∥ [3

2

(
b

4
3
,0
) 2

b
4
3
,2 − 2b 2,2

]
+

+
3c 4

4

∥∥∥p(x)(p (2)(x)
) 2∥∥∥(b 4

3
,2
) 2

b
4
3
,0

}
. (4.2)

Ïðèâåä¼ííûå âûøå îòíîøåíèÿ çàâèñÿò îò p(x) , âèäà ÿäåðíûõ ôóíêöèé è îáú¼ìà n
èñõîäíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.

Â êà÷åñòâå âîññòàíàâëèâàåìîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàññìîòðèì íîðìèðîâàííóþ
ôóíêöèþ Ëàïëàñà

p(x) =
1√
2π

exp
[
−x

2

2

]
.

Â êà÷åñòâå ÿäåðíîé ôóíêöèè Φ(u) áóäåì èñïîëüçîâàòü îïòèìàëüíîå ÿäðî Åïàíå÷íè-
êîâà [1]

Φ(u) =


3

4
√
5
− 3u 2

20
√
5
, |u| <

√
5,

0, |u| ≥
√
5.

Â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà ðàçìûòîñòè c â (4.1) è (4.2) áåðåì îïòèìàëüíûé êîýôôèöè-
åíò ðàçìûòîñòè [8]

c =

 b 2,0

n
∥∥∥(p (2)(x)

) 2∥∥∥


1
5

.

Òîãäà íåáîëüøîé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå
îøèáêè àïïðîêñèìàöèé (4.1) è (4.2) ñòàíîâÿòñÿ ìàëûìè äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n è ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ . Ïðè ýòîì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà àïïðîêñèìàöèè (4.2)
êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå, ÷åì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ
îøèáêà àïïðîêñèìàöèè (4.1) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòàòèñòèêà (1.2)
îáëàäàåò ëó÷øèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ÷åì ñòàòèñòèêà (1.1).
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5. Çàêëþ÷åíèå

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðî-
åíèè îáó÷àþùèõñÿ àëãîðèòìîâ ñèíòåçà è àíàëèçà ñòðóêòóðû ñëîæíûõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ
àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåðÿåòñÿ ñõîäèìîñòü íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè p 2(x) ñ óâåëè-
÷åíèåì îáúåìà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ê èñêîìîé ôóíêöèè êâàäðàòà ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè p 2(x) . Äîêàçûâàþòñÿ: àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåñìåùåííîñòü, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ
ñõîäèìîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè p 2(x) .

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü íåïàðàìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè èíôîðìà-
öèè, îñíîâàííûõ íà ÿäåðíûõ îöåíêàõ êâàäðàòà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, âî ìíîãîì îïðå-
äåëÿåòñÿ îáúåìîì ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Îïðåäåëÿåòñÿ êðèòåðèé ìåðû áëèçîñòè ìåæäó
èñêîìîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé p 2(x) è åå îöåíêîé p 2(x) è ýòà âåëè÷èíà ïðè êîíå÷-
íîì îáúåìå âûáîðêè çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà ðàçìûòîñòè c è ÿäåðíîé ôóíêöèè Φ(u) . Â
óñëîâèÿõ áîëüøîãî îáúåìà âûáîðêè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòàòèñòèêà (1.2) îáëàäàåò ëó÷øèìè
àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ÷åì ñòàòèñòèêà (1.1).
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Nonparametric estimate of quadrate of the probability

densities and its properties under the large sample

c⃝ T. K. Yuldashev2

Abstract. E�ciency of nonparametric data processing algorithms, based on kernel estimators of
square of probability density and blur factor, largely determined by the volume of statistical data.
It is considered in this article the nonparametric estimate of quadrate of the probability densities
of Rosenblatt-Parzen type. It is studied the asymptotic properties of the nonparametric estimate
of quadrate of the probability densities. It is tested the convergence of nonparametric estimates of
the probability densities with increasing amount of experimental data to the desired probability
density function. It is obtained the formula of asymptotically unbiased of the desired estimates.
It is proved the mean-square convergence and the solvency of quadrate density. It is produced
the computer experiment to determine the dependence of mean square error of nonparametric
estimate approximation of the probability densities quadrate from the volume of statistical data.
The nonparametric estimate of quadrate of the probability densities, obtained in this article can
be used for constructing decision algorithms when the primary source of information is statistical
data.
Key Words: quadrate of probability density, nonparametric estimate, asymptotic properties,
Rosenblatt-Parzen type estimation, kernel function

2 Associate professor of Higher Mathematics Chair, M. F. Reshetnev Siberian State Aerospace University,
Krasnoyarsk, tursunbay@rambler.ru

Zhurnal SVMO. 2015. V. 17, No. 4



70 A. Ð. Íàôèêîâà, Â. Í. Êðèçñêèé

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà

ÓÄÊ 519.63:517.958

Ê âîïðîñó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ

ïåðåíîñà ðàäîíà â êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ àíèçîòðîïíûõ

ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè

c⃝ A. Ð. Íàôèêîâà1, Â. Í. Êðèçñêèé2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ïåðåíîñà ðàäîíà â êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûõ àíèçîòðîïíûõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíîå ñî-
ïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èçâåñòíûìè ìîäåëÿìè äëÿ ñëó÷àÿ
îäíîðîäíûõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ñðåä. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ðàäîíà â êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ àíèçîòðîïíûõ ñëî-
èñòûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè è âçàèìíîìó âëèÿíèþ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ðàäîíà, àíèçîòðîïíàÿ ñðåäà, êðàåâàÿ çàäà÷à

1. Ââåäåíèå

Ïðîöåññû òåïëîìàññîïåðåíîñà îïèñûâàþòñÿ êðàåâûìè çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïðîáëåìà ïåðåíîñà âåùåñòâà â äèôôóíäèðóþùèõ ñëîèñòûõ
ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé êàê òåîðåòèêîâ, òàê è ïðàêòèêîâ ðàçëè÷íûõ
îáëàñòåé: ìåäèöèíû, ýêîëîãèè, ãåîëîãèè è ãåîôèçèêè.

Òàê, â îáëàñòè ìåäèöèíû àêòóàëüíû çàäà÷è äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìûõ äëÿ ëå÷åíèÿ êîí-
öåíòðàöèé ìåäèöèíñêèõ ïðåïàðàòîâ â òêàíÿõ ÷åëîâåêà, èìåþùèõ, êàê ïðàâèëî, ñëîèñòóþ
ñòðóêòóðó, â íåîáõîäèìûå èíòåðâàëû âðåìåíè. Èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïåðå-
íîñà ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ ïðè ïîâåðõíîñòíîì èëè âíóòðèìûøå÷íîì âîçäåéñòâèÿõ
èìåþò âèä îäíîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è â êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ. Íî èñ-
ïîëüçóåìûå ìîäåëè íå ó÷èòûâàþò àíèçîòðîïèþ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ òêàíåé (íàïðè-
ìåð, ìûøå÷íûõ) èëè âîçìîæíûå ëîêàëüíûå îáðàçîâàíèÿ èçìåíåííûõ òêàíåé (íàïðèìåð,
îíêîëîãè÷åñêèõ îïóõîëåé).

Â îáëàñòè ãåîëîãèè è ãåîôèçèêè àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ïåðåíîñà ðàäîíà è
äî÷åðíèõ ïðîäóêòîâ åãî ðàñïàäà, èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ ðàäîíîâûõ ïîëåé, ðåçóëüòàòû
êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîèñêàõ ìåñòîðîæäåíèé ðàäèîàêòèâíûõ è óãëåâîäîðîäíûõ èñ-
êîïàåìûõ, ãåîëîãè÷åñêîì êàðòèðîâàíèè, ïðîãíîçå ãîðíûõ óäàðîâ è òåêòîíè÷åñêèõ çåì-
ëåòðÿñåíèé, ýêîëîãè÷åñêîé îöåíêå ìåñò ïîä ñòðîèòåëüñòâî çäàíèé è ñîîðóæåíèé, îöåíêå
ñàíèòàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîìåùåíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäîíà â ãðóíòå è åãî ñòîêà
â ïðèçåìíûé ñëîé àòìîñôåðû ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ è ïðîãðàìì
ðàñ÷åòà ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäîíà � àêòóàëüíàÿ çàäà÷à, èìåþùàÿ ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

1 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàø-
êèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; albinabikbaeva@gmail.com.

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; Krizsky@rambler.ru.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåõìåðíîé çàäà÷è
äèôôóçèè-àäâåêöèè ðàäîíà, ó÷èòûâàþùàÿ àíèçîòðîïèþ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ ãåîëîãè-
÷åñêîé ñðåäû è ãåîìåòðèþ ëîêàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñïîñîá ðåøåíèÿ

Ïóñòü ñðåäà (ðèñ. 2.1) ðàçäåëåíà ãëàäêèìè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûìè ãðàíèöàìè
γi.0 = {γi.0(x, y)|γi.0 → zi = const ïðè

√
x2 + y2 → ∞} (i = 0, N) íà ãîðèçîíòàëüíûå

ñëîè Ω0.0,Ω1.0, . . . ,ΩN.0 , çàïîëíåííûå âåùåñòâîì, äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà êîòîðûõ îïè-

ñûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè Di.0 =

di.0xx di.0xy di.0xz
di.0xy di.0yy di.0yz
di.0xz di.0yz di.0zz

 è ñêîðîñòÿìè

àäâåêöèè ν0.0, ν1.0, . . . , νN.0 ñîîòâåòñòâåííî.
Êàæäûé ñëîé Ωi.0 ñîäåðæèò Mi ëîêàëüíûõ âêëþ÷åíèé Ωi.j(j = 1,Mi) ñ ãëàäêèìè

ãðàíèöàìè γi.j , çàïîëíåííûõ âåùåñòâîì, ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ïî-

ñòîÿííûìè ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè äèôôóçèè Di.j =

di.jxx di.jxy di.jxz
di.jxy di.jyy di.jyz
di.jxz di.jyz di.jzz

 è ñêîðîñòÿìè

àäâåêöèè νi.j, i = 0, N, j = 1,Mi .

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòàÿ ñðåäà ñ âêëþ÷åíèÿìè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà ðàäîíà â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ Ω =
∪N

i=0

∪Mi

j=0Ωi.j ⊂
R3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà:

∂Ai.j(P,t)

∂t
= div(Di.j∇Ai.j(P, t)) + νi.j

∂Ai.j(P,t)

∂z
− λ(Ai.j(P, t)− Ai.∞), (2.1)

P = P (x, y, z) ∈ Ωi.j, i = 0, N, j = 0,Mi;

((Di.0∇Ai.0(P, t), n) + νi.0Ai.0(P, t))|γi.0 = (2.2)

= ((Di+1.0∇Ai+1.0(P, t), n) + νi+1.0Ai+1.0(P, t))|γi.0 , i = 0, N − 1;

Ai.0(P, t)|γi.0 = Ai+1.0(P, t)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.3)

((Di.j∇Ai.j(P, t), n) + νi.jAi.j(P, t))|γi.j = (2.4)

= ((Di.0∇Ai.0(P, t), n) + νi.0Ai.0(P, t))|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi;

Ai.j(P, t)|γi.j = Ai.0(P, t)|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi; (2.5)

(2.6)
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lim
z→∞

AN.0(P, t) = AN.∞, lim
z→−∞

A0.0(P, t) = 0; (2.7)

lim
P∈Ωi.0,

√
x2+y2→∞

Ai.0(P, t) = A
i
(P, t), i = 0, N ; (2.8)

Ai.j(P, 0) = 0, i = 0, N, j = 0,Mi. (2.9)

Çäåñü Ai.j(P, t) � ôóíêöèÿ îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà (ÎÀÐ) â ãðóíòå, Ai.j(P, t) ∈
C2

P (Ω)
∩
C1

P (γi.j)
∩
C1

t (Ω) ; λ � ïîñòîÿííàÿ ðàñïàäà ðàäîíà; Ai.∞ � ÎÀÐ, íàõîäÿùåãî-
ñÿ â ðàäèîàêòèâíîì ðàâíîâåñèè ñ ðàäèåì (226Ra) â ãðóíòå i -ãî ñëîÿ, êîòîðàÿ ðàâíà
Ai.∞ = Ki.emAi.Raρi.s(1− ηi) , Ki.em � êîýôôèöèåíò ýìàíèðîâàíèÿ ðàäîíà, Ai.Ra � óäåëü-
íàÿ àêòèâíîñòü 226Ra , ρi.s � ïëîòíîñòü òâåðäûõ ÷àñòèö, ηi � ïîðèñòîñòü ãðóíòà, Ai

(P, t)
� íîðìàëüíîå ïîëå ðàäîíà, îïèñûâàþùåå äèôôóçèþ-àäâåêöèþ ðàäîíà â ñëîèñòîé ñðåäå â
ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ âêëþ÷åíèé. Ïåðåìåííàÿ t ≥ 0 � âðåìÿ.

Åñëè îáëàñòü Ω0.0 � ïðèçåìíûé ñëîé àòìîñôåðû, òî â çàäà÷å (2.1) � (2.8) ñëåäóåò
ïîëîæèòü A0.∞ = 0 . Ïðè M0 > 0 âêëþ÷åíèÿ Ω0.1, . . . ,Ω0.M0 ìîãóò îïèñûâàòü æèëûå è
ïðîèçâîäñòâåííûå ñîîðóæåíèÿ.

Â ðàáîòå [1] îïèñàí ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) � (2.8) íà îñíîâå ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ
åãî ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðàñ÷åòà ïîëÿ ÎÀÐ ñðåäñòâàìè êîì-
ïüþòåðíîé ñèñòåìû Maple. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðîèçâåäåíû ÷èñëåííûå
ðàñ÷åòû ñ öåëüþ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ïîñòðîåííîé ìîäåëè è ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà,
àíàëèçà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåä íà ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ðàäîíà.

3. Ñðàâíèòåëüíîå ñîïîñòàâëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíûõ ñðåä

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [2], ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ äèôôóçèîííî-
àäâåêòèâíîé ìîäåëüþ ïåðåíîñà ðàäîíà äëÿ ïÿòèñëîéíîé ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäû
ñ ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûìè ãðàíèöàìè ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè åå ïàðàìåòðîâ: n = 5 ;
λ = 2.1 · 10−6 ñ −1 ; z0 = 0 ì, z1 = 1 ì, z2 = 3 ì, z3 = 6 ì; d0.0 = 1 · 105 ì 2 /ñ,
d1.0 = d2.0 = d3.0 = d4.0 = 3 · 10−6 ì 2 /ñ; v0.0 = 0 ì/ñ, v1.0 = v2.0 = v3.0 = v4.0 = 4 · 10−6 ì/ñ;
ρ1.s = ρ2.s = ρ3.s = ρ4.s = 2700 êã/ì 3 ; η1 = η2 = η3 = η4 = 0.45 ; K1.em = K2.em = K3.em =
K4.em = 0.2 ; A1.Ra = 90 Áê/êã, A2.Ra = 4 Áê/êã, A3.Ra = 30 Áê/êã, A4.Ra = 1000 Áê/êã.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ íà âåðòèêàëüíîì ïðîôèëå (2, 2, z), z ∈ [0, 10] , ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòó âðåìåíè t = 106 c, ïðèâåäåí â òàáë. 1, ãäå: z � ãëóáèíà, ì; Agr

� çíà÷åíèÿ ÎÀÐ [2], êÁê/ì 3 ; Anum � çíà÷åíèÿ ÎÀÐ, íàéäåííûå ïî ðàçðàáîòàííûì àëãî-
ðèòìàì, êÁê/ì 3 ; ∆ � àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü, %; δ � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, %.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÎÀÐ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ äëÿ t = 106 c

Äàííûå òàáë. 1 ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðå-
âîñõîäèò 4%. Íà ðèñ. 3.1 ïîêàçàíà äèíàìèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ÎÀÐ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè t : 105 c; 2 · 105 c; 3 · 105 c; 106 c.

4. Ïåðåíîñ ðàäîíà. Àíèçîòðîïíûé ñëó÷àé

Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÎÀÐ â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé
ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîé ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäå ñ øàðîîáðàçíûì âêëþ÷åíèåì Ω4.1

ðàäèóñà R = 0.5 ì ñ öåíòðîì â òî÷êå (1, 1, 7) (ðèñ. 4.1). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû
ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâëåííûì âûøå. Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà âêëþ÷åíèÿ çàäàíû ñèììåò-

ðè÷íûì òåíçîðîì äèôôóçèè D4.1 =

3 · 10−5 0 0
0 3 · 10−5 0
0 0 3 · 10−5

 è ñêîðîñòüþ àäâåêöèè

v4.1 = 4 · 10−5 ì/ñ.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî âåðòèêàëüíîìó ïðîôèëþ (2, 2, z), z ∈ [0, 11]

ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.2. Íà ðèñ. 4.2 (à) èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ïîëÿ
ðàäîíà (áåç ó÷åòà âêëþ÷åíèé) ïðè t = 106 c. Âëèÿíèå âêëþ÷åíèÿ íà ÎÀÐ îòðàæåíî íà
ðèñ. 4.2 (á).

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ãåîìåòðèÿ ñðåäû
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Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ãðàôèê ôóíêöèè ÎÀÐ

Äëÿ ñðåäû, ãåîìåòðèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.1, ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ÎÀÐ
îò ðàäèóñà R øàðîîáðàçíîãî âêëþ÷åíèÿ Ω4.1 : R = 0.5 ì è R = 1.5 ì ñ öåíòðîì â òî÷êå
(1, 1, 8) (ðèñ. 4.4).

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Çàâèñèìîñòü îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà îò ðàäèóñà âêëþ÷åíèÿ

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



Ê âîïðîñó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ðàäîíà â . . . 75

Ð è ñ ó í î ê 4.4

Çàâèñèìîñòü îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà îò ðàäèóñà âêëþ÷åíèÿ

Íà ðèñ. 4.6 (à) ïîêàçàí ãðàôèê ïîâåðõíîñòè èñêîìîé ôóíêöèè ÎÀÐ â èçîëèíèÿõ, â
ïðÿìîóãîëüíèêå x, y ∈ [−2; 4] , â ïëîñêîñòè z = 1 ì. Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíîãî øà-
ðîîáðàçíîãî âêëþ÷åíèÿ Ω4.1 , äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ òåíçîðîì

D4.1 =

3 · 10−5 10−5 0
10−5 5 · 10−5 0
0 0 3 · 10−5

 , ãðàôèê ïîâåðõíîñòè èñêîìîé ôóíêöèè ÎÀÐ â èçî-

ëèíèÿõ èìååò âèä (ðèñ. 4.6 (á)).

Ð è ñ ó í î ê 4.5

à) îäíîðîäíîå âêëþ÷åíèå
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Ð è ñ ó í î ê 4.6

á) àíèçîòðîïíîå âêëþ÷åíèå

Ó÷åò àíèçîòðîïèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ðàäîíà ïðèâîäèò ê ñóùå-
ñòâåííîìó èçìåíåíèþ ïîëÿ îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà è ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì ôàêòîðîì,
íåîáõîäèìûì ïðè îïèñàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëÿ â ðåàëüíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ ñðå-
äàõ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåíû ñðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíûìè ìîäåëÿìè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíûõ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûõ ñðåä è âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ äèôôóçèè-
àäâåêöèè ðàäîíà â êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ àíèçîòðîïíûõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè è
âçàèìíîìó âëèÿíèþ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
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To a question of mathematical modeling of processes of

transfer of radon in piecewise and anisotropic layered

media with inclusions

c⃝ A. R. Na�kova3,V. N. Krizsky4

Abstract. In work the mathematical model of a problem of transfer of radon in piecewise and
constant anisotropic layered media with inclusions is investigated. Comparative comparison of
results of computer modeling to known models for a case of uniform piecewise and constant media
is given. Results of computing experiments on research of processes of transfer of radon in piecewise
and constant anisotropic layered media are discussed with inclusions and to mutual in�uence of
parameters of mathematical model.

Key Words: di�usion and advection of radon, anisotropic media, boundary problem.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà

ÓÄÊ 621.382.2

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âåðîÿòíîñòè âêëþ÷åíèÿ

ìèêðîïëàçìû c ó÷àñòèåì ãëóáîêèõ öåíòðîâ â

p�n�ïåðåõîäå
c⃝ Â. Ê. Èîíû÷åâ1, Ð. Ð. Êàäåðêàåâ2, Ñ. Ì. Ìóðþìèí3, Ï. À. Øàìàíàåâ4

Àííîòàöèÿ. Ìîäåëèðóåòñÿ âëèÿíèå ãëóáîêèõ öåíòðîâ íà ñòàòèñòè÷åñêóþ çàäåðæêó ïðîáîÿ
ìèêðîïëàçìû â p � n �ïåðåõîäå. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòè âêëþ÷åíèÿ ìèê-
ðîïëàçìû â ôîñôèäãàëëèåâûõ p � n �ïåðåõîäàõ â ñëó÷àå ýìèññèè íîñèòåëåé çàðÿäà ÷åðåç
ïðîñòîé äâóõçàðÿäíûé ãåíåðàöèîííî-ðåêîìáèíàöèîííûé öåíòð è ñ ìíîãîçàðÿäíîé ëîâóøêè.
Ïîêàçàíî, ÷òî èçìåíåíèå çàðÿäîâîãî ñîñòîÿíèÿ ãëóáîêèõ öåíòðîâ ÷àñòè÷íûì ñíèæåíèåì îá-
ðàòíîãî íàïðÿæåíèÿ íà p � n �ïåðåõîäå ìîæåò ïðèâîäèòü ê îñîáåííîñòÿì ðàñïðåäåëåíèÿ ñòà-
òèñòè÷åñêîé çàäåðæêè ïðîáîÿ ìèêðîïëàçìû ïî äëèòåëüíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàäåðæêà ïðîáîÿ, ãëóáîêèå öåíòðû, âêëþ÷åíèå ìèêðî-
ïëàçìû, ýìèññèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà, çàðÿäîâîå ñîñòîÿíèå öåíòðà

Ëàâèííûé ïðîáîé ðåàëüíûõ p �n �ïåðåõîäîâ ëîêàëèçîâàí è íîñèò ìèêðîïëàçìåííûé
õàðàêòåð [1]. Ìèêðîïëàçìû (ÌÏ), êàê ïðàâèëî, ëîêàëèçóþòñÿ â ìåñòàõ ñêîïëåíèÿ ðàçëè÷-
íîãî ðîäà ñòðóêòóðíûõ äåôåêòîâ è ïðèìåñåé. Ìèêðîïëàçìåííûå êàíàëû èìåþò äèàìåòðû
ïîðÿäêà øèðèíû îáëàñòè îáúåìíîãî çàðÿäà p �n �ïåðåõîäà ïðè íàïðÿæåíèè ïðîáîÿ. Ìà-
ëûå ðàçìåðû ìèêðîïëàçìåííûõ êàíàëîâ ïðèâîäÿò ê ñòàòèñòè÷åñêîé çàäåðæêå ëàâèííîãî
ïðîáîÿ, íà êîòîðóþ áîëüøîå âëèÿíèå ìîãóò îêàçûâàòü ãëóáîêèå öåíòðû (ÃÖ), íàõîäÿ-
ùèåñÿ â ýòèõ êàíàëàõ. Åñëè êîíöåíòðàöèÿ ÃÖ â ìèêðîïëàçìåííûõ êàíàëàõ ìàëà (ìíîãî
ìåíüøå êîíöåíòðàöèè ëåãèðóþùåé ïðèìåñè), òî ýìèññèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà ñ ÃÖ âëèÿåò
íà ñòàòèñòè÷åñêóþ çàäåðæêó ïðîáîÿ [2]. Ïðè áîëüøîé êîíöåíòðàöèè ÃÖ, êîãäà ïðè èõ
ïåðåçàðÿäêå çàìåòíî èçìåíÿåòñÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â p �n �ïåðåõîäå,
ïîÿâëÿåòñÿ ðåëàêñàöèîííàÿ çàäåðæêà ïðîáîÿ [3]. Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ýô-
ôåêòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÃÖ âîçìîæíî òîëüêî íà îñíîâå äîñòàòî÷íî òî÷íîé êîëè÷åñòâåí-
íîé òåîðèè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ÃÖ íà ñòàòèñòè÷åñêóþ çàäåðæêó
ïðîáîÿ ïðè èõ çàïîëíåíèè ñíèæåíèåì îáðàòíîãî íàïðÿæåíèÿ íà p �n �ïåðåõîäå. Ïðîâå-
äåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòè âêëþ÷åíèÿ ìèêðîïëàçìû â p �n �ïåðåõîäå ñ ó÷àñòèåì
ãëóáîêèõ öåíòðîâ.

1 Äîöåíò êàôåäðû ýëåêòðîíèêè è íàíîýëåêòðîíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; microelektro@mail.ru.
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1. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âåðîÿòíîñòè âêëþ÷åíèÿ ìèêðîïëàç-

ìû ïðè ýìèññèè íîñèòåëåé çàðÿäà ÷åðåç ïðîñòûå äâóõçàðÿäíûå

ãëóáîêèå öåíòðû

Ðàíåå [2] áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ ïî
äëèòåëüíîñòè (âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå âðåìåíè t ïîñëå ïðèëîæåíèÿ ïðîáèâíîãî
íàïðÿæåíèÿ ìèêðîïëàçìà íå âêëþ÷èòñÿ), êîòîðîå èìååò âèä

1− PM = exp

−SMNt

 enep
en + ep

t

Ln∫
−Lp

(Pn(x) + Pp(x)) dx+

+
e2n

(en + ep)2

 Ln∫
Lm

Pn(x)dx−
ep
en

Ln∫
Lm

Pp(x)dx

(1− exp

(
− t

τ

)) (1.1)

ãäå PM � âåðîÿòíîñòü âêëþ÷åíèÿ ìèêðîïëàçìû çà âðåìÿ t ïîñëå ïîäà÷è ïðîáèâíîãî
íàïðÿæåíèÿ; SM � ñå÷åíèå ìèêðîïëàçìåííîãî êàíàëà; Nt � êîíöåíòðàöèÿ ÃÖ; en , ep �
êîýôôèöèåíòû ýìèññèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê ñ ÃÖ; Ln , −Lp � ãðàíèöû ÎÏÇ ñî ñòîðîíû
n � è p �îáëàñòè; Pn(x) , Pp(x) � âåðîÿòíîñòè çàïóñêà ëàâèíû ýëåêòðîíîì è äûðêîé; Lm

� ãðàíèöà ÎÏÇ ñî ñòîðîíû n �áàçû ïðè íàïðÿæåíèè çàïîëíåíèÿ ãëóáîêèõ öåíòðîâ Vm ,
τ = (ep + en)

−1 . Â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âûðàæåíèå 1 − PM ñîñòîèò
èç ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ÷àñòåé:

ln(1− PM0) = −SMNt
enep
en + ep

 Ln∫
−Lp

(Pn(x) + Pp(x)) dx

 t, (1.2)

ln(1− PMt) = −SMNt
e2n

(en + ep)2

 Ln∫
Lm

Pn(x)dx−
ep
en

Ln∫
Lm

Pp(x)dx

[1− exp

(
− t

τ

)]
. (1.3)

Ëèíåéíûé ÷ëåí (1.2) îòðàæàåò òåðìîãåíåðàöèîííûé ìåõàíèçì çàïóñêà ëàâèíû ÷åðåç
ðàññìàòðèâàåìûé ãëóáîêèé óðîâåíü, íåëèíåéíûé ÷ëåí (1.3) � çàïóñê ëàâèíû, îáåñïå÷è-
âàåìûé ðåýìèññèåé íîñèòåëåé ñ ÃÖ.

Äëÿ ÷èñòî ýëåêòðîííîé ëîâóøêè (ep = 0) ëèíåéíîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ è ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ èìååò âèä

1− PMt = exp

[
A

(
1− exp

(
− t

τ

))]
, (1.4)

A = −SMNt

Ln∫
Lm

Pn(x)dx, τ = e−1
n . (1.5)

Â ýòîì ñëó÷àå A âñåãäà îòðèöàòåëüíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé
çàäåðæêè ïðîáîÿ. Ïðè ep ̸= 0 ëèíåéíîå ñëàãàåìîå ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ,
åñëè èçìåðèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ áåç çàïîëíåíèÿ ãëóáîêèõ öåíòðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 4



80 Â. Ê. Èîíû÷åâ, Ð. Ð. Êàäåðêàåâ, Ñ. Ì. Ìóðþìèí, Ï. À. Øàìàíàåâ

ïðè ìàëûõ ïåðåíàïðÿæåíèÿõ Lm ≈ Ln è ñîãëàñíî (1.1) èçìåðÿåòñÿ ôóíêöèÿ 1 − PM0 .
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê àíàëèçó ôóíêöèè 1−PMt , ñîäåðæàùåé îñíîâíóþ
èíôîðìàöèþ î âëèÿíèè ÃÖ íà çàäåðæêó ïðîáîÿ, è êîòîðàÿ òàê æå èìååò âèä (1.4). Êàê
ñëåäóåò èç (1.3), â ýòîì ñëó÷àå A ìîæåò èìåòü êàê îòðèöàòåëüíûé, òàê è ïîëîæèòåëüíûé
çíàê. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî çàïîëíåíèå ÃÖ îñíîâíûìè íîñèòåëÿìè çàðÿäà óâåëè÷èâàåò
ñòàòèñòè÷åñêóþ çàäåðæêó ïðîáîÿ ìèêðîïëàçìû.

Â ðåàëüíûõ p �n �ïåðåõîäàõ íàðÿäó ñ ýìèññèåé íîñèòåëåé çàðÿäà ñ ÃÖ èìåþòñÿ è äðó-
ãèå ìåõàíèçìû, ïîñòàâëÿþùèå íîñèòåëè äëÿ çàïóñêà ëàâèíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü
âûðàæåíèÿ (1.1) â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû äîëæíà áûòü äîïîëíåíà åùå îäíèì, ÷àùå âñåãî
ëèíåéíûì ñëàãàåìûì. Åãî âêëàä òàêæå ìîæíî ó÷åñòü ïðè èçìåðåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ áåç çàïîëíåíèÿ ÃÖ (ôîíîâûé çàïóñê).

Âûðàæåíèå (1.3) ñîäåðæèò âñþ îñíîâíóþ èíôîðìàöèþ î ÃÖ â ìèêðîïëàçìåííîì êà-
íàëå, è, êàê óæå îòìå÷àëîñü, èçìåíåíèå çàðÿäîâîãî ñîñòîÿíèÿ ÃÖ ìîæåò ïðèâîäèòü êàê
ê óâåëè÷åíèþ, òàê è ê óìåíüøåíèþ âåðîÿòíîñòè âêëþ÷åíèÿ ÌÏ. Ýòî çàâèñèò îò çíàêà
ïàðàìåòðà A , â îáùåì ñëó÷àå èìåþùåãî âèä

A = − M

LM

e2n
(en + ep)2

 Ln∫
Lm

Pn(x)dx−
ep
en

Ln∫
Lm

Pp(x)dx

 , (1.6)

ãäå M = NtSMLM � ÷èñëî ÃÖ â ìèêðîïëàçìåííîì êàíàëå.

Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â p+ � n �ïåðåõîäå (à), ñîñòîÿíèå ÃÖ äî çàïîëíåíèÿ

ýëåêòðîíàìè (á) è ïîñëå (â)

Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû è çíàêà ïàðàìåòðà îò ðàçìåðîâ îáëàñòè ÌÏ�êàíàëà, çàíÿ-
òîé çàïîëíåííûìè ÃÖ, ïîÿñíÿåòñÿ íà ðèñ. 1, ãäå ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå
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ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â p+ �n �ïåðåõîäå (ðèñ. 1, à) è ýìèññèîííûå ñâîéñòâà ÃÖ â ïðåäå-
ëàõ ÎÏÇ p �n �ïåðåõîäà. Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ÃÖ ýìèòèðóþò ýëåêòðîíû è äûðêè
â ðàâíîé ñòåïåíè (ðèñ. 1, á). Â íàøåì ïðèìåðå ýëåêòðîíû ïîêèäàþò ÎÏÇ, ïðîõîäÿ ÷å-
ðåç îáëàñòü ñ îòíîñèòåëüíî íåâûñîêèì ïîëåì, ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü çàïóñêà ëàâèíû
ýëåêòðîíîì ìàëà. Äûðêè æå, íàïðîòèâ, ïðîëåòàþò ÷åðåç îáëàñòü âûñîêèõ ïîëåé è èìå-
þò âûñîêóþ âåðîÿòíîñòü çàïóñêà ëàâèíû. Åñëè â íåêîòîðîé îáëàñòè îò Lm äî Ln ÃÖ
çàïîëíèòü ýëåêòðîíàìè (ðèñ. 1, â), òî â òå÷åíèå ïîñëåäóþùåãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè èíòåí-
ñèâíîñòü ýìèññèè ýëåêòðîíîâ â ýòîé îáëàñòè âîçðàñòåò, à èíòåíñèâíîñòü ýìèññèè äûðîê
ñíèçèòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðîèçîéäåò óìåíüøåíèå âåðîÿòíîñòè ïðîáîÿ, îáóñëîâëåííîå èçìå-
íåíèåì îòíîñèòåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé çàïóñêà ëàâèíû ñîîòâåòñòâóþùèìè íîñèòåëÿìè. Äëÿ
òîãî ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïðîáîÿ âîçðîñëà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ: ëèáî
en ≫ ep äëÿ p+ �n �ïåðåõîäà, ëèáî ep ≫ en äëÿ n � +p �ïåðåõîäà.

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà A îò øèðèíû îáëàñòè çàïîëíåíèÿ. Ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè

4 · 1022ñì−4, T = 300 K , VM = 17, 80 , V − VM = 0, 7 B . ep/en : 1− ≤ 10−3 ; 2− 10−2 ;

3− 2 · 10−2 ; 4− 3 · 10−2 ; 5− 5 · 10−2

×èñëåííûé ðàñ÷åò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ ÌÏ ïðîâåäåí äëÿ ïëàâíî-
ãî ôîñôèäãàëëèåâîãî p �n �ïåðåõîäà ñ ãðàäèåíòîì êîíöåíòðàöèè 4 · 1022ñì−4 è M = 100 .
Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ïàðàìåòðà A ñ ðîñòîì øèðèíû îáëàñòè çàïîëíåíèÿ ÃÖ â êà-
íàëå ÌÏ. Ïðè ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü êîýôôèöèåíòû èîíèçàöèè èç ðàáîòû [4].Ðàñ÷åòíîå
íàïðÿæåíèå ïðîáîÿ VM àíàëèçèðóåìîé ñòðóêòóðû GaP ïðè T = 300 Ê ñîñòàâëÿëî 17,8
Â, äèàìåòð ìèêðîïëàçìåííîãî êàíàëà 0,5 ìêì, äëèíà ìèêðîïëàçìåííîãî êàíàëà 0,31 ìêì.
Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðè ðàâíûõ êîýôôèöèåíòàõ èîíèçàöèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê (â GaP
αn = αp ) â ïëàâíîì ïåðåõîäå óâåëè÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîé çàäåðæêè ïðîáîÿ íàáëþäàòü
òðóäíåå, ÷åì åå óìåíüøåíèå. Êîãäà êîýôôèöèåíòû ýìèññèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê ñèëüíî

ðàçëè÷àþòñÿ
(

ep
en

≤ 10−3
)
, âåëè÷èíà A âñåãäà îòðèöàòåëüíà ïðè ëþáîé ñòåïåíè çàïîë-

íåíèÿ ÎÏÇ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé çàäåðæêè ïðîáîÿ èëè óâåëè-

÷åíèþ âåðîÿòíîñòè âêëþ÷åíèÿ ÌÏ. È òîëüêî êîãäà ep è en ñáëèæàþòñÿ
(

ep
en
> 10−3

)
,

èìååòñÿ îáëàñòü, ãäå A > 0 è ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàäåðæêà ïðîáîÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, ïðè÷åì
íàáëþäàåòñÿ ýêñòðåìóì âåëè÷èíû A , ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëåííîé øèðèíå îáëàñòè çà-
ïîëíåíèÿ ÃÖ. Ïðè çàïîëíåíèè ãëóáîêèõ öåíòðîâ âáëèçè êðàÿ îáëàñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî
çàðÿäà A > 0 , íî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà î÷åíü ìàëî. Ýòî çà-
òðóäíÿåò âûäåëåíèå âåëè÷èíû èç îáùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ. Ïðè
ïîëíîì çàïîëíåíèè ÃÖ â ÎÏÇ ñî ñòîðîíû n �áàçû ïðè âñåõ ðàçóìíûõ ñîîòíîøåíèÿõ en
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è ep A < 0 , òàê êàê ðåýìèññèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ÃÖ ïðîèñõîäèò óæå â ñèëüíîì ïîëå è îíè
ñïîñîáíû ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ çàïóñêàòü ëàâèíó. Íåñêîëüêî áëàãîïðèÿòíåå ñèòóàöèÿ
â ðåçêèõ àñèììåòðè÷íûõ p �n �ïåðåõîäàõ. Ïðè ïðî÷èõ ïðèìåðíî îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ
çíà÷åíèå A âáëèçè ìàêñèìóìà â íèõ â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå. Åùå ëåã÷å íàáëþäàòü óâå-
ëè÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîé çàäåðæêè ïðîáîÿ ÌÏ â ñëó÷àÿõ, êîãäà êîýôôèöèåíòû óäàðíîé
èîíèçàöèè íåîñíîâíûõ íîñèòåëåé áîëüøå, ÷åì äëÿ îñíîâíûõ (íàïðèìåð, â êðåìíèåâûõ
n+ � p �ïåðåõîäàõ). Çäåñü çàïîëíåíèå ÃÖ äûðêàìè ïðèâîäèò ê âðåìåííîìó óìåíüøåíèþ
ýìèññèè ýëåêòðîíîâ, âêëàä êîòîðûõ â çàïóñê ëàâèíû ñóùåñòâåííî âûøå.

Íà ðèñ. 3, à ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå êðèâûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ
ÌÏ, ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëå (1.1), àíàëèçèðóåìîãî p �n �ïåðåõîäà GaP ïðè ðàçëè÷íûõ
ñîîòíîøåíèÿõ en è ep . Ýòè êðèâûå ñîäåðæàò â ñåáå ëèíåéíûé è ýêñïîíåíöèàëüíûé ÷ëå-
íû è ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó A . Èç êðèâûõ, ïîäîáíûõ ðèñ. 3, à, âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü
ïîñòîÿííóþ âðåìåíè ðåëàêñàöèè çàðÿäà íà ãëóáîêîì öåíòðå τ = (en + ep)

−1 , èñêëþ÷èâ
ôîíîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ (ëèíåéíûé ÷ëåí), èçìåðÿÿ êðèâóþ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæåê íà
¾õâîñòå¿ ïðè t > 3τ èëè èçìåðÿÿ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ áåç çàïîëíå-
íèÿ ÃÖ.

Ðàñ÷åòíûå êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ ÌÏ ïî äëèòåëüíîñòè, ñâÿçàííûå
ñ ðåýìèññèåé íîñèòåëåé çàðÿäà, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3, á. Êîãäà en ≫ ep , ïåðåçàðÿäêà
ãëóáîêîãî óðîâíÿ îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ýìèññèåé ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå è çàïóñêàþò ëàâèíó.
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó ñ ïîñòîÿííîé τ = e−1

n , ò.å. ÃÖ âåäåò ñåáÿ êàê ëîâóøêà çàõâàòà äëÿ îñíîâíûõ
íîñèòåëåé çàðÿäà.

Ðèñ. 3. Ðàñ÷åòíûå êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé çàäåðæêè ïðîáîÿ ìèêðîïëàçìû ïî

äëèòåëüíîñòè: à � ïðè çàïîëíåíèè ÃÖ; á � ñâÿçàííûå ñ ðåýìèññèåé íîñèòåëåé çàðÿäà ñ ÃÖ.

Ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè 4 · 1022ñì−4 , T = 300 K , VM = 17, 80 B , V − VM = 0, 7 B , VM = 0 B ,

Nt = 1 · 1015ñì−3 . ep/en : 1− ≤ 10−3 ; 2− 2 · 10−3 ; 3− 5 · 10−3 ; 4− 10−2 ; 5− 1, 5 · 10−2 ;

6− 2 · 10−2

Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ãðîìîçäêîñòü, âûðàæåíèå (1.1) â ðåàëüíîì ñëó÷àå
ñèëüíî óïðîùàåòñÿ. Ãëóáîêèå óðîâíè â ïîëóïðîâîäíèêàõ ðàñïîëîæåíû ëèáî âûøå, ëèáî
íèæå ñåðåäèíû çàïðåùåííîé çîíû è îáëàäàþò ñèëüíîé àñèììåòðèåé â ñêîðîñòÿõ ýìèññèè
ýëåêòðîíîâ è äûðîê, äàæå êîãäà êîýôôèöèåíòû çàõâàòà ðàâíû èëè îäíîãî ïîðÿäêà. Äëÿ
ãëóáîêèõ óðîâíåé, ðàñïîëîæåííûõ â âåðõíåé ïîëîâèíå çàïðåùåííîé çîíû, êàê ïðàâèëî,
en ≫ ep è íàîáîðîò.
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2. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âåðîÿòíîñòè âêëþ÷åíèÿ ìèêðîïëàç-

ìû ïðè ýìèññèè íîñèòåëåé ñ ìíîãîçàðÿäíîé ëîâóøêè

Ìíîãîçàðÿäíàÿ ëîâóøêà ìîæåò ïîñëåäîâàòåëüíî èñïóñêàòü íåñêîëüêî ýëåêòðîíîâ ëèáî
äûðîê. Îñîáåííîñòè òåïëîâîé èîíèçàöèè ÃÖ âîçíèêàþò â ñëó÷àå, êîãäà äâà áëèçêî ðàñïî-
ëîæåííûõ óðîâíÿ ïðèíàäëåæàò äâóì ðàçëè÷íûì çàðÿäîâûì ñîñòîÿíèÿì îäíîãî è òîãî æå
öåíòðà. Ýòè îñîáåííîñòè âîçíèêàþò èç-çà òîãî, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ öåíòðîâ â îïðåäåëåííûõ
çàðÿäîâûõ ñîñòîÿíèÿõ ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè â ïðîöåññå èîíèçà-
öèè. Êîíêðåòíûé öåíòð ìîæåò áûòü â îäíîì çàðÿäîâîì ñîñòîÿíèè. Ýëåêòðîíû è äûðêè
ýìèòèðóþò ñ öåíòðà ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîýòîìó ìîãóò âîçíèêàòü ñèòóàöèè, êîãäà ýìèññèÿ
ñ îäíîãî çàðÿäîâîãî ñîñòîÿíèÿ îãðàíè÷èâàåò ýìèññèþ ñ äðóãîãî [5].

Åñëè ÃÖ èìååò äâà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿ â çàïðåùåííîé çîíå, òî îí ìîæåò íàõîäèòü-
ñÿ â òðåõ çàðÿäîâûõ ñîñòîÿíèÿõ. Èçìåíåíèå ÷èñëà öåíòðîâ â äàííîì çàðÿäîâîì ñîñòîÿíèè
âîçìîæíî â ðåçóëüòàòå: çàõâàòà ýëåêòðîíà ëèáî äûðêè íà öåíòð; ýìèññèè ýëåêòðîíà èëè
äûðêè ñ öåíòðà. Äëÿ öåíòðà, îêàçàâøåãîñÿ â ÎÏÇ, ïåðâûå äâà ïðîöåññà èñêëþ÷àþòñÿ.
Ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò îäèí èç ïðîöåññîâ ýìèññèè, âñëåäñòâèå êîòîðîãî öåíòð ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïåðåõîäèò èç ïåðâîãî ñîñòîÿíèÿ âî âòîðîå, à çàòåì â òðåòüå. Ïðè ýòîì ïîñòóïà-
òåëüíî óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî íîñèòåëåé çàðÿäà íà öåíòðå. Ñõåìà òàêèõ ïåðåõîäîâ ïîêàçàíà
íà ðèñ. 4.

Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëóïðîâîäíèê n �òèïà. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé âûáåðåì ïîëíîå çàïîëíåíèå öåíòðîâ íîñèòåëÿìè çàðÿäà (N20 = Nt) . Âñå öåíòðû çàõâà-
òèëè ïî äâà ýëåêòðîíà. Ïðè íåêîòîðîé òåìïåðàòóðå, äîñòàòî÷íîé äëÿ ïåðåõîäà ýëåêòðîíîâ
ñ óðîâíåé â çîíó ïðîâîäèìîñòè, êîíöåíòðàöèÿ öåíòðîâ â ðàçëè÷íûõ çàðÿäîâûõ ñîñòîÿíèÿõ
áóäåò èçìåíÿòüñÿ.

Ðèñ. 4. Ñõåìà òåðìè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ è çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè òåðìè÷åñêîé ýìèññèè ñ

äâóõóðîâíåâîãî öåíòðà îò òåìïåðàòóðû.

Ýìèññèÿ ýëåêòðîíà ñ óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèþ N2 , â çîíó ïðîâîäèìîñòè
ïåðåâîäèò öåíòð â ñîñòîÿíèå N1 . Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ
òåðìè÷åñêîé ýìèññèè en2 . Òîëüêî ïîñëå ýòîãî âîçìîæíà ýìèññèÿ ýëåêòðîíà èç ñîñòîÿíèÿ
N1 â çîíó ïðîâîäèìîñòè, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî en1 . Ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíåíèå êîíöåíòðà-
öèè öåíòðîâ â ñîñòîÿíèè N2 ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò îäíîãî ïðîöåññà, à â N1 � çà ñ÷åò äâóõ
ïðîöåññîâ, ÷òî îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

dN2

dt
= −en2N2,

dN1

dt
= −en1N1 + en2N2. (2.1)
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè N2(0) = Nt , N1(0) = 0 . Ïðè ýòîì â ïðîöåññå ïåðåçàðÿäêè öåíòðà
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå N2(t) +N1(t) +N0(t) = Nt . Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) èìååò
âèä

N1(t) =
en2Nt

en2 − en1
[exp(−en1t)− exp(−en2t)], (2.2)

N2(t) = Nt exp(−en2t). (2.3)

Ñêîðîñòè ýìèññèè ýëåêòðîíîâ èç çàðÿäîâûõ ñîñòîÿíèé N2 è N1 áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ
êàê

G1(t) = en1N1(t), G2(t) = en2N2(t).

Ïðè çàïîëíåíèè ëîâóøåê â îáëàñòè îò Lm äî Ln (ñì. ðèñ. 1, à) äëÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ ÌÏ ïî äëèòåëüíîñòè, îáóñëîâëåííîé ðåýìèññèåé íîñèòåëåé
ñ äâóõóðîâíåâîé ëîâóøêè, ïîëó÷èì âûðàæåíèå

1− PMt = exp

{
A

[
en2

en2 − en1
exp(−en1t) +

en2 − 2en1
en2 − en1

exp(−en2t)− 2

]}
(2.4)

ãäå A = SMNt

Ln∫
Lm

Pn(x)dx ñîâïàäàåò ñ ïîäîáíûì âûðàæåíèåì (1.5) ïðè ýìèññèè íîñèòåëåé

ñ ïðîñòîé äâóõçàðÿäíîé ëîâóøêè.
Çäåñü èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå [1]

1− PMt(t) = exp

− Ln∫
Lm

P01(t)dt

 ,
ãäå P01(t) = SM

Ln∫
Lm

(G1(t) + G2(t))Pn(x)dx � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ìèêðîïëàçìåííîãî êà-

íàëà èç ñîñòîÿíèÿ ¾âûêëþ÷åíî¿ â ñîñòîÿíèå ¾âêëþ÷åíî¿ â åäèíèöó âðåìåíè.
Äëÿ àíàëèçà âûðàæåíèå (2.4) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò â âèäå
ϕ(t) = ln(1− PMt) = ϕ1(t) + ϕ2(t),

ãäå ϕ1(t) = A
[

en2

en2−en1
exp(−en1t)− 1

]
, ϕ2(t) = A

[
en2−2en1

en2−en1
exp(−en2t)− 1

]
.

Âåëè÷èíà exp(−A) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè, êîãäà óñòàíîâèò-
ñÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ëîâóøêè, ïîñëå ïîäà÷è ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà ïåðåíàïðÿ-
æåíèÿ ìèêðîïëàçìà íå âêëþ÷èòñÿ. Òåîðåòè÷åñêè ýòî âðåìÿ ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè.

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ôóíêöèè ϕ(t) , ϕ1(t) è ϕ2(t) ïðè ðàçëè÷íûõ
ñîîòíîøåíèÿõ en1 è en2 . Äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòîâ âåëè÷èíà A ïðèíÿòà ðàâíîé 1. Â äèàïà-
çîíå òåìïåðàòóð, êîãäà en1 è en2 ðàâíû èëè áëèçêè äðóã äðóãó, ðàçäåëèòü äâà ïðîöåññà
ïåðåçàðÿäêè äâóõóðîâíåãî öåíòðà èç ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé çàäåðæêè
ïðîáîÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì (ðèñ. 5, à, á), òåì áîëåå, åñëè ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ
êðèâàÿ ϕ(t) íå äîñòèãàåò íàñûùåíèÿ � âåëè÷èíû 2A . Áóäåò îáíàðóæåí òîëüêî îäèí óðî-
âåíü, íî ñ íåâåðíûì çíà÷åíèåì êîíöåíòðàöèè. ×òîáû ðàçäåëüíî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè
èîíèçàöèè îáîèõ çàðÿäîâûõ ñîñòîÿíèé, íåîáõîäèìî ýêñïåðèìåíòàëüíî îñóùåñòâèòü ðàç-
ëè÷íûå íà÷àëüíûå çàïîëíåíèÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé. Åñëè ñêîðîñòè ýìèññèè ñ óðîâíåé ñèëüíî
ðàçëè÷àþòñÿ, âî âñÿêîì ñëó÷àå, áîëåå ÷åì â íåñêîëüêî ðàç, òî ðàçäåëèòü ýòè äâà ïðî-
öåññà ìîæíî ïóòåì àïïðîêñèìàöèè êðèâîé ϕ(t) ñóììîé ýêñïîíåíò è êîíñòàíò. Â ñëó÷àå
en1 ≫ en2 ýìèññèÿ ýëåêòðîíîâ ñ çàðÿäîâîãî ñîñòîÿíèÿ N2 ñèëüíî ëèìèòèðóåò ïðîöåññ
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ýìèññèè ñ çàðÿäîâîãî ñîñòîÿíèÿ N1 è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ ϕ(t) èìå-
åò õàðàêòåðíûé âûïóêëûé íà÷àëüíûé ó÷àñòîê (ðèñ. 5, â).

Ðèñ. 5. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè ïðîáîÿ ìèêðîïëàçìû ïðè ýìèññèè ýëåêòðîíîâ ñ

äâóõóðîâíåâîé ëîâóøêè. en1/en2 : à � 0,5; á � 2; â � 5; ã � 0,2

Êîãäà en1 ïðåâûøàåò en2 áîëåå ÷åì â äåñÿòêè ðàç, ϕ1 ≈ A è ïåðåçàðÿäêà ëîâóø-
êè ïðàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ýìèññèè íîñèòåëåé en2 èç çàðÿäîâîãî ñîñòîÿíèÿ
N2 , íî ñ óäâîåííîé êîíöåíòðàöèåé öåíòðîâ, ò.å. ñ óðîâíÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî çàðÿäîâîìó
ñîñòîÿíèþ N1 ýëåêòðîíû ýìèòèðóþò ïî÷òè ìãíîâåííî âñëåä çà ýëåêòðîíàìè èç ñîñòîÿ-
íèÿ N2 . Ïðè en2 ≫ en1 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ(t) èìååò òàêîé æå âèä (ðèñ. 5, ã),
÷òî è â ñëó÷àå ýìèññèè îñíîâíûõ íîñèòåëåé ñ óðîâíåé, ïðèíàäëåæàùèõ äâóì ðàçëè÷íûì
ïî ïðèðîäå öåíòðàì [2][6]. Ðàçäåëèòü ýòè äâà óðîâíÿ áîëüøîãî òðóäà íå ïðåäñòàâëÿåò, à
èäåíòèôèöèðîâàòü óðîâíè ìîæíî ëèøü ïî êîíöåíòðàöèè öåíòðîâ.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòè âêëþ÷åíèÿ ÌÏ â ôîñ-
ôèäãàëëèåâîì p �n �ïåðåõîäå ïðè çàïîëíåíèè ÃÖ ÷àñòè÷íûì ñíèæåíèåì îáðàòíîãî íà-
ïðÿæåíèÿ. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû ýìèññèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê
ðàçëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì íà òðè ïîðÿäêà âåëè÷èíû, ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàäåðæêà ïðîáîÿ âñå-
ãäà óìåíüøàåòñÿ íåçàâèñèìî îò ñòåïåíè è øèðèíû îáëàñòè çàïîëíåíèÿ ÃÖ â ÎÏÇ p �n �
ïåðåõîäà. Ãëóáîêèå öåíòðû áóäóò ÿâëÿòüñÿ ëîâóøêàìè çàõâàòà äëÿ îñíîâíûõ íîñèòåëåé
çàðÿäà è ðåýìèññèÿ íîñèòåëåé ñ íèõ âñåãäà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè âêëþ÷å-
íèÿ ÌÏ. Ïîäîáíûå ðàñ÷åòû îñîáåííî âàæíû â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàäî äîñòîâåðíî çíàòü,
êàêèå íîñèòåëè (ýëåêòðîíû èëè äûðêè) è â êàêîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà çà-
ïóñêàþò ëàâèíó. Äëÿ ýêñïåðèìåíòàòîðîâ ýòî íåîáõîäèìî ïðè ðàñ÷åòå êîíöåíòðàöèè ÃÖ â
ìèêðîïëàçìåííîì êàíàëå èëè êîãäà èçìåðåíèÿ âåðîÿòíîñòè âêëþ÷åíèÿ ÌÏ èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ óäàðíîé èîíèçàöèè îò íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
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Â ðàáîòå òàêæå ïîëó÷åíî ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå è ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû âåðîÿòíî-
ñòè âêëþ÷åíèÿ ìèêðîïëàçìû â ñëó÷àå ýìèññèè íîñèòåëåé çàðÿäà ñ äâóõóðîâíåâîé ëîâóø-
êè. Ïîêàçàíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè â ðàñïðåäåëåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé çàäåðæêè ïðîáîÿ
ÌÏ ïî äëèòåëüíîñòè, êîãäà äâà áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ óðîâíÿ ïðèíàäëåæàò äâóì ðàçëè÷-
íûì çàðÿäîâûì ñîñòîÿíèÿì îäíîãî è òîãî æå öåíòðà.
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Abstract. In�uence of the deep centers on a statistical delay of breakdown of microplasma in p �
n �junction is modelled. The numerical computation of the probability of microplasma inclusion in
GaP p-n-junction has been made in the case of the charge carriers emission through the simple two-
charged and also multicharged generation-recombination center. It is established that the change of
the deep levels charges by means of partial reduction of reverse voltage in p-n-junction may result
in some peculiarities concerning the distribution of the statistical delay of microplasma breakdown.
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ÓÄÊ 51-73

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà äèôôóçèè â ïëåíêå

õèòîçàíà

c⃝ Ã. Ð. Êàðàìóòäèíîâà1, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí2, Ê. Ô. Êîëåäèíà3,
Å. È. Êóëèø4, À. Ê. Èëü÷èáàåâà5

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî íàõîæäåíèþ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè
ïî ãåíåòè÷åñêîìó àëãîðèòìó. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ íàòóðíûìè äàííûìè
äëÿ ðàçíûõ òåìïåðàòóð ïðîêàëèâàíèé ïëåíêè õèòîçàí ñ ðàçëè÷íûì ñîñòàâîì ëåêàðñòâåííîãî
âåùåñòâà è ñäåëàíû ôèçèêî-õèìè÷åñêèå âûâîäû

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîöåññ äèôôóçèè, îáðàòíàÿ çàäà÷à, ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

1. Ââåäåíèå

Äëÿ ïîëèìåðíûõ ïëåíîê, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ëå÷åíèè êîæíûõ ïîâðåæäåíèé, íåîáõîäèìî
â òå÷åíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè ïîääåðæèâàòü òðåáóåìûé óðîâåíü ëåêàðñòâåííîãî âåùå-
ñòâà (ËÂ) â êðîâè èëè òêàíÿõ ïàöèåíòà [1]-[7]. Â óñëîâèÿõ, êîãäà ïðîöåññàìè ðàñòâîðå-
íèÿ èëè äåñòðóêöèè ïîëèìåðà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, îñíîâíûì ìåõàíèçìîì âûñâîáîæäåíèÿ
ËÂ èç ïëåíêè ÿâëÿåòñÿ äèôôóçèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, îñíîâíîé ïðîáëåìîé ñòàíîâèòñÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûé ïîäáîð óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèé êîíòðîëèðóåìûé è ïðîëîíãèðîâàííûé
âûõîä ËÂ èç ïîëèìåðíîé ìàòðèöû-íîñèòåëÿ � ïðîöåññ äîëãèé, çàòðàòíûé è íå âñåãäà
ýôôåêòèâíûé. Èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ñ ðàçðàáîòêîé
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ äèôôóçèè, ðàñòâîðåíèÿ è ïîëèìåðèçàöèè ïîçâîëÿåò
÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ ðåøèòü âûøåóêàçàííûå ïðîáëåìû.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòàõ [8]-[10]. Â êà÷åñòâå ïîëèìåðíîé
ìàòðèöû-íîñèòåëÿ â ýòèõ ðàáîòàõ áûë èñïîëüçîâàí ïîëèìåð ïðèðîäíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ
� õèòîçàí, íà îñíîâå êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷àòü ëåêàðñòâåííî íàïîëíåííûå, ýëàñòè÷íûå
è ïðî÷íûå ïëåíêè, ïðèãîäíûå äëÿ ëå÷åíèÿ îæîãîâûõ èëè õèðóðãè÷åñêèõ ðàí. Â êà÷åñòâå
ËÂ áûëè èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå ïðåäñòàâèòåëè àíòèáèîòèêîâ àìèíîãëèêîçèäíîãî (àìè-
êàöèí) è öåôàëîñïîðèíîâîãî (öåôàçîëèí) ðÿäà, àêòèâíî èñïîëüçóåìûå â ëå÷åíèè îæîãîâîé
òðàâìû. Ïëåíêè íà îñíîâå õèòîçàíà ñïîñîáñòâóþò óñêîðåííîìó çàæèâëåíèþ ïîâðåæäåíèé
êîæè, ïîäàâëÿþò ðîñò ìèêðîîðãàíèçìîâ, õîðîøî ñîðáèðóþò âëàãó (à çíà÷èò, è ðàíåâûé
ýêññóäàò) à êðîìå ýòîãî, ÿâëÿåòñÿ áèîðàçëàãàåìûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü êðàéíå
áîëåçíåííóþ ïðîöåäóðó ñìåíû ïîâÿçêè [11].

1 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà;
prickraz89@mail.ru.

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã. Óôà; irekmars@mail.ru.

3 Èñïîëíÿþùèé îáÿçàííîñòè íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåô-
òåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà; koledinakamila@mail.ru.

4 Ïðîôåññîð êàôåäðû âûñîêîìîëåêóëÿðíûõ ñîåäèíåíèé è îáùåé õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè, Áàøêèðñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; onlyalena@mail.ru.

5 Ìàãèñòð êàôåäðû õèìè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, Óôèìñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Íåôòÿíîé òåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò, ã. Óôà
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2. Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Êàê èçâåñòíî, äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì íåîáõîäèìî çíàòü çàêîíîìåðíî-
ñòè ïîâåäåíèÿ îáúåêòà îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå ñèñòåì ìà-
òåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé � ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîöåññà. Ïàðàìåòðû ìîäåëè îïðå-
äåëÿþòñÿ ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è, ò.å. ïåðåáîðîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïî íåêîòîðûì
àëãîðèòìàì, ÷òîáû ôóíêöèîíàë ðàçíîñòè ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è (îïðåäåëåíèå ïåðåìåí-
íûõ ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ) è íàáëþäàåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ áûë äîñòàòî÷íî ìàëûì [12]. Â äàííîé ðàáîòå ïðÿìîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëå-
íèå êîíöåíòðàöèè îñòàòî÷íîãî ñîäåðæàíèÿ ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà â ïë¼íêå âî âðåìåíè
ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Èçâåñòíî, ÷òî äèôôóçèåé íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ ïåðåìåùåíèÿ ìàññû âåùåñòâà â ïðî-
ñòðàíñòâå âñëåäñòâèå òåïëîâîé ìèãðàöèè êèíåòè÷åñêèõ ÷àñòèö [13]. Ëþáûå ìîäåëè, êîòî-
ðûå îïèñûâàþò ïðîöåññ äèôôóçèè, îñíîâûâàþòñÿ íà êëàññè÷åñêîì óðàâíåíèè òåïëîïðî-
âîäíîñòè. Äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è ýòîò çàêîí ôîðìóëèðóåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ãðàäèåíòà
êîíöåíòðàöèè ïîòîêó äèôôóíäèðóþùèõ ÷àñòèö (I çàêîí Ôèêà) [14]:

j⃗ = −D▽⃗c, (2.1)

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, õàðàêòåðèçóþùèé äàííóþ äèôôóçèîííóþ ñèñòåìó Ôè-
êà, ì 2/ ñ, ▽⃗c � ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòà, ìîëü/ì.

II çàêîí Ôèêà, êîòîðûé îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè îò âðåìåíè, âûòåêàåò èç
I çàêîíà ïðè ó÷åòå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âåùåñòâà:

∂c

∂t
= ▽⃗(D▽⃗c), (2.2)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:

∂c

∂t
=

∂

∂x
(D

∂c

∂x
), (2.3)

Åñëè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû è êîíöåíòðàöèè, òî óðàâíåíèå
(2.3) ìîæíî óïðîñòèòü è îíî ïðèìåò âèä:

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
, (2.4)

Ïðîöåññû íåñòàöèîíàðíîé äèôôóçèè íîñÿò ñëîæíûé õàðàêòåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïè-
ñàíèå ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ òðåáóåò ó÷åòà íåëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,
çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò êîíöåíòðàöèè, êîîðäèíàòû è âðåìåíè, íàëè÷èÿ
õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà ñ êîìïîíåíòàìè ìàòåðèàëà, âçàèìîäåéñòâèÿ
ËÂ ñ ðàçëè÷íîãî âèäà äåôåêòàìè ñòðóêòóðû, ñëîæíûõ èçîòåðì ñîðáöèè. Ôèçè÷åñêèå è
õèìè÷åñêèå ïðîöåññû, ñîïðîâîæäàþùèå äèôôóçèþ ËÂ â ïëåíêå, ïðèâîäÿò ê íåëèíåéíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êîòîðûõ ïðèíöèïèàëüíî íåâîç-
ìîæíî. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ïðîñòûõ è ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ íå òîëüêî âîçìîæíîñòü
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, íî è ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è � íàõîæäåíèå èç ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ËÂ.

Èòàê, óðàâíåíèå äèôôóçèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (2.5) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
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∂c
∂c
= D ∂2c

∂x2 , 0 ≤ x ≤ l,

c(x, 0) = c0,

c(0, t) = c(l, t) = 0,

c(x, t)−?

(2.5)

Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ñî÷åòàíèÿ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî
ïîëèìåðíàÿ ïëåíêà, ïðåäâàðèòåëüíî íàñûùåííàÿ ËÂ äî ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè, ïî-
ìåùàåòñÿ â êàêóþ-òî ñðåäó, ãäå åå ãðàíèöà â ìîìåíò íà÷àëà ïðîöåññà äåñîðáöèè ( t=0)
ìãíîâåííî òåðÿåò ËÂ ïîëíîñòüþ � ãðàíè÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïîëèìåðà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé
íóëþ è îñòàåòñÿ òàêîâîé íà âñåì ïðîòÿæåíèè ïðîöåññà äåñîðáöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à � ïðè èçâåñòíîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè
D=const íàéòè êîíöåíòðàöèè âî âñåõ òî÷êàõ x â ìîìåíò âðåìåíè t .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â äàëüíåéøåì ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà äèôôóçèè íå âñåãäà
áóäåò èìåòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, â ðàáîòå ïîñòàâëåíà ñåòî÷íàÿ çàäà÷à (2.6), êîòîðàÿ
ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè.

cji−cj−1
i

τ
= D

cji−1−2cji+cji+1

h2 , i = 1..N − 1, j = 1..K

c0i = c0, i = 1..N − 1

cj0 = cjN = 0, j = 0..K

cji−?, i = 1..N − 1, j = 1..K

(2.6)

Óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò. Åå ðåøåíèå ÷àùå âñå-
ãî íàõîäÿò, ïåðåáèðàÿ ïî îïðåäåëåííîìó àëãîðèòìó ñåðèþ ïðÿìûõ çàäà÷ è ìèíèìèçèðóÿ
âûáðàííûé êðèòåðèé îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [15]�[18].

F (η) = min, (2.7)

ãäå η � ðàçíîñòü (íåâÿçêà) ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷åòíûìè êîíöåíòðàöèÿ-
ìè ËÂ â ïëåíêå.

Áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è èìååò ïðàâèëüíûé âûáîð âèäà ôóíê-
öèè F (η) . Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè äàþò îáîñíîâàííûé âèä ýòîé ôóíêöèè
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòåí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Ïðè
íîðìàëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ

F (η) =
L∑
i=1

M∑
j=1

(cPij − cEij)
2 → min, (2.8)

ãäå cEij è cPij � ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé ËÂ â ïëåíêå,
L � êîëè÷åñòâî òî÷åê ýêñïåðèìåíòà, M � êîëè÷åñòâî òî÷åê ðàçáèåíèÿ ïëåíêè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå
öåëåâîé ôóíêöèè (2.8). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì.

Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñîçäà¼òñÿ ìíîæåñòâî ãåíîòèïîâ íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè. Îíè îöåíè-
âàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ¾ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè¿, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñ êàæäûì ãåíî-
òèïîì àññîöèèðóåòñÿ îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå (¾ïðèñïîñîáëåííîñòü¿), êîòîðîå îïðåäåëÿåò
íàñêîëüêî õîðîøî ôåíîòèï, èì îïèñûâàåìûé, ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Èç ïîëó÷åí-
íîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñ ó÷¼òîì çíà÷åíèÿ ¾ïðèñïîñîáëåííîñòè¿ âûáèðàþòñÿ ðåøåíèÿ, ê
êîòîðûì ïðèìåíÿþòñÿ ¾ãåíåòè÷åñêèå îïåðàòîðû¿ (â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ¾ñêðåùèâàíèå¿
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è ¾ìóòàöèÿ¿), ðåçóëüòàòîì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íîâûõ ðåøåíèé. Äëÿ íèõ òàêæå âû-
÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïðèñïîñîáëåííîñòè, è çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ îòáîð (¾ñåëåêöèÿ¿) ëó÷øèõ
ðåøåíèé â ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå.

Ýòîò íàáîð äåéñòâèé ïîâòîðÿåòñÿ èòåðàòèâíî, òàê ìîäåëèðóåòñÿ ¾ýâîëþöèîííûé ïðî-
öåññ¿, ïðîäîëæàþùèéñÿ íåñêîëüêî æèçíåííûõ öèêëîâ, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåí êðèòåðèé
îñòàíîâêè àëãîðèòìà, íàïðèìåð, � íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, èñ÷åðïàíèå âðå-
ìåíè èëè êîëè÷åñòâà ïîêîëåíèé, îòïóùåííûõ íà ýâîëþöèþ.

3. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 3.1. Âèäíî, ÷òî íà íà÷àëü-
íîì ýòàïå èç ïðèãðàíè÷íûõ îáëàñòåé ïëåíêè ïðîèñõîäèò óõîä ËÂ è ôîðìèðóþòñÿ êîíöåí-
òðàöèîííûå ïðîôèëè.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèîííûõ ïðîôèëåé â ïëåíêå ÀÌÑ-ÕÒÇ ïðè äåñîðáöèè, ñîñòàâ 0.01:1,

âðåìÿ òåðìîîáðàáîòêè ïëåíêè 30 ìèíóò

Ðåçóëüòàòû îáðàòíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû â ãðàôèêàõ èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ËÂ
â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ ïëåíêè àìèêàöèí-õèòîçàí è öåôàçîëèí-õèòîçàí
(Ðèñ.3.2 - 3.6).
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÀÌÑ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÀÌÑ â

ïëåíêå 0,01 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè: à) 30 ìèíóò; á) 60

ìèíóò; â) 120 ìèíóò.

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÀÌÑ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÀÌÑ â

ïëåíêå 0,05 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 30 ìèíóò.
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Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÀÌÑ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÀÌÑ â

ïëåíêå 0,1 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè: à) 0 ìèíóò; á) 30 ìèíóò.

Ð è ñ ó í î ê 3.5

Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÖÔÇ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ñîñòàâ ÖÔÇ â

ïëåíêå 0,01 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ, âðåìÿ èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè: à) 30 ìèíóò; á) 60

ìèíóò; â) 120 ìèíóò
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Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÖÔÇ â ïëåíêå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, âðåìÿ

èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà ïëåíêè 30 ìèíóò, ñîñòàâ ÖÔÇ â ïëåíêå: à) 0,05 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ; á)

0,1 ìîëü íà 1 ìîëü ÕÒÇ.

Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà èç õèòîçàíîâûõ
ïëåíîê
Ñîñòàâ ïëåíêè Êîíöåíòðàöèÿ

ËÂ â ïëåíêå,
ìîëü/ìîëü ÕÒÇ

Âðåìÿ èçîòåðìè-
÷åñêîãî îòæèãà
ïëåíêè, ìèí

D, ì2/ñåê

ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0.01 30 5, 49309 ∗ 10−10

ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0.01 60 3, 1816 ∗ 10−10

ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0.01 120 3, 21904 ∗ 10−10

ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0.05 30 3, 89225 ∗ 10−10

ÕÒÇ-ÖÔÇ 1:0.1 30 2, 25011 ∗ 10−10

ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0.01 30 2, 99704 ∗ 10−11

ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0.01 60 1, 70557 ∗ 10−11

ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0.01 120 1, 73611 ∗ 10−11

ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0.05 30 2, 14956 ∗ 10−11

ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0.1 0 2, 81797 ∗ 10−11

ÕÒÇ-ÀÌÑ 1:0.1 30 3, 71335 ∗ 10−12

Èç äàííûõ òàáëèöû ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
Âî-ïåðâûõ, âèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøåå âðåìÿ îòæèãàþòñÿ ïëåíêè, òåì ìåíüøåå çíà÷åíèå

èìååò êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, ïðè ýòîì, íàèáîëåå ñèëüíîå óìåíüøåíèå êîýôôèöèåíòà
äèôôóçèè ïðîèñõîäèò â ïåðâûå 30 ìèíóò îòæèãà. Ïðè âðåìåíè èçîòåðìè÷åñêîãî îòæèãà
áîëüøå 60 ìèíóò êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÀÌÑ ôàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ è ïðèîáðåòàåò
îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå, ïðèìåðíî ðàâíîå 1, 7 ∗ 10−11 m2/ ñ. Äëÿ ÖÔÇ ýòî çíà÷åíèå ðàâíî
3, 2 ∗ 10−10 m2/ ñ. Òàêèì îáðàçîì, ñìûñëà îòæèãàòü ïëåíêó áîëüøå 60 ìèíóò íåò.

Âî-âòîðûõ, ÷åì áîëüøå ìîëüíîå ñîîòíîøåíèå ËÂ â ïëåíêå, òåì ìåíüøå çíà÷åíèå êî-
ýôôèöèåíòà äèôôóçèè, òåì ìåäëåííåå ïðîèñõîäèò âûõîä ËÂ èç ïëåíêè. Òàêèì îáðàçîì,
óâåëè÷åíèå ñîäåðæàíèÿ ËÂ â ïëåíêå ñïîñîáñòâóåò ïðîëîíãèðîâàíèþ åãî âûõîäà.

È, â-òðåòüèõ, âî âñåõ ñëó÷àÿõ, íàáëþäàåòñÿ õîðîøàÿ êîððåëÿöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
îïðåäåëåííûõ [8]-[9] è ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííàÿ â äàííîé ðàáîòå ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, õîðîøî êîððåëèðóþùèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ÷òî
ñâèäåòåëüñòâóåò î êîððåêòíîñòè èñïîëüçóåìûõ ïîäõîäîâ äëÿ îïèñàíèÿ êèíåòèêè âûõîäà
ËÂ èç ïîëèìåðíîé ïëåíêè. Íåêîòîðîå ðàçëè÷èå â çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè,
ðàññ÷èòàííûõ â äàííîé ðàáîòå è â ðàáîòàõ [8]-[10] î÷åâèäíî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîäõî-
äû ê ðàñ÷åòàì íåñêîëüêî ðàçëè÷íû. Â íàøåé ðàáîòå ïîðÿäîê êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè
ñîñòàâëÿåò 10−10..10−12 m2/ ñåê, à â ðàáîòàõ [8]-[9] � 10−10..10−11 cm2/ ñåê.

Óòî÷íåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïëàíèðóåòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ. Íî âàæíî
îòìåòèòü ñëåäóþùèé ìîìåíò: ðàññ÷èòàííûå â ðàáîòå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ïîëó÷åíû
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ çàêîíîâ.
È ïðè ýòîì ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ îïèñûâàþò ïðîöåññ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ.

Äàëüíåéøåå ñî÷åòàíèå íàòóðíîãî è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ íîâûõ íàáîðîâ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîçâîëèò ñîçäàòü èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíóþ àíàëèòè-
÷åñêóþ ñèñòåìó ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ëå÷åáíûõ ïîëèìåðíûõ ïë¼íîê.
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The mathematical description of the di�usion process a
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Abstract. In the work problem is solved by the determination of the di�usion coe�cient on the
genetic algorithm. Computational experiments with �eld data for various calcination temperature
of the �lm with di�erent chitosan drug composition and physicochemical made conclusions
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè

ðàñõîäàìè ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì

c⃝ È. Â. Ëóòîøêèí,1 Í. Ð. ßìàëòäèíîâà2

Àííîòàöèÿ. Ñòðîèòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ, íåïðåðûâíàÿ îòíîñèòåëüíî âðåìåíè, ìîäåëü îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè ðàñõîäàìè ñ ó÷åòîì ýôôåêòà çàïàçäûâàíèÿ ðåàêöèè ïîòðåáèòå-
ëåé íà ðåêëàìíûå âîçäåéñòâèÿ è ðàíåå ñîâåðøåííûå ïîêóïêè. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè
ïðèáûëè ôèðìû íà ïëàíîâîì ïåðèîäå ïðè îãðàíè÷åíèè, îòðàæàþùåì ðåàêöèþ öåëåâîé àóäè-
òîðèè. Ïðîáëåìà ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëåíèå ðåêëàìíûìè ðàñõîäàìè; ðàñïðåäåëåííàÿ îòäà÷à îò ðåêëà-
ìû; ýôôåêò ðåêëàìíîãî âîçäåéñòâèÿ; ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ; îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå; èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà Âîëüòåððà

1. Ââåäåíèå

Äëÿ ðàçðàáîòêè ôèðìîé ãðàìîòíîé ðåêëàìíîé ñòðàòåãèè ïî îïòèìèçàöèè çàòðàò íà
ðåêëàìó â ïëàíîâîì ïåðèîäå, íåîáõîäèìî çíàòü, êàêèì îáðàçîì ðåêëàìà âîçäåéñòâóåò íà
ïîòåíöèàëüíûõ ïîêóïàòåëåé. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ìåæäó îäíîêðàòíûì ðåêëàìíûì
ñîîáùåíèåì è ñîâåðøåíèåì íåêîòîðûìè ïîòðåáèòåëÿìè ïîêóïîê ìîæåò îáðàçîâûâàòüñÿ
ëàã çàïàçäûâàíèÿ. Ýòî ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ïðè÷èíàìè. Íàïðèìåð, åñëè îçíà-
êîìëåíèå ñ èíôîðìàöèåé î òîâàðå ïðîèçîøëî íå íàïðÿìóþ, à ÷åðåç òðåòüè ëèöà, êîòîðûå
â ñâîþ î÷åðåäü òàêèì æå îáðàçîì ìîãëè ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïðîäóêòîì ñïóñòÿ ïðîìåæóòîê
âðåìåíè ïîñëå çàïóñêà ðåêëàìíîãî ñîîáùåíèÿ. Òàêæå ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ ðåêëàìíûì
îáúÿâëåíèåì ïîòðåáèòåëþ çà÷àñòóþ íåîáõîäèìî âðåìÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îáäóìàòü íåîáõîäè-
ìîñòü ïðèîáðåòåíèÿ ïðîðåêëàìèðîâàííîãî òîâàðà, à ïîñëå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ïîêóïêå �
âðåìÿ äî åå ñîâåðøåíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè òàêæå âàæíî ó÷åñòü âëèÿíèå ñîâîêóïíîñòè äðóãèõ ôàêòîðîâ,
ñòèìóëèðóþùèõ ïîòðåáèòåëåé ïîâòîðíî ïðèîáðåòàòü ïðîäóêò äàííîé ôèðìû, íàïðèìåð,
åãî êà÷åñòâî, ñôîðìèðîâàâøàÿñÿ ïðèâû÷êà è äð. Ïðè ýòîì âëèÿíèå ðàíåå ñîâåðøåííîé
ïîêóïêè íà òåêóùóþ òàê æå ìîæåò ñî âðåìåíåì âîçðàñòàòü íà íà÷àëüíîì ýòàïå äî îïðå-
äåëåííîãî ìîìåíòà, ïîñëå ÷åãî îñëàáåâàåò, è âëèÿíèå â áîëüøåé ñòåïåíè îêàçûâàþò áîëåå
ïîçäíèå ïîêóïêè.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî âëèÿíèÿ ðåêëàìíîãî âîçäåéñòâèÿ è (èëè) ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ
ïàäàþò ñî âðåìåíåì ïðàêòè÷åñêè äî íóëÿ, ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà îêàçûâàÿ íè÷òîæíî ìà-
ëîå âîçäåéñòâèå íà òåêóùèå ïðîäàæè. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ôèêñèðîâàí-
íûé èíòåðâàë äëÿ ëàãîâ íàèáîëåå ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ ðåêëàìíîãî âîçäåéñòâèÿ è(èëè)
ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ íà òåêóùóþ âûðó÷êó.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê óïðàâëåíèþ ðåêëàìíûìè ðàñ-
õîäàìè. Âûäåëÿÿ ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè, ìîæíî îòìå-
òèòü: âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå îõâàò, ÷àñòîòó ïîêàçà [1]; ðåãðåññèîííûå ýêî-
íîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè [2]; äèíàìè÷åñêèå äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ìîäåëè [3], [4]. Îä-
íàêî ñóùåñòâóþùèå íåïðåðûâíûå ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè ðàñõîäàìè ïðåäïîëà-
ãàþò ó÷åò òîëüêî ìãíîâåííîé ðåàêöèè îò âîçäåéñòâèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Óëüÿíîâ-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; lutoshkiniv@ulsu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Óëüÿíîâñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê
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ðàçâèòèå äèíàìè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè ðàñõîäàìè, ïðåä-
ëîæåííîé â ðàáîòàõ [5], [6]. Ïðè ýòîì â ìîäåëè ó÷èòûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåííûå ýôôåêòû
âîçäåéñòâèÿ ðåêëàìû è ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ ôèðìû.

2. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t) âûðó÷êó (âûïóñê) ôèðìû è u(t) âåëè÷èíó ðåêëàìíûõ çàòðàò
â ìîìåíò âðåìåíè t. Î÷åâèäíî, ÷òî âûðó÷êà x(t) îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ôàêòîðîâ
íà ðûíêå: ðåïóòàöèÿ ôèðìû (çàðàáàòûâàåòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ), óðîâåíü âîçäåéñòâèÿ íà
ñïðîñ ÷åðåç ñâîþ ðåêëàìó u (ðåêëàìà èìååò ýôôåêò ïîñëåäåéñòâèÿ), ðàçëè÷íûå âîçäåé-
ñòâèÿ êîíêóðåíòîâ, îáùàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ. Ó÷åò âñåõ âîçìîæíûõ ôàêòîðîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé çàäà÷åé, â äàëüíåéøåì, ñäåëàâ óïðîùåíèÿ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî îáúåì ñïðîñà îãðàíè÷åí òîëüêî âîçìîæíîñòÿìè ôèðìû, ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ ñòà-
áèëüíà, âîçäåéñòâèÿ êîíêóðåíòîâ ïðèíöèïèàëüíî íå ìåíÿþòñÿ íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå
ïëàíèðîâàíèÿ, âûïîëíÿåòñÿ ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå íà ðûíêå: ñïðîñ ðàâåí ïðåäëîæåíèþ
(âûïóñêó).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òåêóùàÿ âûðó÷êà ôèðìû îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî äâóìÿ ôàêòîðàìè: íàêîïëåííîå ðåêëàìíîå âîçäåéñòâèå v(t) ê ìîìåíòó t è ðå-
ïóòàöèÿ ôèðìû y(t) â ìîìåíò t, êîòîðûå ìîæíî ñâÿçàòü ñîîòíîøåíèÿìè:

v(t) =

∫ τ1u

τ0u

Gu(τ)u(t− τ)dτ ; (2.1)

y(t) =

∫ τ1x

τ0x

Gx(τ)x(t− τ)dτ ; (2.2)

x(t) = f(v(t), y(t)). (2.3)

Çäåñü [τ0u; τ1u] � âðåìåííîé èíòåðâàë, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîãî íàêàïëèâàåòñÿ ðåêëàì-
íîå âîçäåéñòâèå, [τ0x; τ1x] � âðåìåííîé èíòåðâàë, íà êîòîðîì íàêàïëèâàåòñÿ âîçäåéñòâèå
îò ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ (íàêîïëåííàÿ ðåïóòàöèÿ ôèðìû), Gu(τ), Gx(τ) - ôóíêöèè, îïðå-
äåëÿþùèå õàðàêòåð âîçäåéñòâèÿ ïðåäûäóùèõ ðåêëàìíûõ çàòðàò è ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ
ñîîòâåòñòâåííî. Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíû τ0u, τ1u, τ0x, τ1x ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðå-
ìåíè t, ïðè ýòîì τ0u < τ1u ≤ t, τ0x < τ1x ≤ t.

Îïðåäåëåíèå âèäà ôóíêöèé f(v, y), Gu(τ), Gx(τ) � ïðîáëåìà ýêîíîìåòðè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, ó÷èòûâàþùàÿ îáùóþ ñèòóàöèþ íà ðûíêå, âèä ïðîèçâîäèìîé ïðîäóêöèè èëè ïðåä-
ñòàâëÿåìûõ óñëóã ôèðìîé, îòíîñèòåëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü ñïðîñà, íàëè÷èå êîíêóðåíöèè è
ò.ä. Ïðè ýòîì, íåêîòîðûå îáùèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà äàííûõ ôóíêöèé
ìîæíî ïðèâåñòè.

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ f(v, y) ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùåé ïî ñâîèì ïåðåìåííûì. Ïðåäïîëîæåíèå î ìîíîòîííîì ðîñòå ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì,
êîãäà ïåðåìåííûå v è y èìåþò îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå çíà÷åíèå, ò.å. ôèðìà íå íàñûòèëà
ðûíîê ñâîåé ïðîäóêöèåé (óñëóãàìè), ðåêëàìà âîñïðèíèìàåòñÿ ïîòðåáèòåëÿìè ïîçèòèâíî.
Îäíàêî ïî ìåðå ðîñòà ðåêëàìíûõ âîçäåéñòâèé íà ïîòðåáèòåëåé ðåàêöèÿ ïåðåõîäèò èç ïî-
çèòèâíîé â íåãàòèâíóþ [1], [5], [6] è ôóíêöèÿ f(v, y) ñòàíîâèòñÿ íåâîçðàñòàþùåé (èíîãäà
óáûâàþùåé) â ýòîé îáëàñòè ïî ïåðåìåííîé v. Îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà çàâèñèìîñòè ïî
ïåðåìåííîé y ìîæíî âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå îá óáûâàþùåì ïðèðîñòå, ÷òî ñâÿçàíî ñ
íàñûùåíèåì ðûíêà, ñ ïðîèçâîäñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ïîòðåáî-
âàòü ñâîéñòâî âîãíóòîñòè ôóíêöèè f(v, y) ïî ïåðåìåííîé y.
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Èñõîäÿ èç ýêîíîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà çàâèñèìîñòè òåêóùèõ ïðîäàæ îò íàêîïëåííûõ
ðåêëàìíûõ âîçäåéñòâèé è íàêîïëåííîé ðåïóòàöèè ôèðìû [1], [5], [6] ìîæíî ñäåëàòü íåêî-
òîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âèäà ôóíêöèé Gu :

� â ðåòðîñïåêòèâå ðåêëàìà âûçûâàåò óâåëè÷åíèå ñïðîñà äî êàêîãî-òî îïðåäåëåííîãî
ìîìåíòà âðåìåíè τ ∗u , ïîñëå ÷åãî âîçäåéñòâèå ðåêëàìû íà÷èíàåò îñëàáåâàòü, ïîêà âîâñå íå
èñ÷åçíåò;

� èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîÿâëåíèÿ àíòèðåêëàìû, ò.å. ðåêëàìíûå çàòðàòû ôèðìû
íå âûçûâàþò ñíèæåíèå ñïðîñà íà òîâàð.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Gu íåîòðèöàòåëüíà, èìååò åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé (îí æå
ãëîáàëüíûé) ìàêñèìóì, êîòîðûé â âèäå âûðó÷êè îïðåäåëÿåò íàèáîëüøóþ îòäà÷ó îò ðå-
êëàìíûõ çàòðàò. Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî ïðåäïîëîæåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû ñëåäóþùåé ãðóïïå óñëîâèé:

Gu(τ) ≥ 0, ∀τ ∈ [0; +∞); lim
τ→+∞

Gu(τ) = 0;

G′
u(τ) ≥ 0, τ ∈ [0; τ ∗u);G

′
u(τ) ≤ 0, τ ∈ (τ ∗u ; +∞).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü âëèÿíèå ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ íà òåêóùèå
ïðîäàæè, ïðèíÿâ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèèè Gx :

� ïîòðåáèòåëü, ïðèîáðåòÿ òîâàð (âîñïîëüçîâàâøèñü óñëóãîé) â äàííîé ôèðìå, ìîæåò
ïîæåëàòü ñíîâà ïðèîáðåñòè òîâàðû ýòîé ôèðìû (òî, êàê áûñòðî îí âåðíåòñÿ çà î÷åðåäíîé
ïîêóïêîé, çàâèñèò îò ñïåöèôèêè òîâàðà, ñðîêà ñëóæáû è ò.ä.);

� êàê ïðàâèëî, îïûò ïåðâûõ ïîêóïîê ñî âðåìåíåì çàáûâàåòñÿ, óñòóïàÿ ìåñòî íåäàâíåìó
îïûòó;

� â îòëè÷èå îò ðåêëàìû, êîòîðàÿ ïîçèöèîíèðóåò òîâàð òîëüêî ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòîðî-
íû è ïîäîãðåâàåò èíòåðåñ ê òîâàðó íà íà÷àëüíîì ýòàïå, ñîáñòâåííûé îïûò ïîòðåáèòåëåé
íå îäíîçíà÷åí: â îäíîì ñëó÷àå êëèåíòû ìîãóò îòêàçàòüñÿ îò äàëüíåéøèõ ïîêóïîê òîâàðà
ïîñëå ïåðâîãî ïðèîáðåòåíèÿ, òîãäà ôóíêöèÿ Gx èçíà÷àëüíî ìîíîòîííî óáûâàåò; â äðóãîì
ñëó÷àå îíè ìîãóò îáåñïå÷èâàòü äî êàêîãî-òî ìîìåíòà τ ∗x óâåëè÷èâàþùèéñÿ ïðèòîê íîâûõ
ïîêóïîê äî íàñûùåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò ñïàä, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Gx èìå-
åò òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøàÿ îòäà÷à îò ïðîøëûõ
ïðîäàæ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Gx áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿìè:

Gx(τ) ≥ 0, ∀τ ∈ [0; +∞); lim
τ→+∞

Gx(τ) = 0;

G′
x(τ) ≥ 0, τ ∈ [0; τ ∗x);G

′
x(τ) ≤ 0, τ ∈ (τ ∗x ; +∞).

Ïðè ýòîì, ìîæåò èìåòü ìåñòî óñëîâèå: ìîìåíò ìàêñèìàëüíîé îòäà÷è â ðåòðîñïåêòèâå
τ ∗x = 0.

Ôèíàíñîâûì ðåçóëüòàòîì õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè ëþáîé ôèðìû ÿâëÿåòñÿ ïðè-
áûëü èëè óáûòîê. Î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ïðèáûëü π îïðåäåëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíûì óñëîâèåì π(x(t), u(t)) = x(t) − c(x(t), t), ãäå c - çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ ïîëó-
÷åíèåì âûðó÷êè x, â ìîìåíò t. Ôóíêöèÿ c(x, t) - âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîñòîÿííûå èçäåðæêè,
â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåìûå âðåìåííûì òðåíäîì, è ïåðåìåííûå èçäåðæêè, ñâÿçàííûå
ñ âûïóñêîì ïðîäóêöèè (ïðåäîñòàâëåíèåì óñëóã). Ðåêëàìíûå ðàñõîäû u ñ òî÷êè çðåíèÿ
áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà ÿâëÿþòñÿ èçäåðæêàìè è äîëæíû âõîäèòü â çàòðàòû ôèðìû, íî ñ
ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåêëàìà ñòèìóëèðóåò ñïðîñ, òåì ñàìûì óâåëè÷èâàåò âûðó÷-
êó x.
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë Π(x(·), u(·)) , ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóììàðíóþ ïðèáûëü
íà âðåìåííîì èíòåðâàëå ïëàíèðîâàíèÿ [0, T ] , îïðåäåëÿåòñÿ:

Π(T ) =

∫ T

0

π(x(t), u(t))dt =

∫ T

0

(f(y(t), v(t))− u(t)− c1(x(t), t)) dt.

Çäåñü c1(x, t) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîñòîÿííûå èçäåðæêè è èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ âûðó÷êîé
(âûïóñêîì) x áåç ó÷åòà ðåêëàìíûõ èçäåðæåê. Çàìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, âêëþ-
÷àþùèõ â àíàëèç ôàêòîðû ïðèáûëè è èçäåðæåê, ïåðåìåííûå èçäåðæêè ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíûìè âûïóñêó, ÷àùå âñåãî ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì. Â ýòîì
ñëó÷àå ôóíêöèîíàë ïðèáûëè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â âèäå

Π(T ) =

∫ T

0

((1− µ)f (y(t), v(t))− u(t)) dt, (2.4)

ãäå µ � íîðìà èçäåðæåê íà åäèíèöó âûïóñêà.
Ôèðìû ïî ðàçíîìó ïîäõîäÿò ê îïðåäåëåíèþ ðåêëàìíîãî áþäæåòà [2], îäíàêî çàòðàòû

íà ðåêëàìó, åñëè ïëàíèðóþòñÿ ðàñõîäû íà îïðåäåëåííûé âðåìåííîé ïðîìåæóòîê, ïðàê-
òè÷åñêè âñåãäà èìåþò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå. Ìîæíî âûäåëèòü íàèáîëåå òèïè÷íûé âàðèàíò
îãðàíè÷åíèé ôèðìû ïî ðàñïðåäåëåíèþ ðåêëàìíîãî áþäæåòà � ôèêñèðîâàííàÿ ñóììà ðå-
êëàìíîãî áþäæåòà â åäèíèöó âðåìåíè:

0 ≤ u(t) ≤ b, t ∈ [0;T ]; (2.5)

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ôèðìû � ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü ïðè íàëè÷èè òåõ èëè èíûõ îãðà-
íè÷åíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè t ≤ 0 èçâåñòíà ôóíêöèÿ äîõîäà x̂(t) è ôóíêöèÿ ðåêëàì-
íûõ èçäåðæåê û(t). Òîãäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ äèíà-
ìè÷åñêóþ çàäà÷ó: ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë (2.4) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ðåêëàìíûé
áþäæåò (2.5) è èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (2.3) ñ óñëîâèÿìè (2.1), (2.2).

3. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ñâåäåì ïðîáëåìó (2.1)-(2.5) ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà. Ââåäåì ôóíêöèè ϕu(t), ϕx(t) :

ϕu(t) =



∫ t−τ0u

t−τ1u

Gu(t− s)û(s)ds, 0 ≤ t ≤ τ0u,∫ 0

t−τ1u

Gu(t− s)û(s)ds, τ0u ≤ t ≤ τ1u,

0, τ1u ≤ t;

ϕx(t) =



∫ t−τ0x

t−τ1x

Gx(t− s)x̂(s)ds, 0 ≤ t ≤ τ0x,∫ 0

t−τ1x

Gx(t− s)x̂(s)ds, τ0x ≤ t ≤ τ1x,

0, τ1x ≤ t;

à òàêæå ôóíêöèè Ḡx(t− s), Ḡu(t− s) :

Ḡx(t− s) =


Gx(t− s), τ0x ≤ t ≤ τ1x, 0 ≤ s ≤ t− τ0x,
Gx(t− s), τ1x ≤ t, t− τ0x ≤ s ≤ t,

0, èíà÷å;
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Ḡu(t− s) =


Gu(t− s), τ0u ≤ t ≤ τ1u, 0 ≤ s ≤ t− τ0u,
Gu(t− s), τ1u ≤ t, t− τ0u ≤ s ≤ t,

0, èíà÷å.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ôóíêöèè, íàêîïëåííûå ðåïóòàöèÿ ôèðìû, ðåêëàìíîå âîçäåé-
ñòâèå, ïðèáûëü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

y(t) = ϕx(t) +

∫ t

0

Ḡx(t− s)x(s)ds = ϕx(t) +

∫ t

0

Ḡx(t− s)f(y(s), v(s))ds, (3.1)

v(t) = ϕu(t) +

∫ t

0

Ḡu(t− s)u(s)ds, (3.2)

Π(t) =

∫ t

0

((1− µ)f(y(s), v(s))− u(s))ds. (3.3)

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè Π(T ) ïðè óñëîâèÿõ (3.1), (3.2), (3.3) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàê-
ñèìèçàöèè (2.4) ïðè óñëîâèÿõ (2.5), (2.3), (2.1), (2.2) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Âîëüòåððà. Ïðèìåíèì äëÿ äàííîé
çàäà÷è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [7].

Ââåäåì ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà

H(s, y, v, u) = (1− µ)f(y, v)− u+ py(s)Ḡx(0)f(y, v) + pv(s)Ḡu(0)u+∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t
f(y, v) + pv(t)

∂Ḡu(t− s)

∂t
u

)
dt.

(3.4)

Òàê êàê ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà (3.4) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïî ïåðåìåííîé u, òî
ìàêñèìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèÿ, è èìååò ñìûñë ðàñ-
ñìîòðåòü ìíîæèòåëü h ïðè ïåðåìåííîé u, êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü ôóíêöèåé ïåðåêëþ÷å-
íèÿ óïðàâëåíèÿ. Ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ h(s) îïðåäåëÿåò ðåëåéíûé õàðàêòåð óïðàâëåíèÿ
è íà îñíîâå çíàêà ýòîé ôóíêöèè ìîæíî äëÿ ôèðìû ðàññ÷èòàòü îïòèìàëüíûå âëîæåíèÿ â
ðåêëàìó. Âèä ôóíêöèè h(s) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

h(s) = pv(s)Ḡu(0)− 1 +

∫ T

s

(
pv(t)

∂Ḡu(t− s)

∂t

)
dt. (3.5)

Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

u(s) =

{
b, h(s) > 0,
0, h(s) < 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ðåêëàìíîé ñòðàòåãèè íåîáõîäèìî íàéòè
ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ pv(s). Ñëåäóÿ [7], ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ
ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ pv, py :

ṗy = −∂f(y(s), v(s))
∂y

(
1− µ+ py(s)Ḡx(0) +

∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t

)
dt

)
, py(T ) = 0, (3.6)

ṗv = −∂f(y(s), v(s))
∂v

(
1− µ+ py(s)Ḡx(0) +

∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t

)
dt

)
, pv(T ) = 0. (3.7)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ðåêëàìíûõ ðàñõîäîâ íåîáõî-
äèìî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó (3.6), (3.7), (3.1), (3.2) ñ íà÷àëüíûìè óëîâèÿìè y(0) = ϕx(0),
v(0) = ϕu(0). Ðåøåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äîâîëüíî ñëîæíóþ
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ïðîáëåìó, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è òðåáóåòñÿ
ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òàêæå ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè Π(T ) ïðè óñëîâèÿõ (3.1), (3.2), (3.3) ìîæíî ïðèìåíÿòü
ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè, ðàñøèðåííûé íà äàííûé êëàññ çàäà÷ â ðàáîòàõ [8], [9].

Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f(y, v) ëèíåéíà ïî ïåðåìåí-
íûì, ò.å. f(y, v) = α1y+α2v. Òîãäà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.6), (3.7) íå çàâèñèò
îò ðåøåíèé ñèñòåìû (3.1), (3.2) è ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå äëÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
ìîãóò áûòü íàéäåíû íåïîñðåäñòâåííî èç ñèñòåìû

ṗy = −α1

(
1− µ+ py(s)Ḡx(0) +

∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t

)
dt

)
, py(T ) = 0,

ṗv = −α2

(
1− µ+ py(s)Ḡx(0) +

∫ T

s

(
py(t)

∂Ḡx(t− s)

∂t

)
dt

)
, pv(T ) = 0.

È â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ u(s) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ
pv(s) â ôóíêöèþ ïåðåêëþ÷íèÿ h(s).

4. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè áûëè âçÿòû ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå êîìïàíèè
ÎÀÎ "Ìåãàôîí": ïîêâàðòàëüíûå äàííûå ïî ïðîäàæàì x(t) è ðåêëàìíûì çàòðàòàì u(t)
çà ïåðèîä ñ 30 èþíÿ 2004 ã. ïî 30 ñåíòÿáðÿ 2013 ã. â ìëí. ðóáëåé.

Íà ïåðâîì ýòàïå äëÿ âûÿâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó ôàêòîðàìè è îïðåäåëåíèÿ
ëàãîâ çàïàçäûâàíèÿ ïðîâîäèëñÿ êîððåëÿöèîííûé àíàëèç. Ñòåïåíü òåñíîòû ñòàòèñòè÷åñêîé
ñâÿçè îïðåäåëÿëàñü ìåæäó x(t) è u(t−τ), à òàêæå x(t) è x(t−τ), τ = 0, 1, 2, ... . Ðàñ÷åòû
êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè Ïèðñîíà è àâòîêîððåëÿöèè ïîêàçàëè ñèëüíóþ ëèíåéíóþ ñâÿçü
ìåæäó x(t) è x(t− 1), x(t− 2), u(t), u(t− 1), u(t− 2). Ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðî÷íûå
çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáë.1.

Òàáëèöà 1. Âûáîðî÷íûå êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè Ïèðñîíà è àâòîêîððåëÿöèè
τ 0 1 2

corr(x(t), x(t− τ)) 1 0,92 0,73
corr(x(t), u(t− τ)) 0,83 0,79 0,62

Èç òàáë.1 âèäíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ðåêëàìîé è ïðîäàæàìè, à òàêæå
ìåæäó òåêóùèìè è ïðåäûäóùèìè ïðîäàæàìè îñëàáåâàþò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ âåëè÷èíû
ëàãà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàíåå ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Â õîäå ïðîâåðêè çíà÷èìîñòè
ïàðàìåòðîâ ñâÿçè ïî t -êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè 3% áûëà îòâåðãíóòà
ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñâÿçü âûðó÷êè è ðåêëàìíûõ çàòðàò îò-
ñóòñòâóåò. Ñ âåðîÿòíîñòüþ ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ïðîöåíòà, - ÷òî îòñóòñòâóåò ñâÿçü ìåæäó
âûðó÷êîé è ïðåäûäóùèìè ïðîäàæàìè. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç àíàëèçà ñóùåñòâåííîñòè
ñâÿçè, áûëè îïðåäåëåíû íà÷àëüíûå ( τ0u = 0, τ0x = 1 ) è êîíå÷íûå ( τ1u = 2, τ1x = 2 ) ëàãè
çàïàçäûâàíèÿ.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîì âèäå ïðàâîé ÷àñòè â
ñîîòíîøåíèè (2.3):

x(t) = α1y(t) + α2v(t) = α1

∫ 2

1

Gx(τ)x(t− τ)dτ + α2

∫ 2

0

Gu(τ)u(t− τ)dτ.
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Àíàëèç ëèíåéíîé äèñêðåòíîé (ïî ëàãàì çàïàçäûâàíèÿ) ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ïîêàçàë,
÷òî îòäà÷à îò ðåêëàìíîãî âîçäåéñòâèÿ ñî âðåìåíåì óáûâàåò, ò.å. ðåàêöèÿ íà ðåêëàìó ïðè-
íèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðàêòè÷åñêè ñðàçó ïîñëå âûõîäà ðåêëàìíîãî ñîîáùåíèÿ
è îêàçûâàåò ìåíüøåå âëèÿíèå íà ïîñëåäóþùèå ïðîäàæè. Òàêæå ìîíîòîííî óáûâàþùèì
ÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå ïðåäûäóùèõ ïðîäàæ, ò.å. âîçäåéñòâèå ìàêñèìàëüíàÿ îòäà÷à îò ïðåäû-
äóùèõ ïðîäàæ ïðèõîäèòñÿ íà ïåðâûé ëàã, à çàòåì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ âñå
ìåíüøåå âîçäåéñòâèå íà ïîòðåáèòåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ñäåëàííûå âûøå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé Gu(τ) è Gx(τ) , âûáåðåì ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
ýòèõ ôóíêöèé â âèäå:

Gu(τ) = g1u exp (g2uτ) , Gx(τ) = g1x exp (g2xτ) .

Íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèé è ðåçóëüòàòîâ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà, èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå (2.3) áûëî ïðåîáðàçîâàíî:

x(t) =

∫ 2

1

g̃1u exp (g2uτ)x(t− τ)dτ +

∫ 2

0

g̃1x exp (g2xτ)u(t− τ)dτ.

Ïàðàìåòðû ìîäåëè g̃1u, g2u, g̃1x, g2x îïðåäåëÿëèñü ìåòîäàìè ðåãðåññèîííîãî àíàëè-
çà ïî ñòàòèñòèêå ÎÀÎ "Ìåãàôîí"(îöåíêè îáîçíà÷èì ĝ1u, ĝ2u, ĝ1x, ĝ2x ), â ðåçóëüòàòå
óðàâíåíèå òåêóùèõ ïðîäàæ äëÿ êîìïàíèè ÎÀÎ "Ìåãàôîí"ïðèíÿëî âèä

x(t) =

∫ 2

1

3, 04953 exp (−0, 9672τ) x(t− τ)dτ +

∫ 2

0

2, 87153 exp (−7, 87152τ)u(t− τ)dτ.

Òàêæå èñõîäÿ èç çíà÷åíèé ñòàòèñòè÷åêèõ äàííûõ, áûëè îïðåäåëåíû ôóíêöèè x̂(t) è
û(t) êàê ðåçóëüòàò òî÷å÷íîé àïïðîêñèìàöèè:

x̂(t) = 1, 472t+ 68, 45, û(t) = −0, 09t+ 2, 06.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî êîìïàíèÿ ÎÀÎ "Ìåãàôîí"ÿâëÿåòñÿ íåïðîèçâîäñòâåííîé
êîìïàíèåé, äîïîëíèòåëüíûå èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà óñëóã, ïðåäñòàâ-
ëÿþò îòíîñèòåëüíî íåáîëüøóþ âåëè÷èíó. Ýòî ïîçâîëÿåò â ôóíêöèîíàëå (2.4) ïîëîæèòü
µ = 0.

Ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü â äàëüíåéøåì àíàëèçèðîâàëàñü íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ñõåì ïðè
T = 4 (ïëàíèðîâàíèå íà ãîä) è b = 2, 4 (îãðàíè÷åíèå íà áþäæåò). Â ÷àñòíîñòè, â ðå-
øåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è è äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçîâàë-
ñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà âû-
÷èñëèòåëüíîé ñõåìå Ýéëåðà. Ïðè ýòîì èíòåãðàë, íàõîäÿùèéñÿ â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëÿëñÿ ìåòîäîì òðàïåöèé.

×èñëåííûé àíàëèç ïðîâîäèëñÿ ñ ðàçëè÷íûìè øàãàìè äèñêðåòèçàöèè âðåìåííîãî ïàðà-
ìåòðà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå çàäà÷è ïðèâîäèëî ê ñëåäóþùåé ñòðóêòóðå îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ:

u(t) =

{
2, 4, 0 ≤ t < τ,
0, τ ≤ t ≤ T.

Íèæå â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè îöåíåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ĝ1u = 2, 87153, ĝ2u = −7, 87152, ĝ1x = 3, 04953, ĝ2x = −0, 9672 .

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ øàãàõ äèñêðåòèçàöèè
øàã äèñêðåòèçàöèè ñóììàðíàÿ ïðèáûëü τ

0,001 640,119 3,57
0,0005 640,136 3,64
0,00025 640,142 3,70
0,000125 640,143 3,74
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Ðåøåíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàáë. 2, ïîäòâåðæäàþò ýìïèðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îá îïòèìàëü-
íîé ñòðàòåãèè ðåêëàìíûõ âëîæåíèé: íà ïåðâîíà÷àëüíîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ìàêñèìàëü-
íîå âëîæåíèå â ðåêëàìó, à â êîíöå ïåðèîäà ïëàíèðîâàíèÿ ôèíàíñèðîâàíèå ðåêëàìíûõ
ðàñõîäîâ ïðåêðàùàåòñÿ.

Äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ìîäåëè áûëè ïðîâåäåíû âàðèàöèè
ïàðàìåòðîâ: êàæäûé èç íàéäåííûõ ïàðàìåòðîâ ĝ1u, ĝ2u, ĝ1x, ĝ2x âàðüèðîâàëñÿ íà 10%
â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ è óâåëè÷åíèÿ, à çàòåì íàõîäèëîñü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðè ýòèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Íèæå â òàáë.3 ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è ôèêñèðî-
âàííîì øàãå äèñêðåòèçàöèè 0,000125.

Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ
g̃1u g2u g̃1x g2x ñóììàðíàÿ ïðèáûëü τ
ĝ1u ĝ2u ĝ1x ĝ2x 640,143 3,742

1, 1ĝ1u ĝ2u ĝ1x ĝ2x 640,410 3,742
0, 9ĝ1u ĝ2u ĝ1x ĝ2x 639,876 3,742
ĝ1u 1, 1ĝ2u ĝ1x ĝ2x 640,184 3,738
ĝ1u 0, 9ĝ2u ĝ1x ĝ2x 639,870 3,745
ĝ1u ĝ2u 1, 1ĝ1x ĝ2x 700,438 3,748
ĝ1u ĝ2u 0, 9ĝ1x ĝ2x 586.203 3,736
ĝ1u ĝ2u ĝ1x 1, 1ĝ2x 731,984 3,740
ĝ1u ĝ2u ĝ1x 0, 9ĝ2x 571,539 3,743

Èç òàáë. 3 ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèÿ ïàðàìåòðîâ íåñèëüíî èçìåíÿåò ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ
óïðàâëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâî äàâàòü îöåíêó îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ. Òàêæå àíàëèç òàáë. 3 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííî íà ìî-
äåëüíîå çíà÷åíèå ïðèáûëè âëèÿþò îöåíêè ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè Gx(·), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ýêîíîìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ýòîé ôóíêöèè ñëåäóåò ïðîâîäèòü áîëåå òùà-
òåëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ìî-
æåò áûòü ïðèìåíèìà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ðåêëàìíûìè
ðàñõîäàìè.
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The maximum principle to the control problem of

advertising expenses with distributed lag

c⃝ I. Lutoshkin,3 N. Yamaltdinova4

Abstract. There is constructed the dynamic optimal control problem of promotion expenses,
taking into account distributed lags of advertising and accumulated �rm goodwill. There is solved
the problem of maximizing a total pro�t of a company for the planning period under the restriction,
re�ects the reaction of the target audience. In this case initial problem is formulated as a system
of equations of Volterra type.

Key Words: promotion expenses control; model with distributed lag of advertising; accumulated
�rm goodwill; optimal control; integral equations of Volterra type
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22 àâãóñòà 2015 ã. íà 84 ãîäó æèçíè ñêîí÷àëàñü
Çóáîâà Àëåêñàíäðà Ôåäîðîâíà - äîêòîð òåõíè÷å-
ñêèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà, ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîðäîâñêîãî ãî-
ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í. Ï. Îãàðåâà.

Çóáîâà À. Ô. âèäíûé ñïåöèàëèñò â îáëàñòè òåî-
ðèè êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè, à òàê æå íàäåæíî-
ñòè ïðîöåññîâ è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè.
Îíà îïóáëèêîâàëà ñâûøå 154 ðàáîò, â òîì ÷èñëå
òð¼õ ìîíîãðàôèé: ¾Íàäåæíîñòü ìàøèí è àïïàðà-
òîâ õèìè÷åñêèõ ïðîèçâîäñòâ¿ (1971, 1978), ¾Ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñè-
ñòåì¿ (1989) è äâåíàäöàòè ó÷åáíûõ ïîñîáèé: ¾Ðàñ-
÷åò âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ öåëëþëîçíî-áóìàæíîãî îáîðóäîâàíèÿ¿ (1981),
¾Ìåòîäû ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé ÖÁÏ¿ (1981),
¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû äèíàìèêè ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ ìàøèí è àïïàðàòîâ ÖÁÏ¿ (1983), ¾Àâòîìàòè-
çàöèÿ ðàñ÷åòîâ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè â õèìè÷å-
ñêîé òåõíèêå¿ (1985), ¾Îñíîâû àâòîìàòèçèðîâàííûõ
ðàñ÷åòîâ íàäåæíîñòè ìàøèí è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè¿ (1987), ¾Ìàòåìàòè÷å-
ñêèå îñíîâû íàäåæíîñòè ïðîöåññîâ è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè¿ (1988), ¾Àâòîìà-
òèçàöèÿ ðàñ÷åòîâ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Õèëëà¿ (1990), ¾Àâòîìàòèçàöèÿ ðàñ-
÷åòîâ íàäåæíîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññîâ è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè¿ (1990),
¾Îñíîâû êîíòðîëÿ êà÷åñòâà è íàäåæíîñòè ïðîöåññîâ è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêîé òåõíîëî-
ãèè¿ (1994), ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ íàäåæíîñòè êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì¿
(2002), ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîìûøëåííûõ ïðîöåññîâ è òåõíîëîãèé¿
(2004), ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ íàäåæíîñòè êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì â òåõ-
íèêå è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ¿ (2007).

Çóáîâîé ïîëó÷åíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, íàïðàâëåííûå íà ðåøåíèå ïðîáëåì
àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ìàøèí è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè ñ öåëüþ ïî-
âûøåíèÿ íàäåæíîñòè, èìåþùèå âàæíîå íàðîäíîõîçÿéñòâåííîå çíà÷åíèå. Îíà ðàçðàáîòàëà
ìåòîä ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû
ìàøèí è òåõíîëîãè÷åñêèõ ëèíèé ñ âîññòàíîâëåíèåì ðåçåðâà (íåíàãðóæåííûé ðåçåðâ) ïðè
ïðîèçâîëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû è âîññòàíîâëåíèÿ.
Íàøëà íîâûé ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè è êîëåáàòåëüíîñòè. Ðàçðàáî-
òàëà àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé êðóòèëüíûõ êîëåí÷àòûõ âàëîâ îïïîçèòíûõ
êîìïðåññîðîâ è àëãîðèòìû ðàñ÷åòà çîí óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé Ìàòüå è Õèëëà è òàê æå äàíû ðåêîìåíäàöèè äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè. Ðåçóëüòàòû å¼ èññëåäîâàíèé áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè
ñîçäàíèè ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Å¼ ìåòîäû íàøëè ñàìîå øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè, ñîçäàíèè è ýêñïëóàòàöèè ìàøèí è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêîé
òåõíîëîãèè â òåêñòèëüíîé, ëåãêîé, õèìè÷åñêîé è äðóãèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè.
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Ìîíîãðàôèÿ Çóáîâîé À. Ô. ¾Íàäåæíîñòü ìàøèí è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêèõ ïðî-
èçâîäñòâ¿ (1-îå èçä. ¾Ìàøèíîñòðîåíèå¿, Ë., 1971; 2-îå èçä., ïåðåðàá. è äî-
ïîëí.¾Ìàøèíîñòðîåíèå¿, Ë., 1978) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âåäóùèõ ðóêîâîäñòâ ïðè ÷òåíèè
ó÷åáíîãî êóðñà ¾Íàäåæíîñòü ìàøèí è àïïàðàòîâ¿. Çóáîâîé À. Ô. ðàçðàáîòàí ðÿä íîâûõ
ìåòîäîâ â òåîðèè êîëåáàíèé è íàäåæíîñòè ïðîöåññîâ è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè,
ïîçâîëÿþùèõ íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå çàäàí-
íûå íàäåæíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ è àïïàðàòîâ õèìè÷åñêîé
òåõíîëîãèè. Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Çóáîâîé À. Ô. øèðîêî èçâåñòíû êàê ó íàñ,
òàê è çà ðóáåæîì. Ìåòîäû À. Ô. Çóáîâîé ýôôåêòèâíû è â ïðèëîæåíèè ê çàäà÷àì àâòî-
ìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ â ïðîìûøëåííîñòè, áèîëîãèè, ìåäèöèíå,
ýíåðãåòèêå.

Â òå÷åíèè 14 ëåò Àëåêñàíäðà Ôåäîðîâíà Çóáîâà ðàáîòàëà íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.Ï. Îãàðåâà. Çà âðåìÿ
íàó÷íîé è ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè íà êàôåäðå îíà ðàçðàáîòàëà íîâûå ñïåöêóðñû ïî òåîðèè
êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìàòüå, Õèëëà è îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ, ðàçðàáîòà-
ëà íîâóþ òåìàòèêó êóðñîâûõ, äèïëîìíûõ è äèññåðòàöèîííûõ ðàáîò. Ïî å¼ èíèöèàòèâå íà
ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå áûë îòêðûò ñîâåò ïî çàùèòå êàíäèäàòñêèõ, à çàòåì è äîê-
òîðñêèõ äèññåðòàöèé. À.Ô. Çóáîâà àêòèâíî ïðèíèìàëà ó÷àñòèå â ðàáîòå ìåæðåãèîíàëüíîé
îáùåñòâåííîé îðãàíèçàöèè¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî¿.

Ñ 2009 ãîäà À.Ô. Çóáîâà âõîäèëà â ðåäàêöèîííóþ êîëëåãèþ íàó÷íîãî ðåöåíçèðóåìîãî
æóðíàëà ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Àëåêñàíäðà Ôåäîðîâíà Çóáîâà áûëà î÷åíü äîáðûì ÷åëîâåêîì, îíà ïîñòîÿííî äåëèëàñü
ñâîèìè çíàíèÿìè, ïîñòîÿííî îêàçûâàëà ïîìîùü è ïîääåðæêó ñòóäåíòàì, àñïèðàíòàì è
âñåì, êòî ê íåé îáðàùàëñÿ. Áîãàòû æèçíåííûé îïûò Àëåêñàíäðû Ôåäîðîâíû, å¼ èíòåëëåê-
òóàëüíîñòü, òðóäîëþáèå, ñêðîìíîñòü è òðåáîâàòåëüíîñòü ê ñåáå ñíèñêàëè óâàæåíèå âñåõ,
êòî å¼ çíàë. Îíà ìàòü øåñòåðûõ äåòåé, òðîå èç êîòîðûõ äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, à òðîå äðóãèõ � êàíäèäàòû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Îíà áûëà èñêëþ÷èòåëüíî
çàáîòëèâîé ìàìîé è æåíîé.

Ñâåòëàÿ ïàìÿòü îá Àëåêñàíäðå Ôåäîðîâíå Çóáîâîé íàâñåãäà ñîõðàíèòñÿ â ñåðäöàõ òåõ,
êîìó äîâåëîñü ðàáîòàòü èëè îáùàòüñÿ ñ íåé.

Ùåííèêîâ Â. Í., ×ó÷àåâ È. È., Æàëíèí Ð. Â.,

Øèðÿåâ Â. Ä., Ñìîëüÿíîâ À. Ã., Ñóõàðåâ Ë. À,

Àôèíîãåíòîâà Å. Â., Áàøìàêîâ È. Ã., Êîñîâ À. À.,

Êóðíîñîâ Ã. À., Ñìîëêèí Ã. À. , Ó÷âàòîâà Í. Í.,

Íèêîíîâ Â. Í., Ñàôîíêèí Â. È., Ìóðþìèí Ñ. Ì.,

Ìàìåäîâà Ò. Ô.,Øàìàíàåâ Ï. À., Ïàâëîâ À. Â.,

Áîÿðêèí Ä. È., Àðòåìüåâà Å. Í., ×åðíîèâàíîâà Å. À.,

Ùåííèêîâà Å. Â.
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, íå îïóáëè-
êîâàííûå è íå ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Îáúåì ðóêîïèñè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 12 ñòðàíèö äëÿ íàó÷íîé ñòàòüè è 20 ñòðàíèö
äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX. Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïî-
ìîùüþ MiKTeX, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå �
http://www.miktex.org.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:
� êîäû ÓÄÊ;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ, e-mail, äîëæíîñòü è ìåñòî ðàáîòû (îôèöè-

àëüíîå íàçâàíèå îðãàíèçàöèè);
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè;
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Åñëè ñòàòüÿ íà ðóññêîì ÿçûêå, òî íàçâàíèå ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ,

àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íåîáõîäèìî òàê æå ïðåäîñòàâèòü è íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Åñëè
ñòàòüÿ íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî îòäåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîäû ÓÄÊ, íàçâàíèå
ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ, àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íà ðóññêîì ÿçûêå.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþò ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå,îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.
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Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿,¿ the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäèí èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò.å. ¾The study tested¿,íî
íå ¾It was tested in this study¿.

Íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ïðèâîäèòñÿ àâòîðñêîå ðåçþìå (àííîòàöèÿ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
êðàòêèì ðåçþìå áîëüøåé ïî îáúåìó ðàáîòû, èìåþùåé íàó÷íûé õàðàêòåð.

Îáúåì àííîòàöèè äîëæåí áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî 250 ñëîâ.
Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî 15 ñëîâ è ÷åòêî óêàçûâàòü íà îñíîâ-

íîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè. Íå ñëåäóåò ïðèâîäèòü â êà÷åñòâå êëþ÷åâûõ ñëîâ îáùèå ïîíÿòèÿ,
òàê êàê ïîèñê ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó íå ïðèâåäåò ÷èòàòåëÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðåñóþùåé åãî
èíôîðìàöèè. Îäíàêî äàííîå ñëîâî ìîæåò âõîäèòü â çíà÷èìîå ñëîâîñî÷åòàíèå.

Àâòîðàì ñòàòåé íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû ñòàòåé:
• Ââåäåíèå - êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå.
• Ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ.
• Ðåçóëüòàòû � îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè.
• Îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè.
• Çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB (ñì. Òåõ-

íè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû.
Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå. Â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ
äîïóñêàåòñÿ äî 20, â îáçîðíûõ � äî 60 èñòî÷íèêîâ.

Ïîäðîáíûå Òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex ñî-
äåðæàòñÿ íà ñàéòå æóðíàëà ïî àäðåñó http://journal.svmo.ru/page/rules.
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Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\ footnote { Äîëæ-
íîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\ footnote {Äîëæíîñòü, ìåñòî ðà-
áîòû, ãîðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðè-ñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåññà
Ðîññèè¿ � 94016.
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