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ÓÄÊ 519.63:517.958

Î ñïîñîáå ðåøåíèÿ çàäà÷è íåñòàöèîíàðíîé äèôôóçèè

ðàäîíà â êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ

c⃝ A. Ð. Áèêáàåâà1,Â. Í. Êðèçñêèé2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèôôóçèè ðàäîíà â ñëîèñòûõ àíèçî-
òðîïíûõ ñðåäàõ ñ àíèçîòðîïíûìè âêëþ÷åíèÿìè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàåâóþ çàäà÷ó
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïðåäëîæåí êîìáèíèðîâàííûé ñïîñîá ðåøå-
íèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è
ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôóçèÿ ðàäîíà, àíèçîòðîïíàÿ ñðåäà, êðàåâàÿ çàäà÷à, ìåòîä èíòå-
ãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

1. Ââåäåíèå

Ðàäîí èç-çà ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì ïðè ðàçëè÷íûõ ãåî-
ëîãè÷åñêèõ è ãåîòåõíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Äèíàìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ðà-
äîíà â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå ïî÷âû îòðàæàþò äèíàìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãîðíîãî ìàññèâà â çíà÷èòåëüíîì îáúåìå, ÷òî ñëóæèò îñíî-
âîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëÿ âàðèàöèé ýêñãàëÿöèè ðàäîíà êàê êðàòêîñðî÷íîãî ïðåäâåñòíèêà
ñåéñìè÷åñêèõ ñîáûòèé [1]. Â ãåîëîãèè èçîòîïû ðàäîíà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà óðàíîâûõ
è òîðèåâûõ ðóä, à òàêæå äëÿ ãåîëîãè÷åñêîãî è ýêîëîãè÷åñêîãî êàðòèðîâàíèÿ, ïîèñêà íåô-
òÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé.

Èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäîíà â ãðóíòå ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî
òèïà çàäà÷ è ïðîãðàìì ðàñ÷åòà äàííûõ èìååò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå âî ìíîãèõ íàó÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ: ñåéñìîëîãèÿ, ãåîõèìèÿ, ðàçâåäî÷íàÿ ãåîôèçèêà è ò.ä.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñïîñîá ðåøåíèÿ

Áåç îãðàíè÷åíèé îáùíîñòè ðàññóæäåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòóþ
ìîäåëü ñðåäû ñ ëîêàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè, îòðàæàþùóþ òèïîâóþ ñòðóêòóðó íåôòåíîñíî-
ãî ðàéîíà.

Ïóñòü ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòàÿ ñðåäà ðàçäåëåíà ãëàäêèìè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûìè
ãðàíèöàìè γ0.0, γ1.0, . . . , γN−1.0 íà ãîðèçîíòàëüíûå ñëîè Ω0.0,Ω1.0, . . . ,ΩN.0 , çàïîëíåííûå
âåùåñòâîì, äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè
D0.0, D1.0, . . . , DN.0 ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäûé ñëîé Ωi.0 ñîäåðæèò Mi ëîêàëüíûõ âêëþ÷åíèé Ωi.j(j = 1,Mi) ñ ãðàíèöàìè
Ωi.j , çàïîëíåííûõ âåùåñòâîì, ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè
ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè äèôôóçèè Di.j, i = 0, N, j = 1,Mi .

1 Àññèñòåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; albinabikbaeva@gmail.com.

2 Çàì. äèðåêòîðà ïî íàó÷íîé ðàáîòå è èííîâàöèÿì, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; Krizsky@rambler.ru.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà ðàäîíà â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ Ω =
∪N
i=0

∪Mi

j=1Ωi.j ⊂
R3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé âèäà:

∂Ai.j(P, t)

∂t
= div(Di.j∇Ai.j(P, t))− λ(Ai.j(P, t)− Ai.∞), P ∈ Ωi.j, i = 0, N, j = 0,Mi; (2.1)

(Di.0∇Ai.0(P, t), n)|γi.0 = (Di+1.0∇Ai+1.0(P, t), n)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.2)

Ai.0(P, t)|γi.0 = Ai+1.0(P, t)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.3)

(Di.j∇Ai.j(P, t), n)|γi.j = (Di.0∇Ai.0(P, t), n)|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi; (2.4)

Ai.j(P, t)|γi.j = Ai.0(P, t)|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi; (2.5)

lim
z→∞

AN.0(P, t) = AN.∞, lim
z→−∞

A0.0(P, t) = 0; lim
P→∞,z=const

Ai.0(P, t) = Aíi
(P, t), i = 0, N ; (2.6)

Ai.j(P, 0) = 0, i = 0, N, j = 0,Mi. (2.7)

Çäåñü Ai.j(P, t) � îáúåìíàÿ àêòèâíîñòü ðàäîíà â ãðóíòå, P (x, y, z) ; λ � ïîñòîÿííàÿ
ðàñïàäà ðàäîíà; Ai.∞ � îáúåìíàÿ àêòèâíîñòü ðàäîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â ðàäèîàêòèâíîì
ðàâíîâåñèè ñ ðàäèåì (226Ra) íà çàäàííîé ãëóáèíå â ãðóíòå i -ãî ñëîÿ, êîòîðàÿ ðàâíà
Ai.∞ = Ki.emAi.Raρi.s(1− ηi)) , Ki.em � êîýôôèöèåíò ýìàíèðîâàíèÿ ðàäîíà, Ai.Ra � óäåëü-
íàÿ àêòèâíîñòü 226Ra , ρi.s � ïëîòíîñòü òâåðäûõ ÷àñòèö, ηi � ïîðèñòîñòü ãðóíòà, Aíi

(P, t)
� íîðìàëüíîå ïîëå ðàäîíà, îïèñûâàþùåå äèôôóçèþ ðàäîíà â ñëîèñòîé ñðåäå â ïðåäïîëî-
æåíèè îòñóòñòâèÿ âêëþ÷åíèé. Ïåðåìåííàÿ t ≥ 0 � âðåìÿ.

Ïðåäñòàâèì èñêîìóþ ôóíêöèþ îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà â ãðóíòå Ai.j(P, t) â âèäå
ñóììû äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé àíîìàëüíîãî Ai.j(P, t) è íîðìàëüíîãî Aíi

(P, t)
ïîëåé, ò.å.

Ai.j(P, t) = Ai.j(P, t) + Aíi
(P, t), i = 0, N, j = 0,Mi,

ãäå íîðìàëüíîå ïîëå ðàäîíà îïðåäåëÿåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé:

∂Aíi
(P, t)

∂t
= div(Di.0∇Aíi

(P, t))− λ(Aíi
(P, t)− Ai.∞), P ∈ Ωi.0, i = 0, N ; (2.8)

(Di.0∇Aíi
(P, t), n)|γi.0 = (Di+1.0∇Aíi+1

(P, t), n)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.9)

Aíi
(P, t)|γi.0 = Aíi+1.0

(P, t)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.10)

lim
z→∞

AíN
(P, t) = A∞, lim

z→−∞
Aí0(P, t) = 0; (2.11)

Aíi
(P, 0) = 0, i = 0, N. (2.12)

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.8) � (2.12) â ñëó÷àå êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ãîðèçîíòàëüíî-
ñëîèñòîé ñðåäû ñ ïëîñêèìè ãðàíèöàìè ïîëó÷åíî â [2].

Ñ ó÷åòîì çàäà÷è (2.8) � (2.12) àíîìàëüíîå ïîëå ðàäîíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé êðà-
åâîé çàäà÷å:

∂Ai.j(P, t)

∂t
= div(Di.j∇Ai.j(P, t))− λAi.j(P, t), P ∈ Ωi.j, i = 0, N, j = 0,Mi; (2.13)

((Di.0∇Ai.0(P, t), n)|γi.0 = ((Di+1.0∇Ai+1.0(P, t), n)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.14)

Ai.0(P, t)|γi.0 = Ai+1.0(P, t)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.15)

((Di.j∇Ai.j(P, t), n)|γi.j = [(Di.0∇Ai.0(P, t), n) + ψi.0(P )]|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi, (2.16)

ψi.0(P ) = ((Di.0 −Di.j)∇Aíi
(P, t), n);
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Ai.j(P, t)|γi.j = Ai.0(P, t)|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi; (2.17)

lim
P→∞

Ai.0(P, t) = 0, i = 0, N,Ai.j(P, 0) = 0, i = 0, N, j = 0,Mi. (2.18)

Ïðèìåíèì ê çàäà÷å (2.13) � (2.18) ñïîñîá ðåøåíèÿ, îïèñàííûé â ðàáîòå [3], èñïîëüçóÿ
èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

F (P, s) =

∞∫
0

A(P, t)e−stdt. (2.19)

Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

div(Di.j∇Fi.j(P, s))− (s+ λ)Fi.j(P, s) = 0, P ∈ Ωi.j, i = 0, N, j = 0,Mi; (2.20)

(Di.0∇Fi.0(P, s), n)|γi.0 = (Di+1.0∇Fi+1.0(P, s), n)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.21)

Fi.0(P, s)|γi.0 = Fi+1.0(P, s)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.22)

(Di.j∇Fi.j(P, s), n)|γi.j = [(Di.0∇Fi.0(P, s), n+ Fψi.0
(P )]|γi.j , i = 0, N − 1, j = 1,Mi, (2.23)

Fψi.0
(P ) = ((Di.0 −Di.j)∇Fíi

(P, s), n);

Fi.j(P, s)|γi.j = Fi.0(P, s)|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi; (2.24)

lim
P→∞

Fi.j(P, s) = 0, i = 0, N, (2.25)

ãäå ôóíêöèÿ Fψi.0
(P ) � îáðàç ôóíêöèè ψi.0(P ) ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (2.19).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.20) � (2.25) ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíê-
öèè Ãðèíà G(P,Q) � ôóíêöèè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
Q(xq, yq, zq) è ãåíåðèðóþùåãî äèôôóçèîííîå ïîëå åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè âî âìåùàþ-
ùåì ïðîñòðàíñòâå (â ñëîèñòîé ñðåäå áåç âêëþ÷åíèé):

div(Di.0∇Gi.0(P,Q))− (s+ λ)Gi.0(P,Q) = −δ(P,Q), P ∈ Ωi.0, i = 0, N ; (2.26)

(Di.0∇Gi.0(P,Q), n)|γi.0 = (Di+1.0∇Gi+1.0(P,Q), n)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.27)

Gi.0(P,Q)|γi.0 = Gi+1.0(P,Q)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.28)

lim
P→∞

Gi.j(P,Q) = 0, i = 0, N. (2.29)

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è (2.20) � (2.25) áóäåò èìåòü âèä:

F (P, s) =
N∑
i=0

Mi∑
j=1

∫
γi.j

Fi.j(Q, s)[(Di.0−Di.j)∇Gi.0(P,Q), nQ)]dγi,jQ+
N∑
i=0

Mi∑
j=1

∫
γi.j

Fψi.0
(Q)Gi.0(P,Q)dγi,jQ .

Çäåñü nQ � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ â òî÷êå Q , à ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Fi.j(Q, s) íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà:

F (P, s)−
N∑
i=0

Mi∑
j=1

∫
γi.j

Fi.j(Q, s)[(Di.0−Di.j)∇Gi.0(P,Q), nQ]dγi.jQ =
N∑
i=0

Mi∑
j=1

∫
γi.j

Fψi.0
(Q)Gi.0(P,Q)dγi.jQ .

Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (2.19) ïðîãðàììíî ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîá-
ùåííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íàèâûñøåé ñòåïåíè òî÷íîñòè [4].
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ÓÄÊ 517.938.5

Î êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ

äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ïîñðåäñòâîì

àâòîìîðôèçìîâ òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, C. Õ. Êàïêàåâà2

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [6], â êîòîðîé íàéäåíû óñëî-
âèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò ëèøü èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïåðèîäà
áîëüøåãî åäèíèöû. Êàæäîìó äèôôåîìîðôèçìó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òðåõöâåòíûé ãðàô,
íà âåðøèíàõ êîòîðîãî ýòîò äèôôåîìîðôèçì èíäóöèðóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå,
íàçûâàåìîå íàìè àâòîìîðôèçìîì ãðàôà. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî âñå âåðøèíû ãðàôà èìåþò
îäèí è òîò æå ïåðèîä îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ àâòîìîðôèçìà. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
òðåõöâåòíûé ãðàô, ñíàáæåííûé àâòîìîðôèçìîì, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðè-
àíòîì â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå äèôôåîìîðôèçìîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-
ôèçì, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå äèôôåîìîðôèçìû, òðåõöâåòíûé ãðàô

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G̃ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà çàìêíóòîì äâóìåðíîì îðèåíòèðóåìîì
ìíîãîîáðàçèè M2 .

Ïðåäñòàâèì íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî â âèäå: Ωf = Ω0(f)∪Ω1(f)∪Ω2(f) , ãäå Ω0(f) ,
Ω1(f) , Ω2(f) - ìíîæåñòâà ñòîêîâûõ, ñåäëîâûõ, èñòî÷íèêîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèô-
ôåîìîðôèçìà f ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå Op ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p äèôôåîìîðôèçìà f ñî-
îòâåòñòâóåò òðîéêà ÷èñåë (mOp , qOp , νOp) (ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå îðáèòû Op ), ãäå mOp

- ïåðèîä Op , qOp = dim W u
O , à νOp � òèï îðèåíòàöèè òî÷êè p (ðàâíûé +1(−1) , åñëè

fm|Wu
p
ñîõðàíÿåò (ìåíÿåò) îðèåíòàöèþ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç mf - íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî Ωf
mf íåïîäâèæ-

íî è ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà fmf èìååò òèï îðèåíòàöèè +1 . Ïî
ïîñòðîåíèþ mOp � äåëèòåëü ÷èñëà mf .

Òàê êàê áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G̃ íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
òî÷åê, òî äëÿ luσ(l

s
σ) íåóñòîé÷èâîé (óñòîé÷èâîé) ñåïàðàòðèñû ñåäëà σ ∈ Ω1 ñóùåñòâóåò

ñòîê ω ∈ Ω0 (èñòî÷íèê α ∈ Ω2 ) òàêîé, ÷òî cl(luσ) = luσ ∪ σ ∪ ω (cl(lsσ) = lsσ ∪ σ ∪ α) (ñì.
ïðåäëîæåíèå 2.1.3 [2]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lω(Lα) - ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ ñòîê ω ∈ Ω0 (èñòî÷íèê
α ∈ Ω2 ) â ñâîåì çàìûêàíèè. Ïîëîæèì Lf =

∪
ω∈Ω0,α∈Ω2

Lω ∪ Lα ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ

äèôôåîìîðôèçìà f

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæ-
íèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru

2 Ñòóäåíòêà, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
kapkaevasvetlana@yandex.ru
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåïàðàòðèñû l ∈ Lf íàèìåíüøåå èç
âîçìîæíûõ ÷èñåë k ∈ N òàêèõ, ÷òî fk(l) = l íàçîâåì ïåðèîäîì ñåïàðàòðèñû l , îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç ml .

Â ðàçäåëå 2. íàñòîÿùåé ñòàòüè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî âñå ñåïàðàòðèñû äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ G̃ èìåþò ïåðèîä mf .

Íàïîìíèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ãðàô T íàçûâàåòñÿ òðåõöâåòíûì ãðàôîì, åñëè âñå åãî
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3, à ðåáðà ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â
êàæäîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ ðåáðà òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ. Öâåòà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè
s , t , u . Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ýòè ðåáðà s -ðåáðàìè, t -ðåáðàìè è u -ðåáðàìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Äâà òðåõöâåòíûõ ãðàôà T è T ′ íàçîâåì èçîìîðôíû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè èõ âåð-
øèí, ñîõðàíÿåùåå îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè è öâåòíîñòè ( s , t , u -ðåáðà ïåðåõîäÿò â
ðåáðà òîãî æå öâåòà).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Sf ãðàôà T (f) íà
ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå âåðøèíó â âåðøèíó, ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè è öâåò-
íîñòè, áóäåì íàçûâàòü àâòîìîðôèçìîì ãðàôà T (f) .

Ïðîâåäÿ ïîñòðîåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿì, âûïîëíåííûì â ðàáîòå [6], êàæäîìó
äèôôåîìîðôèçìó f ∈ G íà ïîâåðõíîñòè M2 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òðåõöâåòíûé ãðàô
T (f) .

Ïóñòü f , èìååò õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ îñîáóþ òî÷êó. Óäàëèì èç ïîâåðõíîñòè M2

çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ òî-
÷åê äèôôåîìîðôèçìà f è îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî ÷åðåç M̃ , òî åñòü M̃ =
M2\

∪
p∈Ω1

(W u
p ∪W s

p ) . Òîãäà ìíîæåñòâî M̃ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îòêðû-

òûõ îáëàñòåé (ÿ÷ååê), ãîìåîìîðôíûõ îòêðûòîìó ñòàíäàðòíîìó äèñêó, òî åñòü ìíîæåñòâó
{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} . Äëÿ ïîòîêîâ ýòîò ôàêò áûë äîêàçàí Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé,
äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ êàñêàäîâ À. Í. Áåçäåíåæíûõ è Â. Ç. Ãðèíåñîì. Ïðè ýòîì ãðàíè-
öà êàæäîé îáëàñòè èç ìíîæåñòâà M̃ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí èñòî÷íèê, îäèí ñòîê, îäíó
èëè äâå ñåäëîâûå òî÷êè è íåêîòîðûå èç èõ ñåïàðàòðèñ. Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ñåïàðàòðèñû
äèôôåîìîðôèçìà f èìåþò èìåþò ïåðèîä mf , òî âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
M̃ òàêæå èìåþò ïåðèîä mf

3.
Ïóñòü A - ëþáàÿ ÿ÷åéêà èç ìíîæåñòâà M̃ , α è ω - èñòî÷íèê è ñòîê, âõîäÿùèå â åå

ãðàíèöó, ïðîèçâåäåì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå.
Àíàëîãè÷íî [6] ïîñòðîèì t -êðèâóþ, ðàçáèâàþùóþ ÿ÷åéêó A íà äâå òðåóãîëüíûå îáëà-

ñòè, â ãðàíèöó êàæäîé èç êîòîðûõ âõîäÿò: òðè ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè - èñòî÷íèê α , ñåäëî
σ , ñòîê ω , à òàêæå óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà lsσ (áóäåì íàçûâàòü åå s -êðèâîé) ñ ãðàíè÷-
íûìè òî÷êàìè α è σ , íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà luσ (u -êðèâàÿ) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè
ω è σ è êðèâàÿ I ( t - êðèâàÿ) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α è σ . Â ñèëó òîãî, ÷òî ãðàíèöà-
ìè òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàòðèñû luσ , l

s
σ , t -êðèâàÿ è äèôôåîìîðôèçì f

ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, òî ïåðèîä òðåóãîëüíîé îáëàñòè ðàâåí mf
4.

3 Ïåðèîäîì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè A ∈ M̃ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ∈ N , òàêîå
÷òî fk(A) = A

4 Ïåðèîäîì òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ∈ N , òàêîå ÷òî
fk(δ) = δ
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî t -êðèâûõ, ïîñòðîåííûõ âî âñåõ ÿ÷åéêàõ ìíîæåñòâà
M̃ . Ïîëîæèì M1 = M̃\T , òîãäà M1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåóãîëüíûõ
îáëàñòåé.

Ñòîðîíîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè íàçîâåì çàìûêàíèå îäíîé èç s , u èëè t êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ãðàíèöû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå òðåóãîëüíûå îáëàñòè, èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, åñëè îíà ïðè-
íàäëåæèò çàìûêàíèÿì îáåèõ òðåóãîëüíèêîâ.

Ïîñòðîèì òðåõöâåòíûé ãðàô T (f) , ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëó÷åííîìó ðàçáèåíèþ M1 íà
òðåóãîëüíèêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. âåðøèíû ãðàôà T âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíèêàì ðàçáèåíèÿ
M1 ;

2. äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t èëè u , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì âåðøèíàì òðåóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ s , t èëè u êðèâóþ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Òðåõöâåòíûé ãðàô íå çàâèñèò îò âûáîðà t -êðèâîé.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1. òðåõöâåòíûå ãðàôû T1(f) è T2(f) , ïîëó÷åííûå ïî ðàçëè÷íûì
ðàçáèåíèÿì íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè, â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ∆ � ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé äèôôåîìîðôèçìà f , Γ - ìíîæåñòâî
âñåõ âåðøèí òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) è π : ∆ → Γ îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f âåðøèíó ãðàôà T (f) .

Äèôôåîìîðôèçì f èíäóöèðóåò íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà T (f) àâòîìîðôèçì Sf =
πfπ−1 .

Òàê êàê âñå òðåóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò ïåðèîä mf , òî âñå âåðøèíû òðåõöâåòíîãî
ãðàôà èìåþò ïåðèîä mf (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2.).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèôôåîìîðôèçìû f ∈ G̃ è f ′ ∈ G̃ áûëè òî-
ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë èçîìîðôèçì η
ãðàôîâ T (f) è T (f ′) , ñîïðÿãàþùèé àâòîìîðôèçìû ãðàôîâ, òî åñòü S ′

f ′ = ηSfη
−1 .

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ñîäåðæàòñÿ ðÿä ïðåäëîæåíèé, ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà êîòî-
ðûõ èìåþòñÿ â êíèãå [2] è ðàáîòå [1].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Êîìïàêòíîå f− èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M2

íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîì-
ïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA : f(UA) ⊂ int UA è A =

∩
k≥ 0

fk(UA). Îêðåñòíîñòü UA ïðè

ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé.

Ðåïåëëåð R îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
Â ñèëó ïóíêòà 1 òåîðåìû 2.2.2 [2] ìíîæåñòâî A = W u

Ω0∪Ω1
=

∪
σ∈Ω1

luσ ∪ Ω0 ÿâëÿåòñÿ

àòòðàêòîðîì, à ìíîæåñòâî R =W s
Ω2

= Ω2 ðåïåëëåðîì. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ
ðàçìåðíîñòü ðåïåëëåðà R ðàâíà 0 , à ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà ðàâíà åäèíèöå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Àòòðàêòîð A ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü ω - ñòîê äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G . Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ñåïàðàòðèñ l′, l′′ ⊂ Lω âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî ml′ = ml′′ .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3. Ïóñòü σ - ñåäëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G .
Òîãäà ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå îðáèòû Oσ èìåþò â òî÷íîñòè îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

(mf , 1,+1) èëè (
mf

2
, 1,−1) .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.4. Ëþáàÿ ñåïàðàòðèñà l ∈ Lf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G
èìååò ïåðèîä mf .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.3. ñåäëîâûå òî÷êè ìîãóò èìåòü
ïåðèîä mf èëè mf/2 . Èìåþò ìåñòî äâà ñëó÷àÿ: 1 ñëó÷àé - ñåäëîâàÿ òî÷êà σ èìååò
ïåðèîä mf è òèï îðèåíòàöèè +1 , òîãäà è ïåðèîä ñåïàðàòðèñ òî÷êè σ ðàâåí mf ; 2 ñëó÷àé -
ñåäëîâàÿ òî÷êà σ èìååò ïåðèîä mf/2 è òèï îðèåíòàöèè −1 , òîãäà ïåðèîä ñåäëîâîé òî÷êè
σ äèôôåîìîðôèçìà f 2 èìååò ïåðèîä mf è òèï îðèåíòàöèè +1 è ïåðèîä ñåïàðàòðèñ òî÷êè
σ ðàâåí mf ; ïåðèîä ñåïàðàòðèñ ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ëèáî mf/2 , ëèáî
mf , íî mf/2 áûòü íå ìîæåò, òàê êàê îíà íå íåïîäâèæíà. Òî åñòü ïåðèîä ñåïàðàòðèñ òî÷êè
σ ïðè òèïå îðèåíòàöèè −1 òàêæå ðàâåí mf .

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñåïàðàòðèñû l ∈ Lf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G èìåþò ïåðèîä mf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ëþáàÿ òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü δ ∈ ∆f äèôôåîìîðôèçìà f
èìååò ïåðèîä mf .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.5. Àâòîìîðôèçì Sf îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
âñå âåðøèíû òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) èìåþò ïåðèîä mf .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1. âñå òðåóãîëüíûå îáëàñòè èç ìíîæåñòâà
∆f èìååò ïåðèîä mf , òî åñòü äëÿ ëþáîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ ∈ ∆ âåðíî, ÷òî fmf (δ) = δ
è fk(δ) ̸= δ äëÿ ëþáîãî k < mf , ãäå k ∈ N . Ïîëîæèì γ = π(δ) âåðøèíà òðåõöâåòíîãî
ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ . Òîãäà S

mf

f (γ) = πfmfπ−1(γ) = πfmf (δ) =

π(δ) = γ . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî fk(δ) ̸= δ äëÿ k < mf , ãäå k ∈ N
Òàêèì îáðàçîì âåðøèíà γ ∈ Γ èìååò ïåðèîä mf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïóñòü a è b èíâàðèàíòíûå ñåïàðàòðèñû äèôôåîìîðôèçìà f , èìåþùèå íåïîäâèæíûé
ñòîê ω ñâîåé ãðàíè÷íîé òî÷êîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêèé äèñê Bω òàêîé, ÷òî ω ∈ Bω

è Bω ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç ñåïàðàòðèñ â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà Bω \ (a ∪ b) , íå ñîäåðæàùóþ äðóãèõ ñåïàðàòðèñ l ∈ Lω îáîçíà÷èì J∗ . Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü J , îãðàíè÷åííóþ ñåïàðàòðèñàìè a è b òàêóþ, ÷òî J ∩ J∗ ̸= ∅ .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.6. Âîçìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ êðèâóþ γ ∈ J , ÷òî îíà
ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ a è b â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ïðè÷åì f(γ)
òàêæå ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç êðèâûõ a è b â åäèíñòâåííîé òî÷êå è γ ∩ f(γ) = ∅ .

3. Íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G̃ , òðåõöâåòíûå ãðàôû êîòîðûõ èçîìîðôíû,
òî åñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η : T (f) → T (f ′) .

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òðåóãîëüíóþ îáëàñòü δ äèôôåîìîðôèçìà f , â ãðàíèöó
ýòîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè âõîäèò ñòîêîâàÿ òî÷êà ω . Ïîëîæèì h∆ = π′−1ηπ , ïîä äåéñòâèåì
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ýòîãî îòîáðàæåíèÿ δ ïåðåéäåò â òðåóãîëüíóþ îáëàñòü δ′ = h∆(δ) = π′−1ηπ(δ) äèôôåîìîð-
ôèçìà f ′ . Â ãðàíèöó òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ′ âõîäèò ñòîêîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà
f ′ , êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ω′ . Òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå h∆ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
hΩ0 : Ω0 → Ω′

0 , äåéñòâóþùåå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó hΩ0(ω) = ω′ äëÿ êàæäîé ñòîêîâîé
òî÷êè ω ∈ Ω0 .

Äëÿ ñòîêîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ω äèôôåîìîðôèçìà f îáîçíà÷èì ÷åðåç L̃ω ìíîæå-
ñòâî âñåõ t è u êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ ω ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé è ÷åðåç nω - ÷èñëî
êðèâûõ ïðèíàäëåæàùèõ L̃ω

5.
Àíàëîãè÷íî ëåììå 3.2.1 êíèãè [2], óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêèé çàìêíó-

òûé äèñê Bω ⊂ W s
ω , òàêîé ÷òî ω ∈ intBω , f(Bω) ⊂ Bω è ëþáàÿ êðèâàÿ τ νω ∈ L̃ω (ãäå

ν - öâåò ðåáðà, ν ∈ {u, t} ) ïåðåñåêàåò êðèâóþ cω = ∂Bω â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Çàäàäèì

â íåêîòîðîé òî÷êå êðèâîé cω ïàðó âåêòîðîâ (
−→
θ ;−→n ) òàêóþ, ÷òî âåêòîð −→n íàïðàâëåí

âíóòðü äèñêà Bω , âåêòîð
−→
θ êàñàåòñÿ êðèâîé cω è çàäàåò íà íåé íàïðàâëåíèå îáõîäà,

ïðè êîòîðîì äèñê Bω îñòàåòñÿ ñëåâà (íàçîâåì òàêîé îáõîä ïîëîæèòåëüíûì). Çàíóìåðó-
åì êðèâûå, ïåðåñåêàþùèå cω : τ

ν1
ω , τ ν2ω ,... τ

νnω
ω â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì, â êîòîðîì îíè

âñòðå÷àþòñÿ ïðè âûáðàííîì îáõîäå âäîëü cω , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé êðèâîé èç ìíîæåñòâà
L̃ω . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî τ ν1ω èìååò öâåò t . Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ2k−1 òðå-
óãîëüíóþ îáëàñòü, â ãðàíèöó êîòîðîé âõîäÿò êðèâûå τ

ν2k−1
ω è τ ν2kω . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

îáîçíà÷èì ÷åðåç δ2k òðåóãîëüíóþ îáëàñòü, â ãðàíèöó êîòîðîé âõîäÿò êðèâûå τ ν2kω è τ
ν2k+1
ω .

Îáëàñòü ñî ñòîðîíàìè τ ν1ω è τ
νnω
ω îáîçíà÷èì δnω (ðèñ. 3.1). Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå τ

ν2k−1
ω

è τ ν2kω k = 1, nω/2 èìåþò ðàçíûé öâåò, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè îäíîé òðåóãîëü-
íîé îáëàñòè. Èç íàøèõ îáîçíà÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî âñå τ

ν2k−1
ω ÿâëÿþòñÿ t -êðèâûìè, τ ν2kω -

u -êðèâûìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γω ⊂ Γ ìíîæåñòâî âåðøèí òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) , êîòîðûì ñîîò-

âåòñòâóþò òðåóãîëüíûå îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f , ñîäåðæàùèå ω â ñâîèõ çàìûêàíèÿõ
è ïîëîæèì γi = π(δi) , ãäå i = 1, nω .

5 Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî nω ÷åòíîå. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêà-
íèè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê ìíîæåñòâà M̃ , òàêæå ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêàíèè. Â êàæäîé òàêîé
ÿ÷åéêå áûëà âûáðàíà â òî÷íîñòè îäíà t -êðèâàÿ. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî nω ñîâïàäàåò ñ óäâîåííûì ÷èñëîì
ÿ÷ååê ìíîæåñòâà M̃ , ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêàíèè.
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Òðåóãîëüíûå îáëàñòè â îêðåñòíîñòè ñòîêà

Ïðèìåíèì îòîáðàæåíèå h∆ ê òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì δ2k−1 è δ2k . Îòîáðàæåíèå π
ïåðåâîäèò òðåóãîëüíûå îáëàñòè δ2k−1 è δ2k , èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó τ ν2kω , â âåðøèíû
γ2k−1 = π(δ2k−1) è γ2k = π(δ2k) òðåõöâåòíîãî ãðàôà, êîòîðûå èíöèäåíòíû íåêîòîðîìó
ðåáðó, êîòîðîå îáîçíà÷èì ψν2k . Â ñèëó èçîìîðôèçìà ãðàôîâ âåðøèíû γ2k−1 è γ2k ãðàôà
T (f) ïåðåéäóò â âåðøèíû γ′2k−1 = η(γ2k−1) è γ′2k = η(γ2k) ãðàôà T (f ′) , èíöèäåíòíûå
ðåáðó ψ′ν2k = η1(ψ

ν2k) 6. Âåðøèíàì γ′2k−1 è γ′2k òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f ′) ñîîòâåòñòâóþò
òðåóãîëüíûå îáëàñòè δ′2k−1 = π′−1(γ′2k−1) è δ′2k = π′−1(γ′2k) â ãðàíèöó êîòîðûõ âõîäèò ñòîê
ω′ äèôôåîìîðôèçìà f ′ . Îáùóþ ñòîðîíó òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé δ′2k−1 è δ′2k îáîçíà÷èì
÷åðåç τ ′ν2kω′ .

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Lω ìû îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ ñòîê
ω ∈ Ω0 â ñâîåì çàìûêàíèè. Ñòîðîíû òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé âèäà τ ν2kω ïî îïðåäåëåíèþ
ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ñåïàðàòðèñàìè, òî åñòü τ ν2kω ∈ Lω , ãäå k = 1;nω \ 2 . Ïî îïèñàí-
íîìó âûøå ïðàâèëó êàæäîé ñåïàðàòðèñå τ ν2kω ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ñåïàðàòðèñó
τ ′ν2kω′ , òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå h∆ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå hLω : Lω → Lω′ , ãäå
ω′ = hΩ0(ω) , òàêîå ÷òî hLω(τ

ν2k
ω ) = τ ′ν2kω′

Òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì δ2k è δ2k+1 , ãðàíè÷àùèì ïî ñòîðîíå τ
ν2k+1
ω , ñòàâÿòñÿ â ñîîò-

âåòñòâèå òðåóãîëüíûå îáëàñòè δ′2k = h∆(δ2k) è δ′2k+1 = h∆(δ2k+1) , ãðàíè÷àùèå ïî ñòîðîíå

τ
′ν2k+1

ω′ , ãäå k = 1, nω/2 .
Òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì δnω è δ1 , ãðàíè÷àùèì ïî ñòîðîíå τ ν1ω , ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

òðåóãîëüíûå îáëàñòè δ′nω′ = h∆(δnω) è δ′1 = h∆(δ1) , ãðàíè÷àùèå ïî ñòîðîíå τ
′ν1
ω′ .

6 Îòîáðàæåíèå η , îñóùåñòâëÿþùåå èçîìîðôèçì ãðàôîâ, èíäóöèðóåò îòáðàæåíèå η1 , êîòîðîå ïåðåâî-
äèò ðåáðî ãðàôà T (f) â ðåáðî ãðàôà T (f ′) ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè.
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåðøèí Γω òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) ïîä äåéñòâèåì η
ïåðåõîäèò íà ìíîæåñòâî Γω′ òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f ′) , ãäå ω′ = hΩ0(ω) .

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Íåîáõîäèìîñòü

Íåîáõîäèìîñòü òåîðåìû 1.1. ñëåäóåò èç ëåììû 4.1., äîêàçàííîé íèæå.

Ë å ì ì à 4.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f ∈ G̃ è f ′ ∈ G̃ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæå-
íû, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η ãðàôîâ T (f) è T (f ′) , ñîïðÿãàþùèé àâòîìîðôèçìû
ãðàôîâ, òî åñòü S ′

f ′ = ηSfη
−1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçìû f è f ′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû,
òî åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h òàêîé, ÷òî f ′ = hfh−1 .

Ïîëîæèì ∆̃′ ðàçáèåíèå M ′
1 íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè, ãäå â êà÷åñòâå t -êðèâûõ èñïîëü-

çóþòñÿ êðèâûå h(t) . Ïî ïîëó÷åííîìó ðàçáèåíèþ ïîñòðîèì òðåõöâåòíûé ãðàô T̃ (f ′) .
Äîêàæåì, ÷òî T (f) è T̃ (f ′) èçîìîðôíû.
Ãîìåîìîðôèçì h èíäóöèðóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå h∆ : ∆ → ∆̃′ , äåé-

ñòâóþùåå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó h∆(δ) = δ̃′ , ãäå δ ∈ ∆(δ̃′ ∈ ∆̃′) .
Îòîáðàæåíèå η = π′h∆π

−1 ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíî-
æåñòâàìè Γ è Γ′ . Ïîêàæåì, ÷òî η ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ, äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå âåðøèíû a , b èíöèäåíòíû ðåáðó ψν (îïðåäå-
ëåííîãî öâåòà ν ∈ {s, t, u} ), òî âåðøèíû a′ = π′h∆π

−1(a) è b′ = π′h∆π
−1(b) èíöèäåíòíû

íåêîòîðîìó ðåáðó ψ′ν òîãî æå öâåòà.
Âåðøèíàì a è b èíöèäåíòíûì ðåáðó ψν ñîîòâåòñòâóþò äâå òðåóãîëüíûå îáëàñòè δa =

π−1(a) è δb = π−1(b) , èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó τ ν ( τ òîãî æå öâåòà, ÷òî è ψν ). Îáëàñòè
δa è δb ïðåîáðàçóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà h∆ â òðåóãîëüíûå îáëàñòè h∆(δa)
è h∆(δb) ñ îáùåé ñòîðîíîé τ ′ν . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû a è b , èíöèäåíòíûå ðåáðó ψν ,
ïîä äåéñòâèåì η = π′h∆π

−1 ïðåîáðàçóþòñÿ â âåðøèíû a′ = π′(h∆(δa)) è b′ = π′(h∆(δb))
ãðàôà T (f ′) , èíöèäåíòíûå ðåáðó ψ′ν .

Òàêèì îáðàçîì T (f) è T̃ (f ′) èçîìîðôíû. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1. òðåõöâåòíûå ãðàôû
T̃ (f ′) è T (f ′) ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî T (f) è T (f ′) èçîìîðôíû.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ f è f ′ ðàñ-
ïèøåì S ′

f ′ = π′ f ′π′−1 = π′ hfh−1π′−1 = π′ hπ−1π fπ−1π h−1π′−1 = η Sfη
−1 . Òàêèì îáðàçîì

èçîìîðôèçì η ñîïðÿãàåò àâòîìîðôèçìû Sf è S ′
f ′ ãðàôîâ T (f) è T (f ′) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîñòàòî÷íîñòü

Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G , òðåõöâåòíûå ãðàôû êîòîðûõ èçîìîðôíû, òî
åñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η : T (f) → T (f ′) .

Äîñòàòî÷íîñòü òåîðåìû 1.1. ñëåäóåò èç ëåìì 4.4., 4.5., äîêàçàííûõ íèæå.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ñåïàðàòðèñó l ∈ Lω . Äëÿ êðèâûõ cω = ∂Bω è c̃ω =

∂fmf (Bω) ïîëîæèì, ÷òî y = cω ∩ l è fmf (y) = c̃ω ∩ l . Ïîëîæèì Llω =
mf∪
k=1

fk(l) ∩ W s
ω

(òî åñòü ìíîæåñòâî Llω - ñîñòîèò èç ñåïàðàòðèñ îðáèòû l , ëåæàùèõ â îáëàñòè ïðèòÿæå-
íèÿ ñòîêà ω ).
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà íà ãðàíèöå ãðåóãîëüíîé îáëàñòè

Êàæäîé ñòîêîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êå ω ïåðèîäà mω îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïîä-
ãðàô Tω ãðàôà T (f) , ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé çàìêíóòóþ êðèâóþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæ-
íîñòè è îáðàçîâàííóþ ÷åòíûì ÷èñëîì ðåáåð, òàêèõ, ÷òî ðåáðà, èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó
èìåþò ðàçíûé öâåò îäíîãî èç òèïîâ u èëè t .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T iω ïîäãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè âåðøèí ïîäãðàôà

Tω ïîä äåéñòâèåì àâòîìîðôèçìà Sif , à ðåáðà èìåþò òèï u èëè t . Ïîëîæèì Tω =
mω−1∪
i=0

T iω .

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì Sω ìíîæåñòâà Tω íà ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé
âåðøèíû γ ∈ Tω ïîëîæèì: S̃ω(γ) = Sf (γ) . Ïóñòü γ1 è γ2 âåðøèíû èíöèäåíòíûå ðåáðó
ψν öâåòà ν ∈ {s, t} . Èç ñâîéñòâ àâòîìîðôèçìà Sf ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåðøèí Sif (γ1) è

Sif (γ2) íàéäåòñÿ â òî÷íîñòè îäíî ðåáðî ψ̃
ν öâåòà ν , êîòîðîìó îíè èíöèäåíòíû. Îïðåäåëèì

Sω : ψ → ψ̃ , ïîëàãàÿ åãî ïðîèçâîëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì íà âíóòðåííîñòè ðåáðà ψ è
ðàâíûì S̃ω íà ãðàíèöå.

Èçîìîðôèçì ãðàôîâ η : T (f) → T (f ′) , ñîïðÿãàþùèé àâòîìîðôèçìû Sf è Sf ′ , èíäó-
öèðóåò ãîìåîìîðôèçì η̃ : Sω → Sω′ , òàêîé ÷òî Sω′ = η̃Sωη̃

−1 .
Ïîëîæèì γ ∈ Tω è q ìèíèìàëüíîå èç ÷èñåë qf ∈ {1, · · · ,mf−1} òàêîå, ÷òî γ∗ = S

qf
ω (γ)

è õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Kω , ìíîæåñòâà Tω \ (γ ∪ γ∗)
íå ñîäåðæèò îáðàçîâ âåðøèíû γ ïîä äåéñòâèåì Siω äëÿ âñåõ i ∈ {1, · · · ,mf − 1} .

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Kω , ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé îáëàñòüþ äëÿ äåéñòâèÿ ãîìåîìîð-

ôèçìà Sω íà ìíîæåñòâå Tω , òî åñòü
mf∪
i=0

Siω(Kω) = Tω .

Ïîëîæèì K ′
ω′ = η̃(Kω) , ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ ãîìåîìîðôèçìà S ′

ω .
Â ñèëó òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè Sω è Sω′ ñîïðÿæåíû è ñòåïåíè ãîìåîìîðôèçìîâ
η̃S

qf
ω = S

qf
ω′ η̃ . Ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè îáëàñòè K ′

ω′ áóäóò òî÷êè γ′ = η̃(γ) è γ′∗ = S
qf
ω′ (γ′) =

η̃−1S
qf
ω η̃(γ′) .

Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî qf áóäåò ìèíèìàëüíûì èç ÷èñåë qf ∈ {1, · · · ,mf−1} òàêèì, ÷òî
γ′∗ = Sqω(γ

′) è õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ìíîæåñòâà Tω′ \(γ′∪γ′∗) íå ñîäåðæèò
îáðàçîâ âåðøèíû γ′ ïîä äåéñòâèåì Siω′ äëÿ âñåõ i ∈ {1, · · · ,mf − 1} .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ë å ì ì à 4.2. Åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η ãðàôîâ T (f) è T (f ′) , ñîïðÿãàþ-
ùèé àâòîìîðôèçìû Sf è S ′

f ′ , òî ÷èñëà qf è qf ′ ðàâíû.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âåðøèíàì òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûå
îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f , òî ÷èñëî qf áóäåò ìèíèìàëüíûì èç âîçìîæíûõ qf ∈
{1, · · · ,mf − 1} òàêèõ, ÷òî ñåïàðàòðèñà l∗ = f qf (l) è õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè ìíîæåñòâà Bω \ (l ∪ l∗) íå ñîäåðæèò îáðàçîâ ñåïàðàòðèñû l ∈ Llω ïîä äåéñòâèåì
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f i äëÿ âñåõ i ∈ {1, · · · ,mf − 1} . Èç ëåììû 4.2. ñëåäóåò, ÷òî qf = qf ′ äëÿ ñåïàðàòðèñ èç
ìíîæåñòâ Lω è Lω′

Ïîëîæèì M2 =M2 \
∪

σ∈Ω1

W s
σ , M

′
2 =M2 \

∪
σ′∈Ω1

W s
σ′ .

Ë å ì ì à 4.3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η ãðàôîâ T (f) è T (f ′) , ñîïðÿãà-
þùèé àâòîìîðôèçìû Sf è S ′

f ′ , òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ :M2 →M ′
2 , òàêîé

÷òî h̃f = f ′h̃ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G , òðåõöâåòíûå
ãðàôû êîòîðûõ èçîìîðôíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì η : T (f) → T (f ′) .

Ïîëîæèì b(b′) çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé ñåïàðàòðèñå l(l′) , ñ ãðàíè÷íû-
ìè òî÷êàìè y è fmf (y) (y′ è f ′mf (y′)) . Ïóñòü hb : b → b′ , ïðîèçâîëüíûé ñîõðàíÿþ-
ùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1. hb(y) = y′ ;
2. hb(f

mf (y)) = f ′mf (y′) . Ïðîäîëæèì hb äî ãîìåîìîðôèçìà hl : l → l′ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: hl(x) = f ′p·mfhbf

−p·mf (x) , ãäå x ∈ l , p ∈ Z òàêîå, ÷òî f−p·mf (x) ∈ b .
Íàïîìíèì, ÷òî l∗ = f q(l) è çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì hl∗ : l

∗ → l′∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
hl∗ = f ′q·mfhlf

−q·mf , ãäå q ∈ {1, · · · ,mf − 1} òàêîå, ÷òî f−q·mf (l∗) = l . Ïîêàæåì, ÷òî hl∗
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ hl∗f

mf = f ′mfhl∗ . Òàê êàê hlf
mf = f ′mfhl , òî ðàñïèøåì hl∗f

mf =
f ′mf ·qhlf

−mf ·qfmf = f ′mf ·qhlf
mff−mf ·q = f ′mf ·qf ′mfhlf

−mf ·q = f ′mff ′mf ·qhlf
−mf ·q = f ′mfhl∗ .

Ïîëîæèì b∗ çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé ñåïàðàòðèñå l∗ , ñ ãðàíè÷íûìè òî÷-
êàìè y∗ = cω ∩ l∗ è fmf (y∗) = c̃ω ∩ l∗ . Îòîáðàæåíèå hb∗ - ýòî îãðàíè÷åíèå hl∗ íà b∗ , òî
åñòü hb∗ = hl∗|b∗ .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé ãëàäêèé äèñê Bω′ , ñîäåðæàùèé ω′ , ñ ãðàíèöåé
cω′ = ∂Bω′ , òàêîé ÷òî cω′ ∩ l′ = y′ è cω′ ∩ l′∗ = y′∗ . Ñîãëàñíî ëåììå 2 ìîæíî òàêèì îáðàçîì
ïîïðàâèòü cω′ , ÷òî f ′(Bω′) ⊂ Bω′ è f ′(Bω′) ∩Bω′ = ∅ .

Ïîëîæèì a - çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé êðèâîé cω ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè

y è y∗ òàêîé, ÷òî a∩
mf∪
k=1

fk(l) = {l, l∗} . Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ââåäåì äëÿ äèôôåîìîð-

ôèçìà f ′ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ha ïðîèçâîëüíûé ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì
ha : a→ a′ òàêîé, ÷òî ha(y) = y′ è ha(y

∗) = y′∗ .
Äàëåå ïîëîæèì, ÷òî ã - ýòî çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé êðèâîé c̃ω ñ ãðà-

íè÷íûìè òî÷êàìè fmf (y) è fmf (y∗) òàêîé, ÷òî ã ∩
mf∪
k=1

fk(l) = {l, l∗} . Îïðåäåëèì îòîáðà-

æåíèå hã : ã → ã ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì hã(f
mf (y)) = f ′mf (y′) è ïðîèçâîëüíîé

òî÷êå ξ ∈ ã ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ξ′ ∈ ã′ , ãäå ξ′ = f ′mfhãf
−mf (ξ) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q îáëàñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ∂Q = a∪ ã∪b∪b∗
(ðèñ. 3.1). Ïóñòü hQ : ∂Q→ ∂Q′ ãîìåîìîðôèçì, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

hQ(x) =


ha(x), åñëè x ∈ a;

hã(x), åñëè x ∈ ã;

hb(x), åñëè x ∈ b;

hb∗(x), åñëè x ∈ b∗.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì HQ : Q→ Q′ òàêîé, ÷òî HQ|∂Q = hQ|∂Q .
Ïîëîæèì Q̃ - îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñåïàðàòðèñàìè l è l∗ è íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ ñå-

ïàðàòðèñ èç ìíîæåñòâà Llω . Ïðîäîëæèì HQ , çàäàííûé íà Q íà Q̃ , ñëåäóþùèì îáðàçîì:
HQ̃(x) = f ′p·mfHQf

−p·mf (x) , ãäå x ∈ Q̃ , p ∈ Z òàêîå, ÷òî f−p·mf (x) ∈ Q .

Íà îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ Q̃k , â ãðàíèöó êàæäîé èç êîòîðûõ âõîäÿò äâå ñåïàðàòðèñû èç
ìíîæåñòâà Llω è íå ñîäåðæàùèõ äðóãèõ ñåïàðàòðèñ èç ìíîæåñòâà Llω , çàäàäèì ãîìåîìîð-
ôèçì HQ̃k

: Q̃k → Q̃′
k . Ïîëîæèì HQ̃k

= f ′p·mfHQ̃f
−p·mf , p ∈ Z òàêîå, ÷òî f−p·mf (Q̃k) = Q̃ .
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Ïîêàæåì, ÷òî HÕk
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ HÕk

fmf = f ′mfHÕk
. Òàê êàê HÕf

mf =
f ′mfHÕ , òî ðàñïèøåì HÕk∗

fmf = f ′p·mfHÕk
f−p·mff = f ′p·mfHÕk

fmff−p·mf =
f ′p·mff ′mfHÕk

f−p·mf = f ′mff ′p·mfHÕk
f−p·mf = f ′mfHÕk

.

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì h̃ : M2 \
∩

σ∈Ω1

W s
σ → M2 \

∩
σ′∈Ω1

W s
σ′ , òàê ÷òî h̃ ñîâïàäàåò ñ

hω äëÿ âñåõ ω ∈ Ω0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ñõåìû äèôôåîìîðôèçìà, ââå-
äåííîå â [2].

Ïîëîæèì Vf = W s
Ω0

\ Ω0 - ïðîñòðàíñòâî îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f , íàçâàííîå â [2]

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì è V̂f = Vf/f - õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
îðáèò äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f . Â ñèëó [2] (ïðåäëîæåíèå 2.1.5, òåîðåìà 2.1.3) ìíîãîîáðà-
çèå V̂f ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó T2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç pV̂f : Vf → V̂f åñòåñòâåííóþ

ïðîåêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóùèì îòîáðàæåíèå ζf : π1(V̂f ) → Z , êîòî-
ðîå ñîñòîèò èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ â ãðóïïó Z íà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
êàæäîãî òîðà èç ìíîæåñòâà V̂f .

Äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ω1 ïîëîæèì Ŵ u
σ = pV̂f (W

u
σ \ σ) è Wu

f =
∪
σ∈LΩ1

W u
σ è

ââåäåì àâòîìîðôèçì φf = pV̂ffp
−1

V̂f
: V̂f → V̂f .

Íàáîð Sf = (V̂f ,Wu
f , ζf , φf ) íàçîâåì ñõåìîé äèôôåîìîðôèçìà f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ íàçîâåì ýêâèâà-

ëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ , òàêîé ÷òî:

1. ζf ([c]) = ζf ′([φ̂(c)]) äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé c ⊂ V̂f

2. äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ω1 ñóùåñòâóåò σ′ ∈ Ω′
1 , òàêàÿ ÷òî φ̂(Ŵ u

σ ) = Ŵ u
σ′ ;

3. φ̂φ̂f = φ̂f ′φ̂

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò âçàèìîñâÿçü ñõåìû è òðåõöâåòíîãî ãðàôà:

Ë å ì ì à 4.4. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f , f ′ èìåþò èçîìîðôíûå òðåõöâåòíûå
ãðàôû Tf , T

′
f , òî èõ ñõåìû Sf , Sf ′ ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 4.3. ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ :
M2 \

∪
σ∈Ω1

W s
σ → M2 \

∪
σ′∈Ω1

W s
σ′ , ñîïðÿãàþùèé îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ýòèõ

ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå φ̂ = p′
V̂f ′
h̃p−1

V̂f
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, îñóùåñòâëÿþùèì ýê-

âèâàëåíòíîñòü ñõåì V̂f è V̂f ′ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îáðàòèìñÿ ê ëåììå 4.5., äîêàçàííîé â êíèãå [2].

Ë å ì ì à 4.5. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïpÿæåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñõåìû Sf è Sf ′ ýêâèâàëåíòíû.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèé òåîðåìû 1.1. ñëåäóåò èç ëåìì 4.4., 4.5.
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On classi�cation of gradient-like di�eomorphisms on

surfaces by means automorphisms of three-color graphs.

c⃝ V. Z. Grines7, S. H. Kapkaeva8

Abstract. This article is a continuation of the paper [6], in which the conditions of topological
conjugacy of gradient-like di�eomorphisms are found, under suggestion that wandering set consists
of only �xed points. In this paper we consider the class of orientation preserving gradient-like
di�eomorphisms whose nonwandering set admits an existence of periodic orbits of period greater
than one. To each di�eomorphism we appreciate three-color graph equipped by an automorphism
given on the set of vertices of the graph. It is stated that all vertices of the graph have the same
period under action of the automorphism. It is proved that the three-color graph equipped with
the automorphism, is a complete topological invariant in the considered class of di�eomorphisms
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ÓÄÊ 517.938

Îá îäíîé ìîäåëè áûñòðîãî êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî

c⃝ Å. Â. Æóæîìà1 , Â. Ñ. Ìåäâåäåâ2, À. Å. Øèøåíêîâà3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ñòðîèòñÿ äèôôåîìîðôèçì, èìåþùèé ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ è ñî-
õðàíÿþùèé îáúåì, òðåõìåðíîé ñôåðû. Ïðè ýòîì, â ïðîñòðàíñòâå êîíñåðâàòèâíûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé äèôôåîìîðôèçìû èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, êîíñåðâàòèâíûé äèôôåîìîðôèçì, êèíåìàòè-
÷åñêîå äèíàìî, äèíàìèêà ìàãíèòíûõ ïîëåé

Ïðåäìåòîì òåîðèè êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî ÿâëÿåòñÿ ïðîèñõîæäåíèå ìàãíèòíûõ ïîëåé
â ýëåêòðîïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ, êîòîðûå èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â äèíàìèêå àñòðîôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ [3]. Îäíèì èç àñïåêòîâ áûñòðîãî êèíåìàòè÷åñêîãî äèíàìî ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
äâèæåíèé æèäêîñòè, êîòîðûå âûçûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè
ìàëîé ìàãíèòíîé äèôôóçèè [2]. Â óïðîùåííîé ôîðìå âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ
êîíñåðâàòèâíîãî äèôôåîìîðôèçìà f : M → M ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M òàêîãî, ÷òî
ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B⃗ , çàäàííîãî íà M , ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïîä äåéñòâèåì èòå-
ðàöèé äèôôåîìîðôèçìà f . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü, âõîäÿùàÿ
â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äèôôóçèè, äîñòàòî÷íî áëèçêà ê íóëþ, è ìû òàêæå äîëæíû
ó÷èòûâàòü ïðîöåññ ðàññåèâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè. Äëÿ òèïè÷íûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèÿ,
ñâÿçàííûå ñ äèôôóçèåé (ïðè ìàëîé ìàãíèòíîé âÿçêîñòè) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè äèôôåîìîð-
ôèçì f äîñòàòî÷íî õàîòè÷åí (íàïðèìåð, èìååò íåíóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ) [7].

Â ñòàòüå ñòðîèòñÿ äèôôåîìîðôèçì, èìåþùèé ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ è ñîõðàíÿþ-
ùèé îáúåì, òðåõìåðíîé ñôåðû. Ïðè ýòîì, â ïðîñòðàíñòâå êîíñåðâàòèâíûõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ èìååòñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé äèôôåîìîðôèçìû èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ.

Ðàññìîòðèì íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè R2 êðóã D2 = {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 ≤ 1} , è îòîá-
ðàæåíèå w : D2 → R2 , îáðàçóþùåå ïîäêîâó Ñìåéëà [10]. Èìåííî, îòîáðàæåíèå w åñòü
êîìïîçèöèÿ ñæàòèÿ âäîëü îñè Ox , ðàñòÿæåíèÿ âäîëü îñè Oy , ñãèáàíèÿ (íåïðèíöèïèàëü-
íî, â êàêóþ ñòîðîíó) ïîëó÷åííîãî ýëëèïñà è ñäâèãà òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå D2 ∩ w(D2)
ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëîñ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñè-
òåëüíî îñè Oy .

Èçâåñòíî [1], [9], ÷òî w ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ âñåé ïëîñêîñòè R2 òàê,
÷òîáû ýòî ïðîäîëæåíèå áûëî òîæäåñòâåííûì âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðóãà D2 . ßñíî,
÷òî çà ñ÷åò ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ÿêîáèàí J(w) îòîáðàæå-
íèÿì w íà D2 ðàâíÿëñÿ 1

2
. Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåííûìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sh0 : R2 → R2 ñäâèã (x; y) −→ (x + 1
2
; y) âäîëü îñè Ox , è ÷å-

ðåç S0 : R2 → R2 � öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (0; 0) ,
S0(x; y) = (−x;−y) . Ñíîâà çà ñ÷åò ñæàòèÿ-ðàñòÿæåíèÿ è ñãèáà ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîë-
íåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè è ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íèæíèé Íîâãîðîä; zhuzhoma@mail.ru.

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍÃÓ èì. Í.È.
Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; medvedev@unn.ac.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; math@agri.sci-nnov.ru.
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1. ïåðåñå÷åíèå D2 ∩ sh0 ◦ w(D2) ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëîñ;

2. w(D2) ∩ (S0 ◦ w(D2)) = ∅ .

Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå sh0◦w = w0 îáðàçóåò ïîäêîâó Ñìåéëà. Âòî-
ðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîäêîâà w(D2) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñâîèì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî
öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè S0 . Îòìåòèì, ÷òî S0 ◦w(D2) òàêæå îáðàçóåò êîíôèãóðàöèþ ïîä-
êîâû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rt : R2 → R2 âðàùåíèå{
x̄ = x cosπt− y sin πt
ȳ = x sin πt+ y cos πt

ïëîñêîñòè R2 íà óãîë πt ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïîëîæèì

wt = R2t ◦ w0 ◦R−t : D
2 → R2.

Ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáðàçîâàíèå ïîäêîâû â íàïðàâëåíèè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîì ïðÿìîé y = tanπt · x , ñ ïîñëåäóþùèì ïîâîðîòîì Rt íà óãîë πt ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ïóñòü S1 = [0; 1]/(0 ∼ 1) � îêðóæíîñòü, íàäåëåííàÿ åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèåé
[0; 1] → [0; 1]/(0 ∼ 1) = S1 . Îòîáðàæåíèå E2 : S

1 → S1 âèäà t → 2t mod, 1 ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
òÿãèâàþùèìñÿ ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè äâà [8]. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå
R3 âëîæåííûé ïîëíîòîðèé S1 ×D2 ⊂ R3 , è îòîáðàæåíèå F : S1 ×D2 → R3 âèäà

(t; (x; y)) 7−→ (E2(t);wt(x; y)) , t ∈ S1, (x; y) ∈ D2.

Ïîëîæèì Dt = {t} ×D2 ⊂ S1 ×D2 , R2
t = {t} ×R2 . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F ,

F (Dt) ⊂ R2
E2(t)

= R2
2tmod 1.

Ë å ì ì à 1.6. Îòîáðàæåíèå F : S1 ×D2 → F (S1 ×D2) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèç-
ìîì íà ñâîé îáðàç.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (t1; z1) ∩ F (t2; z2) ̸= ∅ . Òîãäà F (Dt1) ∩
F (Dt2) ̸= ∅ . Èç îïðåäåëåíèÿ F âûòåêàåò ðàâåíñòâî E2(t2) = E2(t1) , òî åñòü, 2t1 mod 1 =
2t2 . Òàê êàê îòîáðàæåíèå wt ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, òî t1 ̸= t2 .
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà t2 = t1 +

1
2
. Èìååì, F (Dt1) = R2t1 ◦ w0 ◦

R−t1(Dt1) ,

F (Dt2) = F (Dt1+
1
2
) = R2t1+1 ◦ w0 ◦R−t1− 1

2
(Dt1) = R1 ◦R2t1 ◦ w0 ◦R−t1− 1

2
(Dt1).

Ïîñêîëüêó R1 åñòü ïîâîðîò íà óãîë π , òî ïîäêîâû F (Dt1) è S0 ◦F (Dt1) äîëæíû ïåðåñå-
êàòüñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ÿêîáèàí J(w) îòîáðàæåíèÿì w íà D2 ðàâåí 1
2
, òî ÿêîáèàí

îòîáðàæåíèÿ F ðàâåí J(F ) = J(w) · DE2 = 1
2
· 2 = 1 . Ïîýòîìó F ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâà-

òèâíûì äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîïîëíèì ïðîñòðàíñòâî
R3 áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé {∞} òàê, ÷òî îáúåäèíåíèå R3 ∪ {∞} îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ 3-ìåðíîé ñôåðîé S3 .
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Èç òåõíèêè, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ [4], [5], âûòåêàåò, ÷òî f ïðîäîëæàåòñÿ äî äèôôåî-
ìîðôèçìà ñôåðû f : S3 → S3 , ïðè÷åì ìîæíî ïðîäîëæåíèå îñóùåñòâèòü òàê, ÷òîáû
ñîõðàíÿëîñü ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíîñòè.

Ïîëíîòîðèé S1 × D2 , âëîæåííûé â S3 , áóäåì íàçûâàòü áàçîâûì, è îáîçíà÷èì ÷åðåç
B . Ïîëîæèì

Ω =
∞∩

n=−∞

f(B).

Ìíîæåñòâî Ω èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî f [1] è íå ïóñòî, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò â D0 =
{0} ×D2 ⊂ B èíâàðèàíòíîå íåòðèâèàëüíîå (íóëüìåðíîå) ìíîæåñòâî Ω0 ïîäêîâû Ñìåéëà
[??]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Diff 1(S3) ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ 3-ñôåðû S3 , íàäåëåí-
íîå C1 òîïîëîãèåé.

Ë å ì ì à 1.7. Ìíîæåñòâî Ω ãèïåðáîëè÷åñêîå, è îãðàíè÷åíèå f |Ω äèôôåîìîðôèç-
ìà f íà Ω èìååò ïîëîæèòåëüíóþ (òîïîëîãè÷åñêóþ) ýíòðîïèþ. Áîëåå òîãî, â ïðî-
ñòðàíñòâå Diff 1(S3) èìååòñÿ îêðåñòíîñòü U(f) äèôôåîìîðôèçìà f òàêàÿ, ÷òî ëþ-
áîé äèôôåîìîðôèçì g ∈ U(f) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Ωg ⊂ B ,
ïðè÷åì äèôôåîìîðôèçìû f |Ω , g|Ωg ñîïðÿæåíû è îãðàíè÷åíèå g|Ωg èìååò ïîëîæèòåëü-
íóþ ýíòðîïèþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïîñòðîåíèþ, ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ f |B : S1×D2 → R3 ðàâåí

J(f) =

(
1
2

0
0 2

)
. Ïîýòîìó f èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (íå òîëüêî íà Ω ) íà B .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ω ãèïåðáîëè÷åñêîå. Èçâåñòíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |Ω0 :
Ω0 → Ω0 èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ [1]. Îòñþäà è [6] âûòåêàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |Ω
òàêæå èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ýíòðîïèþ. Ïîñêîëüêó ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîæåñòâà îáëàäàþò
óñòîé÷èâîñòüþ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ C1 âîçìóùåíèé, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(f) ñ
òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, òàê êàê ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ñîïðÿæåííîñòè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì íà S1 ×D2 ìàãíèòíîå ïîëå B⃗ , îáðàçîâàííîå åäèíè÷íûìè
âåêòîðàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê êðèâûì S1×{z} , z ∈ D2 . Êðè-
âûå S1×{z} ñ÷èòàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà. ßñíî,

÷òî B⃗ ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñþ ñôåðó S3 äî åäèíè÷íîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, áåçäèâåð-

ãåíòíîãî) âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî B⃗ èìååò íóëåâóþ äèôôóçèþ (òî åñòü,
ðàññåèâàíèå ìàãíèòíîé ýíåðãèè íå ïðîèñõîäèò). Òàê êàê ýòè êðèâûå S1 × {z} ïîä äåé-

ñòâèåì f ðàñòÿãèâàþòñÿ â äâà ðàçà, òî ïîä äåéñòâèåì f ïîëå B⃗ ïåðåõîäèò â ïîëå f∗(B⃗)

ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ λ > 1 òàêàÿ, ÷òî âåêòîðû ïîëÿ f∗(B⃗)

èìåþò äëèíó íå ìåíåå, ÷åì â λ ðàç áîëüøóþ íåæåëè äëèíà âåêòîðîâ ïîëÿ B⃗ . Àíàëî-
ãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ äëèí âåêòîðîâ ïîëÿ fn+1

∗ (B⃗) îòíîñèòåëüíî ïîëÿ fn∗ (B⃗) .
Åñëè íå ó÷èòûâàòü äèññèïàöèþ ýíåðãèè, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
fn∗ (B⃗) ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïîêàçàòåëåì lnλ > 0 . Òàêèì îáðàçîì, äèôôåîìîðôèçì
f : S3 → S3 ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì íåäèññèïàòèâíûì êèíåìàòè÷åñêèì äèíàìî îòíîñèòåëüíî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ B⃗ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [7] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ òèïè÷íûõ ìàãíèò-
íûõ ïîëåé ñ íåíóëåâîé (òîïîëîãè÷åñêîé) ýíòðîïèåé ýíåðãèÿ òàêæå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî
ñ ó÷åòîì äèññèïàöèè ýíåðãèè ïðè íåîãðàíè÷åííî áîëüøîì ìàãíèòíîì ÷èñëå Ðåéíîëüäñà
(ò.å., ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìàãíèòíîé âÿçêîñòè). Îòñþäà è ëåììû 1.7. ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò áëèçêèé ê f (â C1 òîïîëîãèè) äèôôåîìîðôèçì f0 : S

3 → S3 , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

áûñòðûì (äèññèïàòèâíûì) êèíåìàòè÷åñêèì äèíàìî îòíîñèòåëüíî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B⃗ .
Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíò 12-01-00672-à, çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè

êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ íà ëèíèè áåñêîíå÷íîé äëèíû

c⃝ Ñ. Í. Àëåêñååíêî1, Ë. E. Ïëàòîíîâà2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, äîêàçàíà òåîðåìà ëîêàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè. Òåîðåìà íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ óñëîâíûõ ïðåäïîëîæåíèé î õàðàê-
òåðå ïîâåäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäà÷à
Êîøè, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

a1(x1, x2, z)∂1z + a2(x1, x2, z)∂2z = f(x1, x2, z), (1.1)

ãäå ∂iz = ∂z
∂xi
, i = 1, 2, a1, a2, f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-

öèè. Ðåøåíèå èùåòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëèíèè L , êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
x2 = φ(x1), −∞ < x1 < +∞ . Ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷à Êîøè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

z|L = γ(x1), x1 ∈ (−∞; +∞). (1.2)

Ôóíêöèè φ(x1) , γ(x1) ∈ C
2
(−∞; +∞) , ãäå C

2
(−∞; +∞) � ìíîæåñòâî äâàæäû íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñî ñâîèìè 1-îé è 2-îé ïðîèçâîäíû-
ìè íà (−∞; +∞) . Ïóñòü Nγ = max

(−∞;+∞)
|γ(x1)| .

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ëèíèÿ L è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè z(x1, x2) ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå

Ωβ =

{
(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, min

(−∞;+∞)
(φ(x1)− β0) 6 x2 6 max

(−∞;+∞)
(φ(x1) + β0)

}
, β0 ∈ R.

Ïðèíöèïèàëüíàÿ îñîáåííîñòü èçó÷àåìîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàðÿäó ñ ïîèñêîì
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè z(x1, x2) èùåòñÿ è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïîñòîÿííàÿ β0 äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêà, ÷òîáû èñêîìàÿ îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ z(x1, x2) âõîäèëà â Ωβ . Îáîçíà÷èì ýòó çàðàíåå íåèçâåñòíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) ÷åðåç Ωε . Òàê êàê â äàííîé ñòàòüå ðå÷ü èäåò î ëîêàëü-
íîé ðàçðåøèìîñòè, òî îáëàñòü Ωε ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü êðèâîé L .
Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî âñå çàäàííûå ôóíêöèè a1, a2, f îïðåäåëåíû â îáëàñòè
Qρ = Ωβ× [−ρNγ , ρNγ] , ãäå êîýôôèöèåíò ρ âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç âèäà ôóíêöèé a1, a2, f .
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ íà L , ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íèæåïðèâåäåííûå
âûêëàäêè è óòâåðæäåíèÿ.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èìåíè Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Í.Íîâãîðîä; sn-alekseenko@yandex.ru

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè è ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ ìàòåìà-
òèêå, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Ê.Ìèíèíà, ã. Í.Íîâãîðîä;
�u�13@yandex.ru
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ Ωε áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëîñû øèðèíîé ε â íàïðàâ-
ëåíèè Ox2 , ïðèëåãàþùåé ê L ñ îäíîé ñòîðîíû, òî÷íåå

Ωε = {(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, φ(x1) 6 x2 6 φ(x1) + ε} ,Ωε ⊂ Ωβ.

Ïàðàìåòð ε ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó ε ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñ-
íîâíûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1), (1.2). À âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ε �êîí-
ñòðóêòèâíî�, èñõîäÿ èç äàííûõ çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ
ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

Â ðàáîòå [5] äëÿ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.2) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãó-
ìåíòà [1], [3] áûëà ðàçðàáîòàíà ñõåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ñâåñòè âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
(1.1), (1.2) â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ê îïðåäåëåíèþ èíòåðâàëà ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû 15
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

U (s, x1, x2) = γ (W2 (x1, x2)) +

s∫
0

f (x1 − µ1, H2 (δ, x1, x2) , U (δ, x1, x2)) dδ, (1.3)

U1 = γ′ (W2 (x1, x2))W21 +

s∫
0

(f1(1− µ11) + f2H21 + fUU1) dδ, (1.4)

U2 = γ′ (W2 (x1, x2))W22 +

s∫
0

(f1(−µ12) + f2H22 + fUU2) dδ, (1.5)

µ1 =

W1(x1,x2)∫
s

a1 (x1 − µ1, H2, U (δ, x1, x2)) dδ, (1.6)

H2 = x2 −
W1(x1,x2)∫

s

a2 (x1 − µ1, H2, U (δ, x1, x2)) dδ, (1.7)

µ11 = a1W11 +

W1(x1,x2)∫
s

(a11(1− µ11) + a12H21 + a1UU1) dδ, (1.8)

µ12 = a1W12 +

W1(x1,x2)∫
s

(a11(−µ12) + a12H22 + a1UU2) dδ, (1.9)

H21 = −a2W11 −
W1(x1,x2)∫

s

(a21(1− µ11) + a22H21 + a2UU1) dδ, (1.10)

H22 = 1− a2W12 −
W1(x1,x2)∫

s

(a21(−µ12) + a22H22 + a2UU2) dδ, (1.11)

W1 =

x2∫
φ(x1)

W12dx2, (1.12)

µ2 =

W1(x1,x2)∫
0

a1 (x1 − µ1, H2, U (δ, x1, x2)) dδ, (1.13)
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W11 = J−1

(
−φ′ +

W1(x1,x2)∫
0

(
φ′ (a11(1− µ11) + a12H21 + a1UU1)−

− (a21(1− µ11) + a22H21 + a2UU1)
)
dδ

)
,

(1.14)

W12 = J−1

(
1 +

W1(x1,x2)∫
0

(
φ′ (a11(−µ12) + a12H22 + a1UU2)−

− (a21(−µ12) + a22H22 + a2UU2)
)
dδ

)
,

(1.15)

1− µ21 = J−1

(
a2 +

W1(x1,x2)∫
0

(
a1 (a21(1− µ11) + a22H21 + a2UU1)−

−a2 (a11(1− µ11) + a12H21 + a1UU1)
)
dδ

)
,

(1.16)

−µ22 = J−1

(
−a1 +

W1(x1,x2)∫
0

(
a1 (a21(−µ12) + a22H22 + a2UU2)−

−a2 (a11(−µ12) + a12H22 + a1UU2)
)
dδ

)
.

(1.17)

Â ñèñòåìå (1.3) � (1.17), êîòîðàÿ áûëà íàçâàíà â [5] ðåçîëüâåíòíîé, U, U1, U2,
µ1, H2, µ11, µ12, H21, H22, W1, W11, W12, µ2, µ21 µ22 íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè.

Â ðàáîòå [5] àíîíñèðîâàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè (1.1), (1.2), â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàí âåñü èñïîëüçóåìûé íàáîð óñëîâèé.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü a1 (x1, x2, z) , a2 (x1, x2, z) , f (x1, x2, z) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ïî âñåì àðãóìåíòàì â îáëàñòè Qρ ;L � ëèíèÿ, íåñóùàÿ íà÷àëü-

íûå äàííûå:x2 = φ(x1) ; φ (x1) , γ (x1) ∈ C
2
(−∞; +∞) ; âûïîëíåíî îñíîâíîå óñëîâèå ðàçðå-

øèìîñòè |J | ≥ KJ . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε0 > 0 , ÷òî ïðè 0 6 ε 6 ε0 , çàäà÷à

Êîøè (1.1), (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ∈ C
1
(Ωε) , êîòîðîå ïðè s = ω ñîâïàäà-

åò ñ ôóíêöèåé u(s, x1, x2) = U(s, x1, x2) , îïðåäåëÿåìîé èç ðåçîëüâåíòíîé ñèñòåìû (1.3)
� (1.17).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. ε0 = min

(
9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
;

9Nγ

10ζ1Kf

;
10ζ1

ξ1 + 10ζ1ξ2
;

10ζ1
ξ3 + 10ζ1ξ2

)
,

ζ1 = K0 (Kφ′ + 1) +K0 (Ka1 +Ka2) (1 +Kφ′ +Kγ′) + 2 +X2 +Nγ ,

σ1 = K0 (Ma1Kφ′ +Ma2) (Ka1 +Ka2 + 1) +Kγ′K0 (Ma2Ka1 +Ma1Ka2) +Ma1 +Ma2 +Mf ,

σ2 = Ka1 +Ka2 +Kf , ξ1 = cKφ′ ((Kγ′ + 1)Ka1 +Ka2) + 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ka11 +Kf1 +Ka21) ,

ξ2 = 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ma1 +Ma2 +Mf ) , ξ3 = c ((Kγ′ + 1)Ka1 +Ka2) ,

J = a2 − a1φ
′, KJ = K−1

0 .
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Ñîäåðæàùèåñÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû è â çàìå÷àíèè ê íåé êîíñòàíòû îïðåäåëåíû
íèæå êàê ìàêñèìóìû èçâåñòíûõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, àíîíñèðîâàííîé â [5].

Â ñèëó óñòàíîâëåííîãî â [5] ôàêòà, ÷òî ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç ðåçîëüâåíòíîé ñè-
ñòåìû (1.3) � (1.17), ïðè s = W1 äàåò ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû íàäî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ðåçîëüâåíòíîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé, åãî åäèíñòâåííîñòü.

Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Çà íà÷àëüíûå
ïðèáëèæåíèÿ âîçüìåì:H0

1 = x1, H
0
2 = x2, U

0 = γ (W 0
2 ) , W

0
1 = 0, W 0

2 = x1, H
0
11 = 1,

H0
12 = 0, H0

21 = 0, H0
22 = 1, U0

1 = γ′ , U0
2 = 0,W 0

11 = 0,W 0
12 = 0,W 0

21 = 1, W 0
22 = 0 .

Ïåðåä òåì, êàê çàïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåçîëüâåíòíîé ñèñòåìå,
óñëîâèìñÿ âåðõíèì èíäåêñîì � n � îáîçíà÷àòü, ÷òî ó èçâåñòíûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò
èñêîìûõ ôóíêöèé êàê îò àðãóìåíòîâ, âìåñòî èñêîìûõ ôóíêöèé âçÿòû èõ n - ûå èòåðà-
öèè. Êðîìå ýòîãî â âåðõíåì ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ âìåñòî W n

1 áóäåì ïèñàòü W1\n . Ñ
ó÷åòîì ýòèõ ñîãëàøåíèé

µn+1
1 =

W1\n+1∫
s

an1dδ, (1.18)

Hn+1
2 = x2 −

W1\n+1∫
s

an2dδ, (1.19)

Un+1 = γ
(
x1 − µn+1

2

)
+

s∫
0

fndδ, (1.20)

W n+1
1 =

x2∫
φ(x1)

W n
12dx2, (1.21)

µn+1
2 =

W1\n+1∫
0

an1dδ, (1.22)

1− µn+1
11 = 1− an+1

1 W n+1
11 −

W1\n+1∫
s

(an11 (1− µn11) + an12H
n
21 + an1UU

n
1 ) dδ, (1.23)

µn+1
12 = an+1

1 W n+1
12 +

W1\n+1∫
s

(an11 (−µn12) + an12H
n
22 + an1UU

n
2 ) dδ, (1.24)

Hn+1
21 = −an+1

2 W n+1
11 −

W1\n+1∫
s

(an21 (1− µn11) + an22H
n
21 + an2UU

n
1 ) dδ, (1.25)

Hn+1
22 = 1− an+1

2 W n+1
12 −

W1\n+1∫
s

(an21 (−µn12) + an22H
n
22 + an2UU

n
2 ) dδ, (1.26)
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Un+1
1 = γ′

(
x1 − µn+1

2

)
·
(
1− µn+1

21

)
+

s∫
0

(fn1 (1− µn11) + fn2H
n
21 + fnUU

n
1 ) dδ, (1.27)

Un+1
2 = γ′

(
x1 − µn+1

2

)
·
(
−µn+1

22

)
+

s∫
0

(fn1 (−µn12) + fn2H
n
22 + fnUU

n
2 ) dδ, (1.28)

W n+1
11 =

(
Jn+1

)−1(
−φ′ (µn+1

2

)
+

W1\n+1∫
0

(
φ′ (µn2 ) (a

n
11 (1− µn11) + an12H

n
21 + an1UU

n
1 )−

− (an21 (1− µn11) + an22H
n
21 + an2UU

n
1 )
)
dδ
)
,

(1.29)

W n+1
12 =

(
Jn+1

)−1(
1 +

W1\n+1∫
0

(
φ′ (µn2 ) (a

n
11 (−µn12) + an12H

n
22 + an1UU

n
2 )−

− (an21 (−µn12) + an22H
n
22 + an2UU

n
2 )
)
dδ
) (1.30)

1− µn+1
21 =

(
Jn+1

)−1(
an+1
2 +

W1\n+1∫
0

(
an1 (a

n
21 (1− µn11) + an22H

n
21 + an2UU

n
1 )−

−an2 (an11 (1− µn11) + an12H
n
21 + an1UU

n
1 )
)
dδ
)
,

(1.31)

−µn+1
22 =

(
Jn+1

)−1(
−an+1

1 +

W1\n+1∫
0

(
an1 (a

n
21 (−µn12) + an22H

n
22 + an2UU

n
2 )−

−an2 (an11 (−µn12) + an12H
n
22 + an1UU

n
2 )
)
dδ
)
.

(1.32)

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) � (1.17) â îáëàñòè Ωε áóäåì èñêàòü â ïðåäïîëî-
æåíèè |U | 6 KU , è, êðîìå òîãî, |f | 6 Kf , |γ| 6 Kγ . Ïóñòü ε = max

x1,x2∈Ωε

|x2 − φ(x1)|;
X2 = max

x1∈(−∞;+∞)
{|φ (x1)− β0| , |φ (x1) + β0|} . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî: |ami | 6 Kai, |fm| 6 Kf ,∣∣amij ∣∣ 6 Kaij,

∣∣amiHj∣∣ 6 KaiHj, |amiU | 6 KaiU , |fmHi| 6 KfHi, |fmU | 6 KfU , |γ (µm2 )| 6 Nγ, |γ′ (µm2 )| 6

6 Kγ′ , |φ′ (µm2 )| 6 Kφ′ ,
1

|Jm|
=

1

|am2 − am1 φ
′ (µm2 )|

6 1

Ka2 +Kφ′Ka1

= K0, ãäå 1 6 m 6 n.

Îáîçíà÷èì vn = max
Ωε

|W n
11|+max

Ωε

|W n
12|+max

Ωε

|µn1 |+max
Ωε

|Hn
2 |+max

Ωε

|Un|+max
Ωε

|1− µn11|+
+max

Ωε

|µn12|+max
Ωε

|Hn
21|+max

Ωε

|Hn
22|+max

Ωε

|Un
1 |+max

Ωε

|Un
2 | ,

ζ1 = K0 (Kφ′ + 1) +K0 (Ka1 +Ka2) (1 +Kφ′ +Kγ′) + 2 +X2 +Nγ, σ2 = Ka1 +Ka2 +Kf ,
σ1 = K0 (Ma1Kφ′ +Ma2) (Ka1 +Ka2 + 1)+Kγ′K0 (Ma2Ka1 +Ma1Ka2)+Ma1+Ma2+Mf . Äëÿ
êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.18)�(1.32) âûïèøåì îöåíêè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
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æåíèé: ∣∣µn+1
1

∣∣ 6 ∣∣W n+1
1

∣∣Ka1 ,∣∣Hn+1
2

∣∣ 6 X2 +
∣∣W n+1

1

∣∣Ka2 ,∣∣µn+1
2

∣∣ 6 ∣∣W n+1
1

∣∣Ka1 ,∣∣Un+1
∣∣ 6 Nγ +

∣∣W n+1
1

∣∣Kf ,∣∣W n+1
1

∣∣ 6 ε ∥W n
12∥ ,∣∣1− µn+1

11

∣∣ 6 1 +Ka1

∣∣W n+1
11

∣∣+Ma1

∣∣W n+1
1

∣∣ (∥1− µn11∥+ ∥Hn
21∥+ ∥Un

1 ∥) ,∣∣µn+1
12

∣∣ 6 Ka1

∣∣W n+1
12

∣∣+Ma1

∣∣W n+1
1

∣∣ (∥µn12∥+ ∥Hn
22∥+ ∥Un

2 ∥) ,

∣∣Hn+1
21

∣∣ 6 Ka2

∣∣W n+1
11

∣∣+Ma2

∣∣W n+1
1

∣∣ (∥1− µn11∥+ ∥Hn
21∥+ ∥Un

1 ∥) ,∣∣Hn+1
22

∣∣ 6 1 +Ka2

∣∣W n+1
12

∣∣+Ma2

∣∣W n+1
1

∣∣ (∥µn12∥+ ∥Hn
22∥+ ∥Un

2 ∥) ,∣∣Un+1
1

∣∣ 6 Kγ′
∣∣1− µn+1

21

∣∣+Mf

∣∣W n+1
1

∣∣ (∥1− µn11∥+ ∥Hn
21∥+ ∥Un

1 ∥) ,∣∣Un+1
2

∣∣ 6 Kγ′
∣∣µn+1

22

∣∣+Mf

∣∣W n+1
1

∣∣ (∥µn12∥+ ∥Hn
22∥+ ∥Un

2 ∥) ,∣∣W n+1
11

∣∣ 6 K0Kφ′ +K0 (Kφ′Ma1 +Ma2)
∣∣W n+1

1

∣∣ (∥1− µn11∥+ ∥Hn
21∥+ ∥Un

1 ∥) ,∣∣W n+1
12

∣∣ 6 K0 +K0 (Kφ′Ma1 +Ma2)
∣∣W n+1

1

∣∣ (∥µn12∥+ ∥Hn
22∥+ ∥Un

2 ∥) ,∣∣1− µn+1
21

∣∣ 6 K0Ka2 +K0

∣∣W n+1
1

∣∣ (Ka1Ma2 +Ka2Ma1) (∥1− µn11∥+ ∥Hn
21∥+ ∥Un

1 ∥) ,∣∣µn+1
22

∣∣ 6 K0Ka1 +K0

∣∣W n+1
1

∣∣ (Ka1Ma2 +Ka2Ma1) (∥µn12∥+ ∥Hn
22∥+ ∥Un

2 ∥) .

Ñêëàäûâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè â ïîëó÷èâøèõñÿ íåðàâåíñòâàõ è ó÷èòûâàÿ ââå-
äåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì: vn+1 6 ζ1 + ε

(
σ1 (v

n)2 + σ2v
n
)
. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

ζ1 + ε
(
(10ζ1)

2 σ1 + 10ζ1σ2
)

6 10ζ1 , òîãäà ε 6 9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

vn 6 10ζ1 ,òî vn+1 6 ζ1 + εσ1 (v
n)2 + εσ2v

n 6 10ζ1 . Òî åñòü ìû ïîëó÷èëè, ÷òî vn+1 �

êîíå÷íà ïðè 0 6 ε 6 9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
, òîãäà èç

∣∣W n+1
11

∣∣+ ∣∣W n+1
12

∣∣+ ∣∣µn+1
1

∣∣+ ∣∣Hn+1
2

∣∣+
+ |Un+1| +

∣∣1− µn+1
11

∣∣ + ∣∣µn+1
12

∣∣ + ∣∣Hn+1
21

∣∣ + ∣∣Hn+1
22

∣∣ + ∣∣Un+1
1

∣∣ + ∣∣Un+1
2

∣∣ 6 10ζ1 ñëåäóåò, ÷òî∣∣W n+1
11

∣∣ , ∣∣W n+1
12

∣∣ , ∣∣µn+1
1

∣∣ , ∣∣Hn+1
2

∣∣ , |Un+1| ,
∣∣1− µn+1

11

∣∣ , ∣∣µn+1
12

∣∣ , ∣∣Hn+1
21

∣∣ , ∣∣Hn+1
22

∣∣ , ∣∣Un+1
1

∣∣ , ∣∣Un+1
2

∣∣ �
îãðàíè÷åíû, à çíà÷èò,

∣∣W n+1
11

∣∣ , ∣∣W n+1
12

∣∣ � îãðàíè÷åíû. Òîãäà
∣∣W n+1

1

∣∣ 6 ε
∥∥W n+1

12

∥∥ ,∣∣W n+1
1

∣∣ 6 10ζ1ε , à, ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣µn+1

2

∣∣ 6 10ζ1εKa1 .
Òàêèì îáðàçîì âñå ðàññìàòðèâàåìûå n+1 -ûå ïðèáëèæåíèÿ îãðàíè÷åíû â îáëàñòè Ωε ,

ãäå ε 6 min

(
9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
;

9Nγ

10ζ1Kf

)
. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâ-

ëåííàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé îãðàíè÷åíà â îáëàñòè Ωε .
Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè n + 1 è n ïðèáëèæåíèé äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé

µn1 , H
n
2 , 1 − µn11, µ

n
12, H

n
21, H

n
22, U

n, Un
1 , U

n
2 ,W

n
1 ,W

n
11,W

n
12, µ

n
2 , 1 − µn21, µ

n
22 . Ïîëó÷èì ñèñòåìó èç

15 íåðàâåíñòâ, ñëîæèâ êîòîðûå áóäåì èìåòü:∣∣µn+1
1 − µn1

∣∣+ ∣∣Hn+1
2 −Hn

2

∣∣+ |Un+1 − Un|+
∣∣W n+1

1 −W n
1

∣∣+ ∣∣W n+1
11 −W n

11

∣∣+ ∣∣W n+1
12 −W n

12

∣∣+
+
∣∣µn+1

2 − µn2
∣∣+ ∣∣µn+1

21 − µn21
∣∣+ ∣∣µn+1

22 − µn22
∣∣+ ∣∣µn+1

11 − µn11
∣∣+ ∣∣µn+1

12 − µn12
∣∣+ ∣∣Hn+1

21 −Hn
21

∣∣+
+
∣∣Hn+1

22 −Hn
22

∣∣+ ∣∣Un+1
1 − Un

1

∣∣+ ∣∣Un+1
2 − Un

2

∣∣ 6 ε
(
χ1

∥∥µn1 − µn−1
1

∥∥+ χ2

∥∥Hn
2 −Hn−1

2

∥∥+
+ χ3 ∥Un − Un−1∥+ χ4

∥∥W n
1 −W n−1

1

∥∥+ χ5

∥∥W n
11 −W n−1

11

∥∥+ χ6

∥∥W n
12 −W n−1

12

∥∥+
+χ7

∥∥µn2 − µn−1
2

∥∥+χ8

∥∥µn21 − µn−1
21

∥∥+χ9

∥∥µn22 − µn−1
22

∥∥+χ10

∥∥µn11 − µn−1
11

∥∥+χ11

∥∥µn12 − µn−1
12

∥∥+
+ χ12

∥∥Hn
21 −Hn−1

21

∥∥+ χ13

∥∥Hn
22 −Hn−1

22

∥∥+ χ14

∥∥Un
1 − Un−1

1

∥∥+ χ15

∥∥Un
2 − Un−1

2

∥∥) 6
6 εχ

(∥∥µn1 − µn−1
1

∥∥+ ∥∥Hn
2 −Hn−1

2

∥∥+ ∥Un − Un−1∥+
∥∥W n

1 −W n−1
1

∥∥+ ∥∥W n
11 −W n−1

11

∥∥+
+
∥∥W n

12 −W n−1
12

∥∥+∥∥µn2 − µn−1
2

∥∥+∥∥µn21 − µn−1
21

∥∥+∥∥µn22 − µn−1
22

∥∥+∥∥µn11 − µn−1
11

∥∥+∥∥µn12 − µn−1
12

∥∥+
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∥∥Hn
21 −Hn−1

21

∥∥ +
∥∥Hn

22 −Hn−1
22

∥∥ +
∥∥Un

1 − Un−1
1

∥∥ +
∥∥Un

2 − Un−1
2

∥∥), χ = max
16i615

χi , ãäå χi �

ïîñòîÿííûå.
Îáîçíà÷àÿ

V n+1 = colon
(
µn+1
1 , Hn+1

2 , Un+1,W n+1
1 ,W n+1

11 ,W n+1
12 , µn+1

2 , µn+1
21 , µn+1

22 , µn+1
11 , µn+1

12 , Hn+1
21 , Hn+1

22 ,
Un+1
1 , Un+1

1

)
, ∥V n+1 − V n∥ =

∣∣µn+1
1 − µn1

∣∣+ ∣∣Hn+1
2 −Hn

2

∣∣+ |Un+1 − Un|+
∣∣W n+1

1 −W n
1

∣∣+
+
∣∣W n+1

11 −W n
11

∣∣+ ∣∣W n+1
12 −W n

12

∣∣+ ∣∣µn+1
2 − µn2

∣∣+ ∣∣µn+1
21 − µn21

∣∣+ ∣∣µn+1
22 − µn22

∣∣+ ∣∣µn+1
11 − µn11

∣∣+∣∣µn+1
12 − µn12

∣∣ +
∣∣Hn+1

21 −Hn
21

∣∣ +
∣∣Hn+1

22 −Hn
22

∣∣ +
∣∣Un+1

1 − Un
1

∣∣ +
∣∣Un+1

2 − Un
2

∣∣ , ïîëó÷èì
∥V n+1 − V n∥ 6 εχ ∥V n − V n−1∥ . Ïîäáåðåì ε òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû εχ < 1(
0 6 ε 6 min

(
9

10 (10ζ1σ1 + σ2)
;

9Nγ

10ζ1Kf

;
1

χ+ 1

))
, ÷òîáû V n = V 0 + V 1 − V 0 + V 2 − V 1 +

+ ...+ V n − V n−1 ìîæíî áûëî îöåíèòü ñóììîé.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

I1 =
∥∥(µ0

1, H
0
2 , U

0,W 0
1 ,W

0
11,W

0
12, µ

0
2, µ

0
21, µ

0
22, µ

0
11, µ

0
12, H

0
21, H

0
22, U

0
1 , U

0
1

)∥∥ ,
I2 =

∥∥(µ1
1, H

1
2 , U

1,W 1
1 ,W

1
11,W

1
12, µ

1
2, µ

1
21, µ

1
22, µ

1
11, µ

1
12, H

1
21, H

1
22, U

1
1 , U

1
1

)∥∥ ,
òîãäà ∥V 0∥ 6 I1, ∥V i − V i−1∥ 6 εi−1χi−1I2, 1 6 i 6 n.

Èìååì äëÿ ðÿäà V 0 + V 1 − V 0 + V 2 − V 1 + . . .+ V n − V n−1 + . . . îöåíêó åãî ÷àñòè÷íîé

ñóììû: ∥V n∥ 6 ∥V 0∥+ ∥V 1 − V 0∥+ ∥V 2 − V 1∥+ ...+ ∥V n − V n−1∥ 6 I1 +
I2

1− εχ
. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ðÿä
∞∑
i=0

V i ñõîäèòñÿ.

Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ðàçíîñòè äâóõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé
uI è uII óðàâíåíèÿ (9) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî ∥uII − uI∥ 6 εχ3 ∥uII − uI∥ , ãäå
εχ3 < 1 .

Îïðåäåëèëè ôóíêöèè µ1, H2, U,W1,W11,W12, µ2, µ21, µ22, µ11, µ12, H21, H22, U1, U2 . Ñè-
ñòåìà (1.18)�(1.32) ðåøåíà.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ñõåìîé, èçëîæåí-
íîé â [5] íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî 1 − µ11 = ∂(x1−µ1)

∂x1
, −µ12 = ∂(x1−µ1)

∂x2
, H21 = ∂H2

∂x1
,

H22 =
∂H2

∂x2
, U1 =

∂U
∂x1
, U2 =

∂U
∂x2
, W11 =

∂W1

∂x1
, W12 =

∂W1

∂x2
, 1− µ21 =

∂(x1−µ2)
∂x1

, −µ22 =
∂(x1−µ2)

∂x2
.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
∂(x1−µn1 )

∂x1
→ 1 − µ11,

∂(x1−µn1 )
∂x2

→ −µ12,
∂Hn

2

∂x1
→ H21,

∂Hn
2

∂x2
→ H22,

∂Un

∂x1
→ U1,

∂Un

∂x2
→ U2 ñëîæèì âûðàæåíèÿ äëÿ

∣∣∣∣(1− µ11)−
∂(x1−µn1 )

∂x1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣(−µ12)−
∂(x1−µn1 )

∂x2

∣∣∣∣ ,∣∣∣H21 − ∂Hn
2

∂x1

∣∣∣ , ∣∣∣H22 − ∂Hn
2

∂x2

∣∣∣ , ∣∣∣U1 − ∂Un

∂x1

∣∣∣ , ∣∣∣U2 − ∂Un

∂x2

∣∣∣ . Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
⌢

V=
⌢

V (1− µ11, µ12, H21, H22, U1, U2) , Ṽ
n = Ṽ

(
∂ (x1 − µn1 )

∂x1
,
∂ (x1 − µn1 )

∂x2
,
∂Hn

2

∂x1
,
∂Hn

2

∂x2
,
∂Un

∂x1
,
∂Un

∂x2

)
,

∥∥∥⌢V −Ṽ n
∥∥∥ =

∥∥∥∥(1− µ11)−
∂ (x1 − µn1 )

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥(−µ12)−
∂ (x1 − µn1 )

∂x2

∥∥∥∥+
+

∥∥∥∥H21 −
∂Hn

2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥H22 −
∂Hn

2

∂x2

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥U1 −
∂Un

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥U2 −
∂Un

∂x2

∥∥∥∥ ,
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ïîëó÷èì
∣∣∣⌢V −Ṽ n

∣∣∣ 6 10ζ1ε (Ma1 +Ma2 +Mf ) ·
∥∥∥⌢V −Ṽ n−1

∥∥∥+Πn, ãäå

Πn = (Ka1 +Ka2) ·
(∣∣∣∣W11 −

∂W n
1

∂x1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣W12 −
∂W n

1

∂x2

∣∣∣∣)+ Lγ′ |µ2 − µn2 | · (|1− µ21|+ |µ22|)+

+Kγ′ ·
(∣∣∣∣(1− µ21)−

∂ (x1 − µn2 )

∂x1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(−µ22)−
∂ (x1 − µn2 )

∂x2

∣∣∣∣)+ (La1 + La2)
(∥∥µ1 − µn−1

1

∥∥+
+
∥∥H2 −Hn−1

2

∥∥+ ∥∥U − Un−1
∥∥) · (∣∣∣∣∂W n

1

∂x1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂W n
1

∂x2

∣∣∣∣)+

+ (Ma1 +Ma2) · |W1 −W n
1 | ·

(
∥1− µ11∥+ ∥H21∥+ ∥U1∥+ ∥µ12∥+ ∥H22∥+ ∥U2∥

)
+

+ |W n
1 |
((∥∥∥∥∥∂

(
x1 − µn−1

1

)
∂x1

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥∂
(
x1 − µn−1

1

)
∂x2

∥∥∥∥∥
)
(La11 + La21)+

+

(∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x2

∥∥∥∥) (La12 + La22) +

(∥∥∥∥∂Un−1

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Un−1

∂x2

∥∥∥∥) (La1U + La2U )

)
·

·
(∥∥µ1 − µn−1

1

∥∥+ ∥∥H2 −Hn−1
2

∥∥+ ∥∥U − Un−1
∥∥)+ |s|

((∥∥∥∥∥∂
(
x1 − µn−1

1

)
∂x1

∥∥∥∥∥+
+

∥∥∥∥∥∂
(
x1 − µn−1

1

)
∂x2

∥∥∥∥∥
)
Lf1 +

(∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Hn−1
2

∂x2

∥∥∥∥)Lf2+
+

(∥∥∥∥∂Un−1

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Un−1

∂x2

∥∥∥∥)LfU)(∥∥µ1 − µn−1
1

∥∥+ ∥∥H2 −Hn−1
2

∥∥+ ∥∥U − Un−1
∥∥) .

Ïîêàæåì, ÷òî
∂Wn

1

∂x1
,
∂Wn

1

∂x2
,
∂(x1−µn2 )

∂x1
,
∂(x1−µn2 )

∂x2
îãðàíè÷åíû. Äëÿ

∂Wn
1

∂x1
áóäåì èìåòü ñëåäóþ-

ùåå∣∣∣∣∂W n
1

∂x1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ lim
∆x1→0

W n
1 (x1 +∆x1, x2)−W n

1 (x1, x2)

∆x1

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ lim
∆x1→0

1

∆x1

( x2∫
φ(x1+∆x1)

W n−1
12 dx2 −

x2∫
φ(x1)

W n−1
12 dx2

)∣∣∣∣ 6
6
∥∥W n−1

12

∥∥ ∣∣∣∣ lim
∆x1→0

− (φ(x1 +∆x1)− φ(x1))

∆x1

∣∣∣∣ = ∥∥W n−1
12

∥∥ · |φ′(x1)| 6
∥∥W n−1

12

∥∥Kφ′ .

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî |W n
1 | îãðàíè÷åíà, îòñþäà |W n

11| è |W n
12| îãðàíè÷åíû. Ìîæíî

ñêàçàòü, ÷òî |W n
12| 6 εc . Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

∥∥∥∂Wn
1

∂x1

∥∥∥ 6 εcKφ′ .

Äëÿ
∂Wn

1

∂x2
áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå∣∣∣∣∂W n

1

∂x2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ lim
∆x2→0

W n
1 (x1, x2 +∆x2)−W n

1 (x1, x2)

∆x2

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ lim
∆x2→0

1

∆x2

( x2+∆x2∫
φ(x1)

W n−1
12 (x1; δ) dδ −

x2∫
φ(x1)

W n−1
12 (x1; δ) dδ

)∣∣∣∣ 6 ∥∥W n−1
12

∥∥ .
Îòñþäà èìååì

∥∥∥∂Wn
1

∂x2

∥∥∥ 6 εc .
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Òåïåðü ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü
∂(x1−µn2 )

∂x1
.∣∣∣∣∂ (x1 − µn2 )

∂x1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ lim
∆x1→0

x1 +∆x1 − µn2 (x1 +∆x1, x2)− x1 + µn2 (x1, x2)

∆x1

∣∣∣∣ .∣∣∣∣∂ (x1 − µn2 )

∂x1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣an−1

1

∂W n
1

∂x1
+

W1\n∫
s

(
an−1
11

∂
(
x1 − µn−1

1

)
∂x1

+ an−1
12

∂Hn−1
2

∂x1
+ an−1

1U

∂Un−1

∂x1

)
dδ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 Ka1

∣∣∣∣∂W n
1

∂x1

∣∣∣∣+ |W n
1 |Ma1

(∥∥∥∥∥∂
(
x1 − µn−1

1

)
∂x1

− 1

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∂Hn−1

2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Un−1

∂x1

∥∥∥∥
)
,

∣∣∣∣∂ (x1 − µn2 )

∂x1

∣∣∣∣ 6 εcKa1Kφ′ + 10ζ1εMa1

(∥∥∥∥∥∂
(
x1 − µn−1

1

)
∂x1

− 1

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∂Hn−1

2

∂x1

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥∂Un−1

∂x1

∥∥∥∥
)
.

(1.33)

Âûâåäåì îöåíêè äëÿ
∂(x1−µn1 )

∂x1
,
∂Hn

2

∂x1
, ∂U

n

∂x1
. Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà äëÿ

∥∥∥∥∂(x1−µn1 )∂x1

∥∥∥∥ , ∥∥∥∂Hn
2

∂x1

∥∥∥ ,∥∥∥∂Un

∂x1

∥∥∥ , è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ, vn1 = max
Ωε

∣∣∣∣∂(x1−µn1 )∂x1

∣∣∣∣ + max
Ωε

∣∣∣∂Hn
2

∂x1

∣∣∣ + max
Ωε

∣∣∣∂Un

∂x1

∣∣∣ ,
ξ1 = cKφ′ ((Kγ′ + 1)Ka1 +Ka2) , ξ2 = 10ζ1 ((Kγ′ + 1)Ma1 +Ma2 +Mf ) , ïîëó÷èì
vn1 6 ε

(
ξ1 + ξ2v

n−1
1

)
. Íàéäåì òàêîå ε , ÷òîáû ε (ξ1 + 10ζ1ξ2) 6 10ζ1 , òî åñòü

ε 6 10ζ1
ξ1 + 10ζ1ξ2

.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè vn−1
1 6 10ζ1 , òî vn1 6 10ζ1 . Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî vn1 � êîíå÷íà ïðè

0 6 ε 6 10ζ1
ξ1 + 10ζ1ξ2

, òîãäà èç

∣∣∣∣∂(x1−µn1 )∂x1

∣∣∣∣ + ∣∣∣∂Hn
2

∂x1

∣∣∣ + ∣∣∣∂Un

∂x1

∣∣∣ 6 10ζ1 ñëåäóåò, ÷òî

∣∣∣∣∂(x1−µn1 )∂x1

∣∣∣∣ ,∣∣∣∂Hn
2

∂x1

∣∣∣ , ∣∣∣∂Un

∂x1

∣∣∣ � îãðàíè÷åíû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
∂(x1−µn1 )

∂x1
,
∂Hn

2

∂x1
, ∂Un

∂x1
îãðà-

íè÷åíû. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (1.33), ïîëó÷èì:

∣∣∣∣∂(x1−µn2 )∂x1

∣∣∣∣ 6 εcKa1Kφ′ + (10ζ1)
2 εMa1 ,∥∥∥∥∂(x1−µn2 )∂x1

∥∥∥∥ 6 ε
(
cKa1Kφ′ + (10ζ1)

2Ma1

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè 0 6 ε 6 10ζ1
ξ3 + 10ζ1ξ2

îãðàíè÷åíû
∂(x1−µn1 )

∂x2
,
∂Hn

2

∂x2
, ∂U

n

∂x2
,

à, ñëåäîâàòåëüíî, è
∂(x1−µn2 )

∂x2
. Çäåñü ζ1, ξ2 îïðåäåëåíû âûøå, à ξ3 = c ((Kγ′ + 1)Ka1 +Ka2) .

Â ñèëó W n
11 → W11 , ÷òî

∂W1

∂x1
= W11 è |W n

1 −W1| 6 ε1 , òàê êàê W n
1 → W1 , ïîëó÷èì∣∣∣W11 − ∂Wn

1

∂x1

∣∣∣ 6 ε1 . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî W11 =
∂Wn

1

∂x1
.

Ðàâåíñòâà
∂Wn

1

∂x2
= W12,

∂(x1−µn2 )
∂x1

= 1− µ21,
∂(x1−µn2 )

∂x2
= −µ22 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òàê êàê W n
11 →
n→∞

W11, W
n
12 →
n→∞

W12, x1 − µn21 →
n→∞

x1 − µ21, − µn22 →
n→∞

−µ22 è an1 , a
n
2 ,

γ′ (x1 − µn2 ) ,
∂(x1−µn2 )

∂x1
,
∂(x1−µn2 )

∂x2
,
∂Wn

1

∂x1
,
∂Wn

1

∂x2
� îãðàíè÷åíû, òî ∀ε̃max > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N

∥Πn∥ < ε̃max .

Çíà÷èò,
∥∥∥⌢V −Ṽ n

∥∥∥ 6 10ζ1ε (Ma1 +Ma2 +Mf )
∥∥∥⌢V −Ṽ n−1

∥∥∥+ ε̃max .

Îáîçíà÷èì Amax = 10ζ1ε (Ma1 +Ma2 +Mf ) , ïðè÷åì Amax < 1 . Òîãäà çàïèñàííîå âû-

øå íåðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
∥∥∥⌢V −Ṽ n

∥∥∥ 6 Amax

∥∥∥⌢V −Ṽ n−1
∥∥∥ + ε̃max . Èç

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 2



36 Ñ. Í. Àëåêñååíêî, Ë. Å. Ïëàòîíîâà

äàííîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ N áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥⌢V −Ṽ n+p
∥∥∥ 6 Ap+1

max

∥∥∥⌢V −Ṽ n−1
∥∥∥ + ε̃max

1−Amax
. Òàê êàê Amax < 1 , òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

n→ ∞ , ïîëó÷èì:
∥∥∥⌢V −Ṽ n

∥∥∥ 6 δ , ãäå δ =
ε̃max

1− Amax

.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî Ṽ n â ïðîñòðàíñòâå C1 (Ωε) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå
∥∥∥Ṽ n

∥∥∥ ïðè n → ∞ ,

òî åñòü
∂(x1−µn1 )

∂x1
→ 1− µ11,

∂(x1−µn1 )
∂x2

→ −µ12,
∂Hn

2

∂x1
→ H21,

∂Hn
2

∂x2
→ H22,

∂Un

∂x1
→ U1,

∂Un

∂x2
→ U2

â ïðîñòðàíñòâå C1 (Ωε) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå
∥∥∥Ṽ n

∥∥∥ .
Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {x1 − µn1} , {Hn

2 } , {Un} óñòàíîâëåíû ñëåäóþ-
ùèå ñâîéñòâà: x1 − µn1 → x1 − µ1 ∈ C1 (Ωε) , H

n
2 → H2 ∈ C1 (Ωε) , U

n → U ∈ C1 (Ωε) . Â
ñèëó ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè C1 (Ωε) ïîëó÷àåì, ÷òî x1 − µ1 ∈ C1 (Ωε) , H2 ∈ C1 (Ωε) ,
U ∈ C1 (Ωε) , à çíà÷èò è îáëàäàþò ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî s, x1, x2 , ïðè÷åì
∂(x1−µn1 )

∂x1
→ ∂(x1−µ1)

∂x1
≡ 1 − µ11,

∂Hn
2

∂x1
→ ∂H2

∂x1
≡ H21,

∂(x1−µn1 )
∂x2

→ ∂(x1−µ1)
∂x2

≡ −µ12,
∂Hn

2

∂x2
→ ∂H2

∂x2
≡ H22,

∂Un

∂x1
→ ∂U

∂x1
≡ U1,

∂Un

∂x2
→ ∂U

∂x2
≡ U2. Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ

äîêàçàíà.
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The proof of a local solvability theorem for a quasi-linear

�rst-order partial di�erential equation of the common type

with initial data in Cartesian coordinates on an in�nite

length line

c⃝ S. N. Alekseenko3, L. E. Platonova4

Abstract. The Cauchy problem for a quasi-linear �rst order partial di�erential equation in case
when initial data is given on an in�nite length smooth line with non-vertical gradient is reduced to
a system in 15 integral equations. The local solvability of this system of integral equations is proved.
Connections between unknown functions of the integral equations and the unknown function and
its derivatives of the primary Cauchy problem is established, because at a deriving of the system
of integral equations the partial derivatives of a seeking function were taking as new unknown
functions, so the inverse passage is necessary and not trivial. As a result, the local solvability
theorem is proved. The local solvability conditions do not include conditional assumptions about
behavior of the characteristic lines.
Key Words: quasi-linear �rst order partial di�erential equation, Cauchy problem, method of an
additional argument.

3 The professor of the applied mathematics chair, Nizhniy Novgorod State Technical University, Nizhniy
Novgorod; sn-alekseenko@yandex.ru

4 The assistant lecture of the mathematical analysis chair, Nizhniy Novgorod State Pedagogical University,
Nizhniy Novgorod; �u�13@yandex.ru
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Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

ÓÄÊ 681.3; 519.711

Ïîïóëÿöèÿ àâòîìàòîâ � ìîäåëü ñëîæíîé ñèñòåìû

c⃝ Â. À. Âîðîáüåâ1, Þ. Â. Áåðåçîâñêàÿ2, À. Þ. Êî÷íåâ3

Àííîòàöèÿ. Îïèñàíà ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ àâòîìàòîâ � ïîïóëÿöèÿ àâòîìàòîâ.
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïîïóëÿöèè ïðèìåíÿåòñÿ Êàóçàëüíàÿ Ñåòü. Ïîçèöèÿì ñåòè ñî-
îòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ. Ìàðêèðîâêà ñåòè çàäà¼ò ÷èñëî àâòîìàòîâ, íàõîäÿùèõñÿ
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿõ. Ïåðåõîäû îòîáðàæàþò ñîáûòèÿ, âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå
ñîâìåñòíûõ äåéñòâèé ýëåìåíòîâ ïîïóëÿöèè. Íà ïåðåõîäàõ ñåòè çàäàíû èõ âåðîÿòíîñòè. Ýòî
ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ñðåä-
íèõ ñ çàäåðæêàìè âðåìåíè. Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîïóëÿöèÿ àâòîìàòîâ, êàóçàëüíàÿ ñåòü, ñåòü Ïåòðè, äèíàìèêà ñðåäíèõ,
ìîäåëèðîâàíèå.

1. Ââåäåíèå

Ïîïóëÿöèÿ àâòîìàòîâ � ýòî ñèñòåìà èç N âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòîìàòîâ (íå îáÿçàòåëüíî
îäèíàêîâûõ), â êîòîðûõ ñìåíà ñîñòîÿíèé îòäåëüíîãî àâòîìàòà îáóñëîâëåíà ñîñòîÿíèÿìè
íåêîòîðûõ äðóãèõ àâòîìàòîâ. À èìåííî, ñîñòîÿíèÿ ¾âîçäåéñòâóþùèõ¿ àâòîìàòîâ âëèÿþò
íà ¾èçìåíÿåìûå¿ àâòîìàòû è ïåðåâîäÿò èõ â íîâûå ñîñòîÿíèÿ, ïðè÷¼ì ñïîñîá ïåðåäà÷è
âîçäåéñòâèé è ñâÿçè ìåæäó àâòîìàòàìè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 1) âñå
Ni àâòîìàòîâ â ñîñòîÿíèè i ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî ñèñòåìå è âåðîÿòíîñòü íàéòè
â ëþáîì ìåñòå àâòîìàò â ñîñòîÿíèè i ðàâíà Ni

N
(ñèëüíîå ïåðåìåøèâàíèå); 2) âñå ïîòîêè

ñîáûòèé â ñèñòåìå ïðîñòåéøèå.
Ïîïóëÿöèè àâòîìàòîâ ìîäåëèðóþò ðàçíîîáðàçíûå ìàññîâûå îáúåêòû: áèîëîãè÷åñêèå,

ýêîíîìè÷åñêèå è òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû, ïàðàëëåëüíûå ïðîãðàììû [1]. Ñ ýòîé öåëüþ àâòî-
ìàòû äîëæíû èìåòü ñòîõàñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè� âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ â êàæäîì
òàêòå. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîïóëÿöèè ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿò-
ñÿ íå äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ïîïóëÿöèè, à äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà àâòîìàòîâ â ðàçëè÷-
íûõ ñîñòîÿíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò äèíàìèêó
ïîïóëÿöèè ¾â ñðåäíåì¿. Òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî â èçâåñòíîì ìåòîäå äèíàìèêè ñðåä-
íèõ [2] âñå êîìïîíåíòû íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Ñëåäóåò ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
àâòîìàòàìè. Îòñóòñòâèå ìåòðèêè â ïîïóëÿöèè ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü òàêèå ñëó÷àéíûå ñè-
ñòåìû, èñïîëüçóÿ äîñòèæåíèÿ òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ [1, 3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ðàçâèòû èäåè èç [1, 3], îïèðàÿñü íà òåîðèþ ñåòåé Ïåòðè è ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðîãðàììèðîâàíèÿ è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, Ñåâåðíûé (Àðêòè-
÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; vva100@atnet.ru.

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ïðîãðàììèðîâàíèÿ è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, ÑÀÔÓ
èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; myumla.myu@gmail.com

3 Çàâåäóþùèé îòäåëåíèåì ÈÒ-îáðàçîâàíèÿ, ÑÀÔÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê;
derxyz@yandex.ru
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2. Êàóçàëüíàÿ ñåòü

2.1. Îïðåäåëåíèå êàóçàëüíîé ñåòè

Êàóçàëüíàÿ ñåòü (Ê-ñåòü) � ýòî ìàðêèðîâàííàÿ ñåòü Ïåòðè, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî ïå-
ðåõîäà çàäàíà èíòåíñèâíîñòü ñîáûòèÿ-ïåðåõîäà, êàê ôóíêöèÿ îò ìàðêèðîâêè âõîäíûõ ïî-
çèöèé ïåðåõîäà. Âèä ýòèõ ôóíêöèé çàâèñèò îò ïðåäìåòíîé îáëàñòè è çàäà¼òñÿ îòäåëüíî
â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Ïîòîêè ñîáûòèé-ïåðåõîäîâ ïðîñòåéøèå, ò.å. ñòàöèîíàðíûå
(èíòåíñèâíîñòè ìåíÿþòñÿ ìåäëåííî), îðäèíàðíûå è áåç ïîñëåäåéñòâèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Êàóçàëüíàÿ ñåòü� ýòî äâóäîëüíûé ãðàô G =
⟨Q, D, In, Out, M, R⟩ , ãäå

Q = {qi | i = 0, 1, . . . , n} �ìíîæåñòâî ïîçèöèé, ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâó
ñîñòîÿíèé, íà êîòîðûõ îïðåäåëåíû âñå àâòîìàòû;

D = {dj | j = 1, 2, . . . , m} �ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ àâòîìàòîâ èç ñîñòîÿíèÿ â
ñîñòîÿíèå;

In �ôóíêöèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå (qi, dj) íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî kij ≥ 0 , ãäå kij � âåñ äóãè èç ïîçèöèè qi â ïåðåõîä dj , åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùåé äóãè íåò, kij = 0 (∗dj �ìíîæåñòâî âõîäíûõ ïîçèöèé ïåðåõîäà ) ;

Out �ôóíêöèÿ ñëåäîâàíèÿ, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå (dj, qi) íåîòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî kij ≥ 0 , ãäå kji � âåñ äóãè èç ïåðåõîäà dj â ïîçèöèþ qi , åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé äóãè íåò, kji = 0 (d∗j �ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ïîçèöèé ïåðåõîäà ) ;

Mt = {Nit | i = 1, 2, . . . , n} � âåêòîð ìàðêèðîâêè, ñâîèìè êîìïîíåíòàìè çàäàþ-
ùèé ÷èñëî àâòîìàòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â êàæäîì èç ñîñòîÿíèé ìíî-
æåñòâà Q ;

R = {pj(Mt(
∗dj)) | j = 1, . . . , m} � âåêòîð-ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ,

îïðåäåëÿþùàÿ ñðåäíåå ÷èñëî ñðàáàòûâàíèé ïåðåõîäà dj â òå÷åíèå îäíîãî òàêòà èëè ÷èñ-
ëî òàêèõ ñðàáàòûâàíèé â åäèíèöó âðåìåíè, çàâèñÿùåå îò ìàðêèðîâêè ìíîæåñòâà ∗dj .

Ïîçèöèÿ q0 ∈ Q íàçûâàåòñÿ âíåøíåé, èìååò ñêîëü óãîäíî áîëüøîå èëè åäèíè÷íîå
(åñëè íàäî) çíà÷åíèå ìàðêåðà N0 , íå ìåíÿåò åãî ïðè ïåðåõîäàõ è ìîæåò íå èçîáðàæàòüñÿ
íà ðèñóíêå ãðàôà. Ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòîâ è ïîçèöèè ìíîæåñòâà {qi | i = 1, . . . , n} íàçîâ¼ì
ñîáñòâåííûìè. Ãðàô G èçîáðàæàåò ïðè÷èííî ñëåäñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè
àâòîìàòîâ è èíòåíñèâíîñòè ýòèõ ñâÿçåé.

Â îòëè÷èå îò êàíîíè÷åñêîé ñåòè Ïåòðè ìíîæåñòâî âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ äóã Ê-ñå-
òè � ýòî ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðèïèñàííûå âõîäíûì è âûõîäíûì äóãàì
j -òîãî ïåðåõîäà: kij èëè kji , ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷íî òàêæå ìû áóäåì äîïóñêàòü äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà â êà÷åñòâå ìàðêåðîâ Ni äëÿ ïîçèöèé. Ýòî ïîçâîëèò ìàðêèðîâàòü ñåòü âå-
ðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ è âîîáùå èçáàâèòüñÿ îò öåëûõ ÷èñåë. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ
áóäåì ñ÷èòàòü ïîïóëÿöèþ ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì.

2.2. Îïèñàíèå Ê-ñåòè

Îïèñàíèå Ê-ñåòè ñîñòîèò â îïèñàíèè äâóõ åå ÷àñòåé:
1. ñòàòè÷åñêàÿ ÷àñòü � ìàðêèðîâêà M0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ;
2. äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü � îïèñàíèå ïåðåõîäîâ.
Êàæäûé ïåðåõîä dj îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè:
1. ïåðå÷èñëåíèå ìíîæåñòâà ∗dj ñ êîýôôèöèåíòàìè kij ;
2. ïåðå÷èñëåíèå ìíîæåñòâà d∗j ñ êîýôôèöèåíòàìè kji ;
3. èíòåíñèâíîñòü pj(Mt(

∗dj)) ïåðåõîäà;
4. òèï ïåðåõîäà,
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5. çàäåðæêè âî âðåìåíè.
Â îáùåì ñëó÷àå îïèñàíèå ïåðåõîäà ýòî âûðàæåíèå âèäà:
∗dj > d∗j : pj(Mt(

∗dj)) : òèï, çàäåðæêè .
Âíåøíåå ñîñòîÿíèå â îïèñàíèè íå ïðèñóòñòâóåò, òàê ÷òî äîïóñòèìû ïåðåõîäû ñ íåïîë-

íîé ëåâîé èëè ïðàâîé ÷àñòüþ.

3. Êàóçàëüíûå ìîäåëè ïîïóëÿöèé

Êàê è ñåòü Ïåòðè, Ê-ñåòü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì,
ñîñòîÿùèõ èç ìíîæåñòâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ � ïîïóëÿöèé. Àáñòðàãèðóÿñü îò
ïðèðîäû ïîïóëÿöèè, áóäåì íàçûâàòü å¼ ýëåìåíòû àâòîìàòàìè. À ñàìó äèíàìè÷åñêóþ ìî-
äåëü, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå Ê-ñåòè, áóäåì íàçûâàòü êàóçàëüíîé ìîäåëüþ (Ê-ìîäåëüþ).
Ýòîò ïîñëåäíèé òåðìèí ïîä÷¼ðêèâàåò äèíàìè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîäåëüíóþ ôóíêöèþ Ê-
ñåòè.

3.1. Ê-ìîäåëü ìîáèëèçàöèè

Ïðîùå âñåãî ïîÿñíèòü îñíîâíûå èäåè ïîïóëÿöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ïðèìåðå. Ðàñ-
ñìîòðèì, íàïðèìåð, çàìêíóòóþ ¾ïîïóëÿöèþ¿, êîòîðóþ ïðåäñòàâèì êàê ïîïóëÿöèþ àâòî-
ìàòîâ-îñîáåé ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè L (live, æèâàÿ) è D (dead, ì¼ðòâàÿ). Âåðîÿòíîñòü
ãèáåëè îñîáè (ïåðåõîäà èç L â D ) â òå÷åíèå îäíîãî òàêòà ðàâíà p . Æèâàÿ îñîáü, ìî-
æåò ïîãëîòèòü îäíó ì¼ðòâóþ è ðàçäåëèòüñÿ íà äâóõ æèâûõ èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, îæèâèòü
ì¼ðòâóþ îñîáü. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ â òå÷åíèå îäíîãî òàêòà ðàâíà q . Âðåìåíåì
íà ïîãëîùåíèå è äåëåíèå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ïîèñêà äîáû÷è.
Â ïîïóëÿöèè îïðåäåëåíû äâà ïåðåõîäà: ãèáåëü, íåçàâèñèìàÿ îò ñîñòîÿíèÿ ïîïóëÿöèè, è
âîññòàíîâëåíèå, âîçìîæíîå òîëüêî ïðè íàëè÷èè îäíîé æèâîé è îäíîé ì¼ðòâîé îñîáè.

Ïðè îïèñàíèè Ê-ìîäåëåé îáùåãî âèäà ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå Ni äëÿ ÷èñëà
àâòîìàòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè i . ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü óðàâíåíèé áóêâîé
N , å¼ ìîæíî îïóñêàòü, è òîãäà èìÿ ñîñòîÿíèÿ áóäåò îáîçíà÷àòü è ÷èñëî àâòîìàòîâ â ýòîì
ñîñòîÿíèè êàê ýòî ïîêàçàíî íà Ðèñ.3.1 è ïðèíÿòî â ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. Ñ òîé æå öåëüþ
ýêîíîìèè îáîçíà÷åíèé ìû çàïèñûâàåì ôóíêöèþ âðåìåíè X(t) â âèäå Xt èëè âîîáùå áåç
èíäåêñà.

Ïðåäëîæåííàÿ Ê-ìîäåëü èìååò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèé. Ýòî è ìî-
äåëü çàñåëåíèÿ ìåñò (D ) ýêîëîãè÷åñêîé íèøè æèâûìè (L ) îðãàíèçìàìè, è ìî-
äåëü çàìåíû îòêàçàâøèõ óçëîâ ñèñòåìû (D ) èñïðàâíûìè óçëàìè (L ), ýòî è ìî-
äåëü ñïàñåíèÿ ðàíåíûõ íà ïîëå áîÿ æèâûìè áîéöàìè, ýòî, íàêîíåö, ìîäåëü ìî-
áèëèçàöèè ïðèçûâíèêîâ (D ) òåìè, êòî óæå ïðèçâàí â àðìèþ (L ), ïðè÷¼ì ïðè-
çûâíèêè àêòèâíî èçáåãàþò ïðèçûâà � ¾óìèðàþò¿. Ïîñëåäíÿÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâî-
ëÿåò íàçûâàòü îïèñàííóþ ïîïóëÿöèþ ìîäåëüþ ìîáèëèçàöèè, êàê ýòî ïðèíÿòî â
ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Àâòîìàòû ýòîé ìîäåëè ìû áóäåì íàçûâàòü îñîáÿìè.
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Êàóçàëüíàÿ ñåòü ëèíåéíîé ìîäåëè ìîáèëèçàöèè

Çàäàäèì îïèñàíèå Ê-ñåòè äëÿ ìîäåëè ìîáèëèçàöèè ïðåäñòàâëåííîé íà Ðèñ.3.1. Îïèñà-
íèå ïåðåõîäîâ:

L0 = Lbeg , D0 = Dbeg;
L > D : pL : ëèíåéíûé;
L : D > 2L : q ·min{L,D} : ëèíåéíûé.
Èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäëîæåííîãî îïèñàíèÿ ïîïóëÿöèè çàâèñèò îò åäèíèöû âðåìåíè. Åñëè

åäèíèöà âðåìåíè äîñòàòî÷íî ìàëà, òî p ≪ 1 è q ≪ 1 � âåðîÿòíîñòè ñðàáàòûâàíèÿ
ïåðåõîäîâ â òå÷åíèå òàêòà, à pL è q ·min{L, D} � ñðåäíåå ÷èñëî àâòîìàòîâ, èçìåíÿþùèõ
ñîñòîÿíèå çà òàêò. Åñëè åäèíèöà âðåìåíè âåëèêà, òî p è q �èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ
îäíîãî àâòîìàòà, à âåëè÷èíû pL èëè q · min{L, D} � ýòî èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ íà
âñ¼ì ìíîæåñòâå àâòîìàòîâ.

3.2. Äèíàìèêà Ê-ìîäåëè

Ãðàô, êîòîðûé ìû íàçâàëè Ê-ñåòüþ, � ýòî ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîïóëÿöèè àâòîìàòîâ.
Îíà çàäà¼ò òîëüêî ïðè÷èííî ñëåäñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè ñèñòåìû àâòîìà-
òîâ. Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîïóëÿöèè�Ê-ìîäåëü � îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíèðîâàíèåì Ê-
ñåòè. Ôóíêöèîíèðîâàíèå Ê-ñåòè ïîäîáíî íåñóùåé ñåòè Ïåòðè ñ ó÷¼òîì èíòåíñèâíîñòåé
ïåðåõîäîâ, à èìåííî: ïåðåõîä dj ñðàáàòûâàåò òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàðêèðîâêà åãî âõîäà
òàêîâà, ÷òî M(∗dj) ≥ In(dj) . Îäèí ïåðåõîä Ê-ñåòè îïèñûâàåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
èçìåíåíèé ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ, çàäàííîå èíòåíñèâíîñòüþ. Â íàøåì ïðèìåðå: L ≥ 1
è min{L, D} ≥ 1 . Ïðè ñðàáàòûâàíèè ïåðåõîäà ìàðêèðîâêà íà åãî âõîäå óìåíüøà-
åòñÿ, à íà âûõîäå óâåëè÷èâàåòñÿ ñîãëàñíî èíòåíñèâíîñòÿì. Â íàøåì ïðèìåðå ïåðåõîä
L > D : pL óìåíüøàåò ìàðêèðîâêó L è óâåëè÷èâàåò ìàðêèðîâêó D íà pL , à ïåðå-
õîä: L : > 2L : q ·min{L, D} : ëèíåéíûé óìåíüøàåò D íà q ·min{L, D} è óâåëè÷èâàåò
L íà q ·min{L, D} .

Ïóñòü Nt =
∑n

i=1Nit �÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ìîìåíò t , Pit =
Nit

Nt
�äîëÿ àâòîìà-

òîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ìîìåíò t â ñîñòîÿíèè Ni . Ïðè Nt → ∞ âåëè÷èíà Pit � ýòî âåðîÿò-
íîñòü ïðåáûâàíèÿ àâòîìàòà â i -òîì ñîñòîÿíèè. Âåêòîð-ôóíêöèÿ

Pt = {Pit | i = 1, . . . , n}

çàäà¼ò äèíàìèêó ïîïóëÿöèè â ñðåäíåì èëè å¼ ïîâåäåíèå.
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3.3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñðåäíèõ äëÿ çàìêíóòîé ïîïóëÿöèè

Ïóñòü R = d1, d2, d3, d4, . . . , ds �äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ Ê-ñåòè. Ðàñ-
ñìîòðèì òîëüêî òîò ñëó÷àé, êîãäà ñåòü òàêîâà, ÷òî êàæäûé èç å¼ ïåðåõîäîâ íåîäíîêðàòíî
íàéä¼òñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R ïðè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîì íàáëþäåíèè. Âåêòîð R
äëèíû m , â êîòîðîì j -òàÿ êîìïîíåíòà ýòî ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåõîäà dj â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü R , íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R èëè õàðàêòåðèñòèêîé
äèíàìèêè Ê-ñåòè. Âçÿâ ïåðèîä íàáëþäåíèÿ Ê-ñåòè çà åäèíèöó âðåìåíè, ìû îòîæäåñòâèì
õàðàêòåðèñòèêó R è âåêòîð-ôóíêöèþ

R = {pj(Mt(
∗dj)) | j = 1, . . . , m}

èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ. Ïóñòü òåïåðü R � âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû m , õàðàêòåðèçóþ-
ùèé äèíàìèêó (÷èñëî ïåðåõîäîâ) Ê-ñåòè çà åäèíè÷íîå âðåìÿ. Òîãäà âåêòîð-ñòîëáåö R∆t �
õàðàêòåðèñòèêà äèíàìèêè çà âðåìÿ ∆t .

Ôóíêöèè In è Out äëÿ Ê-ñåòè çàäàþòñÿ (n ×m) -ìàòðèöàìè èíöèäåíöèé, ãäå ñòðî-
êàì ñîîòâåòñòâóþò ïîçèöèè ñåòè (êðîìå âíåøíåé), à ñòîëáöàì� ïåðåõîäû. Ýëåìåíòû ýòèõ
ìàòðèö çíà÷åíèÿ kij è kji , ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð ñòîëáåö R ñîîòâåòñòâóåò äëèíå ñòðîêè
ìàòðèö In è Out . Íàãëÿäíî ýòî äåìîíñòðèðóåò Òàáëèöà 1. Äèíàìèêà Ê-ñåòè (Ê-ìîäåëü)

Òàáëèöà 1: Ìàòðè÷íîå îïèñàíèå Ê-ìîäåëè ìîáèëèçàöèè
In d1 d2 Out d1 d2 D d1 d2 R = {pj(Mt(

∗dj)) | j = 1, 2}
L 1 1 L 0 2 L -1 1 pL
D 0 1 D 1 0 D 1 -1 q ·min{L, D}

çàäà¼òñÿ ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì Ê-ñåòè, àíàëîãè÷íûì ôóíäàìåíòàëüíîìó óðàâíåíèþ ñå-
òè Ïåòðè:

∆M = Out •R∆t − In •R∆t = (Out − In) •R∆t = D •R∆t

ãäå:
Out−In = D � îïåðàòîð èçìåíåíèÿ ìàðêèðîâêè ñåòè èëè D -îïåðàòîð (îò Derivative �

ïðîèçâîäíàÿ);
∆M � âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû n �èçìåíåíèå ìàðêèðîâêè ñåòè ïðè ñðàáàòûâàíèè ëþ-

áîé äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ ñ õàðàêòåðèñòèêîé R∆t ;
• �ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå.
Óñòðåìèì ∆t ê íóëþ, è çàìåíèì åãî íà äèôôåðåíöèàë dt . Òîãäà è ∆M ñòàíåò âå-

ëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê M : ∆M = o(M) è å¼ òîæå
ìîæíî çàìåíèòü íà dM . Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê äèôôåðåíöèàëüíîìó âèäó, è çàïèñàòü
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè ñðåäíèõ Ê-ñåòè â âåêòîðíîì âèäå:

dM

dt
= D •R

Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà:

D •R = 0

Êðîìå ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ çàìêíóòûõ ïîïóëÿöèé ñïðàâåäëèâà íîðìèðîâêà

n∑
i=1

Pit = 1 èëè, ÷òî òî æå,
n∑
i=1

Nit = N
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Îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèÿ â íèõ
ìîãóò áûòü ðàñùåïëÿåìûìè.

Â íàøåì ïðèìåðå ñ ïîïóëÿöèåé îñîáåé èìååì ñèñòåìó

dL

dt
= q ·min{L,D} − pL

dD

dt
= pL− q ·min{L,D}

ãäå êàæäîå èç óðàâíåíèé ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèÿ, äåéñòâóþùèõ
â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíà÷åíèé L è D . Ïîñêîëüêó ïîïóëÿöèÿ çàìêíóòà è
N = L + D = const , ýòè äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó

dL

dt
= q ·min{L,N − L} − pL

êîòîðîå ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ è èíòåãðèðóåòñÿ.

3.4. Êëàññèôèêàöèÿ Ê-ìîäåëåé

Ê-ìîäåëè êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî íåñêîëüêèì êðèòåðèÿì.
Âî-ïåðâûõ, ñëåäóåò âûäåëèòü ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèé. Ýòè

ìîäåëè îòëè÷àþòñÿ âèäîì ôóíêöèé èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ pj(Mt(
∗dj)) .

Âî-âòîðûõ, î ñëîæíîñòè ìîäåëè ìîæíî ñóäèòü ïî ÷èñëó ñîñòîÿíèé è àâòîìàòîâ, ó÷àñò-
âóþùèõ â îäíîì àêòå âçàèìîäåéñòâèÿ è â ïåðåõîäå.

Â-òðåòüèõ, Ê-ìîäåëè ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñîñòàâó ìîäåëèðóåìîé ïîïóëÿöèè.
Âñå ýòè ðàçëè÷èÿ ðåøàþùèì îáðàçîì âëèÿþò íà ìîäåëèðîâàíèå ïîïóëÿöèé è, ñëåäî-

âàòåëüíî, òðåáóþò áîëåå ñîäåðæàòåëüíîãî îïèñàíèÿ.

3.4..1 Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ

Ëèíåéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ òàêîâû, ÷òî èíòåíñèâíîñòè pj(Mt(
∗dj)) ïðîïîðöèîíàëüíû ìè-

íèìàëüíûì ìàðêåðàì Nit â Mt(
∗dj) . Ëèíåéíûå ìîäåëè àäåêâàòíû â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ èììàíåíòíûì ñâîéñòâîì êàæäîãî îòäåëüíîãî àâòîìàòà.
Òàê â íàøåé ãèïîòåòè÷åñêîé ïîïóëÿöèè ñïîñîáíîñòü âîññòàíàâëèâàòü ìåðòâóþ îñîáü ïðè-
ñóùà òîëüêî ÷àñòè îñîáåé, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè L , íî åñëè óæ ýòà ñïîñîáíîñòü åñòü,
òî îíà ðåàëèçóåòñÿ, è ýòà ðåàëèçàöèÿ åäèíñòâåííà â äàííîì òàêòå.

Íåëèíåéíûå ïîïóëÿöèè òàêîâû, ÷òî pj(Mt(
∗dj)) çàâèñèò îò ñòåïåíåé è ïðîèçâåäåíèé

ìàðêèðîâîê Nit èç Mt(
∗dj) . Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü àäåêâàòíà, åñëè èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà

ïðîïîðöèîíàëüíà âåðîÿòíîñòè âîçìîæíûõ áëàãîïðèÿòíûõ ñî÷åòàíèé, ïðè÷¼ì âñå ýòè ñî-
÷åòàíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â îäíîì òàêòå ñ çàäàííîé
âåðîÿòíîñòüþ. Òàê, â ìîäåëè ìîáèëèçàöèè ñëåäîâàëî áû ó÷åñòü âåðîÿòíîñòü ¾âñòðå÷è¿ îä-
íîé æèâîé è îäíîé ì¼ðòâîé îñîáè, òî÷íåå ïîïàäàíèÿ ì¼ðòâîé îñîáè â ïîëå çðåíèÿ æèâîé.
Òîãäà èíòåíñèâíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå L·M

N
.

3.4..2 Ïðîñòûå ïîïóëÿöèè

Ñëîæíîñòü ïîïóëÿöèè çàäà¼òñÿ ÷èñëîì âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòîìàòîâ â êàæäîì ïåðåõî-
äå. Ïîëåçíî âûäåëèòü íàèáîëåå ïðîñòûå ñëó÷àè.

Ïðîñòûå ïîïóëÿöèè òàêîâû, ÷òî âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî ïàðû àâòîìàòîâ. Êàæäûé
ïåðåõîä èíèöèèðóåòñÿ îäíèì èëè äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, à ïðîñòîé D -îïåðàòîð ñîñòîèò èç
íóëåé è åäèíèö, ìîæåò áûòü ñ ðàçíûìè çíàêàìè. Â ñòîëáöàõ ìàòðèöû D íàõîäèòñÿ íå
áîëåå äâóõ åäèíèö, êàê â ïðèìåðå ñ ¾îñîáÿìè¿.
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3.4..3 Ïðîñòûå ðàñòâîðû è ñìåñè

Àâòîìàòèçèðóåì ïîäñ÷¼ò èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ â ïðîñòûõ Ê-ìîäåëÿõ ïîïóëÿöèé. Áó-
äåì ïîëàãàòü, ÷òî ìîäåëèðóåìûå ïîïóëÿöèè ñèëüíî ïåðåìåøàíû, ò.å. êàæäûé àâòîìàò â
ëþáîì ñîñòîÿíèè i ìîæåò îêàçàòüñÿ â ëþáîì ìåñòå ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ Ni

N
íåçà-

âèñèìî îò ðàññòîÿíèÿ äî íåãî.
×òî êàñàåòñÿ ëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé, òî ôîðìóëû äëÿ èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ,

ïðåäñòàâëåííûå â ï. 3.1 â êîììåíòàðèÿõ íå íóæäàþòñÿ è èõ âû÷èñëåíèå âñåãäà ìîæíî
ïðîâåñòè àâòîìàòè÷åñêè. Îäíàêî íåëèíåéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ äîïóñêàþò ðàçëè÷íûå èí-
òåðïðåòàöèè è ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì òîëüêî
ïðîñòûå íåëèíåéíûå ïîïóëÿöèè, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà íåëèíåéíûå
ïîïóëÿöèè îáùåãî âèäà. Âûäåëèì äâà òèïà ïðîñòûõ íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé: ðàñòâîð
è ñìåñü.

Âçàèìîäåéñòâèå òèïà ðàñòâîð ïðåäïîëàãàåò ðàâíîìåðíîå ðàçìåùåíèå âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ àâòîìàòîâ âî ìíîæåñòâå ìîùíîñòè N ìåñò, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ�ìåñòà, íå
ñîäåðæàùèå âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòîìàòîâ. Ïðèìåðàìè â áèîëîãèè ÿâëÿþòñÿ ïîïóëÿöèè,
êîòîðûå íå ñîáèðàþòñÿ â îäíîì ìåñòå äëÿ âîñïðîèçâîäñòâà. Ïðîáëåìîé òàêèõ ïîïóëÿöèé
ÿâëÿåòñÿ íèçêàÿ âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è, åñëè àðåàë ðàññåëåíèÿ âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñ-
ëåííîñòüþ ïîïóëÿöèè. Âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è ñàìöà è ñàìêè ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå ÷åì
âåðîÿòíîñòü ñìåðòè îòäåëüíîé îñîáè, è ïîïóëÿöèÿ âûìèðàåò èç-çà ìàëîé ÷èñëåííîñòè â
áîëüøîì àðåàëå ðàññåëåíèÿ.

Âçàèìîäåéñòâèå òèïà ñìåñü ïðîèñõîäèò â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè êàê, íàïðèìåð, ïòè÷üè
áàçàðû, ïàññàæèðû â òðàìâàå èëè ïîêóïàòåëè â ìàãàçèíå. Òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü âçàèìî-
äåéñòâèÿ äàííîé ïàðû íå çàâèñèò îò îáùåãî ÷èñëà ìåñò, à çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà
àâòîìàòîâ ñîáðàâøèõñÿ âìåñòå äëÿ âçàèìîäåéñòâèé.

ßñíî, ÷òî â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü ïî-ðàç-
íîìó: è ëèíåéíî, è êàê â ðàñòâîðå, è êàê â ñìåñè. Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòèêè: ëèíåéíûé,
ðàñòâîð è ñìåñü îòíîñÿòñÿ íå êî âñåé ïîïóëÿöèè, à îòäåëüíî ê êàæäîìó ïåðåõîäó. Ðàñ-
ñìîòðèì èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé.

Ïóñòü òðîéêà (i, j, k) îáîçíà÷àåò ïåðåõîä àâòîìàòà èç ñîñòîÿíèÿ j â ñîñòîÿíèå k ïîä
âîçäåéñòâèåì àâòîìàòà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè i , à p(i, j, k) � âåðîÿòíîñòü òàêîãî ïåðå-
õîäà. Ïðè ýòîì ÷èñëî àâòîìàòîâ â ñîñòîÿíèè i íå èçìåíÿåòñÿ, åñëè i ̸= k . Áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî êàæäûé àâòîìàò çàíèìàåò ðîâíî îäíî ìåñòî â ïðîñòðàíñòâå, ãäå ¾æèâ¼ò¿ ïîïóëÿöèÿ.
Îáùåå ÷èñëî òàêèõ ìåñò ðàâíî N . Ïðè ýòîì ÷àñòü ìåñò ìîæåò áûòü ïóñòîé, ò.å. ïîïóëÿöèÿ
êàê áû ¾ðàñòâîðåíà¿ âî ìíîæåñòâå ìîùíîñòè N . Ïóñòü òåïåðü:

Ni �÷èñëî àâòîìàòîâ â ñîñòîÿíèè i ;
Nijk � îáùàÿ èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà (i, j, k) , ò.å. ÷èñëî àâòîìàòîâ, ñîâåðøàþùèõ ýòîò

ïåðåõîä â êàæäîì òàêòå ìîäåëèðîâàíèÿ;
Vij � îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ïåðåõîäà (i, j, k) �÷èñëî ìåñò â îêðåñòíîñòè ñîñòî-

ÿíèÿ i (èëè j ), â êîòîðûå äîëæíû ïîïàñòü îáà àâòîìàòà i è j , ÷òîáû âçàèìîäåéñòâèå
ñîñòîÿëîñü. ßñíî, ÷òî îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòîÿíèé i è j îäèíàêîâû, ò.å. Vij = Vji ;
Ñëåäóåò òàê æå èìåòü â âèäó, ÷òî îáëàñòè Vij äîëæíû áûòü ïîðÿäêà îäíîãî ìåñòà: Vij ≈ 1 ,
÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü èõ ïåðåñå÷åíèÿìè.

K(i, j, k) = p(i, j, k)Vij �èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà (i, j, k) äëÿ îäíîé ïàðû àâòîìàòîâ,
ïîïàâøèõ â îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçìåðà Vij â ñîñòîÿíèÿõ i è j .

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè îáùåé èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà Nijk äëÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Äëÿ ëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé î÷åâèäíî:

Nijk = K(i, j, k) ·min{Ni, Nj}, (3.1)
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Â ðàñòâîðå ïëîòíîñòü àâòîìàòîâ â ñîñòîÿíèè j ðàâíà pj =
Nj

N
, îáùèé îáú¼ì îáëàñòè

âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí Vij · min{Ni, Nj} . Ïóñòü Ni = min{Ni, Nj} . Òîãäà ÷èñëî âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ àâòîìàòîâ ðàâíî

Nijk = Vij ·min{Ni, Nj} × pj =
VijNiNj

N
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàñòâîðå ïðè i ̸= j :

Nijk = p(i, j, k)
VijNiNj

N
= K(i, j, k)

NiNj

N
, (3.2)

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàñòâîðå ïðè i = j :

Nijk = p(i, j, k)
VijNiNj

2N
= K(i, j, k)

NiNj

2N
, (3.3)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ñìåñè ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî çíà-
÷åíèå N , ñëåäóåò çàìåíèòü íà ñóììó (Ni + Nj) ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå îáà âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ìíîæåñòâà àâòîìàòîâ ¾ñìåøàíû äðóã ñ äðóãîì¿, à ïðî÷èå àâòîìàòû ðîëè
íå èãðàþò. Òàê äëÿ çàðàæåíèÿ ãðèïïîì áîëüíûå è çäîðîâûå ëþäè äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ â
êàêîì-íèáóäü òåñíîì ìåñòå, íàïðèìåð â îôèñå, ÷òîáû îáìåíÿòüñÿ âèðóñîì, à ïðî÷èå îáñòî-
ÿòåëüñòâà � ðàçìåð ãîðîäà èëè âñåé ñòðàíû� ðîëè íå èãðàþò. Èòàê, äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
â ñìåñè ïîëó÷èì:

Nijk = p(i, j, k)
VijNiNj

(Ni+Nj)
= K(i, j, k)

NiNj

(Ni +Nj)
, (3.4)

Ñîîòíîøåíèÿ
NiNj

N
,

NiNj

2N
è

NiNj

Ni+Nj
çàäàþò âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è àâòîìàòîâ â i -òîì è

j -òîì ñîñòîÿíèÿõ â îáëàñòè äåéñòâèÿ âñåõ i -òûõ àâòîìàòîâ.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè íèêàêèõ äðóãèõ ñîñòîÿíèé, êðîìå i è j , â ñèñòåìå íåò, òî

Ni + Nj = N , è èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ â ðàñòâîðå è ñìåñè ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, ïðè
óñëîâèè i = j ñ òåìè æå ñîñòîÿíèÿìè ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü òîëüêî ïîëîâèíà àâòîìà-
òîâ ðàñòâîðà, à îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ñîêðàòèòñÿ âäâîå, ÷òî è îòðàæåíî â ôîðìóëàõ. Â
ñìåñè ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ó÷èòûâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó Ni + Nj = 2Nj = 2N .

Ïðè ëèíåéíîì âçàèìîäåéñòâèè óñëîâèå i = j îçíà÷àåò, ÷òî àâòîìàò, íàõîäÿùèéñÿ
â ñîñòîÿíèè i , ñàìîñòîÿòåëüíî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå k íåçàâèñèìî íè îò êàêèõ äðóãèõ
àâòîìàòîâ. Åñëè âñå ïåðåõîäû â ïîïóëÿöèè ëèíåéíûå è äëÿ âñåõ ïåðåõîäîâ i = j , òî
èìååò ìåñòî ïðîñòåéøàÿ, ò.å. ëèíåéíàÿ àâòîìàòíàÿ ïîïóëÿöèÿ.

Ïðè íåëèíåéíîì ïåðåõîäå óñëîâèå i = j îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íåîáõîäèìà
âñòðå÷à äâóõ àâòîìàòîâ â i -òîì ñîñòîÿíèè, îäèí èç êîòîðûõ ïåðåéäåò â k -òîå ñîñòîÿíèå
ñ èíòåíñèâíîñòüþ K(i, i, k) .

Åñëè ïðè ïåðåõîäàõ àâòîìàòîâ èç îäíèõ ñîñòîÿíèé â äðóãèå îáùåå ÷èñëî àâòîìàòîâ N
íåèçìåííî, òî ïîïóëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Â çàìêíóòîé ïîïóëÿöèè ìîæíî ïîëó÷èòü
ñòàòèñòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé àâòîìàòîâ Pi = Ni

N
.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îòêðûòûå ïîïóëÿöèè, ãäå âîçìîæíî óäàëåíèå àâòîìàòîâ è ïî-
ÿâëåíèå íîâûõ. Äëÿ çàïèñè ýòèõ äåéñòâèé èñïîëüçóåòñÿ âíåøíåå èëè 0-ñîñòîÿíèå q0 , îáî-
çíà÷àåìîå ñèìâîëîì ¾*¿ èëè ¾-¿. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àâòîìàòîâ íàõîäÿùèõñÿ â 0-ñîñòîÿíèè
âñåãäà äîñòàòî÷íî äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðåõîäîâ, à ÷èñëåííîñòü 0-ñîñòîÿíèé íå ìåíÿåòñÿ.

Ïîÿâëåíèå íîâûõ àâòîìàòîâ ïðîèñõîäèò ïîä âîçäåéñòâèåì óæå ñóùåñòâóþùèõ. Àâòî-
ìàòû, íàõîäÿùèåñÿ â ñîñòîÿíèè i , äîáàâëÿþò â ñîñòîÿíèå j íîâûå àâòîìàòû ñ èíòåíñèâ-
íîñòüþ K(i,∗ , j) . Êîëè÷åñòâî ïîÿâèâøèõñÿ àâòîìàòîâ ðàâíî K(i,∗ , j)Ni ïðè âñåõ òèïàõ
âçàèìîäåéñòâèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîðîæäåíèè íîâûõ àâòîìàòîâ èíòåíñèâíîñòü � ýòî ëþ-
áîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëó ¾ïîòîìêîâ¿.
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4. Ìåòîä êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîïóëÿöèé

Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòîé ïîïóëÿöèè àâòî-
ìàòîâ, ôóíêöèîíèðóþùåé â äèñêðåòíîì âðåìåíè T = 1, 2, 3, . . . , t, . . . ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû ¾Ïîïóëÿöèÿ¿. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêèå ñèñòåìû ìîæíî ìîäåëèðî-
âàòü ëèíåéíûìè èëè íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðåøå-
íèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïèñàòü ïðîãðàììû
èëè èñïîëüçîâàòü ãîòîâûå ñèñòåìû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â âûñîêîé
òðóäî¼ìêîñòè ýòîãî ïóòè. Ìåæäó òåì ïîñòðîåíèå òðåáóåìûõ óðàâíåíèé è èõ ÷èñëåííîå
ðåøåíèå íàñòîëüêî ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî çàäàíèåì Ê-
ñåòè. Êðîìå òîãî, â äèäàêòè÷åñêèõ öåëÿõ ïðîãðàììà äîëæíà áûòü ïðîñòîé, ëåãêî óïðàâ-
ëÿåìîé è äàâàòü íàãëÿäíûå ðåçóëüòàòû â âèäå ãðàôèêîâ è ìàññèâîâ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.

4.1. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîñòûõ è àâòîìàòíûõ ïîïóëÿöèé

Ïóñòü N �êîëè÷åñòâî àâòîìàòîâ, n �÷èñëî ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ
êàæäûé èç àâòîìàòîâ. Ïðè ýòîì êàæäûé êîíêðåòíûé àâòîìàò íå îáÿçàòåëüíî èìååò âñå
n ñîñòîÿíèé. Ïîïóëÿöèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç àâòîìàòîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, îòëè÷àþùèõñÿ
íàáîðîì ñîñòîÿíèé è ïîâåäåíèåì. Â êàæäîì i -òîì ñîñòîÿíèè ïðåáûâàåò Ni àâòîìàòîâ,
òàê ÷òî N = N1 + N2 + . . . + Nn (n �íàòóðàëüíîå, Ni �íåîòðèöàòåëüíîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ïðè i = 1, . . . , n ). Èñïîëüçîâàíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âìåñòî öåëûõ
ïîçâîëÿåò íå çàäàâàòü î÷åíü áîëüøèå ÷èñëà Ni è èçáåæàòü ïîãðåøíîñòè ïðè îêðóãëåíèè.
Â êîíå÷íîì èòîãå íàñ âñå ðàâíî èíòåðåñóåò òîëüêî äèíàìèêà èëè ïîâåäåíèå ïîïóëÿöèè.
Ïðè ýòîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè è äðóãèå ñòàòèñòè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè.

Â êàæäîì òàêòå, òî åñòü ÷åðåç çàäàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, êîëè÷åñòâî àâòîìàòîâ
â j -òîì ñîñòîÿíèè èçìåíÿåòñÿ èëè îñòàåòñÿ òåì æå. Ýòî ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå i âëèÿåò íà ñîñòîÿíèå j è ïåðåâîäèò åãî â ñîñòîÿíèå k ñ èíòåíñèâ-
íîñòüþ K(i, j, k) . Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà Nit àâòîìàòîâ â òàêòå t èìååò âèä:

Ni(t+ 1) = Nit +∆Nit,

ãäå ∆Ni = Vi − Ii + Ri, à Vi =
∑n

j=1

∑n
k=1Njki �÷èñëî àâòîìàòîâ ïåðåøåäøèõ â i -òîå

ñîñòîÿíèå; Ii =
∑n

j=1

∑n
k=0min(Ni, Njik) �÷èñëî àâòîìàòîâ, ïîêèíóâøèõ i -òîå ñîñòîÿíèå;

Ri =
∑n

j=1Nj ·K(j,∗ , i) �÷èñëî àâòîìàòîâ, ¾ðîäèâøèõñÿ¿ â i òîì ñîñòîÿíèè. Çäåñü Nijk

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì 3.1� 3.4 äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ. ×òîáû
ïîëó÷èòü ñðåäíåå êîëè÷åñòâî àâòîìàòîâ â êàæäîì ñîñòîÿíèè íà (t + 1) -îì øàãó, íåîáõî-
äèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè ôîðìóëàìè t ðàç.

Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, ïîëó÷åí ìåòîä ñîñòàâëåíèÿ è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ñðåäíèõ (Ê-ìîäåëè) ñ çàïàçäûâàíèåì âðåìåíè íà áàçå
ìàðêèðîâàííîãî ãðàôà ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ â ïîïóëÿöèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòî-
ìàòîâ (Ê-ñåòè).

Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííîñòü äàííîãî ïîäõîäà êëàññ ìîäåëèðóåìûõ ïîïóëÿ-
öèé âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ ìíîæåñòâî èíòåðïðåòàöèé â
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ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ: âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà, áèîëîãèÿ, ñîöèîëîãèÿ, èñòî-
ðèÿ, ýêîíîìèêà è ò.ä. � âåçäå, ãäå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïàðàëëåëüíîå
ôóíêöèîíèðîâàíèå ìíîæåñòâà àâòîìàòîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé.

Èìåÿ ïðîãðàììó ¾Ïîïóëÿöèÿ¿ äîñòàòî÷íî îïèñàòü ïîâåäåíèå îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ èñ-
ñëåäóåìîé ñèñòåìû â èõ ñâÿçè ñ äðóãèìè ýëåìåíòàìè è ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ëåãêî
ìîäèôèöèðóåòñÿ è áûñòðî äà¼ò íàãëÿäíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè ýòîì áóäåò ïðåäñòàâëåíî è
ïîâåäåíèå ïîïóëÿöèè â ïåðåõîäíîì ðåæèìå. À ýòî óæå íå ìàëî â òåõ ïðåäìåòíûõ îáëà-
ñòÿõ, ãäå ãîñïîäñòâóþò êà÷åñòâåííûå ðàññóæäåíèÿ. Ýòî êàñàåòñÿ ãóìàíèòàðíûõ íàóê, è,
îñîáåííî, èñòîðèè. Ïðîáëåìà ìàòåìàòèçàöèè èñòîðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé äàâíî ñòîèò íà
ïîâåñòêå äíÿ [4-7].
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The population of automata is a model of the complex

systems

c⃝ V. A. Vorob'ev4, Yu. V. Berezovska 5, A. Yu. Kochnev 6

Abstract. The population of automata is a model of collective behavior of automata. Modeling
of population dynamics is implemented by Causal Petri Net. Net places represent the states
of automata. A net marking speci�es a number of automata that are in corresponding states.
Transitions represent events that result from the joint actions of the elements of a population.
For each transition of net some value is speci�ed, it de�nes probability (rate) of the transition
response so a system of di�erential equations can be built. These equations describe the dynamics
of the average number of automata in places while the logical conditions speci�ed by Petri net are
implemented. The numerical solution of the system is obtained using computer simulation.

Key Words: population of automata, causal net, Petri net, mean value dynamics, modeling.
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Ðàçëîæåíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ

íåòðàíçèòèâíûõ ñ÷åòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ

öåïåé

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ÷åòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåòðàíçèòèâíûå. Ïîêàçàíî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà íà êîìïàê-
òèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà îðáèò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñâÿçíîé ñóììû íåáëóæäàþùèõ ìíî-
æåñòâ òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíò ïëþñ, âîçìîæíî, îäíà óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � ñèì-
âîëè÷åñêàÿ áåñêîíå÷íîñòü. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åí ðåçóëüòàò îá àïïðîêñèìàöèè òîïî-
ëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ðàçëîæèìîé ñ÷åòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ, îòîáðàæå-
íèå ñäâèãà

1. Ââåäåíèå

Òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè (ÒÌÖ) ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ñèìâî-
ëè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóê-
òóðîé, âêëþ÷àÿ íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèå è ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû; äåëî
â òîì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ñèñòåì îáû÷íî äîïóñêàåò ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå
(âîçìîæíî, ñ÷¼òíîå). Ê òàêèì êëàññàì ñèñòåì îòíîñÿòñÿ ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêèî-
ìå À Ñ.Ñìåéëà, ãèïåðáîëè÷åñêèå áèëüÿðäû, ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè àòòðàêòîðà Ëîðåíöà,
îäíîìåðíûå êóñî÷íî-ìîíîòîííûå îòîáðàæåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïè-
åé è äð. (ñì. [1], [3],[4], [7], [2], [6] ). Â ÷àñòíîñòè, Ô. Õîôáàóýð äîêàçàë (ñì. [5]), ÷òî äëÿ
êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî, êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f èíòåðâàëà I ñ ïîëîæèòåëü-
íîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ èëè ñ÷¼òíóþ ÒÌÖ (ΩA, σ) ñ
ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ A , òàêóþ, ÷òî f : I → I òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ îòîáðàæåíèåì
ñäâèãà σ : ΩA → ΩA (òî÷íåå ãîâîðÿ, ñîïðÿæåííîñòü èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òî÷åê, êðîìå,
âîçìîæíî, òàê íàçûâàåìîãî ¾ìàëîãî ìíîæåñòâà¿, ò.å. òàêîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå íå ñîäåð-
æèò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñîñðåäîòî÷åííîé íà
í¼ì èíâàðèàíòíîé ìåðû ýíòðîïèÿ Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ ðàâíà íóëþ). Òåì ñàìûì, èçó÷åíèå
òîïîëîãè÷åñêèõ è ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ îäíîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ
ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ ñ÷¼òíûõ òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

Â îòëè÷èå îò êîíå÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé, ïðîñòðàíñòâî ΩA ñ÷åò-
íîé ÒÌÖ íåêîìïàêòíî è ïîýòîìó çäåñü âîçíèêàþò ñåðüåçíûå ïðîáëåìû ïðè îáîáùåíèè
âàæíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ è ýðãîäè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ìàðêîâñêèõ öåïåé, â ÷àñò-
íîñòè òåîðèè Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà. Â ñëó÷àå ñëîæíûõ ñèñòåì ñ íåðàâíîìåðíî ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé èëè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå íåáëóæ-
äàþùåãî ìíîæåñòâà íà òðàíçèòèâíûå êîìïîíåíòû ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñêîíå÷íûì, è òîãäà
ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ íà òðàí-
çèòèâíûõ êîìïîíåíòàõ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ÒÌÖ. Äëÿ íåðàçëîæèìîé
áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû ïåðåõîäîâ A ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÒÌÖ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíà,

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@unn.ru

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 2



50 Ì. È. Ìàëêèí

è â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàëè Ä. Âåð-Äæîíñ è Á.Ì. Ãóðåâè÷ (ñì. [12], [10], [11]) óäàåòñÿ
÷àñòè÷íî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû òåîðèè Ïåððîíà-Ôðîáåíèóñà.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ÷åòíûå ÒÌÖ ñ ðàçëîæèìûìè ìàòðèöàìè ïåðåõî-
äîâ A . Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ΩA, σ)) íåòðàíçèòèâíà è ïîýòîìó, â ñèëó
íåêîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà ΩA , ìîãëî, àïðèîðè, îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî êîìïàêòèôèêàöèè äàííîé ñèñòåìû ñîäåðæèò, êðîìå íåáëóæäàþùèõ òî÷åê òðàí-
çèòèâíûõ êîìïîíåíò, åùå è òî÷êè, àêêóìóëèðóþùèåñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå
âîçíèêàëè áû ñåðüåçíûå ïðîáëåìû èç-çà óñëîæíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðåäåëüíûõ îðáèò è, ñî-
îòâåòñòâåííî, ïðîáëåìû ñ àïïðîêñèìàöèåé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè è èíâàðèàíòíûõ ìåð.
Êàê ïîêàçûâåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè (òåîðåìà 2.1.), íà ñàìîì äåëå íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà íà êîìïàêòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà îðáèò ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñâÿçíîé ñóììû íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíò
ïëþñ, âîçìîæíî, îäíà óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � ñèìâîëè÷åñêàÿ áåñêîíå÷íîñòü. Â
êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åí ðåçóëüòàò îá àïïðîêñèìàöèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ðàçëî-
æèìîé ñ÷åòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè.

2. Ðàçëîæåíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíîé ÒÌÖ

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó A = (ai,j)
∞
i,j=1 èç íóëåé è åäèíèö. Äàííîé ìàòðè-

öå ñëåäóþùèì îáðàçîì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ÷åòíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü
(ÒÌÖ). Ïóñòü N = {1, 2, . . .} � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (àëôàâèò) è ïóñòü ΩA ⊂ NZ � ìíî-
æåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (xn)

+∞
n=−∞ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ n ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ

axn,xn+1 = 1.

Ìåòðèêà ρ íà ïðîñòðàíñòâå ΩA ââîäèòñÿ òàê:

ρ(x, y) =
+∞∑

n=−∞

1

2|n|
| 1

xn
− 1

yn
| . (2.1)

ÒÌÖ (ΩA, σ) åñòü òîïîëîãè÷åñêîå (ìåòðè÷åñêîå) ïðîñòðàíñòâî ΩA , íà êîòîðîì äåéñòâóåò
îòîáðàæåíèå ñäâèãà σ : ΩA → ΩA , çàäàâàåìîå ôîðìóëîé σ(x) = y , ãäå yn = xn+1 äëÿ âñåõ
n ∈ Z . Î÷åâèäíî, ìåòðèêà ρ ñîãëàñîâàíà ñ òîïîëîãèåé ïðÿìîãî (òèõîíîâñêîãî) ïðîèçâåäå-
íèÿ íà ïðîñòðàíñòâå NZ ; çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî N íàäåëåíî äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ΩA íåêîìïàêòíî. ×òîáû êîìïàêòèôèöèðîâàòü ΩA , ðàñ-
ñìîòðèì ðàñøèðåííûé àëôàâèò ñ äîïîëíèòåëüíûì ñèìâîëîì ∞ , ò.å. N = N

∪
{∞} . Ìåò-

ðèêà íà N çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå d(n,m) =| 1
n
− 1

m
| , ãäå åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

1
∞ = 0 . Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà ΩA â N

Z
, ò.å. ΩA = Clos(ΩA) .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâî ΩA êîððåêòíî ïðîäîëæàåòñÿ ìåòðèêà ρ , çàäàâàåìàÿ
ôîðìóëîé (1), è, êðîìå òîãî, ΩA ÿâëÿåòñÿ σ -èíâàðèàíòíûì.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ïðîñòðàíñòâ ΩA è ΩA .

Ë å ì ì à 2.1. Ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ ΩA ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèëèíäðîâ èç ΩA . Òî æå ñàìîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè çàìåíå ΩA íà ΩA .

Ìû âñþäó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A � áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà èç
íóëåé è åäèíèö, íå èìåþùàÿ íè íóëåâûõ ñòðîê, íè íóëåâûõ ñòîëáöîâ (èíà÷å ñîîòâåòñòâó-
þùèé ñèìâîë ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç àëôàâèòà). Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû
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A îïðåäåëåíû (êîíå÷íû) âñå ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè, ò.å. Ak , i.e. a
(k)
i,j < +∞ ïðè ëþáûõ

i, j, k . Äëÿ I ⊂ N ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A|I ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A ñ èíäåêñíûì ìíîæå-
ñòâîì I . Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A|n êîíå÷íóþ ïîäìàòðèöó A|{1,2,...,n} ,
à ÷åðåç Â|k � áåñêîíå÷íóþ ïîäìàòðèöó A|{k,k+1,...} .

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N íàéäåòñÿ íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî a

(k)
i,j > 0 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà A ðàçëîæèìà. Òî÷íî òàê

æå, êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ÒÌÖ (ñì., íàïðèìåð, [8]), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåðàçëîæèìîñòü
ìàòðèöû A ýêâèâàëåíòíà òðàíçèòèâíîñòè ñèñòåìû (ΩA, σ) . Äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû
A îáîçíà÷èì ÷åðåç d = d(A) å¼ èíäåêñ öèêëè÷íîñòè (ïåðèîä). Â ñëó÷àå d > 1 ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ N ìîæíî ðàçáèòü íà d ïîäìíîæåñòâ I1, I2, ...Id òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ èí-
äåêñîâ i ∈ Is, j ∈ It áóäåò ñóùåñòâîâàòü k > 0 , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ a

(k)
i,j > 0 , â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà k ≡ (s− t)mod d .
Ïóñòü h(A) � òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ñäâèãà σ íà êîìïàêòèôèêàöèè ΩA . Äëÿ

êîíå÷íîé ìàòðèöû B îáîçíà÷èì ÷åðåç h(B) òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ îãðàíè÷åíèÿ
h(σ|ΩB) . Á.Ì. Ãóðåâè÷ ïîêàçàë (ñì. [10], [11]), ÷òî äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû A ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ íåðàçëîæèìûõ ïîäìàòðèö A|Jn , òàêàÿ, ÷òî

Jn ⊂ Jn+1 äëÿ âñåõ n ,
∪

Jn = N (2.2)

è âûïîëíÿåòñÿ
h(A) = lim

n→∞
h(A|Jn) = lim

n→∞
h(A|n). (2.3)

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîé ñòàòüè ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàâåí-
ñòâî h(A) = limn→∞ h(A|n) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ðàçëîæèìûõ ìàòðèö. Äëÿ ðàçëîæèìîé
ìàòðèöû A è èíäåêñà i ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç I(i) ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî (âîçìîæ-
íî, ïóñòîå) J ⊂ N òàêîå, ÷òî i ∈ J è ìàòðèöà A|J íåðàçëîæèìà, ò.å.

I(i) = {j ∈ N : ∃k1 > 0, ∃k2 > 0 ò.÷. a
(k1)
ij > 0, a

(k2)
ji > 0}.

Îáîçíà÷èì äëÿ ïðîñòîòû ìàòðèöó A|I(i) ÷åðåç Ai . Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî I(i) êî-
íå÷íî, òî ΩAi

= ΩAi
, ãäå çàïèñü ΩAi

îçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ΩAi
â ïðîñòðàíñòâå

ΩA . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîé ðàçëîæèìîé ìàòðèöû A íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî NW (σ|ΩA) (î÷åâèäíî, íåêîìïàêòíîå) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îðáèò
òðàíçèòèâíûõ êîìïîíåíò:

NW (σ|ΩA) =
∪
i

NW (σ|ΩAi
) =

∪
i

ΩAi
.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïðåäåëüíûõ îðáèò ÒÌÖ (è â ÷àñòíîñòè, äëÿ îöåíêè òîïîëîãè-
÷åñêîé ýíòðîïèè, èíâàðèàíòíûõ ìåð) òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçëîæåíèå íåáëóæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà êîìïàêòèôèêàöèè (ΩA, σ) . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî, ïîäîáíî íåêîì-
ïàêòèôèöèðîâàííîé ÒÌÖ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâà êîìïàêòèôèêàöèè (ΩA, σ) îáëàäàåò
àíàëîãè÷íûì ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì. Â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìû

èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå (∞) = (. . .∞∞∞ . . .) ∈ N
Z
.

Ò å î ð å ì à 2.1. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà σ íà êîìïàê-
òèôèêàöèè ΩA ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

NW (σ|ΩA) = (
∪

ΩAi
)
∪

P,

ãäå P = (∞) , êîãäà èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I(i) êîíå÷íî äëÿ âñåõ i , è P = ∅ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà îòäåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Åñëè x = (xn) ∈ ΩA è xn0 ̸= ∞, xn1 ̸= ∞ äëÿ íåêîòîðûõ n0 < n1 , òî xn ̸= ∞ ïðè
âñåõ n, n0 ≤ n ≤ n1 . Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ n2, n0 < n2 < n1 òàêîå,

÷òîh xn2 = ∞ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(m) = (y
(m)
n ) ∈ ΩA

òàêàÿ, ÷òî
y(m)
n0

= xn0 , y
(m)
n1

= xn1 äëÿ âñåõ m > 0; è lim
m→∞

y(m)
n2

= ∞.

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé yn2 , äëÿ êîòîðûõ

a
(n2−n0)
xn0 ,yn2

> 0, a
(n1−n2)
yn2 ,xn1

> 0 , è, çíà÷èò, a
(n1−n0)
xn0 ,xn1

= ∞ . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ êî-
íå÷íîñòè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé ìàòðèöû A .

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè x ∈ ΩA \ ΩA ìîãóò èìåòü îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:
a) x = (. . . ,∞,∞,∞, xn0 , xn0+1, . . .), ò.å. xn = ∞ ïðè n < n0, xn <∞ ïðè n ≥ n0 ;

b) x = (. . . , xn1−1, xn1 ,∞,∞,∞, . . .), ò.å. xn <∞ ïðè n ≤ n1, xn = ∞ ïðè n > n1 ;
c) x = (. . . ,∞,∞, xn0 , . . . , xn1 ,∞,∞, . . .), ò.å. xn = ∞ ïðè n < n0 è ïðè n > n1, xn < ∞
ïðè n0 ≤ n ≤ n1 .

(2) Åñëè x = (xn) ∈ ΩA è xn0 = xn1 ̸= ∞ äëÿ íåêîòîðûõ n0 < n1 , òî I(xn) = I(xn0) ̸= ∅
ïðè âñåõ n, n0 ≤ n ≤ n1 .

Äåéñòâèòåëüíî, äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (1) è îïðåäåëåíèÿ èíäåêñíîãî ìíîæå-
ñòâà I(i) .

(3) Äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ NW (σ|ΩAi
) = ΩAi

.

Äåéñòâèòåëüíî, äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèé:

NW (σ|ΩAi
) ⊃ Per(σ|ΩAi

) ⊃ Per(σ|ΩAi
) = ΩAi

,

ãäå Per îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, à çàìûêàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå ΩA .

(4) (∞) ∈ ΩA .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(m) =

(x
(m)
n ) ∈ ΩA òàêóþ, ÷òî x

(m)
0 = m ïðè âñåõ m > 0 ( òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâó-

åò, ïîñêîëüêó ìàòðèöà A íå ñîäåðæèò íè íóëåâûõ ñòðîê, íè ñòîëáöîâ). Äëÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êè y = (yn) ∈ ΩA ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì: y0 = ∞ . Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ (1)
ñëåäóåò, ÷òî ëèáî yn = ∞ ïðè âñåõ n ≤ 0 , ëèáî yn = ∞ ïðè âñåõ n ≥ 0 . Ïîýòîìó ëèáî
σ−k(y) , ëèáî σk(y) ñòðåìèòñÿ ê (∞) ïðè k → +∞ .

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈
NW (σ|ΩA) \ (∞) è öåëîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî xl ̸= ∞ . Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m
ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Um òî÷êè (x) , çàäàâàåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Um = {y =

(yn) ∈ ΩA : åñëè äëÿ äàííîãî n, l − m ≤ n ≤ l + m , âûïîëíÿåòñÿ xn ̸= ∞ , òî yn = xn ;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå yn > m} .
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Ïîñêîëüêó òî÷êà x íåáëóæäàþùàÿ, ñóùåñòâóþò ÷èñëî km > m è òî÷êà y(m) = (y
(m)
n ) ∈

Um
∩
σ−km(Um) . Òîãäà y

(m)
l = xl, y

(m)
l+km

= xl è â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (2), y
(m)
n ∈ I(xl) ïðè

âñåõ n, l ≤ n ≤ l + km . Âîçüìåì òî÷êó z(m) = (z
(m)
n ) ∈ ΩAxl

òàêóþ, ÷òî

z(m)
n =

{
y
(m)
n ïðè l ≤ n ≤ l +m

y
(m)
n+km

ïðè l −m ≤ n ≤ l

Î÷åâèäíî, limm→∞ z(m) = x , è ïîýòîìó x ∈ ΩAxl
. So we have

NW (σ|ΩA) ⊂ (
∪
i

ΩAi
)
∪

(∞)

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î÷åâèäíî ñëåäóåò èç
ïóíêòîâ (3) è (4).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì ðåçóëüòàò, îáîáùàþùèé äëÿ íåòðàíçèòèâíûõ ÒÌÖ òåî-
ðåìó Ãóðåâè÷à îá àïïðîêñèìàöèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Äëÿ ñ÷åòíîé ÒÌÖ ñ ðàçëîæèìîé ìàòðèöåé A (possible
reducible) âûïîëíÿåòñÿ

h(A) = sup
i
h(Ai) = lim

n→∞
h(A|n).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî äëÿ íåïðåðûâ-
íîãî îòîáðàæåíèÿ T : X → X êîìïàêòà X , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå
èíâàðèàíòíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ (ò.å

∪
Xα = X , TXα ⊂ Xα ïðè âñåõ α ), èìååò

ìåñòî ôîðìóëà h(T ) = supα h(T |Xα) . Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 2.1. è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà
h(σ|(∞)) = 0 ïîëó÷àåì:

h(σ|NW (σ|ΩA)) = sup
i
h(σ|ΩAi

) = sup
i
h(Ai).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íåðàçëîæèìàÿ ïîäìàòðèöà submatrix Ai ,
òàêàÿ, ÷òî h(Ai) > h(A)− ε

2
. Åñëè èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I(i) êîíå÷íî, òî h(A|n) ≥ h(Ai)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ large n . Åñëè æå ìíîæåñòâî I(i) áåñêîíå÷íî, òî ïî òåîðåìå
Ãóðåâè÷à ìîæíî íàéòè êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî J ⊂ I(i) òàêîå, ÷òî h(A|J) > h(Ai) −
ε
2
. Ïîýòîìó J ⊂ {1, 2, . . . , n} äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n , è, ñëåäîâàòåëüíî, h(A|n) ≥

h(A|J) > h(A)− ε .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 12-01-00672, 13-01-00589.
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Decomposition of non-wandering set for non-transitive

countable topological Markov chains

c⃝ M. I. Malkin2

Abstract. We consider the counting topological Markov chain, in general, non-transitive. It is
shown that non-wandering set of the map shift by shrinking space orbits is represented as a disjoint
union of non-wandering set of transitive component plus perhaps one stable �xed point � symbolic
in�nity. As a corollary, we obtain the result of the approximation topological entropy decomposable
countable topological Markov chain.

Key Words: topological Markov chains, topological entropy, shift map

2 Associate Professor, Department of Di�erential Equations and Mathematical Analysis, Nizhny Novgorod
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Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè íåêîòîðûõ

ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì

c⃝ Ò. Ô. Ìàìåäîâà 1, Ä. Ê. Åãîðîâà 2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî èññëåäó-
åòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ íåêîòîðûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå, âåêòîð-
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëîæíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì
îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîâåäåíèå âçàèìîñâÿçíûõ ïîäñèñòåì èñõîäíîé ñèñòåìû, òàê
êàê íà îñíîâå ñîâîêóïíîñòè ñâîéñòâ è ïðèðîäû èõ âçàèìîäåéñòâèé ìîæíî îïðåäåëèòü
óñòîé÷èâîñòü ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû â öåëîì, à òàê æå ïðîãíîçèðîâàòü äèíàìèêó åå ðàç-
âèòèÿ. Â ðàáîòå [1] äëÿ àíàëèçà ïîäîáíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèé ìåòîä ñðàâíåíèÿ è âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Â äàííîé ðàáîòå ýòà æå çàäà÷à
ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ðàçðàáîòàííîãî Å. Â. Âîñêðåñåíñêèì [2],
ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ëèøü âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò
ñíÿòèå ÷àñòè îãðàíè÷åíèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ïîäõîäîì ê ýòîìó âîïðîñó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó S , êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âçàèìîñâÿçíûõ è âçàèìî-
çàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé ïîäñèñòåì si, i = 1, n . Óñòîé÷èâîñòü âñåé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå óñòîé÷èâîñòè åå ïîäñèñòåì. Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẋ = f(t, x) (2.1)

îïèñûâàåò ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó S , ãäå x ∈ Rn � åñòü ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè, f(t, x) �
ôóíêöèÿ ñïðîñà è f(t, x) ∈ C(0,1) (T × Rn,Rn) . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå x(t : t0, x0)
óðàâíåíèÿ (2.1) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (t0, x0) ∈ T ×Rn è t ∈ T0 . Çäåñü
T � âðåìåííîé èíòåðâàë è T0 = [t0,+∞) . Êðîìå ýòîãî êîìïîíåíòû âåêòîðà x ñèñòåìû S
íåîòðèöàòåëüíû, ò.å. x ∈ Rn

+ = {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, n} . Ïðåäïîëîæèì òàê æå, ÷òî

f(t, 0) = 0,∀t ∈ T (2.2)

è x = 0 � åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû S , îïèñûâàåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì(2.1).

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; mamedovatf@yandex.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; egorovadk@mail.ru

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 2



56 Ò. Ô. Ìàìåäîâà, Ä. Ê. Åãîðîâà

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ ñïðîñà f(t, x) èìååò êîìïîíåíòû fi(t, x) ≡
fi (t, di1x1, di2x2, ..., dinxn) , i = 1, n , ãäå ýëåìåíòû dij : T → [0, 1] , dij (t) ∈ C (T ) îò-
ðàæàþò ñèëó âçàèìîçàâèñèìîñòè ïîäñèñòåì si â ñèñòåìå S . Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç
D = (dij) � ìàòðèöó âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçìåðíîñòè (n × n) . Ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó
âçàèìîäåéñòâèÿ Df � îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âñå ýëåìåíòû dij ïðèíèìàþò
äâîè÷íûå çíà÷åíèÿ: 1 � åñëè j -àÿ ïîäñèñòåìà âëèÿåò íà i -óþ, 0 � åñëè j -àÿ ïîäñèñòåìà
íå âëèÿåò íà i -þ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòðóêòóðà ìíîãî÷èñëåííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ
ñèñòåì òàêîâà, ÷òî ýëåìåíòû dij , îòðàæàþùèå âçàèìîäåéñòâèå i -îé è j -îé ïîäñèñòåì,
ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè dij(t), t ∈ T0 . Î÷åâèäíî, ÷òî ïîä
äåéñòâèåì ñòðóêòóðíûõ âîçìóùåíèé ãðóïïû ñèñòåì ëèáî ïåðåñòàþò âçàèìîäåéñòâîâàòü,
ëèáî âçàèìîäåéñòâóþò â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Íàéäåì óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû S , îïèñûâàå-
ìîé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (2.1).

3. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàâíîâåñèèè

Àäàïòèðóåì îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ×åçàðè [3] ê íàøåé çàäà÷å.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.1)
èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå â ñòðóêòóðå S , åñëè êàæäîå åãî ðåøåíèå x(t) èìå-
åò ïðåäåë x(t) → c , c ∈ Rn , ïðè t → +∞ è äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî c ∈ Rn ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå x(t) , êîòîðîå ïðè t → +∞ èìååò ñâîèì ïðåäåëîì ýòîò âåêòîð äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ D .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñè-
ñòåìû (2.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â ñòðóêòóðå S , åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ D .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. [5] Ðåøåíèÿ x(t; t0, x0) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(2.1) íàçûâàþòñÿ àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè äëÿ ∥ x0 ∥≤ r, t ≥ T , åñëè
∥ x (t; t0, x0) ∥≤ c0 (r) äëÿ âñåõ T ≤ t, t0 < +∞ .

Ò å î ð å ì à 3.1. [5] Äëÿ àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (2.1) ïðè ∥ x0 ∥≤ r, t ≥ T , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé
V,W : [T,+∞)× Rn → (0,+∞) òàêèõ, ÷òî:

a) V (t, x),W (t, x) → +∞ ïðè ∥ x ∥→ +∞ ðàâíîìåðíî ïî t ;
b) V (t, x) ≤ ρ1(r),W (t, x) ≤ ρ2(r) äëÿ ∥ x ∥≤ r ;
c) V (t, x(t)),W (t, x(t)) � ñîîòâåòñòâåííî íåâîçðàñòàþùàÿ è íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèè,

ãäå x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ôóíêöèè V ïðè t ≥ T äëÿ àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (2.1) ïðîâåäåíî Èîøèçàâîé [4]. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè W .

Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü T ≤ t ≤ t0. Ñîãëàñíî óñëîâèþ b) W (t, x) ≤ ρ2(r) ïðè ∥ x ∥≤ r . Èñõîäÿ èç

óñëîâèÿ a) ìîæíî ïîäîáðàòü íåîòðèöàòåëüíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ β2(r) òàêóþ, ÷òî
β2(r) ≤ W (t, x) ïðè ∥ x ∥≤ r, ïðè÷åì β2(r) → +∞ ïðè r → +∞ . Ïîýòîìó ìîæíî
âûáðàòü òàêîå k2(k2 > p2) , ÷òî β2(k2) > ρ2(p2).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ x = x(t : t0, x0) , èñõîäÿùåãî èç òî÷êè
(x0, t0) , ìû èìååì

∥ x(t1 : t0, x0) ∥= k2, ∥ x(t2 : t0, x0) ∥= p2

è p2 <∥ x(t : t0, x0) ∥< k2 äëÿ t1 < t < t2 . Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ W (t, x(t : t0, x0))
èìååì, W (t1, x(t1 : t0, x0)) ≥ β2(k2) è W (t2, x(t2 : t0, x0)) ≤ ρ2(p2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó óñëîâèÿ c) íàõîäèì

W (t1, x(t1 : t0, x0)) ≤ W (t2, x(t2 : t0, x0)).

Îòñþäà ïîëó÷èì β2(k2) < ρ2(p2). Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Òàêèì îáðàçîì ∥ x(t : x0, t0) ∥6 ρ2(p2) , òî åñòü ðåøåíèå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïðè

T ≤ t ≤ t0 .
Íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü T ≤ t ≤ t0 . Ðàññìîòðèì àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (2.1) x = x(t : t0, x0) ïðè T ≤ t ≤ t0. Ïîëîæèì W (t, x) = min{∥ x(t̄ : t, x) ∥: T ≤ t̄ ≤
t0} . Òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) âçÿòîé èç [T,+∞)×Rn .
Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè W âèäíî, ÷òî W (t, x) ≤∥ x ∥ ïðè r =∥ x ∥ , òî åñòü èìååò ìåñòî
óñëîâèå b).

Â ñèëó àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé èìååì

∥ x(t : t0, x0) ∥≤ A(R),

è ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A(R) � íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ îò R . Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ R(∥x∥) òàêàÿ, ÷òî 0 < R(∥x∥) ≤ V (t, x) , ãäå R(A)
� îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ îò A(R) , ïðè÷åì R(A) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò
A è R(A) → +∞ ïðè A → +∞ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî W (t, x) → +∞ ïðè ∥ x ∥→ +∞ .
Òàêèì îáðàçîì äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè W (t, x) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èòàê, äëÿ àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ñóùåñòâó-
þò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V (t, x),W (t, x) óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1. Â ðàáîòå
[2] ïðèâåäåíû òåîðåìû îá àáñîëþòíîé ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé, êîãäà íåïî-
ñðåäñòâåííî ïî ôóíêöèè f ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V è W .

Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (+∞, x0) è
ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âèäà x(t) = x(t; +∞, x0) .
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, óñëîâèÿ êîòîðîé ãàðàíòèðóþò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå óðàâ-
íåíèÿ (2.1).

Ò å î ð å ì à 3.2. Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå ïî t è t0 ìíîæåñòâî
E = {x (t; t0, x0) : T ≤ t, t0 < +∞, x0 ∈ Rn} è àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ðå-
øåíèÿ x (t; t0, x0) , ∀x0 ∈ Rn . Åñëè ïðåäåëû lim

t→+∞
x (t; t0, x0) ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû

∀t0 ≥ T, x0 ∈ Rn, òî óðàâíåíèå (2.1) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ x(t) = x(t; +∞, x0) ,
∀x0 , òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë lim

t→+∞
x (t; t0, x0) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1., òî ïî òåîðåìå 3.2. ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà S , îïèñûâàåìàÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (2.1) ñ ìàòðèöåé âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäñèñòåì D , áóäåò èìåòü
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå.
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ÓÄÊ 517.9

Î ïðèìåíåíèè ðàçðûâíîãî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìåòîäà

Ãàë¼ðêèíà äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé

äèôôóçèîííîãî òèïà íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ

c⃝ Â. Ô. Ìàñÿãèí1, Ð. Â. Æàëíèí2, Â. Ô. Òèøêèí3

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííî-
ãî òèïà íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà, êîòîðûé îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ è òî÷íîñòüþ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíîé ñõåìû. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåò-
ñÿ èñïîëüçîâàíèå äâîéñòâåííîé ñåòêè äëÿ îòûñêàíèÿ ÷àñòè ïàðàìåòðîâ. Èññëåäîâàíèå ìåòîäà
ïðîâîäèòñÿ íà ïðèìåðå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè. Ðàñ÷åòû äâóìåðíûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïîêàçûâàþò õîðîøóþ òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ðàçðûâíûå ìåòîäû Ãàë¼ðêèíà, ñõîäèìîñòü
è òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà

íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà

Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà
íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ïðîâåäåì íà ïðèìåðå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

ρCν
∂u

∂t
= div(κ · gradu), (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T,

u(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y) ∈ γ, (1.1)

u(x, y, 0) = u0(x, y),

ãäå Cν - êîýôôèöèåíò òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, ρ - ïëîòíîñòü, κ - êîýôôè-
öèåíò òåïëîåìêîñòè, u - òåìïåðàòóðà â òî÷êå (x, y) â ìîìåíò âðåìåíè t, f - ïëîòíîñòü
òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ, γ - ãðàíèöà îáëàñòè ðàñ÷åòà, g(x, y, t), u0(x, y) - çàäàííûå ôóíê-
öèè. Îáëàñòü G ∪ γ - ïðîèçâîëüíàÿ îäíîñâÿçíàÿ. Â îáëàñòè G ∪ γ - ââåäåì òðåóãîëüíóþ
ñåòêó ωp = {Pi = (xi, yi), i = 1, 2, . . . , N} , ñîäåðæàùóþ âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå òî÷-
êè îáëàñòè. Íà ωp ïîñòðîèì òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå: T (ωp) = {Tk = T (T 1

k : {x1, y1}, T 2
k :

{x2, y2}, T 3
k : {x3, y3})}. Ïóñòü T (ωp) ñîäåðæèò âñå óçëû ωp ; âñå òðåóãîëüíèêè Tk èìå-

þò íåíóëåâóþ ïëîùàäü è ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî îáðàçóþùèì èõ âåðøèíàì èëè
ðåáðàì. Â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ îïðåäåëèì öåíòð è ñåðåäèíû ñòîðîí. Â òðåóãîëü-
íèêå Tk ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ T 1

k : {x1, y1}, T 2
k : {x2, y2}, T 3

k : {x3, y3} öåíòð (xc, yc)
îïðåäåëèì êàê: xc = x1+x2+x3

3
, yc = y1+y2+y3

3
. Òàêæå ïðèìåì â ðàññìîòðåíèå äâîéñòâåí-

íóþ ñåòêó, ñîñòàâëåííóþ èç áàðèöåíòðè÷åñêèõ îáúåìîâ âîêðóã êàæäîé èç òî÷åê ωp , îá-
ðàçîâàííûõ îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ñ ñåðåäèíàìè ñòîðîí. Òî÷-
êà èç ωp áóäåò ÿâëÿòüñÿ öåíòðîì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åé ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ñåòêè.

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í.Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; vmasyagin@gmail.com.

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò èìåíè Í.Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; zhalnin@gmail.com.

3 Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
tishkin@imamod.ru.
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Äâîéñòâåííàÿ ñåòêà

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç (1.1) íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü åãî ê ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà [1]. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå [2]: qx = ∂u

∂x
, qy = ∂u

∂y
. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå â èñõîäíîé

ñèñòåìå (1.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

ρCν
∂u

∂t
=

∂

∂x
kqx +

∂

∂y
kqy + f, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T,

qx =
∂u

∂x
, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T, (1.2)

qy =
∂u

∂y
, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T,

Òàêèì îáðàçîì, (1.2) � ýòî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðåøå-
íèÿ òàêîé ñèñòåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà
Ãàë¼ðêèíà.
Íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå Tk ∈ T (ωp) ââåäåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé
{φi} ∈ P 1, i = 0, 1, 2, φ0 = 1, φ1 = x − xc, φ2 = y − yc , ãäå (xx, yc) - öåíòð òðåóãîëüíè-
êà Tk . Íà êàæäîé ÿ÷åéêå äâîéñòâåííîé ñåòêè Dk ââåäåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ áàçèñíûõ
ôóíêöèé {ψi} ∈ P 1, i = 0, 1, 2, ψ0 = 1, ψ1 = x− xc, ψ2 = y − yc , ãäå (xc, yc) - öåíòð ÿ÷åéêè
Dk .
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uk áóäåì èñêàòü â òðåóãîëüíèêå Tk â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó:
uk = u0k+ u1k(x− xc)+ u2k(y− yc) , uik = uik(t), uik ∈ Tk, i = 0, 2, (xc, yc) - öåíòð òðåóãîëü-
íèêà , ãäå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè.
Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ qxk, qyk áóäåì èñêàòü â ÿ÷åéêå Dk â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó:
qxk = qx0k+qx1k(x−xc)+qx2k(y−yc) , qxik = qxik(t), qxik ∈ Dk, i = 0, 2, (xc, yc) - öåíòð ÿ÷åéêè
Dk, qyk = qy0k + qy1k(x − xc) + qy2k(y − yc) , qyik = qyik(t), qyik ∈ dk, i = 0, 2, (xc, yc) - öåíòð
ÿ÷åéêè Dk, ãäå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè.
Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå èç (1.2) íà áàçèñíóþ ôóíêöèþ φi, i = 0, 1, 2, è ïðîèíòåãðè-
ðóåì ïðîèçâåäåíèå ïî òðåóãîëüíèêó Tk , k = 1, N , ãäå N - ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ. Òî÷íîå
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ðåøåíèå u çàìåíèì ïðèáëèæåííûì uk [3]. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì:

(ρCν)k

2∑
i=0

∂uik
∂t

∫
Tk

φiφmds =

∮
∂Tk

nxκqxφmdl +

∮
∂Tk

nyκqyφmdl−

−
∫
Tk

κqx
∂φm
∂x

ds−
∫
Tk

κqy
∂φm
∂y

ds+

∫
Tk

Φkφmds, m = 0, 2, k = 1, N. (1.3)

Óìíîæèì âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ èç (1.2) íà áàçèñíóþ ôóíêöèþ ψi, i = 0, 1, 2, è ïðî-
èíòåãðèðóåì ïðîèçâåäåíèå ïî ÿ÷åéêå Dk, k = 1,M, ãäå M− ÷èñëî ÿ÷ååê äâîéñòâåííîé
ñåòêè. Ïîëó÷èì:

2∑
i=0

qxik

∫
Tk

φiφmds =

∮
∂Dk

nxuψmdl −
∫
Tk

uk
∂ψm
∂x

ds, m = 0, 2, k = 1,M, (1.4)

2∑
i=0

qyik

∫
Tk

φiφmds =

∮
∂Dk

nyuψmdl −
∫
Tk

uk
∂ψm
∂y

ds, m = 0, 2, k = 1,M. (1.5)

Ñíà÷àëà èç ñèñòåì (1.4) è (1.5) íàõîäèì qx0k, qx1k, qx2k, qy0k, qy1k, qy2k íà òåêóùåì âðåìåííîì
ñëîå, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ uk ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ, à ïîñëå ïîäñòàâëÿåì èõ â
ñèñòåìó (1.3) äëÿ íàõîæäåíèÿ u0k, u1k, u2k íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéíûõ è êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû Ãàóññà.

2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ïî ãðàíè-

öå òðåóãîëüíèêà Tk è ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ñåòêè Dk

Ïóñòü A : {x1, y1} è B : {x2, y2} - êîîðäèíàòû íà÷àëà è êîíöà ðåáðà òðåóãîëüíèêà èëè
ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ñåòêè.

B∫
A

f(x, y)dl =
x2 − x1

2

√
1 +

(
y2 − y1
x2 − x1

)2

×

×

f
x2 + x1

2
+
x2 − x1

2
√
3
,

(
x2+x1

2
+ x2−x1

2
√
3

− x1

)
(y2 − y1)

x2 − x1
+ y1

+

+ f

x2 + x1
2

− x2 − x1

2
√
3
,

(
x2+x1

2
− x2−x1

2
√
3

− x1

)
(y2 − y1)

x2 − x1
+ y1


Åñëè x2 = x1

B∫
A

f(x, y)dl =
y2 − y1

2

[
f

(
x1,

y2 + y1
2

− y2 − y1

2
√
3

)
+ f

(
x1,

y2 + y1
2

+
y2 − y1

2
√
3

)]
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3. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî òðåóãîëüíèêó Tk è ÿ÷åéêå

äâîéñòâåííîé ñåòêè Dk

Äâîéíîé èíòåãðàë ïî ÿ÷åéêå äâîéñòâåííîé ñåòêè ñ÷èòàåì êàê ñóììó äâîéíûõ èíòåãðà-
ëîâ ïî òðåóãîëüíèêàì, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò. Ñëåäóÿ ðàáîòå [4] âîçüìåì òðè òî÷êè íà
êàíîíè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå:

t̃1 :

(
ζ1 =

2

3
, η1 =

1

6

)
, ω1 =

1

3
,

t̃2 :

(
ζ2 =

1

6
, η2 =

2

3

)
, ω2 =

1

3
,

t̃3 :

(
ζ3 =

1

6
, η3 =

1

6

)
, ω3 =

1

3
.

Çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî òðåóãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ T 1
k : {x1, y1}, T 2

k : {x2, y2}, T 3
k :

{x3, y3} ðàâíî

∫
Tk

f(x, y)ds = J

1∫
0

1−ζ∫
0

f(ζ, η)dζdη ≈ J
1

2

3∑
i=1

f̃(ζi, ηi)ωi,

ãäå J = |(x1 − x3)(y2 − y3) − (x2 − x3)(y1 − y3)| - ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîìó òðå-

óãîëüíèêó, f̃ - çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â îáðàçàõ òî÷åê t̃1, t̃2 è t̃3 â èñõîäíîì
òðåóãîëüíèêå {T 1

kT
2
kT

3
k } .

4. Âû÷èñëåíèÿ íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

Çíà÷åíèÿ u(x, y, t) íà ãðàíèöå γ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áðàëèñü èñõîäÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Íà ãðàíè÷íûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîèçâîäèëàñü ðåêîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿ. Ïîñëå êàæäîé èòå-
ðàöèè ïî âðåìåíè ìîäèôèöèðîâàëèñü êîýôôèöèåíòû u0k, u1k, u2k òàê, ÷òîáû íà ãðàíè÷íîé
ñòîðîíå â òî÷íîñòè âûïîëíÿëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèÿ u(x, y, t) â
öåíòðå òðåóãîëüíèêà (xc, yc) . Ðåêîíñòðóêöèÿ ïðîèçâîäèëàñü ïî ôîðìóëàì:

ũ0k = u0k,

ũ1k =
(g(x1, y1, t)− u0k) (y2 − yc)− (g(x2, y2, t)− u0k) (y1 − yc)

(x1 − xc)(y2 − yc)− (x2 − xc)(y1 − yc)
,

ũ2k =
g(x1, y1, t)− u0k − u1k(x1 − xc)

y1 − yc
,

ãäå k - íîìåð ãðàíè÷íîãî òðåóãîëüíèêà, u0k, u1k, u2k - çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äî ðåêîí-
ñòðóêöèè, ũ0k, ũ1k, ũ2k - çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîñëå ðåêîíñòðóêöèè, (x1, y1) è (x2, y2)
- êîîðäèíàòû íà÷àëà è êîíöà ãðàíè÷íîãî ðåáðà òðåóãîëüíèêà, g(x1, y1, t), g(x2, y2, t) - çíà-
÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.
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5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòîâ ðÿäà äâóìåðíûõ
ìîäåëüíûõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå çàäà÷è 1 ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
, 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T,

u(x, y, 0) = sin(πx)sin(πy), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

u(0, y, t) = 0, u(1, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0, t) = 0, u(x, 1, t) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîé uT = e−2π2tsin(πx)sin(πy) . Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ äî çíà÷åíèÿ
T = 0.0001 ñ ÷èñëîì K = τ/h2 = 4, 48 · 10−7, ãäå h - õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ðàçìåð ñåòêè.

Â òàáëèöå 1 óêàçàíî çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
N∑
i=1

(
ui − uT

)2
Si , ãäå Si - ïëîùàäü i -

ãî òðåóãîëüíèêà. Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñ ðåêîíñòðóêöèåé íà ãðàíè÷íûõ òðåóãîëü-
íèêàõ (ñõåìà 1) è áåç ðåêîíñòðóêöèè (ñõåìà 2) è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäà êîíå÷íûõ
îáúåìîâ (FVM). Â òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòðîêàõ ïîêàçàí ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïî
îòíîøåíèþ ê ðåçóëüòàòó íà ïðåäûäóùåé áîëåå ãðóáîé ñåòêå.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè
N∑
i=1

(
ui − uT

)2
Si , ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1.

ñõåìà 1 ñõåìà 2 FVM
N=1964 h=0.091 0.0000025821 0.0000033594 0.0000066337
N=7773 h=0.047 0.0000006664 1.95 0.0000006357 2.40 0.0000035176 0.92
N=31074 h=0.024 0.0000001569 2.09 0.0000001507 2.08 0.0000016554 1.09

Ðåøàëàñü òàêæå íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè [5]:

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
κ
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
κ
∂u

∂y

)
, 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T,

u(x, y, 0) = 1 + x+ y, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

u(0, y, t) = 1 + y, u(1, y, t) = 2 + y, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0, t) = 1 + x, u(x, 1, t) = 2 + x, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

ãäå k = 1 + 0.3sin(10πx). Ðåøåíèå ñðàâíèâàëîñü ñ ðåøåíèåì uH , ïîëó÷åííûì ïî ÷è-
ñòî íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ [6] íà ñòðóêòóðèðîâàí-
íîé ñåòêå 2001 × 2001 óçëîâ. Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ äî çíà÷åíèÿ T = 0.0001 ñ ÷èñëîì
K = τ/h2 = 4, 48 · 10−7, ãäå h - õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ðàçìåð ñåòêè. Â òàáëèöå 2 óêàçà-

íî çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
N∑
i=1

(
ui − uT

)2
Si , ãäå Si - ïëîùàäü i -ãî òðåóãîëüíèêà.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñ ðåêîíñòðóêöèåé íà ãðàíè÷íûõ òðåóãîëüíèêàõ (ñõåìà 1)
è áåç ðåêîíñòðóêöèè (ñõåìà 2) è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ (FVM). Â
òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòðîêàõ ïîêàçàí ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïî îòíîøåíèþ ê ðåçóëü-
òàòó íà ïðåäûäóùåé áîëåå ãðóáîé ñåòêå.

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè
N∑
i=1

(
ui − uT

)2
Si , ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 2.
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ñõåìà 1 ñõåìà 2 FVM
N=1964 h=0.091 0.0000009262 0.0000011705 0.0000029433
N=7773 h=0.047 0.0000004442 1.06 0.0000004358 1.43 0.0000017046 0.79
N=31074 h=0.024 0.0000001057 2.07 0.0000001042 2.09 0.0000006992 1.29

Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îáëàäàåò áîëåå âûñîêèì ïîðÿä-
êîì òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ, à òàêæå ìîæíî íàáëþäàòü ñõî-
äèìîñòü ìåòîäà ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðåêîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿ íà
ãðàíè÷íûõ òðåóãîëüíèêàõ äàåò âûãîäó òîëüêî íà ãðóáûõ ñåòêàõ, íà áîëåå ïîäðîáíûõ ñåò-
êàõ ëó÷øèé ðåçóëüòàò äàåò ðåøåíèå áåç ðåêîíñòðóêöèè.
Âûâîä. Èòàê, ñîçäàí íîâûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî
òèïà íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà. Íà ïðèìåðå ìîäåëüíûõ çà-
äà÷ ÷èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ è õîðîøåé òî÷íî-
ñòüþ. Ñîçäàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü îáúåì àðèôìèòè÷åñêîé ðàáîòû
íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåÿâíîé ñõåìû íà ïîäðîáíîé
ñåòêå.
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Discontinuous �nite-element Galerkin method for

numerical solution of two-dimensional di�usion problems

on unstructured grids

c⃝ V. F. Masyagin4, R. V. Zhalnin5, V. F. Tishkin6

Abstract. The new e�ective solution algorithm for parabolic equations on base of discontinuous
Galerkin method is o�ered, which has convergence and accuracy when using the explicit scheme.
Distinctive feature of the o�ered method is the use of the dual grid for �nding a part of
the parameters. The research method is exempli�ed by the initial-boundary problem for two-
dimensional heat conduction equation. Ñalculations of two-dimensional modeling problems have
shown a good accuracy of o�ered method.
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the method.

4 Postgraduate student of Applied Mathematics Chair, Mordovian State University after N.P. Ogarev,
Saransk; vmasyagin@gmail.com.

5 Assistant Professor of Applied Mathematics Chair, Mordovian State University after N.P. Ogarev, Saransk;
zhalnin@gmail.com.

6 Deputy Director of the Institute of applied mathematics by name M.V. Keldysh of RAS, Moscow;
tishkin@imamod.ru.

MVMS journal. 2013. V. 15, No. 2



66 Â. È. Íèêîíîâ

ÓÄÊ 517.92

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

ëèíåéíûõ ñèñòåì îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ÷àñòè

ïåðåìåííûõ

c⃝ Â. È. Íèêîíîâ1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ
ñèñòåì îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ÷àñòè ïåðåìåííûõ, âûðàæåííûå ÷åðåç ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, ìàòðè÷íûé ìíîãî-
÷ëåí.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èññëåäîâàíèé ïî ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàññìîòðåííûõ â [3].

1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ÷àñòè êîìïîíåíò ôàçîâîãî âåêòîðà
ñèñòåìû

dx

dt
= A∗x(t), (1.1)

ãäå x ∈ Rn, A∗ � ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâûì m êîìïîíåíòàì ôàçîâîãî âåê-

òîðà x ñèñòåìû (1.1). Îáîçíà÷èì ïåðâóþ ãðóïïó êîîðäèíàò ôàçîâîãî âåêòîðà ÷åðåç y ,
à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñîñòàâÿò âåêòîð z . Â ñâÿçè ñ ýòèì, ñèñòåìó (1.1) ïðåäñòàâèì â
âèäå

dy

dt
= Ay(t) +Bz(t),

dz

dt
= Cy(t) +Dz(t),

(1.2)

ãäå y ∈ Rm, z ∈ Rp, A ∈ Rm×m, B ∈ Rm×p, C ∈ Rp×m, D ∈ Rp×p, n = m+ p, p ≥ 0 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû

φi(λ) = λsi + γi1λ
si−1 + · · ·+ γi,si−1

λ+ γi,si , i = 1, . . . ,m,

ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè ìèíèìàëüíûìè àííóëèðóþùèìè ìíîãî÷ëåíàìè âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû
B îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîò-
íîøåíèå

biD
si + γi1biD

si−1 + · · ·+ γi,si−1biD + γi,sibi = 0, i = 1, . . . ,m, (1.3)

êîòîðîå ìîæåò ïðåäñòàâëåíî â âèäå

biφi(D) = 0, i = 1, . . . ,m.

Ïóñòü
s = max

1≤i≤m
si.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; nikonovvi@math.mrsu.ru.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

Γj = diag(γ1s1−j, γ2s2−j, . . . , γm,sm−j), j = 0, s.

Êðîìå ýòîãî, ïîëîæèì,

γi,si−j = 1, ïðè si = j, è γi,si−j = 0, ïðè si < j.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýëåìåíòû äàííûõ ìàòðèö ñîñòîÿò èç êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëü-
íûõ àííóëèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ (1.3).

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

ΓsBD
s + Γs−1BD

s−1 + · · ·+ Γ0B = 0. (1.4)

Äèôôåðåíöèðóÿ s ðàç ïåðâóþ ïîäñèñòåìó ñèñòåìû (1.2), â ñèëó âòîðîé åå ïîäñèñòå-
ìû è, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (1.4) ïðèõîäèì ê ìàòðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ,
îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìûõ êîìïîíåíò ôàçîâîãî âåêòîðà

Γs
ds+1y

dts+1
+ (Γs−1 − ΓsA)

dsy

dts
+ (Γs−2 − Γs−1A− ΓsBC)

ds−1y

dts−1
+ · · ·

+(Γ0 − Γ1A− Γ2BC − · · · − ΓsBD
s−2C)

dy

dt
−

−(Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC + · · ·+ Γs−1BD
s−2C + ΓsBD

s−1C)y = 0.

(1.5)

Íàïðèìåð, åñëè s = 2 , òî ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Γ2
d3y

dt3
+ (Γ1 − Γ2A)

d2y

dt2
+ (Γ0 − Γ1A− Γ2BC)

dy

dt
− (Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC)y = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå y -óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû ìîæíî ñâåñòè ê èñ-
ñëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1.5)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1.2) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) áûëî óñòîé÷èâûì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1.2) áûëà àñèìïòîòè÷åñêè y -
óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí

P (λ) = det(Γsλ
s+1 + (Γs−1 − ΓsA)λ

s + (Γs−2 − Γs−1A− ΓsBC)λ
s−1 + · · ·

+(Γ0 − Γ1A− Γ2BC − · · · − ΓsBD
s−2C)λ−

−(Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC + · · ·+ Γs−1BD
s−2C + ΓsBD

s−1C))
(1.6)

áûë óñòîé÷èâûì.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà (1.6) ðàâíà n , òî ñèñòåìà (1.2)
ïðèâîäèìà ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ n -ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé
y . Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.2) ñîâïàäàåò ñ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.5), à, ñëåäîâàòåëüíî, y -
óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.2) âîçìîæíà ëèøü â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïî âñåì
êîîðäèíàòàì ôàçîâîãî âåêòîðà x .

Èòàê, ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè
çàäàííîé ÷àñòè ïåðåìåííûõ ôàçîâîãî âåêòîðà èññëåäóåìîé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòå-
ìû.
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2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ ëèíåéíóþ ðàçíîñòíûõ ñèñòåì âèäà

x(t+ 1) = A∗x(t), (2.1)

ãäå x ∈ Rn, A∗ � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó
(2.1) â âèäå

y(t+ 1) = Ay(t) +Bz(t),
z(t+ 1) = Cy(t) +Dz(t),

(2.2)

è, ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê ìàòðè÷íîìó äèñêðåòíîìó óðàâíåíèþ

Γsy(t+ s+ 1) + (Γs−1 − ΓsA)y(t+ s) + (Γs−2 − Γs−1A− ΓsBC)y(t+ s− 1) + · · ·
+(Γ0 − Γ1A− Γ2BC − · · · − ΓsBD

s−2C)y(t+ 1)−
−(Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC + · · ·+ Γs−1BD

s−2C + ΓsBD
s−1C)y(t) = 0.

(2.3)

Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ äàííûõ ñèñòåì .

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (2.2) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) áûëî óñòîé÷èâûì.

3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿ-

þùèìñÿ àðãóìåíòîì

Äàííûé ïîäõîä ïðèìåíèì è ê èññëåäîâàíèþ y -óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.

Èññëåäóåì y -óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû âèäà

dx(t)

dt
= A∗x(t− τ), (3.1)

ãäå x ∈ Rn, τ = const, A∗ -ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (3.1)) â âèäå

dy(t)

dt
= Ay(t− τ) +Bz(t− τ),

dz(t)

dt
= Cy(t− τ) +Dz(t− τ).

(3.2)

Ïðîâîäÿ òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê â [3], ïðèõîäèì ê ìàòðè÷íîìó ëèíåéíîìó óðàâ-
íåíèþ

Γs
ds+1y(t+ sτ)

dts+1
+ (Γs−1 − ΓsA)

dsy(t+ (s− 1)τ)

dts
+

+(Γs−2 − Γs−1A− ΓsBC)
ds−1y(t+ (s− 2)τ)

dts−1
+ · · ·+

+(Γ0 − Γ1A− Γ2BC − · · · − ΓsBD
s−2C)

dy(t)

dt
−

−(Γ0A+ Γ1BC + Γ2BDC + · · ·+ Γs−1BD
s−2C + ΓsBD

s−1C)y(t− τ) = 0.

(3.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ y -óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3.1) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé-
÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.
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Ò å î ð å ì à 3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (3.1) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) áûëî óñòîé÷èâûì.
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A necessary and su�cient conditions for a partial stability

of linear systems
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Abstract. In the paper necessary and su�cient conditions are obtained for a partial stability of
linear systems. It is expressed in term of matrix polynomial.
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ÓÄÊ 004.942

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàòàëèòè÷åñêîé

àêòèâíîñòè ìåòàëëîñèëèêàòíûõ ìàòåðèàëîâ â ðåàêöèè

ðàçëîæåíèÿ ïåðîêñèäà âîäîðîäà

c⃝ Ë. Â. Ñàéôóëëèíà1, Ð. Ð. Òàëèïîâà2, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí3, Ñ. È. Ñïèâàê4,
Á. È. Êóòåïîâ5

Àííîòàöèÿ. Â ðåçóëüòàòå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíà ïåðâè÷íàÿ îöåíêà àêòèâíîñòè
ìåòàëëîñèëèêàòíûõ êàòàëèçàòîðîâ â ðåàêöèè ðàçëîæåíèÿ ïåðåêèñè âîäîðîäà. Âûÿâëåíû îá-
ðàçöû, ïðîÿâëÿþùèå íàèáîëüøóþ àêòèâíîñòü â ðåàêöèè. Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à áûëà ðå-
øåíà ìåòîäàìè èìèòàöèè îòæèãà, ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì, à òàêæå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, êàòàëèçàòîð, êàòàëèòè÷åñêàÿ àêòèâ-
íîñòü, êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçó÷åíèå ïðîöåññîâ æèäêîôàçíîãî ãåòåðîãåííî-êàòàëèòè÷åñêîãî
îêèñëåíèÿ îðãàíè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé â ïðèñóòñòâèè ìåòàëëçàìåùåííûõ ñèëèêàòíûõ ìàòå-
ðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûì è ïåðñïåêòèâíûì. Òèòàíîñèëèêàòû ñðåäè íèõ ÿâëÿ-
þòñÿ íàèáîëåå ñòàáèëüíûìè è àêòèâíûìè êàòàëèçàòîðàìè ðåàêöèé îêèñëåíèÿ àðîìàòè÷å-
ñêèõ óãëåâîäîðîäîâ è îëåôèíîâ â ïðèñóòñòâèè ðàçëè÷íûõ îêèñëèòåëåé.

Â ëàáîðàòîðèè ïðèãîòîâëåíèÿ êàòàëèçàòîðîâ Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ
âåäóòñÿ ðàáîòû ïî ñèíòåçó ìèêðî/ìåçîïîðèñòûõ òèòàíîñèëèêàòíûõ ìàòåðèàëîâ è èçó-
÷åíèþ èõ êàòàëèòè÷åñêîé àêòèâíîñòè â ðåàêöèè îêèñëåíèÿ ôåíîëà è åãî ïðîèçâîäíûõ
âîäíûìè ðàñòâîðàìè ïåðîêñèäà âîäîðîäà.

Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè èíñòðóìåíòà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ äàííîãî êàòàëèòè÷åñêîãî ïðîöåññà, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå òîëüêî ïðîãðàììíîå
îáåñïå÷åíèå, íî è ìåòîäû íàêîïëåíèÿ è õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâû áàç
äàííûõ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü áîëüøèå ìàññèâû ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ (ïðîèçâîäñòâî, õèìè÷åñêàÿ ëàáîðà-
òîðèÿ). Òàêèå âîçìîæíîñòè ñî÷åòàþò â ñåáå èíòåðàêòèâíûå ïðèëîæåíèÿ, ðàáîòàþùèå â
ñåòè Èíòåðíåò, êîòîðûå îáû÷íî ðàçìåùåíû â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ Web-ëàáîðàòîðèÿõ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàòàëèòè÷åñêîé àêòèâ-
íîñòè òèòàíîñèëèêàòíûõ ìàòåðèàëîâ â ðåàêöèÿõ îêèñëåíèÿ ôåíîëîâ âîäíûìè ðàñòâîðàìè
ïåðîêñèäà âîäîðîäà íà áàçå Web-ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè mathchem.ru.

1 Àñïèðàíò 1-ãî ãîäà îáó÷åíèÿ ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã. Óôà; leniza.sayfullina@gmail.com.

2 Í.ñ. ëàáîðàòîðèè ïðèãîòîâëåíèÿ êàòàëèçàòîðîâ, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà; greg-
0711@rambler.ru.

3 Ñ.í.ñ. ëàá. ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà; irekmars@mail.ru.
4 Çàâ. êàô. ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîäóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà;

s.spivak@bashnet.ru.
5 Çàâ. ëàá. ïðèãîòîâëåíèÿ êàòàëèçàòîðîâ, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà;

kutepo�@inbox.ru.
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2. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ

Ðåàêöèÿ îêèñëåíèÿ ôåíîëîâ âîäíûìè ðàñòâîðàìè ïåðîêñèäà âîäîðîäà â ïðèñóò-
ñòâèè òèòàíîñèëèêàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîé ñ îáðàçî-
âàíèåì â êà÷åñòâå öåëåâûõ ïðîäóêòîâ ðåàêöèè ãèäðîõèíîíà è ïèðîêàòåõèíà, êî-
òîðûå â óñëîâèÿõ ðåàêöèè ïðåòåðïåâàþò äàëüíåéøèå ïðåâðàùåíèÿ (ðèñ. 2.1)

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñõåìà ïðåâðàùåíèé

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé îöåíêè àêòèâíîñòè òèòàíîñèëèêàòíûõ êàòàëèçàòî-
ðîâ â ðåàêöèÿõ îêèñëåíèÿ îðãàíè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåàêöèþ ðàçëî-
æåíèÿ H2O2 â îòñóòñòâèè ñóáñòðàòà [1]. Äàëåå, îáðàçöû òèòàíîñèëèêàòîâ, ïðîÿâèâøèå
àêòèâíîñòü â ðàçëîæåíèè H2O2 , èññëåäîâàòü â ðåàêöèè îêèñëåíèÿ ôåíîëîâ âîäíûìè ðàñ-
òâîðàìè H2O2 .

Ñîãëàñíî ëèòåðàòóðíûì äàííûì [2], ðåàêöèÿ ðàçëîæåíèÿ ðàñòâîðà H2O2 óäîâëåòâî-
ðèòåëüíî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî H2O2 :

H2O → H2O +
1

2
O2 (2.1)

Ïåðâè÷íûå äàííûå êèíåòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåäîñòàâëåííûå ýêñïåðèìåíòàòîðà-
ìè ëàáîðàòîðèè ïðèãîòîâëåíèÿ êàòàëèçàòîðîâ Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîðû êîíöåíòðàöèé ðàñòâîðà ïåðîêñèäà âîäîðîäà ïðè ðàçíûõ çíà-
÷åíèÿõ âðåìåíè ðåàêöèè è ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ ïðîâåäåíèÿ ðåàêöèè. Ðåàêöèÿ ïðîâî-
äèëàñü â ïðèñóòñòâèè 15-òè ðàçëè÷íûõ êàòàëèçàòîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé çíà-
÷åíèÿìè óäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, ñïîñîáàìè ïðèãîòîâëåíèÿ è ñîñòàâîì âåùåñòâà.
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3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ñîñòàâèì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðåàêöèè (2.1), èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê àíà-
ëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, èìåþùåìó ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä, ãäå êîíñòàíòà ñêîðîñòè ðåàêöèè
âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì Àððåíèóñà.

−dC
dt

= kC, (3.1)

t = 0 : C = C0,

C = C0e
−kt

k = k0exp(−
E

RT
), (3.2)

Íà îñíîâå ñîñòàâëåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïðî-
ãðàììû ðàñ÷åòà êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè, à òàêæå åãî ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçà-
öèÿ. Òàê êàê óðàâíåíèå íà èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè (3.1) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå,
òî â êà÷åñòâå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáðàíî äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Íà ïåðâîì ýòàïå äëÿ êàæäîãî êàòàëèçàòîðà áûëè íàéäåíû
êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ, è, òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà çàâè-
ñèìîñòü k = k(T ) . Çàòåì äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî êàòàëèçàòîðà íà îñíîâå óðàâíåíèÿ
Àððåíèóñà (3.2) áûëè âû÷èñëåíû êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðåàêöèè k0 è E .

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ðåàêöèÿ (2.1) ÿâëÿåòñÿ îäíîñòàäèéíîé, è íàõîæäåíèå êèíåòè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè âîçìîæíî ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, îäíàêî ýòîò ìåòîä
íåïðèìåíèì ê îáùåé ñõåìå ïðåâðàùåíèÿ 2.1. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è òàê-
æå ïðîâîäèëîñü òàêèìè îïòèìèçàöèîííûìè ìåòîäàìè, êàê ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì è ìåòîä
èìèòàöèè îòæèãà. Ïðèìåíåíèå ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà â îáðàòíûõ çàäà÷àõ õèìè÷åñêîé
êèíåòèêè ïîëó÷èëî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ââèäó íåñëîæíîñòè åãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ, òîãäà êàê ìåòîä èìèòàöèè îòæèãà â äàííûõ çàäà÷àõ
òðåáóåò äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ.

Èìèòàöèÿ îòæèãà (simulated annealing) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýâðèñòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó
ïîèñêà, êîòîðàÿ äîïóñêàåò ñëó÷àéíûå ïåðåõîäû, ÷òî âåäåò ê áîëåå äîðîãîñòîÿùèì (è ñî-
îòâåòñòâåííî, õóäøèì) ðåøåíèÿì. Ýòî âûãëÿäèò êàê øàã íàçàä, íî ïîçâîëÿåò óäåðæàòü
ïîèñê îò çàöèêëèâàíèÿ íà îïòèìàëüíîì ëîêàëüíîì ðåøåíèè. Èäåÿ èìèòàöèè îòæèãà ÿâ-
ëÿåòñÿ àíàëîãèåé ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà îñòûâàíèÿ ðàñïëàâëåííûõ ìàòåðèàëîâ è ñîïóò-
ñòâóþùåãî ïåðåõîäà â òâåðäîå ñîñòîÿíèå [3].

Ðåøåíèå îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïðîãîíó ñåðèè ïðÿìûõ çàäà÷ è ìè-
íèìèçàöèè ïàðàìåòðà F � êðèòåðèÿ îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ:

F =
1

P

P∑
k=1

N∑
i=1

|xcalcki − xexpki | → min

ãäå xcalc - ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé ðàñòâîðà ïåðåêèñè âîäîðîäà, ïîëó÷àåìûå
â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è, ìîëüíûå äîëè; xexp - ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé íàáëþäàåìûõ âåùåñòâ, ìîëüíûå äîëè; N -
êîëè÷åñòâî òî÷åê ýêñïåðèìåíòà; P - êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ.
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4. Ðåçóëüòàòû è èõ îáñóæäåíèå

Íà îñíîâå ñîñòàâëåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷åíû êèíåòè÷åñêèå êðèâûå äëÿ 15-òè êàòàëèçàòîðîâ ïðè
ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ (ðèñ.4.1).

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Êèíåòè÷åñêèå êðèâûå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðà H2O2 äëÿ êàòàëèçàòîðîâ ïðè

ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ. Ïî îñè x � âðåìÿ, ÷àñ, ïî îñè y � êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðà H2O2 ,
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ìîëüíûå äîëè. a) êàòàëèçàòîð � 213, T = 75 ◦ C, b) êàòàëèçàòîð � 215, T = 75 ◦ C, c)

êàòàëèçàòîð � 216, T = 70 ◦ C, d) êàòàëèçàòîð � 651, T = 50 ◦ C, e) êàòàëèçàòîð � 642, T =

75 ◦ C, f) êàòàëèçàòîð � 655, T = 50 ◦ C.

Òàêæå íàéäåíû êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðåàêöèè äëÿ 6-òè ñèëèêàòíûõ îáðàçöîâ. Ïî-
ñòðîåí ðÿä àêòèâíîñòè êàòàëèçàòîðîâ ðåàêöèè ðàçëîæåíèÿ ïåðîêñèäà âîäîðîäà, âûÿâëåíû
íàèáîëåå àêòèâíûå îáðàçöû (ðèñ. 4.2).

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Äèàãðàììà ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ýíåðãèé àêòèâàöèé ðåàêöèè â ïðèñóòñòâèè ðàçëè÷íûõ

êàòàëèçàòîðîâ

Íà ðèñóíêå 4.3 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå âû÷èñëåííûõ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ E , k0 è
çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ìèíèìèçàöèè F íà ïðèìåðå êàòàëèçàòîðà � 213 (Sóä. = 402 ì2/ã).
Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà èìèòàöèè îò-
æèãà ïî ñõåìå îòæèãà Êîøè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ íàáîð:
E = 50 êÄæ/ìîëü (äàííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè àêòèâàöèè ïðåäëîæåíî ýêñïåðèìåíòàòîðà-
ìè), k0 = 7*108 1/÷ (ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîæèòåëåé, ïîëó÷åííûõ
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) è ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì).
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Ð è ñ ó í î ê 4.3

Äèàãðàììà ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ýíåðãèé àêòèâàöèé ðåàêöèè â ïðèñóòñòâèè ðàçëè÷íûõ

êàòàëèçàòîðîâ

Ïðîãðàììà ðàñ÷åòà êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè ðàçëîæåíèÿ ðàñòâîðà ïåðîêñè-
äà âîäîðîäà èíòåãðèðîâàíà â Web-ëàáîðàòîðèþ ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè mathchem.ru êàê
îòäåëüíûé ïðîãðàììíûé ìîäóëü ïîä íàçâàíèåì ¾Ðàçëîæåíèå H2O2 ¿.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíà ïåðâè÷íàÿ îöåíêà àêòèâíîñòè ìåòàëëîñè-
ëèêàòíûõ êàòàëèçàòîðîâ â ðåàêöèè ðàçëîæåíèÿ ïåðåêèñè âîäîðîäà. Âûÿâëåíû îáðàçöû,
ïðîÿâëÿþùèå íàèáîëüøóþ àêòèâíîñòü â ðåàêöèè.

Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ìåòîäàìè èìèòàöèè îòæèãà, ãåíåòè÷åñêèì àë-
ãîðèòìîì, à òàêæå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìå-
òîäîâ. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ìèíèìèçàöèè ðàñ÷åòíûõ è ýêïåðèìåíòàëüëíûõ
äàííûõ äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà èìèòàöèè îòæèãà ïî ñõåìå îòæèãà Êîøè.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷èâ ðåàêöèþ ðàçëîæåíèÿ ïåðåêèñè âîäîðîäà, ìîæíî ïðèñòóïèòü ê
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å îáùåé ñõåìû ïðåâðàùåíèÿ îêèñëåíèÿ ôåíîëîâ, à èìåííî, ìàê-
ñèìèçàöèè âûõîäà ïðîäóêòîâ ðåàêöèè, âûáîðà íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî êàòàëèçàòîðà è
äðóãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé.
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ÓÄÊ 534.113

Ìåòîä äâîéñòâåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïî ìèíîðàì

ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ ìàòðèöû êðàåâûõ óñëîâèé â

îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ òðóáû ñ

íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ

c⃝ Ã. Ô. Ñàôèíà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðèâåäåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ ëþáûõ çàêðåïëå-
íèé óçêîé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ. Ìåòîä ñâåäåí ê âîññòàíîâëåíèþ ïî ìèíîðàì
âûñùèõ ïîðÿäêîâ äâóõ ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ðåøåíèå çà-
äà÷è ðàññìîòðåíî ïðè èçâåñòíûõ òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáà-
íèé òðóáû, íàïîëíåííîé æèäêîñòüþ. Ïî íàéäåííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ñ íåïðîòåêà-
þùåé æèäêîñòüþ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáà ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ, ÷àñòîòû êîëåáàíèé, ìàòðèöà êðàå-
âûõ óñëîâèé, ìèíîðû ìàòðèöû, äèàãíîñòèðîâàíèå çàêðåïëåíèé, ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèö

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ îò-
íîñÿòñÿ ê ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì, à èìåííî ê çàäà÷àì èäåíòåôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìå-
õàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïî èçâåñòíûì ÷àñòîòàì èõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Ïîäîáíûì çàäà÷àì
äèàãíîñòèðîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïî èõ çâó÷àíèþ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñâÿùåíî
ìíîãî ðàáîò, â òîì ÷èñëå ðàáîòû [1] � [7].

Ïðÿìàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêî-
ñòüþ ðàññìîòðåíà ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè â ðàáîòàõ [8], [9] ïðè òàêèõ çàêðåïëåíèÿõ
òðóáû, êàê çàäåëêà è ñâîáîäíîå îïèðàíèå. Îáðàòíàÿ çàäà÷à � çàäà÷à äèàãíîñòèðîâàíèÿ
ëþáûõ âèäîâ çàêðåïëåíèé òðóáû ïî èçâåñòíûì ÷àñòîòàì åå êîëåáàíèé èññëåäîâàíà â ðà-
áîòå [10].

Â ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåí ìåòîä äèàãíîñòèðîâàíèÿ
çàêðåïëåíèé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò åå êîëå-
áàíèé, êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê âîññòàíîâëåíèþ äâóõ ìàòðèö èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëî-
âèé ïî ìèíîðàì âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ìåòîäà â ñëó÷àÿõ èçâåñòíûõ
òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû. Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ äâóõ
ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé èñïîëüçîâàí òàêæå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ
îáðàòíîé çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ çàêðåïëåíèé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ.

2. Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ èçãèáíûõ êîëå-

áàíèé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Çà-
äà÷à èçãèáíûõ êîëåáàíèé óçêîé òðóáû ñ íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè Íåôòåêàìñêîãî
ôèëèàëà Áàøêèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Íåôòåêàìñê; sa�nagf@mail.ru

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 2



78 Ã. Ô. Ñàôèíà

óðàâíåíèÿ [8], [9]
X(4) + aX ′′ + 2b i ωX ′ − ω2X = 0 (2.1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè [10]

U1(X) = a1X(0) + a4X
′′′(0) = 0, U2(X) = a2X

′(0) + a3X
′′(0) = 0,

U3(X) = b1X(1) + b4X
′′′(1) = 0, U4(X) = b2X

′(1) + b3X
′′(1) = 0.

(2.2)

Â óðàâíåíèè (2.1): ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, êîýôôèöèåíòû a è b âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôè-
çè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû (òðóáà � æèäêîñòü).

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ðàññìîòðåíî â âèäå

X = C1 e
λ1x̃ + C2 e

λ2x̃ + C3 e
λ3x̃ + C4 e

λ4x̃.

Çäåñü λj = λj(ω) (j = 1, 2, 3, 4) � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå óðàâíåíèþ (2.1).

Â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ ak è bk (k = 1, 2, 3, 4) êðàåâûå óñëîâèÿ (2.2) îïðå-
äåëÿþò ðàçëè÷íûå âèäû óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ó÷àñòêà òðóáû, à òàêæå çàäåëêó,
ñâîáîäíîå îïèðàíèå, ñâîáîäíûé êîíåö, ïëàâàþùóþ çàäåëêó.

×àñòîòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïðÿìîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.1), (2.2) ïîëó÷åíî ñòàíäàðòíî
èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ: ∆(ω) = 0.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ çàêðåïëåíèé òðó-

áû ñ æèäêîñòüþ ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöà C ïîðÿäêà 4× 8 [10]: C =

∥∥∥∥ A 0
0 B

∥∥∥∥ ,
ñîñòàâëåííàÿ èç íóëåâûõ ìàòðèö 0 , à òàêæå ìàòðèö

A =

∥∥∥∥ a1 0 0 a4
0 a2 a3 0

∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥ b1 0 0 b4
0 b2 b3 0

∥∥∥∥
èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (2.2). Ðàññìîòðåíû M k1 k2 k3 k4 � ìèíîðû âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ ìàòðèöû C , îáðàçîâàííûå èç ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè k1, k2, k3, k4 .

Â äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè ìàò-
ðèöû C ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê. Â ðàáîòå [10] äîêàçàíà äâîé-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ.

3. Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé îáðàòíîé ñïåê-

òðàëüíîé çàäà÷è ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò êîëåáàíèé

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.
Â ñëó÷àå íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé

òðóáû ωk óäîâëåòâîðÿþò ÷àñòîòíîìó óðàâíåíèþ

∆(ω k) = x1 f1257(ω k) + x2 f1268(ω k) + x3 f1368(ω k)+
+x4 f1278(ω k) + x5 f1378(ω k) + x6 f2478(ω k) + x7 f1357(ω k)+

+x8 f2468(ω k) + x9 f1256(ω k) + x10 f3478(ω k) = 0,
(3.1)

â êîòîðîì

x1 =M1257 −M1356, x2 =M1268 −M2456, x3 =M1368 +M2457,
x4 =M1278 +M3456, x5 =M1378 −M3457, x6 =M2478 −M3468,

x7 =M1357, x8 =M2468, x9 =M1256, x10 =M3478.
(3.2)
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Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ω k � 9 çíà÷åíèé èç âñåãî ñïåêòðà ÷àñòîò êîëåáàíèé çàäà÷è (2.1),
(2.2), òî ðàâåíñòâà (3.1) îáðàçóþò ñèñòåìó 9-òè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî 10-òè íåèçâåñòíûõ xj .

Ïðè ýòîì, åñëè rank∥f k1 k2 k3 k4(ω k)∥10×9 = 9 , òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (3.1) èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðåøåíèå
x1, x2, . . . , x10 .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïî çíà÷åíèÿì x1, x2, . . . , x10 íàõîäÿòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê) äâå ìàòðèöû C .

Òàê êàê rankC = 4 , òî õîòÿ áû îäèí èç ìèíîðîâ Mijkl íå ðàâåí íóëþ. Ïóñòü, íàïðè-
ìåð, M1256 ̸= 0 . Òîãäà ìàòðèöó C ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê ìîæíî
ïðèâåñòè ê âèäó ∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 a4 0 0 0 0
0 1 a3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 b4
0 0 0 0 0 1 b3 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
èëè ∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 −b4 0 0 0 0
0 1 −b3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 −a4
0 0 0 0 0 1 −a3 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ìèíîðû ïîëó÷åííûõ ìàòðèö îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Mijkl è M−

ijkl (i =
1, ..., 5; j = 2, ..., 6; k = 3, ..., 7; l = 4, ..., 8) . Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà C ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíà ÷åðåç ìèíîðû â âèäå∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 −M2456

M1256
0 0 0 0

0 1 M1356

M1256
0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 −M1268

M1256

0 0 0 0 0 1 M1257

M1256
0

∥∥∥∥∥∥∥∥
èëè ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0
−M−

2456

M−
1256

0 0 0 0

0 1
M−

1356

M−
1256

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0
−M−

1268

M−
1256

0 0 0 0 0 1
M−

1257

M−
1256

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Äëÿ ïåðâîé ìàòðèöû èìååì

M1356 = a3, M2456 = −a4, M1256 = b3, M1268 = −b4,

äëÿ âòîðîé ìàòðèöû

M−
1356 = −b3, M−

2456 = b4, M−
1257 = −a3, M−

2468 = a4.

Ìèíîðû M1256 , M1356 , M1257 , M1268 , M2456 è M−
1256 , M

−
1256 , M

−
1356 , M

−
1257 , M

−
1268 , M

−
2456,

ó÷àñòâóþùèå ñîîòâåòñòâåííî â ïîñëåäíèõ äâóõ çàïèñÿõ ìàòðèöû C , ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè,
à íåíóëåâûå ìèíîðû M1256 è M−

1256 � öåíòðàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íåïðîòå-
êàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå âåðíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Åñëè ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) èìååò ðàíã 9, òî ðåøåíèå îáðàò-
íîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (2.2) äâîéñòâåííî.
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4. Âîññòàíîâëåíèå ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé îáðàòíîé ñïåêòðàëü-

íîé çàäà÷è ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò êîëåáàíèé

Òàê êàê ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû çàäà÷è (2.1), (2.2) ÷àñòî çàäàþòñÿ ïðèáëèæåííî, òî ïîñòðîèì
òåïåðü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è.

Ïóñòü ðàíã ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) ðàâåí 9 è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω k èçâåñòíû ëèøü
ïðèáëèæåííî ω k ≈ µ k (k = 1, 2, ..., 9) . Ïîäñòàâèâ µ k â ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.1), íàéäåì
íåèçâåñòíûå x1 , x2 , . . . , x10 . Ñîãëàñíî òåîðåìå îïðåäåëèì äàëåå äâå ãðóïïû ìèíîðîâ
Mijkl è M−

ijkl .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèÿ Mijkl è M−
ijkl , íàéäåííûå ïî èñêàæåííûì µ k , ÿâëÿëèñü

ìèíîðàìè êàêîé-ëèáî ìàòðèöû, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé Ïëþêêåðà [11], êî-
òîðûå â äàííîì ñëó÷àå (ñ ó÷åòîì M1256 ̸= 0 è íóëåâûõ ìèíîðîâ ) èìåþò âèä:

M1278M1256 =M1257M1268,
M3456M1256 =M2456M1356,
M1357M1256 =M1356M1257,
M2468M1256 =M2456M1268,
M2457M1256 =M2456M1257,
M1368M1256 =M1356M1257,

M2478M1256 =M1278M2456 =M2457M1268,
M1378M1256 =M1356M1278 =M1357M1268,
M3457M1256 =M1356M2457 =M1357M2456,
M3468M1256 =M1356M2468 =M1368M2456,

M3478M1256 =M1278M3456 =M2457M1368 =M1357M2468 =
=M1356M2478 =M2456M1378 =M1268M3457 =M1257M3468.

(4.1)

Òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ìèíîðîâ M−
ijkl . Çíà÷èò, åñëè ÷èñëà Mijkl ,

M−
ijkl óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (4.1), òî îíè ÿâëÿþòñÿ ìèíîðàìè íåêîòîðîé ìàòðèöû,

è ïî íèì ìîæíî âîññòàíîâèòü êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è (2.1), (2.2).
Åñëè æå ÷èñëà Mijkl , M

−
ijkl íå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (4.1), òî ìèíîðû M1278,

M3456,M1357, M2468, M2457, M1368, M2478, M1378, M3457, M3468, M3478 è M−
1278, M−

3456,
M−

1357, M−
2468, M−

2457, M1368, M2478, M1378, M3457, M−
3468, M−

3478 ìîæíî âûðàçèòü ñîîò-
âåòñòâåííî ÷åðåç îñíîâíûå ìèíîðû M1256, M1356, M1257, M1268, M2456 è M−

1256, M−
1356,

M−
1257, M

−
1268, M

−
2456 . Óñëîâèÿ Ïëþêêåðà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Òàêèì îáðà-

çîì, â ñëó÷àå íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå ìîæíî ñêîððåêòèðîâàòü çíà÷åíèÿ Mijkl ,
M−

ijkl , íàéäåííûå èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1), òàê, ÷òîáû îíè ÿâëÿëèñü ìèíîðàìè îäíèõ
è òåõ æå ìàòðèö.

5. Íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïî ÷àñòîòàì êîëåáà-

íèé

Ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äâóõ ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé ïî èõ ìèíî-
ðàì âûñøèõ ïîðÿäêîâ èññëåäóåì âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ
òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ.

Âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.2) ðàññìîòðèì òàêæå óñëîâèÿ:

U1(X) = ã1X(0) + ã4X
′′′(0) = 0, U2(X) = ã2X

′(0) + ã3X
′′(0) = 0,

U3(X) = b̃1X(1) + b̃4X
′′′(1) = 0, U4(X) = b̃2X

′(1) + b̃3X
′′(1) = 0.

(5.1)
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Ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ àíàëîãè÷íî ìàòðèöå C , íî èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ
óñëîâèé (5.1), îáîçíà÷èì ÷åðåç C̃ . Ýëåìåíòû ìàòðèöû C̃ îáîçíà÷èì ÷åðåç

c̃ij , à ìèíîðû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ýòîé ìàòðèöû � ÷åðåç M̃ijkl . Âìåñòå ñ

ìàòðèöàìè C è C̃ ðàññìîòðèì òàêæå ìàòðèöó C̃− , ñîñòàâëåííóþ èç âåêòîðîâ
c−i = (c̃i5, c̃i6, −c̃i7, −c̃i8, c̃i1, c̃i2, −c̃i3, −c̃i4)T , (i = 1, 2, 3, 4). Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû

C̃− � c̃ −
ij , à ìèíîðû âûñøèõ ïîðÿäêîâ � M̃−

ijkl .

Ðàññìîòðèì òàêæå êëàññû ìàòðèö C , C̃ , C̃− , êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç [C] , [C̃] , [C̃−]
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (î íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è) Ïóñòü {ωk} ,
{ω̃k} (k = 1, ..., 9) � ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû çàäà÷ (2.1), (2.2) è (2.1), (5.1) ñîîòâåòñòâåí-

íî; rankC = rank C̃ = rank C̃− = 4 ; C ∈ [C] , C̃ ∈ [C̃] , C̃− ∈ [C̃−] . Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0 , ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâó

∑9
k=1 |ωk− ω̃k| < δ , âûïîëíÿþòñÿ

∑4
i=1

∑8
j=1 |cij− c̃ij| < ε ,

∑4
i=1

∑8
j=1 |cij− c̃

−
ij | < ε .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî íàéäåííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñèñòåìà óðàâíåíèé
(3.1) èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðåøåíèå x1, x2, . . . , x10 ,
ïî êîòîðîìó íàõîäÿòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê) äâå ìàòðèöû

C , à èìåííî C = C̃ èëè C = C̃− . Êàê ïîêàçàíî âûøå, ïî çíà÷åíèÿì x1, x2, . . . , x10
îïðåäåëÿþòñÿ äâå ãðóïïû ìèíîðîâ Mijkl , M

−
ijkl è ïî íèì âîññòàíàâëèâàþòñÿ äâå ìàòðèöû

C .
Íàéäåííûå ìèíîðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Mijkl = Fn(ω1, ..., ω9), n = 1, ..., 10,

M−
ijkl = F−

n (ω1, ..., ω9), n = 1, ..., 10,

ãäå ôóíêöèè Fn(ω1, ..., ω9) , F
−
n (ω1, ..., ω9) ïîëó÷åíû èç ôóíêöèé fijkl ñ ïîìîùüþ êîíå÷-

íîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé Xj = Xj(x, ω) =
eλjx (j = 1, 2, 3, 4) ïî ïàðàìåòðàì ωk , ôóíêöèè fijkl(ωk) êàê ôóíêöèè îò ñóììû, ðàçíî-
ñòè è ïðîèçâåäåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïî
ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé ωk . Çíà÷èò, ôóíêöèè Fn(ω1, ..., ω9) , F

−
n (ω1, ..., ω9) òàêæå

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïî ïàðàìåòðàì ωk . Àíàëîãè÷íî, ñèñòåìà óðàâíåíèé

∆(ω̃ k) = x̃1 f1257(ω̃ k) + x̃2 f1268(ω̃ k)+
+x̃3 f1368(ω̃ k) + x̃4 f1278(ω̃ k)+
+x̃5 f1378(ω̃ k) + x̃6 f2478(ω̃ k)+

+x̃7 f1357(ω̃ k) + x̃8 f2468(ω̃ k) + x̃9 f1256(ω̃ k) + x̃10 f3478(ω̃ k) = 0,

â êîòîðîé

x̃1 = M̃1257 − M̃1356, x̃2 = M̃1268 − M̃2456,

x̃3 = M̃1368 + M̃2457, x̃4 = M̃1278 + M̃3456,

x̃5 = M̃1378 − M̃3457, x̃6 = M̃2478 − M̃3468,

x̃7 = M̃1357, x̃8 = M̃2468, x̃9 = M̃1256, x̃10 = M̃3478,

èìååò ðåøåíèå
M̃ijkl = Fn(ω̃1, ..., ω̃14), n = 1, ..., 10,

èëè
M̃−

ijkl = F−
n (ω̃1, ..., ω̃14), n = 1, ..., 10.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ôóíêöèè Fn(ω̃1, ..., ω̃9) è F−
n (ω̃1, ..., ω̃9)

òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïî ïàðàìåòðàì ω̃k .
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Òîãäà

|Mijkl(ω1, ..., ω9)− M̃ijkl(ω̃1, ..., ω̃9)| = |Fn(ω1, ..., ω9)− Fn(ω̃1, ..., ω̃9)| < ε1

è
|M−

ijkl(ω1, ..., ω9)− M̃−
ijkl(ω̃1, ..., ω̃9)| = |Fn(ω1, ..., ω9)− F−

n (ω̃1, ..., ω̃9)| < ε1,

êàê òîëüêî
∑9

k=1 |ωk − ω̃k| < δ .

Åñëè æå ìèíîðû Mijkl , M̃ijkl , M
−
ijkl , M̃

−
ijkl íå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (4.1), òî

ïîñëå êîððåêòèðîâêè ìèíîðîâ, íàïðèìåð, äëÿ ìèíîðîâ M1278 , M̃1278 , M
−
1278 , M̃

−
1278 , èìååì

|M1278 − M̃1278| = |M1257M1268/M1256 − M̃1257 M̃1268/M̃1256|,

|M−
1278 − M̃−

1278| = |M−
1257M

−
1268/M

−
1256 − M̃−

1257 M̃
−
1268/M̃

−
1256|.

Òàê êàê M1256 ̸= 0 , M−
1256 ̸= 0 , òî ôóíêöèè Gn(ω1, ..., ω9) = M1257M1268/M1256 è

Gn(ω̃1, ..., ω̃9) = M̃1257 M̃1268/M̃1256 , G
−
n (ω1, ..., ω9) = M−

1257M
−
1268/M

−
1256 è G−

n (ω̃1, ..., ω̃9) =

M̃−
1257 M̃

−
1268/M̃

−
1256 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ïàðàìåòðàì ωk è ω̃ k ñîîòâåòñòâåííî, êàê

ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Mijkl , M̃ijkl , M
−
ijkl , M̃

−
ijkl . Ñëåäîâàòåëüíî,

|M1256 − M̃1256| = |Gn(ω1, ..., ω9)−Gn(ω̃1, ..., ω̃9)| < ε2,

|M−
1256 − M̃−

1256| = |G−
n (ω1, ..., ω9)−G−

n (ω̃1, ..., ω̃9)| < ε2,

êàê òîëüêî
∑9

k=1 |ωk − ω̃k| < δ .

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì è äëÿ îñòàëüíûõ ìèíîðîâ ìàòðèö C è C̃ , ïîëó÷àåì

|Mijkl − M̃ijkl| < ε2,

|M−
ijkl − M̃−

ijkl| < ε2,

êàê òîëüêî
∑9

k=1 |ωk− ω̃k| < δ . Òàê êàê êîýôôèöèåíòû êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷ (2.1), (2.2)

è (2.1), (5.1) ìîãóò áûòü âûïèñàíû ïî ìèíîðàì Mijkl , M̃ijkl , M̃
−
ijkl ìàòðèö C , C̃ , C̃−

ñîîòâåòñòâåííî, òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèö C è C̃ âåðíî
∑4

i=1

∑8
j=1 |cij − c̃ij| < ε ,∑4

i=1

∑8
j=1 |cij − c̃ −

ij | < ε .
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ çàêðåïëåíèé òðóáû ñ æèäêî-

ñòüþ êîððåêòíî ïîñòàâëåíà. È â ñëó÷àå íåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèé òðóáû èìååò äâîéñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò ÷àñòîò ωk, (k = 1, ..., 9) .

6. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèö êðàåâûõ óñëîâèé

îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

Ïðèìåíåíèå íàéäåííîãî ìåòîäà ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ.
Ïðèìåð 1. Óïðóãîå çàêðåïëåíèå
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1), (2.2) ïðè ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ

r1 = 0, 0095ì, r = 0, 01ì, l = 5ì, ρ = 2, 7 · 103 êã/ì3,

ρ0 = 103 êã/ì3, V0 = 0ì/ñ, E = 6, 9 · 109H/ì2, p0 = 3 · 103H/ì2
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ñèñòåìû (òðóáà � æèäêîñòü). Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ 9 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω k çàäà-
÷è (2.1), (2.2):

ω1 = 21.67, ω2 = 60.87 , ω3 = 120.06 , ω4 = 198.98 , ω5 = 297.66 , ω6 = 416.08 , ω7 =
712.15 , ω8 = 889.79 , ω9 = 1087.18 .

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà ÝÂÌ ïîëó÷àåì, ÷òî ðàíã ñèñòåìû (3.1) ðàâåí 9, à åå ðåøåíèå
èìååò âèä:

x5 = −3K, x7 = K, x10 = −2K; îñòàëüíûå xi = 0.

Èç ðàâåíñòâà x7 = M1357 ̸= 0 èìååì a1 ̸= 0 , a3 ̸= 0 , b1 ̸= 0 , b3 ̸= 0 . Îòêóäà ïîëó÷àåì,
÷òî ìàòðèöà C (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åå ñòðîê) èìååò âèä:∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 a4 0 0 0 0
0 a2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 b4
0 0 0 0 0 b2 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ (K = 1).

Òîãäà ïîëó÷àåì a2 = 0 , b2 = 0 , a4 − b4 = −3 , a4 b4 = −2 . Îòêóäà èìååì a2 = 0 , b2 = 0 ,
a4 = −1 , b4 = 2 èëè a2 = 0 , b2 = 0 , a4 = −2 , b4 = 1 .

Çíà÷èò, ìàòðèöà C (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè) èìååò âèä∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ èëè

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 −2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâûå óñëîâèÿ òàêîâû:

X(0)−X ′′′(0) = 0, X ′′(0) = 0, X(1) + 2X ′′′(1) = 0, X ′′(1) = 0

èëè
X(0)− 2X ′′′(0) = 0, X ′′(0) = 0, X(1) +X ′′′(1) = 0, X ′′(1) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïî çàäàííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé òðóáû ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ,
ïîëó÷èëè, ÷òî ëåâûé êîíåö çàêðåïëåí ïðóæèíîé ñ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá,
ðàâíîé åäèíèöå, à ïðàâûé � ñ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá, ðàâíîé äâóì. Â òî
æå âðåìÿ èìååòñÿ åùå îäíî çàêðåïëåíèå ñ ïîäîáíûì ñïåêòðîì ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû,
à èìåííî çàêðåïëåíèå, ïðè êîòîðîì ëåâûé êîíåö çàêðåïëåí ïðóæèíîé ñ îòíîñèòåëüíîé
æåñòêîñòüþ íà èçãèá, ðàâíîé äâóì, à ïðàâûé � ñ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá,
ðàâíîé åäèíèöå.

Ïðèìåð 2. Ñâîáîäíàÿ îïîðà � çàäåëêà
Ðàññìîòðèì ñíîâà êðàåâóþ çàäà÷ó (2.1), (2.2) ïðè ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (òðóáà � æèä-

êîñòü). Èçâåñòíû 9 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω k çàäà÷è: ω1 = 14.65 , ω2 = 49.10 , ω3 = 103.34 ,
ω4 = 177.34 , ω5 = 271.09 , ω6 = 384.58 , ω7 = 670.79 , ω8 = 843.504 , ω9 = 1035.96 .

Íàéäåì êðàåâûå óñëîâèÿ, êîòîðûå èì ñîîòâåòñòâóþò. Ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ ïîëó÷àåì ðå-
øåíèå ñèñòåìû (3.1): x1 = K ; xi = 0 , i = 2, 3, . . . , 10.

Èç ðàâåíñòâà x1 = M1257 −M1356 = K ñëåäóåò, ÷òî M1257 ̸= 0 èëè M1356 ̸= 0 (èíà÷å
ðàíãè ìàòðèö A è B áûëè áû ðàâíû íóëþ, ÷òî íåâîçìîæíî). Íàéäåì òåïåðü èñêîìûå
ìàòðèöû C , ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñëó÷àÿì.

1. Ïóñòü M1257 ̸= 0 . Òîãäà a1 ̸= 0 , a2 ̸= 0 , b1 ̸= 0 , b3 ̸= 0 . Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
ìàòðèöà C (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè) èìååò âèä:∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 a4 0 0 0 0
0 1 a3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 b4
0 0 0 0 0 b2 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
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Èç ðàâåíñòâ M1357 = 0 , M1256 = 0 ïîëó÷àåì a3 = 0 , b2 = 0 , à èç ðàâåíñòâ x3 = M1368 +
M2457 = 0 , x4 =M1278 +M3456 = 0 èìååì a4 = 0 , b4 = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà C èìååò âèä:

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
2. Ïóñòü M1356 ̸= 0 . Òîãäà òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ñëó÷àå M1257 ̸= 0 , ïîëó÷àåì, ÷òî

ìàòðèöà C èìååò âèä:

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Çíà÷èò, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ íàéäåííûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ äâóõ ìàòðèö ïî-

ëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ (çàäåëêà)�(ñâîáîäíîå îïèðàíèå) è (ñâîáîäíîå îïèðàíèå)�(çàäåëêà):

X(0) = 0, X ′(0) = 0, X(1) = 0, X ′′(1) = 0;

X(0) = 0, X ′′(0) = 0, X(1) = 0, X ′(1) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëåíû âåðíî, òàê êàê èìåííî ýòèì çàêðåïëåíèÿì ïî
ðåøåíèþ ïðÿìîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò çàäàííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò êîëåáà-
íèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåïðîòåêàíèè æèäêîñòè ïî òðóáå çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ òðóáû âîñ-
ñòàíàâëèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê çàêðåïëåíèé ìåñòàìè.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ïî èçãèáíûì êîëåáàíèÿì òðóáû
ñ æèäêîñòüþ. Ïðèâåäåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ çàêðåïëåíèé òðóáû ñ
íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ ïî èçâåñòíûì ÷àñòîòàì åå èçãèáíûõ êîëåáàíèé.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ìåòîä ðåøåíèÿ ñâåäåí ê âîññòàíîâëåíèþ äâîéñòâåííûì
îáðàçîì ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ìèíîðàì ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ. Ðåøå-
íèå çàäà÷è ðàññìîòðåíî ïî èçâåñòíûì òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ÷àñòîò èçãèá-
íûõ êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âîññòàíîâ-
ëåíèÿ äâóõ ìàòðèö.

Ïî íàéäåííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ
çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû.
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Method of dual restoration on minors the senior orders of

a matrix of regional conditions in the return spectral task

for a pipe from not proceeding liquid

c⃝ G F. Sa�na2

Abstract. The decision method is given in work problems of diagnosing of any �xing of a narrow
pipe with not proceeding liquid. The method is reduced to restoration on minors the highest
orders of two matrixes of regional conditions of the return spectral tasks. The solution of a task
is considered at known exact and approximate values of frequencies of �exural �uctuations of the
pipe �lled liquid. On the found method of the solution of the return spectral task continuous
dependence of the decision on frequencies of �uctuations of a pipe is proved with not proceeding
liquid. Examples are given

Key Words: pipe from not proceeding liquid, frequencies of �uctuations, matrix of regional
conditions, minors matrixes, diagnosing of �xing, method of restoration of matrixes.

2 Associate professor of mathematical modeling and information security of Neftekamsk branch The Bashkir
state university; Neftekamsk Sa�nagf@mail.ru
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ÓÄÊ 541.127

Ìàòåìàòè÷åñêîå è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ðåøåíèÿ

îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê1À. Ñ. Èñìàãèëîâà2À. À. Àõìåðîâ3

Àííîòàöèÿ. Îãðîìíîå çíà÷åíèå äëÿ ñîâðåìåííîé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè èìååò èíòåíñèâíîå
ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, ïîÿâëåíèå âñå áîëåå áûñòðîäåéñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ.
Ýòî ïîçâîëÿåò âåñòè ñòàòèñòè÷åñêóþ îáðàáîòêó áîëüøèõ ìàññèâîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ ïî êèíåòèêå õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé, èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ îòäåëüíûå ñòàäèè ïðåâðàùåíèé, ñëîæíûå, òðåáóþùèå áîëüøîãî
îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè îòêëîíåíèÿ, ðàññ÷èòû-
âàòü ïðîòåêàíèå ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè áîëüøîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèàëüíûõ è
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàô õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, ìàðøðóò ðåàêöèè, ïðàâèëî Õîðèóòè.

1. Ââåäåíèå

Ïðè èññëåäîâàíèè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé äëÿ ïðàêòèêè íóæíî çíàòü íå òîëüêî âîçìîæ-
íîñòü îñóùåñòâëåíèÿ äàííîé ðåàêöèè, íî è ñêîðîñòü å¼ ïðîòåêàíèÿ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
äàåò õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé äîëæíû áûòü
èçâåñòíû íå òîëüêî íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, íî è ïóòü, ïî êîòîðîìó ïðî-
òåêàåò ðåàêöèÿ, à îí îáû÷íî çàðàíåå íå èçâåñòåí. Çíàÿ ýòè çàêîíîìåðíîñòè, ò.å. ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü èçó÷àåìîé ðåàêöèè è åå êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ìîæíî ðàññ÷èòàòü åå
ñêîðîñòü è îïòèìàëüíûå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ â ïðîìûøëåííîì ðåàêòîðå. Ñ èññëåäîâàíèÿ-
ìè êèíåòèêè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ñâÿçàíû âàæíåéøèå íàïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííîé õèìèè è
õèìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè: ðàçðàáîòêà ðàöèîíàëüíûõ ïðèíöèïîâ óïðàâëåíèÿ õèìè÷å-
ñêèìè ïðîöåññàìè; ñòèìóëèðîâàíèå ïîëåçíûõ è òîðìîæåíèå è ïîäàâëåíèå íåæåëàòåëüíûõ
õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé; ñîçäàíèå íîâûõ è óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñóùåñòâóþùèõ ïðîöåññîâ è
àïïàðàòîâ â õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè; èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ õèìè÷åñêèõ ïðîäóêòîâ, ìàòåðè-
àëîâ è èçäåëèé èç íèõ â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðèìåíåíèÿ è ýêñïëóàòàöèè. Öåëü íàñòîÿùåé
ðàáîòû � ðàçðàáîòêà ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùåé íàõîäèòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ìàðøðóòû
ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ïðåäñòîèò âûïîëíèòü ñëåäóþ-
ùèå çàäà÷è:

� èçó÷èòü ìåòîäû è àëãîðèòìû, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïîèñêå ìàðøðóòîâ õèìè÷å-
ñêèõ ðåàêöèé;

� íà îñíîâå àëãîðèòìîâ íàïèñàòü ïðîãðàììó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî áóäåò îïðåäå-
ëÿòü ìàðøðóòû ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé;

� ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ìàðøðóòû íåêîòîðûõ ðåàêöèé.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; s.spivak@bashnet.ru.

2 Äîêòîðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; ismagilovaas@rambler.ru.

3 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; aaazat@list.ru.
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2. Òåîðåòèêî-ãðàôîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îïè-

ñàíèå ðåøåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ïðèìåíÿåòñÿ òåîðèÿ ãðàôîâ, êîòîðàÿ èìå-
åò äàâíþþ èñòîðèþ ïðèìåíåíèÿ ê ïðèêëàäíûì çàäà÷àì, áëàãîäàðÿ ÷åìó ðàçâèâàëñÿ åå
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

Îáùèì ìåòîäîì ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ ðåàêöèé ñòàëè ãðà-
ôû, ââåäåííûå À.È. Âîëüïåðòîì [1]. Âîçíèêàþò àëãåáðàè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåõàíèç-
ìà â âèäå ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ è ìîëåêóëÿðíûõ ìàòðèö è ãåîìåòðè÷åñêàÿ � â âèäå ãðàôà
Âîëüïåðòà. Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìàðøðóòà. Ìàðøðóò áûë ââåäåí
êàê âåêòîð, óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ êîòîðîãî íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàäèè ìåõàíèçìà ñëîæ-
íîé ðåàêöèè âìåñòå ñ ïîñëåäóþùèì ñëîæåíèåì ñòàäèé ïðèâîäèò ê èòîãîâîìó óðàâíåíèþ
ðåàêöèè, êîòîðîå óæå íå ñîäåðæèò ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ.

Êàæäîìó íåçàâèñèìîìó ìàðøðóòó â äâóäîëüíîì ãðàôå ñèñòåìû ðåàêöèè ñîîòâåòñòâóåò
îäèí ïîäãðàô ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) ïîäãðàô ñîäåðæèò òîëüêî òå âåðøèíû-âåùåñòâà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåí-
òàì ìàðøðóòà ñèñòåìû ðåàêöèé, ñâÿçàííûõ áàëàíñíûì ñîîòíîøåíèåì;

á) ïîäãðàô íå ñîäåðæèò âåðøèíû-âåùåñòâà, èíöèäåíòíûå òîëüêî âåðøèíàì-ðåàêöèÿì,
íå ïðèíàäëåæàùèì âûäåëåííîìó ãðàôó;

â) êàæäàÿ âåðøèíà-ðåàêöèÿ âûäåëåííîãî ïîäãðàôà èìååò ðàâíûå âåñà âõîäÿùèõ è âåñà
èñõîäÿùèõ.

Åñëè â ïîäãðàôå õîòÿ áû äëÿ îäíîé âåðøèíû-ðåàêöèè ïîëóñòåïåíè çàõîäà è âûõîäà
ðåáåð íå ðàâíû, òî ââîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ãðàôè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà. Íåêîòîðûì âåðøèíàì-
ðåàêöèÿì, ïðèíàäëåæàùèì âûäåëåííîìó ïîäãðàôó, ïðèïèñûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò (ò.å.
óìíîæàåòñÿ íà ïîäõîäÿùåå ÷èñëî). Ïðè ýòîì âåñà âñåõ äóã, èíöèäåíòíûõ äàííîé âåðøèíå,
óìíîæàþòñÿ íà òîò æå êîýôôèöèåíò. Ýòîò êîýôôèöèåíò ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû äëÿ âñåõ âåðøèí-ðåàêöèé äàííîãî ïîäãðàôà âåñà âõîäÿùèõ ðåáåð áûëè ðàâíû âåñàì
èñõîäÿùèõ äóã.

Â ðåàëüíûõ õèìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êàæäîìó íåçàâèñèìîìó ìàðøðóòó îòâå÷àåò ëèáî
öèêëè÷åñêèé ïîäãðàô, ëèáî êîìáèíàöèÿ öèêëîâ, ñîåäèíåííûõ ìîñòàìè. Àïïàðàò òåîðèè
ãðàôîâ ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü öèêëè÷åñêèå ïîäãðàôû è òåì ñàìûì íàõîäèòü íåçàâèñèìûå
ìàðøðóòû â çàäàííîé ðåàêöèè. Ïðè íàõîæäåíèè ìàðøðóòîâ ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ ðåàê-
öèé íàðÿäó ñ ìåòîäàìè ëèíåéíîé àëãåáðû èñïîëüçóåòñÿ àíàëèç ñâÿçíîãî îðèåíòèðîâàííîãî
äâóäîëüíîãî ãðàôà. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [2].

Ò å î ð å ì à 2.1. Ìàðøðóò ðåàêöèè åñòü öèêëè÷åñêèé ïîäãðàô èñõîäíîãî ãðàôà.
Îáúåäèíåíèå òàêèõ ïîäãðàôîâ îáðàçóåò ïîëíûé ãðàô, ò.å. ãðàô èñõîäíîé ñèñòåìû ðåàê-
öèè. ×èñëî íåçàâèñèìûõ ìàðøðóòîâ ðàâíî ÷èñëó íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ãðàôà Âîëüïåðòà.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìåõàíèçì ðåàêöèè ðàñïàäàåòñÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ñòàäèé è (èëè) ñî-
äåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâ, äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàðøðóòîâ ýôôåêòèâíî èñïîëüçó-
åòñÿ ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè. Ïîä ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè ïîíèìàþò ìàòðèöó Q = ∥qij∥
ðàçìåðà (n×m) , â êîòîðîé ñòîëáöàì ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíû, à ñòðîêàì �
ðåáðà ãðàôà. Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà qij = 1 , åñëè â ãðàôå èìååòñÿ äóãà ej = (vi, vk) ,
â êîòîðîé âåðøèíà vi íà÷àëüíàÿ; qij = −1 , åñëè â ãðàôå èìååòñÿ äóãà ej = (vk, vi) , â êî-
òîðîé âåðøèíà vi êîíå÷íàÿ; qij = 0 âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Àíàëèç ìàðøðóòîâ íà ãðàôå ðåàêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè äî-
ïóñêàåò êîìïüþòåðíóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ òðèýòèëàëþìèíè-
åì [3]:
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1)A1 +
1
2
A2 ↔ 1

2
A3 +

1
2
A4

2)A1 + A3 → A4 + A12

3)A3 + A4 → A2 +
1
2
A6 +

1
2
A13

4)A3 → A5 + A13

5)A1 + A5 → A13 + A8

6)A5 + A9 → A10

7)A1 + A10 → A3 + A11

8)A1 +
1
2
A6 → A4 +

1
2
A7

9)A7 → A3 + A5

ãäå
A1 = Al (C2H5)3
A2 = CpZrCl2
A3 = Cp2Zr (C2H5)Cl · Al (C2H5)3
A4 = ClAl (C2H5)2
A5 = Cl2ZrCH4CH2Al (Cl) (C2H5)2
A6 = (Cl)Cp2ZrCH2CH2ZrCp2 (Cl) · 2 [ClAl (C2H5)2]
A7 = (Cl)Cp2ZrCH2CH2ZrCp2 (Cl) · 2 [Al (C2H5)3]
A8 = Cp2Zr (Cl)CH2CHZrCp2 (Cl) [Al (C2H5)2]2
A9 = CH2CHR
A10 = Cp2Zr (Cl)CH2CHRCH2CH2Al (C2H5)2
A11 = (C2H5)Al (CH2)3CHR
A12 = Cp2Zr (C2H5)2 · Al (C2H5)
A13 = C2H6

R = Bu, Ph èëè SiEt3
Ïóñòü [X1, X2, X3, X4, X5] = [A1, A4, A9, A11, A13] � èñõîäíûå âåùåñòâà è ïðîäóêòû ðå-

àêöèè, [Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Y8] = [A2, A3, A5, A6, A7, A8, A10, A12] � ïðîìåæóòî÷íûå âå-
ùåñòâà.

Ìàòðèöà ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ:

Γ =



−1 1
2

0 0 0 −1
2

1
2

0 0 0 0 0 0
−1 1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 1
1 −1 0 0 1

2
0 −1 0 1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 −1 1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 1 0 0 −1 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 −1 0 0 0 1 0
−1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 −1 0
−1 1 0 0 0 0 0 0 −1

2
1
2

0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 −1 0 0 0


Ñîãëàñíî ïðàâèëó Õîðèóòè ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìàðøðóòîâ P = S − J , ãäå S � ÷èñëî

ñòàäèé, J � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ. ×èñëî íåçàâèñèìûõ ïðîìåæó-
òî÷íûõ âåùåñòâ ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîìåæóòî÷-
íûõ âåùåñòâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ìåõàíèçìå P = 2 .

Íà Ðèñóíêå 2.1 ïðåäñòàâëåí ãðàô ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ òðèýòèë-
àëþìèíèåì.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãðàô ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ òðèýòèëàëþìèíèåì

Âåðøèíû-âåùåñòâà îáîçíà÷åíû íà ðèñóíêå êðóãàìè, âåðøèíû-ðåàêöèè � êâàäðàòàìè.
Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ãðàôà. Âûïè-

øåì ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè äëÿ ãðàôà ìåõàíèçìà ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôè-
íîâ òðèýòèëàëþìèíèåì. Ìàòðèöà ñîñòîèò èç 22 ñòîëáöîâ (ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí: ïåðâûå
5 ñòîëáöîâ äëÿ èñõîäíûõ âåùåñòâ è ïðîäóêòîâ ðåàêöèè (Xi, 1 ≤ i ≤ 5) , äàëåå 8 ñòîëá-
öîâ äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ (Yj, 1 ≤ j ≤ 8) è ïîñëåäíèå 9 ñòîëáöîâ äëÿ ðåàêöèé
(Wk, 1 ≤ k ≤ 9) ) è 34 ñòðîê (ïî êîëè÷åñòâó ðåáåð ãðàôà). Ïî ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè öèê-
ëû íàõîäÿòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó. Ïîèñê öèêëà íà÷èíàåì ñ 1, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ
â ñòîëáöå, îáîçíà÷àþùåì âåðøèíó-ðåàêöèþ. Îñóùåñòâëÿåì ïåðåõîä îò 1 ê -1 â ñòðîêå,
äàëåå îò -1 ê 1 â ñòîëáöå è ò.ä. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðèäåì ê 1, ñ
êîòîðîé íà÷àëè ¾äâèæåíèå¿. Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó ñòîëáöó çàïîìèíàåì íîìåð, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé íîìåðó ñòàäèè èëè âåùåñòâà, ó÷àñòâóþùåãî â ðåàêöèè. Ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âåðøèí-ðåàêöèé è âåðøèí-âåùåñòâ îáðàçóåò íåêîòîðûé öèêëè÷åñêèé ïîäãàô
ãðàôà Âîëüïåðòà èññëåäóåìîé ñèñòåìû ðåàêöèé. Âûáîð íà÷àëà öèêëà ïðîèñõîäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: áåðåòñÿ 14-é ñòîëáåö (ðåàêöèÿ W1 ) è â íåì èùåì ñòðîêè, ñîäåðæàùèå 1, ñ
ýòèõ 1 è íà÷èíàåì ïîèñê. Ïîñëå òîãî êàê ìû íàøëè âñå ïîäõîäÿùèå öèêëû, íà÷èíàþùèåñÿ
ñ ïåðâîé ðåàêöèè, ïåðåõîäèì ê ñòîëáöó 15 (ðåàêöèÿ W2 ) è èùåì 1 â íåì è ò.ä. (Ðèñóíîê
2.2). Öèêë îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: [(12, 16) � (12, 9) � (29, 9) � (29, 21) � (31, 21)
� (31, 10) � (32, 10) � (32, 22) � (34, 22) � (34, 8) � (21, 8) � (21, 19) � (23, 19) � (23, 12)
� (25, 12) � (25, 20) � (26, 20) � (26, 7) � (9, 7) � (9, 16) � [(12, 16)] , ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí W3 � W8 � W9 � W6 � W7 � W3 .
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Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ñõåìà íàõîæäåíèÿ ìàðøðóòà M1 ïî ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè

Ïðè ïîèñêå öèêëîâ ïî ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ìû ïîëó÷èì
ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñðåäè êîòîðûõ åñòü òàêèå, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäíî-
ìó è òîìó æå ïîäãðàôó, íî íà÷èíàþòñÿ ñ ðàçíûõ âåðøèí. ×òîáû èñêëþ÷èòü ïîäîáíûå
ïîâòîðåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñðàâíåíèÿ. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ñðàâíèâàåò
äëèíû ïîëó÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, è, åñëè îíè ðàâíû, ïðîâåðÿåò, íå ÿâëÿåòñÿ ëè
îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾êîïèåé¿ äðóãîé, òîëüêî ñî ñìåùåíèåì. Ïîñëå ÷åãî, åñëè ñóùå-
ñòâóåò íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé-¾êîïèé¿, ïðîãðàììà îñòàâëÿåò òîëüêî îäíó èç íèõ,
à îñòàëüíûå óäàëÿåò.

Äàëåå èç ïîëó÷èâøåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïèøåì âåêòîð, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî
ðàâíà êîëè÷åñòâó ñòàäèé ðàññìàòðèâàåìîãî ìåõàíèçìà ðåàêöèè. Âåêòîð ôîðìèðóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: i -ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ðàâíà 1, åñëè i -ÿ âåðøèíà-ðåàêöèÿ âõîäèò â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííóþ ðàíåå (ó÷èòûâàåì ÷òî â ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèíû-
ðåàêöèè âõîäÿò ïîä íîìåðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì èì â ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè), èíà÷å ýòà
êîîðäèíàòà ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, èç íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷èì âåêòîð
M1 =

(
0 0 1 0 0 1 1 1 1

)
.

Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íàä âñåìè ïîëó÷åííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.
Òåïåðü íóæíî èç âñåõ ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ âûäåëèòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûå. Äëÿ ýòî-

ãî ïîñ÷èòàåì ðàíã ìàòðèöû, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà, ìåòîäîì Ãàóññà. ×èñëî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ðàâíî ðàíãó r ìàòðèöû, âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâûì r ñòðî-
êàì ïîëó÷åííîé ìàòðèöû (ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâîê) áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè èòîãîâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå ñóììîé âñåõ
ñòàäèé ñ ó÷åòîì óìíîæåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòó âåêòîðà, áàëàíñíîìó ñîîò-
íîøåíèþ. Åñëè ýòî íå òàê, òî íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü òàêèå êîýôôèöèåíòû, ïðè óìíîæå-
íèè êîòîðûõ íà îïðåäåëåííûå êîîðäèíàòû âåêòîðà âûïîëíÿåòñÿ áàëàíñíîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ èòîãîâîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäáîð êîýôôèöèåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû â èòîãîâîì óðàâíåíèè íå ñîäåðæàëîñü ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ. Ýòî óñëîâèå
ìîæíî çàïèñàòü òàê: S · Z = 0 , ãäå S � ýòî ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì
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òîé ÷àñòè ñòåõèîìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîìåæó-
òî÷íûõ âåùåñòâàõ, Z � ìàðøðóò � âåêòîð-ñòîëáåö. Äàëåå îòáðàñûâàåì íóëåâûå ñòîëáöû
ìàòðèöû S , îíè ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì êîîðäèíàòàì âåêòîðà Z . Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, íåèçâåñòíûìè áóäóò íåíóëåâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà Z .
Ðåøàÿ ìåòîäîì Ãàóññà äàííóþ ñèñòåìó, íàéäåì ïîäõîäÿùèå êîýôôèöèåíòû.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàðøðóò: M1 =
(
0 0 2 0 0 1 1 2 1

)
.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì òàêæå ìàðøðóò M2 =(
0 0 0 1 0 1 1 0 0

)
.

Èòîãîâîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå ìàðøðóòàì M1 è M2 :

A1 + A9 = A11 + A13

Âñå îïèñàííûå âûøå àâòîìàòèçèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà ÿçûêå ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ C ++ .

3. Îïèñàíèå ðàáîòû ïðîãðàììû

Àëãîðèòì ðàáîòû ïðîãðàììû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áëîê-ñõåìû (Ðèñóíîê 3.1).

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Áëîê-ñõåìà ïðîãðàììû

Äëÿ ïîèñêà ìàðøðóòîâ ðåàêöèè ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû íåîáõîäèìî
ââåñòè ÷èñëî ðåàêöèé, îáùåå ÷èñëî âåùåñòâ, ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ è ìàòðèöó
ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, äëÿ âûâîäà èòîãîâûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî òàêæå
ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè (Ðèñóíîê 3.2).
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ââîä âõîäíûõ äàííûõ â ïðîãðàììó

Ïîñëå ââîäà êîëè÷åñòâà ðåàêöèé, âåùåñòâ, ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ, ïðîãðàììà àâòî-
ìàòè÷åñêè îïðåäåëèò ðàçìåðíîñòü ñòåõèîìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû. Äàëåå, ïåðåõîäèì ê ïóíê-
òó 2 ïðîãðàììû è ââîäèì ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû è îáîçíà÷åíèÿ âåùåñòâ. Ïîñëå
ââîäà äàííûõ íà ýêðàíå ïîÿâëÿåòñÿ ñïèñîê ìàðøðóòîâ è ñòàíîâÿòñÿ àêòèâíûìè êíîïêè
äëÿ ïðîñìîòðà ðåçóëüòàòîâ(Ðèñóíîê 3.3).

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Îêíî ïðîãðàììû ñ ââåäåííûìè äàííûìè
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Âûáðàâ ìàðøðóò èç ïîÿâèâøåãîñÿ ñïèñêà è íàæàâ íà êíîïêó ¾Ïîêàçàòü ìàðøðóò¿,
ïîÿâèòñÿ îêíî, â êîòîðîì îòîáðàæàþòñÿ êîîðäèíàòû âûáðàííîãî ìàðøðóòà-âåêòîðà, ñîîò-
âåòñòâóþùåå åìó èòîãîâîå óðàâíåíèå è öèêëè÷åñêèé ïîäãðàô ïîëíîãî ãðàôà, îòâå÷àþùèé
äàííîìó ìàðøðóòó(Ðèñóíîê 3.4).

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Âûâîä ìàðøðóòà è ñîîòâåòñòâóþùåãî èòîãîâîãî óðàâíåíèÿ

Òàêæå ìîæíî ïðîñìîòðåòü ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè èññëåäóåìîãî ìåõàíèçìà ðåàêöèè.
Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè â ïðîãðàììå âû÷èñëÿåòñÿ èñõîäÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ñòåõèîìåò-
ðè÷åñêîé ìàòðèöû. Ñíà÷àëà áåðåòñÿ ïåðâàÿ ñòðîêà ñòåõèîìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ òå ñòîëáöû, çíà÷åíèå êîòîðûõ íå ðàâíî íóëþ. Åñëè çíà÷åíèå îòðèöàòåëüíîå, òî â
ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåì ñòîëáöå ñòàâèòñÿ 1, à â ñòîëá-
öå W1 (âûäåëåííîãî ïîä ðåàêöèþ 1) ñòàâèòñÿ -1. Åñëè æå çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíîå, òî
â ñòîëáöå ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñòîëáöó â ñòåõèîìåòðè÷åñêîé
ìàòðèöå, ñîäåðæàùåì äàííîå çíà÷åíèå, ñòàâèòñÿ -1, à â ñòîëáöå ñòàâèòñÿ 1. Äëÿ êàæ-
äîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ â ñòåõèîìåòðè÷åñêîé ìàòðèöå âûäåëÿåòñÿ îòäåëüíàÿ ñòðîêà â
ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè. Àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ ñòðîê. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ñòåõèîìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòîëáöû â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè íå çàïîëíÿòñÿ çíà÷åíèÿìè 1
è -1.

Â ïðîãðàììå òàêæå ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü âûâîäà ïîëíîãî ãðàôà ðàññìàòðèâàåìîãî
ìåõàíèçìà íà ýêðàí íàæàòèåì íà êíîïêó �Ãðàô ìåõàíèçìà ðåàêöèè� (Ðèñóíîê 3.5).
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Ð è ñ ó í î ê 3.5

Ãðàô ìåõàíèçìà ðåàêöèè

Ïðîãðàììà ïðåäóñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ òåêóùåãî ìå-
õàíèçìà è îòêðûòèå ðàíåå óæå èññëåäîâàííîãî ìåõàíèçìà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ââåñòè
íàçâàíèå ìåõàíèçìà è â ìåíþ âûáðàòü ¾Ôàéë¿ � ¾Ñîõðàíèòü ìåõàíèçì¿, ¾Ôàéë¿ � ¾Ñî-
õðàíèòü ìåõàíèçì¿ ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ìåõàíèçìà ðåàêöèè â îò÷åò ôîðìàòà MS Word.

4. Çàêëþ÷åíèå

Èñõîäÿ èç ïðîäåëàííîé ðàáîòû è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä,
÷òî ïîñòðîåííàÿ íà îïèñàííûõ â èññëåäîâàíèè àëãîðèòìàõ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àíà-
ëèçà ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé àäåêâàòíà. Òàêæå ìû óáåäèëèñü, ÷òî ðàç-
ðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà, îñíîâîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íàøà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è,
âûïîëíÿåòñÿ êîððåêòíî è ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ïðè ïîèñêå ìàðøðóòîâ êîíêðåòíûõ ðå-
àêöèé.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðîäîëæåíèå òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàììû ïóòåì èññëåäîâà-
íèÿ íîâûõ ìåõàíèçìîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Òàêæå âåäåòñÿ ðàáîòà ïî ðàññïàëåëèâàíèþ
ïðîãðàììíîãî êîäà ïðîãðàììû, ÷òî ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììó äëÿ ìåõàíèçìîâ ñ
î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì ðåàêöèé è ó÷àñòâóþùèõ âåùåñòâ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñèñòåìàõ.
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Abstract. The intense development of the techniques calculate and the appearance of the faster
computers have the immense meaning for the modern chemical kinetics. It allows to do the
statistical treatment of large arrays of experimental data on kinetics of chemical transformations,
to utilize for �nding of kinetic parameters, characterizing the separate stages of transformations,
di�cult, requiring the large volume of computational work of procedure of minimization of function
of de�ection, calculate �owing of processes described the systems of large number of di�erential
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ÓÄÊ 517.521.8

Ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

c⃝ À. Î. Ñûðîìÿñîâ1

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä áûñòðîãî ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ, îáùèé ÷ëåí êîòîðûõ � ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, çàòóõàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ñóììèðîâàíèåì
ìåòîä ïîçâîëÿåò íà ïîðÿäêè ñîêðàòèòü ÷èñëî ñëàãàåìûõ ðÿäà, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ
çàäàííîé òî÷íîñòè. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä, óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè, ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
ìóëüòèïîëü.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî, òåðìîäèíàìè÷åñêîãî èëè ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â äèñïåðñíîé ñðåäå ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü ðåøàòü
óðàâíåíèå Ëàïëàñà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Åñëè ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ñòðóêòóðó, îá-
ðàçóåìóþ ÷àñòèöàìè âçâåñè, ïðàêòè÷åñêè ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íîé [1]. Â ýòîì ñëó-
÷àå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâóþùåé
â äèñïåðñíîé ñðåäå ñòðóêòóðû è ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû åãî îáùèé ÷ëåí íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèëñÿ ê
íóëþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñëàãàåìûå áåñêî-
íå÷íîé ñóììû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ò.í. ìóëüòèïîëåé � ôóíêöèé âèäà

Li1···iM (x⃗) =
∂

∂xi1
· · · ∂

∂xiM

( 1

|x⃗|

)
, (1.1)

ãäå M � ðàíã ìóëüòèïîëÿ, x⃗ = (x1, x2, x3) � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò O .

Åñëè äèñïåðñíûå ÷àñòèöû îáðàçóþò òðåõìåðíóþ ðåøåòêó Áðàâý ñ ïåðèîäàìè τ⃗1 , τ⃗2 ,
τ⃗3 , òî öåíòð ëþáîé èç íèõ èìååò ðàäèóñ-âåêòîð âèäà r⃗ n = nsτ⃗s , ãäå ns � öåëûå ÷èñëà.
Ïî îäèíàêîâûì èíäåêñàì çäåñü è íèæå ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3. Â
ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ íàéòè

L∞
i1···iM (x⃗) =

∞∑
n1=−∞

∞∑
n2=−∞

∞∑
n3=−∞

Li1···iM (x⃗− r⃗ n). (1.2)

Èíîãäà (íàïðèìåð, ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ) ÷àñòèöû âçâåñè îáðàçóþò îäíî-
ìåðíóþ öåïî÷êó [2]. Ïóñòü îíà âûòÿíóòà âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè Ox1 è èìååò ïåðèîä r .
Òîãäà ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö çàäàþòñÿ âåêòîðàìè r⃗N = (rN, 0, 0) , ãäå N � öåëîå, è ñëåäóåò
ïðîñóììèðîâàòü ðÿä

L∞
i1···iM (x⃗) =

∞∑
N=−∞

Li1···iM (x⃗− r⃗N). (1.3)

Íàèáîëåå ïðîñòûì ïîäõîäîì ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé ôóíêöèé âèäà (1.2), (1.3) ñëóæèò
ïðÿìîå ñóììèðîâàíèå: îáùèé ÷ëåí ðÿäà îñòàåòñÿ ïðåæíèì, à ïåðåìåííûå n1 , n2 , n3 èëè

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; syal1@yandex.ru.
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N èçìåíÿþòñÿ â áîëüøèõ, íî êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ äîñòèæåíèå çàäàííîé
òî÷íîñòè. Íàïðèìåð,

∞∑
N=−∞

uN ≈
N0∑

N=−N0

uN . (1.4)

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïðè ìàëûõ ðàíãàõ ìóëüòèïîëåé M íåâåëèêà,
òàêîé ìåòîä ìàëîýôôåêòèâåí.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ ñóììèðîâàíèå ìîæíî óñêîðèòü, íàçíà÷èâ
êàæäîìó óçëó ñèñòåìû äèàïàçîí çíà÷åíèé N , ëåæàùèé â ðàìêàõ èñõîäíîãî −N0 . . . N0 .
Íî áîëåå ýôôåêòèâåí ñïîñîá óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè, ýêîíîìÿùèé âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóð-
ñû. Îí îñíîâàí íà çàìåíå ðÿäà äðóãèì, èìåþùèì òó æå ñóììó, ïðè ýòîì ñëàãàåìûå ïî-
ëó÷åííîãî ðÿäà óáûâàþò ãîðàçäî áûñòðåå. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ðÿäîâ (1.2) ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî òåòà-ïðåîáðàçîâàíèå [3, 4].

Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñóììàì (1.3) çàòðóäíåíî, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà è ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè íå ñîâïàäàþò: â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî �âêëà-
äûâàåòñÿ� îäíîìåðíàÿ, à íå òðåõìåðíàÿ, êàê â (1.2), ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Ïîìèìî
ýòîãî, â ñëó÷àå òðåõìåðíîé ðåøåòêè àðãóìåíò x⃗ ìîæíî ñ÷èòàòü îãðàíè÷åííûì ÿ÷åéêîé
ïåðèîäè÷íîñòè. Åñëè ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà îòíîñèòåëüíî îäíîìåðíîé öå-
ïî÷êè, òî îãðàíè÷åíà ëèøü îäíà èç êîîðäèíàò: |x1| ≤ r/2 .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1.3), íå îñíî-
âàííûé íà òåòà-ïðåîáðàçîâàíèè.

2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìóëüòèïîëåé

Ïðåäâàðèòåëüíî ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ôóíêöèé (1.1), êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû âïî-
ñëåäñòâèè.

Î÷åâèäíî, çíà÷åíèå (1.1) íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì,
ïîýòîìó ìóëüòèïîëü ñèììåòðè÷åí ïî âñåì ñâîèì èíäåêñàì.

Ïîñêîëüêó ëþáîé ìóëüòèïîëü åñòü ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è

∂2

∂xj∂xk
Li1···iM (x⃗) = Li1···iM jk(x⃗),

òî åãî ñâåðòêà ïî äâóì ëþáûì èíäåêñàì ðàâíà íóëþ:

Li1···iM jj(x⃗) = 0. (2.1)

Òàê êàê |x⃗| � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ x⃗ , òî ôóíêöèè (1.1) ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè, åñëè M (÷èñëî
îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòå) äåëèòñÿ íà 2, è íå÷åòíûìè â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå. Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ôóíêöèé (1.2), (1.3), ïðè÷åì äëÿ ðÿäîâ (1.2) îíî
äîêàçàíî â [5]. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ðÿäîâ (1.3) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî; â íåì èñïîëüçóåòñÿ
áåñêîíå÷íîñòü öåïî÷êè, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå.

Â ÿâíîì âèäå ìóëüòèïîëü M -ãî ðàíãà (1.1) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Li1···iM = (−1)M
⌈M/2⌉∑
k=0

(−1)k
(2M − 2k − 1)!!

|x⃗|2M−2k+1
δ(i1i2 . . . δi2k−1i2kxi2k+1

. . . xiM)
. (2.2)

Çäåñü ⌈y⌉ � öåëàÿ ÷àñòü y , âçÿòàÿ ñ èçáûòêîì, δjk � äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïî èí-
äåêñàì, âçÿòûì â êðóãëûå ñêîáêè, ïðîèçâîäèòñÿ ñèììåòðèçàöèÿ áåç äåëåíèÿ íà ÷èñëî
ñëàãàåìûõ.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè M = 1, 2, 3 ðàâåíñòâî (2.2) äàåò

Li1(x⃗) = − xi1
|x⃗|3

, Li1i2(x⃗) = 3
xi1i2
|x⃗|5

− 1

|x⃗|3
δi1i2 ,

Li1i2i3 = −15
xi1i2i3
|x⃗|7

+
3

|x⃗|5
(δi1i2xi3 + δi1i3xi2 + δi2i3xi1).

Ñ óâåëè÷åíèåì M ñëîæíîñòü âûðàæåíèé áûñòðî ðàñòåò.
Èç (1.1) è (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ìóëüòèïîëü M -ãî ðàíãà åñòü îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ x⃗ ïî-

ðÿäêà −(M + 1) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C(M) , ÷òî

|Li1···iM (x⃗)| ≤ C(M)

|x⃗|M+1
. (2.3)

Îöåíèì ýòó ïîñòîÿííóþ.
Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ êàæäîìó k â (2.2), ðàâíî

CM−2k
M · (2k)!

(2!)kk!
=

M !

2kk!(M − 2k)!
.

Â ñàìîì äåëå, èç M âîçìîæíûõ èíäåêñîâ M −2k âûäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòàì âåêòîðà x⃗ , à
îñòàëüíûå 2k � ñèìâîëàì Êðîíåêåðà. Ýòè 2k íîìåðîâ i1, . . . , i2k íàäî ðàçáèòü íà k ïàð
è ó÷åñòü ñèììåòðèþ äåëüòà-ñèìâîëîâ, ÷òî è äàåò óêàçàííîå âûøå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Ñëàãàåìûå (2.2) ìàêñèìàëüíû ïî ìîäóëþ, åñëè âåêòîð x⃗ = (|x⃗|, 0, 0) . Â ýòîì ñëó÷àå

Li1···iM (x⃗) =
(−1)MM !

2M |x⃗|M+1

⌈M/2⌉∑
k=0

(−1)kAk, Ak =
(2M − 2k)!

k!(M − k)!(M − 2k)!
.

Ïîñêîëüêó âñå Ak ïîëîæèòåëüíû, ñóììà ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùåéñÿ è ïî ìîäóëþ íå
ïðåâûøàåò Ak0 � íàèáîëüøåãî èç Ak . Òåì ñàìûì,

C(M) =
M !

2M
· (2M − 2k0)!

k0!(M − k0)!(M − 2k0)!
(2.4)

×òîáû âû÷èñëèòü k0 , íàéäåì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå k , ïðè êîòîðîì Ak+1/Ak ≥ 1 , è
ó÷òåì, ÷òî 0 ≤ k0 ≤ ⌈M/2⌉ . Â èòîãå

k0 =

{
0, M ≤ 4;⌈

2M−2−
√

2M(M+1)

4

⌉
, M ≥ 5.

(2.5)

3. Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà áûñòðîãî ñóììèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
óçëû öåïî÷êè, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå, ðàçáèâàþòñÿ íà �áëèæíþþ� è �äàëü-
íþþ� ãðóïïû. Ïî óçëàì �áëèæíåé� ãðóïïû ñóììèðóþòñÿ ñàìè ìóëüòèïîëè, à ïî óçëàì
�äàëüíåé� � èõ òåéëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì x⃗ :

L∞
i1···iM (x⃗) ≈

N0∑
N=−N0

Li1···iM (x⃗− r⃗N) +
∑

|N |>N0

D∑
K=0

1

K!
Li1···iM j1···jk(−r⃗N)xj1 · . . . · xjK . (3.1)
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×èñëî N0 , çàäàþùåå ãðàíèöó äâóõ ãðóïï, ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì: ðàçëî-
æåíèÿ ìóëüòèïîëåé â ðÿä Òåéëîðà äîëæíû ñõîäèòüñÿ, à çíà÷èò, |x⃗| äîñòàòî÷íî ìàë ïî
ñðàâíåíèþ ñ |r⃗N | . Ó÷åò �äàëüíèõ� ñëàãàåìûõ äîëæåí ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ (1.4); ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòè ýòî ïðè-
âåäåò ê ñíèæåíèþ êîëè÷åñòâà çàäåéñòâîâàííûõ óçëîâ 2N0 + 1 .

Èçáàâèìñÿ îò ñóììèðîâàíèÿ â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî ââå-
äåì îáîçíà÷åíèå

L′
i1···iM (⃗0) =

∑
N ̸=0

Li1···iM (−r⃗N). (3.2)

Ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò ëèøü îò íàáîðà èíäåêñîâ è îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öåïî÷êè
óçëîâ, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå. Ñ öåëüþ áîëåå ïîäðîáíîãî åå èññëåäîâàíèÿ
ïðèìåíèì òåîðèþ òåíçîðíûõ ôóíêöèé [6].

Äëÿ èçó÷àåìîé öåïî÷êè Ox1 � ïîâîðîòíàÿ îñü áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè Ox1x2 è Ox1x3 , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íåå, ñëóæàò ïëîñêîñòÿìè çåðêàëüíîé ñèì-
ìåòðèè. Çåðêàëüíîé ÿâëÿåòñÿ è ïëîñêîñòü Ox2x3 , ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè Ox1 . Òåì ñàìûì,
âåëè÷èíà (3.2) èìååò ñèììåòðèþ òåêñòóðû m · ∞ : m , êîòîðàÿ çàäàåòñÿ òåíçîðíûì áà-

çèñîì δ⃗ , b⃗ . Çäåñü è äàëåå δ⃗ = e⃗ 21 + e⃗ 22 + e⃗ 23 � ñèìâîë Êðîíåêåðà, b⃗ = e⃗1 , âåêòîðû e⃗1 ,
e⃗2 , e⃗3 � îðòû êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.1) è ñèììåòðèè ìóëüòèïîëåé ïî
èíäåêñàì ìîæíî çàïèñàòü

L′
i1i2

(⃗0) =
A2

r3
(δi1i2 − 3bi1bi2),

(3.3)

Li1i2i3i4 (⃗0) =
A4

r5
(δ(i1i2δi3i4) − 5δ(i1i2bi3bi4) + 35bi1bi2bi3bi4).

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìóëüòèïîëåé ëþáîãî ïîðÿäêà ìîãóò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíû
ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

×òîáû íàéòè ìíîæèòåëè A2 , A4 , íàäî ïîäñòàâèòü â (3.2) è (3.3) êàêîé-ëèáî êîíêðåò-
íûé íàáîð èíäåêñîâ. Íàïðèìåð,

L′
11(⃗0) = −2A2

r3
=
∑
N ̸=0

1

|rN |3
.

Â èòîãå A2 = −2ζ(3) ; äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ζ(q) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ζ(q) =
∞∑
N=1

N−q.

Òàêèì æå îáðàçîì, A4 = 6ζ(5) ; êîýôôèöèåíò A6 äëÿ òåíçîðà 6-ãî ðàíãà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ζ(7) è ò.ä.

Î÷åâèäíî, ïðè íå÷åòíûõ ðàíãàõ M çíà÷åíèå (3.2) ðàâíî íóëþ.
Òåïåðü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü �äàëüíþþ� ÷àñòü (3.1):

L∞
i1···iM (x⃗) ≈

N0∑
N=−N0

Li1···iM (x⃗− r⃗N) +

(3.4)

+
∑

even(K+M),K≤D

1

K!

[
L′
i1···iM j1···jk (⃗0)− 2

N0∑
N=1

Li1···iM j1···jk(r⃗N)
]
xj1 · . . . · xjK .

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè ìóëüòèïîëåé. Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ
ëèøü ïî òàêèì K , ÷òî K +M � ÷åòíîå ÷èñëî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ìóëüòèïîëÿ
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(K +M) -ãî ïîðÿäêà, ïðîñóììèðîâàííûå â ñèììåòðè÷íûõ ïðåäåëàõ, äàþò íóëü. Âåëè÷è-
íû L′

i1···iM j1···jk (⃗0) óæå èçâåñòíû èç (3.3), à çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèé Ðèìàíà ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû çàðàíåå ñ ëþáîé òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ (3.1) â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ x⃗ , M è âûáðàí-
íûõ N0 , D :

R(x⃗,M,D,N0) =

∣∣∣∣∣ ∑
|N |>N0

[
Li1···iM (x⃗− r⃗N)−

M∑
K=0

1

K!
Li1···iM j1···jK (−r⃗N)xj1 · . . . · xjK

]∣∣∣∣∣.
Èñïîëüçóÿ îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ â ôîðìå Ëàãðàíæà [7], ïîëó÷èì

R(x⃗,M,D,N0) =
1

(D + 1)!

∣∣∣∣∣ ∑
|N |>N0

Li1···iM j1···jD+1
(−r⃗N + θN x⃗)xj1 · . . . · xjD+1

∣∣∣∣∣,
ãäå |θN | ≤ 1 äëÿ êàæäîãî óçëà N .

×èñëî N0 ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïîýòîìó îïðåäåëÿþùèé âêëàä â çíà÷åíèå
ìóëüòèïîëÿ âíîñèò ñëàãàåìîå −r⃗N â àðãóìåíòå; âåêòîðîì θN x⃗ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Çàìå-
íèì ìóëüòèïîëü åãî íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ çíà÷åíèåì ñîãëàñíî (2.3). Ïîñêîëüêó ñâåðòêà
ïî èíäåêñàì j1, . . . , jD+1 ïðîèñõîäèò â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3, òî

R(x⃗,M,D,N0) ≤
|x1 + x2 + x3|D+1

(D + 1)!

∑
|N |>N0

C(M +D + 1)

|r⃗N |M+D+2
.

Íàêîíåö, ó÷òåì, ÷òî |x1+x2+x3| ≤ |x⃗|
√
3 , |r⃗N | = r|N | , è çàìåíèì áåñêîíå÷íóþ ñóììó

èíòåãðàëîì ïî dN â òàêèõ æå ïðåäåëàõ. Â èòîãå

R(x⃗,M,D,N0) ≤
2

rM+D+2NM+D+1
0

·
(
|x⃗|

√
3
)D+1

(D + 1)!
· C(M +D + 1)

M +D + 1
(3.5)

Èòàê, îñíîâíîé ðàñ÷åòíîé ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî (3.4), à ïîãðåøíîñòü îöåíèâà-
åòñÿ ñîãëàñíî (3.5). Âåëè÷èíà C(M +D + 1) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.4) è (2.5).

4. Ðåàëèçàöèÿ è òåñòèðîâàíèå ìåòîäà

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ x⃗ , M , íàáîð
èíäåêñîâ i1, . . . , iM . Ñþäà æå ñëåäóåò îòíåñòè è ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé D .
Êðîìå òîãî, ïîëüçîâàòåëü ââîäèò æåëàåìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé δ .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ N0 ñëåäóåò ïðèìåíèòü ôîðìóëó (3.5): åñëè R(x⃗,M,D,N0) < δ , òî

N0 >

[
2

rM+D+2
·
(
|x⃗|

√
3
)D+1

(D + 1)!
· C(M +D + 1)

M +D + 1
· 1
δ

]1/(M+D+1)

. (4.1)

Ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû ðÿäà ñíà÷àëà ñëåäóåò íàéòè N0 èç (4.1), à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðàñ÷åòíîé ôîðìóëîé (3.4).

Ñîîòâåòñòâóþùèé êîä áûë íàïèñàí â ñðåäå Delphi 2009 Embarcadero [8]. Â ïðîãðàì-
ìó áûëè âíåñåíû çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèé ζ(3), . . . , ζ(9) , à òàêæå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
ìóëüòèïîëåé äî 8-ãî ðàíãà âêëþ÷èòåëüíî. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî øàã ðåøåòêè r = 1 .
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Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñëîæíîñòü âûðàæåíèé (2.2) áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì
M , ïîýòîìó ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé áûëè ïðîäåëàíû óïðîùåíèÿ. Âî-
ïåðâûõ, îäèíàêîâûå ñòåïåíè |x⃗| è ñèìâîëû Êðîíåêåðà âûíîñèëèñü çà ñêîáêó. Âî-âòîðûõ,
â (3.4) ñâåðòêà ïî j1, . . . , jK �â ëîá� ïðèâåëà áû ê ìíîãîêðàòíîìó âû÷èñëåíèþ ìóëüòèïî-
ëåé, ó êîòîðûõ íàáîðû èíäåêñîâ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè. Âìåñòî ýòîãî
íàáîð èç K èíäåêñîâ ðàçáèâàëñÿ âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè íà òðè ïîäìíîæåñòâà:
k1 èíäåêñîâ �1�, k2 èíäåêñîâ �2�, k3 èíäåêñîâ �3�. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà (k1, k2, k3) íàäî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

Li1···iM1···12···23···3(r⃗N)x
k1
1 x

k2
2 x

k3
3

è óìíîæèòü åãî íà êîëè÷åñòâî îäíîòèïíûõ ñëàãàåìûõ. Âìåñòî òàêîãî óìíîæåíèÿ äîñòà-
òî÷íî çàìåíèòü ìíîæèòåëü 1/K! â ôîðìóëå (3.4) íà 1/(k1!k2!k3!) .

Ñ öåëüþ ìèíèìèçèðîâàòü ïîãðåøíîñòü, âûçâàííóþ êîíå÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñåë
â ÝÂÌ, ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò 1 äî N0 ïðîèçâîäèëîñü â îáðàòíîì ïîðÿäêå: for
N:=N0 downto 1 do... Ïîñêîëüêó ïðè óâåëè÷åíèè |N | àðãóìåíò ìóëüòèïîëÿ ðàñòåò, ñàìî
çíà÷åíèå ÷ëåíà ðÿäà óáûâàåò; ïîýòîìó îáðàòíûé ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò �íå
ïîòåðÿòü� ìàëûå ñëàãàåìûå. Ïðè ñóììèðîâàíèè Li1···iM (x⃗−r⃗N) ÷èñëî N òàêæå èçìåíÿëîñü
â ïðåäåëàõ îò N0 äî 1, íà êàæäîì øàãå ó÷èòûâàëèñü ñëàãàåìûå ñ íîìåðàìè N è −N .
Ñëó÷àé N = 0 ðàññìàòðèâàëñÿ îòäåëüíî.

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäà áûñòðîãî ñóììèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ÝÂÌ ñ ïðîöåññî-
ðîì Intel Core i3 Duo 2.27GHz, 4 GB RAM ïîä óïðàâëåíèåì Win 7 Home Basic (32bit).
Òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿëà δ = 10−14 äëÿ âåêòîðîâ ñ äëèíàìè |x⃗| â äèà-
ïàçîíå îò 1 äî 10 è ìóëüòèïîëåé 1�8 ðàíãà ñ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè èíäåêñîâ. Ðåçóëüòàòû
âû÷èñëåíèé ñðàâíèâàëèñü ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ïðÿìîãî
ñóììèðîâàíèÿ (1.4). Äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ïîñëåäíåãî ïðèìåíÿëîñü óäâîåíèå ïðåäåëîâ
ñóììèðîâàíèÿ N0 . Â õîäå ñðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ðåçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ îáîèìè ìåòîäàìè ñõîäÿòñÿ ê îäíèì è òåì æå ïðåäåëàì.
Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, ýòî
ïîäòâåðæäàåò è êîððåêòíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà.

2. Ïðè ìàëûõ ðàíãàõ M âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (3.4) ìíîãîêðàòíî îïåðåæàþò ìåòîä
ïðÿìîãî ñóììèðîâàíèÿ ïî áûñòðîäåéñòâèþ. Íàïðèìåð, ïðè |x⃗| = 1 äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ L∞

1 (x⃗) ïî ôîðìóëå (1.4) ïîòðåáîâàëîñü îêîëî 7 ñåêóíä ìàøèííîãî âðåìåíè, ïðè
ýòîì N0 = 20480000 . Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà (3.4) ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò
ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî, ïðè÷åì çíà÷åíèå N0 ñîñòàâèëî 1708 (ïðè D = 3 ).

3. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà áûñòðîãî ñóììèðîâàíèÿ âåëè÷èíà N0 áûñòðî óìåíüøà-
åòñÿ ñ ðîñòîì D . Òàê, äëÿ M = 1 îíà ñîñòàâëÿåò 1708 ïðè D = 3 è 41 � ïðè D = 7 .
Ïðè òàêîì ñíèæåíèè ÷èñëà óçëîâ ñóììèðîâàíèÿ ïîòåðè òî÷íîñòè íå ïðîèçîøëî.

Èòàê, ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûì è áûñòðûì.
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà 14.B37.21.0176 ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-

ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009-2013 ãã.
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Summing of harmonic functions' series.

c⃝ A. O. Syromyasov2

Abstract. Functional series with harmonic general term tending to zero when the argument tends
to in�nity are considered, and the fast summation method for such series is proposed. As compared
with direct summation, the method decreases the number of series' terms required for obtaining
given accuracy on several orders. Numeric experiments con�rm the method's convergence.

Key Words: functional series, improvement of convergence, harmonic function, multipole.

2 Associate Professor of Mathematics and Theoretical Mechanics Chair, Mordovian State University named
after N. P. Ogaryov, Saransk; syal1@yandex.ru.
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ÓÄÊ 517.95

Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìàêñèìóìàìè

ïî âðåìåíè

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ1, Ê. Õ. Øàáàäèêîâ2

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè äëÿ íåëèíåé-
íîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîäåðæàùåãî ïàðàáî-
ëè÷åñêèé îïåðàòîð ïðîèçâîëüíîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè â ëèíåéíîé ëåâîé ÷àñòè è ìàêñèìóìû
ïî âðåìåíè â íåëèíåéíîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåøàííàÿ çàäà÷à, óðàâíåíèå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïå-
ðåìåííûõ, îáîáùåííûå ðåøåíèÿ, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü, ìàêñèìóìû ïî âðåìåíè.

Â îáëàñòè D ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

(
∂ 2

∂ t2
− ∂ 2

∂ x2

)
u(t, x) = f

t, x, u(t, x), t∫
0

K(t, s)max
{
u(τ, x)|τ ∈

[
δ1; δ2

]}
ds

 (1.1)

ñ íà÷àëüíûìè

u(t, x)|t/∈DT
= φ0(t, x), u(t, x)|t=0 = φ1(x),

∂k−1

∂ tk−1
u(t, x)|t=0 = φk(x), k = 2,m (1.2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(t, x)|x=0 = uxx(t, x)|x=0 = · · · = ∂2(m−1)

∂ x2(m−1)
u(t, x)|x=0 =

= u(t, x)|x=l = uxx(t, x)|x=l = · · · = ∂2(m−1)

∂ x2(m−1)
u(t, x)|x=l = 0, (1.3)

ãäå f (t, x, u, ϑ) ∈ C (D × R2) , φi(x) ∈ C2m(Dl) , φi(x)|x=0 = φ′′
i (x)|x=0 = · · · =

φ2m−2
i (x)|x=0 = φi(x)|x=l = φ′′

i (x)|x=l = · · · = φ2m−2
i (x)|x=l = 0 , i = 1,m , δk = δk(t, u(t, x)) ∈

C(DT × R), k = 1, 2, 0 < K(t, s) ∈ C(D2
T ) , φ0(0, x) = φ1(x) , D ≡ DT × Dl , DT ≡ [0, T ] ,

Dl ≡ [0, l] , 0 < T <∞ , 0 < l <∞ , 0 < m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì íàõîäÿò

ìíîãî ïðèëîæåíèé: â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, â òåîðèè àâòîêîëåáàòåëüíûõ
ñèñòåì, ïðè èçó÷åíèè òåõíè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, ýêîëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ ïðîáëåì [1],
[2]. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ïîÿâëÿþòñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà
â ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé èëè òåõíè÷åñêîé çàäà÷å ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ìàòåðèàëü-
íóþ òî÷êó, çàâèñèò îò ñêîðîñòè è ïîëîæåíèÿ ýòîé òî÷êè íå òîëüêî â äàííûé ìîìåíò, íî è
â íåêîòîðûé ìîìåíò, ïðåäøåñòâóþùèé äàííûé [3], [4].

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê; tursunbay@rambler.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ôåðãàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ôåð-
ãàíà, Óçáåêèñòàí; tursunbay@rambler.ru
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Â 70-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîÿâèëñÿ íîâûé îñîáûé êëàññ îáûêíîâåííûõ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ íàðÿäó ñ ¾îáû÷-

íûì¿ àðãóìåíòîì t çàâèñèò îò êîíñòðóêöèè max
{
x(τ)|τ ∈

[
δ1(t); δ2(t)

]}
, ãäå δi(t) �

îòêëîíåíèÿ àðãóìåíòà, i = 1, 2 , 0 < δ1(t) < δ2(t) < ∞ . Èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ìàêñèìóìàìè. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ñ ìàêñèìóìàìè âïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àëèñü À. Ð. Ìàãîìåäîâûì [5]. Â ðàáîòå [6]
ïîêàçàíû îñîáåííîñòè òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàê-
ñèìóìàìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èçó÷åíèþ ðàçíîãî òèïà ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èõ ñèñòåì ïîñâÿùåíû ìíîãî ðàáîò è ïðè ýòîì
ïðèìåíåíû ðàçíûå ìåòîäû (ñì., íàïð. [7] - [11]).

Â äàííîé ðàáîòå, êàê è â [12], èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, îñíîâàííûé
íà ïîèñêå ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

u(t, x) =
∞∑
n=1

an(t) bn(x), (1.4)

ãäå bn(x) =

√
2

l
sinλnx, λn =

nπ

l
.

Ìíîæåñòâî
{
a(t) = (an(t)) |an(t) ∈ C [0, T ] , n = 1, 2, 3, . . .

}
ââåäåíèåì íîðìû

∥a(t)∥B2(T )
=

[
∞∑
n=1

max
t∈DT

|an(t)|2
]1
2

ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì è åãî îáîçíà÷àþò òàê B2(T ) .
Äëÿ êàæäîãî a(t) ∈ B2(T ) îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð

Qa(t) = u(t, x) =
∞∑
n=1

an(t)bn(x).

×åðåç E2(D) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî
Q : B2(T ) → E2(D) è E2(D) ⊂ L2(D) .

Îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç W
(k)
2 (D) ìíîæåñòâî ôóíêöèé Φ(t, x) òàêèõ, ÷òî

Φ(t, x),
∂2

∂ x2
Φ(t, x), . . . ,

∂2(m−1)

∂ x2(m−1)
Φ(t, x) ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ DT ïðèíàäëåæàò îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà − ∂2m

∂ x2m
, èìåþò ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k ïî t , ïðèíàäëåæàùèå

L2(Dl) è îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè t ≥ T − δ ( 0 < δ � çàâèñèò îò Φ(t, x) ), ãäå

L2,2(D) =

u(t, x) :
 T∫

0

 l∫
0

|u(t, x)|2dx

 dt


1

2
<∞

 .

ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî W
(k)
2 (D) âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå L2(D) .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Åñëè ôóíêöèÿ u(t, x) ∈ E2(D) äëÿ ëþáîãî Φ(t, x) ∈
W

(2)
2 (D) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

T∫
0

l∫
0

{
u(t, y)

[ ∂m
∂ tm

Φ(t, y) +m
∂m+1

∂ tm−1∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m+2

∂ tm−2∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+3

∂ tm−3∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−3

∂ t3∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−2

∂ t2∂ y2m−4
Φ(t, y) +m

∂ 2m−1

∂ t ∂ y2m−2
Φ(t, y) +

∂ 2m

∂ y2m
Φ(t, y)

]
−

−f
(
t, y, u(t, y),

t∫
0

K(t, s)max
{
u(τ, y)|τ ∈

[
δ1; δ2

]}
ds
)
Φ(t, y)

}
dydt =

=

l∫
0

φ1(y)
[ ∂m−1

∂ tm−1
Φ(t, y) +m

∂m

∂ tm−2∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m+1

∂ tm−3∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+2

∂ tm−4∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−4

∂ t2∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−3

∂ t ∂ y2m−4
Φ(t, y) +m

∂ 2m−2

∂ y2m−2
Φ(t, y)

]
t=0
dy−

−
l∫

0

φ2(y)
[ ∂m−2

∂ tm−2
Φ(t, y) +m

∂m−1

∂ tm−3∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m

∂ tm−4∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+1

∂ tm−5∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−5

∂ t ∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−4

∂ y2m−4
Φ(t, y)

]
t=0
dy+

+

l∫
0

φ3(y)
[ ∂m−3

∂ tm−3
Φ(t, y) +m

∂m−2

∂ tm−4∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m−1

∂ tm−5∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m

∂ tm−6∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−6

∂ y2m−6
Φ(t, y)

]
t=0
dy − · · ·−

−
l∫

0

φm−2(y)
[ ∂ 2

∂ t2
Φ(t, y) +m

∂ 3

∂ t ∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂ 4

∂ y4
Φ(t, y)

]
t=0
dy+

+

l∫
0

φm−1(y)
[ ∂
∂ t

Φ(t, y) +m
∂ 2

∂ y2
Φ(t, y)

]
t=0
dy −

l∫
0

φm(y)
[
Φ(t, y)

]
t=0
dy,

òî îíà íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3).
Ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ an(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñ÷åòíîé

ñèñòåìå íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÑÍÈÓ):

an(t) = wn(t)+
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+

t∫
0

l∫
0

f
(
s, y,Qa(s),

s∫
0

K(s, θ)max
{
Qa(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Qa(θ)); δ2(θ,Qa(θ))

]}
dθ
)
×

×Pn(t, s)bn(y)dyds, t ∈ DT , (1.5)

ãäå

wn(t) =
[(

1 + λ2nt+
λ4n
2!
t2 +

λ6n
3!
t3 + · · ·+ λ2m−2

n

(m− 1)!
tm−1

)
φ1n+

+t
(
1 + λ2nt+

λ4n
2!
t2 +

λ6n
3!
t3 + · · ·+ λ2m−4

n

(m− 2)!
tm−2

)
φ2n+

+
t2

2!

(
1 + λ2nt+

λ4n
2!
t2 +

λ6n
3!
t3 + · · ·+ λ2m−6

n

(m− 3)!
tm−3

)
φ3n+

+ · · ·+ tm−3

(m− 3)!

(
1 + λ2nt+

λ4n
2!
t2
)
φ(m−2)n+

+
tm−2

(m− 2)!

(
1 + λ2nt

)
φ(m−1)n +

tm−1

(m− 1)!
φmn

]
· exp

{
−λ2nt

}
,

Pn(t, s) = (m− 1)! · (t− s)m−1 · exp
{
−λ2n(t− s)

}
, φjn =

l∫
0

φj(y)bn(y)dy, j = 1,m.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3) èìååì

t∫
0

l∫
0

{ ∞∑
n=1

an(s)bn(y)
[ ∂m
∂ sm

Φ(s, y) +m
∂m+1

∂ sm−1∂ y2
Φ(s, y) +

m(m− 1)

2!

∂m+2

∂ sm−2∂ y4
Φ(s, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+3

∂ sm−3∂ y6
Φ(s, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−3

∂ s3∂ y2m−6
Φ(s, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−2

∂ s2∂ y2m−4
Φ(s, y) +m

∂ 2m−1

∂ s ∂ y2m−2
Φ(s, y) +

∂ 2m

∂ y2m
Φ(s, y)

]
−

−f
(
s, y,

∞∑
i=1

ai(s)bi(y),

s∫
0

K(s, θ)max
{ ∞∑

i=1

ai(τ)bi(y)|τ ∈
[
δ1; δ2

]}
dθ
)
Φ(s, y)

}
dyds =

=

l∫
0

φ1(y)
[ ∂m−1

∂ tm−1
Φ(t, y) +m

∂m

∂ tm−2∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m+1

∂ tm−3∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+2

∂ tm−4∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−4

∂ t2∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−3

∂ t ∂ y2m−4
Φ(t, y) +m

∂ 2m−2

∂ y2m−2
Φ(t, y)

]
t=0
dy−

−
l∫

0

φ2(y)
[ ∂m−2

∂ tm−2
Φ(t, y) +m

∂m−1

∂ tm−3∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m

∂ tm−4∂ y4
Φ(t, y)+
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+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+1

∂ tm−5∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−5

∂ t ∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−4

∂ y2m−4
Φ(t, y)

]
t=0
dy+

+

l∫
0

φ3(y)
[ ∂m−3

∂ tm−3
Φ(t, y) +m

∂m−2

∂ tm−4∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m−1

∂ tm−5∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m

∂ tm−6∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−6

∂ y2m−6
Φ(t, y)

]
t=0
dy−

− · · · −
l∫

0

φm−2(y)
[ ∂ 2

∂ t2
Φ(t, y) +m

∂ 3

∂ t ∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂ 4

∂ y4
Φ(t, y)

]
t=0
dy+

+

l∫
0

φm−1(y)
[ ∂
∂ t

Φ(t, y) +m
∂ 2

∂ y2
Φ(t, y)

]
t=0
dy −

l∫
0

φm(y)
[
Φ(t, y)

]
t=0
dy, (1.6)

ãäå δj = δj

(
θ,

∞∑
i=1

ai(θ)bi(y)
)
, j = 1, 2 .

Ïóñòü áóäåò Φ(t, x) = Φi(t, x) = h(t)·bi(x) ∈ W
(m)
2 (D), i = 1, 2, 3, . . . , ãäå h(t) ∈ Cm(DT ) .

Òîãäà èç (1.6) ñëåäóåò

t∫
0

l∫
0

{ ∞∑
n=1

an(s)bn(y)
[
(−1)mh(m)(s)bi(y) + (−1)m−1mλ2ih

(m−1)(s)bi(y)+

+(−1)m−2m(m− 1)

2
λ4ih

(m−2)(s)bi(y) + · · ·+

+
m(m− 1)

2
λ2m−4
i h′′(s)bi(y)−mλ2m−2

i h′(s)bi(y) + λ2mi h(s)bi(y)
]
−

−f
(
s, y,Qa(s),

s∫
0

K(s, θ)max
{
Qa(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Qa(θ)); δ2(θ,Qa(θ))

]}
dθ
)
×

×h(s)
}
dyds = 0, t ∈ DT .

Ó÷èòûâàåì, ÷òî ôóíêöèè bn(x) ïîëíû è îðòîíîðìèðîâàííû â L2(Dl) . Òîãäà èç ïî-
ñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

t∫
0

[
an(s)

(
(−1)mh(m)(s) + (−1)m−1mλ2ih

(m−1)(s) + (−1)m−2m(m− 1)

2
λ4ih

(m−2)(s)+

+ · · ·+ m(m− 1)

2
λ2m−4
i h′′(s)−mλ2m−2

i h′(s) + λ2mi h(s)
)
−

−
l∫

0

f
(
s, y,Qa(s),

s∫
0

K(s, θ)max
{
Qa(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Qa(θ)); δ2(θ,Qa(θ))

]}
dθ
)
×
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×h(s)bn(y)dy
]
ds = 0, t ∈ DT .

Äàëåå, ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èìååì

T∫
0

h(t)
[
a(m)
n (t) +mλ2na

(m−1)
n (t) +

m(m− 1)

2
λ4na

(m−2)
n (t) + · · ·+

+
m(m− 1)

2
λ2m−4
n a′′n(t) +mλ2m−2

n a′n(t) + λ2mn an(t)−

−
l∫

0

f
(
t, y, Qa(t),

t∫
0

K(t, s)max
{
Qa(τ)|τ ∈

[
δ1(s,Qa(s)); δ2(s,Qa(s))

]}
ds
)
×

×bn(y)dy
]
dt = 0, t ∈ DT . (1.7)

Òàê êàê h(t) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì, òî an(t)
èìååò îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m ïî t â ñìûñëå Ñîáîëåâà íà îòðåçêå DT . Ïî-
ýòîìó èç (1.7) ñëåäóåò

a(m)
n (t) +mλ2na

(m−1)
n (t) +

m(m− 1)

2
λ4na

(m−2)
n (t) + · · ·+

+
m(m− 1)

2
λ2m−4
n a′′n(t) +mλ2m−2

n a′n(t) + λ2mn an(t) =

=

l∫
0

f
(
t, y, Qa(t),

t∫
0

K(t, s)max
{
Qa(τ)|τ ∈

[
δ1(s,Qa(s)); δ2(s,Qa(s))

]}
ds
)
×

×bn(y)dy, t ∈ DT . (1.8)

Ñèñòåìà (1.8) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ

an(t) =
(
C1n + C2nt+ C3nt

2 + C4nt
3 + · · ·+ Cmnt

m−1
)
· exp

{
−λ2nt

}
+

+

t∫
0

l∫
0

f
(
s, y,Qa(s),

s∫
0

K(s, θ)max
{
Qa(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Qa(θ)); δ2(θ,Qa(θ))

]}
dθ
)
×

×bn(y)Pn(t, s)dyds, t ∈ DT , (1.9)

ãäå

Pn(t, s) = (m− 1)! · (t− s)m−1 · exp
{
−λ2n(t− s)

}
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Cin(i = 1,m) èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ

an(0) = φ1n, a
′
n(0) = φ2n, a

′′
n(0) = φ3n, . . . , a

m−1
n (0) = φmn.

Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå äàííûå φin ïîäáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ (1.2) òàêèì îáðàçîì

φi(x) =
∞∑
n=1

φinbn(x), φi(x) ∈ L2(Dl), i = 1,m.
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Òîãäà èìååì
C1n = φ1n,

C2n = λ2nφ1n + φ2n,

C3n =
1

2!

[
λ4nφ1n + 2λ2nφ2n + φ3n

]
,

C4n =
1

3!

[
λ6nφ1n + 3λ4nφ2n + 3λ2nφ3n + φ4n

]
,

....................................................................................

Cmn =
1

(m− 1)!

[
λ2m−2
n φ1n + (m− 1)λ2m−4

n φ2n +
(m− 1)(m− 2)

2
λ2m−6
n φ3n+

+ · · ·+ (m− 1)(m− 2)

2
λ4nφ(m−2)n + (m− 1)λ2nφ(m−1)n + φmn

]
.

Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ çíà÷åíèé Cin(i = 1,m) â (1.9) äàåò ÑÑÍÈÓ (1.5).
Ðàññìîòðèì óêîðî÷åííóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÓÑÍÈÓ):

aNn (t) = wn(t)+

+

t∫
0

l∫
0

f
(
s, y,QNa(s),

s∫
0

K(s, θ)max
{
QNa(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Q

Na(θ)); δ2(θ,Q
Na(θ))

]}
dθ
)
×

×Pn(t, s)bn(y)dyds, t ∈ DT , (1.10)

ãäå wn(t) è Pn(t, s) îïðåäåëÿþòñÿ êàê â ÑÑÍÈÓ (1.5), QNa(t) =
N∑
n=1

aNn (t) · bn(x) .

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1.
t∫
0

∥∥∥∥f (s, x,Qw(s), s∫
0

K(s, θ)Qw(θ)dθ

)∥∥∥∥
L2(Dl)

ds ≤ ∆ <∞ ;

2. f (t, x, u, ϑ) ∈ Lip
{
L0|u, L1(t)|ϑ

}
, 0 < L0 = const, 0 < L1(t) ∈ C(DT ) ;

3. δi
(
t, u
)
∈ Lip

{
L1+i(t)|u

}
, 0 < L1+i(t) ∈ C(DT ), i = 1, 2 ;

4. ∥w(t) ∥BN
2 (T ) <∞ , ãäå ∥w(t) ∥BN

2 (T ) =

[
N∑
n=1

maxt∈DT
|wn(t)|2

]1
2
.

Òîãäà ÓÑÍÈÓ (1.10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå BN
2 (T ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:
aN0
n (t) = wn(t), a

Nk+1
n (t) = wn(t)+

+
t∫
0

l∫
0

f
(
s, y,QNak(s),

s∫
0

K(s, θ)max
{
QNak(τ)|τ ∈

[
δk1 ; δ

k
2

]}
dθ
)
×

×Pn(t, s)bn(y)dyds, k = 0, 1, 2, 3, . . . , t ∈ DT ,

(1.11)

ãäå δki = δi(θ,Q
Nak(θ)), i = 1, 2 .

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòè aN1
n (t)− aN0

n (t) èç (1.11) ïîëó÷èì∥∥aN1(t)− aN0(t)
∥∥
BN

2 (T )
≤
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≤
N∑
n=1

t∫
0

l∫
0

∣∣∣f(s, y,QNa0(s),

s∫
0

K(s, θ)max
{
QNa0(τ)|τ ∈

[
δ01; δ

0
2

]}
dθ
)∣∣∣×

×|Pn(t, s)| · |bn(y)|dyds ≤

≤M1M2

t∫
0

l∫
0

∣∣∣f(s, y,QNa0(s),

s∫
0

K(s, θ)max
{
QNa0(τ)|τ ∈

[
δ01; δ

0
2

]}
dθ
)∣∣∣dyds ≤

≤M1M2

√
l∆, (1.12)

ãäå M1 = ∥P (t, s)∥BN
2 (T ) , M2 = ∥b(x)∥BN

2 (l) .
Ñ ó÷åòîì (1.12) â ñèëó âòîðîãî è òðåòüåãî óñëîâèé òåîðåìû äëÿ âòîðîé ðàçíîñòè

aN2
n (t)− aN1

n (t) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó∥∥aN2(t)− aN1(t)
∥∥
BN

2 (T )
≤

≤M1M2

t∫
0

l∫
0

∣∣∣f(s, y,QNa1(s),

s∫
1

K(s, θ)max
{
QNa1(τ)|τ ∈

[
δ11; δ

1
2

]}
dθ
)
−

−f
(
s, y,QNa0(s),

s∫
1

K(s, θ)max
{
QNa0(τ)|τ ∈

[
δ01; δ

0
2

]}
dθ
)∣∣∣dyds ≤

≤M1M
2
2

t∫
0

l∫
0

[
L0

∥∥aN1
n (s)− aN0

n (s)
∥∥
BN

2 (T )
+

+L1(s)

s∫
0

K(s, θ) ·
∥∥∥max

{
aN1(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Q

Na1(θ)); δ2(θ,Q
Na1(θ))

]}
−

−max
{
aN0(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Q

Na0(θ)); δ2(θ,Q
Na0(θ))

]}∥∥∥
BN

2 (T )
dθ
]
dyds ≤

≤M1M
2
2

t∫
0

l∫
0

[
L0

∥∥aN1
n (s)− aN0

n (s)
∥∥
BN

2 (T )
+

+L1(s)

s∫
0

K(s, θ) ·
∥∥∥max

{
aN1(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Q

Na1(θ)); δ2(θ,Q
Na1(θ))

]}
−

−max
{
aN1(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Q

Na0(θ)); δ2(θ,Q
Na0(θ))

]}
+

+max
{
aN1(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Q

Na0(θ)); δ2(θ,Q
Na0(θ))

]}
−

−max
{
aN0(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Q

Na0(θ)); δ2(θ,Q
Na0(θ))

]}∥∥∥
BN

2 (T )
dθ
]
dyds ≤

≤M1M
2
2

t∫
0

l∫
0

[
L0

∥∥aN1
n (s)− aN0

n (s)
∥∥
BN

2 (T )
+
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+L1(s)

s∫
0

K(s, θ) ·
∥∥∥max
0≤θ≤s

∣∣∣aN1(θ)− aN0(θ)
∣∣∣+

+∆
2∑
i=1

∣∣∣δi(θ,QNa1(θ))− δi(θ,Q
Na0(θ))

∣∣∣∥∥∥
BN

2 (T )
dθdyds ≤

≤ ∆M2
1M

3
2 l

3

2
(
L0 +max

t∈DT

η(t)
)
t, (1.13)

ãäå η(t) = L1(t) ·
t∫
0

|K(t, s)| ·
[
1 + ∆ ·

(
L2(s) + L3(s)

)]
ds .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ïîäîáíî (1.13) ïîëó÷èì

∥∥aNk+1(t)− aNk(t)
∥∥
BN

2 (T )
≤ ∆

(
L0 +max

t∈DT

η(t)
)k+1

l

1

2
+k
Mk+1

1 M2k+1
2

tk

k!
. (1.14)

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ÓÑÍÈÓ (1.10) ñëåäóåò èç îöåíêè (1.14), òàê êàê ïðè k → ∞
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {aNk(t)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ê ôóíêöèè aN(t) ∈
BN

2 (T ) . Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå BN
2 (T ) . Ïóñòü ÓÑÍÈÓ

(1.10) èìååò äâà ðåøåíèÿ: aN(t) ∈ BN
2 (T ) è ϑN(t) ∈ BN

2 (T ) . Òîãäà äëÿ èõ ðàçíîñòè
ïîëó÷èì îöåíêó

∥∥aN(t)− ϑN(t)
∥∥
BN

2 (T )
≤ ∆

(
L0 +max

t∈DT

η(t)
)
lM1M

2
2

t∫
0

∥∥aN(s)− ϑN(s)
∥∥
BN

2 (T )
ds. (1.15)

Ïðèìåíÿÿ ê (1.15) íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà, ïîëó÷èì, ÷òî
∥∥aN(t)− ϑN(t)

∥∥
BN

2 (T )
≡ 0 äëÿ

âñåõ t ∈ DT . Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ÓÑÍÈÓ (1.10) â ïðîñòðàíñòâå
BN

2 (T ) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïîäñòàâëÿÿ ÑCÍÈÓ (1.5) â ðÿä (1.4), ïîëó÷èì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è
(1.1)-(1.3):

u(t, x) =
∞∑
n=1

[
wn(t)+

+

t∫
0

l∫
0

f
(
s, y,Qa(s),

s∫
0

K(s, θ)max
{
Qa(τ)|τ ∈

[
δ1(θ,Qa(θ)); δ2(θ,Qa(θ))

]}
dθ
)
×

×Pn(t, s)bn(y)dyds
]
· bn(x). (1.16)

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1. è ∥w(t) ∥B2(T )
< ∞ .

Åñëè a(t) ∈ B2(T ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑÑÍÈÓ (1.5), òî ðÿä (1.16) ñõîäèòñÿ ê îáîáùåí-
íîìó ðåøåíèþ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê a(t) ∈ B2(T ) , òî â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò,
÷òî

lim
N→∞

f

t, x, uN(t, x), t∫
0

K(t, s)max
{
uN(τ, x)|τ ∈

[
δ1
(
s, uN

)
; δ2
(
s, uN

)]}
ds

 =
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= f

t, x, u(t, x), t∫
0

K(t, s)max
{
u(τ, x)|τ ∈

[
δ1
(
s, u
)
; δ2
(
s, u
)]}

ds

 (1.17)

â ñìûñëå ìåòðèêè L2(D) .
Ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ:

VN =

T∫
0

l∫
0

{
uN(t, y)

[ ∂m
∂ tm

Φ(t, y) +m
∂m+1

∂ tm−1∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m+2

∂ tm−2∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+3

∂ tm−3∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−3

∂ t3∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−2

∂ t2∂ y2m−4
Φ(t, y) +m

∂ 2m−1

∂ t ∂ y2m−2
Φ(t, y) +

∂ 2m

∂ y2m
Φ(t, y)

]
−

−f
(
t, y, uN(t, y),

t∫
0

K(t, s)max
{
uN(τ, y)|τ ∈

[
δN1 ; δN2

]}
ds
)
Φ(t, y)

}
dydt =

=

l∫
0

φN1 (y)
[ ∂m−1

∂ tm−1
Φ(t, y) +m

∂m

∂ tm−2∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m+1

∂ tm−3∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+2

∂ tm−4∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−4

∂ t2∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−3

∂ t ∂ y2m−4
Φ(t, y) +m

∂ 2m−2

∂ y2m−2
Φ(t, y)

]
t=0
dy−

−
l∫

0

φN2 (y)
[ ∂m−2

∂ tm−2
Φ(t, y) +m

∂m−1

∂ tm−3∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m

∂ tm−4∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+1

∂ tm−5∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−5

∂ t ∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−4

∂ y2m−4
Φ(t, y)

]
t=0
dy+

+

l∫
0

φN3 (y)
[ ∂m−3

∂ tm−3
Φ(t, y) +m

∂m−2

∂ tm−4∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m−1

∂ tm−5∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m

∂ tm−6∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−6

∂ y2m−6
Φ(t, y)

]
t=0
dy − · · ·−

−
l∫

0

φNm−2(y)
[ ∂ 2

∂ t2
Φ(t, y) +m

∂ 3

∂ t ∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂ 4

∂ y4
Φ(t, y)

]
t=0
dy+

+

l∫
0

φNm−1(y)
[ ∂
∂ t

Φ(t, y) +m
∂ 2

∂ y2
Φ(t, y)

]
t=0
dy −

l∫
0

φNm(y)
[
Φ(t, y)

]
t=0
dy, (1.18)

ãäå δNj = δj(t, u
N(t, x)), j = 1, 2 .
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì îòäåëüíûå ñëàãàåìûå â (1.18) è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ òåîðåìû è
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

an(0) = φ1n, a
′
n(0) = φ2n, a

′′
n(0) = φ3n, . . . , a

m−1
n (0) = φmn,

ïîëó÷àåì:

VN =

l∫
0

(
φ1(y)−

N∑
n=1

φ1nbn(y)
)
×

×
[ ∂m−1

∂ tm−1
Φ(t, y) +m

∂m

∂ tm−2∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m+1

∂ tm−3∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+2

∂ tm−4∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−4

∂ t2∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−3

∂ t ∂ y2m−4
Φ(t, y) +m

∂ 2m−2

∂ y2m−2
Φ(t, y)

]
t=0
dy−

−
l∫

0

(
φ2(y)−

N∑
n=1

φ2nbn(y)
)
×

×
[ ∂m−2

∂ tm−2
Φ(t, y) +m

∂m−1

∂ tm−3∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m

∂ tm−4∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m+1

∂ tm−5∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−5

∂ t ∂ y2m−6
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)

2!

∂ 2m−4

∂ y2m−4
Φ(t, y)

]
t=0
dy+

+

l∫
0

(
φ3(y)−

N∑
n=1

φ3nbn(y)
)
×

×
[ ∂m−3

∂ tm−3
Φ(t, y) +m

∂m−2

∂ tm−4∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂m−1

∂ tm−5∂ y4
Φ(t, y)+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!

∂m

∂ tm−6∂ y6
Φ(t, y) + · · ·+ m(m− 1)(m− 2)

3!

∂ 2m−6

∂ y2m−6
Φ(t, y)

]
t=0
dy − · · ·−

−
l∫

0

(
φm−2(y)−

N∑
n=1

φm−2nbn(y)
)
×

×
[ ∂ 2

∂ t2
Φ(t, y) +m

∂ 3

∂ t ∂ y2
Φ(t, y) +

m(m− 1)

2!

∂ 4

∂ y4
Φ(t, y)

]
t=0
dy+

+

l∫
0

(
φm−1(y)−

N∑
n=1

φm−1nbn(y)
)[ ∂
∂ t

Φ(t, y) +m
∂ 2

∂ y2
Φ(t, y)

]
t=0
dy

−
l∫

0

(
φm(y)−

N∑
n=1

φmnbn(y)
)[

Φ(t, y)
]
t=0
dy+

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 2



114 Ò. Ê. Þëäàøåâ, Ê. Õ. Øàáàäèêîâ

+

T∫
0

l∫
0

Φ(t, y)
[
f
(
t, y, u(t, y),

t∫
0

K(t, s)max
{
u(τ, y)|τ ∈

[
δ1; δ2

]}
ds
)
−

−
N∑
n=1

l∫
0

f
(
t, z, uN(t, z),

t∫
0

K(t, s)max
{
uN(τ, z)|τ ∈

[
δN1 ; δN2

]}
ds
)
×

×bn(z)dz
]
· bn(y)dydt. (1.19)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûå m èíòåãðàëîâ â (??) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè N → ∞ , òàê êàê
φi(x) ∈ L2(Dl) . Ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåé ðàçíîñòè â (1.19) ïðè N → ∞ ñëåäóåò èç (1.17).
Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî limN→∞ VN = 0 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Mixed value problem for nonlinear partial equation of

higher order with time maxima
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Abstract. It is studied the questions of one valued solvability of mixed value problem for nonlinear
partial integro-di�erential equation, consisting the parabolic operator of arbitrary natural power
on the linear left-hand side and time maxima on the nonlinear right-hand side of this equation.
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 551.51+519.6

Îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåíîñà

ðàäèîàêòèâíûõ ïðèìåñåé ïî âîçäóõó è ïîäçåìíûìè

âîäàìè

c⃝ Å. Í. Ïàíþøêèíà1

Àííîòàöèÿ.Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèé âðåäíûõ âåùåñòâ èìååò
áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè óñòðàíåíèè ïîñëåäñòâèé ÷ðåçâû÷àéíûõ ñèòóàöèé, à òàêæå ïðè îïðåäå-
ëåíèè ïîòåíöèàëüíî îïàñíûõ çîí çàðàæåíèÿ. Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè ïåðåíîñà ðàäèîàêòèâíûõ ïðèìåñåé â àòìîñôåðå è ïîäçåìíûìè âîäàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ìàññîïåðåíîñ, äèôôóçèÿ, äèñïåðñèÿ,ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä.

1. Ïåðåíîñ ïðèìåñåé ïî âîçäóõó

Ðàñïðîñòðàíåíèå ïðèìåñåé â àòìîñôåðå ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå òóðáóëåíòíîé äèôôó-
çèè è âåòðîâîãî ïåðåíîñà. Âåòðîâîé ïåðåíîñ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì èñòå-
÷åíèè ïðèìåñè â àòìîñôåðó îáðàçóåòñÿ ñòðóÿ âûáðîñà. Äèôôóçèÿ ïðèìåñåé â âîçäóõå âîç-
íèêàåò â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ âèõðåé íà îáëàêî âûáðîñà. Äèôôóçèîííî-òðàíñïîðòíàÿ
ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé áåç ó÷åòà ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ òðàíñôîðìàöèé áóäåò
âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂(ρCk)

∂t
= −div(ρ(u− w)Ck) + div(ρKgradCk) + ρQ∗

k + ρqk, (1.1)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü; Ck � êîíöåíòðàöèÿ k-ãî êîìïîíåíòà ñìåñè (k=1,2,3,. . . ,N); v � ñêî-
ðîñòü âåòðà; w � ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ ÷àñòèö ïðèìåñè; K �êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé
äèôôóçèè; qk � ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà ïðèìåñåé; Q∗

k � èñòî÷íèê (ñòîê) k-ãî êîìïîíåíòà
ðàñòâîðà çà ñ÷åò ÿäåðíûõ ðåàêöèé.

Â äàííîé ïîñòàíîâêå ïîëå ñêîðîñòåé áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì. Ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Q∗
k =

dCk
dt

= −λCk, (1.2)

ãäå λ � ïîñòîÿííàÿ ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà äàííîãî íóêëèäà.

2. Ïåðåíîñ ïðèìåñåé ïîäçåìíûìè âîäàìè

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê; naumkinaen@yandex.ru.
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Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðîöåññ èçîòåðìè÷åñêèé, æèäêîñòü ñæèìàåìà, ôèëüòðàöèÿ ïîä÷è-
íÿåòñÿ çàêîíó Äàðñè, ïðèõîäèì ê îáùåïðèíÿòîé êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîé ìîäåëè ïîä-
çåìíîãî ìàññîïåðåíîñà áåç ó÷åòà ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé âíóòðè æèäêîñòè:

∂(φρCk)

∂t
= −div(ρV Ck) + div(ηρgradCk) + div(DρgradCk)− ρ

∂(αk)

∂t
+ ρQ∗

k + ρqk, (2.1)

ãäå φ � ïîðèñòîñòü; ρ � ïëîòíîñòü; Ck � êîíöåíòðàöèÿ k-ãî êîìïîíåíòà ñìåñè
(k=1,2,3,. . . ,N); V � ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè; η � ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò ìîëåêóëÿðíîé
äèôôóçèè; D � òåíçîð ãèäðîäèíàìè÷åñêîé äèñïåðñèè; αk �êîíöåíòðàöèÿ k-ãî êîìïîíåíòà
â ðåàêöèè, ïðîòåêàþùåé ìåæäó ðàñòâîðîì è ïîðîäîé; qk � ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà ïðèìåñåé;
Q∗
k � èñòî÷íèê (ñòîê) k-ãî êîìïîíåíòà ðàñòâîðà çà ñ÷åò ÿäåðíûõ ðåàêöèé. Ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêèé òåíçîð ðàññåÿíèÿ , äëÿ èçîòðîïíîé ïîðèñòîé ñðåäû, îïðåäåëåí ñëåäóþùèìè
ôîðìóëàìè:

Dxx = αL
v2x
|v|

+ αT
v2y
|v|

+ αT
v2z
|v|
,

Dyy = αL
v2y
|v|

+ αT
v2x
|v|

+ αT
v2z
|v|
,

Dzz = αL
v2z
|v|

+ αT
v2x
|v|

+ αT
v2y
|v|
,

Dxy = Dyx = (αL − αT )
vxvy
|v|

,

Dxz = Dzx = (αL − αT )
vxvz
|v|

,

Dyz = Dzy = (αL − αT )
vyvz
|v|

,

(2.2)

ãäå αL � êîýôôèöèåíò ïðîäîëüíîé äèñïåðñèè; αT � êîýôôèöèåíò ïîïåðå÷íîé äèñïåðñèè;
vx, vy, vz � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè; |v| � ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè.

Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ìîëåêóëÿðíîé äèôôóçèè äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïî-
ëàãàåòñÿ ïîñòîÿííûì â äèàïàçîíå ( 10−10 ÷ 10−4 ì2 /ñóò). Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà àä-
ñîðáèðîâàííîãî âåùåñòâà ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå îò êîíöåíòðàöèè àäñîðáåíòà ïðè
àäñîðáöèè ðàäèîíóêëèäîâ îïèñûâàåòñÿ èçîòåðìîé Ôðåéíäëèõà:

∂(αk)

∂t
= KfC

α
k , (2.3)

ãäå Kf è α � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå èç îïûòà. Ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä
îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.2).

3. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ðàñ÷åò ïðîöåññà ìèãðàöèè ïðèìåñåé îñóùåñòâëÿåòñÿ â òå÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè 0 ≤
t ≤ tend â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω , îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ ∂Ω . Ïîýòîìó ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ìàññîïåðåíîñà ïðèìåñè èùåòñÿ â öèëèíäðå:

P = {(x, y, z, t) : (x, y, z) ∈ Ω, 0 < t < tend} (3.1)
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Íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ ìàññîïåðåíîñà ïðèìåñåé ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå êîí-
öåíòðàöèé:

Ck(x, y, z, 0) = C0
k(x, y, z), (3.2)

k=1,2,3,...N. Íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ Σ = {(x, y, z, t) : (x, y, z) ∈ ∂Ω, 0 < t < tend} ìîãóò áûòü
ïîñòàâëåíû óñëîâèÿ âèäà:

α∂ΩCk + β∂Ω
∂Ck
∂−→n

= γ∂Ω (3.3)

×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îñíîâàíî íà ðàñùåïëåíèè åå ïî ôèçè÷åñêèì
ïðîöåññàì. Â äàííûé ìîìåíò âåäåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
äëÿ êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà.
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Description of the mathematical model of the transport of

radioactive contaminants in the air and groundwater

c⃝ E. N. Panyushkina2

Abstract. Modeling the dynamics of the distribution of concentration of harmful substances
is of great importance in the elimination of consequences of emergency situations as well as in
determining the hazardous areas of infection. The article describes a mathematical model of the
transport of radioactive contaminants in the atmosphere and by underground waters.

Key Words: Mass transfer, di�usion, dispersion, radioactive decay.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà ïëàíîâûõ

ïîêàçàòåëåé ïðèåìà â ÂÓÇ

c⃝ Å. À. ×åðíîèâàíîâà1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ïëàíîâûõ öèôð ïðèåìà â ÂÓÇ íà îñíîâå
êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå ðåãðåññèè, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ìíîæåñòâåííîé
ðåãðåññèè, êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè

Íà ëþáîé ýêîíîìè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ÷àùå âñåãî îêàçûâàåò âëèÿíèå íå îäèí, à íåñêîëü-
êî ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, ïëàí ïðèåìà â ÂÓÇ ñâÿçàí ñ êîëè÷åñòâîì âûïóñêíèêîâ â äàííîì
ðåãèîíå, ñ óðîâíåì äîõîäîâ íàñåëåíèÿ, âîñòðåáîâàííîñòüþ âûïóñêíèêîâ, ñ êîëè÷åñòâîì âû-
ïóñêíèêîâ ÑÏÎ, ÍÏÎ, ñ ëèöåíçèîííûìè ïîêàçàòåëÿìè ïî ôîðìèðîâàíèþ ïëàíà ïðèåìà.
Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ïàðíîé ðåãðåññèè M(y/x) = f(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâåííàÿ
ðåãðåññèÿ

M(y/x1, x2, . . . , xm) = f(x1, x2, . . . , xm).

Çàäà÷à îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè ïåðåìåííûõ Y è X1, X2, . . . , Xm ôîðìè-
ðóåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïàðíîé ðåãðåññèè. Óðàâíåíèå ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

Y = f(β,X) + ε,

ãäå X = (X1, X2, . . . , Xm) � âåêòîð íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ; β � âåêòîð ïàðàìåòðîâ; ε �
ñëó÷àéíàÿ îøèáêà; Y � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ äàííîé ãåíåðàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè èìåííî ôóíêöèÿ f ñâÿçûâàåò èññëåäóåìóþ ïåðåìåííóþ Y ñ âåêòîðîì
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ X .

Ðàññìîòðèì ñàìóþ óïîòðåáëÿåìóþ è íàèáîëåå ïðîñòóþ èç ìîäåëåé ìíîæåñòâåííîé ðå-
ãðåññèè � ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Òåîðåòè÷åñêîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå
ðåãðåññèè èìååò âèä:

Y = β0 + β1x1 + β2x2 + . . .+ βmxm + ε

èëè äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ íàáëþäåíèé i , i = 1, 2, . . . , n ,

yi = β0 + β1Xi1 + β2Xi2 + . . .+ βmXim + εi

Çäåñü β = (β0, β1, . . . , βm) âåêòîð ðàçìåðíîñòè (m + 1) íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. βi ,
i = 1, 2, . . . , n , íàçûâàåòñÿ i -ì òåîðåòè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè. Îí õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ âåëè÷èíû Y ê èçìåíåíèþ Xj è îòðàæàåò âëèÿíèå íà óñëîâíîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(Y |x1, x2, . . . , xm) çàâèñèìîé ïåðåìåííîé Y îáúÿñíÿþùåé
ïåðåìåííîé Xj , ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå äðóãèå îáúÿñíÿþùèå ïåðåìåííûå ìîäåëè îñòàþò-
ñÿ ïîñòîÿííûìè. β0 � ñâîáîäíûé ÷ëåí, îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèå Y â ñëó÷àå, êîãäà âñå
îáúÿñíÿþùèå ïåðåìåííûå Xi = 0 . Ïîñëå âûáîðà ëèíåéíîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå ìîäåëè
çàâèñèìîñòè íåîáõîäèìî îöåíèòü ïàðàìåòðû ðåãðåññèè.

Ïóñòü èìååòñÿ n íàáëþäåíèé âåêòîðà îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ x = (x1, x2, . . . , xm)
è çàâèñèìîé ïåðåìåííîé Y :

(Xi1, Xi2, . . . , Xim, yi), i = 1, 2, . . . , n.

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è ôèçèêè, Ñàðàíñêèé êîîïåðàòèâíûé èíñòèòóò, ã. Ñàðàíñê;
elen.chernoivanova@yandex.ru
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî ìîæíî áûëî ðåøèòü çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ïàðàìåòðîâ
β0, β1, . . . , βm , äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî n ≥ m + 1 . Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî íå áó-
äåò âûïîëíÿòüñÿ, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ, ïðè
êîòîðûõ ëèíåéíàÿ ôîðìóëà ñâÿçè ìåæäó x è y áóäåò àáñîëþòíî òî÷íî ñîîòâåòñòâîâàòü
èìåþùèìñÿ íàáëþäåíèÿì. Ïðè ýòîì åñëè n = m + 1 , òî îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðà
β ðàññ÷èòûâàþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì � ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû m + 1 ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ:

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + . . .+ βmxim, i = 1, 2, . . . ,m+ 1.

×èñëî k = n−m− 1 íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.
Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì îöåíêè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâåííîé ëè-

íåéíîé ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ).
Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîñûëîê ÌÍÊ îòíîñèòåëüíî îøèáîê εi îöåíêè b0, b1, . . . , bm ïà-

ðàìåòðîâ β, β2, . . . , βm ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïî ÌÍÊ ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåí-
íûìè, ýôôåêòèâíûìè è ñîñòîÿòåëüíûìè. Îòêëîíåíèå ei çíà÷åíèÿ yi çàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé Y îò ìîäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ỹi , ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ ðåãðåññèè â i -ì íàáëþ-
äåíèè (i = 1, 2, . . . , n) , ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå:

ei = yi − b0 − b1xi1 − . . .− bmxim

Òîãäà ïî ÌÍÊ äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê b0, b1, . . . , bm ìèíèìèçèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíê-
öèÿ:

Q =
n∑
i=1

e2i =
n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij))
2 (9)

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí bj , j =
0, 1, . . . ,m . Îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìèíèìóì, Íåîáõîäèìûì óñëîâèå
ìèíèìóìà ôóíêöèè Q ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî 0 âñåõ å¼ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî bj . ×àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ýòîé êâàäðàòè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

∂Q

∂b0
= −2

n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij))

∂Q

∂bj
= −2

n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij))xij, j = 1, 2, . . . ,m

(10)

Ïðèðàâíèâàÿ èõ ê 0, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó m+1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ m+1 íåèçâåñò-
íûìè: 

n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij)) = 0

n∑
i=1

(yi − (b0 +
m∑
j=1

bjxij))xij = 0, j = 1, 2, . . . ,m

(11)

Òàêàÿ ñèñòåìà èìååò îáû÷íî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé
íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåäñòàâèì äàííûå íàáëþäåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû â ìàòðè÷íîé ôîð-
ìå.

Y =


y1
y2
· · ·
yn

 , X =


1 x11 x12 . . . x1m
1 x21 x22 . . . x2m
. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn1 xn2 . . . xnm

 , B =


b0
b1
. . .
bm

 , e =


e0
e1
. . .
en


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Çäåñü Y � n -ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö íàáëþäåíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé Y ; � ìàòðè-
öà ðàçìåðíîñòè n×(m+1) , â êîòîðîé i ñòðîêà (i = 1, 2, . . . , n) ïðåäñòàâëÿåò íàáëþäåíèÿ
âåêòîðà çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xm ; � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè
(m + 1) ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè; � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè n îòêëîíåíèé
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé yi çàâèñèìîé ïåðåìåííîé Y îò çíà÷åíèé ỹi , ïîëó÷àåìûõ ïî óðàâ-
íåíèþ ðåãðåññèè

ỹi = b0 + b1xi1 + b2xi2 + . . .+ bmxim.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Q ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî 0 å¼ ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ∂Q

∂bj
ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì bj , j = 0, 1, . . . ,m .

Ïðèðàâíèâàÿ ∂Q/∂B ê 0, ïîëó÷èì

B = (XTX)−1XTY.

Ïîëó÷åííûå îáùèå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ óðàâíåíèé ðåãðåññèè ñ ïðîèçâîëü-
íûì êîëè÷åñòâîì m îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ.

Çíàíèå äèñïåðñèé è ñòàíäàðòíûõ îøèáîê ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü òî÷íîñòü îöåíîê,
ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðîâåðÿòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãèïîòåçû.

Îáùåå êà÷åñòâî óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè ìîæíî ïðîâåðèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöè-
åíòà äåòåðìèíàöèè R2 , êîòîðûé â îáùåì ñëó÷àå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

R2 = 1−
∑
e2i∑

(yi − y)2
.

Åñëè 0.75 ≤ R2 ≤ 1 , òî óðàâíåíèå ðåãðåññèè ñîñòàâëåíî âåðíî.
Ïóñòü íàì äàí âðåìåííîé ðÿä, õàðàêòåðèçóþùèé çàâèñèìîñòü ïëàíà ïðèåìà â íåêîòî-

ðûé ÂÓÇ îò ãîäà. Ýòîò ðÿä çàäàí â âèäå òàáëèöû.

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011
Âðåìÿ t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Ïëàí
ïðèåìà 97 105 135 152 160 195 223 297 310 318 326

â ÂÓÇ (y)

Ê ôîðìèðîâàíèþ ëèíåéíîãî òðåíäà ïðèâëåêàþò âñå òîò æå ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ, ïîëàãàÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âðåìÿ t , à ðåçóëüòèðóþùåé ïåðåìåííîé
� âåëè÷èíó y . Òîãäà îöåíêà ïàðàìåòðîâ òðåíäà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Á =

(
a0
a1

)
= (T ′ · T )−1 · T · Y, ãäå Y =


y1
y2
...
yn

 , T =


1t1
1t2
. . .
1tn

 .

Ïî ýòîé ôîðìóëå âû÷èñëèì çíà÷åíèå ìàòðèöû

A =

(
n

∑
ti∑

ti
∑
t2i

)
·
( ∑

yi∑
ti · yi

)
=

=
1

n
∑
t2i − (

∑
ti)

( ∑
t2i −

∑
ti

−
∑
ti n

)
·
( ∑

yi∑
ti · yi

)
=
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=
1

5566− 4356

(
506 −66
−66 11

)
·
(
2318
16783

)
=

(
53, 914
26, 136

)
.

Çàïèøåì óðàâíåíèå òðåíäà yt = a0 + a1t = 53, 914 + 26, 136t . Ïðè t = 12 çíà÷åíèå
y12 = 367, 55 , òî åñòü ïëàí ïðèåìà â ÂÓÇ â 2012 ãîäó áûë ðàâåí 367.
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äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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