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Îò ðåäàêöèè

Â ÷åòâåðòîì íîìåðå 14-ãî òîìà ïóáëèêóþòñÿ ðàáîòû âåäóùèõ ó÷¼íûõ è ìî-
ëîäûõ èññëåäîâàòåëåé, ìíîãèå èç êîòîðûõ ÿâëÿþùèõñÿ ïîñòîÿííûìè ó÷àñò-
íèêàìè êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ â
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè¿ ñ ó÷àñòèåì çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ. Êîíôå-
ðåíöèÿ ïðîâîäèòñÿ íàöèîíàëüíûì èññëåäîâàòåëüñêèì Ìîðäîâñêèì ãîñóäàð-
ñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàð¼âà è Ñðåäíåâîëæñêèì ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îáùåñòâîì ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 12-01-06069 ã). Âñå ñòàòüè
èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðåöåíçèè, à ñàì æóðíàë äîñòóïåí ïî ïîäïèñêå ÷åðåç
êàòàëîã ¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ è â ñåòè Internet íà ñàéòå Elibrary.ru.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!



Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè . . . 7

ÓÄÊ ÓÄÊ 517.938

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè íà 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
c⃝ Å. Â. Æóæîìà1, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ2

Àííîòàöèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà âîïðîñó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà çàìêíóòûõ 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Äîêàçàíî,
÷òî åñëè f t

1 , f
t
2 � ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç òðåõ

òî÷åê, íà çàìêíóòûõ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ M4
1 , M4

2 ñîîòâåòñòâåííî, òî f t
1 , f t

2

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, 4-ìåðíûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ

Ïóñòü f t - ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñì. â [1], [18]) íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì (n ≥ 3 ) ìíîãîîáðàçèè Mn . Â [14] áûëî äî-
êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòûõ n -ìíîãîîáðàçèé (è èññëåäîâàíèå òàêèõ ìíîãîîáðàçèé),
äîïóñêàþùèõ ôóíêöèè Ìîðñà ðîâíî ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè. Â ÷àñòíîñòè, áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü n = dimMn ìíîãîîáðàçèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî îäíî èç
ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé n ∈ {2, 4, 8, 16} . Èç [14], [17] âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîòîêîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà ðîâíî ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ óêàçàííûìè
ðàçìåðíîñòÿìè. Èçâåñòíî [14], ÷òî M2 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ. Ïîòîêè Ìîðñà-
Ñìåéëà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè òîïîëîãè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíû. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà âîïðîñó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íà çàìêíóòûõ 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t1 , f
t
2 � ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæå-

ñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç òðåõ òî÷åê, íà çàìêíóòûõ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
M4

1 , M
4
2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà f t1 , f

t
2 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ÷àñòíîñòè,

ìíîãîîáðàçèÿ M4
1 , M

4
2 ãîìåîìîðôíû.

Ñïåðâà ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn) , âåê-

òîðíîå ïîëå V⃗s , êîòîðîå çàäàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ1 = −x1, . . . , ẋk = −xk, ẋk+1 = xk+1, . . . , ẋn = xn. (1.1)

ßñíî, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò O = (0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì ïîëÿ V⃗s ñ k -ìåðíîé óñòîé-
÷èâîé ñåïàðàòðèñîé W s(O) è (n − k) -ìåðíîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé W u(O) , ãäå
W s(O) = {(x1, . . . , xn) | xk+1 = 0, . . . , xn = 0} ⊂ Rn , W u(O) = {(x1, . . . , xn) | xk+1 =
0, . . . , xn = 0} ⊂ Rn . Â [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ F (x1, . . . , xn) =

∑k
i=1 x

2
i

∑n
j=k+1 x

2
j

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû (1.1).
Èç âèäà F ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî c > 0 ãèïåðïîâåðõíîñòü F = c ÿâëÿåòñÿ (n− 1) -

ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn−1
c . Ýòî ìíîãîîáðàçèå ðàçáèâàåò

Rn íà äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà

{x⃗ = (x1, . . . , xn) |F (x⃗) < c} def
= U0, {x⃗ = (x1, . . . , xn) |F (x⃗) > c} def

= U∞.

1 ïðîôåññîð, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íèæíèé Íîâãîðîä;
zhuzhoma@mail.ru.

2 ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä;
medvedev@unn.ac.ru.
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Îáúåäèíåíèå W s(O) ∪W u(O) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé
ðàâåíñòâîì F = 0 . Ïîñêîëüêó O ∈ W s(O) ∪W u(O) , òî O ∈ U0 . Òàêèì îáðàçîì, U0 -
èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü ñåäëà O , êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ñïåöèàëüíîé.

Ðàññìîòðèì (n− 1) -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Cn−1
1,k (r) = {(x1, . . . , xn) |

∑k
i=1 x

2
i = r2} , r >

0 . Ïåðåñå÷åíèå Cn−1
1,k (r)∩Hn−1

c åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò

ðàâåíñòâàì x21+· · ·+x2k = r2 , r2(x2k+1+· · ·+x2n) = c . Ïîýòîìó Cn−1
1,k (r)∩Hn−1

c åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåð Sk−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n , ãäå

Sk−1
1,k = {(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) |

k∑
i=1

x2i = r2} ⊂ Rk
1,k,

Sn−k−1
k+1,n = {(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) |

n∑
j=k+1

x2j =
c

r2
} ⊂ Rn−k

k+1,n.

Ñîãëàñíî [7], êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗s , ïðèíàäëåæàùàÿ Hn−1
c , ïåðåñåêàåò

Cn−1
1,k (r) ∩ Hn−1

c ðîâíî îäèí ðàç, ïðè÷åì êâàçè-òðàíñâåðñàëüíî3. Ïîýòîìó Hn−1
c äèôôåî-

ìîðôíî Sk−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n × R .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç clos N òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà N .

Ë å ì ì à 1.1. Ïåðåñå÷åíèå (clos U0) ∩ Cn−1
1,k ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

Sk−1
1,k ×Dn−k

k+1,n, ãäå Dn−k
k+1,n = {(x1, . . . , xn) |x2k+1 + · · ·+ x2n ≤ c

r2
}

äèôôåîìîðôíî (n − k) -ìåðíîìó çàìêíóòîìó øàðó. Áîëåå òîãî, (clos U0) ∩ Cn−1
1,k ðàçáè-

âàåò clos U0 íà äâå êîìïîíåíòû, è âåêòîðíîå ïîëå V⃗s íà ìíîæåñòâå (clos U0) ∩ Cn−1
1,k

íàïðàâëåíî âíóòðü êîìïîíåíòû, â êîòîðîé ëåæèò ñåäëî O .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç óðàâíåíèé, çàäàþùèõ
Cn−1

1,k è Hn−1
c . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî Cn−1

1,k ðàçáè-

âàåò Rn íà äâå êîìïîíåíòû, ïðè÷åì, â ñèëó (1.1), âåêòîðíîå ïîëå V⃗s íà C
n−1
1,k íàïðàâëåíî

âíóòðü êîìïîíåíòû, â êîòîðîé ëåæèò ñåäëî O . Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
�

Àíàëîãè÷íî ìíîãîîáðàçèþ Cn−1
1,k (r) ðàññìîòðèì (n− 1) -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå

Cn−1
k+1,n

(√
ec

r

)
= {(x1, . . . , xn) |

n∑
j=k+1

x2i =
ec

r2
}.

Ïåðåñå÷åíèå Cn−1
k+1,k

(√
ec
r

)
∩Hn−1

c åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿ-

þò ðàâåíñòâàì x21+· · ·+x2k = r2

e
, r2(x2k+1+· · ·+x2n) = ec

r2
. Ïîýòîìó Cn−1

k+1,n

(√
ec
r

)
∩Hn−1

c åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåð Sk−1
1,k

(
r√
e

)
×Sn−k−1

k+1,n (
√
ec
r
) , ãäå

Sk−1
1,k

(
r√
e

)
= {(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) |

k∑
i=1

x2i =
r2

e
} ⊂ Rk

1,k,

Sn−k−1
k+1,n

(√
ec

r

)
= {(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) |

n∑
j=k+1

x2j =
ec

r2
} ⊂ Rn−k

k+1,n.

3 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â íóëå.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç fτ ñäâèã âäîëü òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗s íà âðåìÿ τ . Ïîñêîëüêó
f1(C

n−1
1,k (r) ∩Hn−1

c ) = f1(S
k−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n ) , òî èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî

f1(C
n−1
1,k (r) ∩Hn−1

c ) = Sk−1
1,k

(
r√
e

)
× Sn−k−1

k+1,n

(√
ec

r

)
= Cn−1

k+1,n

(√
ec

r

)
∩Hn−1

c . (1.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn−1
c (0 ≤ τ ≤ 1) îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ òðàåêòîðèé ïîëÿ V⃗s , íà÷è-

íàþùèõñÿ íà Sk−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n è îêàí÷èâàþùèõñÿ íà Sk−1
1,k

(
r√
e

)
× Sn−k−1

k+1,n

(√
ec
r

)
. Äðóãèìè

ñëîâàìè,

Hn−1
c (0 ≤ τ ≤ 1) =

∪
0≤τ≤1

fτ (S
k−1
1,k × Sn−k−1

k+1,n ).

Ñîãëàñíî (1.2), Hn−1
c (0 ≤ τ ≤ 1) åñòü ÷àñòü (n− 1) -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Hn−1

c , ñîñòîÿ-

ùàÿ èç åäèíè÷íûõ ïî âðåìåíè îòðåçêîâ òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗s .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïåðåñå÷åíèå (clos U0) ∩

Cn−1
k+1,n

(√
ec
r

)
ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

Dk
1,k

(
r√
e

)
× Sn−k−1

k+1,n

(√
ec

r

)
, ãäå Dk

1,k

(
r√
e

)
= {(x1, . . . , xn) |x21 + · · ·+ x2k ≤

r2

e
}

äèôôåîìîðôíî k -ìåðíîìó çàìêíóòîìó øàðó. Áîëåå òîãî, (clos U0)∩Cn−1
k+1,n

(√
ec
r

)
ðàçáè-

âàåò clos U0 íà äâå êîìïîíåíòû, è âåêòîðíîå ïîëå V⃗s íà (clos U0)∩Cn−1
k+1,n

(√
ec
r

)
íàïðàâ-

ëåíî íàðóæó êîìïîíåíòû, â êîòîðîé ëåæèò ñåäëî O . Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò,
êîòîðûé ìû äëÿ ññûëîê ñôîðìóëèðóåì â âèäå ëåììû.

Ë å ì ì à 1.2. (n− 1) -ìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

(clos U0) ∩ Cn−1
1,k (r), Hn−1

c (0 ≤ τ ≤ 1), (clos U0) ∩ Cn−1
k+1,n

(√
ec

r

)
îãðàíè÷èâàþò îòêðûòóþ îáëàñòü W0 ⊂ U0 , ñîäåðæàùóþ ñåäëî O .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ äâóõ ëåììàõ (îïðåäåëåíèÿ äèêîãî
âëîæåíèÿ è çàóçëåííîñòè ñì. â ìîíîãðàôèÿõ [8], [13]).

Ë å ì ì à 1.3. Ïóñòü M4
∗ - êîìïàêòíîå 4-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãðàíèöà êîòîðîãî

ñîñòîèò èç äâóõ 3-ìåðíûõ ñôåð S3
1 , S

3
2 , ∂M

4
∗ = S3

1 ∪ S3
2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M4

∗ çà-

äàíî âåêòîðíîå ïîëå V⃗ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) V⃗ èìååò ðîâíî îäíî ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèå s∗ , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ñåäëîì òèïà (2, 2) ; 2) V⃗ òðàíñâåð-
ñàëüíî ãðàíèöå ∂M4

∗ è íàïðàâëåíî âíóòðü M4
∗ íà S3

1 è íàðóæó M4
∗ íà S3

2 ; 3) êàæäàÿ

òðàåêòîðèÿ ïîëÿ V⃗ , íå ïðèíàäëåæàùàÿ ñåïàðàòðèñàì W s(s∗) , W
u(s∗) ñåäëà s∗ , ïåðåñå-

êàåò îáå ñôåðû S3
1 , S

3
2 ; 4) óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà W

s(s∗) è íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà
W u(s∗) ñåäëà s ïåðåñåêàþò ñîîòâåòñòâåííî ñôåðû S3

1 è S3
2 âäîëü çàìêíóòûõ êðèâûõ

W s(s∗)∩S3
1 è W u(s∗)∩S3

2 . Òîãäà êàæäàÿ êðèâàÿ W s(s∗)∩S3
1 è W u(s∗)∩S3

2 íå çàóçëåíà
ñîîòâåòñòâåííî â S3

1 è S3
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì êðèâûå W s(s∗) ∩ S3
1 è W u(s∗) ∩ S3

2 ÷åðåç C1 è C2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ýòè êðèâûå íà ñåïàðàòðèñàõ W s(s∗) , W

u(s∗) îãðàíè÷èâàþò çàìêíóòûå äâóìåð-
íûå äèñêè D1 , D2 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ñôåðû S3

1 , S
3
2 òðàíñâåðñàëüíû âåêòîðíîìó
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ïîëþ, òî ñåäëî s ëåæèò âíóòðè êàæäîãî äèñêà D1 , D2 . Èç òîãî, ÷òî â ïîòîêàõ Ìîðñà-
Ñìåéëà îòñóòñòâóþò ïåòëè ñåïàðàòðèñ ñëåäóåò, ÷òî D1 , D2 ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé
òî÷êå s∗ = D1 ∩D2 .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ
C1 îáðàçóåò íåòðèâèàëüíûé óçåë â S3

1 (ñëó÷àé, êîãäà C2 îáðàçóåò íåòðèâèàëüíûé óçåë
â S3

2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ñîãëàñíî ðàñøèðåííîé âåðñèè òåîðåìû Ãðîáìàíà-
Õàðòìàíà, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà D1∪D2 , â êîòîðîé ïîòîê òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòåí ëèíåéíîìó ïîòîêó, îïðåäåëÿåìîìó ëèíåéíîé ÷àñòüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗ â
òî÷êå s∗ . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.15 [9], ëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ òîïî-
ëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé òèï ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó ïîëå V⃗ â U òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî âåêòîðíîìó ïîëþ V⃗s , êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1) ïðè n = k = 2 . Â ÷àñòíîñòè,
U ãîìåîìîðôíà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷àñòè ñïåöèàëüíîé îêðåñòíîñòè U0 , ñîäåðæàùåé ñåä-
ëî O . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U ãîìåîìîðôíà îêðåñòíîñòè W0 ⊂ U0

(â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 1.2.).
Ïî óñëîâèþ ëåììû (ñâîéñòâî 3), âñå ïîëîæèòåëüíûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â

S3
1 − C1 , äîñòèãàþò S3

2 − C2 ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè âðåìåíè, è îáðàòíî, âñå
îòðèöàòåëüíûå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â S3

2 − C2 , äîñòèãàþò S3
1 − C1 ïðè íåîãðà-

íè÷åííîì óìåíüøåíèè âðåìåíè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ : S3
1 − C1 → S3

2 − C2 îòîáðàæåíèå

Ïóàíêàðå, èíäóöèðóåìîå ïîëåì V⃗ . Èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ξ - äèôôåîìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, C1 è C2 - äâà óçëà ñ ãîìåî-
ìîðôíûìè äîïîëíåíèÿìè. Â ñèëó [15], íåòðèâèàëüíîñòü óçëà C1 âëå÷åò íåòðèâèàëüíîñòü
óçëà C2 .

Ðàññìîòðèì ïîëíîòîðèé P1 ⊂ U ∩ S3
1 , ÿâëÿþùèéñÿ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ êðèâîé

C1 â S3
1 . Ïîñêîëüêó C1 - ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñóùåñòâóåò. Èç ýêâè-

âàëåíòíîñòè ïîëÿ V⃗ â îêðåñòíîñòè U ñ ïîëåì V⃗s âûòåêàåò, ÷òî ξ(P1 − C1) ñîâìåñòíî
ñ C2 îáðàçóþò òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç P2 ) êðèâîé C2 . Óìåíüøèâ,
åñëè íåîáõîäèìî, ïîëíîòîðèè P1 è P2 , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P1 , P2 ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå
îêðåñòíîñòè U . Ïîñêîëüêó U ãîìåîìîðôíà îêðåñòíîñòè W0 ⊂ U0 , òî ãðàíèöû ïîëíîòî-
ðèé P1 , P2 ñîåäèíåíû îòðåçêàìè òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗ , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå
ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 ïåðåâîäèò ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ P1 â ïàðàëëåëü ïîëíîòîðèÿ P2 , à
ïàðàëëåëü P1 - â ìåðèäèàí P2 .

Ïîêàæåì, ÷òî ñôåðà S3
2 ãîìåîìîðôíà ìíîãîîáðàçèþ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïå-

ðåñòðîéêè ñôåðû S3
1 âäîëü óçëà C1 . Äåéñòâèòåëüíî, óäàëèì èç S3

1 ïîëíîòîðèé P1 è
âêëåèì âìåñòî íåãî ïîëíîòîðèé P2 ñ ïîìîùüþ ãîìåîìîðôèçìà ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 . Ïî-
ñêîëüêó ïðèêëåèâàþùèé ãîìåîìîðôèçì ξ|∂P1 ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ãîìåîìîðôèçìà
ξ|S3

1 \ P1 : S3
1 \ P1 → S3

2 \ P2 , òî îòîáðàæåíèå ξ∗ : (S3
1 \ P1) ∪ξ P2 → S3

2 , êîòîðîå ñîâ-
ïàäàåò ñ ξ íà S3

1 \ P1 è ñóòü òîæäåñòâåííîå íà P2 , ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì
ãîìåîìîðôèçìîì.

Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà S3
2 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîéêè ñôåðû S3

1 âäîëü óçëà
C1 ñ ïîìîùüþ íåòðèâèàëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà ξ|∂P1 : ∂P1 → ∂P2 . Òàê êàê C1 - íåòðèâè-
àëüíûé óçåë, òî â ðåçóëüòàòå òàêîé ïåðåñòðîéêè âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, îòëè÷íîå
îò 3-ñôåðû [15] (ñì. òàêæå [16]). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó. �

Íàïîìíèì, ÷òî â 1977 ãîäó Ïèêñòîí ïîñòðîèë ïðîñòåéøèé ãðàäèåíòíîïîäîáíûé äèô-
ôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíîé ñôåðå ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿ-
ùåì èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ïðèìåðà ñîñòîÿëà â íàëè÷èè
ñåäëà, ó êîòîðîãî òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå äâóìåðíîé ñåïàðàòðèñû îáðàçîâûâàëî äè-
êî âëîæåííóþ äâóìåðíóþ ñôåðó (îòìåòèì, ÷òî èç [11] âûòåêàåò, ÷òî íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ
íå ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñî-
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ñòîèò èç òðåõ òî÷åê). Àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû áûëè ïîñòðîåíû â [2] - [5], [6], [10], [12],
ãäå ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå âîïðîñû êëàññèôèêàöèè. Ïðîñòåéøèõ ãðàäèåíòíûõ ïîòîêîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïîäîáíûìè ñåïàðàòðèñàìè íå
ñóùåñòâóåò.

Ë å ì ì à 1.4. Ïóñòü íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn , n ≥ 4 , çàäàí ïîòîê
Ìîðñà-Ñìåéëà f t áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ðîâíî ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíî-
âåñèÿ (äâà óçëà è ñåäëî). Òîãäà òîïîëîãè÷åñêèå çàìûêàíèÿ íåóñòîé÷èâîãî è óñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèé ñåäëà ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêèìè âëîæåííûìè n

2
-ñôåðàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α , ω è σ èñòî÷íèê, ñòîê è ñåäëî ïîòîêà
f t ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà íå èìåþò ñåïàðàòðèñíûõ ïåòåëü, òî
íåóñòîé÷èâîå W u(σ) è óñòîé÷èâîå W s(σ) ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëà σ ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî
â îäíîé òî÷êå σ . Ïîñêîëüêó äðóãèõ ñåäåë, êðîìå σ , íåò, òî W u(σ) è W s(σ) íå èìåþò
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïå-
ðåñå÷åíèé, òî åãî òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ñîäåðæèò ðîâíî îäèí óçåë è ãîìåîìîðôíî
ñôåðå, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ðàâíà ðàçìåðíîñòè èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîýòîìó

îáà òîïîëîãè÷åñêèõ çàìûêàíèÿ clos W u(σ)
def
= Sω , clos W

s(σ)
def
= Sα ñóòü òîïîëîãè÷å-

ñêè âëîæåííûå 2 -ñôåðû. Äîêàæåì, ÷òî Sω ÿâëÿåòñÿ ðó÷íî âëîæåííîé ñôåðîé. Òàê êàê
èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäåë ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, òî
åäèíñòâåííîé òî÷êîé äèêîãî âëîæåíèÿ ñôåðû Sω ìîæåò áûòü òîëüêî òî÷êà ω . Òàê êàê ω -
ãèïåðáîëè÷åñêèé óçåë, òî ñóùåñòâóåò ãëàäêî âëîæåííàÿ 3-ñôåðà S , îêðóæàþùàÿ B ⊂M4

ñ òî÷êîé ω è òðàíñâåðñàëüíàÿ ïîòîêó. Ïîýòîìó W u(σ) ïåðåñåêàåò S ïî çàìêíóòîé ïðî-
ñòîé êðèâîé, ñêàæåì C . Èç ëåììû 1.3. âûòåêàåò, ÷òî C íå çàóçëåíà â S . Îáîçíà÷èì
÷åðåç K ïåðåñå÷åíèå Sω ñ B . Ïîñêîëüêó S òðàíñâåðñàëüíà ïîòîêó, òî K ãîìåîìîðôíî
òîïîëîãè÷åñêîé íàäñòðîéêå íàä C . Èç íåçàóçëåííîñòè C ñëåäóåò, ÷òî K åñòü ëîêàëüíî
ïëîñêèé âî âñåõ òî÷êàõ äèñê.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Sα ëîêàëüíî ïëîñêàÿ (âî âñåõ òî÷êàõ) àíàëîãè÷íîå. �
Ïóñòü òåïåðü f t1 , f

t
2 � ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñî-

ñòîèò èç òðåõ òî÷åê, íà çàìêíóòûõ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ M4
1 , M

4
2 ñîîòâåòñòâåí-

íî. Îêðóæèì óçëû ýòèõ ïîòîêîâ 3-ìåðíûìè ñôåðàìè, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò â M4
1 , M

4
2

4-ìåðíûå øàðû B1
α , B

1
ω è B2

α , B
2
ω ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóþò ñîõðàíÿþùèå îðèåíòà-

öèþ ãîìåîìîðôèçìû hα : B1
α → B2

α , hω : B1
ω → B2

ω ïåðåâîäÿùèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå
ïîòîêà f t1 â èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîòîêà f t2 . Èç ëåìì 1.3., 1.4. âûòåêàåò, ÷òî ãîìåîìîð-
ôèçìû hα è hω ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìåîìîðôèçìà M4

1 \(B1
α ∪B1

ω) →M4
2 \(B2

α ∪B2
ω) ,

ïåðåâîäÿùåãî òðàåêòîðèè ïîòîêà f t1 â òðàåêòîðèè ïîòîêà f t2 . Ñëåäîâàòåëüíî, f
t
1 , f

t
2 òî-

ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèÿ M4
1 , M

4
2 ãîìåîìîðôíû.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïëîäîòâîð-
íûå îáñóæäåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ
ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, äîãîâîð � 11.G34.31.0039, à òàêæå â ðàìêàõ ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 11-01-12056 îôè-ì,
12-01-00672-à.
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Equivalence of Morse-Smale �ows on 4-manifolds
c⃝ E.V. Zhuzhoma4, V.S. Medvedev5

Abstract. The paper concerns to the question of a topological classi�cation of Morse-Smale �ows
with three critical points on closed 4-manifolds. One proves that if f t

1 , f t
2 are Morse-Smale �ows

with the non-wandering set consisting of three points on closed 4-manifolds M4
1 , M

4
2 respectively,

then f t
1 , f t

2 are topologically equivalent.

Key Words: Topological classi�cation, Morse-Smale �ows, 4-manifolds
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ÓÄÊ 517.9

Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû îöåíêè óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè
c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê1, È. Ð. Ñàëàõîâ2, Î. Ã. Êàíòîð3

Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ è ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿåò, ïðîâåäÿ ñåðèþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îïðåäå-
ëèòü ïàðàìåòðû óðàâíåíèé ñèñòåìíîé äèíàìèêè, äîáèâàÿñü íåîáõîäèìîãî çíà÷åíèÿ óïðàâëÿ-
åìîãî ïàðàìåòðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû, ìåòîä Ñèìïñîíà,
ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè, îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîå óñòàíîâ-
ëåíèå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçåé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè íàáëþäåíèÿ, êîíòðîëÿ è óïðàâëå-
íèÿ èìè, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì.
Ñóùåñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ìîäåëè ìîãóò ïîçâîëèòü ðåøàòü çàäà÷è áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè è ó÷èòûâàòü øèðîêèé ïåðå÷åíü ïîêàçàòåëåé è ôàêòîðîâ âëèÿíèÿ, à âðåìÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðîâ. Ñðåäè íèõ çàäà÷è
îïòèìèçàöèè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ, çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ è äðóãèå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàëüíîãî îáúåêòà, ïðîöåññà èëè ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ñèñòåìû ôóíêöèîíàëîâ. Åå ïîñòðîåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ñâÿçåé ìåæäó
òåìè èëè èíûìè ïðîöåññàìè è ÿâëåíèÿìè, ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïîçâîëÿ-
þùåãî âûðàçèòü êîëè÷åñòâåííî è êà÷åñòâåííî ñâÿçü ìåæäó òåìè èëè èíûìè ïðîöåññàìè è
ÿâëåíèÿìè, ìåæäó èíòåðåñóþùèìè ñïåöèàëèñòà ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, è ôàêòîðàìè,
âëèÿþùèìè íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Òàêàÿ ñâÿçü çà÷àñòóþ âûðàæàåòñÿ ñèñòåìàìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïàðàìåòðû êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà íåóïðàâëÿåìûå è óïðàâëÿþùèå.
Èññëåäîâàòåëåé æå èíòåðåñîâàëà ïðîáëåìà îáåñïå÷åíèÿ íåêîåãî çíà÷åíèÿ íåóïðàâëÿåìî-
ãî ïàðàìåòðà çà ñ÷åò âàðèàöèè óïðàâëÿþùèõ. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
äîëæíû ïîêàçàòü, êîððåêòíû ëè çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñíî èõ ðåàëü-
íûì îáúåêòàì, íåîáõîäèìûå äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ íåóïðàâëÿåìîãî ïà-
ðàìåòðà. Åñëè îíè òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ, òî ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè ñòîèò íåðåàëüíàÿ
çàäà÷à.

Îäíèì èç ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ íåëèíåéíûìè îáðàòíûìè ñâÿçÿìè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèñòåìíàÿ äèíàìèêà, íà îñíîâå êîòîðîé áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü. Îíà ðàçðàáîòàí â
ñåðåäèíå ÕÕ âåêà ïðîôåññîðîì Ìàññà÷óñåòñêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà Äæ. Ôîððå-
ñòåðîì � îäíèì èç êðóïíåéøèõ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðèè óïðàâëåíèÿ [1]. Â ìîäåëÿõ
ñèñòåìíîé äèíàìèêè èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå äâóõ òèïîâ: ñèñòåìíûå óðîâíè è òåìïû.
Ñèñòåìíûå óðîâíè ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëå-
íèé ñèñòåìíîé äèíàìèêè.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðàçðåøàëàñü íà ïðèìåðå ìîäåëè, êîòîðàÿ áûëà îïðåäåëåíà ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäîâ ýêîíîìåòðè÷åñêîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îïèñûâàþùåé èç-
ìåíåíèå ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ îïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; s.spivak@bashnet.ru.

2 Àñïèðàíò, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; salah-o�@mail.ru.
3 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÈÑÝÈ ÓÍÖ ÐÀÍ, ã. Óôà; o_kantor@mail.ru.
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Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè îñóùåñòâëÿëîñü ïóòåì ïåðåõîäà îò äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ê èíòåãðàëüíûì ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà, îäèí èç êî-
ýôôèöèåíòîâ ïîëàãàëñÿ íåèçâåñòíûì, ïîñëå ÷åãî èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïðàâàÿ
÷àñòü çàìåíÿëàñü ïðèáëèæåííûì âûðàæåíèåì, ðàññ÷èòàííûìè ïî ìåòîäó Ñèìïñîíà. Èç
ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿëñÿ íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ïðèìåíèâ êîìïëåêñ ÷èñ-
ëåííûõ àëãîðèòìîâ, ìîäåëü áûëà îòêîððåêòèðîâàíà ñ ó÷åòîì äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé
òî÷íîñòè îïèñàíèÿ [2],[3].

dN

dt
= 8, 139 · 10−22N0,05S2 − 64, 1·N0,03S0,3

dD

dt
= 560·D0,35 − 9900·I (1.1)

dI

dt
= 0, 131·I−0,4 − 0, 0072·S0,092

Ãäå íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ:

• N - ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ ÐÔ, ÷åë.;

• D - äóøåâûå äîõîäû çà ãîä, ðóá./÷åë. â ãîä;

• I - èíäåêñ ïîòðåáèòåëüñêèõ öåí, %.

Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ, ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.
Êàêèìè äîëæíû áûòü óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû D è I ñèñòåìû, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íåîáõî-
äèìóþ ÷èñëåííîñòü â áóäóùåì ãîäó, ñîõðàíÿÿ àäåêâàòíîñòü îïèñàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå ïðèíöèïû
îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ðÿä ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è âûÿâèòü èç ìíîæåñòâà ïîäõîäÿùèõ ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèå
ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì.

|N(t)−Nexp(t)| ≤ δ1;

|D(t)−Dexp(t)| ≤ δ2; (1.2)

|I(t)− Iexp(t)| ≤ δ3,

Âñå ïàðàìåòðû ñèñòåìû óêëàäûâàþòñÿ â çàäàííûé êîðèäîð çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíî
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

AN ≤ 10%; AD ≤ 10%; AI ≤ 10%; (1.3)

Ïî âñåì òðåì óðàâíåíèÿì ñðåäíÿÿ îøèáêà àïïðîêñèìàöèè íå ïðåâûøàåò 10%.

|N(t)−Nexp(t+∆)| ≤ εN(t), (1.4)

Îáåñïå÷èâàåòñÿ íåîáõîäèìîå èçìåíåíèå ïðîãíîçíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ
N è ñîñòàâëÿåò ε = 0.001 îò ôàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ â ïîñëåäíèé ïåðèîä âðåìåíè.

Äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûë ðåàëèçîâàí â ñðåäå Delphi ïðî-
ãðàììíûé êîìïëåêñ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, â
ñîñòàâ êîòîðîãî âõîäÿò:

1. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.
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2. Âûáîð íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïóòåì ïåðåõîäà îò äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ê èíòåãðàëüíûì ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà.

3. Îïðåäåëåíèå äèàïàçîíîâ âàðèàöèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé, ïðè êîòîðûõ âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ.

4. Ïîèñê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïóòåì àíàëèçà êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè.
Äëÿ îïòèìèçàöèè ïëàíèðóåìîãî ýêñïåðèìåíòà íåîáõîäèìî âûÿâèòü äèàïàçîíû âàðèà-

öèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ.
Ïåðåáðàâ ïàðû ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ êàæäîãî óðàâíåíèÿ, çàôèêñèðîâàâ ïðè ýòîì
îñòàëüíûå, ïîëó÷åíà îáëàñòü çíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ ìîäåëü îñòàåòñÿ ïðèåìëåìîé.

Ïîëó÷åíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èçìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíàõ [5; 9] è
[58; 62,5], âòîðîãî óðàâíåíèÿ [325; 820] è [0; 19200]. Âàðèàöèÿ âñåõ äèàïàçîíîâ êàæäîãî
êîýôôèöèåíòà çàéìåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè, ïîýòîìó çàòðàòû çíà÷èòåëüíî ñîêðà-
òÿòñÿ, åñëè äâèãàòüñÿ âíóòðè îáëàñòè, ðàçáèâ åå ïî áëîêàì, ïðè ýòîì ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé
îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

Áûë îðãàíèçîâàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ D è I (ñõåìà 1), ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ïîñòàâëåííûå
óñëîâèÿ.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Àëãîðèòì ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðè àíàëèçå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷åíî, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
ðîñòà ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ îò 0 äî 0,1 % íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü äóøåâûå äîõîäû îò
1,4% äî 27%, èëè æå óâåëè÷èòü èíäåêñ ïîòðåáèòåëüñêèõ öåí îò 5,4% äî 7.3%. Ïðè ýòîì
ñðåäíÿÿ îøèáêà àïïðîêñèìàöèè íå ïðåâûøàåò 10% ïî êàæäîìó ïàðàìåòðó ñèñòåìû.
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Calculating aspects of estimates of control parameters
system dynamics models
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Abstract. In this paper we propose an approach to constructing models of system dynamics, based
on the use of econometric modeling methods, approximate and numerical methods of integration,
and series of numerical experiments which would allow the researcher to carry out a phased process
of adjusting the model in terms of an adequate description of experimental data.
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Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

ÓÄÊ 544.47

Ïîñòðîåíèå äâóñòîðîííèõ îöåíîê ðåøåíèÿ ïðÿìîé
çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè
c⃝ Â. À. Âàéòèåâ1, Ñ. À. Ìóñòàôèíà2

Àííîòàöèÿ. Íà îñíîâå ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ïîëó÷åíû ãðàíèöû ðåøåíèÿ ïðÿìîé
çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, îáóñëîâëåííîãî èíòåðâàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì êèíåòè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, èíòåðâàëüíûé àíàëèç.

1. Ââåäåíèå

Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè çàâèñèò îò òî÷íîñòè êèíåòè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà.
Êàê ïðàâèëî, êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû (êîíñòàíòà ñêîðîñòè, ýíåðãèÿ àêòèâàöèè) îïðåäå-
ëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ëèáî ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå
ïàðàìåòðû ñîäåðæàò ïîãðåøíîñòü, âåëè÷èíà êîòîðîé ìîæåò äîñòèãàòü áîëåå 20%. Ïîýòîìó
ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è öåëåñîîáðàçíî çàäàâàòü êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû íå ÷èñëàìè,
à èíòåðâàëàìè. Îòñþäà âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé, à òàêæå ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ è êîìïëåêñà ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèõ
ïðîâîäèòü àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ.

2. Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ ïðÿ-
ìîé çàäà÷è ê ïîãðåøíîñòè êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â àíàëèçå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðàì.
Ýòîò ïîäõîä âî ìíîãîì ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñòàíäàðòíûì àíàëèçîì ÷óâñòâèòåëüíîñòè, è äëÿ
åãî ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

x′i = fi(t, x, k), i = 1, ..., n, t ∈ (0, l), (2.1)

x(0) = x0,

ãäå x0 ∈ Rn - âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, x0 ∈ x0 ; k ∈ Rn - âåêòîð ïàðàìåòðîâ, k ∈ k ;
x ∈ Rn - âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, x ∈ x ; ïðè÷åì äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x åñòü
ôóíêöèÿ îò t , k , x0 : x = x(t, k, x0) .

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷å-
ñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; vladimirvaytiev@yandex.ru.

2 Çàâåäóùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) â âèäå x = (x1, ..., xn)
T ∈ x , ãäå xi = [xi] =

{xi ∈ R|xi ≤ xi ≤ xi} , xi , xi - íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû êîìïîíåíòîâ âåêòîðà íåèç-
âåñòíûõ ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðíî äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
k = (k1, ..., km)

T ∈ k .
Â ðàáîòå [1] ïðåäñòàâëåíû îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü àëãîðèòì

èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåì äàííûå ôîðìóëèðîâêè äëÿ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòè-
êè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ìèíèìàëüíîå ïî øèðèíå äâóñòîðîííåå ðåøåíèå x çà-
äà÷è (2.1) áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì.

Îöåíèì x(i) - âåðõíþþ ãðàíèöó x(t) ïî i -é êîîðäèíàòå x(i) ≥ xi . Äëÿ îöåíêè x(i)

ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÎÄÓ
x̃′ = f(t, x̃, k̃), k̃ ∈ k̃, (2.2)

x̃(0) = x̃0 ∈ x̃0.

Çäåñü

k̃j =


kj, åñëè xkij(t) ≤ 0,

kj, åñëè xkij(t) ≥ 0,

kj, åñëè xkij(t) ∋ 0,

(2.3)

è

x̃0 =


x0j, åñëè x0

ij(t) ≤ 0,

x0j, åñëè x0
ij(t) ≥ 0,

x0, åñëè x0
ij(t) ∋ 0,

(2.4)

ãäå xkij(t) - èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ∂xi/∂kj è x0
ij(t) - èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå

∂xi/∂x0j .
Èíòåðâàëüíûå ôóíêöèè xkij(t) è x0ij(t) ìîæíî îïðåäåëèòü, îäíîâðåìåííî ðåøàÿ ñèñòå-

ìó (2.1) è ñèñòåìû ÎÄÓ

xkij
′
=

n∑
l=1

∂fi
∂xl

(t, x, k)xklj +
∂fi
∂xkj

(t, x, k), (2.5)

xkij(0) = 0, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m,

x0ij
′
=

n∑
l=1

∂fi
∂xxl

(t, x, k)x0lj, (2.6)

x0ij(0) = δij, i, j = 1, ..., n,

ãäå δij - ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü

0 /∈ ∂fi
∂xkj

(0, x0, k), (2.7)

0 /∈ ∂fi
∂xxk

(0, x0, k), (2.8)

ãäå i, k = 0, ..., n , j = 1, ...,m . Òîãäà ñóùåñòâóåò t0 > 0 òàêîå, ÷òî

0 /∈ x
k
ij(t), 0 /∈ x

0
ij(t).
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Òàêèì îáðàçîì, äî ìîìåíòà t0 > 0 ìîæíî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûå ãðàíèöû ìíîæåñòâà
ðåøåíèé ñèñòåìû ÎÄÓ.

Â ñëó÷àå, åñëè èíòåðâàëû xkij(t) è x0
ij(t) ñîäåðæàò â ñåáå 0, òî ñèñòåìà (2.2) ñîäåðæèò

èíòåðâàëüíûå ïàðàìåòðû è ðåøàåòñÿ, ê ïðèìåðó, ñëåäóþùèì äâóñòîðîííèì ìåòîäîì.
Ïóñòü ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ôóíêöèè [2] Gl(t, y1, ..., yn, z1, ..., zn) , l = 1, 2 , òàêèå

÷òî ïðè y ≤ y è z ≤ z âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

Gl
i(t, y, z) ≤ Gl

i(t, y
[y

i
], z), l = 1, 2, i = 1, ..., n,

ãäå y[zi] = (y1, ..., yi−1, z, yi+1, ..., yn) . Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

G1
i (x, x) < fi(x, k) < G2

i (x, x).

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè x, x ∈ Rn óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíè-
ÿì

x′ ≤ G1(t, x, x), (2.9)

x′ ≥ G2(t, x, x),

x(0) ≤ x0,

x(0) ≥ x0.

Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå x ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 ≤ x(0) ≤ x0 óäîâëåòâî-
ðÿåò îöåíêàì

xt ≤ x(t) ≤ xt.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì G1(t, x, x ≤ inf f(t, x, k), G2(t, x, x ≥ sup f(t, x, k) , è â êà÷åñòâå
G ìîæíî âçÿòü ãðàíèöû ìîíîòîííîãî ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè
f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èçîòîííîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y) , è àíòèòîííîé, åñëè x ≤ y ⇒ f(x) ≥ f(y) . Ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè îíà èçîòîííàÿ èëè ìîíîòîííàÿ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) èçîòîííàÿ ïî x è àíòèòîííàÿ ïî y , òîãäà èíòåðâàëüíîå ðàñ-
øèðåíèå f(x, y) èìååò âèä

f(x,y) = f(x, y), f(x,y) = f(x, y).

Ñèñòåìó (2.9) ìîæíî ïåðåçàïèñàòü òàêèì îáðàçîì:

x′i ≤ f
i
(t,x[xi],k), (2.10)

x′i ≥ f i(t,x
[xi],k),

x(0) ≤ x0,

x(0) ≥ x0.

Ðåøåíèå ïîñòðîåííîé ñèñòåìû äàåò â îáùåì ñëó÷àå áîëåå øèðîêîå, ÷åì îïòèìàëüíîå,
äâóñòîðîííåå ðåøåíèå.

Â ñëó÷àå âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû (2.10) â âèäå

x′ = f(t, x, k1), (2.11)

x′ = f(t, x, k2),
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x(0) = x0,

x(0) = x0,

ãäå ki ∈ k ; x è x ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè èñõîäíîé ñèñòåìû è,
ñëåäîâàòåëüíî, îíè îïòèìàëüíû.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

∂fi
∂xj

̸= 0, i ̸= j, i, j = 1, ..., n, (2.12)

sign
∂fi
∂kj

= const, j : wid(kj) ̸= 0, ∀k ⊆ k, ∀x ⊆ x. (2.13)

Òîãäà ñèñòåìà (2.10) èìååò âèä (2.11) .

3. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è íà ïðèìåðå ðåàêöèè îëèãîìåðèçàöèè
α -ìåòèëñòèðîëà

Ðàññìîòðèì ýòàïû ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè íà ïðèìåðå ðå-
àêöèè îëèãîìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: A1 - α -
ìåòèëñòèðîë, A2 - 4-ìåòèë-2,4-äèôåíèëïåíòåí-1, A3 - 4-ìåòèë-2,4-äèôåíèëïåíòåí-2, A4

- 1,1,3-òðèìåòèë-3-ôåíèëèíäàí, A5 - òðèììåðû.
Ðåàêöèÿ îëèãîìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé òåì,

÷òî ïðîäóêòû ðåàêöèè ÿâëÿþòñÿ öåííûì íåôòåõèìè÷åñêèì ñûðüåì. Íàñûùåííûé öèê-
ëè÷åñêèé äèìåð - 1,1,3-òðèìåòèë-3-ôåíèëèíäàí ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â êà÷åñòâå ñìà-
çî÷íîãî èëè èçîëÿöèîííîãî ìàòåðèàëà, ñòîéêîãî ê ðàäèîëèçó òåïëîíîñèòåëÿ, ðåàêòèâíî-
ãî òîïëèâà. Ôåíèëèíäàí ïðèìåíÿþò â êà÷åñòâå ïëàñòèôèêàòîðà îðãñòåêëà è ñöèíòèë-
ëÿöèîííûõ ñ÷åò÷èêîâ ÿäåðíûõ èçëó÷åíèé. Ëèíåéíûå íåíàñûùåííûå äèìåðû - 4-ìåòèë-
2,4-äèôåíèëïåíòåí-1 è 4-ìåòèë-2,4-äèôåíèëïåíòåí-2 èñïîëüçóþòñÿ êàê ðàñòâîðèòåëè äëÿ
ëàêîâ, äèýëåêòðè÷åñêèå æèäêîñòè, îñíîâà ñìàçî÷íûõ ìàñåë, ìàòåðèàëû äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ôðèêöèîííûõ æèäêîñòåé, ïëàñòèôèêàòîðû êàó÷óêîâ.

Ñîâîêóïíîñòü õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé, îïèñûâàþùèõ ðåàêöèþ îëèãîìåðèçàöèè α -
ìåòèëñòèðîëà, ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé
ñòàäèé [3] :

2A1 ↔ A2, A2 → A4, A1 + A3 → A5, (3.1)

2A1 ↔ A3, A3 → A4, A1 + A4 → A5,

2A1 → A4, A1 + A2 → A5, A2 ↔ A3.

Ñîãëàñíî çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìå
õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé (2.13) , ìîæíî âûðàçèòü óðàâíåíèÿìè:

ω1 = k1x
2
1 − k10x2, ω4 = k4x2, ω7 = k7x1x3, (3.2)

ω2 = k2x
2
1 − k11x3, ω5 = k5x3, ω8 = k8x1x4,

ω3 = k3x
2
1, ω6 = k6x2x1, ω9 = k9x2 − k12x3,

ãäå ωi(t, x, k) - ñêîðîñòü i -é ñòàäèè (ìîëü/ë/÷), i = 1, ..., 9 ; t ∈ (0, 5) - âðåìÿ ðå-
àêöèè (÷); x = (x1, ..., x5)

T - âåêòîð êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ (ìîëüíûå äîëè); k =
(k1, ..., k12)

T - âåêòîð ïàðàìåòðîâ - êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé j -é ðåàêöèè, ïðè÷åì
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kj = k0j exp(−Ej/(RT )) , j = 1, ..., 12 , ýíåðãèè àêòèâàöèè Ej (Äæ/ìîëü) è óíèâåðñàëüíàÿ
ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ R (Äæ/ìîëüÊ) - êîíñòàíòû, T = T (t) - òåìïåðàòóðà (Ê).

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîëó÷åíû â òåðìîñòàòèðóåìîì ëàáîðàòîðíîì ðåàêòîðå ñ
ìåøàëêîé ïåðèîäè÷åñêîãî äåéñòâèÿ. Òàêîé ðåàêòîð äîñòàòî÷íî êîððåêòíî ìîæåò áûòü
îïèñàí â ïðèáëèæåíèè èäåàëüíîãî ñìåøåíèÿ. Ïðè ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
äàííîãî ðåàêòîðà ó÷èòûâàåòñÿ èçìåíåíèå ÷èñëà ìîëåé (èëè ðåàêöèîííîãî îáúåìà) â õîäå
ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Ýòî îòðàæàåòñÿ ìàòðèöåé ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôè-
öèåíòîâ.

Òîãäà óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà ïðîöåññà îëèãîìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà
èìåþò âèä [4] :

d(Nxi)

dt
= Fi, (3.3)

Fi =
9∑
j=1

νijωj

c íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè t = 0 : xi = x0i . Çäåñü N - îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ÷èñëà ìîëåé
ðåàêöèîííîé ñðåäû, νij - ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðå-
àêöèè. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2) çàìûêàåò óñëîâèå íîðìèðîâêè ïî êîìïîíåíòàì æèäêîé
ôàçû

5∑
i=1

xi = 1.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (3.2) , ïîëó÷èì

d(Nxi)

dt
= N

dxi
dt

+ xi
dN

dt
. (3.4)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè è âûðàæàÿ dxi/dt èç (3.3) , ïîëó÷èì êèíåòè÷å-
ñêóþ ìîäåëüþ ñëîæíîé (ìíîãîñòàäèéíîé) ðåàêöèè, ó÷èòûâàþùåé èçìåíåíèå ÷èñëà ìîëåé
â õîäå åå ïðîâåäåíèÿ

dxi
dt

=
Fi − xiFn

N
= fi(t, x, k), (3.5)

dN

dt
= Fn = fN(t, x, k),

xi(0) = x0i , i = 1, ..., 5,

xN(0) = x0N = 1.

Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.2) ñ ó÷åòîì ìàòðèöû ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ
ñëåäóþùèå:

F1 = −2ω1 − 2ω2 − 2ω3 − ω6 − ω7 − ω8, (3.6)

F2 = ω1 − ω4 − ω6 − ω9,

F3 = ω2 − ω5 − ω7 + ω9,

F4 = ω3 + ω4 + ω5 − ω8,

F5 = ω6 + ω7 + ω8,

FN = −ω1 − ω2 − ω3 − ω6 − ω7 − ω8.
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Ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì áûëè èñïîëüçîâàíû ÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò, îïðåäåëåííûå ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çà-
äà÷è íà áàçå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà îëèãîìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà è ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â òåðìîñòàòèðóåìîì ëàáîðàòîðíîì ðåàêòîðå ñ ìå-
øàëêîé ïåðèîäè÷åñêîãî äåéñòâèÿ ïðè òåìïåðàòóðå 80 ◦Ñ è 10% -íîé êîíöåíòðàöèè êàòà-
ëèçàòîðà.

k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8 k9 k10 k11 k12
1,222 0,095 0,212 0,066 0,010 0,368 0,024 0,861 0,105 1E-5 0,000 0,114

Òàáëèöà 1: ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåàêöèè îëèãîìåðèçàöèè
α -ìåòèëñòèðîëà, êàê è äëÿ áîëüøèíñòâà óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (2.12) . Óñëîâèÿ (2.13) , êàê ïðàâèëî, íàîáîðîò íå âûïîëíÿþòñÿ, ÷òî ïîäòâåðæäà-
åòñÿ â òîì ÷èñëå è â íàøåì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøàÿ ñèñòåìó (3.5) , ïðèâåäåííóþ
ê âèäó ñèñòåìû (2.10) , íåðàâåíñòâà â êîòîðîé çàìåíÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàâåíñòâ,
îáûêíîâåííûì äâóñòîðîííèì ìåòîäîì, íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Äâó-
ñòîðîííåå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ øèðå èñòèííîãî. Çíà÷èòåëüíîãî óìåíüøåíèÿ øèðèíû ðå-
øåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îáûêíîâåííîãî äâóñòîðîííåãî ìåòîäà ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷åò
ââåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàþùåãî äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ
î ïðîòåêàíèè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Îäíàêî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. , ñîãëàñ-
íî êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t0 > 0 , äî êîòîðîãî âîçìîæíî ïîñòðîèòü
îïòèìàëüíûå ãðàíèöû ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Íà ðèñ. (3.1) - (3.3) ïðåäñòàâëåíî ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è
äëÿ ðåàêöèè îëèãîìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà. Â êà÷åñòâå êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ïîäî-
áðàíû èíòåðâàëû, ñîäåðæàùèå 10 %-ïðîöåíòíóþ ïîãðåøíîñòü îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà-
÷åíèé.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè 10 %-ïðîöåíòíîé
ïîãðåøíîñòè îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûå ãðàíèöû
èíòåðâàëüíîãî ðåøåíèÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t0 = 0, 4 (÷).

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè êèíåòè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ â äèàïàçîíå îò 5 % äî 10 %, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîãðåøíîñòü ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íå èçìåíÿåò äèíàìèêó êðèâûõ, ïðè ýòîì âûõîä îñíîâíûõ ïðîäóê-
òîâ ÷óâñòâèòåëåí ê ïîãðåøíîñòè íå áîëåå, ÷åì íà 15% - 30%. Êðîìå òîãî, ïðè óâåëè÷åíèè
ïîãðåøíîñòè â êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ óìåíüøàåòñÿ âðåìåííîé èíòåðâàë, íà êîòîðîì
âîçìîæíî ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ãðàíèö ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è ïðåäëî-
æåííûì ìåòîäîì.
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè ïðîäóêòà α -ìåòèëñòèðîëà (â ìîëüíûõ äîëÿõ): 1 - òî÷íîå ðåøåíèå, 2 -

äâóñòîðîííåå ðåøåíèå, 3 - ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà

÷óâñòâèòåëüíîñòè

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè ïðîäóêòà 4-ìåòèë-2,4-äèôåíèëïåíòåí-1 (â ìîëüíûõ äîëÿõ): 1 - òî÷íîå

ðåøåíèå, 2 - äâóñòîðîííåå ðåøåíèå, 3 - ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà

÷óâñòâèòåëüíîñòè
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Ð è ñ ó í î ê 3.3
Èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè ïðîäóêòà 4-ìåòèë-2,4-äèôåíèëïåíòåí-2 (â ìîëüíûõ äîëÿõ): 1 - òî÷íîå

ðåøåíèå, 2 - äâóñòîðîííåå ðåøåíèå, 3 - ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà

÷óâñòâèòåëüíîñòè
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Creation of bilateral estimates of the solution of a direct
problem of chemical kinetics
c⃝ V. A. Vaytiev3, S. A. Musta�na4

Abstract. On the basis of methods of interval analysis the limits of the solution of a direct problem
of the chemical kinetics, caused by interval representation of kinetic parameters, are received.

Key Words: kinetic parameters, interval analysis.

3 Graduate student of mathematical modeling, Sterlitamak State Pedagogical Academy, Sterlitamak;
vaytievva@yandex.ru.

4 Head of Mathematical Modelling Chair, Sterlitamak State Pedagogical Academy, Sterlitamak.
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ÓÄÊ 517.9

Ðåäóêòèâíûé ïîäõîä ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ
çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè
c⃝ È. Ì. Ãóáàéäóëëèí1, Â. Á. Ìàíè÷åâ2, Ë. Ô. Íóðèñëàìîâà3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå îïèñàí ðåäóêòèâíûé ïîäõîä, ïðèìåíÿåìûé â Èíñòèòóòå íåôòåõèìèè
è êàòàëèçà ÐÀÍ, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ìåõàíèçìîâ ïðîòåêàíèÿ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé.
Ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõîäà îïèñàíî íà ïðèìåðå óñòàíîâëåíèÿ êèíåòèêè êîíêðåòíûõ õèìè-
÷åñêèõ ðåàêöèé. Ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû � 12-07-
00324 è � 12-07-31029)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèçì ðåàêöèè, ðåàêöèÿ ãèäðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ, ðåäóêöèÿ,
çàäà÷à Êîøè, æåñòêàÿ çàäà÷à.

1. Ââåäåíèå

Áîëüøèíñòâî õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, íàïðèìåð ðåàêöèè ìåòàëëîêîìïëåêñíîãî êàòàëèçà,
èäóùèå ñ ó÷àñòèåì êîìïëåêñîâ ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ, à òàêæå ðåàêöèè èíãèáèðîâàííîãî
îêèñëåíèÿ, îòíîñÿòñÿ ê ðàçðÿäó ñëîæíûõ ïðîöåññîâ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ íàëè÷èåì áîëü-
øîãî ÷èñëà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèé. Ñîâðåìåííûå ôèçèêî-õèìè÷åñêèå ìåòîäû íå ïîçâîëÿ-
þò óñòàíîâèòü ñòðóêòóðó âñåõ èíòåðìåäèàòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ñëîæíûõ êàòàëèòè÷åñêèõ
ïðîöåññàõ è èç-çà òðóäíîñòè èäåíòèôèêàöèè ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîäóêòîâ, âñëåäñòâèå èõ
ìàëîé êîíöåíòðàöèè è ëàáèëüíîñòè, õèìèêè-ýêñïåðèìåíòàòîðû ïðåäîñòàâëÿþò íåïîëíûé
îáúåì èíôîðìàöèè, íåîáõîäèìûé äëÿ îäíîçíà÷íîãî ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ðåàêöèè. Èç-çà ýòîãî âîçíèêàåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷
îïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó äëÿ óñïåøíîãî ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè íåîá-
õîäèìî ïðîâîäèòü àíàëèç íå òîëüêî îäíîé êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè èññëåäóåìîé ðåàêöèè,
íåîáõîäèìî çàáîòèòüñÿ î ñèñòåìå ÷àñòíûõ ìîäåëåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðåäàåò íàèáîëåå
âàæíûå ÷åðòû äëÿ ðåøåíèÿ çàäàííîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ðåäóê-
öèþ îøèáî÷íûõ äàííûõ è âûáèðàòü òîò ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòîðûé ïîçâîëÿåò çà
ðàçóìíîå âðåìÿ ïîñòðîèòü âåðíóþ êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ñëîæíîé ðåàêöèè.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

Â çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè âõîäèò ðàññìîòðåíèå
ïðîöåññà êàê ñîâîêóïíîñòè ñòàäèé (ìåõàíèçì ðåàêöèè).

Íåñòàöèîíàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îòâå÷àþùàÿ çàäàííîé ñõåìå ïðåâðàùåíèé ñòà-
äèé ðåàêöèè èìååò âèä:

dc

dt
= S · ω(c), (2.1)

1 Ñ.í.ñ ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà;
IrekMars@mail.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû ÐÊ6, Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Òåõíè÷åñêèé Óíèâåðñèòåò èì. Í .Ý. Áàóìàíà ,
ã. Ìîñêâà; Manichev@bmstu.ru

3 Ìàãèñòðàíò âòîðîãî ãîäà îáó÷åíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà;
Nurislamova_LF@mail.ru.
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ãäå c � âåêòîð êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ, ω(c) � âåêòîð ñêîðîñòåé ðåàêöèè, âõîäÿùèõ â
äàííûé ìåõàíèçì, S � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ îò-
äåëüíûõ ñòàäèé.

Â ðàìêàõ çàäàííîãî êëàññà êèíåòèêè ω(c) ðåøàþòñÿ ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ êèíåòè÷åñêèå
çàäà÷è. Äëÿ ïðîöåññîâ èçîòåðìè÷åñêîé ðàâíîâåñíîé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè â çàêðûòûõ
ñèñòåìàõ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé ðàáîòå, ïðÿìàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ èç-
ìåíåíèå êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ íà îñíîâå çàäàííîé êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè, ñîãëàñíî
çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè:

dxi
dt

=
N∑
j=1

Sij · ωj, i = 1,M ; (2.2)

ωj = kj

M∏
i=1

(xi)
|αij | − k−j

M∏
i=1

(xi)
βij ; (2.3)

xi(0) = x0i , (2.4)

ãäå xi � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ (ìîëüíûå äîëè), ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè; M � êîëè÷åñòâî
âåùåñòâ; N � êîëè÷åñòâî ñòàäèé; Sij � ñòåõèîìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà; ωj � ñêîðîñòü j -îé
ñòàäèè (1/÷); kj, k−j � ïðèâåäåííûå êîíñòàíòû ñêîðîñòè ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåàêöèè (1/÷),
ñîîòâåòñòâåííî; αij � îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû Sij , βij � ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû Sij .

Îáðàòíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå íà îñíîâå íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ âèäà êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè è åå ïàðàìåòðîâ. Ìàòåìàòè÷åñêè äàííàÿ çàäà÷à ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

F =
N∑
i=1

K∑
j=1

||xPij − xÝij||, (2.5)

îòðàæàþùåãî ñòåïåíü áëèçîñòè ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ðàñ÷åòíûìè çíà÷åíèÿìè
íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ (N - êîëè÷åñòâî âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè, K - êîëè÷å-
ñòâî òî÷åê ýêñïåðèìåíòà).

3. Ðåäóêöèÿ íà óðîâíå ìåõàíèçìîâ (íà ïðèìåðå ðåàêöèè ãèäðî-
àëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ ñ ÄÈÁÀÕ)

Áîëüøèíñòâî çàäà÷, èçó÷àåìûõ â ÈÍÊ ÐÀÍ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæíûé ìíîãîñòà-
äèéíûé ïðîöåññ, ãäå â ñõåìû ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèé âêëþ÷àþò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðî-
ìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ (ðàäèêàëû è èõ êîìïëåêñû), íåïîñðåäñòâåííîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå
èçó÷åíèå êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, çàòðóäíåíî, ëèáî íåâîçìîæíî. Ýòî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëü-
íûì òðóäíîñòÿì ðåøåíèÿ êàê ïðÿìûõ, òàê è îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè äëÿ
äàííûõ ðåàêöèé. Èç-çà îãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðåøåíèå
îáðàòíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñåâîçìîæíûé íàáîð êîíñòàíò ñêîðîñòåé, êîòîðûå c
ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ àäåêâàòíî îïèñûâàþò ýêñïåðèìåíò.

Ïðîáëåìà ðåäóêöèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ê ñè-
ñòåìàì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðåàêöèé ãèäðîàëþìèíèðîàâíèÿ îëåôèíîâ (ÃÀÎ) ýêñïåðèìåíòàòîðàì
óäàëîñü ïðîèçâåñòè äåêîìïîçèöèþ ñëîæíîé îáùåé ñõåìû íà áîëåå ïðîñòûå íåçàâèñèìûå
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ðåàêöèè [1]. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå èçó÷åíèÿ ðåàêöèè ÃÀÎ óäàëîñü âûäåëèòü ÷àñòíûå ðåàê-
öèè ñ àëþìèíèéîðãàíè÷åñêèìè ñîåäèíåíèÿìè è îëåôèíàìè â âèäå èòîãîâûõ óðàâíåíèé.
Äàëåå âåëèñü ðàáîòû ïî äåòàëèçàöèè ýòîãî ìåõàíèçìà äî ýëåìåíòàðíûõ ñòàäèé. Â õîäå âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íà îñíîâå àíàëèçà ïîëó÷åííûõ êîíñòàíò, óäàëîñü âûäåëèòü
èç ìåõàíèçìà ðåàêöèè ñòàäèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çíà÷èìûìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåñ-
ñà. Íà îñíîâàíèè âòîðîé äåòàëèçàöèè áûë âûïèñàí ìåõàíèçì ïðîòåêàíèÿ îáùåé ðåàêöèè
ÃÀÎ àëêèëàëàíàìè, êàòàëèçèðóåìîé Cp2ZrCl2 â ïðèñóòñòâèè ÄÈÁÀÕ. Â òàáë.1 ïðåä-
ñòàâëåíû îáùàÿ è äåòàëèçèðîâàííàÿ ñõåìû äëÿ ðåàêöèè ãèäðîàëþìèíèðîàâíèÿ îëåôèíîâ
ñ äèèçîáóòèëàëþìèíèéõëîðèäîì (ÄÈÁÀÕ).

Òàáëèöà 2: Ïðåäëîæåííûå ñõåìû õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé ðåàêöèè ãèäðîàëþìèíèðîâà-
íèÿ îëåôèíîâ ñ ÄÈÁÀÕ

Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: X1 = [Cp2ZrH2 · ClAlBu2]2;X2 =
[Cp2ZrH2 · ClAlBu2];X3 = CH2CHR;X4 = Cp2ZrCl(CH2CH2R);X5 =
HAlBu2� ÄÈÁÀÃ;X6 = Bu2Al(CH2CH2R);X7 = Cp2ZrHCl;X8 =
[Cp2ZrH2 · AlBu2 · ClAlBu2];X9 = ClAlBu2� ÄÈÁÀÕ;X10 =
[Cp2ZrHCl · ClAlBu2];X11 = Cl2AlBu;X12 = [Cp2ZrHBu · ClAlBu2];X13 = C4H8;X14 =
AlBu3� ÒÈÁÀ;X15 = Cp2ZrCl2;X16 = [Cp2ZrH2 · HAlBu2 · 2(ClAlBu2)];X17 =
[Cp2ZrH2 · AlBu2 · ClAlBu2];X18 = Cp2ZrClBu;X19 = ClBuAl(CH2CH2R);X20 =
Cp2ZrHBu · ClAlBu2;Bu = C4H9;Cp = C5H5.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòü êîíñòàíò äëÿ îáùåé ðåàêöèè ÃÀÎ ñ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòíûõ ðåàêöèé ïî âòîðîé äåòàëèçàöèè, âû-
ïèñàííûõ äëÿ ðåàêöèé ÃÀÎ ñ àëþìèíèéîðãàíè÷åñêèìè ñîåäèíåíèÿìè (ÄÈÁÀÕ, òðèèçî-
áóòèëàëþìèíèé (ÒÈÁÀ), äèèçîáóòèëàëþìèíèéãèäðèä (ÄÈÁÀÃ)) è îëåôèíàìè (òàáë.2)).
Ïðè ðåøåíèè äàííûõ ñèñòåì íàäî èìåòü â âèäó, êîíñòàíòû k1 , k−1 , k2 , k3 âõîäÿùèå â
ñèñòåìû, äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè â êàæäîé èç íèõ. Äàííàÿ ðåäóêöèÿ ïîçâîëÿåò óïðî-
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Òàáëèöà 3: Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòíûõ ðåàêöèé ÃÀÎ ïî âòîðîé
äåòàëèçàöèè

ÄÈÁÀÃ


dx1
dt

= −k1x1 + k−1x
2
2 − k2x1x5,

dx2
dt

= 2k1x1 − 2k−1x
2
2 + k2x1x5 − k3x2x5,

dx5
dt

= −k2x1x5 − k3x2x5,
dx8
dt

= k2x1x5 + k3x2x5

ÒÈÁÀ



dx1
dt

= −k1x1 + k−1x
2
2 − k4x1x14,

dx2
dt

= 2k1x1 − 2k−1x
2
2 − k5x2x14 + k4x1x14,

dx8
dt

= k5x2x14 + k4x1x14,
dx13
dt

= k5x2x14 + k4x1x14,
dx14
dt

= −k5x2x14 − k4x1x14

ÄÈÁÀÕ



dx1
dt

= −k1x1 + k−1x
2
2 − k6x1x9 − k2x1x5,

dx2
dt

= 2k1x1 − 2k−1x
2
2 − k7x2x9 + k−7x5x10 − k3x2x5 + k2x1x5,

dx5
dt

= k7x2x9k−7x5x10 − k3x2x5 − k2x1x5,
dx8
dt

= k6x1x9 + k3x2x5 + k2x1x5,
dx9
dt

= −k7x2x9 + k−7x5x10 − k6x1x9 − k8x9x10,
dx10
dt

= k7x2x9 − k−7x5x10 + k6x1x9 − k8x9x10,
dx11
dt

= k8x9x10,
dx13
dt

= k8x9x10

Îëåôèí



dx1
dt

= −k1x1 + k−1x
2
2 − k2x1x5,

dx2
dt

= 2k1x1 − 2k−1x
2
2 − k9x2x3 + k11x5x7 + k2x1x5 − k3x2x5,

dx3
dt

= −k9x2x3 − k12x3x8,
dx4
dt

= k9x2x3 − k10x4x5 + k12x3x8,
dx5
dt

= k9x2x3 − k10x4x5 − k11x5x7 − k2x1x5 − k3x2x5 + 2k12x3x8,
dx6
dt

= k10x4x5,
dx7
dt

= k10x4x5 − k11x5x7,
dx8
dt

= k2x1x5 + k3x2x5 − k12x3x8

ñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îáùåé ñõåìû ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÕ, ò.ê. ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé
çàäà÷è íåîáõîäèìî âàðüèðîâàòü òîëüêî òå êîíñòàíòû, êîòîðûå íå áûëè îïðåäåëåíû äëÿ
÷àñòíûõ ðåàêöèé. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò ñòåïåíü íåîäíîçíà÷íîñòè
ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ò.å. îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé êîíñòàíò ñêîðîñòåé, àäåêâàò-
íî îïèñûâàþùèõ ýêñïåðèìåíò. Äàííûé ïîäõîä óäà÷åí ïðè íåõâàòêå äàííûõ, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è.

4. Ðåäóêöèÿ ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ðåàêöèè ãèäðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ
ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [2], ãäå êîíñòàíòû ñêîðîñòåé áûëè íàéäåíû ñ ïðèìåíåíèåì ìíî-
ãîêðàòíîé ðó÷íîé êîððåêöèè. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòà îò
ýêñïåðèìåíòà îáùåé ðåàêöèè ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÕ ñîñòàâèëà â ñðåäíåì 15%.

Íèæå ïðåäñòàâëåíà ïîëó÷åííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îáùåé ðåàêöèè ãèäðîàëþ-
ìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ ñ ÄÈÁÀÕ:
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

dx1
dt

= 97x22 − 5x1 − 10.7x1x5 − 2.9x1x9,
dx2
dt

= 412x9x10 − 194x22 + 10x1 − 313x2x3 + 10.7x1x5 − 467x2x5 + 0.86x7x5 + 757x10x5−
−4x2x9,
dx3
dt

= −313x2x3 − 0.006x3x8,
dx4
dt

= 313x2x3 + 0.006x3x8 − 734x4x5,
dx5
dt

= 313x2x3 − 10.7x1x5 − 467x2x5 + 0.012x8x3 − 734x4x5 − 0.86x7x5 − 2 · 10−6x15x5+
+0.04x10 − 757x10x5 + 4x2x9,
dx6
dt

= 734x4x5 − 383x6x11 + 3 · 10−7x19x9,
dx7
dt

= 734x4x5 − 0.86x7x5 − 0.426x7x9,
dx8
dt

= 10.7x1x5 + 467x2x5 − 0.006x8x3 + 2.9x1x9,
dx9
dt

= −0.001x9x15 + 3 · 10−7x18x11 − 0.3x18x9 − 2.9x1x9 − 0.426x7x9 + 383x6x11−
−3 · 10−7x19x9 + 757x10x5 − 4x2x9,
dx10
dt

= 0.3x18x9 − 412x10x9 + 2.9x1x9 + 0.426x7x9 + 2 · 10−6x15x5 − 0.04x10 − 757x10x5+
+4x2x9,
dx11
dt

= 0.001x15x9 − 3 · 10−7x18x11 + 412x10x9 − 383x6x11 + 3 · 10−7x19, x9,
dx13
dt

= 0.3x18x9 + 412x10x9,
dx15
dt

= −0.001x15x9 + 3 · 10−7x18x11 − 2 · 10−6x15x5 + 0.04x10,
dx18
dt

= 0.001x15x9 − 3 · 10−7x18x11 − 0.3x18x9,
dx19
dt

= 383x6x11 − 3 · 10−7x19x9,

(4.1)
t = 0(â äîëÿõ) : x3 = 0.451, x9 = 0.541, x15 = 0.008, xi = 0, i ̸= 3, 5, 15. (4.2)

Äàííàÿ ðåàêöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì î÷åíü ìåäëåííî è î÷åíü áûñòðî ïðîòåêàþ-
ùèõ õèìè÷åñêèõ ñòàäèé, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ñêîðîñòåé îòëè÷àåòñÿ íà ïîðÿäêè
âåëè÷èí. Òàê êàê ñòàäèè ðåàêöèé ïðîòåêàþò ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè, òî ðåøåíèå ïðÿ-
ìûõ êèíåòè÷åñêèõ çàäà÷ îñëîæíÿþòñÿ æåñòêîñòüþ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí òàêîãî ãðóáîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè
ïðÿìîé çàäà÷è â ðàáîòå [2] èñïîëüçîâàëñÿ ÿâíûé ìåòîä Êóòòû-Ìåðñîíà, êîòîðûé äàåò
íåóñòîé÷èâîå, à äëÿ íåêîòîðûõ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ è íåâåðíîå ðåøåíèå äëÿ äàííîé
æåñòêîé ÑÄÓ ñ ïðèâåäåííûìè êîíñòàíòàìè (ðèñ. 4.1).

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè õ1 îò âðåìåíè, Rtol = 10−6 : à) ðàñ÷åò ìåòîäîì

Êóòòû-Ìåðñîíà; á) ðàñ÷åò ìåòîäîì Ðàäî II A.
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Ñòðîãî îáùåïðèíÿòîãî îïðåäåëåíèÿ æåñòêèõ ÎÄÓ íåò. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî æåñòêèå
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � ýòî òå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèè êîòîðûõ ïîëó÷èòü
íàìíîãî ïðîùå ñ ïîìîùüþ íåÿâíûõ ìåòîäîâ, ÷åì ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ. Â ëèòåðàòóðå ìîæíî
âñòðåòèòü ñëåäóþùåå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå æåñòêîé çàäà÷è Êîøè [3]:

Çàäà÷à Êîøè y
′
i = f(t, y), t0 = y0, t0 ≤ t ≤ T íàçûâàåòñÿ æåñòêîé, åñëè â êàêîé-ëèáî

òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñïåêòð ìàòðèöû ßêîáè äåëèòñÿ íà 2 ÷àñòè:
1) |λi| ≤ l, i = 1, k; lT = O(l); � ìÿãêèé ñïåêòð;
2) |Im(λi)| ≤ l, Re(λi) < −L,L ≫ l, i = k + 1, N ; � æåñòêèé ñïåêòð è M =

maxRe(−λi(t))/minRe(−λi(t)) ≫ 1.
Â çàäà÷å (4.1)-(4.2), íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðèíèìàåò î÷åíü

áîëüøîå çíà÷åíèå (ïîðÿäêà 1015 ), âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ÿêîáèàíà íå âå-
ëèêè ïî ìîäóëþ (íå áîëåå 1000), ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ óìåðåííî
æåñòêîé è ÿâíûå ìåòîäû ðåøàþò åå ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ 10−6 . ¾Ðàçáîëòêà¿ ðåøåíèÿ
íàáëþäàåòñÿ äëÿ òåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå îïèñûâàþò î÷åíü ìåäëåííî ïðîòåêàþùèå ðå-
àêöèè, êàê â ñëó÷àå ïåðìåííîé x1 .

Ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è íåÿâíûìè ìåòîäàìè ïîëó÷àåòñÿ ãëàäêîå ðåøåíèå, â òî âðå-
ìÿ êàê ÿâíûé ìåòîä ïðîäåëûâàåò òûñÿ÷è íåíóæíûõ øàãîâ è äàåò íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå.
À ñêîðîñòü ðåøåíèÿ îñîáåííî âàæíà ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è, ò.ê. ðåøåíèå îáðàò-
íîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ìíîãîêðàòíîìó ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà÷è ïåðåáîðîì ïî íåêîòîðîìó
àëãîðèòìó âåêòîðà êîíñòàíò ñêîðîñòåé ñòàäèé ðåàêöèè ïðè ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî îáîñíîâàíî ïîäáèðàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé
çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè.

Áëèæàéøàÿ íàøà çàäà÷à êàñàåìî ðåàêöèè ÃÀÎ îëåôèíîâ � ñîâìåñòíîå, îäíîâðåìåí-
íîå ðåøåíèå ÷åòûðåõ ñèñòåì ÎÄÓ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé êèíåòè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ÷àñòíûõ ðåàêöèé ãèäðîàëþìíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ è íàõîæäåíèå êîíñòàíò ñêî-
ðîñòåé ðåàêöèè äëÿ îáùåé ðåàêöèè ÃÀÎ, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðèòåðèþ ðàçíîñòè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð áîëåå æåñòêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.3)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4.4), îïèñûâàþùåé ðåàêöèþ òåðìè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ýòàíà [4].



dx1
dt

= −k1x1 − k2x1x2 − k4x1x6 + k8x
2
4 − k14x1x12,

dx2
dt

= 2k1x1 − k2x1x2 − k6x2x5 + k7x8 − k10x2x5 − k11x2x9 + k14x1x12,
dx3
dt

= k2x1x2 + k10x2x5 + k11x2x9,
dx4
dt

= k2x1x2 − k3x4 + k4x1x6 + k5x5x6 − 2k8x4x4 + k9x5x8,
dx5
dt

= k3x4 − k5x5x6 − k6x2x5 + k7x8 + k8x
2
4 − k9x5x8 − k10x2x5 − k13x5,

dx6
dt

= k3x4 − k4x1x6 − k5x5x6 − k12x9x6,
dx7
dt

= k4x1x6 + k12x9x6,
dx8
dt

= k6x2x5 − k7x8 − k9x5x8 + k14x1x12,
dx9
dt

= k10x2x5 − k11x2x9 − k12x6x9,
dx10
dt

= k11x2x9 + k12x6x9,
dx11
dt

= k9x5x8,
dx12
dt

= k13x5 − k14x1x12

(4.3)

t = 0(â ìîëü/ë) : x1(0) = 0.04, x5(0) = 0.004, xi(0) = 0, i = 2, 12, i ̸= 5. (4.4)

k1 = 0.002, k2 = 24415734.9, k3 = 41502.8, k4 = 813084797.8, k5 = 9143838074, k6 =
1499208614, k7 = 5523511.4, k8 = 3640227503.7, k9 = 907807.4, k10 = 5907025.7, k11 =
6064721569.9, k12 = 1010, k13 = 0.03, k14 = 130.2.
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Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé çà ñ÷åò áîëüøîãî ðàçáðîñà ïîðÿäêîâ â êîíñòàíòàõ
ñêîðîñòåé ðåàêöèè è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ßêîáè. Êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè
M > 106 . Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.3)-(4.4) ñíà÷àëà áûë âûáðàí ïàêåò ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïðîãðàì Mathematica 8.0. Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè è òî÷íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ
áûëà âûáðàíà áèáëèîòåêà ïðîãðàìì-ðåøàòåëåé ñèñòåì ÎÄÓ íà ÿçûêå Ñè SADEL [5]-[6].

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè x8 îò âðåìåíè, Rtol = 10−6 : à) Mathematica 8.0; á)

SADEL-PA10.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 4.2, íåÿâíûé ìåòîä, âûáðàííûé â ïàêåòå Mathematica 8.0 ïî óìîë-
÷àíèþ âûäàë êîëåáàòåëüíûé ãðàôèê ðåøåíèÿ. Íåÿâíûé ìåòîä, ðåàëèçîâàííûé â áèáëèî-
òåêå SADEL ïî óìîë÷àíèþ, âûäàë ïðàâèëüíûé ãðàôèê ðåøåíèÿ. Çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â
êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ñîâïàëè â îáîèõ ñëó÷àÿõ âïëîòü äî 6-îé çíà÷àùåé öèôðû.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, ðåàëèçîâàí-
íûõ â ïàêåòå Mathematica 8.0, áûë òàêæå ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé ãðàôèê ðåøåíèÿ, îäíàêî
áîëüøèíñòâî ïîëüçîâàòåëåé ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîãðàìì íå ÿâëÿþòñÿ ïðîôåññèîíàëüíûìè
ñïåöèàëèñòàìè â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ è ïðîãðàììàõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ, ïîýòîìó
äîñòîâåðíîñòü è òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà äëÿ
ïàðàìåòðîâ ïðîãðàìì-ðåøàòåëåé ýòèõ óðàâíåíèé, ðåêîìåíäóåìûõ äëÿ ýòèõ ðåøàòåëåé ïî
óìîë÷àíèþ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â Èíñòèòóòå íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè
èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðåäóêöèè, ïðèìåíÿåìîé íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ ïî-
ñòðîåíèÿ ìîäåëè. Ðåäóêöèÿ íà óðîâíå ìåõàíèçìîâ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ÷àñòíûå, íàèáîëåå
âàæíûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàäèè ðåàêöèè è èññëåäîâàòü õàðàêòåð ïðîòåêàíèÿ äàííûõ
ñòàäèé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó óïðîùàåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ îáùåé ñõåìû ðåàêöèè çà ñ÷åò
ñíèæåíèÿ ïåðåáèðàåìîãî âåêòîðà êîíñòàíò. Òàêæå ââèäó æåñòêîñòè ñèñòåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìåõàíèçìû ýòèõ ðåàêöèé, íåîáõîäèìî îáîñíîâàííî
ïîäáèðàòü ìåòîä ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ íåÿâíûå ìåòîäû
äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì.

Ñ ïðèìåíåíèåì îïèñàííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ âåäåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáùèõ ðåàêöèé ãèäðîàëþìèíèðî-
âàíèÿ îëåôèíîâ ñ ÄÈÁÀÕ, ÒÈÁÀ è ÄÈÁÀÃ.
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ÓÄÊ 517.938.5

Î òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ïîñðåäñòâîì
òðåõöâåòíîãî ãðàôà
c⃝ Ñ. Õ. Êàïêàåâà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå íàéäåíû óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç
íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â êà÷åñòâå ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà èñïîëüçóåòñÿ òðåõöâåò-
íûé ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì àíàëîãè÷íîãî ïîíÿòèÿ ââåäåííîãî â ðàáîòå [4] äëÿ ïîòî-
êîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-
ôèçì, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå äèôôåîìîðôèçìû, òðåõöâåòíûé ãðàô

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f áóäåì îáîçíà÷àòü Ωf . Ïðåäñòàâèì
Ωf = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2 , ãäå Ωi(f) - ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f èí-
äåêñà i ( i = 0, 1, 2 ), òî åñòü Ω0(f) , Ω1(f) , Ω2(f) - ìíîæåñòâà ñòîêîâûõ, ñåäëîâûõ,
èñòî÷íèêîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ñîîòâåòñòâåííî.

×åðåç Lf îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîð-
ôèçìà f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîì Ìîðñà - Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèè Mn , åñëè:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ãèïåðáîëè÷íî è êîíå÷íî (òî åñòü ñîñòîèò èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèöû ßêîáè íå ðàâíû åäèíèöå);

2. äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p , q óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
p è

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u
q ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî òðàíñâåðñàëüíû â êàæ-

äîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà ïåðåñå÷åíèå W s
p∩W u

p ñîñòî-
èò â òî÷íîñòè èç îäíîé òî÷êè p , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ïðèâåëî áû ê áåñêîíå÷íî-
ñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî äëÿ ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p , q ïåðåñå-
÷åíèå W s

p ∩W u
q ìîæåò áûòü íåïóñòûì ìíîæåñòâîì. Åñëè dimW s

p+dimW
u
q = n , òî êàæäàÿ

òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ W s
p ∩W u

q , íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé, åñëè dimW s
p+dimW

u
q >

n , êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè W s
p ∩W u

q íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êîìïîíåíòîé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà íàçûâàåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩ W u
q ̸= ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p, q ∈ Ωf

ñëåäóåò, ÷òî dimW u
p < dimW u

q .

1 Ñòóäåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãà-
ðåâà, ã. Ñàðàíñê; kapkaevasvetlana@yandex.ru
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Äâà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà f , f ′ :
Mn → Mn íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþ-
ùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì h :Mn →Mn òàêîé, ÷òî f ′ = hfh−1 .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåðíîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M2 , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. ìíîæåñòâî Ωf (f ∈ G) ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê è îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîð-
ôèçìà íà íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ëþáîé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ.

2. äèôôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì.2

Äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåðíîì ìíîãîîá-
ðàçèè íà ïîâåðõíîñòÿõ Ì. Ïåéêøîòî [5] ââåë ïîíÿòèå ðàçëè÷àþùåãî ãðàôà. Ýòîò èíâà-
ðèàíò ÿâèëñÿ îáîáùåíèåì ñõåìû ïîòîêà, ââåäåííîé Å.À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé è À.Ã.
Ìàéåðîì äëÿ ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé, îïðåäåëåííûõ â îãðàíè-
÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè [3]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [5] ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî ðàçëè÷àþùèé ãðàô, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äëÿ ïîòîêîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (ñ òî÷íîñòüþ äî òðàåêòîðíîé òîïîëîãè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè). Ðåçóëüòàò Ïåéêøîòî áûë îáîáùåí Â. Ç. Ãðèíåñîì è À. Í. Áåçäåíåæ-
íûõ äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ êàñêàäîâ íà îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ [1]. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ïðîâåðêà èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ Ïåéêøîòî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì
ïðîöåññîì, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ðàçëè÷àþùèõ ïîäìíîæåñòâ. Â ðàáîòå [4] À. À. Îøåì-
êîâ è Â. Â. Øàðêî ïðåäëîæèëè ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîìó ïîòîêó
Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòè òðåõöâåòíûé ãðàô, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òî-
ïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, íî ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðàôîì Ïåéêøîòî, îïèñàíèå è ïðîâåðêà
èçîìîðôíîñòè òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîé.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [4], ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó äèôôåîìîðôèçìó f ∈ G òðåõ-
öâåòíûé ãðàô è äîêàæåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, êëàññè-
ôèöèðóþùèì ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Ãðàô T íàçûâàåòñÿ òðåõöâåòíûì ãðàôîì, åñëè âñå åãî
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3, à ðåáðà ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â
êàæäîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ ðåáðà òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ. Öâåòà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè
s , t , u .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Äâà òðåõöâåòíûõ ãðàôà T è T ′ íàçîâåì èçîìîðôíû-
ìè, åñëè îíè èçîìîðôíû ñ ñîõðàíåíèåì ðàñêðàñêè (ò.å. ïðè èçîìîðôèçìå ðåáðà ïîìå÷åí-
íûå áóêâàìè s , t , u ïåðåõîäÿò â ðåáðà ïîìå÷åííûå òåìè æå áóêâàìè). Äëÿ êðàòêîñòè
áóäåì íàçûâàòü ýòè ðåáðà s -ðåáðàìè, t -ðåáðàìè è u -ðåáðàìè.

Îïèøåì ïðîöåäóðó ñîïîñòàâëåíèÿ êàæäîìó ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîìó äèôôåîìîðôèçìó
íåêîòîðîãî òðåõöâåòíîãî ãðàôà.

Ïóñòü f - ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåìîðôèçì íà ïîâåðõíîñòè M2 , èìåþùèé õî-
òÿ áû îäíó ñåäëîâóþ îñîáóþ òî÷êó. Óäàëèì èç ïîâåðõíîñòè M2 çàìûêàíèå îáúåäè-
íåíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

2 Òàê êàê M2 äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òî óñëîâèå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîñòè ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå W s

p ∩Wu
q ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p, q èç ìíîæåñòâà Ω(f) .
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äèôôåîìîðôèçìà f è îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî ÷åðåç M̃ , òî åñòü M̃ =
M2\

∪
p∈Ω1

(W u
p ∪W s

p ) , ãäå Ω1 � ìíîæåñòâî âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê. Òîãäà ìíîæåñòâî M̃ ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ îáëàñòåé (ÿ÷ååê), ãîìåîìîðôíûõ îòêðûòîìó
ñòàíäàðòíîìó äèñêó, òî åñòü ìíîæåñòâó {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} . Àíàëîãè÷íî [3] óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà êàæäîé îáëàñòè èç ìíîæåñòâà M̃ èìååò îäèí èç âèäîâ, èçîáðà-
æåííûõ æèðíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 1.1 è ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí èñòî÷íèê, îäèí ñòîê,
îäíó èëè äâå ñåäëîâûå òî÷êè è íåêîòîðûå èç èõ ñåïàðàòðèñ.

α

α

ω ω

1σ 2σ

α

ω

а) б) в)

f x( )
x

f x( )
x f x( )

x

σ σ

Ð è ñ ó í î ê 1.1
Ðàçáèåíèå ÿ÷ååê íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè

Ïóñòü A - ëþáàÿ ÿ÷åéêà èç ìíîæåñòâà M̃ , α è ω - èñòî÷íèê è ñòîê, âõîäÿùèå â åå
ãðàíèöó, ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Äëÿ ëþáîé ñòîêîâîé òî÷êè ω äèôôåîìîðôèçìà
f îáîçíà÷èì ÷åðåç Lω -ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõ
ω â ñâîåì çàìûêàíèè.

Èç ëåììû 3.2.1 ðàáîòû [2] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêèé äèñê Bω òàêîé, ÷òî
ω ∈ Bω ⊂ W s

ω , ïðè÷åì intf(Bω) ⊂ Bω , è ëþáàÿ ñåïàðàòðèñà l ∈ Lω ïåðåñåêàåò ∂Bω â
åäèíñòâåííîé òî÷êå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x íà ãðàíèöå äèñêà Bω , ïðèíàäëåæà-
ùóþ âíóòðåííîñòè ÿ÷åéêè A . Ïîëîæèì y = f(x) è ñîåäèíèì òî÷êè x è y ïðîèçâîëüíîé
ïðîñòîé êðèâîé µ (êðèâîé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé). Ïîëîæèì I =

∪
n∈Z

fn(µ) . Òîãäà çàìû-

êàíèå I ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé, ãðàíè÷íûå òî÷êè êîòîðîé ñîñòîÿò èç òî÷åê α è ω .
Áóäåì íàçûâàòü åå t - êðèâîé (ðèñ. 1.1).

α

σ

ω

s

σ
l

u

σ
l

I

s-кривая

u-кривая

t-кривая

Ð è ñ ó í î ê 1.2
Òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü

Ìíîæåñòâî A\I â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, â ãðàíèöó êàæäîé
èç êîòîðûõ âõîäÿò: òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè - èñòî÷íèê α , ñåäëî σ , ñòîê ω , à òàêæå
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óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà lsσ (áóäåì íàçûâàòü åå s -êðèâîé) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α è σ ,
íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà luσ (u -êðèâàÿ) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ω è σ è êðèâàÿ I ( t -
êðèâàÿ) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α è σ (ðèñ. 1.2).

Êàæäóþ èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà A\I áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëüíîé îá-
ëàñòüþ èëè ïðîñòî òðåóãîëüíèêîì. Ïîëîæèì ∆ ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé
äèôôåîìîðôèçìà f .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî t -êðèâûõ, ïîñòðîåííûõ âî âñåõ ÿ÷åéêàõ ìíîæåñòâà
M̃ . Ïîëîæèì M1 = M̃\T , òîãäà M1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåóãîëüíûõ
îáëàñòåé.

Ñòîðîíîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè íàçîâåì çàìûêàíèå îäíîé èç s , u èëè t êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ãðàíèöû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå òðåóãîëüíûå îáëàñòè, èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, åñëè îíà ïðè-
íàäëåæèò çàìûêàíèÿì îáåèõ òðåóãîëüíèêîâ.

a
1

a
2

w

s

I

I

s s

u

u

f T(f)

tt

Ð è ñ ó í î ê 1.3

Ïîñòðîèì òðåõöâåòíûé ãðàô T (f) , ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëó÷åííîìó ðàçáèåíèþ M1 íà
òðåóãîëüíèêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) âåðøèíû ãðàôà T âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíèêàì ðàçáèåíèÿ
M1 ;

2) äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t èëè u , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì âåðøèíàì òðåóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó s , t èëè u òèïà.

Íà ðèñ. 1.3 ïðèâåäåí ôàçîâûé ïîðòðåò ïðîñòåéøåãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà
íà äâóìåðíîé ñôåðå è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó òðåõöâåòíûé ãðàô.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.1.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ òðåõöâåòíûå ãðàôû T (f), T (f ′) èçîìîðôíû.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Íåîáõîäèìîñòü

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíû äâà òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ äèôôåîìîð-
ôèçìà f, f ′ ∈ G , òî åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h , òàêîé, ÷òî f ′ = hfh−1 . Ïîñòðîèì
äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f òðåõöâåòíûé ãðàô è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç T (f) . Äëÿ êàæäîé
èíâàðèàíòíîé t -êðèâîé I , ó÷àñòâóþùåé â ïîñòðîåíèè ãðàôà T (f) è ïðèíàäëåæàùåé
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íåêîòîðîé ÿ÷åéêå A èç ìíîæåñòâà M̃f = M2 \
∪
p∈Ω1

(W u
p ∪W s

p ) , ïîëîæèì I ′ = h(I) . Òàê

êàê h ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì, òî îí ïðåîáðàçóåò ÿ÷åéêó A â ÿ÷åéêó A′ = h(A)
èç ìíîæåñòâà M̃f ′ = M2 \

∪
h(p)∈Ω′

1

(W u
h(p) ∪W s

h(p)) . Ïî ïîñòðîåíèþ êðèâàÿ I ′ ïðèíàäëåæèò

ÿ÷åéêå A′ . Òàê êàê h ïðåîáðàçóåò çàìûêàíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé
ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôåîìîðôèçìà f â çàìûêàíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷è-
âûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ′ , òî îí îòîáðàæàåò
êàæäóþ òðåóãîëüíóþ îáëàñòü ðàçáèåíèÿ M̃f â òðåóãîëüíóþ îáëàñòü ðàçáèåíèÿ M̃f ′ ñ
ñîõðàíåíèåì òèïà åå ãðàíèöû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (f ′) ãðàô, ïîcòðîåííûé äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ′ ïî ðàçáèåíèþ ñ
èñïîëüçîâàíèåì êðèâûõ I . Ïîêàæåì, ÷òî ãðàôû T (f) è T (f ′) èçîìîðôíû. Ïóñòü ∆(∆′)
� ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé äèôôåîìîðôèçìà f(f ′) , Γ(Γ′) � ìíîæåñòâî
âñåõ âåðøèí òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f)(T (f ′)) è π : ∆ → Γ (π′ : ∆′ → Γ′) îòîáðàæåíèå,
êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f(f ′) âåð-
øèíó ãðàôà T (f)(T (f ′)) . Òîãäà îòîáðàæåíèå η = π′hπ−1 ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì
ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè Γ è Γ′ . Ïîêàæåì, ÷òî η ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå âåðøèíû a , b èíöè-
äåíòíû ðåáðó γν (îïðåäåëåííîãî öâåòà ν ∈ {s, t, u} ), òî âåðøèíû a′ = η(a) è b′ = η(b)
èíöèäåíòíû íåêîòîðîìó ðåáðó γ′ν òîãî æå öâåòà.

Âåðøèíàì a è b èíöèäåíòíûì ðåáðó γν ñîîòâåòñòâóþò äâå òðåóãîëüíûå îáëàñòè ∆a =
π−1(a) è ∆b = π−1(b) , èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó τ ν ( τ òîãî æå öâåòà, ÷òî è γν ). Îáëàñòè
∆a è ∆b ïðåîáðàçóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà h â òðåóãîëüíûå îáëàñòè h(∆a)
è h(∆b) ñ îáùåé ñòîðîíîé τ ′ν . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû a è b , èíöèäåíòíûå ðåáðó
τ ν , ïîä äåéñòâèåì η = π′hπ−1 ïðåîáðàçóþòñÿ â âåðøèíû a′ = π′(h(∆a)) è b′ = π′(h(∆b))
ãðàôà T (f ′) , èíöèäåíòíûå ðåáðó γ′ν .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîñòàòî÷íîñòü

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè, äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ïîëîæèì M2 =M2 \

∪
σ∈Ω1

W s
σ , M

′
2 =M2 \

∪
σ′∈Ω1

W s
σ′ .

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü òðåõöâåòíûå ãðàôû T (f) è T (f ′) äèôôåîìîðôèçìîâ f è
f ′ ñîîòâåòñòâåííî èçîìîðôíû, òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ : M2 → M ′

2 , òàêîé
÷òî h̃f = f ′h̃ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ñòîêîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ω äèôôåîìîðôèçìà f
îáîçíà÷èì ÷åðåç Lω ìíîæåñòâî âñåõ t è u êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ ω ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé
òî÷êîé è ÷åðåç nω - ÷èñëî êðèâûõ ïðèíàäëåæàùèõ Lω .

3 Ââåäåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
Lω′ è nω′ äëÿ ñòîêà ω′ äèôôåîìîðôèçìà f ′ .

Àíàëîãè÷íî ëåììå 3.2.1 ðàáîòû [2], óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêèé çàìêíó-
òûé äèñê Bω ⊂ W s

ω , òàêîé ÷òî ω ∈ intBω , f(Bω) ⊂ Bω è ëþáàÿ êðèâàÿ τ νω ∈ Lω (ãäå
ν - öâåò ðåáðà, ν ∈ {u, t} ) ïåðåñåêàåò êðèâóþ cω = ∂Bω â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Çàäàäèì

â íåêîòîðîé òî÷êå êðèâîé cω ïàðó âåêòîðîâ (
−→
θ ;−→n ) òàêóþ, ÷òî âåêòîð −→n íàïðàâëåí

âíóòðü äèñêà Bω , âåêòîð
−→
θ êàñàåòñÿ êðèâîé cω è çàäàåò íà íåé íàïðàâëåíèå îáõîäà,

3 Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî nω ÷åòíîå. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêà-
íèè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê ìíîæåñòâà M̃ , òàêæå ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêàíèè. Â êàæäîé òàêîé
ÿ÷åéêå áûëà âûáðàíà â òî÷íîñòè îäíà t -êðèâàÿ. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî nω ñîâïàäàåò ñ óäâîåííûì ÷èñëîì
ÿ÷ååê ìíîæåñòâà M̃ , ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêàíèè.
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ïðè êîòîðîì äèñê Bω îñòàåòñÿ ñëåâà (íàçîâåì òàêîé îáõîä ïîëîæèòåëüíûì). Çàíóìåðóåì
êðèâûå, ïåðåñåêàþùèå cω : τ

ν1
ω , τ ν2ω ,... τ

νnω
ω â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì, â êîòîðîì îíè âñòðå-

÷àþòñÿ ïðè âûáðàííîì îáõîäå âäîëü cω , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé êðèâîé èç ìíîæåñòâà Lω .
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî τ ν1ω èìååò öâåò t . Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíóþ îáëàñòü,
ñòîðîíàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êðèâûå τ

ν2k−1
ω è τ ν2kω k = 1, nω/2 è óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà

lsσ , ãäå σ ∈ τ ν2kω , ïðèñâîèì ýòîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè íîìåð 2k− 1 è îáîçíà÷èì åå ∆2k−1 .
Îáëàñòè ñî ñòîðîíàìè τ ν1ω è τ

νnω
ω ïðèñâîèì íîìåð nω . Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå τ

ν2k−1
ω è

τ ν2kω k = 1, nω/2 èìåþò ðàçíûé öâåò, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè îäíîé òðåóãîëüíîé
îáëàñòè (ðàíåå áûëî óêàçàíî ÷òî, âñå ñòîðîíû îäíîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè èìåþò ðàçíûé
öâåò). Òàêèì îáðàçîì âñå τ

ν2k−1
ω êðèâûå áóäóò t -êðèâûìè, τ ν2kω - u -êðèâûìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γω ⊂ Γ ìíîæåñòâî âåðøèí òðåõöâåòíîãî ãðàôà T (f) , êîòîðûì ñîîò-
âåòñòâóþò òðåóãîëüíûå îáëàñòè äèôôåîìîðôèçìà f , ñîäåðæàùèå ω â ñâîèõ çàìûêàíèÿõ
è ïîëîæèì ψi = π−1(∆i) , ãäå i = 1, nω .

Îòîáðàæåíèå π ïåðåâîäèò òðåóãîëüíûå îáëàñòè ∆2k−1 è ∆2k , èìåþùèå îáùóþ ñòî-
ðîíó τ ν2kω , â âåðøèíû ψ2k−1 = π(∆2k−1) è ψ2k = π(∆2k) òðåõöâåòíîãî ãðàôà, êîòîðûå
èíöèäåíòíû íåêîòîðîìó ðåáðó, êîòîðîå îáîçíà÷èì γν2k . Â ñèëó èçîìîðôèçìà ãðàôîâ âåð-
øèíû ψ2k−1 è ψ2k ãðàôà T (f) ïåðåéäóò â âåðøèíû ψ′

2k−1 = η(ψ2k−1) è ψ′
2k = η(ψ2k)

ãðàôà T (f ′) , èíöèäåíòíûå ðåáðó γ′ν2k = η(γν2k) . Âåðøèíàì ψ′
2k−1 è ψ′

2k òðåõöâåòíîãî
ãðàôà T (f ′) ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûå îáëàñòè ∆′

2k−1 = π′−1(ψ′
2k−1) è ∆′

2k = π′−1(ψ′
2k)

äèôôåîìîðôèçìà f ′ , ãðàíè÷àùèå ïî ðåáðó τ ′ν2kω′ .

f fˊ

T( )fˊT( )f

α1

wσ2 2ν
τ

nω
ν

τ

ωB¶

ωnD

1D

1ν
τ

ω
ψn

1ν
γ

ω
ν

γ n

2ν
γ

2ψ

1ψ

2D

α3

ω( )f B¶

ω 1n -
D

n -1ω
ν

τ

3ν
τ

ω
σn

ω 1αn -

α2k+1σ2k

y2k

f y( 2k)

y2k+2
f y( 2k+2)

2kD

αˊ1

w`σˊ2
2ν

τ`

nω`
ν

τ`

ω`B¶

ω`ǹD

1̀D

1ν
τ`

2̀D

αˊ3

ω`( )f B¶

ω` 1ǹ -
D

n -1ω`
ν

τ`

3ν
τ`

ω`
σ ǹ ω` 1α ǹ -

αˊ2k+1

σˊ2k

y`2k

f y``( 2k)

y`2k+2
f y``( 2k+2)

2̀kD

ω 1ψn -

2ψ k

2 1ν
γ k+

ω`
ψ ǹ

1ν
γ`

ω`
ν

γ` n
1ψ`

ω` 1ψ ǹ -

2ψ` k

2 1ν
γ` k+

σ2k+2

2 1k +
D

2 1` k +
D

2 1ψ k +

2ψ`

ω`-1
ν

γ` n

2 1ψ` k +

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå h = π′−1ηπ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì
∆2k−1 è ∆2k , ãðàíè÷àùèì ïî ñòîðîíå τ ν2kω , äèôôåîìîðôèçìà f òðåóãîëüíûå îáëàñòè
∆′

2k−1 = h(∆2k−1) è ∆′
2k = h(∆2k) , ãðàíè÷àùèå ïî ñòîðîíå τ ′ν2kω′ , äèôôåîìîðôèçìà f ′ ,

ãäå k = 1, nω/2 . Òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì ∆nω è ∆1 , ãðàíè÷àùèì ïî ñòîðîíå τ ν1ω , ñòàâÿòñÿ
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â ñîîòâåòñòâèå òðåóãîëüíûå îáëàñòè ∆′
nω′ = h(∆nω) è ∆′

1 = h(∆1) , ãðàíè÷àùèå ïî ñòîðîíå

τ ′ν1ω′ .

Äëÿ êðèâûõ cω = ∂Bω è cω′ = ∂Bω′ ïîëîæèì, ÷òî y2k = (cω ∩ τ ν2kω ) (k = 1, nω\2) è

y′2k = (cω′ ∩ τ ν
′
2k

ω′ ) (k = 1, nω′\2) .
Ïóñòü hc ïðîèçâîëüíûé ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì hc : cω → cω′ , òàêîé,

÷òî hc(y2k) = y′2k , ãäå k = 1, nω\2 .
Ðàññìîòðèì ãðàíèöó äèñêà c̃ω = ∂f(Bω) , òîãäà f(y2k) = (c̃ω ∩ τ ν2kω ) (k = 1, nω\2) .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå hc̃ : c̃ω → c̃ω′ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì hc̃(f(y2k)) = f ′(y′2k) ,

ãäå k = 1, nω\2 .
Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ξ ∈ c̃ω ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ξ′ ∈ c̃′ω , ãäå ξ

′ = f ′hc̃f
−1(ξ) . ×àñòü

ñåïàðàòðèñû τ ν2kω , íàõîäÿùóþñÿ ìåæäó òî÷êàìè y2k è f(y2k) îáîçíà÷èì ÷åðåç b2k . Ïóñòü
hτ2k : b2k → b′2k ïðîèçâîëüíûé ãîìåîìîðôèçì , óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1. hτ2k(y2k) = hc(y2k) ; 2. hτ2k(f(y2k)) = hc̃(y2k) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a2k äóãó (y2k; y2k+2) ⊂ cω è ÷åðåç ã2k äóãó (f(y2k); f(y2k+2)) ⊂ c̃ω .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç O2k îáëàñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ∂O2k = a2k ∪ ã2k ∪
b2k ∪ b2k+2 (ðèñ. 2.2). Ïóñòü hO2k

: ∂O2k → ∂O′
2k ãîìåîìîðôèçì, çàäàííûé ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

hO2k
(x) =


hc(x), åñëè x ∈ a2k;

hc̃(x), åñëè x ∈ ã2k;

hτ2k(x), åñëè x ∈ b2k;

hτ2k+2(x), åñëè x ∈ b2k+2,

σ2k

w

f y( 2k)

y2k

f y( 2k+2)

y2k+2

2ν
τ k

σ2k+2

2 2ν
τ k+

ωc

ωc%

2ka

2ka%
2kb

2 2kb
+

2kO

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì HO2k
: O2k → O′

2k òàêîé, ÷òî HO2k
|∂O2k

= hO2k
|∂O2k

.

Ïîëîæèì Kω = Bω\f(Bω)(Kω′ = Bω′\f ′(Bω′)) . Ïî ïîñòðîåíèþ Kω =
nω\2∪
k=1

O2k è îáîçíà÷èì

÷åðåç
Hcω : Kω → Kω′

ãîìåîìîðôèçì, ñîâïàäàþùèé ñ HO2k
íà ìíîæåñòâå O2k .

Çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì hω : Bω → Bω′ , ïîëàãàÿ, hω(x) = f ′k(Hcω(f
−k(x))) äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ∈ Bω , ãäå f
−k(x) ∈ Kω , k ∈ Z . Òîãäà ãîìåîìîðôèçì h̃ :M2 →M ′

2 , ñîñòàâëåííûé
èç ãîìåîìîðôèçìîâ hω äëÿ âñåõ ω ∈ Ω0 , ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ñõåìû äèôôåîìîðôèçìà,
ââåäåííîå â [2].
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Ïîëîæèì Vf = W s
Ω0

\ Ω0 - ïðîñòðàíñòâî îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f , íàçâàííîå â [2]

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì è V̂f = Vf/f - õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
îðáèò äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f . Â ñèëó [2] (ïðåäëîæåíèå 2.1.5, òåîðåìà 2.1.3) ìíîãîîáðà-
çèå V̂f ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó T2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç pV̂f : Vf → V̂f åñòåñòâåííóþ

ïðîåêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóùèì îòîáðàæåíèå ζf : π−1(V̂f ) → Z , êîòî-
ðîå ñîñòîèò èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ â ãðóïïó Z íà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
êàæäîãî òîðà èç ìíîæåñòâà V̂f .

Äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ω1 ïîëîæèì. Ŵ u
σ = pf (W

u
σ \ σ) è Wu

f =
∪
σ∈LΩ1

W u
σ .

Íàáîð Sf = (V̂f ,Wu
f , ζf ) íàçîâåì ñõåìîé äèôôåîìîðôèçìà f .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ íàçîâåì ýêâèâà-

ëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ , òàêîé ÷òî:

1. ζf ([c]) = ζf ′([φ̂(c)]) äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé c ⊂ V̂f ;

2. äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ω1 ñóùåñòâóåò σ′ ∈ Ω′
1 , òàêàÿ ÷òî φ̂(Ŵ u

σ ) = Ŵ u
σ′ .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò âçàèìîñâÿçü ñõåìû è òðåõöâåòíîãî ãðàôà:

Ë å ì ì à 2.2. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f , f ′ èìåþò èçîìîðôíûå òðåõöâåòíûå
ãðàôû Tf , T

′
f , òî èõ ñõåìû Sf , Sf ′ ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 2.1. ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ :
M2 \

∪
σ∈Ω1

W s
σ → M2 \

∪
σ′∈Ω1

W s
σ′ , ñîïðÿãàþùèé îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ íà ýòèõ

ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå φ̂ = πh̃π′−1 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, îñóùåñòâëÿþùèì ýêâè-
âàëåíòíîñòü ñõåì V̂f è V̂f ′ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â ñèëó ëåììû 3.2.3 êíèãè [2] èç èçîìîðôíîñòè ñõåì Sf è Sf ′ ñëåäóåò ãîìåîìîðôèçì
äèôôåîìîðôèçìîâ f è f ′ .

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1. äîêàçàíà.

3. Íåêîòîðûå ïðèìåðû

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òðåõöâåòíîãî ãðàôà äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè.

Íà ðèñ. 3.1 ïðåäñòàâëåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû íåñîïðÿæåííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåðíîé ñôåðå (òî÷êàì, îáîçíà÷åííûì áóêâîé α äëÿ f (α′ äëÿ
f ′ ), ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà èñòî÷íèêîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà äâóìåðíîé ñôå-
ðû). Ãðàôû Ïåéêøîòî, ïîñòðîåííûå äëÿ ýòèõ äèôôåîìîðôèçìîâ, ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíû-
ìè (ðèñ. 3.2), à òðåõöâåòíûå ãðàôû - íåèçîìîðôíûìè (ðèñ. 3.3).
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áîòå.
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On topological classi�cation of grad-like di�eomorphisms
on surfaces by means of three-color graph.
c⃝ S. H. Kapkaeva4

Abstract. The paper is devoted to �nding of necessary and su�cient conditions for topological
conjugacy of gradient-like di�eomorphisms on surfaces whose non-wandering set consists of �xed
points. It is shown that three-color graph (deneralising the similar concept introduced in paper
[4]) associated with given di�eomorphism is complete topological invariant of di�eomorphism from
considered class.
Key Words: Morse-Smale di�eomorphisms, gradient-like di�eomorphisms, topological conjugate
di�eomorphisms, three-color graph.

4 Student, faculty of Mathematics, Mordovian State University after N.P. Ogarev, Saransk;
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ÓÄÊ 519.853.62

ÏÎÄÌ ñ ïðîåêòèðîâàíèåì â ïåðåìåííîé ìåòðèêå
c⃝ Â. Ã. Ìàëèíîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âïåðâûå èññëåäóåòñÿ ïðîåêöèîííûé îáîáù¼ííûé äâóõøàãîâûé äâóõ-
ýòàïíûé ìåòîä (ÏÎÄÌ) ñ ïðîåêòèðîâàíèåì â ïåðåìåííîé ìåòðèêå (ÏÎÄÌÏÌ) äëÿ ðåøå-
íèÿ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå, äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è äðóãèõ çàäà÷. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà
äîêàçàíà äëÿ âûïóêëûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ Ëèïøèöåâûìè ãðàäèåíòàìè. Ïîëó÷åíû îöåíêè
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè: ëèíåéíîé - äëÿ âûïóêëûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé, ñâåðõëèíåéíîé è êâàäðà-
òè÷íîé - äëÿ äâàæäû ãëàäêèõ ôóíêöèé ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÏÎÄÌÏÌ, ïðîåêòèðîâàíèå â ïåðåìåííîé ìåòðèêå, ñõîäèìîñòü, ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ïðîñòîì ìíîæåñòâå

f(x) −→ inf, x ∈ Q ⊂ En, (1.1)

ãäå n -ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En íîðìèðîâàíî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ∥x∥ =
(x,x)1/2 ∀x ∈ En , âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(Q) . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
èìååò ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíåé îâðàæíîé ñòðóêòóðû è îãðàíè÷åíà ñíèçó, ìíîæåñòâî å¼
ìèíèìóìîâ íå ïóñòî:

inf f(x) = f∗ > −∞, x ∈ Q; Q∗ = {x ∈ Q : f(x) = f∗} ̸= ∅. (1.2)

Ìíîæåñòâî ñëîæíûõ çàäà÷ ïîñòàâëåííîãî âèäà íå ðåøàþòñÿ ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäà-
ìè èëè ìåòîäû èìåþò íèçêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà ôóíêöèè,
ââèäó íàëè÷èÿ îâðàæíîñòè ôóíêöèè. Òðàäèöèîííûå, ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè, ìíîãîøà-
ãîâûå ìåòîäû ïðîåêöèè ãðàäèåíòà (ÌÏÃ) (ñì., íàïðèìåð, [1]� [4]) áåç ñïåöèàëüíîé ïðîöå-
äóðû ëîêàëüíîãî ïîèñêà ýòèì íåäîñòàòêîì òàêæå îáëàäàþò. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëîæåíû
íåïðåðûâíûå ÌÏÃ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé (ÍÌÏÃÏÌ) [5]� [6] äëÿ çàäà÷,
îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ äðóãèõ çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè âèäà (1.1), íå ñâÿçàííûõ ñ íåïðåðûâíûìè ìîäåëÿìè, ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû
èòåðàòèâíûå ìåòîäû ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé êëàññà ÏÎÄÌ [7]� [8]. Êðàòêî íàïîìíèì,
÷òî ïðîåêöèîííûå îáîáù¼ííûå äâóõøàãîâûå äâóõýòàïíûå ìåòîäû (ÏÎÄÌ) ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèé ñ ¾îâðàæíûìè¿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé � ýòî êëàññ ïðîåêöèîííûõ äâóõ-
øàãîâûõ ìåòîäîâ, ñòðîÿùèõ ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
−→ x∗ ∈ Q∗ ñ

ïîìîùüþ ïðîãíîçíîé òî÷êè zk = xk + αky
k íà ¾ñêëîíå îâðàãà¿ (ãäå yk = xk − xk−1 )

èëè ïðîåêöèè zk = PQ
(
xk + αky

k
)
(ãäå αk � îäèí èç ïàðàìåòðîâ ìåòîäîâ êëàññà) è ïðî-

âîäÿùèå ìèíèìèçàöèþ èç òî÷êè zk âäîëü íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ ôóíêöèè � ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè âåêòîðà yk è àíòèãðàäèåíòà −∇f(zk) (ñì., íàïðèìåð, [4], [7], [8]). Ââèäó
èñïîëüçîâàíèÿ ãðàäèåíòîâ ∇f(zk) áîëüøåé âåëè÷èíû íà ñêëîíå îâðàãà (â îòëè÷èå îò
ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ ìàëûé ãðàäèåíò ∇f(xk) íà ¾äíå¿ îâðàãà), ÏÎÄÌ ìàëî ÷óâñòâè-
òåëüíû ê îâðàæíîñòè ôóíêöèé è îøèáêàì îêðóãëåíèé [2].

1 Äîöåíò êàôåäðû ÝÌÌèÈÒ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; vgmalinov@mail.ru.
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Èññëåäóåìûå ÏÎÄÌ ñ ïðîåêòèðîâàíèåì â ïåðåìåííîé ìåòðèêå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè,
îáúåäèíÿþùèìè äîñòîèíñòâà ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ è ìåòîäîâ ïåðåìåííîé ìåòðèêè (ïî-
ñëåäíèå äëÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íàçûâàþò êâàçèíüþòîíîâñêèìè).

Îòìåòèì, ÷òî: 1) çäåñü èäåÿ, ðåàëèçîâàííàÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÍÌÏÃÏÌ [5], ðàñïðî-
ñòðàíåíà íà èòåðàòèâíûå ÏÎÄÌ êâàçèíüþòîíîâñêîãî òèïà; 2) îñíîâàííûå íà äðóãîé èäåå
ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû ïåðåìåííîé ìåòðèêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè
ïîñòðîåíû èíà÷å (ñì., íàïðèìåð, [9]� [10]); 3) â äàííîé ðàáîòå ïîëíûå ðåçóëüòàòû èññëå-
äîâàíèÿ ÏÎÄÌ ñ ïðîåêòèðîâàíèåì â ïåðåìåííîé ìåòðèêå èçëàãàþòñÿ âïåðâûå; 4) çäåñü
ïîëó÷åíû îöåíêè ëèíåéíîé, ñâåðõëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄ-
ÌÏÌ.

2. Ïðîñòðàíñòâî En
1 è ïðåäëàãàåìûé ìåòîä

Íàðÿäó ñ ñóùåñòâóþùåé ìåòðèêîé è îïåðàòîðîì PQ(v) ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà
v ∈ En íà ìíîæåñòâî Q , ââåä¼ì â En íîâóþ ìåòðèêó ñ ïîìîùüþ íîâîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (B(x)u,u) ∀u,x ∈ En , ãäå B(x) : En −→ En , ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì x ∈ En , ñóòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð
ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà; P

B(x)
Q [v] ñóòü îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ â ìåòðèêå B(x) âåêòîðà

v ∈ En íà ìíîæåñòâî Q . Êðèòåðèåì ïðîåêöèè w = P
B(x)
Q [v] ∈ Q â íîâîé ìåòðèêå ñëóæèò

íåðàâåíñòâî [6]
(B(x)(w − v),u−w) ≥ 0, u ∈ Q. (2.1)

Ïðîåêöèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà êàê ðåøåíèå w ∈ Q êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

g(u) = (B(x)(u− v),u− v) −→ inf, u ∈ Q, (2.2)

â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Q è ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè g(u) [6]. Ïîëó÷åííîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è îïðåäåëÿåìûìè èìè ìåò-
ðèêàìè îáîçíà÷èì En

1 , äàëåå ïîäðàçóìåâàåì çàäà÷ó âèäà (1.1) â í¼ì. Â ïîñòðîåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èññëåäóåì ÏÎÄÌÏÌ:

1 ýòàï.yk = xk − xk−1, zk = xk + αky
k, x0,x1 ∈ En

1 , f(x
0) > f(x1); (2.3)

2 ýòàï. xk+1 = P
B(zk)
Q

[
zk − βk[B(zk)]−1∇f(zk)

]
, k = 1, 2, ..., (2.4)

ãäå x0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà; òî÷êó x1 ̸= x0 âûáèðàåì òàêóþ, ÷òî f(x0) > f(x1) ; αk, βk �
ïàðàìåòðû ìåòîäà; B(zk) = Bk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ñàìî-
ñîïðÿæ¼ííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îïåðàòîðîâ Bk è ñïîñîáîâ
âûáîðà ïàðàìåòðîâ ìåòîäà, èç (2.3), (2.4) ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ÏÎÄÌÏÌ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, à ïðè B(zk) = ∇2f(zk) � ÏÎÄÌ âòîðîãî ïîðÿäêà. Îïåðàòîð B(x) â (2.4) òàêîâ,
÷òî

m∥u∥2 ≤ (B(x)u,u), m > 0, ∀ u,x ∈ En
1 . (2.5)

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ èç ðàáîò [7], [13], ââèäó èñïîëüçîâàíèÿ â (2.3), (2.4)

ïðîåêöèè P
B(x)
Q (v) â ìåòðèêå B(x) , à íå ïðîåêöèè â îáû÷íîé ìåòðèêå PQ(v) , âîçíèêàþò

òðóäíîñòè â äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè, êîòîðûå ïðåîäîëåâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëó÷àåìîãî
â ëåììå 5 íîâîãî íåðàâåíñòâà. Ïðè âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà (2.3), (2.4) çàäà÷à
(2.2) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Ê îïåðàòîðàì B(x) ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, êðîìå âûïîëíåíèÿ (2.5), â ðàáîòå
ïðåäúÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 ∀ u ∈
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Q,x∗ ∈ Q∗ . Ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ â ëåììàõ 1 è 2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôîð-
ìèðóåìûå â (2.4) âåêòîðû p(zk) = −[B(zk)]−1∇f(zk) , k = 1, 2, ... çàäàþò íàïðàâëåíèÿ
óáûâàíèÿ ôóíêöèè f(x) â òî÷êàõ zk è ñîñòàâëÿþò îñòðûé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì àíòè-
ãðàäèåíòà −∇f(zk) , íàïðàâëåíû â ñòîðîíó òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè; ñëåäîâàòåëüíî,
(∇f(zk),pk) > 0 , ýòî íå îãîâàðèâàåòñÿ â äàëüíåéøåì. Â òåîðåìå 4 èñïîëüçóåòñÿ ñõîäè-
ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ Bk ê ãåññèàíó. Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà èç ðàáîòû
[11] äëÿ Bk ïðèìåíÿåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Äëÿ íåçàâèñèìîñòè èçëîæåíèÿ îò äðóãèõ èñòî÷íèêîâ, ïðèâåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè è îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñå-
ìåéñòâà (2.3), (2.4). Áîëüøàÿ ÷àñòü èç íèõ äîêàçàíà â ðàáîòàõ [7], [13].

Ïðèìå÷àíèå 1. Ïî ñàìîìó ïîñòðîåíèþ ïðîñòðàíñòâà En
1 â í¼ì, íàðÿäó ñ (2.1), èìååò

ìåñòî êðèòåðèé ([1], ñ. 189)
(w − v,u−w) ≥ 0 ∀u ∈ Q (3.0)

ïðîåêöèè w ∈ Q âåêòîðà v ∈ En
1 íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Q ⊂ En

1 . Ïîñêîëüêó
åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçëè÷íûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè èçîìîðôíû ([12], ñ.
124, 127), â En

1 ñîõðàíÿþòñÿ âñå ñîîòíîøåíèÿ è òåîðåìû èç En , ñâÿçàííûå ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (x,x) .

Â ëåììàõ äàíû ñîîòíîøåíèÿ, ïîëåçíûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè è îöåíêå ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄÌÏÌ è äðóãèõ ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ â En è En

1 , äëÿ îïðåäåë¼í-
íîñòè îíè äîêàçûâàþòñÿ â îäíîì èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïóêëûå ôóíêöèè f(x) è φ(x) êëàññà C1,1(En
1 ) òàêîâû, ÷òî

∇φ(x) = B−1(x)∇f(x) ∀ x ∈ En
1 (3.1)

è ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèé f(x) è φ(x) íå ïóñòî, Q∗ ̸= ∅ .
Òîãäà äëÿ x∗ ∈ Q∗ â ïðîñòðàíñòâå En

1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî(
B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 ∀ u ∈ Q. (3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè φ(x) ,
îïðåäåëåíèåì òî÷êè ìèíèìóìà x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ En

1 è (3.1), ïîëó÷èì:

φ(u)− φ(x∗) = (∇φ(x∗),u− x∗) =
(
B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, u ∈ Q.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî Q ⊂ En

1 âûïóêëî è çàìêíóòî, âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
f(x) ∈ C1,1(Q) , âûïîëíåíû (1.2), x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ En

1 . Òîãäà èç ðàâåíñòâà

x∗ = PQ
[
x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)

]
(3.3)

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (3.2).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî íåîáõîäèìîìó è äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ (3.0)

ïðîåêöèè w = PQ(v) ∈ Q â èñõîäíîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà En
1 ïðè x∗ ∈ Q∗ ïîëó÷àåì

âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî(
x∗ − (x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)),u− x∗) ≥ 0, u ∈ Q.
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Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî β (B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, u ∈ Q . Â ñèëó ïîëîæèòåëü-
íîñòè β , ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âëå÷¼ò (3.2).

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 2. Íåðàâåíñòâî (3.2) è ðàâåíñòâî (3.3) âûðàæàþò àíàëîãè÷íûé äàííîìó

â [1] äëÿ ïðîñòðàíñòâà En êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ óêàçàííûõ ôóíêöèé f(x) íà
âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q ⊂ En

1 . Ñëåäóþùàÿ ëåììà âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó
íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè òî÷êè x∗ äëÿ ôóíêöèè f(x) â èñõîäíîé ìåòðèêå
ïðîñòðàíñòâà En ([1], ñ. 165) è â ìåòðèêå B(x) ïðîñòðàíñòâà En

1 â òåðìèíàõ îïåðàòîðà

ïðîåêöèè P
B(x)
Q .

Ëåììà 3. Ïóñòü: 1) ìíîæåñòâî Q ⊂ En
1 âûïóêëî è çàìêíóòî; 2) âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

f(x) ∈ C1,1(Q) ; 3) Q∗ ̸= ∅ , x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ En
1 .

Òîãäà èç ðàâåíñòâà x∗ = P
B(x∗)
Q [x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)] ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, ∀ u ∈ Q. (3.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç äàííîãî ðàâåíñòâà, ïîëüçóÿñü â íîâîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà
En

1 êðèòåðèåì (2.1) B(x) � ïðîåêöèè P
B(x)
Q (v) ∈ Q ïðè x = x∗ ∈ Q∗ ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî(

B(x∗)
(
x∗ − x∗ + βB−1(x∗)∇f(x∗)

)
,u− x∗) ≥ 0, u ∈ Q,

êîòîðîìó ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåå: β (B(x∗)B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, ∀ u ∈ Q . Îòñþ-
äà â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ èìååì β (∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 ∀ u ∈ Q . Ýòî íåðàâåíñòâî,
ïîñêîëüêó β > 0 , âëå÷¼ò (3.4).

Ëåììà 3 äîêàçàíà.
Ëåììà 4. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En

1 èìååò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

(1− ε)∥u− v∥2 + (1− ε−1)∥v −w∥2 ≤ ∥u−w∥2 ≤
≤ (1 + ε)∥u− v∥2 + (1 + ε−1)∥v −w∥2, u,v,w ∈ En

1 .
(3.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 + 2(u− v,v −w) + ∥v −w∥2, ∀ u,v,w ∈ En
1 , (3.6)

çàïèøåì åãî â ôîðìå ∥u−w∥2 = ∥u−v∥2−2(u−v,w−v)+∥v−w∥2 è âòîðîå ñëàãàåìîå
â åãî ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

2|(u− v,w − v)| ≤ ε∥u− v∥2 + ε−1∥w − v∥2, ε > 0. (3.7)

Òîãäà ïîëó÷èì ∥u−w∥2 ≥ ∥u−v∥2−ε∥u−v∥2−ε−1∥v−w∥2+∥v−w∥2 . Îòñþäà ñëåäóåò
ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.5). Ïîëüçóÿñü (3.7) â ðàâåíñòâå (3.6), ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü
(3.5), ñîâïàäàþùóþ ñ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì.

Ëåììà 4 äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðàâîå íåðàâåíñòâî (3.5) èçâåñòíîå, çäåñü îíî äëÿ åäèíîîáðàçèÿ âûâåäåíî

â ïðîñòðàíñòâå En
1 , à ëåâîå íåðàâåíñòâî (3.5) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îáúåäèíåíèÿ ïðèìå-

íÿâøèõñÿ ðàíåå ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ðàçðîçíåííûõ ïðîöåäóð ïîëó÷åíèÿ
íèæíåé îöåíêè êâàäðàòà íîðìû ðàçíîñòè âåêòîðîâ â En .

Ëåììà 5. Äëÿ âñÿêîé òðîéêè òî÷åê u,v,x ∈ En
1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥u− v∥2 ≥ (ε− 1)∥u− x∥2 − (1− ε−1)∥v − x∥2, (3.8)
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ãäå 0 < ε1 ≤ ε ≤ ε2 , ε1,2 =
[
s∓ (s2 − 4l2l3)

1/2
]
/(2l2) , l1 = ∥u − v∥2 , l2 = ∥u − x∥2 ,

l3 = ∥v − x∥2 , s = l1 + l2 + l3 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó En

1 ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ èñõîäíîé
ìåòðèêîé ρ(u,v) = ∥u− v∥ ∀u,v ∈ En

1 , â í¼ì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ([12], ñ. 31)

|ρ(u,x)− ρ(v,y)| ≤ ρ(u,v) + ρ(x,y)∀u,v,x,y ∈ En
1 .

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ ìåòðèêè ïðè x = y ïîëó÷èì |∥u − x∥ − ∥v − x∥| ≤
∥u − v∥ + ∥x − x∥ . Âîçâåä¼ì åãî â êâàäðàò è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ êâàäðàòà
ðàçíîñòè, |∥u−x∥2− 2∥u−x∥∥v−x∥+ ∥v−x∥2| ≤ ∥u−v∥2 , óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå ïîä
çíàêîì ìîäóëÿ îöåíèì ñ ïîìîùüþ àíàëîãà íåðàâåíñòâà (3.7). Òîãäà ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

|∥u− x∥2 − ε∥u− x∥2 − ε−1∥v − x∥2 + ∥v − x∥2| ≤ ∥u− v∥2.
Ïðåäñòàâèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó â ôîðìå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

−∥u− v∥2 ≤ (1− ε)∥u− x∥2 + (1− ε−1)∥v − x∥2 ≤ ∥u− v∥2. (3.9)

Âîçüì¼ì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà è, óìíîæèâ íà −1 , ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó (3.8).
Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî (3.8) îòíîñèòåëüíî ε > 0 ïðè äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïîëó÷àåì äëÿ
ýòîãî ÷èñëà èíòåðâàë âîçìîæíûõ â (3.8) çíà÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâîå íåðàâåíñòâî â
(3.9) ïðè u = u, x = v, v = w ñîâïàäàåò ñ ëåâûì íåðàâåíñòâîì (3.5).

Ëåììà 5 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 3. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ÷èñëà ε â (3.8) çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèé

äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè v,u,x (íàïðèìåð, çäåñü ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ òðîé-
êà òî÷åê â ïîðÿäêå âû÷èñëåíèÿ ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå (2.4) xk,xk+1,x∗ ; ñëó÷àé èõ
ðàñïîëîæåíèÿ íà îäíîé ïðÿìîé íå èñêëþ÷àåòñÿ). Çàäàäèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ,
ïðè êîòîðûõ äîïóñòèìû êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ε , èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì.
Íàïðèìåð, íå îáðåìåíèòåëüíû óñëîâèÿ:

à) ∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v− x∥ , îíè ïðè v = xk , u = xk+1 , x = x∗ çàïèøóòñÿ â âèäå

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥; (3.10)

á) 2∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v − x∥ , èõ àíàëîã 2∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ;
â) (11/5)∥u − x∥ ≤ ∥u − v∥ ≤ ∥v − x∥ , èõ àíàëîã (11/5)∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤

∥xk − x∗∥ ;
Â ñëó÷àå à) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö ε ðåøàåì ñëåäóþùåå èç (3.8) íåðàâåíñòâî

l2ε
2 − sε+ l3 ≤ 0, (3.11)

ïîëàãàÿ l1 = l2 = l3 . Ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ε1,2 = (3∓51/2)/2 , òî åñòü îêðóãë¼ííî ìîæíî ïðè-
íÿòü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà 0.39 ≤ ε ≤ 2.61 . Â ñëó÷àå á) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, ñëåäóþùåå
èç (3.11), ïîëîæèâ 4l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (9∓ 651/2)/2 ; òîãäà ïðèáëèæ¼í-
íûé îòðåçîê âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.47 ≤ ε ≤ 8.5 . Â ñëó÷àå â) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, àíàëî-
ãè÷íîå (3.11), ïîëîæèâ (121/25)l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (267∓ 601891/2)/50 ;
òîãäà ïðèáëèæ¼ííîå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.47 ≤ ε ≤ 10 , äîñòàòî÷íî äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ (3.8) â äàííîé ðàáîòå.

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.8) ÿâëÿåòñÿ íîâûì â îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñ-
òðåìàëüíûõ çàäà÷ è âûâåäåíî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ, íåîáõîäèìûé ìà-
òåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè è îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè. Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íåðàâåíñòâ ïðè åãî ïðè-
ìåíåíèè çäåñü ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì. Íåðàâåíñòâî (3.8) ïîëó÷åíî íà îñíîâå èç-
âåñòíîãî èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà íåðàâåíñòâà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè. Åãî
÷àñòíûé ñëó÷àé èçâåñòåí êàê âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè ([14], ñ. 27)
|ρ(x, z)− ρ(y, z)| ≤ ρ(x,y) ∀x,y, z ∈ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) .
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4. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4) ñ ïàðàìåòðàìè êîíñòàíòàìè αk = α, βk =
β .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) ìíîæåñòâî Q ⊂ En
1 âûïóêëî

è çàìêíóòî; 2) ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(Q) âûïóêëàÿ è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.2); 3)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
ìåòîäà (2.3), (2.4) òàêîâà, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

(3.10â); 4) äëÿ îïåðàòîðà B(x) ∀ x ∈ En
1 ñ óêàçàííûìè â ï.2 ñâîéñòâàìè âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâà (2.5); 5) ïàðàìåòðû êîíñòàíòû ìåòîäà ñåìåéñòâà (2.3), (2.4) òàêîâû, ÷òî

0 < α ≤ 3/8, 0 < β ≤ [4(m2 +m)b− 35(1 + α)]/(Lb), (4.1)

ãäå b = 21− 4α , m2 +m > 5/12 .
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì (2.3), (2.4), (4.1), èç ëþáîé

íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ En
1 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ ∈ Q∗ ,

∥xk − x∗∥ −→ 0, f(xk) −→ f(x∗), k → ∞. (4.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà (2.1) îïåðàòîðà ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ â íîâîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà En

1 è (2.4) ïîëó÷èì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî(
B(zk)

[
xk+1 − zk + βB(zk)−1∇f(zk)

]
,v − xk+1

)
≥ 0, k ≥ 1, v ∈ Q. (4.3)

Ýòî íåðàâåíñòâî çàïèøåì â ôîðìå(
B(zk)(xk+1 − zk),xk+1 − zk

)
+
(
B(zk)(xk+1 − zk), zk − v

)
≤

≤ β
(
∇f(zk),v − xk+1

)
, k ≥ 1, v ∈ Q.

Ïîëó÷åííîå èç ýòîãî ïðè v = x∗ ∈ Q∗ íåðàâåíñòâî ñëîæèì ñ íåðàâåíñòâîì, ïîëó÷åí-
íûì èç (3.4) ïðè u = xk+1 è óìíîæåííûì íà β > 0 :(

B(zk)(xk+1 − zk),xk+1 − zk
)
+
(
B(zk)(xk+1 − zk), zk − x∗) ≤

≤ β
(
∇f(zk)−∇f(x∗),x∗ − xk+1

)
, k ≥ 1, x∗ ∈ Q∗.

Çäåñü â ëåâîé ÷àñòè ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèì ñ ïîìîùüþ (2.5), à â ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëü-
çóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (∇f(x)−∇f(u),u− z) ≤ L∥x − z∥2/4, x,u, z ∈ Q , âïåðâûå äîêà-
çàííûì â ãë.1 ðàáîòû [2] äëÿ f(x) ∈ C1,1(Q) , ïîëîæèâ â í¼ì x = zk , u = x∗ , z = xk+1 ,
òî åñòü

(
∇f(zk)−∇f(x∗),x∗ − xk+1

)
≤ L∥xk+1 − zk∥2/4 ; òîãäà

(m− Lβ/4)∥xk+1 − zk∥2 +
(
B(zk)(xk+1 − zk), zk − x∗) ≤ 0,

k ≥ 1, x∗ ∈ Q∗.
(4.4)

Â (4.4) ñíà÷àëà îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

∥B(zk)(xk+1 − zk)− (x∗ − zk)∥2 = ∥B(zk)(xk+1 − zk)∥2−
−2
(
B(zk)(xk+1 − zk),x∗ − zk

)
+ ∥x∗ − zk∥2.

Îáîçíà÷èâ u = B(zk)(xk+1 − zk) , v = x∗ − zk , çàïèøåì

2
(
B(zk)(xk+1 − zk), zk − x∗) = −2(u,v) = ∥u− v∥2 − ∥u∥2 − ∥v∥2 (4.5)
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è îöåíèì ñíèçó ïðàâóþ ÷àñòü; äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñ ïîìîùüþ (3.8) ïðè x = 0 , ε = 4
ïîëó÷èì ∥u− v∥2 ≥ 3∥u∥2 − (3/4)∥v∥2 ; òîãäà èç (4.5), ïîëüçóÿñü (2.5), èìååì(

B(zk)(xk+1 − zk), zk − x∗) ≥ 0.5 (2∥u∥2 − (7/4)∥v∥2) ≥
≥ m2∥xk+1 − zk∥2 − (7/8)∥zk − x∗∥2.

Ïîäñòàâèâ ýòó îöåíêó â (4.4), ïîëó÷èì

a01∥xk+1 − zk∥2 ≤ (7/8)∥zk − x∗∥2, k ≥ 1, x∗ ∈ Q∗, (4.6)

ãäå a01 = c − Lβ/4 > 0 , β < 4c/L , c = m + m2 . Çäåñü ïðîâåä¼ì ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîé
÷àñòè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.8): ïðè v = zk , u = xk+1 , x = x∗ , ε = 5 èìååì

0.5∥xk+1 − zk∥2 ≥ 2∥xk+1 − x∗∥2 − (2/5)∥zk − x∗∥2; (4.7a)

ïðè v = zk , u = xk+1 , x = xk , ε = 5 è (2.3) ïîëó÷èì

0.5∥xk+1 − zk∥2 ≥ 2∥xk+1 − xk∥2 − (2/5)∥zk − x∗∥2 =
= 2∥xk+1 − xk∥2 − (2α2/5)∥yk∥2,

ãäå îäèí êâàäðàò íîðìû â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ (3.8) ïðè v = xk , u =
xk+1 , x = x∗ , ε = 2 , òîãäà ∥xk+1 − xk∥2 ≥ ∥xk+1 − x∗∥2 − 0.5∥xk − x∗∥2 è

0.5∥xk+1 − zk∥2 ≥ ∥xk+1 − xk∥2 + ∥xk+1 − x∗∥2−
−∥xk − x∗∥2/2− (2α2/5)∥yk∥2. (4.7b)

Ïîäñòàâèâ (4.7à) è (4.7b) â (4.6), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

3a01∥xk+1 − x∗∥2 + a01∥xk+1 − xk∥2 ≤ a01∥xk − x∗∥2/2+
+(2a01α

2/5)∥yk∥2 ++(7/8 + 2a01/5)∥zk − x∗∥2, k ≥ 1.
(4.8)

Ïðàâóþ ÷àñòü (4.8) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

∥zk − x∗∥2 ≤ (1 + ε)∥zk − xk∥2 + (1 + ε−1)∥xk − x∗∥2, ε > 0,

ñëåäóþùåãî èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà (3.5) ïðè u = zk , w = x∗ , v = xk ; ïîëîæèì ε = 1/α
è ó÷ò¼ì ñëåäóþùåå èç (2.3) ðàâåíñòâî ∥zk − xk∥2 = α2∥yk∥2 :

a02∥zk − x∗∥2 ≤ a02(1 + α)∥xk − x∗∥2 + a02(1 + α)α∥yk∥2,

ãäå a02 = 7/8 + 2a01/5 > 0 ïðè a01 > 0 . Òîãäà èç (4.8) ñëåäóåò

3a01∥xk+1 − x∗∥2 + a01∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a12∥xk − x∗∥2 + a13∥yk∥2, k ≥ 1,

ãäå a12 = a02(1 +α) + a01/2 , a13 = 2a01α
2/5+ a02(α+α2) . Ïîñëå äåëåíèÿ íà êîýôôèöèåíò

ïðè ïåðâîì ñëàãàåìîì èìååì

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥xk+1 − xk∥2/3 ≤
≤ a1∥xk − x∗∥2 + a2∥yk∥2, k ≥ 1,

(4.9)

ãäå a1 = a12/(3a01) = 1/6 + a02(1 + α)/(3a01) , a2 = 2α2/15 + a02(α + α2)/(3a01) , a1 > 0 ,
a2 > 0 ïðè a01 > 0 , α > 0 ; a1 ≤ 1 ïðè 0 < β ≤ [4cb− 35(1 + α)]/(Lb) = β12 , b = 21− 4α ;
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a2 ≤ 1/3 ïðè β ≤ [8cd − 35(α + α2)]/(2Ld) = β13 , β ≤ β12 < β13 , d = 5 − 2α − 4α2 ;
0 < β ≤ β12 < β11 , 0 < α ≤ 3/8 .

Ïîñêîëüêó a1 ≤ 1 ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû, ïîëîæèì a1 = 1 â (4.9):

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥xk+1 − xk∥2/3 ≤
≤ ∥xk − x∗∥2 + a2∥yk∥2, k ≥ 1.

(4.10)

Ïðîñóììèðîâàâ íåðàâåíñòâà (4.10) îò k = 1 äî k = m , ïîëó÷èì

∥xm+1 − x∗∥2 + ∥xm+1 − xm∥2/3 + (1/3− a2)
∑k=m−1

k=1 ∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a2∥x1 − x0∥2 + ∥x1 − x∗∥2.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó 1/3 > 1/3− a2 > 0 , 0 < β ≤ β12 < β13 , èìååì

∥xm+1 − x∗∥2 + (1/3− a2)
∑k=m

k=1 ∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a2∥x1 − x0∥2 + ∥x1 − x∗∥2.

Çäåñü êîýôôèöèåíòû íåîòðèöàòåëüíû è

k=m∑
k=1

∥xk+1 − xk∥2 <∞ ∀ m ≥ 1, ∥xk+1 − xk∥2 → 0, k → ∞,

à ñëåäîâàòåëüíî, ∥xm+1 − x∗∥2 ≤ a2∥x1 − x0∥2 + ∥x1 − x∗∥2 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xk
}

ìåòîäà (2.3), (2.4), (4.1) îãðàíè÷åíà; ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò òî÷êà
v ∈ Q è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xki
}
→ v , i→ ∞ òàêàÿ, ÷òî

lim
i→∞

∥xki − v∥ = lim
i→∞

∥xki+1 − xki∥ = 0. (4.11)

Òîãäà èç (2.4) ïðè k → ∞ ñëåäóåò ðàâåíñòâî v = P
B(v)
Q [v − β[B(v)]−1∇f(v)] , β > 0 ,

ýêâèâàëåíòíîå êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè â En
1 , ñîãëàñíî ëåììàì 1�3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî v ∈

Q åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå Q , òî åñòü v = x∗ ∈ Q∗ .
Â ñèëó (4.11) ñóùåñòâóþò íîìåð k0 > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî ε > 0 òàêèå, ÷òî

∀ ki ≥ k0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

∥xki − v∥2 ≤ ε/2, ∥xki+1 − xki∥2 ≤ ε/(2a2). (4.12)

Âîçüì¼ì ÷èñëà N > m ≥ k0 è ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâà (4.10) åù¼ ðàç îò k = m äî
k = N ïðè x∗ = v . Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∥xN+1 − v∥2 + ∥xN+1 − xN∥2/3 + (1/3− a2)
∑k=N−1

k=m ∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ ∥xm − v∥2 + a2∥xm − xm−1∥2.

Çäåñü ó÷ò¼ì, ÷òî 0 < 1/3− a2 < 1/3 ïðè 0 < β ≤ β12 < β13 , òîãäà

∥xN+1 − v∥2 + (1/3− a2)
∑k=N

k=m ∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ ∥xm − v∥2 + a2∥xm − xm−1∥2.

Îòñþäà ïðè N → ∞ ñ ó÷¼òîì ñõîäèìîñòè ðÿäà è (4.12) èìååì:

∥xN+1 − v∥2 ≤ ∥xm − v∥2 + a2∥xm − xm−1∥2 ≤ ε.
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Ýòî îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk
}
. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥xk −

v∥ → 0 , k → ∞ ; íå òîëüêî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xk
}

ìåòîäà ñõîäèòñÿ ê òî÷êå v = x∗ ∈ Q∗ : ∥xk − v∥ → 0 , k → ∞ .
Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïî ôóíêöèîíàëó ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ äëÿ ôóíêöèè

f(x) ∈ C1,1(Q) íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå Q ([1], ñ. 164) f(u)−f(v) ≥ (∇f(v),u−v) ∀ u,v ∈
Q è (∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 , x∗ ∈ Q∗ , u ∈ Q ([1], ñ. 165). Èç íåðàâåíñòâ

0 ≤ (∇f(x∗),u− x∗) ≤ f(xk)− f(x∗) ≤
≤ (∇f(xk),xk − x∗) ≤ ∥∇fk∥∥xk − x∗∥,

äîêàçàííîé ñõîäèìîñòè ïî àðãóìåíòó, îãðàíè÷åííîñòè ãðàäèåíòà ôóíêöèè, ñëåäóåò âòîðîå
ñîîòíîøåíèå èç (4.2).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{

xk
}
è ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

∥xk−1 − xk∥ ≥ ∥xk − xk+1∥ ≥ ∥xk+1 − xk+2∥ ≥ · · · ,
∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk−1 − x∗∥ ≤ · · · ≤ ∥x0 − x∗∥.

5. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

5.1. Ñíà÷àëà ïîêàæåì ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1
(â òåîðåìàõ 2 è 3), à çàòåì - ñâåðõëèíåéíóþ è êâàäðàòè÷íóþ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèÿõ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1, âêëþ÷àÿ óñëîâèÿ äëÿ ïàðàìåò-
ðîâ ìåòîäà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
, îïðåäåëÿåìàÿ ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4), (4.1),

ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1),

∥xk − x∗∥ ≤ qk∥x0 − x∗∥, (5.1)

ãäå q = {[7(1 + α)/24 + (0.3 + 2α/15)a01]/a01}1/2 , 0 < q < 1 ïðè óñëîâèÿõ (4.1); a01 =
m+m2 − Lβ/4 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû âñå âûêëàäêè è
ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 1 è íåðàâåíñòâî (4.9) âåðíû.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñëàãàåìûõ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé (4.9) èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî a2∥yk∥2 − (1/3)∥xk+1 − xk∥2 ≤ 0 . Äåéñòâèòåëüíî, îíî âåðíî â ñèëó íåðàâåíñòâ:
∥yk∥2 ≤ ∥xk+1 − xk∥2 (â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1); a2 ≤ 1/3 ; a2 − 1/3 < a2 ;
(a2 − 1/3)

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥ 0 ;

a2∥yk∥2 − (1/3)∥xk+1 − xk∥2 ≤ (a2 − 1/3)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
+

+a2∥yk∥2 − (1/3)∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a2

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
+ a2∥yk∥2 − a2∥xk+1 − xk∥2 ≤ 0.

Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî, èç (4.9) ïîëó÷àåì,

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ q2∥xk − x∗∥2, k ≥ 1, (5.2)

ãäå q = (a1)
1/2 , 0 < q < 1 ïðè óñëîâèÿõ (4.1). Èç (5.2) ñëåäóåò (5.1).
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Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Ëåììà 6. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
→ x∗ ∈ Q∗ ñòðîèòñÿ ìåòîäîì êëàññà

ÏÎÄÌ è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 2∥yk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk−1 − x∗∥ (ñëåäóþùèå èç
(3.10á)). Òîãäà äëÿ âåêòîðà yk = xk−xk−1 ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà ôóíêöèè f(x) èìååò
ìåñòî îöåíêà

∥yk∥ ≤ (3/
√
8)∥xk − x∗∥. (5.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (3.8) ïðè u = xk , x = xk+1 , v = x∗ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
∥xk−x∗∥2 ≥ (ε−1)∥yk∥2− (1−ε−1)∥xk−1−x∗∥2 . Ïðèìåì ε = 5 (ýòî äîïóñòèìî â óñëîâèÿõ
ëåììû), òîãäà ∥xk − x∗∥2 ≥ 4∥yk∥2 − (4/5)∥xk−1 − x∗∥2 èëè

4∥yk∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 + (4/5)∥xk−1 − x∗∥2. (5.4)

Èç ïðàâîãî íåðàâåíñòâà (3.5) ïðè u = xk−1 , v = xk , w = x∗ , ε = 2/3 ñëåäóåò
∥xk−1−x∗∥2 ≤ (5/3)∥yk∥2+(5/2)∥xk−x∗∥2 . Ïîäñòàâèâ åãî â ïðàâóþ ÷àñòü (5.4), ïðèä¼ì ê
íåðàâåíñòâó 4∥yk∥2 ≤ ∥xk−x∗∥2+(4/3)∥yk∥2+2∥xk−x∗∥2 , òî åñòü 8∥yk∥2/3 ≤ 3∥xk−x∗∥2 .
Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (5.3).

Ëåììà 6 äîêàçàíà.
Ñ ïîìîùüþ ëåìì 3 è 6 ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ îöåíêó ëèíåéíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4) ñ ìåíüøèì, ÷åì ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 2, çíàìåíàòåëåì ïðîãðåññèè.
Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî, 0 < β < (16cd −

35e)/(4Ld) , òî ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4) ∀ x0 ∈ En
1 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ ∈ Q∗ ñ îöåíêîé

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
∥xk − x∗∥ ≤ qk∥x0 − x∗∥, k ≥ 1, (5.5)

ãäå q = (a1/2 + 9a2/16 + 1/8)1/2 , 0 < q2 < 1/2 ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû, d = 27−17α−18α2 ,
e = 8 + 17α + 9α2 , a1 , a2 , c èç òåîðåìû 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèâ, ÷òî â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû âñå âûêëàäêè è
ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 1 è íåðàâåíñòâî (4.9) âåðíû, â (4.9) âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè
îöåíèì ñ ïîìîùüþ (3.8) ïðè u = xk+1 , v = xk , x = x∗ , ε = 4 :

∥xk+1 − xk∥2/3 ≥ ∥xk+1 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2/4.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (5.3), a2∥yk∥2 ≤ 9a2∥xk −
x∗∥2/8 . Ïîäñòàâèâ ýòè îöåíêè â (4.9), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó 2∥xk+1−x∗∥2 ≤ (a1+9a2/8+
1/4)∥xk − x∗∥2 , òî åñòü ∥xk+1 − x∗∥2 ≤ q2∥xk − x∗∥2 , k ≥ 1 , ãäå q2 = a1/2 + 9a2/16 + 1/8 ,
0 < q2 < 1/2 ïðè 0 < β < (16cd − 35e)/(4Ld) < β12 , β12 èç òåîðåìû 1. Îòñþäà ñëåäóåò
(5.5).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
5.2. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ∈ C2,1(En

1 ) , è ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä (2.3),
(2.4) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñâåðõëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåî-
ðåìû 1 ∥xk−x∗∥ → 0 , è ∥zk−x∗∥ → 0 ïðè ∥yk∥ → 0 (ñëåäñòâèå òåîðåìû 1), òîãäà ââèäó
íåïðåðûâíîñòè ãåññèàíà

∥∇2f(xk)−∇2f(x∗)∥ → 0, ∥∇2f(zk)−∇2f(x∗)∥ → 0, k → ∞. (5.6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∥B(zk)−B(x∗)∥ → 0, ∥B(zk)−∇2f(zk)∥ → 0, k → ∞. (5.7)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî: 1) ôóíêöèÿ
f(x) ∈ C2,1(En

1 ) ; 2) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk
}

→ x∗ ∈ Q∗ ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4)
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ñóùåñòâóåò íîìåð N > 1 òàêîé, ÷òî βk = 1 ïðè k ≥ N ; 3) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
(5.6)-(5.7). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk
}
, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì (2.3), (2.4), (4.1)

∀ x0 ∈ En
1 ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1),

∥xk+1 − x∗∥ ≤ qk∥xk − x∗∥, qk → 0 ïðè k → ∞. (5.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðåçóëüòàòû è âûêëàäêè òåîðåìû 1 çäåñü ñïðàâåäëèâû.
Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (4.3) â ôîðìå(

B(zk)(xk+1 − v),xk+1 − v
)
≤
(
B(zk)(zk − v),xk+1 − v

)
+

+β
(
∇f(zk),v − xk+1

)
, k ≥ 1, v ∈ Q.

Ïîëó÷åííîå èç ýòîãî ïðè v = x∗ ∈ Q∗ íåðàâåíñòâî ñëîæèì ñ íåðàâåíñòâîì, ïîëó÷åí-
íûì èç (3.4) ïðè u = xk+1 è óìíîæåííûì íà β > 0 :(

B(zk)(xk+1 − x∗),xk+1 − x∗) ≤ (B(zk)(zk − x∗),xk+1 − x∗)+
+β
(
∇f(zk)−∇f(x∗),x∗ − xk+1

)
, k ≥ 1, x∗ ∈ Q∗.

Çäåñü ëåâóþ ÷àñòü îöåíèì ñíèçó ñ ïîìîùüþ (2.5), à â ïðàâîé ÷àñòè âî âòîðîì ñêàëÿðíîì
ïðîèçâåäåíèè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà,

m∥xk+1 − x∗∥2 ≤
(
B(zk)(zk − x∗),xk+1 − x∗)+

+β
(
∇2f(ξk)(zk − x∗),x∗ − xk+1

)
,

k ≥ 0, ξk = zk − θ(zk − x∗), θ ∈ [0; 1].
(5.9)

Ïðåîáðàçóåì (5.9), m∥xk+1−x∗∥2 ≤
(
B(zk)− β∇2f(ξk)(zk − x∗),xk+1 − x∗) , è âîñïîëü-

çóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, òîãäà ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

m∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥B(zk)− β∇2f(ξk)∥∥zk − x∗∥. (5.10)

Ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè (5.10) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (2.3) è (5.3),

∥zk − x∗∥ = ∥xk + αyk − x∗∥ ≤
≤ ∥xk − x∗∥+ α∥yk∥ ≤ (1 + 3α/

√
8)∥xk − x∗∥. (5.11)

Ïîäñòàâèì îöåíêó (5.11) â (5.10) è ó÷ò¼ì, ÷òî βk = 1 ïðè k ≥ N ; òîãäà ïîëó÷èì

m∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥B(zk)−∇2f(ξk)∥(1 + 3α/
√
8)∥xk − x∗∥. (5.12)

Èç (5.12) ñëåäóåò îöåíêà

∥xk+1 − x∗∥ ≤ qk∥xk − x∗∥, qk → 0 ïðè k → ∞ (5.13)

ãäå qk = ∥B(zk)−∇2f(ξk)∥(1 + 3α/
√
8)/m ,

∥B(zk)−∇2f(ξk)∥ ≤ ∥B(zk)−∇2f(x∗)∥ → 0 ïðè k → ∞. (5.14)

Èç (5.13), (5.14) ñëåäóåò (5.8).
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
5.3. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ Bk ïîëó÷èì îöåíêó êâàä-

ðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4). Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâà èç
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ðàáîòû [11]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíñòàíòà c1 > 0 òàêîâà, ÷òî ∀ k ≥ N èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî

∥B(zk)−∇2f(x∗)∥ ≤ c1∥zk − x∗∥. (5.15)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 4 è (5.15). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

{
xk
}
ìåòîäà (2.3), (2.4), (4.1) ∀ x0 ∈ En

1 ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ ñõîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ x∗ ∈ Q∗ çàäà÷è (1.1),

∥xk+1 − x∗∥ ≤ c∥xk − x∗∥2, c = c1(1 + 3α/
√
8)2/m. (5.16)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 âñå âûêëàäêè òåîðåì 1
è 4, à òàêæå íåðàâåíñòâî (5.12), ñïðàâåäëèâû. Âîñïîëüçóåìñÿ â (5.12) íåðàâåíñòâàìè (5.6),
(5.7), (5.14), (5.15), à òàêæå îöåíêàìè (5.11) è

∥B(zk)−∇2f(ξk)∥ ≤ ∥B(zk)−∇2f(x∗)∥ ≤
≤ c1∥zk − x∗∥ ≤ c1(1 + 3α/

√
8)∥xk − x∗∥.

Òîãäà èç (5.12) ïîëó÷èì ∥xk+1 − x∗∥ ≤ c1(1 + 3α/
√
8)2∥xk − x∗∥2/m , k ≥ N . Îòñþäà

ñëåäóåò (5.16).
Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 5. Äëÿ ÷èñëåííûõ ðåàëèçàöèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå è ìîäèôè-

êàöèÿ ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4):

1 ýòàï.yk = xk − xk−1, zk = xk + αky
k/∥yk∥,x0,x1 ∈ En

1 , f(x
0) > f(x1);

2 ýòàï. xk+1 = P
B(zk)
Q

(
zk + βkp(z

k)/∥∇f(zk)∥
)
, k = 1, 2, ...,

ãäå p(zk) = −B(zk)−1∇f(zk) (ñì. ï. 2), ïàðàìåòðû ìåòîäà αk , βk êîíñòàíòû èëè âû÷èñ-
ëÿþòñÿ íà èòåðàöèÿõ ïî çàäàííûì ïðàâèëàì. Íàïðèìåð, αk ìîæíî âûáèðàòü èç óñëîâèÿ,
÷òî òî÷êà zk ëåæèò âíóòðè îäíîñâÿçíîé çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ãèïåðïîâåðõ-
íîñòüþ óðîâíÿ f(x) = const = f(xk−1) , à βk âû÷èñëÿåòñÿ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèåé,
βk = argminβ>0 f

(
zk − βp(zk)/∥∇f(zk)∥

)
; äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è â (2.3), (2.4).

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà àíàëîãè÷íû äàííûì
äëÿ ÏÎÄÌÏÌ (2.3), (2.4).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Âàñèëüåâ Ô.Ï., ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, Íàóêà, M., 1988,
552. ñ.

2. Àíòèïèí À.Ñ., �Íåïðåðûâíûå è èòåðàòèâíûå ïðîöåññû ñ îïåðàòîðàìè ïðîåêòèðîâà-
íèÿ è òèïà ïðîåêòèðîâàíèÿ�, Âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âû÷èñëèòåëüíûå âîïðîñû àíà-
ëèçà áîëüøèõ ñèñòåì, 1989, 5�43..

3. Àìî÷êèíà Ò.Â., Íåäè÷ À., �Îá îäíîì âàðèàíòå íåïðåðûâíîãî ìåòîäà ïðîåêöèè ãðà-
äèåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà è åãî äèñêðåòíîì àíàëîãå�, Âåñòíèê ÌÃÓ, Ñåð. 15. Âû÷èñë.
ìàòåì. è êèáåðíåò., 1995, �2, 5�11..

4. Ìàëèíîâ Â. Ã., �×åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêèå äâóõøàãîâûå ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ìèíè-
ìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà�, Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè, 36:12 (1996), 48�56..

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 4



56

5. Àíòèïèí À.Ñ. Âàñèëüåâ Ô.Ï., �Î íåïðåðûâíîì ìåòîäå ìèíèìèçàöèè â ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé�, Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà, 1995, �12(403), 3�9..

6. Àìî÷êèíà Ò.Â., �Íåïðåðûâíûé ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðå-
ìåííîé ìåòðèêîé�, Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè, 37:10 (1997), 1174�1182..

7. Ìàëèíîâ Â. Ã., �Î ïðîåêöèîííîì êâàçèíüþòîíîâñêîì îáîáùåííîì äâóõøàãîâîì ìåòî-
äå ìèíèìèçàöèè è îïòèìèçàöèè òðàåêòîðèè ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà�, Æóðíàë Ñðåä-
íåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, 12:4 (2010), 37�48..

8. Malinov V.G., �Projection Two-step Variable Metric Methods�, 4th Moscow International
Conference on Operations Research (ORM2004). Moscow. September 21-24, 2004.
Proceedings, 2004, 135�137..

9. Wolfe M.A., �A Quasi-Newton Method with Memory for Unconstrained Function
Minimization�, J. Inst. Mathematics & Applications, 15:1 (1975), 85�94..

10. Ford J.A., Moghrabi I. A., �Multi-step quasi-Newton methods for optimization�, Journal
of Computational and Applied Mathematics, 50:Complete (1994), 305�323..

11. Conn A.R., Gould N. I.M., Toint Ph. L., �Convergence of quasi-Newton matrices
generated by the symmetric rank one update�, Mathematical Programming, 50:2 (1991),
177�195..

12. Êàíòîðîâè÷ Ë.Â., Àêèëîâ Ã.Ï., Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, Íàóêà, M., 1977, 744. ñ.

13. Ìàëèíîâ Â.Ã., �Ïðîåêöèîííûé äâóõøàãîâûéÌÏÌ è ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ�,Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, 14:1
(2012), 83�91..

14. Øèëîâ Ã.Å., Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ñïåöèàëüíûé êóðñ, Ôèçìàòëèò, Ì., 1960,
388. ñ.

PGTM with projecting in variable metric
c⃝ V. G. Malinov 2

Abstract. In the work projection generalized two-step two-stage method (PGTM) with projecting
in variable metric (PGTVMM) for solving �nite dimensional minimization problems on the
convex closed set in the Euclidean space is proposed. It may be used as well for solution of
functional equations and other problems. The convergence of the method is proved for continuously
di�erentiable convex functions with a Lipschitz gradients. Estimates rate of convergence are proved:
at �rst linear rate of convergence for convex smooth functions, afterwards derived superlinear and
quadratic rate of convergence for twice di�erentiable functions on supplemental suppositions.

Key Words: PGTVMM, projecting in variable metric, convergence, rate of convergence.

2 Assistant Professor of Ulyanovsk State University, Ulyanovsk; vgmalinov@mail.ru.
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Ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìíîãîìåðíûõ âîçìóùåíèé
îäíîìåðíûõ õàîòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé â êëåòî÷íûõ
ñåòÿõ
c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî íàëè÷èå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â êëåòî÷íûõ ñå-
òÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äèñêðåòíûå ìîäåëè íåêîòîðûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ äèôôóçèîííîãî òèïà. Äëÿ ýòîé öåëè ïðèìåíåí ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé â [1], [2] è çàêëþ-
÷àþùèéñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïîäêîâ âáëèçè
âûðîæäåííîãî õàîòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé, êëåòî÷íûå
ñåòè, äèñêðåòíûå ìîäåëè óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà

1. Ââåäåíèå

Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, èìåþ-
ùèõ öåëüþ óñòàíîâèòü íàëè÷èå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé. Íàèáîëåå òèïè÷íîé
ìåòîäèêîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê è êàê ñëåäñòâèå, îáíàðó-
æåíèå (ïðè ïðîâåðêå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé) ñòðóêòóðû ãèïåðáîëè÷åñêîé èëè òîïîëîãè÷å-
ñêîé ïîäêîâû (ñì. ðàáîòû [3], [8], [9]). Îòìåòèì, ÷òî óñòàíîâèòü õàîòè÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ
èëè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ìàëîé ðàçìåðíîñòè ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå
áëàãîäàðÿ õîðîøî ðàçâèòûì àíàëèòè÷åñêèì è âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì ïîäñ÷åòà õàîòè-
÷åñêèõ (â îñíîâíîì, ýíòðîïèéíûõ) õàðàêòåðèñòèê äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé. Ñ ïîìîùüþ
òåõíèêè, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ [1], [2] óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè åñòåñòâåííûõ
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé õàîòè÷íîñòü ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ìàëîé ðàçìåðíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ
è íà ìíîãîìåðíóþ îêðåñòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé. Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû
äàííîé ñòàòüè, äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ êëåòî÷íûõ ñåòåé (ðåøåòîê), ÿâëÿþùèõñÿ ðàçëè÷-
íûìè äèñêðåòíûìè ìîäåëÿìè óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà, ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðî-
âåðèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ õàîòè÷íîñòè ïðè ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà
(êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè) è òåì ñàìûì, óêàçàííàÿ òåõíèêà ìíîãîìåðíûõ âîçìóùåíèé
ïðèìåíèìà. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî íàëè÷èå õàîñà â êëåòî÷íûõ ñåòÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ äèñ-
êðåòíûìè ìîäåëÿìè êîíêðåòíûõ ñèñòåì äèôôóçèîííîãî òèïà (óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà-
Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà, óðàâíåíèå Õàêñëè, ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé è äð.).

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [1], êîòîðûé ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü â ñëåäóþùåé ãëàâå â ïðèìåíåíèè ê êëåòî÷íûì ìîäåëÿì. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå âèäà

Φλ(yn, yn+1, . . . , yn+m) = 0, (1.1)

çäåñü ïàðàìåòð λ � ýëåìåíò íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E , à ôóíêöèÿ Φλ

îïðåäåëåíà íà çàìêíóòîì ïàðàëëåëåïèïåäå Qm+1 ⊂ Rm+1 , ãäå Q = [s1, s2]\V äëÿ íåêî-
òîðûõ ÷èñåë s1 < s2 è îòêðûòîãî (âîçìîæíî, ïóñòîãî) ìíîæåñòâà V ⊂ R . Ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ E ôóíêöèÿ Φλ : Qm+1 → R ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 è
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ íà E . Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

1 Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä, malkin@mm.unn.ru
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∂iΦλ(x1, . . . , xm+1) , i = 1, . . . ,m + 1 , (x1, . . . , xm+1) ∈ Qm+1 íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò λ íà
E , ãäå ∂iΦλ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Φλ ïî i -îé êîîðäèíàòå.

Äëÿ äàííîãî λ ∈ E îáîçíà÷èì ÷åðåç Yλ ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ðàçíîñòíîãî óðàâíå-
íèÿ (1.1), ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y = (yn) =
(. . . , y−1, y0, y1, . . . ) , êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ïðè âñåõ n ∈ Z :

1. yn ∈ Q ; and

2. (m + 1) ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîîðäèíàò yn, yn+1, . . . , yn+m òî÷êè y óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ (1.1).

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1] ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü Φλ(yn, yn+1, . . . , yn+m) = 0 � ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ïà-
ðàìåòðîì λ ∈ E è ïóñòü ôóíêöèÿ Φλ : Qm+1 → R ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 äëÿ
êàæäîãî λ è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ ∈ E , è êðîìå òîãî, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂iΦλ , i = 1, . . . ,m + 1 òàêæå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ . Ïóñòü ïðè ñèíãóëÿðíîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ = λ0 ôóíêöèÿ Φλ0 çàâèñèò ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé, ò.å.:
Φλ0(x1, x2, . . . , xm+1) = φ(xN) , ãäå N � öåëîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà 1 ≤ N ≤ m + 1 , à
ôóíêöèÿ φ : Q→ R ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 è èìååò k ïðîñòûõ êîðíåé âíóòðè Q .

Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü E0 ñèíãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ λ0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈
E0 ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñäâèãà σ ïîäìíîæåñòâî Γλ
ìíîæåñòâà ðåøåíèé Yλ (ðàññìàòðèâàåìîãî â òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè) ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

(i) îãðàíè÷åíèå σ|Γλ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñî ñõåìîé Áåðíóëëè σ|Σk èç k ñèìâî-
ëîâ; â ÷àñòíîñòè, htop(σ|Yλ) ≥ log k ;

(ii) ñîïðÿæåíèå ψ̄λ : Σλ → Γλ åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðè λ = λ0 è íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò λ ∈ E0 ; áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå λ 7→ ψ̄λ(x) èç E0 â ℓ∞ ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíî;

(iii) åñëè ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1.1) äëÿ äàííîãî λ ïîðîæäåíî îòîáðàæåíèåì fλ : Pλ →
Rm , òî htop(fλ) ≥ log k è èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Σk
ψ̄λ−→ Yλ

Tλ−→ P̃λ
π0−→ Kλ

σ ↓ σ ↓ σm ↓ fλ ↓
Σk −→̄

ψλ

Yλ −→
Tλ

P̃λ −→
π0

Kλ

ãäå îòîáðàæåíèå ψ̄λ èíúåêòèâíî, Tλ áèåêòèâíî, à π0 åñòü (ñþðúåêòèâíàÿ) ïðîåê-
öèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå òîïîëîãè÷åñêóþ ýí-
òðîïèþ è âçâèìíî îäíîçíà÷íî íà ìíîæåñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. (Íà äèàãðàììå
P̃λ = {p = (pn)

∞
n=−∞ ∈ P Z

λ : pn+1 = fλ(pn)} and Kλ =
∩∞
i=0 f

i
λ(
∩∞
n=0 f

−n
λ (Pλ)) ).

2. Òîïîëîãè÷åñêèå ïîäêîâû â êëåòî÷íûõ ñåòÿõ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé â âèäå êëåòî÷-
íûõ ñåòåé, ìîäåëèðóþùèõ íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äèôôóçèîííîãî
òèïà (êëåòî÷íûå ñåòè, èõ ðåãóëÿðíîå è õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå äëÿ ïîäîáíûõ ìîäåëåé èçó-
÷àëèñü â ðàáîòàõ [4], [5], [6], [7] è äð.). Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ â
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÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ çàìåíîé ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ðàçíîñòíûìè ÷ëåíàìè (ñì. [7]). Â ñàìîì îáùåì âèäå, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ
ìîäåëü ïîäîáíîé äèñêðåòèçàöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà

ut+1
n = f(utn) + εg(utn−s, u

t
n−s+1, . . . , u

t
n+s), (2.1)

ãäå t ∈ Z èãðàåò ðîëü âðåìåííîé ïåðåìåííîé, à n ∈ Z � ïðîñòðàíñòâåííîé. Â ýòîì
óðàâíåíèè f íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ôóíêöèåé, à g � ôóíêöèåé âçàèìîäåéñòâèÿ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà s .

Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ utn óðàâíåíèÿ (2.1) äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû îò âðåìåíí�îé
êîîðäèíàòû t , ò.å. utn := xn äëÿ âñåõ t ∈ Z . Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.1) ñâîäèòñÿ ê
ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

xn = f(xn) + εg(xn−s, xn−s+1, . . . , xn+s), n ∈ Z. (2.2)

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.1., ìû ïîëó÷àåì òàêîé ðåçóëüòàò î õàîòè÷åñêîì ïîâåäå-
íèè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé:

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ x 7→ x − f(x) èìååò k > 1 ïðîñòûõ êîðíåé è
ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ýòèõ êîðíåé îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà C1 . Åñëè
ôóíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ g ÿâëÿåòñÿ C1 -ãëàäêîé íà U2s+1 , òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî
ε ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå (â òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè) σ -èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî
Λε â ïðîñòðàíñòâå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1), òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå σ|Λε
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñî ñõåìîé Áåðíóëëè σ|Σk èç k ñèìâîëîâ, ïðè÷åì îòîáðàæå-
íèå,ðåàëèçóþùåå ñîïðÿæåííîñòü, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ε íå òîëüêî â òèõîíîâñêîé,
íî è â ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèè.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ åñòåñòâåííûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé òåîðåìû 2.1.,
â ïðîñòðàíñâå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 2.1 èìååòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ïîäêîâà èç k
ñèìâîëîâ, è ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ýòà ïîäêîâà èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî
â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, ò.å. ïîäêîâà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà, è ïðè áëèçêèõ êîýôôèöèåíòàõ
äèôôóçèè âñå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû (îò −∞ äî +∞ , à íå òîëüêî îò −N äî N
ïðè ôèêñèðîâàííîì N ) ðàâíîìåðíî áëèçêè. Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ðàáîò [4], [5],
[7], ìû íàêëàäûâàåì ìåíåå îáðåìåíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè f è g , à èìåííî,
ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû òè ôóíêöèè áûëè îïðåäåëåíû íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R è R2s+1 ,
ñîîòâåòñòâåííî, è èìåëè îãàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Äèñêðåòíûå ìîäåëè äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ìîãóò ìîãóò áûòü çàäàíû â âèäå êëåòî÷íûõ ñåòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ
òèïà (2.1). Â ÷àñòíîñòè, ê òàêîìó êëàññó îòíîñèòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ðåàêöèè äèô-
ôóçèè

ut = h(u) + εuxx, (2.3)

ãäå ε � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Äèñêðåòíûé âàðèàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé
âèä

ut+1
n = utn + δh(utn) + δη−2ε(utn+1 − 2utn + utn−1),

ãäå δ è η � øàã äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó, ñîîòâåòñòâåííî, h � íåëè-
íåéíàÿ ôóíêöèÿ, t è n � âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòû. Òàêèì îáðàçîì,
ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ � ýòî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

h(un) + η−2ε(un+1 − 2un + un−1) = 0. (2.4)

×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ ðåàêöèè äèôôóçèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
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1. Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà-Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà ñ ôóíêöèåé h(u) = αu(1 − u) è
ïàðàìåòðîì α > 0 ;

2. Óðàâíåíèå Õàêñëè ñ ôóíêöèåé h(u) = αu(1− u)(u− a) è ïàðàìåòðàìè 0 < a < 1 è
α > 0 ;

3. Ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé ñ ôóíêöèåé h(u) = sin(u) .

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà

ut = h(u) + (ε+ iδ)uxx,

âåùåñòâåííûé âàðèàíò êîòîðîãî èìååò âèä (2.3) ñ ôóíêöèåé h(u) = u(α − βu2) è âåùå-
ñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè ε, α, β . Â óðàâíåíèè Êîëìîãîðîâà-Ïåòðîâñêîãî-Ïèñêóíîâà ôóíê-
öèÿ h èìååò äâà ïðîñòûõ êîðíÿ (à èìååíî, 0 è 1 ), à â óðàâíåíèè Õàêñëè è â óðàâíåíèè
Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà ó ôóíêöèè h � òðè ïðîñòûõ êîðíÿ, â ìîäåëè Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé �
íå ìåíåå äâóõ ïðîñòûõ êîðíåé íà èíòåðâàëå äëèíû áîëåå π . Ïîýòîìó òåîðåìà 2.1. ïðè-
ìåíèìà äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè ε . Òàêèì
îáðàçîì, ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé îáëàäàþò õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ñ íà-
ëè÷èåì òîïîëîãè÷åñêèõ ïîäêîâ èç äâóõ èëè òðåõ ñèìâîëîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåçóëüòàòû ðàáîò [1], [2] ïðèìåíèìû è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé
êëåòî÷íîé ñåòè (ðåøåòêè) ìíîãîìåðíî. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü â äàííîì êîíòåêñòå
ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå ðåàêöèè äèôôóçèè

∂u⃗

∂t
= h(u⃗) + εA∆u⃗,

ãäå A � ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ôèòö Õüþ-
Íàãóìî ôóíêöèÿ h èìååò âèä

h(u1, u2) = (du1(u1 − θ)(1− u1)− au2, bu1 − cu2),

ãäå 0 < θ < 1 è a, b, c, d > 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû 2.1. ïðè-
ìåíèìî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ h èìååò (äëÿ íåâûðîæäåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ) òðè
ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, à èìåííî

(0, 0) è (u±,
b

c
u±), ãäå u± =

1

2

(
1 + θ ±

√
(1− θ)2 − 4ab

cd

)
,

ñ íåíóëåâûì çíà÷åíèåì ÿêîáèàíà â ýòèõ êîðíÿõ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 12-01-00672, 11-01-12056-îôè-ì, è
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Applying the method of one-dimensional perturbations
chaotic maps in cellular networks
c⃝ M.I. Malkin2

Abstract. In the paper, the presence of chaotic behavior has been shown for some classes of
cellular networks which are discrete models of di�usion type equations. To this aim, the author's
method for proving the existence and stability of topological horseshoes near degenerate chaotic
low dimensional map has been applied.
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of di�usion
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ÓÄÊ 517.9

Èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèÿ
ìíîãîâèäîâûõ ñîîáùåñòâ
c⃝ Ò. Ô. Ìàìåäîâà1, À. À. Ëÿïèíà2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîñèñòåìû òèïà õèùíèê-æåðòâà.
Â ðàáîòå ïðèâåäåíû ïðèìåðû èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîëîãî-
ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì íà óñòîé÷èâîñòü è ñòàáèëèçàöèþ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, ñèñòåìà îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ýêîëîãî-ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ìîäåëü ¾õèùíèê-
æåðòâà¿, äèíàìèêà ýêîñèñòåì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ïðî-
öåññîâ ýâîëþöèè ðàçëè÷íûõ ñîîáùåñòâ, â òîì ÷èñëå îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè - ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè, ñòàáèëüíîñòè ýêîñèñòåì. Íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçðàáîòàííûõ ïîäõîäîâ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ìåòîäîì ñðàâíåíèÿ Å.Â.Âîñêðåñåíñêîãî [1] ïðî-
öåññîâ èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñîîáùåñòâ â ýêîëîãèè, îïèñûâàåìûõ
íåëèíåéíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñè-
ñòåìû äâóõ è áîëåå íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èññëåäóåòñÿ îäíà èç îñ-
íîâíûõ çàäà÷ ñèñòåìíîé äèíàìèêè - îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì âîëüòåðîâñêóþ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ n âèäîâ [6]

dxi
dt

= xi(εi − Σn
i=1γijxj) (1.1)

ãäå xi - ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè i-ãî âèäà; γij - ïîêàçàòåëü âíóòðèâèäîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
i ̸= j ; εi - ñêîðîñòü åñòåñòâåííîãî ïðèðîñòà èëè ñìåðòíîñòè i-ãî âèäà ïðè îòñóòñòâèè
îñòàëüíûõ âèäîâ.

Áèîëîãè÷åñêèé ñìûñë èìåþò ëèøü íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) . Îáîá-
ùåííûå êîýôôèöèåíòû ïðèðîñòà â ìîäåëè (1.1) îáîçíà÷èì ÷åðåç ôóíêöèþ:

Gi(x1, ..., xn) = εi − Σn
i=1γijxj

Äëÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè çàâèñèò îò ñòðóêòóðû âèäîâ, ïîýòîìó
îáîçíà÷èì ÷åðåç Fi(x1, ..., xn)xiG(x1, ..., xn). Òîãäà ñèñòåìà (1.1) ïðèìåò âèä:

dxi
dt

= Fi(x1, ..., xn; t), i = ¯1, n

ãäå ôóíêöèè Fi îïèñûâàþò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè â çàâèñèìî-
ñòè îò ñòðóêòóðû âèäîâûõ âçàèìîäåéñòâèé è èõ êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé. Áó-
äåì ðåøàòü çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ìåòîäîì ñðàâíåíèÿ
Å.Â.Âîñêðåñåíñêîãî [1].

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñðàâíåíèÿ Å.Â.Âîñêðåñåíñêîãî çàïèøåì ñèñòåìó (1.1) â ìàò-
ðè÷íîé ôîðìå:

ẋ = A(t)x+ f(t, x) (1.2)

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê, mamedovatf@yandex.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê, lyapina@e-mordovia.ru.
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ãäå X =

 x1
...
xn

 ; A(t) =

 a11 ... a1n
... ... ...
an1 ... ann)

 f(t, x) =

 f1(t, x)
...
fnt, x)


Ðåøåíèå x(t : t0, x0) óðàâíåíèÿ (1.2) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (t0, x0) ∈

T ×Rn è t ∈ T ,T = [0,+∞] . Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàê æå, ÷òî óðàâíåíèå (1.2) èìååò íóëåâîå
ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ýêîñèñòåìû, îïèñûâàå-
ìîé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1.1). Âñå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðóåì îòíîñèòåëüíî
ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè M̄0 = N .

Àëãîðèòì ìåòîäà ñðàâíåíèÿ Âîñêðåñåíêîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

ẋ = A(t)x+ f(t, x), (1.3)

ẏ = A(t)y, (1.4)

ãäå A(·) : [T,+∞) → Hom(Rn, Rn) , f ∈ C(0,1)(R1
+ ×Rn, Rn) .

Ðåøåíèå x(t : t0, x0) óðàâíåíèÿ (1.3) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (t0, x0) ∈
T ×Rn è t ∈ T , T = [0,+∞) .

Ïðåäïîëîæèì òàê æå, ÷òî óðàâíåíèå (1.3) èìååò ðåøåíèå x(t) ≡ 0 .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà N0 ⊆M ⊆M0 ⊆ M̄0 ⊆ N , ãäå N = 1, 2, . . . , n .
Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1. |fj(t, xj, . . . , xn)| ≤ λj(t, |xj1 |, . . . , |xjq |), ∀j ∈ N , {j1, . . . , jq} ∈ M0 ; λj :

[T,+∞) × Rq
+ → R1

+, R1
+ = [0,+∞) , λj ∈ C([T,+∞) × Rq

+), λj(t, r1, . . . , ri, . . . , rq) ≤
λj(t, r1, ..., ri, ..., rq), ri ≤ ri, i = 1, q ïðè âñåõ t ∈ [T,+∞).

2. R0 = {x : x ∈ Rn, x = colon(x1, ..., xn), xj = 0, j /∈M0} .
3. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Y (t) = (yij(t)), i, j = 1, n íîðìèðîâàíà â òî÷êå t0 ∈

[T0,+∞) ,T0 ≥ T, Y −1(t) = (yij(t)) , i, j = 1, n.
4.Ýòàëîííûå ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ µi : [T,+∞) → R1

+, mi : [T,+∞) → R1
+ ,

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

µi ≥ max
j∈N0

{|yij(t)|},

T0 ≤ t0 ≤ t < +∞, i ∈M0, åñëè N0 ̸= 0, j ∈ N0 è µi(t) ≥ 0 , åñëè N0 = 0 , i ∈M0 ,

mi(t) ≥ max{max
j∈M̄0

{|yij(t)|}µi(t)},

T0 ≤ t0 ≤ t < +∞ , i ∈M0 .
5. Ïóñòü

Ji(t, φ) =

∫ t

t0

∑
j∈M,k∈B

yik(t)y
jk(s)fj(s, φ(s))ds−

∫ +∞

t

∑
j∈N,k∈B

{yik(t)yjk(s)fj(s, φ(s))ds},

B = N −M , Ji(t, φ) ñóùåñòâóåò ∀i ∈ N , c ∈ R1
+ è Ji(t, φ) = o(µi(t)) ïðè t → +∞ è

âñåõ i ∈M0 .
Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t íà ëþáîì êîìïàêòå èç [T ; +∞) .
6. Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

dz

dt
=
∑
k,j∈N

|yjk(t)|λj(t, zm(t)),
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îïðåäåëåíû íà ëþáîì êîìïàêòå èç [T,+∞) .
Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü óðàâíåíèÿ (1.3) è (1.4) àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ïî Áðàóåðó,

óñëîâèå (5) èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî 0 < c < +∞ ïðè t→ +∞ è Ji(t,c)
µi(t)

→ 0

ðàâíîìåðíî ïî t ïðè c → 0, µi(t) → 0,∀t ∈ [T,+∞),∀i ∈ M0. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.3) áûëî óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî) ïî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1.4) áûëî óñòîé÷èâî (àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâî) ïî òîé æå ÷àñòè ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 [5].
Èññëåäîâàíèå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñîîáùåñòâ.
Ðàññìîòðèì ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñîîáùåñòâ ñ ïîñòîÿííîé îáùåé ÷èñëåííîñòüþ

[2]. {
dx
dt

= αx− βxy − γx3,
dy
dt

= kβxy −my.
(1.5)

çäåñü ãäå x, y - ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèé æåðòâû è õèùíèêà ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ïîïóëÿ-
öèÿ æåðòâ îòñóòñòâóåò, òî ðàçìåð ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñî ñêî-
ðîñòüþ α ; òîãäà êàê â îòñóòñòâèè ïîïóëÿöèè õèùíèêà ñìåðòíîñòü ïîïóëÿöèè æåðòâ -
ýêñïîíåíöèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòàì α è β ñîîòâåòñòâóåò âíóòðèâèäîâàÿ
ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñëåííîñòè æåðòâ è âíóòðèâèäîâàÿ ñêîðîñòü ñìåðòíîñòè õèùíèêîâ, ñî-
îòâåòñòâåííî. γ > 0, γx3 - îïèñûâàåò âíóòðèâèäîâóþ êîíêóðåíöèþ, g(x) - çàâèñèìîñòü
ïëîòíîñòè æåðòâ â îòñóòñòâèè õèùíèêîâ. a , d , e , w - ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû.

Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáåðåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:α = −0, 15 , β = 2, 5 , γ =
0, 1 , k = 0, 2 , m = 0, 008.

Òîãäà ñèñòåìà (1.5) ïðèìåò âèä:{
dy1
dt

− 0, 15y1 − 2, 5y1y2 − 0, 1y31
dy2
dt

= 0, 5y1y2 − 0, 008y2
(1.6)

Òî÷êà (0, 016; 0, 0131) - ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.6).
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ïåðâîãî ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå èìååò âèä:{
dx1
dt

= −0, 1799x1 − 0, 04x2 − 2, 5x1x2 + 0, 0048x21 + 0, 131 − 0, 1
dx2
dt

= 0, 006x1 + 0, 5x1x2.
(1.7)

{
dx1
dt

= −0, 1799x1 − 0, 04x2
dx2
dt

= 0, 006x1
(1.8)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1.8) è îáðàòíàÿ ê íåé èìåþò âèä:

Y (t) =

(
−0, 999e0,1777t −0, 219e0,0014t

−0, 0338e0,1777t −0, 975e0,014t

)
;

Y −1(s) =

(
−1, 008e0,1777s −0, 226e0,1777s

−0, 034e0,0014s −1, 032e0,0014s

)
.

Ìíîæåñòâî N = 1, 2 , M̄0 = N , òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè [1].
||f1(t, x)|| ≤ | − 2, 5x1x2 + 0, 0048x21 + 0, 1x31 − 0, 1029| ≤ λ1(|x1||x2|),
||f2(t, x)|| ≤ |0, 5x1x2| ≤ |x1||x2| = λ2(|x1||x2|),
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ïîýòîìó M0 = 1, 2 , M =M0 , b = N −M = 0.
Òîãäà ýòàëîííûå ôóíêöèè ñðàâíåíèÿ µi[T,+∞] → R1

+ , mi : [T,+∞) → R1
+ óäîâëåòâî-

ðÿþò íåðàâåíñòâà µi ≥ maxj∈N0 |yij(t)| ,T0 ≤ t0 ≤ t < +∞ , i ∈ M0 , åñëè N0 ̸= 0 ; åñëè N0

, òî µi ≥ 0 ,mi ≥ maxmaxj∈N0 |yij|, µi(t) , T0 ≤ t < +∞ , i ∈M0 áóäóò èìåòü âèä:

µ1(t) = max
j∈N0

|y11, y12| = 0, 99e−0,177t;

µ2(t) = max
j∈N0

|y21, y22| = 0, 975e−0,0014t;

m1(t) = maxmax
j∈N0

|y11, y12|, µ1(t) = 0, 99e−0,177t;

m2(t) = maxmax
j∈N0

|y21, y22|, µ2(t) = 0, 975e−0,0014t.

Ðàññìîòðèì Ji(t, φ) =
∫ t
t0

∑
j∈N,k∈B yik(t)y

jk(s)fj(s, φ(s))ds −∫ +∞
t

∑
j∈N,k∈M yik(t)y

jk(s)fj(s, φ(s))ds.

Âûðàæåíèå Ji(t, φ) ñóùåñòâóåò ∀i ∈ N , c ∈ R1
+ è Ji(t, φ) = o(µi(t)) ïðè t → +∞ .

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t íà ëþáîì êîìïàêòå èç [T ; +∞) .

J1(t, φ) = −
∫ +∂

t
(y11y

11f1+y12y
12f1+y11y

21f2+y12y
22f2)ds = −0, 95e0,177t

∫ +∂

t
e−0,0014sds+

0, 42e−0,0014tds− 0, 21e−0,177t
∫ +∂

t
e0,177sds+ 0, 21e−0,0014t

∫ +∂

t
e−0,177sds

J2(t, φ) = −
∫ +∂

t
(y21y

12f1+y22y
12f1+y21y

21f2+y22y
22f2)ds = −0, 006e0,177t

∫ +∂

t
e−0,0014sds−

0, 2e−0,0014tds− 0, 0009e−0,177t
∫ +∂

t
e0,177sds− 0, 96e−0,0014t

∫ +∂

t
e−0,177sds

Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ dz
dt

=
∑

k∈N,j∈N |yjk(t)|λj(t, zm(t)) îïðåäåëåíû íà êîìïàêòå
[T0, t0] .

dz
dt

=
∑

k∈N,j∈N |yjk(t)|λj(t, zm(t)) = 0, 749e−0,34t + 0, 88e−0,17t,

z = −2, 2e−0,34t − 5, 134e−0,17t.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.8) îïðåäåëåíî íà òðåáóåìîì ìíîæå-

ñòâå. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû 1 [1] âûïîëíÿþòñÿ. Òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.8)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî ïåðåìåííûì, òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
(1.6) îáëàäàåò ýòèì æå ñâîéñòâîì ïî âñåì ïåðåìåííûì.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Âðåìÿ ýâîëþöèè âñåé ïîïóëÿöèè äëÿ ñèñòåìû (1.5) ìîäåëè ¾õèùíèê-æåðòâà¿

Èññëåäîâàíèå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ ñîîáùåñòâ
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Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ ñîîáùåñòâ ðàññìîòðèì [3].
Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððà), îïè-
ñûâàþùàÿ äèíàìèêó ñèñòåìû ¾õèùíèê-æåðòâà¿, èìååò ñëåäóþùèé âèä [4]:

dx
dt

= rx(1− x
K
)− a1xy − ω1xz,

dy
dt

= sy(1− y
L
)− a2xy − ω1yz

m+y
,

dz
dt

= b1ϖ1xz + b2ϖ2
yz
m+y

− cz.

(1.9)

çäåñü ãäå x , y , z - ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèé õèùíèêà è äâóõ æåðòâ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå
ïàðàìåòðû ïîñòîÿííû è íåîòðèöàòåëüíû; r è s - òåìïû ðîñòà äâóõ âèäîâ æåðòâ ñî-
îòâåòñòâåííî; K - åìêîñòü ñðåäû; L - íèæíÿÿ êðèòè÷åñêàÿ ÷èñëåííîñòü; c - ñêîðîñòü
åñòåñòâåííîé ãèáåëè ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ â åäèíèöó âðåìåíè â ðàñ÷åòå íà îäíîãî õèù-
íèêà â îòñóòñòâèè æåðòâ; a1 è a2 - ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò ïîïóëÿöèîííîãî ðîñòà
÷èñëåííîñòè äâóõ âèäîâ æåðòâ ñîîòâåòñòâåííî (âûðàæàþò âëèÿíèå íà ñêîðîñòè ðîñòà -
ãèáåëè êàæäîé ïîïóëÿöèè ïðè íàëè÷èè äðóãîé ïîïóëÿöèè); ω1 ,ω2 - êîýôôèöèåíòû ðîñòà
÷èñëåííîñòè õèùíèêà çà ñ÷åò ïîòðåáëåíèÿ æåðòâ; b1 , b2 - êîýôôèöèåíòû åñòåñòâåííîé
ñìåðòíîñòè õèùíèêà ñâÿçàííûå ñ òåìïàìè ðîñòà ïîïóëÿöèè æåðòâ (êîýôôèöèåíòû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, îáîçíà÷àþùèå ÷èñëî (íåäàâíî) ðîäèâøèõñÿ õèùíèêîâ äëÿ êàæäîãî çàõâà÷åí-
íîãî âèäà æåðòâ.

Åìêîñòü ñðåäû îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé K , è áåçãðàíè÷íûé ðîñò æåðòâ â îòñóòñòâèè
õèùíèêà íåâîçìîæåí. Ñóùåñòâóåò íèæíÿÿ êðèòè÷åñêàÿ ÷èñëåííîñòü æåðòâ L , è åñëè ÷èñ-
ëî îñîáåé ïàäàåò ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì íèæå L , ïîïóëÿöèÿ âûìèðàåò. Äëÿ ÷èñëåííîé
ðåàëèçàöèè âûáåðåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

r = 3, 5; K = 150; a1 = 0, 001 ; ϖ1 = 0, 24 ; s = 4, 5 ; L = 150 ; a2 = 0, 1 ; ϖ0, 21 ;
m = 15 ; b1 = 0, 5 ; b2 = 0, 6 ; c = 3, 9.

Òîãäà ñèñòåìà (1.9) ïðèìåò âèä:
dx
dt

= 3, 5x(1− x
150

)− 0, 001xy − 0, 24xz,
dy
dt

= 4, 5y(1− y
150

)− 0, 1xy − 0,21yz
15+y

,
dz
dt

= 0, 5 · 0, 24xz + 0, 6 · 0, 21 yz
15+y

− 3, 9z.

(1.10)

Òî÷êà (31, 72; 42, 89; 11, 32) - ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
è ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ íóëåâîãî ðåøåíèÿ :

dx1
dt

= −0, 702x1 − 0, 03x2 + 7, 61x3 − 0, 023x21 − 0, 01x1x2 − 0, 24x1x3 + 0, 35,
dx2
dt

= −4, 28x1 − 1, 24x2 − 0, 03x22 − 0, 1x1x2 − 0,21x2x3+2,3x2+3x3+101,95
x2+57,89

+ 1, 86,
dx3
dt

= 1, 35x1 − 0, 1x3 + 0, 12x1x3 +
0,126x2+11,12
15x2+643,35

− 1, 14.

(1.11)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðâîå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå èìååò âèä:
dx1
dt

= −0, 702x1 − 0, 03x2 + 7, 61x3,
dx2
dt

= −4, 28x1 − 1, 24x2, (4.7)
dx3
dt

= 1, 35x1 − 0, 1x3.

(1.12)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1.12) è îáðàòíàÿ ê íåé èìåþò âèä:

Y (t) =

 0, 65e−2,83t 0, 47e−3,64t 0, 03e−1,22t

−0, 69e−2,83t −0, 86e−3,64t e−1,22t

−0, 3e−2,83t 0, 18e−3,64t −0, 004e−1,22t

 ,
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Y −1(s) =

 0, 65e2,83s −0, 02e0,283s −1, 84e2,83s

1, 12e3,64s −0, 02e3,64s 2, 49e3,64s

1, 42e1,22s 0, 87e1,22s 0

 .

Ìíîæåñòâî N = 1, 2, 3 , M̄0 = N . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè [1].

||f1(t, x)|| ≤ | − 0, 023x21 − 0, 01x1x2 − 0, 24x1x3 + 0, 35| ≤ |x1|2|x3| = λ1(|x1|, |x3|),

||f2(t, x)|| ≤ | − 0, 023x21 − 0, 01x1x2 − 0, 24x1x3 + 0, 35| ≤ |x1||x2|2 = λ2(|x1|, |x2|),

||f3(t, x)|| ≤ |0, 12x1x3 − 1, 14 +
0, 126x2 + 11, 12

15x2 + 643, 35
| ≤ |x1||x2||x3| = λ3(|x1||x2||x3|).

ïîýòîìó M0 = 1, 2, 3 ,M = M0 , B = N − M = 0 . Òîãäà ýòàëîííûå ôóíêöèè ñðàâ-
íåíèÿ µi : [T,+∞) → R1

+ ,mi : [T,+∞) → R1
+ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì µi ≥

maxj∈N0 |yij(t)| , T ≤ t0 ≤ t < +∞ , i ∈ M0 åñëè N0 ̸= 0 ; åñëè N0 = 0 , òî µi ≥ 0 ,
mi(t) ≥ maxmaxj∈M̄0|yij |,µi(t) , T0 ≤ t < +∞ , i ∈M0 è áóäåò èìåòü âèä:

µ1(t) = max
j∈N0

|y11(t), y12(t), y13(t)| = 0, 03e−1,22t,

µ2(t) = max
j∈N0

|y21(t), y22(t), y23(t)| = e−1,22t,

µ3(t) = max
j∈N0

|y31(t), y32(t), y33(t)| = 0, 004e−1,22t,

m1(t) = maxmax
j∈N0

|y11(t)|, |y12(t)|, |y13(t)|, µ1(t) = 0, 03e−1,22t,

m2(t) = maxmax
j∈N0

|y21(t)|, |y22(t)|, |y23(t)|, µ2(t) = e−1,22t,

m3(t) = maxmax
j∈N0

|y31(t)|, |y32(t)|, |y33(t)|, µ3(t) = 0, 004e−1,22t,

Ðàññìîòðèì Ji(t, φ) =
∫ t
t0

∑
j∈N,k∈B yik(t)y

jk(s)fj(s, φ(s))ds −∫ +∞
t

∑
j∈N,k∈M yik(t)y

jk(s)fj(s, φ(s))ds.

Âûðàæåíèå Ji(t, φ) ñóùåñòâóåò ∀i ∈ N , c ∈ R1
+ è Ji(t, φ) = o(µi(t)) ïðè t → +∞ .

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t íà ëþáîì êîìïàêòå èç [T ; +∞) .

J1(t, φ) = −
∫ +∂

t
(y11y

11f1 + y12y
12f1 + y13y

13f1 + y11y
21f2 + y12y

22f2 +
y13y

23f2 + y11y
31f3 + y13y

33f3 + y12y
32f3)ds = −0, 000036(0, 42e2,83t − 0, 009e−3,64t −

0, 05e−1,22t)
∫ +∞
t

e−0,83sds − 0, 009e−3,64t − 0, 05e−1,22t
∫ +∞
t

e−1,22t − 0, 03(0, 56e−2,83t −
0, 0009e−3,64t + 0, 07e−1,22t)

∫ +∞
t

e−2,44sds − 0, 000012(0, 92e−2,83t + 0, 02e−1,22t +

0, 45e−3,64t)
∫ +∞
t

e−2,44sds,

J2(t, φ) = −
∫ +∂

t
(y21y

12f1 + y22y
12f1 + y23y

13f1 + y21y
21f2 + y22y

22f2 + y23y
23f2 + y23y

33f3 +

y21y
31f3 + y22y

32f3)ds = −0, 0000036(0, 44e−2,83t + 0, 01e−3,64t + 1, 84e−1,22t)
∫ +∞
t

e−0,083sds +

0, 03(0, 77e−2,83t − 0, 01e−3,64t − 2, 49e−1,22t)
∫ +∞
t

e−0,02sds− 0, 00012(0, 87e−1,22t − 0, 97e−2,83t −
0, 82e−3,64t)

∫ +∞
t

e−2,44ds,

J3(t, φ) = −
∫ +∂

t
(y31y

11f1 + y32y
12f1 + y33y

13f1 + y31y
21f2 + y32y

22f2 + y33y
23f2 + y31y

31f3 +

y32y
32f3 + y33y

33f3)ds = 0, 0000036(0, 7e−1,22t − 0, 19e−2,83t − 0, 03e−3,64t) +
∫ +∞
t

e−0,83s +

0, 03(0, 03e−2,83t+0, 003e−3,64t+0, 001e−1,22t)
∫ +∞
t

e−0,02sds+0, 000012(0, 42e−2,83t−0, 17e−3,64t+

0, 003e1,22t)
∫ +∞
t

e−2,44sds,
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Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ dz
dt

=
∑

k∈N,j∈N |yjk(t)|λj(t, zm(t)) îïðåäåëåíû íà êîìïàêòå
[T0, t0] .

dz

dt
=

∑
k∈N,j∈N

|yjk(t)|λj(t, zm(t)) = 0, 000009e−0,83t + 0, 1e−0,02t + 0, 0003e−2,44t,

z = −0, 0001e−2,44t − 0, 000014e−0,83t − 5, 2e−0,02t.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.9) îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå [T0,+∞) .

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû 1 [1] âûïîëíÿþòñÿ. Òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.12)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî ïåðåìåííûì x1 , x2 , x3 , òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (1.11) îáëàäàåò ýòèì æå ñâîéñòâîì ïî âñåì ïåðåìåííûì. Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþ-
ñòðàöèÿ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå (1.2):

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Âðåìÿ ýâîëþöèè âñåé ïîïóëÿöèè äëÿ ñèñòåìû (4.5) ìîäåëè ¾õèùíèê-æåðòâà¿. Çîíà íàáëþäåíèé

òî÷êà ïîëîæèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (31, 72; 42, 89; 11, 32).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíÿþòñÿ.
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ÓÄÊ 519.876.5

Àâòîìàòèçèðîâàííàÿ ñèñòåìà ïîñòðîåíèÿ æåñòêèõ
êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàêöèé ñ ó÷àñòèåì
ìåòàëëîîðãàíè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé (ÀÑ)
c⃝ Ä. Ô. Ìàñêîâ1, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà. Ïðèâåäåíû îñíîâ-
íûå íàïðàâëåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû. Ïîêàçàíû ñòðóêòóðà áàçû
äàííûõ êèíåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ áëîêîâ, ìåòî-
äû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ êèíåòè÷åñêèõ çàäà÷. Ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå
ÐÔÔÈ (ãðàíòû �12-07-00324 è �12-07-31029).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðîãðàììà, áàçà äàííûõ, ÷èñëåííûå ìåòîäû.

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàáîòêîé
áîëüøîãî îáúåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè, èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ àï-
ïàðàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ (àëãîðèòìîâ è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ õè-
ìè÷åñêîé êèíåòèêè), òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè. Ýô-
ôåêòèâíûé ïðîöåññ èññëåäîâàíèÿ ìåõàíèçìîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé äîëæåí îïèðàòüñÿ íà
êà÷åñòâåííîå ðåøåíèå ïðèâåäåííûõ âûøå çàäà÷: íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü áàçó äàííûõ íà-
òóðíûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îïðåäåëèòü îñíîâíûå âû÷èñëèòåëüíûå áëîêè
è ñâÿçè ìåæäó íèìè, ñïîñîá àâòîìàòèçèðîâàííîãî âûáîðà ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà â
çàâèñèìîñòè îò æåñòêîñòè õèìè÷åñêîé ñèñòåìû, è ìåòîä ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ êèíåòè÷å-
ñêîé çàäà÷è. Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîöåññà èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèò óäåëèòü áîëüøå âíèìàíèÿ
òâîð÷åñêèì çàäà÷àì è ïðåäîñòàâèò áîëüøèé ïðîñòîð äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

2. Ýòàïû ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè

2.1. Áàçà äàííûõ íàòóðíûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Áàçà äàííûõ ðàçðàáîòàíà íà îñíîâå òåîðèè áàç äàííûõ [1] è äåòàëüíîãî èññëå-
äîâàíèÿ ïðîöåññà ðàçðàáîòêè êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ñòðóêòóðà áàçû äàííûõ ïîäå-
ëåíà íà ÷åòûðå ëîãè÷åñêèõ áëîêîâ (ðèñóíêè �� 1,2,3,4): ñâåäåíèÿ î ðåàêöèÿõ, äàí-
íûå îá ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèÿõ âåùåñòâàõ, ñâåäåíèÿ ïî óñëîâèÿì è ðåçóëüòàòàì ïðî-
âåäåíèÿ õèìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñâåäåíèÿ ïî óñëîâèÿì è ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåíèÿ
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Òàê, äàííûå èññëåäóåìûõ ðåàêöèé âêëþ÷àþò â ñå-
áÿ ïðèíàäëåæíîñòü ãðóïïå (òàáëèöà ¾Ãðóïïà¿), íàçâàíèå (òàáëèöà ¾Ðåàêöèÿ¿), ðàç-
ëè÷íûå ïðåäïîëàãàåìûå ñõåìû ðåàêöèé (òàáëèöû ¾Ñõåìà ðåàêöèè¿, ¾Ñòàäèÿ ðåàê-
öèè¿, ¾Ñõåìà ñòàäèè¿), íà îñíîâå êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå ñòåõèîìåòðè÷å-
ñêîé ìàòðèöû, íåîáõîäèìîé äëÿ çàäàíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà îñíîâàíèè ñõåìû ñòàäèé è ñòðóêòóðû âåùåñòâ (òàáëèöû

1 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ,
ã. Óôà; denismaskov@mail.ru.

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã. Óôà; irekmars@mail.ru.
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¾Âåùåñòâà ðåàêöèè¿, ¾Âåùåñòâî¿, ¾Àòîìû âåùåñòâ¿, ¾Àòîì¿) îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñ÷åò
àòîìàðíî-ìîëåêóëÿðíûõ ìàòðèö, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ïðîâåðêè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ìàññ. Óñëîâèÿ è ðåçóëüòàòû ïðîâåäåíèÿ õèìè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà (òàáëèöû ¾Ýêñïå-
ðèìåíò¿, ¾Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå¿) â ñîâîêóïíîñòè ñ óñëîâèÿìè ðàñ÷åòà (òàáëè-
öà ¾Ðàñ÷åò¿) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðåàêöèè (òàáëèöû ¾Êè-
íåòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà¿, ¾Ýíåðãèÿ àêòèâàöèè¿). Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü áàçû äàííûõ äà-
åò âîçìîæíîñòü õðàíèòü ðàçíûå ñõåìû è ýêñïåðèìåíòû èññëåäóåìîé ðåàêöèè. Ðàçáèå-
íèå ñòðóêòóðû íà ÷åòûðå ëîãè÷åñêèõ áëîêà, ñëåäîâàíèå ñòàíäàðòàì òåîðèè áàç äàííûõ
è îïûòà ñîçäàíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé óïðîùàåò ðàñøèðåíèå è èçìåíåíèå áàçû äàííûõ.

Ðèñóíîê 1. Ëîãè÷åñêèé áëîê ¾Ñâåäåíèÿ î ðåàêöèè¿
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Ðèñóíîê 2. Ëîãè÷åñêèé áëîê ¾Äàííûå î âåùåñòâàõ ðåàêöèè¿
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Ðèñóíîê 3. Ëîãè÷åñêèå áëîêè ¾Õèìè÷åñêèé è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòû¿

2.2. Îñíîâíûå âû÷èñëèòåëüíûå áëîêè, èõ âçàèìîäåéñòâèå.

Ê îñíîâíûì âû÷èñëèòåëüíûì áëîêàì ÀÑ ñëåäóåò îòíåñòè:

1. ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå¿

2. ¾Àíàëèç æåñòêîñòè õèìè÷åñêîé ñèñòåìû¿

3. ¾Ìåòîä ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è¿

4. ¾Ôóíêöèîíàë ìèíèìèçàöèè¿

5. ¾Ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è¿

1. ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå¿- ðåàëèçóåò ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè, ñôîðìèðî-
âàííûå íà îñíîâå ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, è ïîäñòàâëÿåìûå â ïðàâûå ÷àñòè ñè-
ñòåìû îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÎÍÄÓ) [2]. Ðå-
àëèçîâàíà ìîäåëü ¾çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ¿ [3].

2. ¾Àíàëèç æåñòêîñòè ñèñòåìû¿- îïðåäåëÿåò æåñòêîñòü õèìè÷åñêîé ñèñòåìû íà îñíîâå
ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ìàòðèöû ßêîáèàíà [4] èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé
ÑÎÍÄÓ.
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3. ¾Ìåòîä ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è¿- ðàññ÷èòûâàåò ñîñòàâ è ñêîðîñòü õèìè÷åñêîé ðåàê-
öèè íà îñíîâå ôóíêöèé ïðàâîé ÷àñòè ÑÎÍÄÓ. Ðåàëèçîâàíû: ¾Ðóíãå-Êóòòà¿, íåÿâíûé
ìåòîä ¾Ýéëåðà¿ [5].

4. ¾Ôóíêöèîíàë ìèíèìèçàöèè¿- âûïîëíÿåò ñðàâíåíèå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåí-
íûì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòÿìè. Ðåàëèçîâàíû: ¾Ñóììà àáñîëþòíûõ ðàçíîñòåé¿,
¾Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå¿

5. ¾Ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è¿- ïðîèçâîäèò ïîèñê êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò íà îñ-
íîâå èõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè óêàçàííîãî ôóíêöèîíàëà. Ðåàëè-
çîâàíû: ¾Ïîêîîðäèíàòíûé ñïóñê¿ [5], ¾Ñëó÷àéíûé ïîèñê¿ [6].

Âçàèìîäåéñòâèå âû÷èñëèòåëüíûõ áëîêîâ ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñóíîê 4):
íà ïåðâîíà÷àëüíîì ýòàïå, ¾öåíòð âû÷èñëåíèé¿ îáðàùàåòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ
äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âèäà ÑÎÍÄÓ, äàëåå, ïðîâîäèòñÿ àíàëèç æåñòêîñòè õèìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû è îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑÎÍÄÓ (ÿâíûå, íåÿâíûå). Íà ñëåäóþùèõ
ýòàïàõ ïðîèñõîäèò èòåðàòèâíûé âûçîâ ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñ çàïðîñîì çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ìèíèìèçàöèè, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü îáðàùàåòñÿ ê ìåòîäó ðåøåíèÿ
ïðÿìîé çàäà÷è äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé. Ìåòîä ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èñïîëüçóåò
ôóíêöèþ ïðàâûõ ÷àñòåé èç áëîêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Íà êàæäîé èòåðàöèè èçìå-
íåíèå çíà÷åíèé êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ïðîèçâîäèòñÿ äî äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè.

Ðèñóíîê 4. Âçàèìîäåéñòâèå âû÷èñëèòåëüíûõ áëîêîâ.
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2.3. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è

Èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìà ñëîæíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ñâîäèòñÿ ê öèêëè÷åñêîìó ðå-
øåíèþ ìíîæåñòâà îáðàòíûõ çàäà÷. Êàê ñëåäñòâèå, ïîèñê êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ðåàêöèè
òðåáóåò ñåðüåçíûõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, è â ñðåäíåì ïðè îïðåäåëåíèè ìåõà-
íèçìà òèïîâîé ðåàêöèè, ïðÿìàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ íåñêîëüêî ìèëëèîíîâ ðàç [7].

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîé ðåàêöèè ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå êîíñòàíòà ñêîðîñòè
ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé [8]. Ðàññ÷èòàâ êîíñòàíòû ñêîðîñòè ðåøåíèåì îáðàò-
íîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì â õîäå ýêñïåðèìåíòà íàáîðå òåìïåðàòóð, ìîæíî ñ óâåðåí-
íîñòüþ ñêàçàòü, êàê ïîâåäåò ñåáÿ õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû,
íå ïðîâîäÿ õèìè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò è íå âîçîáíîâëÿÿ ðàñ÷åòû. Ïðè ýòîì âñëåäñòâèå
ðåñóðñîåìêîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü óñêîðèòü âû÷èñ-
ëåíèÿ ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîé çàäà÷åé. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïðÿìîé çàäà÷è âîçìîæíî ïî
áëîêàì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, çàìåðåííûõ ïðè ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ. Ïðåäëàãà-
åìàÿ ìîäåëü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 3.

Ðèñóíîê 5.Ðàñïðåäåëåííûé ïðîöåññ îáðàáîòêè ÷àñòíîé ðåàêöèè

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðàçäåëåíèå çàäà÷ íà ïåðâîì óðîâíå ïðîèñõîäèò ïî òåìïåðàòóð-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ÷èñëî òåìïåðàòóð êîòîðûõ îãðàíè÷åíî,
à íà âòîðîì îáðàáàòûâàåòñÿ ëèáî ñðàçó ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ, ëèáî êàæäûé ýêñïåðèìåíò
ïî îòäåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ
âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïîèñêà îïòèìàëüíûõ çíà-
÷åíèé êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò. Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé
çàäà÷è ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ êðàòíîãî ïðèðîñòà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Â êà÷åñòâå ïëàòôîðì
óâåëè÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè â ÀÑ èñïîëüçóþòñÿ: ðåãèñòðû SSE îäíî- è ìíîãîïðîöåñ-
ñîðíûõ ÝÂÌ, ãðàôè÷åñêèå êàðòû, êëàñòåðû

3. Çàêëþ÷åíèå.

Îïðåäåëåíû îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ÀÑ. Ðàçðàáîòàíà è îïðîáîâàíà
áàçà äàííûõ íàòóðíûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Âûïîëíÿåòñÿ çàïîëíåíèå áàçû
äàííûõ äàííûìè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ñ ó÷àñòèåì ìåòàëëîîðãàíè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé. Îïðå-
äåëåíû îñíîâíûå âû÷èñëèòåëüíûå áëîêè, èõ âçàèìîäåéñòâèå. Óñòàíîâëåíà òèïîâàÿ ìîäåëü
îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ñ ó÷åòîì æåñòêîñòè õèìè÷åñêîé ñèñòåìû è âîç-
ìîæíîñòüþ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è. Ïðîâîäÿòñÿ ðàáîòû ïî ñòàíäàðòè-
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çàöèè è èíòåãðàöèè àëãîðèòìîâ è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé
êèíåòèêè.
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Ãðóáûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðèâûå â íåéðîííûõ ñåòÿõ
c⃝ È.Ñ. Êëûêîâ1, Î.Â. Ïî÷èíêà2

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ ãðóáûõ ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ëîòêè-Âîëüòåððà, êî-
òîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîãíèòèâíûõ è ýìîöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ìîçãà â
ðàáîòàõ [5],[6].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåéðîííûå ñåòè, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå öåïî÷êè, ñèñòåìà Ëîòêè-Âîëüòåððà.

1. Ââåäåíèå

Òðàäèöèè ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ìûøëåíèÿ íà áàçå òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
áåðóò ñâî¼ íà÷àëî ñ ðîæäåíèÿ êèáåðíåòèêè â êîíöå 1940-õ ãîäîâ [1]. Îäíàêî â òî âðåìÿ
ïðåîáëàäàëî âëèÿíèå ñèìâîëè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è ïðèìåíåíèå
÷èñòî èíôîðìàöèîííîãî ïîäõîäà ê ïñèõîëîãè÷åñêèì çàäà÷àì. Êðîìå òîãî, åù¼ â 1960-1970-
x ãîäàõ îòñóòñòâîâàëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå òåõíîëîãèè èññëåäîâàíèÿ ìîçãà ñ äîñòàòî÷íî
âûñîêèì ïðîñòðàíñòâåííûì è âðåìåííûì ðàçðåøåíèåì. Ïîýòîìó ïîïûòêè äèíàìè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ �æèâîãî èíòåëëåêòà� â òî âðåìÿ îñîáîãî óñïåõà íå èìåëè.

Â êîíöå XX âåêà äèíàìè÷åñêèå èäåè ïðèìåíèòåëüíî ê ìîçãó âíîâü ñòàëè ïîïóëÿð-
íû. Ê ïðèìåðó, àâòîðû [2] îïèñàëè ðàçâèòèå îïðåäåë¼ííîãî ïîâåäåíèÿ íîâîðîæä¼ííîãî,
òàêîãî êàê �ëÿãàíèå� è �ïîòÿãèâàíèå� ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêèõ ïîíÿòèé óñòîé÷èâîñòè,
àòòðàêòîðîâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è èõ áèôóðêàöèé. Ïîèñêè äèíàìè÷åñêèõ ìåõàíèç-
ìîâ ýìîöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ âåäóòñÿ ìíîãèå äåñÿòèëåòèÿ. Íàïðèìåð, óæå â 1935 ã. âû-
ñêàçûâàëèñü ìíåíèÿ, ÷òî ýìîöèè � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäíûõ ñîñòîÿíèé [3]. Â
ðàáîòå [4] ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé è ïîëîæèòåëüíûå, è îòðèöàòåëüíûå ýìî-
öèè ðàññìàòðèâàþòñÿ è èçìåðÿþòñÿ êàê ñîñóùåñòâþùèå è êîíêóðèðóþùèå äèíàìè÷åñêèå
ïðîöåññû.

Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [5],[6] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîãíèòèâíûõ è ýìîöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé ìîçãà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ëîòêè-
Âîëüòåððà. Ïðè îñîáûõ óñëîâèÿõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû óäàåòñÿ îáíàðóæèòü
íåãðóáóþ ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ öåïî÷êó ñîåäèíÿþùóþ ñåäëîâûå òî÷êè ñèñòåìû.

Íàñòîÿùàÿ æå ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèñòåìû Ëîòêè-Âîëüòåððà è ïîèñêó óñëî-
âèé, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ãðóáûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé â ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòîé ñèñòåìû.

2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Äèíàìèêó ïðîöåññà êîíêóðåíöèè êîãíèòèâíûõ èëè ýìîöèîíàëüíûõ ìîä ìåæäó ñîáîé
è ýìîöèîíàëüíûõ è êîãíèòèâíûõ ìîä äðóã ñ äðóãîì áóäåì îïèñûâàòü ñèñòåìîé óðàâíåíèé
òèïà Ëîòêè-Âîëüòåððà. Â îáîáù¼ííîé ôîðìå ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððà èìååò âèä

1 Ñòóäåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; igor.kl@mail.ru
2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; olga-pochinka@yandex.ru
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∂

∂t
xi(t) = xi

{
µi(E)−

n∑
j=1

φij(E)xj(t)

}
+ xi(t)η(t), i ∈ N, i = 1, n, (2.1)

ãäå xi ≥ 0 õàðàêòåðèçóåò àêòèâíîñòü i -é ìîäû (÷èñëåííîñòü i -é ïîïóëÿöèè â ýêî-
ëîãèè), n � ÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìîä (ïîïóëÿöèé), µi(E) � èêðåìåíò i -é ìîäû,
E � ïîñòóïàþùàÿ â ñèñòåìó èíôîðìàöèÿ èëè äîñòóïíûå ðåñóðñû, φij(E) � ýëåìåíòû
ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ, η(t) � ìóëüòèïëèêàòèâíûé øóì, ïðèñóòñòâóþùèé â ñèñòåìå.

Ïîëîæèì µi(E) = 1, i = 1, n è ðàññìîòðèì äàííóþ ìîäåëü â ïðîñòðàíñòâå R3 ïðè
îòñóòñòâèè ìóëüòèïëèêàòèâíîãî øóìà. Òîãäà ñèñòåìà ïðèìåò âèä

∂

∂t
xi(t) = xi

{
1−

3∑
j=1

φij(E)xj(t)

}
, i ∈ N, i = 1, 3, (2.2)

Àâòîðàìè [5],[6] áûëà èññëåäîâàíà äèíàìèêà ñèñòåìû (2.2) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàò-
ðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ (φij(E)) èìååò âèä

(φij(E)) =

 1 α β
β 1 α
α β 1

 (2.3)

À èìåííî, ïðè óñëîâèè β > 1 > α , β + α > 2 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû òî÷-
êà (0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, à òî÷êè (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) � ñåäëàìè, êàæäîå èç
êîòîðûõ èìååò îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå. Êðèâûå ïî êîòîðûì ïåðåñåêàþòñÿ
ñåäëà îáðàçóþò íåãðóáóþ ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ öåïî÷êó. Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, ïîïàâ â íåêî-
òîðóþ îêðåñòíîñòü ãåòåðîêëèíè÷åñêîé öåïî÷êè, ïðîõîäèò âñþ öåïî÷êó îò ñåäëà ê ñåäëó,
íå ïîêèäàÿ ýòîé îêðåñòíîñòè.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëè Ëîòêè-Âîëüòåððà íà ïðåäìåò íà-
ëè÷èÿ â íåé ãðóáûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé â ïðîñòðàíñòâå R3 ïðè îòñóòñòâèè
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî øóìà äëÿ ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ (φij(E)) ñëåäóùåãî âèäà

(φij(E)) =

 1 µ µ
µ 1 µ
µ µ 1

 (2.4)

Ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà µ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû óäàëîñü îáíà-
ðóæèòü ãðóáûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ, à èìåííî, áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêà-
çàíà ñëåäóùàÿ òåîðåìà

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ (2.4) è äëÿ ëþáûõ µ ∈ (−1
2
, 1) â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû Ëîòêè-Âîëüòåððà (2.2) ñóùåñòâóþò ãðóáûå ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèå êðèâûå.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ãðàíòû 12-01-00672, 11-01-12056-îôè-ì ÐÔÔÈ,
ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039 è ãðàíò Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â
ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ íà îêàçàíèå óñëóã â 2012-2014 ãã. ïîäâåäîìñòâåííûìè
âûñøèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè (øèôð çàÿâêè 1.1907.2011) çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ
ïîääåðæêó.
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3. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:
ẋ1 = P (x1, x2, x3)

ẋ2 = Q(x1, x2, x3)

ẋ3 = R(x1, x2, x3)

(3.1)

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå:

ẋ = F (x), x = (x1, x2, x3) ∈ R3 (3.2)

Ðåøåíèåì òàêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîòîê. Äàäèì áîëåå
ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîòîêà íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ïîòîêîì íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R3, d) íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : R3 × R → R3 ñ ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè

1. f(x, 0) = x,∀x ∈ R3

2. f(f(x, t), s) = f(x, t+ s),∀x ∈ R3; ∀s, t ∈ R

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïîòîêà áóäåì ïîëàãàòü f(x, t) = f t(x), t ∈ R . Ìíîãèå ñâîéñòâà
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæåíèåì è àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì åå òðà-
åêòîðèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Òðàåêòîðèåé èëè îðáèòîé òî÷êè p ∈ R3 íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî Op = f t(p), t ∈ R .

Âûäåëÿþò íåñêîëüêî âèäîâ òðàåêòîðèé:

1. Íåîñîáûå, ãîìåîìîðôíûå R1 .

2. Ïåðèîäè÷åñêèå, ãîìåîìîðôíûå S1 .

3. Íåïîäâèæíûå òî÷êè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. 1. Òî÷êà p íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ∃
per(p) > 0, òàêîå ÷òî f per(p)(p) = p, f t(p) ̸= p ∀t ∈ (0, per(p)).

2. Òî÷êà p ∈ R3 íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé, åñëè Op = p .

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà áåç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêîãî âèäà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.4. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p ïîòîêà f t íàçûâàåòñÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêîé, åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ßêîáè (∂F

∂x
)|p íåò ÷èñåë ñ íóëåâîé

âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

Ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

• ñòîêîâûå (âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü),
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• èñòî÷íèêîâûå (âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü,

• ñåäëîâûå (íåïîäâèæíûå òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ íè ñòîêîâûìè, íè èñòî÷íèêîâûìè)

Ãèïåðáîëè÷íîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ òàê íàçûâàåìûõ èí-
âàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

W s
p =

{
y ∈ R3 : d(p, fk(y)) → 0, k → ∞

}
� óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

W s
u =

{
y ∈ R3 : d(p, f−k(y)) → 0, k → ∞

}
� íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

Ðèñ. 1: Ãðóáîå ïåðåñå÷åíèå

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.5. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè p óñòîé÷è-
âîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ýòîé òî÷êè,
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè W s

p \ p (W u
p \ p) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé (íåóñòîé÷èâîé) ñåïàðà-

òðèñîé, à ÷èñëî, ðàâíîå ðàçìåðíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì
Ìîðñà ýòîé òî÷êè.

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ñåäëîâûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè èíòåðåñåí îñîáûé âèä
äâèæåíèå îò ñåäëà ê ñåäëó, ÿâëÿþùååñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì ïåðåñå÷åíèåì èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé. Åñëè èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, òî òàêîå
ïåðåñå÷åíèå íàçûâàþò ãðóáûì (ðèñ. 1).

Åñëè èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ íåòðàíñâåðñàëüíî, òî òàêîå ïåðåñå÷å-
íèå íàçûâàþò íåãðóáûì (ðèñ. 2).

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.

Çàïèøåì ñèñòåìó (2.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ (φij(E)) èìååò âèä (2.4)
ẋ1 = x1(1− x1 − µx2 − µx3)

ẋ2 = x2(1− µx1 − x2 − µx3)

ẋ3 = x3(1− µx1 − µx2 − x3)

(4.3)

Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû (4.3) è èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà â ñèëó îñîáîãî âèäà ìàò-
ðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ (φij(E)) íàõîäÿòñÿ ïóòåì íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé. Èòàê, â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èìååì ñëåäóùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè: O = (0, 0, 0), A1 = (1, 0, 0),
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Ðèñ. 2: Íåãðóáîå ïåðåñå÷åíèå

A2 = (0, 1, 0), A3 = (0, 0, 1), B1 = (0, 1
µ+1

, 1
µ+1

), B2 = ( 1
µ+1

, 0, 1
µ+1

), B3 = ( 1
µ+1

, 1
µ+1

, 0),

C = ( 1
2µ+1

, 1
2µ+1

, 1
2µ+1

)
Äëÿ òî÷êè O ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà: λ1 = λ2 = λ3 = 1 . Òî÷êè A1, A2, A3 èìåþò

ñîáñòâåííûå ÷èñëà: λ1 = λ2 = 1− µ, λ3 = −1− µ , à òî÷êè B1, B2, B3 : λ1 = λ2 =
−1
µ+1

,

λ3 =
1−µ
1+µ

. Íàêîíåö, äëÿ òî÷êè C ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áóäóò ñëåäóùèìè: λ1 =
−1

2µ+1
,

λ2 =
µ−1
2µ+1

, λ3 =
−1−µ
2µ+1

.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû µ ∈ (−1
2
, 1) . Òîãäà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû

èìååì: O � èñòî÷íèê, C � ñòîê, A1, A2, A3 � ñåäëà ñ èíäåêñîì 2, B1, B2, B3 � ñåäëà ñ
èíäåêñîì 1.

Ðàññìîòðèì ñåäëîâûå òî÷êè A1, A2, B3 è îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (4.3) íà ïëîñêîñòü
x3 = 0 {

ẋ1 = x1(1− x1 − µx2)

ẋ2 = x2(1− µx1 − x2)
(4.4)

Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (4.4) òî÷êè A1, A2 èìåþò ñîáñòâåííûå ÷èñëà:
λ1 = 1 − µ, λ2 = −1 − µ , à òî÷êà B3 : λ1 = λ2 =

−1
µ+1

. Òî åñòü, ïðè µ ∈ (−1
2
, 1) ïîëó÷àåì,

÷òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (4.4) òî÷êè A1, A2 � ñåäëà, à òî÷êà B3 � ñòîê.
Ïîñêîëüêó äðóãèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (4.4) íåò, ëþáàÿ
òðàåêòîðèÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåäëà A1, A2 äîëæíà äâèãàòüñÿ ê ñòîêó B3 , ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü îçíà÷àåò íàëè÷èå ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó ïàðàìè òî÷åê A1, B3

è A2, B3 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (4.3). Ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ
ýòèõ òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì.

Äëÿ îñòàëüíûõ ïàð òî÷åê ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íûìè â ñèëó ñèììåòðèè ñèñòåìû
(4.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ðèñ. 3: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
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Rough heteroclinic curves in neural networks
c⃝ I. S. Klykov3, O. V. Pochinka4

Abstract. The result is a proof of the existence of rough heteroclinic curves in the system of
di�erential equations of Lotka-Volterra model, which was proposed to model the cognitive and
emotional functions of the brain in papers [5], [6].

Key Words: neural networks, heteroclinic channels, the system of Lotka-Volterra.
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ÓÄÊ 004.02, 519.6

Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ àíàëèçà
ñòðîåíèÿ ôóëëåðåíîâ
c⃝ À. Ä. Ñàèòãàëèíà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà îáúåìà ìîëåêóë ôóëëåðåíîâ, â îñíîâå êîòî-
ðîãî ëåæèò ðàçáèåíèå ïîëèýäðè÷åñêîé ìîëåêóëû íà ñèìïëåêñû (ïèðàìèäû), âû÷èñëåíèå èõ
îáúåìîâ è ïîñëåäóþùåå ñóììèðîâàíèå. Îáñóæäàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëå-
íèé äëÿ îïòèìèçàöèè âðåìåííûõ çàòðàò ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì
ïîëîæåí â îñíîâó ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ¾Volume¿, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
äëÿ ïîèñêà ôóëëåðåíîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ ñ íåîáõîäèìûìè çíà÷åíèÿìè îáúåìà âíóòðåííåé
ïîëîñòè è îöåíêè âîçìîæíîñòè èõ èíêàïñóëèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóëëåðåí, îáúåì ìîëåêóëû, èíêàïñóëèðîâàíèå, íàíîñòðóêòóðû.

1. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ

Èíäóñòðèÿ íàíîñèñòåì è íàíîìàòåðèàëîâ áûëà îáúÿâëåíà ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëå-
íèåì ðàçâèòèÿ ðîññèéñêîé íàóêè. Îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ýòîé îòðàñëè çíàíèÿ çà-
êëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè íàíîîáúåêòîâ çàäàííîé àðõèòåêòóðû è ñîçäàíèè ìîëåêóëÿðíûõ
óñòðîéñòâ íà èõ îñíîâå. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ âåùåñòâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû àêòèâ-
íî èñïîëüçóþòñÿ ôóëëåðåíû, ðàçìåð ìîëåêóë êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 7-30 �A. Ïðè ñîçäàíèè
íàíîóñòðîéñòâ ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ íå ñàìè ôóëëåðåíû, à èõ ïðîèçâîäíûå, îáëàäà-
þùèå ïîâûøåííîé ïîëÿðíîñòüþ è, âñëåäñòâèå ýòîãî, ñêëîííîñòüþ ê ñèëüíûì ìåæìîëå-
êóëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèÿì, ñòàáèëèçèðóþùèì íàíîñèñòåìó. Îñíîâíîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ
òàêèõ ïðîèçâîäíûõ ôóëëåðåíàì - õèìè÷åñêàÿ ôóíêöèîíàëèçàöèÿ çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ
ê ôóëëåðåíàì ðàçëè÷íûõ àòîìîâ è ìîëåêóë.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíû ýíäîôóëëåðåíû ñ ðàçëè÷íûìè èíêàïñóëèðîâàííûìè àòî-
ìàìè (He, Ne, Ar, Kr, Xe, N, àòîìû ìåòàëëîâ è äð.) è ìàëûìè ìîëåêóëàìè (H 2 , H 2O,
N 2 , ÑÎ) [1], à òàêæå òåîðåòè÷åñêè ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ òàêèõ êîìïëåê-
ñîâ ñ áîëåå ñëîæíûìè ìîëåêóëàìè è êîëëåêòèâàìè ìîëåêóë (íàïðèìåð, nH 2@C 60 [2],
Ñ 6Í 6@C 60 [3] è äð.). Î÷åâèäíî, ïåðå÷åíü àòîìîâ è ìîëåêóë, ââîäèìûõ âíóòðü êàðêàñîâ
ôóëëåðåíîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ, â ñâÿçè ñ ÷åì íåîáõîäèìà ïðåäâàðè-
òåëüíàÿ îöåíêà âîçìîæíîñòåé îáðàçîâàíèÿ ýíäîýäðàëüíûõ êîìïëåêñîâ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â
ñðàâíèòåëüíîì àíàëèçå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êàðêàñà ôóëëåðåíà è ââîäèìûõ â åãî
âíóòðåííþþ ïîëîñòü àòîìîâ è ìîëåêóë. Ïðè ýòîì êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçó-
þùèì âîçìîæíîñòü èíêàïñóëèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèé îáúåì ôóëëåðåíà, êîòîðûé
ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ôóëëåðåíà ê äðóãîìó, à òàêæå ïðè ôóíêöèîíà-
ëèçàöèè èõ ìîëåêóë. Âëèÿíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ãðóïï íà âíóòðåííèé îáúåì ìîëåêóë ôóë-
ëåðåíîâ ðàíåå íå èçó÷àëîñü, ïîýòîìó íàìè çàïëàíèðîâàí ñêðèíèíã òàêèõ ñîåäèíåíèé íà
ïðåäìåò âîçìîæíîñòè èíêàïñóëèðîâàíèÿ. Íà ïåðâîì ýòàïå ýòîãî èññëåäîâàíèÿ íàìè áûë
ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûé ïîëîæåí â îñíîâó ïðîãðàììû ¾Volume¿ è
àïðîáèðîâàí äëÿ èçó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè îáúåìà ôóëëåðåíîâ îò ÷èñëà àòîìîâ â ìîëåêóëå.

1 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîáëåì, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà;
saitgalinaAD@bashedu.ru.
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2. Ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîëåêóëà ôóëëåðåíà ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèýäð.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà òîì, ÷òî ôóëëåðåí - ýòî ¾ïî-
âåðõíîñòü¿, áûâàåò âàæíûì ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôóëëåðåíà êàê ïîëèýäðà.

Ãðàíÿìè ïîëèýäðà (ôóëëåðåíà) ÿâëÿþòñÿ ïÿòèóãîëüíèêè (ïåíòàãîíû) è øåñòèóãîëü-
íèêè (ãåêñàãîíû). Îíè ìîãóò áûòü ïëîñêèìè ëèáî íåïëîñêèìè, â ñâÿçè ñ ÷åì, íóæíî òðè-
àíãóëèðîâàòü ýòè ãðàíè (ðèñ. 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Òðèàíãóëèðîâàíèå ïåíòàãîíîâ è ãåêñàãîíîâ

Ëþáàÿ ìîëåêóëà ôóëëåðåíà ñîäåðæèò 12 ïåíòàãîíîâ è F − 12 ãåêñàãîíîâ, ãäå F =
N/2− 10 + 12 , F - ñóììà ïåíòàãîíîâ è ãåêñàãîíîâ, N - êîëè÷åñòâî âåðøèí.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáúåìà, íåîáõîäèìî ïîëèýäð äåëèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñèìïëåêñû,
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, ïèðàìèäû, çàòåì íàéòè îáúåì êàæäîé ïèðàìèäû è ñóììèðî-
âàòü èõ.

Âûáåðåì âíóòðè ïîëèýäðà òî÷êó O(XC , YC , ZC) . Êàæäóþ ãðàíü ïîëèýäðà òðèàíãóëè-
ðóåì è ê êàæäîìó òðåóãîëüíèêó ¾ïðèñòðîèì¿ ïèðàìèäó ñ âåðøèíîé â òî÷êå O(XC , YC , ZC)
(ðèñ. 2.2). Äëÿ êàæäîé ïèðàìèäû îïðåäåëåí îáúåì. Îáîáù¼ííûì îáú¼ìîì ïîëèýäðà íàçî-
â¼ì ñóììó ýòèõ îáú¼ìîâ. Â êà÷åñòâå òî÷êè O(XC , YC , ZC) èñïîëüçóåì êîîðäèíàòû öåíòðà
ìàññ ìîëåêóëû ôóëëåðåíà.

Ð è ñ ó í î ê 2.2
Ðàçáèåíèå ïîëèýäðà íà ñèìïëåêñû

Ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ îáîáù¼ííîãî îáú¼ìà â äàííîì ñëó÷àå âûãëÿäèò òàê:

V (Cn) =
P∑
i=1

vi +
G∑
j=1

vj, (2.1)
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ãäå P = 12 - êîëè÷åñòâî ïåíòàãîíîâ, G = F − P - êîëè÷åñòâî ãåêñàãîíîâ, vi è vj îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

vi =

Tp∑
k=1

vTk , vj =

Tg∑
j=1

vTj , (2.2)

ãäå Tp - êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â ïåíòàãîíå, Tg - êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â ãåê-
ñàãîíå, vTk è vTj - îáúåìû ïèðàìèä, ïîñòðîåííûõ íà âåêòîðàõ, íà÷àëîì êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ öåíòð ìàññ ìîëåêóëû ôóëëåðåíà Î, à êîíöàìè - âåðøèíû ïîëèýäðà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå àòîìàì óãëåðîäíîãî êàðêàñà ìîëåêóëû. Îáúåì êàæäîé èç ïèðàìèä vT âû÷èñëÿëè
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì åå âåðøèí O(XC , YC , ZC) , A1(x1, y1, z1) , A2(x2, y2, z2) ,
A3(x3, y3, z3)

vij =

∣∣∣∣∣∣16
∣∣∣∣∣∣
x1 −XC y1 − YC z1 − ZC
x2 −XC y2 − YC z2 − ZC
x3 −XC Y3 − yC z3 − ZC

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ , (2.3)

3. Ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé

Ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà è ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ ìîëå-
êóë ôóëëåðåíîâ èñïîëüçîâàíà òåõíîëîãèÿ MPI [4], [5], â êîòîðîé ïàðàëëåëüíàÿ ïðîãðàììà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì, îáðàáàòûâàåìûõ îäíîâðåìåííî.
Îáû÷íî êàæäàÿ èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ íà ñâîåì ïðîöåññîðå è èìååò äîñòóï ê ñâîåé (ëîêàëü-
íîé) ïàìÿòè. Ïðè çàïóñêå íåñêîëüêèõ ïðîãðàìì îäíîâðåìåííî íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ
ïðîöåññîðàõ òðåáóåòñÿ ìåõàíèçì, îáåñïå÷èâàþùèé ñîãëàñîâàííóþ ðàáîòó ÷àñòåé ïàðàë-
ëåëüíîé ïðîãðàììû - ýòó ôóíêöèþ âûïîëíÿåò MPI. Îñíîâîé äëÿ ðàçðàáàòûâàåìîãî ïà-
ðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ïîñëóæèë àëãîðèòì ðàíåå íàïèñàííîé ïðîãðàììû äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ÝÂÌ. Åãî íåîáõîäèìî áûëî ðàçäåëèòü íà ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûå äðóã îò
äðóãà ïîäçàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíî â îäíî è òî æå âðåìÿ.

Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû àòîìîâ,
ñîñòàâëÿþùèõ ìîëåêóëó ôóëëåðåíà (âåðøèí ïîëèýäðà). Îäíàêî êàêèå èç ýòèõ àòîìîâ îá-
ðàçóþò ïåíòàãîíû, à êàêèå - ãåêñàãîíû, íåèçâåñòíî. Ïîýòîìó ïåðåä íàìè âîçíèêàåò çàäà÷à
ïîèñêà âåðøèí ïåíòàãîíîâ è ãåêñàãîíîâ.

Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ýòîé çàäà÷è ìíîæåñòâî àòîìîâ äåëèòñÿ íà ðàâíûå èëè ¾ïî÷òè
ðàâíûå¿ ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáñëóæèâàåòñÿ îòäåëüíûì ïðîöåññîðîì èç ïàðàëëåëü-
íîé ïðîãðàììû, îáðàáàòûâàþùèì ìàññèâ êîîðäèíàò âñåõ àòîìîâ. Çàòåì ïðîèñõîäèò ñáîð
äàííûõ â ¾ðîäèòåëüñêîì¿ ïðîöåññîðå. Â ýòîì æå ïðîöåññîðå âû÷èñëÿþòñÿ êîîðäèíàòû
öåíòðà ìàññ ìîëåêóëû ôóëëåðåíà ïî ôîðìóëàì:

XC =

∑N
i=1 ximi∑N
i=1mi

, YC =

∑N
i=1 yimi∑N
i=1mi

, ZC =

∑N
i=1 zimi∑N
i=1mi

, (3.1)

ãäå mi - ìàññû àòîìîâ, xi, yi, zi - êîîðäèíàòû àòîìîâ, N - êîëè÷åñòâî àòîìîâ.
Ïîñëå òðèàíãóëÿöèè íàéäåííûõ ãðàíåé è ðàçäåëåíèÿ ïîëèýäðà íà òðåóãîëüíûå ïèðà-

ìèäû ìíîæåñòâî ïèðàìèä òàêæå ðàâíûìè ÷àñòÿìè ïåðåäàåòñÿ îòäåëüíûì ïðîöåññîðàì
ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû. Êàæäûé ïðîöåññîð âû÷èñëÿåò îáúåìû ýòèõ ïèðàìèä è ïåðå-
äàåò ¾ðîäèòåëüñêîìó¿ ïðîöåññîðó. Ïîñëåäíèé ïðîèçâîäèò ñóììèðîâàíèå ýòèõ îáúåìîâ è
ïîëó÷àåò âíóòðåííèé îáúåì ïîëèýäðà - ìîëåêóëû ôóëëåðåíà. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì
ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.1.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 4



Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ àíàëèçà ñòðîåíèÿ ôóëëåðåíîâ 87

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ñõåìà ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 4



88 À. Ä. Ñàèòãàëèíà

4. Ðåçóëüòàòû

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ìîëåêóë ôóëëåðåíîâ V (Cn) èñïîëüçîâàíû êîîðäèíàòû àòî-
ìîâ èç âûõîäíîãî ôàéëà êâàíòîâî-õèìè÷åñêîãî ðàñ÷åòà. Ñòðîåíèå ôóëëåðåíîâ Ñ 20 (C i ),
Ñ 36 (D 6h ), Ñ 60 (I h ), Ñ 70 (D 5h ), Ñ 78 (D 3 ), Ñ 78 -1 (C 2v ), Ñ 78 -2 (C 2v ), Ñ 84 (D 2d ), Ñ 540

(I h ) áûëî îïòèìèçèðîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäèê ìåòîäîì PBE/ 3ζ (ïðî-
ãðàììà �Ïðèðîäà� [6]), êîððåêòíî âîñïðîèçâîäÿùèì ñòðîåíèå, ÈÊ ñïåêòð è òåðìîäèíàìè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîëåêóë Ñ 60 è Ñ 70 [7], [8]

Êàê èçâåñòíî [9], ðàçìåð ìîëåêóëû ôóëëåðåíà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà àòîìîâ â
ìîëåêóëå n. Îäíàêî äî ñèõ ïîð òàêàÿ çàâèñèìîñòü íå áûëà èçó÷åíà êîëè÷åñòâåííî. Â òî
æå âðåìÿ, èçâåñòíà ëèíåéíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó ÷èñëîì àòîìîâ â ìîëåêóëå ôóëëåðåíà è
åãî ñðåäíåé ïîëÿðèçóåìîñòüþ [10]. Ðàñ÷åò îáúåìà, çàêëþ÷åííîãî âíóòðè ïîëèýäðîâ, âåð-
øèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÿäðà àòîìîâ óãëåðîäà, îáðàçóþùèõ ìîëåêóëû ôóëëåðåíîâ, ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû ¾Volume¿ ïîçâîëèë óñòàíîâèòü íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-
äó âåëè÷èíàìè V(C n ) è n. Òàê, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èçîìåðû ôóëëåðåíà Ñ 78 , îòíî-
ñÿùèåñÿ ê ðàçíûì òî÷å÷íûì ãðóïïàì ñèììåòðèè (äâà èçîìåðà ñèììåòðèè C 2v è îäèí
èçîìåð ñèììåòðèè D 3 ), õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè V(C n ), ðàâíûìè äëÿ Ñ 78

(D 3 ), Ñ 78 -1 (C 2v ), Ñ 78 -2 (C 2v ) 260.4, 286.9, 264.8 �A
3 ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî òî÷å÷íàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè èçîìåðíûõ ôóëëåðåíîâ ìîæåò èãðàòü ðåøàþùóþ
ðîëü ïðè åãî èíêàïñóëèðîâàíèè àòîìàìè è ìîëåêóëàìè. Îòìåòèì, ÷òî ñèììåòðèÿ èçîìå-
ðîâ íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà äðóãèå ôèçèêî-õèìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ôóëëåðåíîâ, íàïðèìåð, íà èõ ñðåäíþþ ïîëÿðèçóåìîñòü (äëÿ óïîìÿíóòû âûøå èçîìåðîâ
Ñ 78 çíà÷åíèÿ ñðåäíåé ïîëÿðèçóåìîñòè ñîñòàâëÿþò 115, 26 �A 3 ).

Çàâèñèìîñòü V(C n ) îò n , êàê âèäíî èç ðèñ. 4.1, íîñèò íåëèíåéíûé õàðàêòåð. Ïðè
ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà àòîìîâ â ìîëåêóëå ôóëëåðåíà åå âíóòðåííèé îáúåì âîçðàñòàåò.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðàíåå èçó÷åííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ïîëÿðèçóå-
ìîñòè, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü îáúåìà, îò ÷èñëà àòîìîâ óãëåðîäà â ìîëåêóëàõ ôóëëåðåíîâ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 4
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Çàâèñèìîñòü îáúåìà ôóëëåðåíîâ V(C n ) îò ÷èñëà àòîìîâ â ìîëåêóëå n
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ÓÄÊ 517.95

Î ñëàáîé ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ
íåëèíåéíîãî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñëàáîé îáîáùåííîé ðàçðåøèìîñòè ñìå-
øàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïÿòîãî ïîðÿäêà. Ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü
ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü, èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, ñèñòåìà íåëèíåéíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Â îáëàñòè D ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

∂ 2

∂ t2

(
u(t, x)− ν

∂ 2u(t, x)

∂ x2

)
+ µ

∂ 5u(t, x)

∂ t ∂ x4
+
∂ 4u(t, x)

∂ x4
= f (t, x, u(t, x)) (1.1)

ñ íà÷àëüíûìè

u(t, x)|t=0 = φ1(x),
∂

∂ t
u(t, x)|t=0 = φ2(x) (1.2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(t, x)|x=0 = uxx(t, x)|x=0 = u(t, x)|x=l = uxx(t, x)|x=l = 0, (1.3)

ãäå f (t, x, u) ∈ C (D ×R) , φj(x) ∈ C4(Dl) , φj(x)|x=0 = φ′′
j (x)|x=0 = φj(x)|x=l = φ′′

j (x)|x=l =
0 , j = 1, 2 , D ≡ DT × Dl , DT ≡ [0, T ] , Dl ≡ [0, l] , 0 < T < ∞ , 0 < l < ∞ , 0 < ν, µ �
ìàëûå ïàðàìåòðû.

Îòìåòèì, ÷òî ñìåøàííûå è êðàåâûå çàäà÷è áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòî-
ðîâ, â ÷àñòíîñòè, â [1]-[6]. Ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèé äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
Èçó÷åíèå ìíîãèõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [7].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Åñëè ôóíêöèÿ u(t, x) ∈ C(D) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùåìó èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

T∫
0

l∫
0

{
u(t, y)

[
∂ 2

∂ t2
Φ(t, y)− ν

∂ 4

∂ t2∂ y2
Φ(t, y)− µ

∂ 5

∂ t∂ y4
Φ(t, y) +

∂ 4

∂ y4
Φ(t, y)

]
−

−f (t, y, u(t, y)) Φ(t, y)
}
dydt =

l∫
0

φ1(y)

[
∂

∂ t
Φ(t, y)− ν

∂ 3

∂ t ∂ y2
Φ(t, y) + µ

∂ 4

∂ y4
Φ(t, y)

]
t=0

dy−

−
l∫

0

φ2(y)

[
Φ(t, y)− ν

∂ 2

∂ y2
Φ(t, y)

]
t=0

dy

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê; tursunbay@rambler.ru.
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äëÿ ëþáîãî Φ(t, x) ∈ W
(k)
p (D) , òî ôóíêöèÿ u(t, x) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñìåøàííîé çà-

äà÷è (1.1)-(1.3).

Ïóñòü bi(x) =

√
2

l
sinλix � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

∂4

∂x4
,

λi = dfraciπl , i = 1, 2, . . . .
Òîãäà ñëàáîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3) ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå ðÿäà:

u(t, x) = lim
N→∞

N∑
i=1

(
1− i− 1

N

)
ai(t) bi(x), (t, x) ∈ D. (1.4)

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â âèäå (1.4) è èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëü-
íîãî òîæäåñòâà ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1.1). Êðîìå òîãî, òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñìåøàííóþ çàäà÷ó ê ñ÷åòíîé
ñèñòåìå íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÑÍÈÓ).

Ïóñòü λ4iµ
2−4λ2i ν−4 < 0 . Òîãäà â ñèëó (1.4) è îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

(1.1)-(1.3) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ÑÑÍÈÓ:

ai(t) = wi(t) +

t∫
0

l∫
0

f

(
s, y, lim

N→∞

N∑
j=1

(
1− j − 1

N

)
aj(s) bj(y)

)
Gi(t, s) bi(y) dyds,

ãäå

wi(t) = exp
{
−1

2
ω1i(ν, µ)t

}[
φ1i cosω2i(ν, µ)

t

2
+

2

ω2i(ν, µ)

(
φ2i +

φ1i

2
ω1i(ν, µ)

)
sinω2i(ν, µ)

t

2

]
,

Gi(t, s) =
2 exp

{
−ω1i(ν, µ)

t− s

2

}
sinω2i(ν, µ)

t− s

2

ω0i(ν)
[
ω2i(ν, µ) + ω1i(ν, µ) sinω2i(ν, µ)s

] ,
ω0i(ν) = 1 + λ2i ν, ω1i(ν, µ) =

λ4iµ

ω0i(ν)
, ω2i(ν, µ) =

λ2i
√

4ω0i(ν)− λ4iµ
2

ω0i(ν)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

u(t, x) = lim
N→∞

N∑
i=1

(
1− i− 1

N

)
ai(t) bi(x) = lim

N→∞

N∑
i=1

(
1− i− 1

N

)
bi(x)

[
wi(t)+

+

t∫
0

l∫
0

f

(
s, y, lim

N→∞

N∑
j=1

(
1− j − 1

N

)
aj(s) bj(y)

)
Gi(t, s) bi(y) dyds

]
.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. λ4iµ

2 − 4λ2i ν − 4 < 0 ;
2. Ôóíêöèÿ f (t, x, u(t, x)) ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ DT íåïðåðûâíà ïî (t, x) ∈ Dl × R

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïî x ;
3. ∥f (t, x, u0(t, x))∥C(D) ≤ g(t) <∞ ;

4. f(t, x, u) ∈ Lip{g(t)|u}, ãäå0 <
t∫
0

g(s)ds <∞ ;

5. u0(t, x) ∈ C1(D), ãäåu0(t, x) = limN→∞
N∑
i=1

(
1− i− 1

N

)
wi(t) bi(x) .
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Òîãäà óðàâíåíèå

u(t, x) = u0(t, x) +

t∫
0

lim
N→∞

N∑
i=1

(
1− i− 1

N

)
fi(u)Gi(t, s) bi(x) ds, (1.5)

ãäå fi(u) =
l∫
0

f (t, y, u(t, y)) bi(y) dy , èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå C1(D) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè u(t, y) ∈ C(D) , òî∣∣∣∣∣∣
N∑
i=1

 l∫
0

(
1− i− 1

N

)
f (t, y, u0(t, y)) bi(y) dy

 bi(x)

∣∣∣∣∣∣ lemax
x

|f (t, y, u0(t, y)) | ≤ g(t)

è

lim
N→∞

N∑
i=1

 l∫
0

(
1− i− 1

N

)
f (t, y, u0(t, y)) bi(y) dy

 bi(x) = f (t, y, u0(t, y)) ,

ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî x äëÿ ëþáîãî t ∈ DT .
Òàê êàê ôóíêöèÿ f (t, x, u(t, x)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà, å¼ ÷àñòè÷íûå ñóììû

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû: ∣∣∣∣∣
N∑
i=1

fi(u) bi(x)

∣∣∣∣∣ ≤ δ1 ∥f(u)∥C .

ãäå 0 < δ1 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

uk+1(t, x) = u0(t, x) +

t∫
0

lim
N→∞

N∑
i=1

(
1− i− 1

N

)
fi(uk)Gi(t, s) bi(x) ds, (1.6)

ãäå fi(uk) =
l∫
0

f (t, y, uk(t, y)) bi(y) dy, k = 0, 1, 2, . . . .

Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ ê ïðàâîé ÷àñòè (1.6) äàåò

∥u1(t, x)− u0(t, x)∥C(D) ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

lim
N→∞

N∑
i=1

(
1− i− 1

N

)
fi(u0)Gi(t, s) bi(x) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ δ1

t∫
0

∥fi(u0)∥C(D) · |Gi(t, s)| ds ≤ δ1 δ2

t∫
0

g(s) ds, (1.7)

ãäå δ2 = max(t,s) |Gi(t, s)| .
Â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ òåîðåìû, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ≥ 2 , ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

∥uk+1(t, x)− uk(t, x)∥C(D) ≤ δ1 δ2

t∫
0

∥∥∥f(s, x, uk(s, x))− f
(
s, x, uk−1(s, x)

)∥∥∥
C(D)

ds ≤
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≤ δ1 δ2

t∫
0

g(s) ∥uk(s, x)− uk−1(s, x)∥C(D)ds ≤
1

(k + 1)!

δ1 δ2 t∫
0

g(s) ds

k+1

. (1.8)

Èç (1.7) è (1.8) ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïðè k → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ôóíêöèé
{
uk(t, x)

}∞

k=1
ê ôóíêöèè u(t, x) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.5).

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5) ñëåäóåò èç îöåíêè

∥u(t, x)− ϑ(t, x)∥C(D) ≤ δ1 δ2

t∫
0

g(s) ∥u(s, x)− ϑ(s, x)∥C(D)ds, (1.9)

åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.5) èìååò äâà ðåøåíèÿ u(t, x) è ϑ(t, x) â îáëàñòè D
è ïðèìåíèòü ê (1.9) íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà.
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On weak solvability of mixed value problem for nonlinear
pseudo hyperbolic equation.
c⃝ T. K. Yuldashev2

Abstract. In this article it is proved the theorem about the weak generalized solvability of mixed
value problem for nonlinear partial pseudohyperbolic di�erential equations of the �fth order. By
the method of separation variables the countable system of nonlinear integral equation is obtained.
The successive approximations method is used. Convergence of obtained series is proved.

Key Words: weak solvability, integral identity, system of nonlinear equations, method of
successive approximations.

2 Associate professor of Higher Mathematics Chair, M. F. Reshetnev Siberian State Aerospace University,
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 517.9

Î ñâÿçè ìåæäó ðåêóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè è
õàîòè÷íîñòüþ
c⃝ Â. È. Çóáîâ1, È. Â. Çóáîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðåêóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè è õàîòè÷-
íîñòüþ, ïîíèìàåìîé â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå. Óêàçûâàåòñÿ íà ìåòîä îïèñàíèÿ õàîòè÷åñêèõ
äâèæåíèé â äèíàìèêå ðåêóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Äâèæåíèå, êîëåáàíèå, çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

1. Ââåäåíèå

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ïîðîæäàåìàÿ ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ, ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé â öåëî÷èñëåííûõ
òî÷êàõ íåêîòîðîé ðåêóððåíòíîé ôóíêöèè φ(t) èç êëàññà HN

R .
Ëèíåéíàÿ êîíãðóýíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò è íå äàâàòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, è, êðîìå òîãî, íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü
ñòàòèñòè÷åñêèì òåñòàì "íà ñëó÷àéíîñòü ïîýòîìó äëÿ âûðàáîòêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë èñïîëü-
çóþòñÿ ñïåöèàëüíî âûáðàííûå êîíñòàíòû a, c,m . Â [1] óêàçàíû óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà
ýòè ïàðàìåòðû ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïî-
ëó÷àåìûïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íàëàãàåìûì òðåáîâàíèÿì.

2. Ïðèðîäà ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ââåäåì îïðåäåëåíèå ðåêóððåíòíîé ôóíêöèè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ôóíêöèÿ f(t) , çàäàííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ïðè t ∈
(−∞,+∞) íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè äëÿ êàæäîãî
ε > 0 ìîæíî óêàçàòü ÷èñëî Lε òàêîå, ÷òî â êàæäîì èíòåðâàëå äåéñòâèòåëüíîé îñè
(α, α+ Lε) , ãäå α ∈ (α0,+∞) , äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò ÷èñëî τt ,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

|f(t+ τt)− f(t)| < ε.

Ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ââåñòè äëÿ ôóíêöèé, ðåêóððåíòíûõ â îòðèöàòåëüíîì
íàïðàâëåíèè.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ôóíêöèÿ φ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè, òîãäà è ôóíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëå-
íèè.

1 Àñïèðàíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Ýòî óòâåðæäåíèå âåñüìà âàæíî, òàê êàê îíî óñòàíàâëèâàåò ïðèðîäó ëèíåéíîé êîíãðó-
ýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà äëÿ âûðàáîòêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
áûëî ïðåäëîæåíî àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ä.Õ. Ëåìåðîì â 1948 ã. [1]. Çäåñü âåñüìà
óìåñòíûì êàæåòñÿ óïîìÿíóòü òåîðåìó Àíðè Âåéëÿ (H.Weyl) 1916 ã.

Êðèòåðèé Âåéëÿ ðåøàåò âîïðîñ î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî ìîäóëþ 1 áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} . Ïî ýòîìó êðèòåðèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðàñïðåäåëåíà
ðàâíîìåðíî ïî ìîäóëþ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ öåëûõ m ̸= 0 âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

exp(2πimxn) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâÿçàëè ïðèðîäó ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðå-
êóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè. Ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò íîâûé êëàññ ðåêóððåíòíûõ ôóíêöèé â
äîïîëíåíèå ê êëàññàì, ðàñññìîòðåííûì [1].

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî HN(i1(t), . . . , jN(t)) ðåêóððåíòíûõ â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ôóíêöèé ñ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé ôóíêöèé

jj = aje
t + bj, j = 1, . . . , N.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü HN
R .

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðîñòðàíñòâî HN
R ïîëíîå â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè (0,+∞) è ëèíåéíîå.

Óñòàíîâëåííàÿ íàìè âûøå ñâÿçü ìåæäó ðåêóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè è õàîòè÷íîñòüþ,
ïîíèìàåìîé â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå, óêàçûâàåò íà òî, ÷òî è õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ â äèíà-
ìèêå îïèñûâàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò äâèæåíèÿ,
ñîäåðæàùèåñÿ â ìíîæåñòâå öåíòðàëüíûõ äâèæåíèé [1]. Áèðêãîô îòêðûë, ÷òî ðåêóððåíò-
íûå äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå îáùèì âèäîì êîëåáàíèé è õàðàêòåðíû äëÿ òîãî íàèáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî íå ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
çàìêíóòîé êðèâîé èëè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Â ýòîì, íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî íåèñ-
÷èñëèìîãî ÷èñëà êðèâûõ äâèæåíèÿ, ïðè÷åì â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè êðèâîé ñîäåðæàòñÿ
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå äðóãèì êðèâûì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-00624).
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The connection between the recurrent features and chaotic
c⃝ V. I. Zubov3, I. V. Zubov4

Abstract. In aeticle is install the relation between recurrent functions and origin reminding
in probable since. Is indicates on method of describing origin motions in dynamics trecurrent
functions.
Key Words: Motion, oscillation, exclusive curve, minimal multitude, position of equilibrium.
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Îá óõîäÿùåì òèïå äâèæåíèé
c⃝ À. Ô. Çóáîâà1, Ñ. À. Ñòðåêîïûòîâ2,Ì. Â. Ñòðåêîïûòîâà3

Àííîòàöèÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè áóäåò ÿâëÿòüñÿ èçó÷åíèå ïåðâîãî òèïà äâèæåíèé (óõî-
äÿùèõ), ÿâëÿþùåãîñÿ ìàëîèçó÷åííîé îáëàñòüþ êà÷åñòâåííîé òåîðèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ðàññòîÿíèå, ìåòðèêà, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, àðãóìåíò, ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó f(p, t) , çàäàííóþ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäå-
íèè R ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ R1 , R2 . Ìåòðèêà ρ ïðîñòðàíñòâà R èíäóöèðóåòñÿ ìåò-
ðèêàìè ρ1 , ρ2 ïðîñòðàíñòâà R1 , R2 : ρ(p, q) = ρ1(p1, q1) + ρ2(p2, q2) , ãäå (p, q) ∈ R ,
(p1, q1) ∈ R1 , (p2, q2) ∈ R2 . Îòìåòèì, ÷òî ìåòðèêè ρ1, ρ2 ìîãóò èíäóöèðîâàòü ìåòðèêó ρ
è äðóãèì ñïîñîáîì.

Ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f(p, t) = f(p1, p2, t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîâå-
äåíèåì åå ïðîåêöèé f1(p1, p2, t) , f2(p1, p2, t) íà ïðîñòðàíñòâà R1 , R2 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ìíîæåñòâî R ýëåìåíòîâ p , ïðèðîäà êîòîðûõ áåçðàç-
ëè÷íà, íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì p, q ∈ R
ñîîòâåòñòâóåò íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ρ(p, q) , íàçûâàåìîå ðàññòîÿíèåì èëè ìåòðèêîé
è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì [1]:

1) ρ(p, q) = 0 ëèøü ïðè p = q ;
2) ρ(p, q) = ρ(q, p) ;
3) ρ(p, q) ≤ ρ(p, z) + ρ(z, q) äëÿ ëþáîãî z ∈ R .

Ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé f(p, t) â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå R áóäåì íàçûâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé R íà ñåáÿ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

1) f(p, 0) = p ;
2) f(p, t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ;
3) f(f(p, t2), t1) = f(p, t1 + t2) äëÿ ëþáîãî p ∈ R äëÿ âñåõ t1, t2 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Ôóíêöèþ f(p, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì p áóäåì íàçûâàòü
äâèæåíèåì. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê äâèæåíèÿ {f(p, t) : −∞ < t < +∞} áóäåì íàçûâàòü
òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ è îáîçíà÷àòü f(p, I) . Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâà {f(p, t) : 0 ≤
t < +∞} , {f(p, t) : −∞ < t ≤ 0} áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåñòâåííî ïîëîæèòåëüíîé è
îòðèöàòåëüíîé òðàåêòîðèÿìè è îáîçíà÷àòü f(p, I+) è f(p, I−) .

Êîíå÷íîé äóãîé òðàåêòîðèè âðåìåííîé äëèíû T 2−T 1 , ãäå T 2 ≥ T 1 , áóäåì íàçûâàòü
ìíîæåñòâî òî÷åê {f(p, t) : T 2 ≤ t ≤ T 1} .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Òî÷êà q íàçûâàåòñÿ ω(α) - ïðåäåëüíîé òî÷êîé äâèæå-
íèÿ f(p, t) , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë tn → +∞ (tn → −∞) òàêàÿ,
÷òî f(p, tn) →

n→∞
q .

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
3 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Ìíîæåñòâî âñåõ ω - ïðåäåëüíûõ òî÷åê äâèæåíèÿ f(p, t) áóäåì îáîçíà÷àòü Ωp , ìíîæå-
ñòâî âñåõ α -ïðåäåëüíûõ - Ap .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Ìíîæåñòâî M ⊂ R íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî îò-
íîøåíèþ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå f(p, t) , åñëè îíî ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ýòîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû, ò.å. èç p ∈M ñëåäóåò f(p, t) ⊂M .

Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ Ωp , Ap èçó÷åíû â ëèòåðàòóðå [1].
Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} òàêàÿ, ÷òî tn → ∞ ïðè n → ∞ è

f1(p1, p2, tn) → q1 ∈ R1 .
2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f2(p1, p2, n) , n = 1, 2, . . . , íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
Òî÷êó q1 óìåñòíî íàçâàòü ω - ïðåäåëüíîé òî÷êîé äâèæåíèÿ f1(p1, p2, t) . Îòìåòèì, ÷òî

ê ôóíêöèè f1(p1, p2, t) òåðìèí "äâèæåíèå"ìû ïðèìåíÿåì íå â ñòðîãîì ñìûñëå. Ìíîæåñòâî
ω - ïðåäåëüíûõ òî÷åê äâèæåíèÿ f1(p1, p2, t) îáîçíà÷èì Ωf1 . Ïîêàæåì, ÷òî äâèæåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì 1, 2, ÿâëÿåòñÿ óõîäÿùèì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.7. Íàçîâåì óõîäÿùåå äâèæåíèå f(p, t) , óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì 1,2, ïîëîæèòåëüíî óñòîé÷èâûì ïî Ïóàññîíó â ðàñøèðåííîì ñìûñëå ïî îòíî-
øåíèþ ê ïðîñòðàíñòâó R1 , åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ω - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äâèæå-
íèÿ f(p1, p2, t) , ïðèíàäëåæàùàÿ ñàìîìó äâèæåíèþ, ò.å. ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè
t∗ òàêîé, ÷òî f1(p1, p2, t

∗) = q1 , q1 ∈ Ωf1 .

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ââåñòè è ïðè t→ −∞ .
Ñðåäè óñòîé÷èâûõ ïî Ïóàññîíó â ðàñøèðåííîì ñìûñëå äâèæåíèé âûäåëèì îñîáûé âèä

äâèæåíèé: ïóñòü f1(q1, p2, t) ≡ q1 , òîãäà äâèæåíèå f(p, t) íàçîâåì ðàâíîâåñíûì. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç P (q1) ìíîæåñòâî òî÷åê p2 ∈ R2 , äëÿ êîòîðûõ äâèæåíèå f(p, t) ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñíûì

P (q1) = {p2 ∈ R2 : f1(q1, p2, t) ≡ q1}.
Î÷åâèäíî, ÷òî P (q1) ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Îñî-

áûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé P (q1) = R2 .

Ò å î ð å ì à 1.3. Ìíîæåñòâî òî÷åê Q = {q × p(q1)} åñòü çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî.

Ìíîæåñòâî Q = {q× p(q1)} ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû f(p, t) . Äåéñòâèòåëüíî, èç p ∈ Q ñëåäóåò, ÷òî f1(p, t) ≡ q1 , f2(p, I) ⊂ P (q1) , ïîýòîìó
äëÿ âñåõ t ≥ 0 èìååò ìåñòî f(p, t) ∈ Q .

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ óõîäÿùèõ äâèæåíèé ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíîñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.8. Ìíîæåñòâî M ⊂ R = R1 × R2 íàçîâåì R1 - èíâàðè-
àíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå f(p, t) = (f1(p1, p2, t), f2(p1, p2, t)) , åñëè
èç p ∈M ñëåäóåò f1(p, t) ∈MR1 ∀t ≥ 0 , MR1 = {p1 ∈ R1 : ∃p2 ∈ R2, (p1, p2) ∈M}.

Îáîçíà÷èì MR1 = M
∩
R1 . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà R1 - èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà â R

ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî Q = {q × p(q1)} . Äåéñòâèòåëüíî, èç p ∈ Q ñëåäóåò f1(p, t) ≡
q1 , f1(p, I) ⊂ QR1 = q1 . Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.4. Ìíîæåñòâî òî÷åê Q = {q×p(q1)} åñòü èíâàðèàíòíîå çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî.
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Îòìåòèì, ÷òî èç R1 -èíâàðèàíòíîñòè íå ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü, à âñå èíâàðèàíòíûå
ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ è R1 - èíâàðèàíòíûìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.9. Äâèæåíèå f(p, t) = (f1(p1, p2, t), f2(p1, p2, t)) â R =
R1 × R2 íàçîâåì óñòîé÷èâûì ïî Ëàãðàíæó â ðàñøèðåííîì ñìûñëå ïî îòíîøåíèþ ê
ïðîñòðàíñòâó R1 , åñëè òðàåêòîðèÿ f1(p, I) öåëèêîì ëåæèò â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
G ⊂ R1 .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-00624)

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé

äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Âàéòèåâ Â. À. 18

Ãóáàéäóëëèí È. Ì. 26, 70

Æóæîìà Å. Â. 7

Çóáîâ Â. È. 95

Çóáîâ È. Â. 95

Çóáîâà À. Ô. 97

Êàíòîð Î. Ã. 14

Êàïêàåâà Ñ. Õ. 34

Êëûêîâ È. Ñ. 77

Ëÿïèíà À. À. 62

Ìàëèíîâ Â. Ã. 44

Ìàëêèí Ì. È. 57

Ìàìåäîâà Ò. Ô. 62

Ìàíè÷åâ Â. Á. 26

Ìàñêîâ Ä. Ô. 70

Ìåäâåäåâ Â. Ñ. 7

Ìóñòàôèíà Ñ. À. 18

Íóðèñëàìîâà Ë. Ô. 26

Ñàèòãàëèíà À. Ä. 84

Ñàëàõîâ È. Ð. 14

Ñïèâàê Ñ. È. 14

Ñòðåêîïûòîâ Ñ. À. 97

Ñòðåêîïûòîâà Ì. Â. 97

Ïî÷èíêà Î. Â. 77

Þëäàøåâ Ò. Ê. 91
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Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â êàòàëîãå Ðîññèéñêîé ïðåññû
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ � 38278.
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