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Ïðèìåíåíèå àäàïòèâíûõ íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé ê

çàäà÷àì ïîäçåìíîé ãèäðîäèíàìèêè

c⃝ Ã. È. Êàçàêåâè÷1, Ë. Â. Êëî÷êîâà2, Þ. À. Ïîâåùåíêî3, Â. Ô. Òèøêèí4

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòè ñîâìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îïîð-
íûõ îïåðàòîðîâ è íåéðîñåòåâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîé ìåòîäèêè ðå-
øåíèÿ ðÿäà îáðàòíûõ çàäà÷ ïîäçåìíîé ãèäðîäèíàìèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïîðíûå îïåðàòîðû, íåéðîñåòåâîå ìîäåëèðîâàíèå, îáðàòíûå çàäà÷è ïîä-
çåìíîé ãèäðîäèíàìèêè

1. Ââåäåíèå

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èçîòåðìè÷åñêîé äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè íåñìåøèâàþ-
ùèõñÿ ôëþèäîâ â ïîðèñòîé ñðåäå ñ îáùèì äàâëåíèåì èìååò âèä [1]

∂

∂t
(mρwSW ) = div

[
(kKrwρw/µw)

(
gradP− gρw

→
k
)]
− qw (1.1)

∂

∂t
(mρg(1− SW )) = div

[
(kKrgρg/µg)

(
gradP− gρg

→
k
)]
− qg (1.2)

Çäåñü r⃗ � ðàäèóñ-âåêòîð, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, k⃗ � îðò, íàïðàâëåííûé âåð-
òèêàëüíî âíèç, P � äàâëåíèå, SW � íàñûùåííîñòü âîäîé, qw è qg � ìàññîâûå ðàñõîäû
âîäû è ãàçà íà åäèíèöó îáúåìà ïëàñòà â åäèíèöó âðåìåíè, k(r⃗) � òåíçîð àáñîëþòíîé ïðî-
íèöàåìîñòè, Krw(SW ) è Krg(SW ) � ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè âîäû è ãàçà ñîîòâåòñòâåííî,
µw(P ) , µg(P ) � äèíàìè÷åñêèå âÿçêîñòè ôëþèäîâ, m(r⃗, P ) � ïîðèñòîñòü ïëàñòà, ρw(P ) ,
ρg(P ) � ïëîòíîñòè ôëþèäîâ.

Ïðèòîê ãàçà ê ñêâàæèíàì Q (â åäèíèöó âðåìåíè) ìîäåëèðîâàëñÿ íåëèíåéíûì äâó-
÷ëåííûì çàêîíîì ôèëüòðàöèè:

P 2
ïë
− P 2

ç
= αQ+ bQ2. (1.3)

Çäåñü Pïë , Pç � ïëàñòîâîå è çàáîéíîå äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, α è b �� êîýôôèöè-
åíòû ôèëüòðàöèîííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ â îáëàñòÿõ, èìåþùèõ ñëîæíóþ ðàçíî ìàòåðèàëüíóþ ïðîñòðàí-
ñòâåííóþ ñòðóêòóðó, ïðåäúÿâëÿåò ñïåöèôè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðå-
øåíèÿ. Âî�ïåðâûõ, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äîëæíà áûòü ïîñòðîåíà â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè
íà íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ, àäàïòèðîâàííûõ ê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è àïðèîðíûì ñâîéñòâàì
ðåøåíèÿ. Âî�âòîðûõ, ñõåìà äîëæíà îáëàäàòü ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè, ñîãëàñîâàííûì

1Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà îêåàíîëîãèè èì. Ï.Ï. Øèðøîâà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
gkazakevich@yandex.ru.

2Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
klud@imamod.ru.

3Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
poveshchenko@keldysh.ru.

4Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
tishkin@imamod.ru.
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ñ àïðèîðíîé ãëàäêîñòüþ ðåøåíèÿ, ïðè÷åì ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ â íîð-
ìàõ, êîòîðûå òàêæå çàâèñÿò îò àïðèîðíîé ãëàäêîñòè, íàïðèìåð â ðàçíîñòíûõ àíàëîãàõ
íîðì ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Â�òðåòüèõ, ñõåìû äîëæíû îáåñïå÷èâàòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
ñ ïîãðåøíîñòüþ, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà âî âðåìåíè, èíà÷å íåëüçÿ ðàññìàòðè-
âàòü àñèìïòîòè÷åñêèå çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì
êîíñåðâàòèâíîñòè, ââåäåííûì À.À.Ñàìàðñêèì, à òàêæå ñïåöèàëüíûì âèäàì êîíòðîëÿ áà-
ëàíñîâ ïðîãðàììèñòñêîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûõ ñ îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ â ïðîöåññå âû-
÷èñëåíèé. Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì
äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, çàïèñàííûõ â òåðìèíàõ èíâàðèàíòíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ div, grad, rot, íà íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îïîðíûõ
îïåðàòîðîâ [2]. Èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè îäíîãî
èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ îïåðàòîðîâ è àïïðîêñèìàöèè îñòàëüíûõ èç óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ
ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòåìàòè-
÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ôèëüòðàöèîííûõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ãåîôèçè÷å-
ñêèõ çàäà÷àõ ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå îïîðíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿåò
ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ôîðìû íà íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ [3].

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç àëãîðèòìîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) è ìåòîäà îïîð-
íûõ îïåðàòîðîâ (ÌÎÎ) ïîêàçàë, ÷òî ïîñëåäíèé íå èìååò ðÿäà íåäîñòàòêîâ, ïðèñóùèõ
ÌÊÝ (â ÷àñòíîñòè îòñóòñòâèå íåïðåðûâíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé è èíòåãðàëîâ â êàæäîì
ýëåìåíòå, ìåíüøèå øàáëîíû ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ çàäà÷è, ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçíîñòíîé
ñõåìå â ïðîñòûõ ñèòóàöèÿõ). Ýòîò ôàêò äåëàåò ÌÎÎ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ïîäçåìíîé
ãèäðîäèíàìèêè êëàññè÷åñêèì è èíæåíåðíóþ ðàçðàáîòêó ñïåöèôè÷åñêèõ äëÿ íåãî êëàññîâ
íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê àêòóàëüíîé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî�ðàçíîñòíîãî àëãîðèòìà îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå îïîð-
íûõ îïåðàòîðîâ, èç êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò ñàìîñîïðÿæåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ îïåðàòî-
ðà Ëàïëàñà ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (Äèðèõëå èëè Íåéìàíà) íà âíåøíåé
ãðàíèöå îáëàñòè.

Ïîñòðîèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ ñõåì ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ.
Â îáëàñòè O ââåäåì ñåìåéñòâî íåðåãóëÿðíûõ ðàçíîñòíûõ ñåòîê. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì,

êîãäà ñåòêà ñîñòîèò èç òðåóãîëüíûõ è ÷åòûðåõóãîëüíûõ ÿ÷ååê (Ω ), áàçèñîâ (φ ), óçëîâ
(ω ), ðåáåð (λ ) è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ( σ(λ) ) �� ãðàíèöàìè áàëàíñíûõ óçëîâûõ äîìåíîâ
d(ω) (ñì. Ðèñ.1).

Ðèñ.1
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Áàçèñû (φ ) ñîçäàþòñÿ ñèñòåìîé èñõîäíûõ (êîâàðèàíòíûõ) îðòîâ e⃗(λ) , îáðàçîâàííûõ ðåá-
ðàìè, èñõîäÿùèìè èç îáùåãî óãëà òðåóãîëüíîé è ÷åòûðåõóãîëüíîé ÿ÷åéêè Ω . Ïîä öåíòðà-
ìè ÿ÷ååê Ω è ðåáåð λ áóäåì ïîíèìàòü ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå ðàäèóñ�âåêòîðîâ óçëîâ ω
èõ îáðàçóþùèõ. Ëîìàíàÿ, ÷åðåç ñåðåäèíó ðåáðà ñîåäèíÿþùàÿ ýòè öåíòðû (äâóõ ñìåæíûõ
÷åðåç ðåáðî ÿ÷ååê èëè ÿ÷åéêó ñ ãðàíè÷íûì ðåáðîì ∂λ ), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíóþ
ëèíèþ

σ⃗(λ) =
∑
φ(λ)

Vφe⃗.
′φ(λ) (2.1)

îðèåíòèðîâàííóþ â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è îðò e⃗(λ) . Çäåñü e⃗.
′φ(λ) � îðòû âçàèìíûõ (êîí-

òðàâàðèàíòíûõ) áàçèñîâ ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíûì áàçèñàì, îáðàçîâàííûì îðòàìè e⃗(λ) .
Áàçèñíûé îáúåì äàåòñÿ ôîðìóëîé

Vφ =
1

6
[e⃗(λ1)e⃗(λ2)] (2.2)

äëÿ òðåóãîëüíîé ÿ÷åéêè Ω ñîäåðæàùåé áàçèñ φ è

Vφ =
1

4
[e⃗(λ1)e⃗(λ2)] (2.3)

äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíîé ÿ÷åéêè, åñëè e⃗(λ1) è e⃗(λ2) � ðåáðà îáðàçóþùèå áàçèñ φ . Íàêîíåö,∑
φ(λ)

� ñóììèðîâàíèå ïî âñåì áàçèñàì φ , â îáðàçîâàíèè êîòîðûõ ïðèíÿëî ó÷àñòèå ðåáðî

λ . Çàìêíóòûå âîêðóã óçëà ω âåêòîðíûå ëèíèè (σ⃗(λ(ω))) îáðàçóþò óçëîâûå äîìåíû d(ω) .
Ê óçëàì îòíåñåì èñêîìûå ñêàëÿðíûå ñåòî÷íûå ôóíêöèè u è v . Íà ðåáðàõ âûäåëèì

ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ (ñì. Ðèñ.1) è îòíåñåì ê íèì ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ

∆λ u = −
∑
ω(λ)

s.λ(ω)uω = uω′ − uω. (2.4)

Íàêîíåö ñåòî÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ
→
W çàäàþòñÿ ñâîèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè â áàçèñàõ

→
W. φ .

Âíóòðåííþþ äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ DIN : (φ)→ (ω) îïðåäåëèì èç àïïðîêñè-
ìàöèè òåîðåìû Ãàóññà íà óçëîâîì äîìåíå d(ω) (ñì. Ðèñ.1):

DIN
→
W =

∑
λ(ω)

s.λ(ω)τW (λ), τW (λ) =
∑
φ(λ)

Vφ

(
e⃗.
′φ(λ),

→
W. φ

)
. (2.5)

∑
λ(ω)

� ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ðåáðàì λ , èìåþùèì îáùèé óçåë ω . Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç <·>∆

àïïðîêñèìàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé, èìååì:

<
∫
O

→
W grad u dV >∆= −

⟨∫
O

u div
→
WdV −

∫
∂O

(
u
→
W, d

→
S
)⟩

∆

=

= −
∑
ω

(
uω

(
DIN

→
W
)
ω

)
=

=
∑
λ

∆λu τW (λ) =
∑
λ

∆λu
∑
φ(λ)

Vφ

(
e⃗.
′φ(λ),

→
W. φ

)
=

=
∑
φ

Vφ

(
→
W. φ,

∑
λ(φ)

ue⃗.
′φ(λ)

)
=
∑
φ

Vφ

(→
W. φ, (GRADu)φ

)
,

(2.6)

ò.å. îïåðàòîð GRAD : (ω)→ (λ) çàäàåòñÿ ïîëåì ñîïðÿæåííûõ (êîâàðèàíòíûõ) êîìïîíåíò
∆λ u íà ñåòêå λ ñ ïðåäñòàâëåíèåì ãðàäèåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â ëîêàëüíûõ áàçèñàõ φ :

(GRADu)φ =
∑
λ(φ)

∆λue⃗.
′φ(λ). (2.7)
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Ïîëîæèâ (äëÿ ñêàëÿðíîãî ñåòî÷íîãî ïîëÿ ν íà óçëàõ (ω ))

→
W. φ = (GRAD ν)φ , (2.8)

ïîëó÷èì

−
∑
ω

(uω (DINGRAD ν)ω) =
∑
φ

Vφ

(
(GRAD ν)φ , (GRADu)φ

)
, (2.9)

÷òî è äîêàçûâàåò ñàìîñîïðÿæåííîñòü è çíàêîîïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà DINGRAD :
(ω)→ (ω) â ïîäîáëàñòè O .

Ïîñëå òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [1] ñèñòåìà (1.1)�(1.2) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, äî-
ïóñêàþùåìó íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ.

Òåõíîëîãèÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷èâøèõñÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ è ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ áîëåå èëè ìåíåå òðàäèöèîííîé. Â âàðèàíòå íåÿâíîé
ðåàëèçàöèè ïî âðåìåíè ðàçðàáîòàíû ðåãóëÿðèçàòîðû, ïîçâîëÿþùèå óâåëè÷èâàòü øàã ïî
âðåìåíè â íåëèíåéíîì èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (ñ ó÷åòîì ñæèìàåìîñòè). Îïòèìèçèðîâàíû
òàêæå ìîìåíòû ïðåäâàðèòåëüíîé äåêîìïîçèöèè ìàòðèö ïðè ìíîãîêðàòíîì èõ îáðàùåíèè
âàðèàíòîì ìåòîäà ORTOMIN [4]. Íåñòðóêòóðèðîâàííûå îáúåêòû (íåðåãóëÿðíàÿ ðàçíîñò-
íàÿ ñåòêà, ðàçëè÷íûå âèäû âíóòðåííèõ áàç äàííûõ è ýëåìåíòû óïðàâëåíèÿ äèàëîãîâûõ
ðåñóðñîâ WINAPI32) ïîääåðæàíû ñèñòåìîé HECON (ñì. ïðèëîæåíèå â [2]).

3. Ìîíèòîðèíã � àäàïòàöèÿ � ïðîãíîç ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäå-
íèé (îáçîð ñèòóàöèè)

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ñåòî÷íûå äåòåðìèíèðîâàííûå ìîäåëè êîíêðåòíûõ íåôòåãàçîâûõ
çàëåæåé è ìåñòîðîæäåíèé, îñíîâàííûå íà èäåå óíèâåðñàëüíîñòè (òðåõìåðíîñòü è òðåõ-
ôàçíîñòü ôèëüòðàöèîííîãî ïîòîêà, óïðóãîñòü ïëàñòîâ è ò.ä.) íå ïîçâîëÿþò ðåøèòü ñàìóþ
ïðîñòóþ è ñàìóþ ãëàâíóþ çàäà÷ó. Íåâîçìîæíî âûïîëíèòü ïðîåêòèðîâàíèå äèíàìèêè äî-
áû÷è íåôòè (ãàçà) è æèäêîñòè îòäåëüíî ïî êàæäîé äîáûâàþùåé ñêâàæèíå è îïòèìèçà-
öèþ èõ ðåæèìîâ. Íåò è, ïî�âèäèìîìó, íå ïðåäâèäèòñÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè (òèïà ìåòî-
äà ðåãóëÿðèçàöèè ïî À.Í.Òèõîíîâó), âåäóùåé ê ðåàëèçàöèè ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ñëîæíûõ ìîäåëåé ïðÿìûõ çàäà÷ (îáùèõ óðàâíåíèé Ìàñêåòà�Ìåðåñà).
Ðàçðàáîò÷èêè èçâåñòíûõ êðóïíûõ ïàêåòîâ ïðîãðàìì (ECLEPSE, MORE,. . . ) âåðîÿòíî íå
ïëàíèðóþò ïðåäîñòàâëåíèÿ îáùèõ óíèâåðñàëüíûõ ñðåäñòâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ â áëè-
æàéøèõ âåðñèÿõ (èç�çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ).

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìåòîäû àäàïòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñòîðèè ðàçðàáîòêè ãàçîâûõ
ìåñòîðîæäåíèé (îáðàòíàÿ çàäà÷à) ÿâëÿþòñÿ âåñüìà âàæíûìè, ïîñêîëüêó ÷åðåç íèõ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ âûõîä íà ïðîãíîçíîå ïðîåêòèðîâàíèå äèíàìèêè äîáû÷è ãàçà îòäåëüíî ïî
êàæäîé ñêâàæèíå è îïòèìèçàöèÿ èõ ðåæèìîâ äëÿ ðåàëüíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ [5].

4. Íåéðîñåòåâîå ïðîãíîçíîå îáó÷åíèå

Ïðèìåíåíèå ìåòîäèê ïåðâè÷íîé àäàïòàöèè ê íåéðîñåòåâîìó ïðîãíîçíîìó îáó÷åíèþ
ïðîöåññà ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé è íåéðîñåòåâîé ïðîãíîç ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé
îáëàäàþò òåì ïðåèìóùåñòâîì, ÷òî â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ íåéðîñåòè â êà÷åñòâå ïîëåçíîé âî-
âëåêàåòñÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ îòáðàñûâàåòñÿ â ìåòîäå ïåðâè÷íîé àäàïòàöèè â ïðîöåññå
ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïîñëåäíåé. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, íàçûâà-
åìûé íàìè íåéðîàäàïòàöèåé. ×åì ýòî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è íåé-
ðîñåòåâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, ñ ó÷èòåëåì)? Ïðè ðåøåíèè ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ
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ñåòåé ïðèêëàäíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ñîáðàòü àïðèîðè äîñòàòî÷íûé è ïðåäñòàâèòåëüíûé
îáúåì îáó÷àþùèõ äàííûõ, êîòîðîãî íà ïðàêòèêå îáû÷íî íå õâàòàåò. Ïîýòîìó îïåðàòîð�
àíàëèòèê íåéðîñåòè, ðàñïîðÿæàÿñü òåì íàáîðîì äàííûõ, êîòîðûé ó íåãî åñòü (â íàøåì
ñëó÷àå èç ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ñèìóëÿòîðà), ìîæåò îáó÷àòü íåéðîñåòü íå âñåì èçáûòî÷íûì
âîçìîæíîñòÿì ðàçâèòèÿ, çàëîæåííûì â åå àðõèòåêòóðå, à ëèøü íåêîòîðûì ðåãóëÿðèçîâàí-
íûì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äàëüíåéøèé ïðîöåññ ñèìóëÿöèè îáó÷åííîé íåéðîñåòè íå âûéäåò èç
ôàçîâîé òðóáêè ðàçâèòèÿ ïðîöåññà.

Ýòîò ïðîöåññ, â ïðèíöèïå, íîñèò èòåðàòèâíûé õàðàêòåð. Åñëè íà ïîâåðêó (ïðÿìûì
÷èñëåííûì ñèìóëÿòîðîì) îêàæåòñÿ, ÷òî ïðîãíîçèðóåìîå ÷àñòè÷íî îáó÷åííîå âûõîäíîå
íåéðîñåòåâîå çíà÷åíèå (ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è) íåòî÷íî, òî íà íåì ïðîñòî ïðîèçâîäèò-
ñÿ äîîáó÷åíèå íåéðîñåòè. Ïîñêîëüêó âûøåîïèñàííûé ïðîöåññ ìàíèïóëèðîâàíèÿ ñ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèåé ïðîèñõîäèò â äîñòàòî÷íî ðàçâèòîé èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìå
(ìåæäó ïðèëîæåíèÿìè Windows), òî ìû ýòî íàçûâàåì ìîíèòîðèíãîì.

Ñðàâíèì äâà âèäà ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé � ïåðâè÷íóþ àäàïòàöèþ
áåç ïðèâëå÷åíèÿ íåéðîñåòåâîãî îáó÷åíèÿ âûõîäó íà ïðîãíîç è íåéðîñåòåâîå ìîäåëèðîâà-
íèå, îáó÷àþùèé ïðîöåññ êîòîðîãî ñâÿçàí ñ àäàïòàöèåé, à ñèìóëÿöèÿ � âûõîä íà ïðîãíîç.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàçíèöó ìåæäó íèìè íà ïðèìåðå ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.

4.1. Ïåðâè÷íàÿ àäàïòàöèÿ

Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ âåêòîð óïðàâëåíèé
→
pz = {pzjk} . Ýòî ìîãóò áûòü

çàáîéíûå äàâëåíèÿ ñêâàæèí, íóìåðóåìûõ èíäåêñîì j (ñ ó÷åòîì èõ âíóòðè êóñòîâîé ñòðóê-
òóðû). k � âðåìåííîé ìàêðî èíäåêñ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è, â îäíîì âðåìåííîì øàãå êî-
òîðîé (ìàêðî ìîìåíòå) ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ ìíîãî ðàñ÷åòíûõ âðåìåííûõ øàãîâ ïðÿìîé
çàäà÷è.

Ðàñïîðÿäèìñÿ óïðàâëåíèåì
→
pz , æåëàÿ ìàêñèìàëüíî ïðèáëèçèòüñÿ ðàñ÷åòíûìè çíà÷å-

íèÿìè ê çàäàâàåìîìó â òå æå âðåìåííûå ìàêðîìîìåíòû âåêòîðó äîáû÷è ãàçà
→
Q = {Qik} .

Çäåñü i � íîìåðà íàêîïèòåëåé âêëþ÷àþùèõ êóñòû ñêâàæèí èëè èõ ÷àñòè (îòäåëüíûå
ñêâàæèíû). Ôèçè÷åñêîé îñíîâîé ïåðâè÷íîé àäàïòàöèè ÿâëÿåòñÿ òàê íàçàâàåìûé ìåòîä
èíêðåìåíòíûõ ìíîæèòåëåé γji (êîòîðûå ñëàáî çàâèñÿò îò âðåìåííûõ ìàêðîìîìåíòîâ è
îïðåäåëÿþòñÿ óæå âíà÷àëå ïðîöåññà àäàïòàöèè), ò.å.

δ (pzjk) =
∑
i

γjiδ (Qik) . (4.1)

Ýòî ïîçâîëÿåò (áûòü ìîæåò, èòåðàöèîííî ïîâòîðÿÿ ðàñ÷åò ñèìóëÿòîðîì ìàêðî èíòåð-
âàëà [(k − 1), k]) ïîäáèðàòü òàêîå óïðàâëåíèå âåêòîðîì çàáîéíûõ äàâëåíèé

pzS+1
jk = pzSjk + δ

(
pzSjk

)
(4.2)

ïî èçâåñòíîìó ðàññîãëàñîâàíèþ äîáû÷

δ
(
QS
ik

)
= QS

ik −Qik, (4.3)

÷òîáû ïðèåìëåìî ìèíèìèçèðîâàòü ýòî ðàññîãëàñîâàíèå âíóòðè ôàçîâîé òðóáêè ðåøåíèé
ïåðâè÷íîé àäàïòàöèè. Çäåñü S � íîìåð íåñêîëüêèõ ïðîèçâîäèìûõ èòåðàöèé. Ðàçóìååò-
ñÿ, ðàçìåð âðåìåííîãî ìàêðî èíòåðâàëà (âíóòðè êîòîðîãî âåñü ïðîöåññ ðàñùåïëÿåòñÿ íà
êâàçèíåçàâèñèìûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû) çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.
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5. Íåéðîñåòåâîå àäàïòèâíîå îáó÷åíèå è ñèìóëÿöèîííûé ïðîãíîç

Ïóñòü k̄ = max k � ìàêñèìàëüíûé âðåìåííîé ìàêðî ìîìåíò. ×èñëî èòåðàöèé, çà
êîòîðîå íå äîñòèãíóòî òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ìàêðî ìîìåíò k , òàê æå êàê è ñàìî ýòî ðå-
øåíèå, ïóñòü äàæå ñèëüíî ðàñøàòûâàþùåå äèàìåòð ôàçîâîé òðóáêè ðåøåíèé ïåðâè÷íîé
àäàïòàöèè, áóäåì îòïóñêàòü â ñâîáîäíîì ðåæèìå, íå ìåíÿÿ âåêòîð óïðàâëåíèé

→
pz îò ìàê-

ðî ìîìåíòà k äî k̄ . Òàêèì ñïîñîáîì ñîçäàåòñÿ íåéðîñåòåâàÿ áàçà äàííûõ îáó÷àþùèõ (ñ

ó÷èòåëåì
→
pz è âõîäíûì ñëîåì

→
Q ) ïðåöåäåíòîâ ðåøåíèÿ ñèìóëÿòîðíî�îáðàòíîé çàäà÷è,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîñåòè ñòàòè÷åñêîé àðõèòåêòóðû ñ
ïðÿìûì ðàñïðîñòðàíåíèåì ñèãíàëà è îáðàòíûì ðàñïðîñòðàíåíèåì îøèáêè.

Ðàçóìååòñÿ, îáó÷àþùàÿ íåéðîñåòåâàÿ áàçà äàííûõ ìîæåò áûòü íå ñâÿçàíà ñ ïåðâè÷-
íîé àäàïòàöèåé è âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå âàðèàöèé ïðÿìûõ ðàñ÷åòîâ âáëèçè
ïðåäïîëàãàåìîé ôàçîâîé òðóáêè ðåøåíèé çàäà÷è.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëèëà ñîçäàòü ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ èñòîðèè ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé è àäàïòàöèè èõ ôèëüòðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ,
ïîêàçàâøèå ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü â ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷.
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Àííîòàöèÿ. Ñ öåëüþ ïðèëîæåíèé â òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé äîêàçàíû G -
èíâàðèàíòíàÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ îïåðàòîðàõ è òåîðåìà î ðåäóêöèè ïî ÷èñëó óðàâíåíèé âàðè-
àöèîííûõ óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ è óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ â êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ
äëÿ áèôóðêàöèîííûõ çàäà÷ ñî ñïåêòðîì Øìèäòà â ëèíåàðèçàöèè. Âñþäó íèæå èñïîëüçîâàíà
òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ðàáîò [1]-[4].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàöèîíàðíûå áèôóðêàöèîííûå çàäà÷è, ñïåêòð Ý. Øìèäòà, ãðóïïîâàÿ
ñèììåòðèÿ, G -èíâàðèàíòíàÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ îïåðàòîðàõ, óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ â êîð-
íåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ âàðèàöèîííîãî òèïà.

1. Ââåäåíèå

Â öèêëå ðàáîò íà÷àëà XX âåêà ïî ëèíåéíûì è íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèÿì [5] Ý. Øìèäò ââåë ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk îïåðàòîðà B : H → H , ó÷èòûâàÿ
èõ êðàòíîñòè, è ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû {uk}∞1 , {vk}∞1 , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì
Buk = λkvk, B

∗vk = λkuk . Ýòî ïîçâîëèëî îáîáùèòü òåîðèþ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà íà íåñèì-
ìåòðè÷íûå âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû â àáñòðàêòíîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H [6]�[8]. Íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ Øìèä-
òà îòìå÷åíû â [9]�[10], â [11] äàíî ðàçâèòèå ìåòîäà ëîæíûõ âîçìóùåíèé ê ñïåêòðàëüíûì
çàäà÷àì Ý.Øìèäòà, à â [12] äîêàçàíà ôðåäãîëüìîâîñòü çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ êîëåáàíèÿõ ðåçîíàòîðîâ áåç ïîòåðü [13], ÿâëÿþùåéñÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé
Ý.Øìèäòà.

Îòìå÷åííûå âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ñòàâÿò çàäà÷ó î âåòâëåíèè è óñòîé÷èâîñòè ðàç-
âåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé áèôóðêàöèîííûõ çàäà÷, â ëèíåàðèçàöèè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ
îáîáùåííûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è ïî Ý.Øìèäòó. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå íàøèõ ðåçóëüòàòîâ [14]�[16] íà ñòàöèîíàðíûå áèôóðêàöèîííûå çàäà÷è ñî
ñïåêòðîì Øìèäòà â ëèíåàðèçàöèè â óñëîâèÿõ ãðóïïîâîé ñèììåòðèè. Ýòî òåîðåìû î íà-
ñëåäîâàíèè ãðóïïîâîé ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè ðàçâåòâëåíèÿ (ÓÐ) è
óðàâíåíèÿìè ðàçâåòâëåíèÿ â êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ (ÓÐÊ) ñî ñëåäñòâèÿìè : 1. G -
èíâàðèàíòíîé òåîðåìîé î íåÿâíûõ îïåðàòîðàõ; 2. òåîðåìîé î ðåäóêöèè âàðèàöèîííûõ ÓÐ
è ÓÐÊ äëÿ íåèíâàðèàíòíûõ ÿäåð (ïîäïðîñòðàíñòâ íóëåé) îïåðàòîðîâ. Àâòîðû ïðåäïîëà-
ãàþò ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê óêàçàííûì âûøå çàäà÷àì òåîðèè ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ êîëåáàíèé ïðè íàëè÷èè ãðóïïîâîé ñèììåòðèè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ïðîåêòîì ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èí-
íîâàöèîííîé Ðîññèè"ÃÊ Ï1122 è ÀÂÖÏ "Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêî-
ëû"2.1.1/11180 Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ.

1Ïðîôåññîð Óëüÿíîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Óëüÿíîâñê; loginov@ulstu.ru.
2Äîöåíò Óëüÿíîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Óëüÿíîâñê; i.konopleva@ulstu.ru.
3Àññèñòåíò Óëüÿíîâñêîãî âûñøåãî àâèàöèîííîãî ó÷èëèùà ãðàæäàíñêîé àâèàöèè, ã. Óëüÿíîâñê;

i.konopleva@ulstu.ru.
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2. Ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è òåîðèè âåòâëåíèÿ

Ñëó÷àé íåèíâàðèàíòíîãî ÿäðà ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà âîçíèêàåò â çàäà÷àõ î
íåñèììåòðè÷íûõ ëîêàëèçîâàííûõ âîëíîâûõ ñòðóêòóðàõ â ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêî-
ñòè [17]�[18], ãäå äîêàçàíî, ÷òî â âàðèàöèîííîì ñëó÷àå ñ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëü-
íî íåêîìïàêòíûõ ãðóïï ñèììåòðèé ôóíêöèîíàëîì óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ Ëÿïóíîâà-
Øìèäòà äåéñòâèåì ãðóïïû ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàíî ê ñèñòåìå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.
Òåîðåìû î íàñëåäîâàíèè ÓÐ è ÓÐÊ ãðóïïîâîé ñèììåòðèè îáùåé çàäà÷è ñòàöèîíàðíîãî
âåòâëåíèÿ â óñëîâèÿõ åå ãðóïïîâîé ñèììåòðèè

F (x, ε) = 0, F (x0, 0) = 0, KgF (x, ε) = F (Lgx, ε) (2.1)

(E1 è E2 -áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, Lg(Kg) � ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G â E1(E2) ) äîêàçàíû
â [14]�[15] äëÿ íåâàðèàöèîííûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îíè ïîçâîëèëè äîêàçàòü òåîðåìû
î ðåäóêöèè âàðèàöèîííûõ ÓÐ è ÓÐÊ, äâèæóùèõñÿ ïî îðáèòå òî÷êè âåòâëåíèÿ x0 ïîä
äåéñòâèåì íàñëåäóåìîé ãðóïïû ñèììåòðèè, à òàêæå G -èíâàðèàíòíóþ òåîðåìó î íåÿâíûõ
îïåðàòîðàõ [16].

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (2.1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè âåòâëåíèÿ
(x0, 0) äîïóñêàåò ëèíåàðèçàöèþ

Bx0(x− x0) = Bx0(ε)(x− x0) + Cx0(ε) + ρ(x0, x− x0, ε) ≡
≡ Bx0(ε)(x− x0) +R(x0, x− x0, ε), ρ(x0, 0, ε) ≡ 0,

(2.2)

ãäå Bx0 - ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð ñ ïëîòíîé â E1 îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ DBx0
⊂

DBx0 (ε)
, N(Bx0) = span{φi}n1 , φi = φi(x0) - ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåé îïåðàòîðà Bx0 ,

N∗(Bx0) = span{ψi}n1 , ψi = ψi(x0) - ïîäïðîñòðàíñòâî äåôåêòíûõ ôóíêöèîíàëîâ, {γi}n1 , γi =
γi(x0) ∈ E∗1 , {zi}n1 , zi = zi(x0) - ñîîòâåòñòâóþùèå áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ⟨φi, γj⟩ =
δij, ⟨zi, ψj⟩ = δij;Bx0(ε) äîñòàòî÷íî ãëàäêèé ïî ε ëèíåéíûé îïåðàòîð; íåëèíåéíûé îïå-
ðàòîð ρ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì ïî ïåðåìåííûì x0, x− x0 è íåïðåðûâåí ïî ε .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. [19]�[21]. Ýëåìåíòû φ
(s)
k , s = 1, pk, k = 1, n îáðàçó-

þò ïîëíûé êàíîíè÷åñêèé îáîáùåííûé æîðäàíîâ íàáîð (ÎÆÍ ≡ B(ε)−ÆÍ) îïåðàòîð-
ôóíêöèè B −B(ε) : E1 → E2 , åñëè

Bφ
(s)
k =

s−1∑
j=1

Bjφ
(s−j)
k , B(ε) = B1ε+B2ε

2 + . . . , ⟨φ(s)
k , γl⟩ = 0, s = 2, pk,

Dp = det
pk∑
j=1

⟨Bjφ
(pk+1−j)
k , ψ

(1)
l ⟩ ̸= 0, φk = φ

(1)
k , ψl = ψ

(1)
l , k, l = 1, n.

(2.3)

Ýòîò íàáîð áèêàíîíè÷åñêèé, åñëè ÎÆÍ ñîïðÿæåííîé îïåðàòîð-ôóíêöèè B∗ − B∗(ε) è
ýëåìåíòîâ {ψl}n1 òàêæå êàíîíè÷åñêèé, è òðè-êàíîíè÷åñêèé, åñëè êðîìå òîãî

⟨φ(j)
i , γ

(l)
k ⟩ = δikδjl, γ

(l)
k =

pk+1−l∑
s=1

B∗sψ
(pk+2−l−s)
k , ⟨z(j)i , ψ

(l)
k ⟩ = δikδjl,

z
(j)
i =

pk+1−j∑
s=1

Bsφ
(pi+2−j−s)
i , φ

(s)
i = φ

(s)
i (x0),

Φ = Φ(x0) = (φ
(1)
1 , . . . , φ

(p1)
1 , . . . , φ

(1)
n , . . . , φ

(pn)
n ),

(2.4)

âåêòîðû γ = γ(x0),Ψ = Ψ(x0) è Z = Z(x0) îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äëÿ ëèíåéíîé
îïåðàòîð-ôóíêöèè B − εB1 ÎÆÍ âñåãäà ìîæåò áûòü âûáðàí òðè-êàíîíè÷åñêèì. K =
p1 + ...+ pk - êîðíåâîå ÷èñëî.
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Ë å ì ì à 2.1. Åñëè äëÿ ôðåäãîëüìîâîé îïåðàòîð-ôóíêöèè Bx0−Bx0(ε) ñóùåñòâó-
åò ïîëíûé òðè-êàíîíè÷åñêèé ÎÆÍ, òî îïðåäåëåíû ïðîåêòîðû

Px0 =
n∑
i=1

pi∑
j=1

⟨·, γ(j)i (x0)⟩φ(j)
i (x0) = ⟨·, γ⟩Φ : E1 → EK

1 = K(Bx0 , Bx0(ε)) = span{φ(j)
i (x0)},

Qx0 =
n∑
i=1

pi∑
j=1

⟨·, ψ(j)
i (x0)⟩z(j)i (x0) = ⟨·,Ψ⟩Z : E2 → E2,K = span{z(j)i (x0)},

(2.5)
ïîðîæäàþùèå ðàçëîæåíèÿ E1 è E2 â ïðÿìûå ñóììû, îòâå÷àþùèå òî÷êå x0

E1 = EK
1 (x0)

·
+ E∞−K1 (x0), E2 = E2,K(x0)

·
+ E2,∞−K(x0). (2.6)

Îïåðàòîð B0 = Bx0 ñïëåòàåòñÿ ïðîåêòîðàìè Px0 è Qx0 :

Bx0Pu = QBx0u íà DBx0
, Bx0Φ = A0Z, B∗x0Ψ = A0γ, A0 = diag(A1, . . . , An), (2.7)

ãäå Ai − (pi × pi) - ìàòðèöû ñ åäèíèöàìè âäîëü ïîáî÷íîé ïîääèàãîíàëè è íóëÿìè âíå åå
è B0 : DB0

∩
E∞−K1 (x0)→ E2,∞−K(x0) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Äëÿ ëèíåéíîé ïî ε îïåðàòîð-ôóíêöèè B0 − εB1 òðè-
êàíîíè÷åñêèé ÎÆÍ ñóùåñòâóåò è ñâîéñòâà (2.7) äîïîëíåíû ñëåäóþùèìè

B1P = QB1 íà DB1 , B1Φ = A1Z, B∗1Ψ = A1γ (2.8)

ãäå A1 = diag(A1, . . . , An) � êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, Ai − (pi × pi) - ìàòðè-
öû c åäèíèöàìè âäîëü ïîáî÷íîé äèàãîíàëè è íóëÿìè âíå åå. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû
B0 è B1 äåéñòâóþò â èíâàðèàíòíûõ ïàðàõ ïîäïðîñòðàíñòâ EK

1 , E2,K è E∞−K1 , E2,∞−K ,
îòâå÷àþùèõ òî÷êå x0, è B0 : DB0

∩
E∞−K1 → E2,∞−K , B1 : EK

1 → E2,K ÿâëÿþòñÿ èçî-
ìîðôèçìàìè.

Ò å î ð å ì à 2.1. [15]. Ïðè ñóùåñòâîâàíèè ïîëíîãî òðè-êàíîíè÷åñêîãî ÎÆÍ çà-
äà÷à îïðåäåëåíèÿ ìàëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.2) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ýêâèâàëåíòíà
ðàçûñêàíèþ ìàëûõ ðåøåíèé ÓÐÊ À. Ëÿïóíîâà (2.9) è Ý. Øìèäòà (2.10).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (2.6) ïîëàãàÿ x = u+v, v = v(x0, ξ) =
∑
ξikφ

(k)
i (x0) =

ξ · Φ ∈ EK
1 (x0), u = u(x0) ∈ E∞−K1 (x0) , çàïèøåì óðàâíåíèå (2.2) â ïðîåêöèÿõ

(I −Qx0)Bx0u = (I −Qx0)Bx0(ε)(u+ v) + (I −Qx0)R(x0, v(x0, ξ) + u(x0), ε),
Qx0Bx0v = Qx0Bx0(ε)(u+ v) +Qx0R(x0, v(x0, ξ) + u(x0), ε).

Ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ îïåðàòîðàõ è ëåììå 2.1 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ u = u(x0) = u(x0, v(x0, ξ), ε). Åãî ïîäñòàíîâêà âî âòîðîå óðàâíåíèå äàåò ÓÐÊ
À. Ëÿïóíîâà

f(x0, v(x0, ξ), ε) = f(x0, v(x0, ξ) + u(x0, v(x0, ξ), ε)) ≡
≡ A0ξ − ⟨Bx0(ε)(v(x0, ξ) + u(x0, v(x0, ξ), ε))+
+R(x0, v(x0, ξ) + u(x0, v(x0, ξ), ε), ε),Ψ(x0)⟩ = 0

(2.9)

Ââåäåíèå ðåãóëÿðèçàòîðà Ý. Øìèäòà [1] Γx0 = Γ0 =
⌢

B
−1
x0
,
⌢

Bx0 = Bx0+
n∑
i=1

⟨·, γ(1)j (x0)⟩z(1)j (x0)

è ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ÎÆÖ îïåðàòîðîì Γ0 äàþò ÓÐÊ Ý.Øìèäòà

ts1(x0, v(x0, ξ), ε) ≡ −
n∑
j=1

ξj1⟨(I −Bx0(ε)Γ0)
−1Bx0(ε)φ

(1)
j (x0), ψ

(1)
s (x0)⟩−

−⟨(I −Bx0(ε)Γ0)
−1R(x0, w(x0, v(x0, ξ), ε) + u(x0, v(x0, ξ), ε), ε), ψ

(1)
s (x0)⟩ = 0,

tsσ(x0, v(x0, ξ), ε) ≡ ξsσ −
n∑
j=1

ξj1⟨(I −Bx0(ε)Γ0)
−1Bx0(ε)φ

(1)
j (x0), ψ

(ps+2−σ)
s (x0)⟩−

−⟨(I −Bx0(ε)Γ0)
−1R(x0, w(x0, v(x0, ξ) + u(x0, v(x0, ξ), ε), ε), ε), ψ

(ps+2−σ)
s (x0)⟩ = 0,

σ = 2, . . . , ps.

(2.10)
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü Bx0(ε) = εB1. Òîãäà ÓÐÊ Ý. Øìèäòà ïðèíèìàåò
âèä

ts1(x0, v(x0, ξ), ε) ≡

− εps

1− εps
ξs1 − ⟨(I − εB1Γ0)

−1R(x0, w(x0, v(x0, ξ), ε) + v(x0, ξ), ε), ψ
(1)
s (x0)⟩ = 0,

tsσ(x0, v(x0, ξ), ε) ≡

ξsσ −
εσ−1

1− εps
ξs1 − ⟨(I − εB1Γ0)

−1R(x0, w(x0, v(x0, ξ), ε) + v(x0, ξ), ε), ψ
(ps+2−σ)
s (x0)⟩ = 0,

σ = 2, ps.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð F äîïóñêàåò ãðóïïó G , ò.å. ñóùåñòâóþò åå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ Lg â E1 è Kg â E2 , ñïëåòàþùèå îïåðàòîð F

KgF (x, ε) = F (Lgx, ε) (2.11)

Ïðè ýòîì òî÷êà âåòâëåíèÿ (x0, 0) äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè Lgx0 ýëåìåíòà x0 è äëÿ ëè-
íåàðèçàöèè (2.2) óðàâíåíèÿ (2.1) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ [14]

KgBx0 = BLgx0Lg è KgBx0(ε) = BLgx0(ε)Lg,
KgR(x0, x− x0, ε) = F (Lgx, ε)− F (Lgx0, ε)−

−(BLgx0 −BLgx0(ε))Lg(x− x0) = R(Lgx0, Lg(x− x0), ε),
φi(Lgx0) = Lgφi(x0), γj(Lg) = L∗g

−1γi(x0), i, j = 1, n,

(2.12)

ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð Bx0 îáëàäàåò ñèììåòðèåé òîëüêî îòíîñèòåëüíî
ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû òî÷êè x0 . Äëÿ îáëàñòåé çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ Bx0 è Bx0(ε) âû-
ïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ R(Bx0) = R(KgBx0L

−1
g ) = KgR(Bx0). Òîãäà äëÿ ÿäðà ñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà B∗x0 èìååì

N∗(Bx0) = span{ψ1(x0), . . . , ψn(x0)} =⇒
N∗(BLgx0) = span{K∗g−1ψ1(x0), . . . , K

∗
g
−1ψn(x0)}, zj(Lgx0) = Kgzj(x0), j = 1, n

(2.13)

è ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åíûõ ïî âîçðàñòàíèþ äëèí öåïî÷åê ÎÆÍ ïðå-
îáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì

φ
(s)
k (Lgx0) = Lgφ

(s)
k (x0);ψ

(s)
k (Lgx0) = K∗g

−1ψ
(s)
k (x0); z

(s)
k (Lgx0) = Kgz

(s)
k (x0). (2.14)

Â òî æå âðåìÿ îáîáùåííûå æîðäàíîâû íàáîðû â òî÷êàõ îðáèòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
áèîðòîãîíàëüíîñòè (2.4). Èç (2.12)�(2.14) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå

Ë å ì ì à 2.2. Ïðè ñóùåñòâîâàíèè òðè-êàíîíè÷åñêîãî ÎÆÍ ïðîåêòîðû (2.5) óäî-
âëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì ñïëåòåíèÿ

PLgx0 = LgPx0L
−1
g èëè LgPx0 = PLgx0Lg,

QLgx0 = KgQx0K
−1
g èëè KgQx0 = QKgx0Kg

(2.15)

è ïîðîæäàþò ðàçëîæåíèÿ (2.6) ïðîñòðàíñòâ E1 è E2 â ïðÿìûå ñóììû. Áàçèñû â ïîä-
ïðîñòðàíñòâàõ íóëåé N(Bx0) è äåôåêòíûõ ôóíêöèîíàëîâ N∗(Bx0) è ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ EK

1 (x0) è E2,K(x0) ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîë-
íÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

E1 = EK
1 (Lgx0)

·
+ E∞−K1 (Lgx0), E

K
1 (Lgx0) = LgE

K
1 (x0),

E∞−K1 (Lgx0) = LgE
∞−K
1 (x0), E2 = E2,K(Lgx0)

·
+ E2,∞−K(Lgx0),

E2,K(Lgx0) = KgE2,K(x0), E2,∞−K(Lgx0) = KgE2,∞−K(x0).

(2.16)
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Ò å î ð å ì à 2.2. [15]. Ïðè ñóùåñòâîâàíèè òðè-êàíîíè÷åñêîãî ÎÆÍ ÓÐÊ À. Ëÿ-
ïóíîâà (2.9) è Ý. Øìèäòà (2.10) íàñëåäóþò ãðóïïîâóþ ñèììåòðèþ óðàâíåíèÿ (2.2)

f(Lgx0, Lgv(x0, ξ), ε) = f(Lgx0, v(Lgx0, ξ), ε) = Kgf(x0, v(x0, ξ), ε) (2.17)

t(Lgx0, Lgv(x0, ξ), ε) = t(Lgx0, v(Lgx0, ξ), ε) = Lgt(x0, v(x0, ξ), ε) (2.18)

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î íàñëåäîâàíèè ñèììåòðèè
ÓÐÊ Ý. Øìèäòà ïðåäïîëàãàåì [2] âûïîëíåííûì óñëîâèå I: ïîäïðîñòðàíñòâî E∞−n1 (x0)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ Lg , à ïîäïðîñòðàíñòâî E2,n(x0) èíâàðè-

àíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ Kg â ïðÿìûõ ñóììàõ E1 = En
1 (x0)

·
+ E∞−n1 (x0), E2 =

E2,n(x0)
·
+E2,∞−n(x0) . Òîãäà Γ(x0)Kg = LgΓ(x0) è ïðåäñòàâëåíèÿ Kg è Lg ýêâèâàëåíòíû.

Ïðè íàëè÷èè íåïðåðûâíîé ãðóïïîâîé ñèììåòðèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãðóïïà Ëè Gl = Gl(a), a = (a1, . . . , al) � åå ñóùåñòâåííûå ïàðà-
ìåòðû, ïðåäïîëàãàåòñÿ l -ìåðíûì äèôôåðåíöèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèÿì [17]�[18]: Ïóñòü c1) ïðåäñòàâëåíèå a 7→ Lg(a)x0 , äåéñòâóþùåå èç îêðåñòíî-
ñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà Gl(a) â ïðîñòðàíñòâî E1 ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 , òàê ÷òî
Xx0 ∈ E1 äëÿ âñåõ ïðîèçâîäÿùèõ îïåðàòîðîâ Xx = lim

t→0
t−1
[
Lg(a(t))x− x

]
â êàñàòåëüíîì

ê Lg(a) ìíîãîîáðàçèè T lg(a) ; c2) ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà ýëåìåíòà x0 ∈ E1 îïðåäåëÿåò

ïðåäñòàâëåíèå L(Gs) ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè Gs ⊂ Gl, s < l, ñ s -ìåðíîé ïîäàëãåáðîé
T sg(a) ïðîèçâîäÿùèõ îïåðàòîðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîé áèôóðêàöèè ýëå-

ìåíòû Xkx0, Xk ∈ T lg(a) îáðàçóþò â ïîäïðîñòðàíñòâå íóëåé ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà

κ = (l− s) -ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è áàçèñû â íåì è â àëãåáðå T lg(a) ìîæíî óïîðÿäî÷èòü
òàê, ÷òî Xkx0 = φk, 1 ≤ k ≤ κ,Xjx0 = 0 äëÿ j ≥ κ+ 1 .

Ò å î ð å ì à 2.3. [16]. Ïóñòü çàäà÷å ñòàöèîíàðíîãî âåòâëåíèÿ (2.1) ñ ñèììåò-
ðèåé íåïðåðûâíîé ãðóïïû îòâå÷àåò ïîëíûé òðè-êàíîíè÷åñêèé ÎÆÍ îïåðàòîð-ôóíêöèè
Bx0 −Bx0(ε) , ïðè÷åì â óñëîâèè c2) κ = n è Gs, s < l , ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì
Gl ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èäåàëîì T sg(a) ïðîèçâîäÿùèõ îïåðàòîðîâ. Òîãäà ïðè ñäåëàííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ î ãëàäêîñòè äåéñòâèÿ íåïðåðûâíîé ãðóïïû Gl ñóùåñòâóåò íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ v(x0, ξ, ε) = v(x0, ξ) + u(x0, v(x0, ξ), ε) : T

n
g(a)x0× (−δ, δ)→ E1 , èíâàðèàíòíàÿ

îòíîñèòåëüíî ôàêòîð-ãðóïïû Gκ = Gn = Gl/Gs íà T ng(a)x0 , òàêàÿ, ÷òî

F (x0 + v(x0, ξ, ε)) = 0 ïðè v(x0, ξ) ∈ T ng(a)x0, |ε| < δ (2.19)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ñïëåòåíèÿ (2.15), (2.16) ïðîåêòîðîâ
Px0 è Qx0 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì B0 = Bx0 : DB0 ∩ E∞−K1 (x0) → E2,∞−K ,
ñïëåòàåìûé ïðîåêòîðàìè Px0 è Qx0 , ò. å. B0Px0x = Qx0B0x, x ∈ DB0 è BLgx0PLgx0x =
QLgx0BLgx0x, x ∈ LgDBx0

. ßêîáèàí ÓÐÊ (2.9) è (2.10) ïî ξjs, s = 1, pj, j = 1, n îòëè÷åí
îò íóëÿ ïðè ε ̸= 0 è òåîðåìà î íàñëåäîâàíèè ÓÐÊ ãðóïïîâîé ñèììåòðèè äàåò íàì G -
èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ (2.19).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Òåîðåìà 2.3 ñïðàâåäëèâà äëÿ ïîëóïðîñòûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ,
ò.å. ïðè îòñóòñòâèè îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê. Ïðè ýòîì â òåîðåìå è åå äîêà-
çàòåëüñòâå ðå÷ü èäåò îá ÓÐ.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. ÓÐÊ (2.9) (ñîîòâ. (2.10)) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïî-
òåíöèàëüíîãî òèïà, åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; 0) äëÿ âåêòîðà f(y, v(y, ξ), ε) =
(f11, . . . , f1p1 , . . . , fn1, . . . , fnpn) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(y, v(y, ξ), ε) = d · gradyU(y, ξ, ε), (2.20)

ãäå d îáðàòèìûé îïåðàòîð. Òîãäà ôóíêöèîíàë U(y, ξ, ε) � ïîòåíöèàë ÓÐÊ (2.9) (ñî-
îòâ. (2.10)), à îïåðàòîð f (ñîîòâ. t ) � ïñåâäîãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà U .

Äàëåå â ï. 2 ïðåäïîëàãàeòñÿ óñëîâèå
c3) ïëîòíûå âëîæåíèÿ E1 ⊂ E2 ⊂ H â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ñ îöåíêàìè

∥u∥H ≤ α2∥u∥E2 ≤ α1∥u∥E1 , ïðè÷åì îòîáðàæåíèå X : E1 → H îãðàíè÷åíî â L(E1, H)
òîïîëîãèè.

Ò å î ð å ì à 2.4. Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíèÿõ c1) � c3) ÓÐÊ (2.9) (ñîîòâ. (2.10)) �
ïîòåíöèàëüíîãî òèïà. Ïîòåíöèàë èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ Lg(a) òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

L∗gd
−1Kg = d−1 (L∗gd

−1 = d−1Lg) (2.21)

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. [22], [4]. Ïóñòü òî÷êå âåòâëåíèÿ (x0; 0) îòâå÷àåò èíâà-
ðèàíòíîå ÿäðî G -èíâàðèàíòíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) è ñîîòâåòñòâóþùåå ÓÐÊ À. Ëÿïó-
íîâà(2.9) (Ý. Øìèäòà (2.10)) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïîòåíöèàëüíîãî òèïà ñ íåêîòî-
ðîé îáðàòèìîé ìàòðèöåé d . Ïîòåíöèàë U(ξ, ε) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåäñòàâëå-
íèÿ Ag(a) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A′g(a)d−1Bg(a) = d−1 äëÿ ÓÐÊ À.Ì. Ëÿïóíîâà

è A′g(a)d−1Ag(a) = d−1 äëÿ Ý. Øìèäòà. Çäåñü Ag(a) è Bg(a) ñîîòâåòñòâåííî áëî÷íî-
äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû äåéñòâèÿ ïðåäñòàâëåíèé Lg(a) è Kg(a) â èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâàõ EK

1 E2,K è, òåì ñàìûì, â K -ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ EK

1 E2,K ïî ñîîòâåòñòâóþùèì áàçèñàì.

Ë å ì ì à 2.3. Ïcåâäîãðàäèåíò f (ñîîòâ. t ) èíâàðèàíòíîãî ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåò-
ñÿ (Lg, Kg) � (ñîîòâ. (Lg, Lg) -) ýêâèâàðèàíòîì â ñìûñëå (2.11). Äëÿ âñåõ X ∈ T lg(a) â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè (x0; 0) ñïðàâåäëèâî êîñèììåòðè÷åñêîå òîæ-
äåñòâî

⟨d−1f(y, v(y, ξ), ε), X(y + v(y, ξ) + u(y, v(y, ξ), ε)⟩H = 0,
(⟨d−1t(y, v(y, ξ), ε), X(y + v(y, ξ) + u(y, v(y, ξ), ε)⟩H = 0)

(2.22)

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Äëÿ ñëó÷àÿ èíâàðèàíòíîãî ÿäðà ÓÐÊ ïîòåíöèàëüíîãî òè-
ïà (2.9) è (2.10) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâåííî êîñèììåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó,

⟨d−1f(ξ, ε), Xjξ⟩ΞK = 0 è ⟨d−1t(ξ, ε), Xjξ⟩ΞK = 0 (2.23)

ãäå Xj, 1, l � èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ Ag â K -ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå êîýôôèöèåíòîâ ξ = (ξ11, . . . , ξ1p1 , . . . , ξn1, . . . , ξnpn) ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëå-

ìåíòà Φ ∈ K(Bx0 , Bx0(ε)) ïî áàçèñó (φ
(1)
1 , . . . , φ

(p1)
1 , . . . , φ

(1)
n , . . . , φ

(pn)
n ) .

Ñëåäóÿ [17], [18], [14], [15], ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåäóêöèè ÓÐÊ ïîòåíöèàëü-
íîãî òèïà â óñëîâèÿõ ãðóïïïîâîé ñèììåòðèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (2.1).

Ò å î ð å ì à 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ c1) � c3) , ÓÐÊ (2.9) (ñîîòâ. (2.10)) �
ïîòåíöèàëüíîãî òèïà, åãî ïîòåíöèàë ïðèíàäëåæèò êëàññó C2 â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè âåòâëåíèÿ (x0; 0) è ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåäñòàâëåíèÿ Lg ãðóïïû Gl(a) ,
s -ðàçìåðíîñòü ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû ýëåìåíòà x0 , ïðè÷åì κ = l − s > 0 . Òîãäà
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1. åñëè κ = n , òî äëÿ âñåõ (ξ(ε), ε) èëè (v(x0, ξ(ε), ε)) èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ â RK+1 ÓÐÊ (2.9) (ñîîòâ. (2.10)) âûïîëíåíî òîæäåñòâåííî, ò.å. âîçíèêàåò
ñèòóàöèÿ G -èíâàðèàíòíîé òåîðåìû 2.3 î íåÿâíûõ îïåðàòîðàõ;

2. åñëè κ < n è n ≥ 2 , òî èìååò ìåñòî ÷àñòè÷íàÿ ðåäóêöèÿ ÓÐÊ: â ïðèíÿòîì â
óñëîâèè c2) ñîãëàøåíèè î íóìåðàöèè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ â EK

1 ïåðâûå Kκ = p1 +
. . .+ pκ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îñòàëüíûõ pκ+1 + . . .+ pn .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïðèíÿòîé íóìåðàöèè (2.20) ýëåìåíòîâ EK
1 ñîãëàñíî

êîñèììåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó (2.23) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â Rk+1 èìååì

0 = ⟨df(x0, v(x0, ξ), ε), Xk[x0 + v(x0, ξ) + u(x0, v(x0, ξ), ε)]⟩H =

=
n∑
j=1

ps∑
s=1

{fjs(x0, v(x0, ξ), ε)[⟨dz(s)j , φ
(1)
k ⟩H + ⟨dz(s)j , Xk(v(x0, ξ) + u(x0, v(x0, ξ, ε)⟩H ]

ãäå k = 1, κ , ïðè÷åì ðàíã K ×Kκ � ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâåí Kκ , à ìàòðèöû[
⟨dz(s)j , φ

(1)
k ⟩H

]
(
[
⟨dφ(σ)

j , φ
(1)
k ⟩H

]
) ðàâåí κ â ñîîòâåòñòâèè ñ âèäîì ÓÐÊ (2.9) (ñîîòâ. (2.10)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü òî÷êå âåòâëåíèÿ (x0, 0) G -èíâàðèàíòíîãî îòíîñè-
òåëüíî íåïðåðûâíîé ãðóïïû ñ óñëîâèÿìè c1) - c3) óðàâíåíèÿ (2.1) îòâå÷àåò èíâàðèàíò-
íîå ÿäðî è ëèíåàðèçàöèÿ Bx0 − Bx0(ε) èìååò òðè-êàíîíè÷åñêèé ÎÆÍ. Òîãäà ðåäóêöèÿ
ÓÐÊ À. Ëÿïóíîâà èëè Ý. Øìèäòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïîëíûì æîðäàíîâûì öåïî÷êàì
ñ ïîìîùüþ ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíî-íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ãðóïïû
G .

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2. 10 . Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòà-
ìè ðàáîòû [22] â ñëó÷àå ÎÆÍ ëèíåéíîé ïî ε ëèíåàðèçàöèè B − εB1 , äëÿ êîòîðîé
ÎÆÍ âñåãäà ìîæåò áûòü âûáðàí òðè-êàíîíè÷åñêèì. 20. Äëÿ ÓÐ ñ ñèììåòðèÿìè
SO(2), O(2), SH(2), H(2) èíâàðèàíòíàÿ ðåäóêöèÿ âûïîëíåíà â [23].

3. Ñòàöèîíàðíûå áèôóðêàöèîííûå çàäà÷è ñî ñïåêòðîì Øìèäòà â
ëèíåàðèçàöèè

Â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E1 è E2 â ïðåäïîëîæåíèè c3) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé

F1(x, y, λ) = 0, F2(x, y, λ) = 0, Fk(x0, y0, λ) ≡ 0, k = 1, 2; λ = λ0 + ε;
F1
′
x(x0, y0, λ) = B0 +B(ε),−F1

′
y(x0, y0, λ) = A0 + A(ε),

−F2
′
x(x0, y0, λ) = A∗0 + A∗(ε), F2

′
y(x0, y0, λ) = B∗0 +B∗(ε),

(3.1)

ãäå A0 è B0 ïëîòíî çàäàííûå (DA = E1, DA = DA(ε) ⊃ DA0 , DB = E1, DB = DB(ε) ⊃ DB0)
çàìêíóòûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ìû íå îãîâàðèâàåì â êàæäîì ñëó÷àå óñëîâèå ïîä÷èíåí-
íîñòè ïëîòíî çàäàííûõ ôðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ, ïðèíÿòûå íàïðèìåð â [15]. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ òàêæå, ÷òî îïåðàòîðû A0 è B0 íå èìåþò îáùèõ íóëåé, ÷òîáû íå ââîäèòü ñëîæíóþ
òåõíèêó ¾íåçàêàí÷èâàþùèõñÿ¿ ÎÆÖ [24].
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Â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà (3.1) äîïóñêàåò ëîêàëüíóþ çàïèñü

B0X − λ0A0Y = A(ε)Y −B(ε)X +R1(x0, y0, X, Y, ε),
B∗0Y − λ0A∗0X = A∗(ε)X −B∗(ε)Y +R2(x0, y0, X, Y, ε),
X = x− x0, Y = y − y0,

(3.2)

ãäå Rj(x0, y0, 0, 0, ε) ≡ 0, j = 1, 2, Rj
′
X(x0, y0, 0, 0, ε) ≡ 0, Rj

′
Y (x0, y0, 0, 0, ε) ≡ 0 . Ïóñòü n -

êðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Øìèäòà λ0 ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâîé òî÷êîé ñïåêòðà ìàò-

ðè÷íîãî îïåðàòîðà (B − λ0A) =

(
−λ0A∗0 B∗0
B0 −λ0A0

)
â ïðÿìîé ñóììå H ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâ H , Φ
(1)
k = (u

(1)
k , v

(1)
k )T è Ψ

(1)
k = (ũ

(1)
k , ṽ

(1)
k )T , k = 1, ..., n, � ñîáñòâåííûå ýëåìåí-

òû ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé

(B∗ − λ0A∗)Ψ(1)
k =

(
−λ0A0 B∗0
B0 −λ0A∗0

)(
ũ
(1)
k

ṽ
(1)
k

)
= 0

çàäà÷. Ïîëàãàÿ A(ε) =

(
A∗(ε) −B∗(ε)
−B(ε) A(ε)

)
, çàïèøåì ñèñòåìó (3.1) â âèäå

(B− λ0A)

(
X
Y

)
= A(ε)

(
X
Y

)
+

(
R2(x0, y0, X, Y, ε)
R1(x0, y0, X, Y, ε)

)
=

= A(ε)

(
X
Y

)
+R(x0, y0,

(
X
Y

)
, ε)

(3.3)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíûé íåëèíåéíûé îïåðàòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ïî (X,Y )T îïåðàòîðà R .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. [19]�[21]. Ýëåìåíòû Φ
(s)
k = (u

(s)
k , v

(s)
k )T , s = 1, pk, k = 1, n

îáðàçóþò ïîëíûé êàíîíè÷åñêèé îáîáùåííûé æîðäàíîâ íàáîð (ÎÆÍ≡ A(ε) -ÆÍ), åñëè

(B− λ0A)Φ
(s)
k =

s−1∑
j=1

AjΦ
(s−1)
k ,A(ε) = A1ε+A2ε

2 + . . . , ⟨Φ(s)
k ,Γ

(1)
l ⟩H = 0, s = 2, pk;

Dp = det

[
pk∑
j=1

⟨AjΦ
(pk+1−j)
k ,Ψ

(1)
l ⟩H

]
̸= 0,Ψ

(1)
l = (ũ

(1)
l , ṽ

(1)
l )T , k, l = 1, n

(3.4)

Ýòîò íàáîð áèêàíîíè÷åñêèé, åñëè ÎÆÍ ñîïðÿæåííîé îïåðàòîð-ôóíêöèè (B∗− λ0A∗)−
A∗(ε) , îòâå÷àþùèé ýëåìåíòàì {Ψ(1)

l }n1 òàêæå êàíîíè÷åñêèé, è òðè-êàíîíè÷åñêèé, åñëè
êðîìå òîãî

⟨Φ(j)
i ,Γ

(l)
k ⟩H = δikδjl,Γ

(l)
k =

pk+1−l∑
s=1

A∗sΨ
(pk+2−l−s)
k ; ⟨Z(j)

i ,Ψ
(l)
k ⟩H = δikδjl,

Z
(j)
i =

pk+1−j∑
s=1

AsΦ
(pk+2−j−s)
i ,Φ = Φ(x0, y0) = (Φ

(1)
1 , . . . ,Φ

(p1)
1 , . . . ,Φ

(1)
n , . . . ,Φ

(pn)
n )

(3.5)

Φ
(j)
i = Φ

(j)
i (x0, y0) , âåêòîðû Γ = Γ(x0, y0),Ψ = Ψ(x0, y0) è Z = Z(x0, y0) îïðåäåëÿþòñÿ

àíàëîãè÷íî. Äëÿ ëèíåéíîé îïåðàòîð-ôóíêöèè (B−λ0A)−εA1 ÎÆÍ âñåãäà áûòü âûáðàí
òðè-êàíîíè÷åñêèì, K = p1 + ...+ pn � êîðíåâîå ÷èñëî.
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Ë å ì ì à 3.1. Åñëè äëÿ ôðåäãîëüìîâîé îïåðàòîð-ôóíêöèè (B−λ0A)−A(ε) ñóùå-
ñòâóåò ïîëíûé òðè-êàíîíè÷åñêèé ÎÆÍ, òî îïðåäåëåíû ïðîåêòîðû

P = P(x0, y0) =
n∑
i=1

pi∑
j=1

⟨·,Γ(j)
i ⟩HΦ

(j)
i = ⟨·,Γ⟩HΦ : H → HK =

= K(B− λ0A;A(ε)) = span{Φ(j)
i (x0, y0)},

Q = Q(x0, y0) =
n∑
i=1

pi∑
j=1

⟨·,Ψ(j)
i ⟩HZ

(j)
i = ⟨·,Ψ⟩HZ : H → HK = span{Z(j)

i (x0, y0)}

(3.6)

ïîðîæäàþùèå ðàçëîæåíèÿ H â ïðÿìûå ñóììû, îòâå÷àþùèå òî÷êå (x0, y0)

H = HK
·
+H∞−K , H = HK

·
+H∞−K . (3.7)

Îïåðàòîð B − λ0A ñïëåòàåòñÿ ïðîåêòîðàìè P = P(x0, y0) è Q = Q(x0, y0) (B −
λ0A)P = Q(B − λ0A) íà DB−λ0A , (B − λ0A)Φ = A0Z,B

∗ − λ0A
∗)Ψ = A0Γ , A0 =

diag(B1, . . . , Bn), Bi− (pi× pi) �ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ïîäïîáî÷íîé äèàãîíàëè è íóëÿìè
íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ. Îïåðàòîð (B − λ0A) : DB−λ0A ∩ H∞−K(x0, y0) → H∞−K(x0, y0)
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. Äëÿ ëèíåéíîé ïî ε îïåðàòîð-ôóíêöèè (B−λ0A)−εA1 òðè-
êàíîíè÷åñêèé ÎÆÍ ñóùåñòâóåò è ñâîéñòâà ñïëåòåíèÿ ìîãóò áûòü äîïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèìè A1P = QA1 íà DA1 , A1Φ = A1Φ,A

∗
1Ψ = A1Γ , ãäå A1 = diag(B1, . . . , Bn) -

êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, Bi − (pi × pi) -ìàòðèöû ñ åäèíèöàìè âäîëü ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè è íóëÿìè â îñòàëüíûõ ìåñòàõ. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû B − λ0A è A1

äåéñòâóþò â èíâàðèàíòíûõ ïàðàõ ïîäïðîñòðàíñòâ HK ,HK è H∞−K ,H∞−K , îòâå÷àþ-
ùèõ òî÷êå áèôóðêàöèè (x0, y0) è (B − λ0A) : DB−λ0A ∩ H∞−K → H∞−K ,A1 : HK → HK

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü òî÷êå áèôóðêàöèè (x0, y0, 0) îòâå÷àåò ïîëíûé òðè-
êàíîíè÷åñêèé ÎÆÍ îïåðàòîð-ôóíêöèè (B − λ0A) − A(ε) . Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìàëûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû (3.1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, 0) ýêâèâàëåíòíà ðàçûñêàíèþ ìà-
ëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ â êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ À. Ëÿïóíîâà

f(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε) = f(x0, y0,v(x0, y0, ξ) + u(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε)) ≡
≡ A0ξ − ⟨A(ε)(v(x0, y0, ξ) + u(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε))+
+R(x0, y0,v(x0, y0, ξ) + u(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε),Ψ(x0, y0)⟩H = 0

(3.8)

è Ý.Øìèäòà

ts1(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε) ≡ −
n∑
j=1

ξj1⟨(I−A(ε)Γ0)
−1A(ε)Φ

(1)
j (x0, y0),Ψ

(1)
s (x0, y0)⟩H−

−⟨(I−A(ε)Γ0)
−1R(x0, y0,v(x0, y0, ξ) +w(x0, y0,v(x0, y0, ξ)ε), ε)),Ψ

(1)
s (x0)⟩H = 0

tsσ(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε) ≡ ξsσ−
−

n∑
j=1

ξj1⟨(I−A(ε)Γ0)
−1A(ε)Φ

(1)
j (x0, y0),Ψ

(ps+2−σ)
s (x0, y0)⟩H−

−⟨(I−A(ε)Γ0)
−1R(x0, y0,v(x0, y0, ξ) +w(x0, y0,v(x0, y0, ξ)ε), ε)),Ψ

(ps+2−σ)
s (x0)⟩H = 0.

(3.9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê è â ï. 2 [15], [16] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè

òåîðåìû ïîëàãàåì x = u + v, v = v(x0, y0, ξ) =
∑
i,k

ξikΦ
(k)
i (x0, y0) = ξ · Φ ∈ HK(x0, y0), u =
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u(x0, y0) ∈ H∞−K(x0, y0) è çàïèñûâàåì ñèñòåìó (3.1) â ïðîåêöèÿõ. Âòîðàÿ ÷àñòü äîêàçû-

âàåòñÿ ââåäåíèåì ðåãóëÿðèçàòîðà Øìèäòà [1] Γ0 = Γ0(x0, y0) = ˜(B− λ0A)
−1
, ˜(B− λ0A) =

B− λ0A+
n∑
i=1

⟨·,Γ(1)
j (x0, y0)⟩HZ(1)

j (x0, y0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ ñèñòåìû (3.1) îçíà÷àåò ñïëåòåíèå ïðåäñòàâëåíèÿìè Kg â ñëåäó-

þùåì âèäå

KgF1(x, y, λ) = F1(Lgx, Lgy, λ), KgF2(x, y, λ) = F2(Lgx, Lgy, λ) (3.10)

Äàëåå äåéñòâóåì ïî ñõåìå ï. 2 [15], [16]. Èç ðàâåíñòâ (3.10) è óñëîâèÿ Fk(x0, y0, λ) ≡ 0
ñëåäóåò

Kg{F ′kx(x0, y0, λ0 + ε)(x− x0) + F ′ky(x0, y0, λ0 + ε)(y − y0)+
+Rk(x0, y0, x− x0, y − y0, λ0 + ε)} = F ′kLgx

(Lgx0, Lgy0, λ0 + ε)Lg(x− x0)+
+F ′kLgy

(Lgx0, Lgy0, λ0 + ε)Lg(y − y0) +Rk(Lgx0, Lgy0, Lg(x− x0), Lg(y − y0), λ0 + ε),

k = 1, 2,

îòêóäà

KgF
′
kx
(x0, y0, λ0 + ε)(x− x0) = F ′kLgx

(Lgx0, Lgy0, λ0 + ε)Lg(x− x0),
KgF

′
ky
(x0, y0, λ0 + ε)(y − y0) = F ′kLgy

(Lgx0, Lgy0, λ0 + ε)Lg(y − y0),
KgRk(x0, y0, x− x0, y − y0, λ0 + ε) = Rk(Lgx0, Lgy0, Lg(x− x0), Lg(y − y0), λ0 + ε),

k = 1, 2

(3.11)

Ñëåäîâàòåëüíî,

Kg[B(x0, y0)− λ0A(x0, y0)] =

(
−λ0KgA

∗
0 KgB

∗
0

KgB0 −λ0KgA0

)
=

=

(
−λ0KgA

∗
0(x0, y0) KgB

∗
0(x0, y0)

KgB0(x0, y0) −λ0KgA0(x0, y0)

)
=

(
−λ0A∗0(Lgx0, Lgy0)Lg B∗0(Lgx0, Lgy0)Lg
B0(Lgx0, Lgy0)Lg −λ0A0(Lgx0, Lgy0)Lg

)
=

= [B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)]Lg
(3.12)

Àíàëîãè÷íî

KgA(ε) = KgA(x0, y0, ε) =

=

(
KgA

∗(ε) −KgB
∗(ε)

−KgB(ε) KgA(ε)

)
=

(
KgA

∗(x0, y0, ε) −KgB
∗(x0, y0, ε)

−KgB(x0, y0, ε) KgA(x0, y0, ε)

)
=

=

(
A∗(Lgx0, Lgy0, ε)Lg −B∗(Lgx0, Lgy0, ε)Lg
−B(Lgx0, Lgy0, ε)Lg A0(Lgx0, Lgy0, ε)Lg

)
= [A(Lgx0, Lgy0, ε)]Lg,

(3.13)

KgR(x0, y0, x− x0, y − y0.ε) =

=

(
F2(Lgx, Lgy, λ0 + ε)− F ′2x(Lgx, Lgy, λ0 + ε)Lg(x− x0)− F ′2y(Lgx, Lgy, λ0 + ε)Lg(y − y0)
F1(Lgx, Lgy, λ0 + ε)− F ′1x(Lgx, Lgy, λ0 + ε)Lg(x− x0)− F ′1y(Lgx, Lgy, λ0 + ε)Lg(y − y0)

)
=

= R(Lgx0, Lgy0, Lg(x− x0), Lg(y − y0).ε),
îòêóäà ïîëó÷àåì

Φi(Lgx0, Lgy0) = LgΦi(x0, y0) = (Lgu
(1)
k (x0, y0), Lgv

(1)
k (x0, y0))

T ,
Γg(Lgx0, Lgy0) = L∗−1g Γj, Γj = Γj(x0, y0), i, j = 1, ..., n

(3.14)

è äëÿ îáëàñòåé çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ F ′kx(x0, y0, λ0), F
′
ky
(x0, y0, λ0) âûïîëíåíû ñîîò-

íîøåíèÿ R(F ′kx(Lgx0, Lgy0, λ0)) = R(KgF
′
kx
(x0, y0, λ0)L

−1
g ) = KgR(F

′
kx
(x0, y0, λ0)),
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R(F ′ky(Lgx0, Lgy0, λ0)) = R(KgF
′
ky
(x0, y0, λ0)L

−1
g ) = KgR(F

′
ky
(x0, y0, λ0)). Òîãäà äëÿ ÿäðà ñî-

ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èìååì

N∗(B− λ0A) = span{Ψ(1)
k }n1 = span{ũ(1)k (x0, y0), ũ

(1)
k (x0, y0)}n1 = span{ũ(1)k , ũ

(1)
k }n1 =⇒

=⇒ N∗(B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)) = span{K∗−1g Ψ
(1)
1 , ...K∗−1g Ψ

(1)
n },

(3.15)
è ïîäîáíî [2] �1.3 [3], [4], [15],[19]�[21] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åííûõ ïî
âîçðàñòàíèþ äëèí öåïî÷åê ÎÆÍ îïåðàòîð-ôóíêöèè (B−λ0A)−A(ε) è áèîðòîãîíàëüíûõ
èì ñèñòåì ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Φ
(s)
k (Lgx0, Lgy0) = LgΦ

(s)
k (x0, y0) = (Lgu

(s)
k (x0, y0), Lgv

(s)
k (x0, y0))

T ,

Ψ
(s)
k (Lgx0, Lgy0) = K∗−1g Ψ

(s)
k (x0, y0) = (K∗−1g u

(s)
k (x0, y0), K

∗−1
g v

(s)
k (x0, y0))

T ,

Γ
(s)
k (Lgx0, Lgy0) = L∗−1g Γ

(s)
k (x0, y0) = (L∗−1g u

(s)
k (x0, y0), L

∗−1
g v

(s)
k (x0, y0))

T ,

Z
(s)
k (Lgx0, Lgy0) = KgZ

(s)
k (x0, y0).

(3.16)

Ïîýòîìó ÎÆÍ â òî÷êàõ îðáèòû (Lgx0, Lgy0) òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì áèîðòîãî-
íàëüíîñòè (3.5) è ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

Ë å ì ì à 3.2. Â óñëîâèÿõ ãðóïïîâîé ñèììåòðèè è ñóùåñòâîâàíèÿ òðè-
êàíîíè÷åñêèõ ÎÆÍ ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû (3.6) îïåðàòîð-ôóíêöèè (B− λ0A)−A(ε)
óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì ñïëåòåíèÿ

P(Lgx0, Lgy0) = LgP(x0, y0)L
−1
g èëè LgP(x0, y0) = P(Lgx0, Lgy0)Lg

Q(Lgx0, Lgy0) = KgQ(x0, y0)K
−1
g èëè KgQ(x0, y0) = Q(Kgx0, Kgy0)Kg

(3.17)

è ïîðîæäàþò ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà H â ïðÿìûå ñóììû, îòâå÷àþùèå òî÷êàì áè-
ôóðêàöèè (x0, y0, 0) è (Lgx0, Lgy0, 0)

H = HK
·
+H∞−K = HK(x0, y0)

·
+H∞−K(x0, y0), H = HK

·
+H∞−K = HK(x0, y0)

·
+H∞−K(x0, y0),

H = HK(Lgx0, Lgy0)
·
+H∞−K(Lgx0, Lgy0), H = HK(Lgx0, Lgy0)

·
+H∞−K(Lgx0, Lgy0).

(3.18)
Ïðè ýòîì áàçèñû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ íóëåé N(B − λ0A) è äåôåêòíûõ ôóíêöèîíàëîâ
N∗(B − λ0A) è â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ìîãóò áûòü âûáðàíû
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

HK(Lgx0, Lgy0) = LgHK(x0, y0),H∞−K(Lgx0, Lgy0) = LgH∞−K(x0, y0),
HK(Lgx0, Lgy0) = LgHK(x0, y0),H∞−K(Lgx0, Lgy0) = LgH∞−K(x0, y0),

(3.19)

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóë (3.11)�(3.18).

Ò å î ð å ì à 3.2. Â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ òðè-êàíîíè÷åñêîãî ÎÆÍ îïåðàòîð-
ôóíêöèè (B−λ0A)−A(ε) ÓÐÊ À. Ëÿïóíîâà(3.8) è Ý.Øìèäòà (3.9) íàñëåäóþò ãðóïïîâóþ
ñèììåòðèþ (3.10) ñèñòåìû (3.1)

f(Lgx0, Lgy0, Lgv(x0, y0, ξ), ε) = f(Lgx0, Lgy0,v(Lgx0, Lgy0, ξ), ε) = Kgf(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε),
(3.20)

t(Lgx0, Lgy0, Lgv(x0, y0, ξ), ε) = t(Lgx0, Lgy0,v(Lgx0, Lgy0, ξ), ε) = Lgt(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε).
(3.21)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (3.7), (3.19) çàïèøåì ñèñòåìó (3.1) â òî÷êå
áèôóðêàöèè (Lgx0, Lgy0, 0) â ïðîåêöèÿõ íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

(I −Q(Lgx0, Lgy0))[B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)]ũ =
= (I −Q(Lgx0, Lgy0){A(Lgx0, Lgy0, ε)[ũ+ v(Lgx0, Lgy0, ξ)]+

+R(Lgx0, Lgyo, ũ+ v(Lgx0, Lgy0, ξ)), ε)},
0 = Q(Lgx0, Lgy0){[B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)]ũ−

−A(Lgx0, Lgy0, ε)(ũ+ v(Lgx0, Lgy0, ξ))−R(Lgx0, Lgyo, ũ+ v(Lgx0, Lgy0, ξ)), ε)}

(3.22)

Äëÿ ñóæåíèÿ ̂[B(x0, y0)− λ0A(x0, y0)] = (I−Q(x0, y0))(B(x0, y0)−λ0A(x0, y0))(I−P(x0, y0))
îïåðàòîðà B(x0, y0)−λ0A(x0, y0) íà ïîäïðîñòðàíñòâî H∞−K(x0, y0) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå ñèììåòðèè

Kg
̂[B(x0, y0)− λ0A(x0, y0)]

(3.2),(3.17)
=

= (I −Q(Lgx0, Lgy0))[B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)](I −P(Lgx0, Lgy0))Lg =

= ̂[B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)]Lg

(3.23)

Ïðèìåíÿÿ K−1g ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (3.22), ïîëó÷àåì

K−1g
̂[B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)]ũ

(3.23)
=

(3.23)
= ̂[B(x0, y0)− λ0A(x0, y0)]L

−1
g ũ,

K−1g (I −Q(Lgx0, Lgy0))A(Lgx0, Lgy0, ε)[ũ+ v(Lgx0, Lgy0, ξ)]+

+K−1g (I −Q(Lgx0, Lgy0))R(Lgx0, Lgy0, ũ+ v(Lgx0, Lgy0, ξ))
(3.13)
=

(3.13)
= (I −Q(Lgx0, Lgy0))L

−1
g A(Lgx0, Lgy0, ε)[û+ v(Lgx0, Lgy0, ξ)]+

+(I −Q(x0, y0))L
−1
g R(Lgx0, Lgy0, ũ+ v(Lgx0, Lgy0ũ =⇒

̂[B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)]L
−1
g ũ =

= (I −Q(x0, y0))A(x0, y0, ε)[L
−1
g ũ+ v(Lgx0, Lgy0, ξ)]+

+(I −Q(x0, y0))R(x0, y0, L
−1
g ũ+ v(x0, y0, ξ), ε).

(3.24)

Â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíûõ îïåðàòîðàõ íàõîäèì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (3.24) â âèäå
L−1g ũ = u(x0, y0,v(x0, y0, ξ, )ε) , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ũ = Lgu(x0, y0,v(x0, y0, ξ, )ε) . Ïîäñòà-
íîâêà íàéäåííîãî ðåøåíèÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.22) äàåò ÓÐÊ À.Ëÿïóíîâà (3.8)
â òî÷êå áèôóðêàöèè (Lgx0, Lgy0, 0) è åãî ãðóïïîâóþ ñèììåòðèþ (3.20)

f(Lgx0, Lgy0, Lgv(x0, y0, ξ), ε) ≡
≡ Q(Lgx0, Lgy0)[B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)]Lgu(x0, y0,v(x0, y0, ξ, )ε)−
−Q(Lgx0, Lgy0)A(Lgx0, Lgy0, ε)[Lgu+ v(Lgx0, Lgy0, ξ)]−
−Q(Lgx0, Lgy0)R(Lgx0, Lgy0, Lgu+ v(Lgx0, Lgy0, ξ), ε) =
= KgQ(x0, y0)(B(x0, y0)− λ0A(x0, y0))−KgQ(x0, y0)(A(x0, y0, ε)(u+ v(x0, y0, ξ))−
−KgR(x0, y0,u+ v(x0, y0, ξ), ε) = Kgf(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàñëåäîâàíèÿ ñèììåòðèè ÓÐÊ Ý.Øìèäòà çàïèøåì óðàâíåíèå (3.1)
â òî÷êå âåòâëåíèÿ (Lgx0, Lgy0, 0) â âèäå ñèñòåìû è ïðèìåíÿÿ ðåãóëÿðèçàòîð Øìèäòà,
ïîëó÷èì

˜[B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)]Lg(x− x0, y − y0)T =
= A(Lgx0, Lgy0, ε)Lg(x− x0, y − y0)T +R(Lgx0, Lgy0, Lg(x− x0, y − y0)T , ε)+

+
n∑
i=1

ξi1Z
(1)
i (Lgx0, Lgy0), ξjk = ⟨Lg(x− x0, y − y0)T ,Γ(k)

j (Lgx0, Lgy0)
T ⟩H,

j = 1, ...n, k = 1, ...pj.
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Ïîëàãàÿ Lg(x − x0, y − y0)
T = w̃ + Lgv(x0, y0, ξ) = w̃ + v(Lgx0, Lgy0, ξ)

â ñèëó ãðóïïîâîé ñèììåòðèè îïåðàòîðîâ ˜[B(x0, y0)− λ0A(x0, y0)] = [B(x0, y0) −
λ0A(x0, y0)] +

n∑
i=1

⟨·,Γk(x0, y0)⟩Zk(x0, y0),A(x0, y0, ε) è R(x0, y0, x − x0, y − y0, ε) (ñîîò-

âåòñòâåííî ðàâåíñòâàì (3.12)� (3.13)) íàõîäèì w̃ = Lg(x − x0, y − y0)
T èç ïåðâî-

ãî óðàâíåíèÿ ˜[B(Lgx0, Lgy0)− λ0A(Lgx0, Lgy0)]w̃ = Kg
˜[B(x0, y0)− λ0A(x0, y0)]L

−1
g w̃ =

KgA(x0, y0, ε)[L
−1
g w̃ + v(x0, y0, ξ)] + KgR(x0, y0, L

−1
g w̃ + v(x0, y0, ξ)) â âèäå L−1g w̃ =

w(x0, y0,v(x0, y0, ξ)) Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì ÓÐÊ Ý.Øìèäòà â
òî÷êå (Lgx0, Lgy0, 0) è åãî ãðóïïîâóþ ñèììåòðèþ (3.21)

t(Lgx0, Lgy0, Lgv(x0, y0, ξ), ε) = P(Lgx0, Lgy0)w̃
(3.17)
=

(3.17)
= LgP(x0, y0)w̃(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε) = Lgt(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû ï. 2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ò å î ð å ì à 3.3. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ãðóïïîâîé ñèììåòðèè äëÿ ñèñòåìû (3.1) âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ c1) � c3) , ïðè÷åì â óñëîâèè c2) κ = n è Gs, s < l , ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíûì äåëèòåëåì Gl ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èäåàëîì T sg(a) ïðîèçâîäÿùèõ îïåðàòîðîâ,

è îïåðàòîð-ôóíêöèè (B − λ0A) − A(ε) âî ôðåäãîëüìîâîé òî÷êå λ0 îòâå÷àåò ïîëíûé
òðè-êàíîíè÷åñêèé ÎÆÍ ê N(Bx0 − λ0A0) . Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

v(x0, y0, ξ, ε) = v(x0, y0, ξ) + u(x0, y0,v(x0, y0, ξ), ε) : T ng(a)

(
x0
y0

)
× (−δ, δ) → H , èíâàðè-

àíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ôàêòîð-ãðóïïû Gκ = Gn = Gl/Gs íà T ng(a)

(
x0
y0

)
, òàêàÿ, ÷òî

F1(x0, y0, v1(x0, y0, ξ, ε), v2(x0, y0, ξ, ε)) = 0, F2(x0, y0, v1(x0, y0, ξ, ε), v2(x0, y0, ξ, ε)) = 0
(3.25)

ïðè v(x0, y0, ξ) ∈ T ng(a)
(
x0
y0

)
, |ε| < δ .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Òåîðåìà 3.3 ñïðàâåäëèâà äëÿ ïîëóïðîñòûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ,
ò.å. ïðè îòñóòñòâèè îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê. Ïðè ýòîì â òåîðåìå è åå äîêà-
çàòåëüñòâå ðå÷ü èäåò îá ÓÐ.

Ò å î ð å ì à 3.4. Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíèÿõ c1) � c3) , ÓÐÊ À. Ëÿïóíîâà (ñî-
îòâ. Ý.Øìèäòà) � ïîòåíöèàëüíîãî òèïà è åãî ïîòåíöèàë U(x, y, ξ, ε) ïðèíàäëåæèò
êëàññó C2 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè (x0, y0; 0) è ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-
òîì ïðåäñòàâëåíèÿ Lg ãðóïïû Gl(a) , s -ðàçìåðíîñòü ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïû ýëåìåí-
òà (x0, y0) , ïðè÷åì κ = l − s > 0 . Òîãäà

1. åñëè κ = n , òî äëÿ âñåõ (ξ(ε), ε) èëè (v(x0, y0, ξ(ε), ε)) èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ â RK+1 ÓÐÊ (3.8) (ñîîòâ. (3.9)) âûïîëíåíî òîæäåñòâåííî, ò.å. âîçíèêàåò
ñèòóàöèÿ òåîðåìû 3.3;

2. åñëè κ < n è n ≥ 2 , òî èìååò ìåñòî ÷àñòè÷íàÿ ðåäóêöèÿ ÓÐÊ: â ïðèíÿòîì â
óñëîâèè c2) ñîãëàøåíèè î íóìåðàöèè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ â HK ïåðâûå Kκ = p1 +
. . .+ pκ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îñòàëüíûõ pκ+1 + . . .+ pn .
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Ïóñòü òî÷êå áèôóðêàöèè îòâå÷àåò èíâàðèàíòíîå ÿäðî è
ëèíåàðèçàöèÿ èìååò òðè-êàíîíè÷åñêèé ÎÆÍ. Òîãäà ðåäóêöèÿ ÓÐÊ À.Ì.Ëÿïóíîâà è
Ý.Øìèäòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïîëíûì æîðäàíîâûì öåïî÷êàì ñ ïîìîùüþ ïîëíîé ñè-
ñòåìû ôóíêöèîíàëüíî-íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ ãðóïïû Gl .

Ðàññìîòðåííóþ â ï. 3 àáñòðàêòíóþ ñèòóàöèþ ìû ïðåäïîëàãàåì ïðèìåíèòü ê çàäà-
÷àì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíîðîäíûé èçîòðîïíûé
íåìàãíèòíûé ñëîé ñ íåëèíåéíîñòüþ òèïà Êåððà, çàïîëíÿþùåé øàðîâîé ñëîé èëè ñëîé
ìåæäó äâóìÿ ñîôîêóñíûìè îäíîïîëîñòíûìè ãèïåðáîëîèäàìè. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-

öàåìîñòü ε âíóòðè ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàêîíó Êåððà ε = ε2 + a|
−→
E |2 , ãäå a > 0 - êî-

ýôôèöèåíò íåëèíåéíîñòè, ε2 > max(ε1, ε3) - êîíñòàíòû, ε1 ≥ ε0, ε1 - äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü âíóòðåííåãî ïðîñòðàíñòâà è ε3 ≥ ε0, ε3 -äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà, ε0 -äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà.
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Stationary bifurcation problems with E. Schmidt spectrum

in linearization under group symmetry conditions.

c⃝ B. V. Loginov4; I. V. Konopleva5; L. V. Mironova6

Abstract.With the aim of applications in electromagnetic oscillations theory G -invariant implicit
operator theorem and theorem about reduction of variational type branching equations and
branching equations in the root-subspaces on the number of equations are proved for bifurcational
problems with E.Schmidt spectrum in the linearization. Terminilogy and designations of the
works [1]-[4] are used.
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ÓÄÊ 517.97, 519.6

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé

c⃝ Þ. À. Ãíàòåíêî1, Ì. Ò. Êàðàìóëëèí2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ìàéåðà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ðàñ-
ïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà,
äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, ñèñòåìà ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.

Îñíîâíîé õàðàêòåðíîé ÷åðòîé, ïðèñóùåé âñåì ïðèêëàäíûì çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è, ê êîòîðîé ïðè-
âîäèò ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [3]. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðè ÷èñëåííîì ïîèñêå
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàòðà÷èâàåòñÿ ìíîãî âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è, ñîîòâåòñòâåííî,
âðåìåíè. Ïîýòîìó äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü ñèñòåìû ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ñïîñîáíû â íåñêîëüêî ðàç ñîêðàòèòü
âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ïîèñê.

Ñèñòåìó ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé áûëî ðåøåíî ñäåëàòü ïî ïðèíöèïó ¾óïðàâëÿþ-
ùèé � êîìàíäíûé öåíòð � êëèåíòû¿, ãäå ¾óïðàâëÿþùèé¿ � ýòî ðàáî÷àÿ ñòàíöèÿ, îòäàþ-
ùàÿ çàäàíèÿ êëèåíòàì ÷åðåç ¾êîìàíäíûé öåíòð¿; ¾êëèåíòû¿ � êîìïüþòåðû ñ íåîáõîäè-
ìûì ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì, ñïîñîáíûå ïðèíèìàòü çàäàíèÿ îò óïðàâëÿþùèõ ðàáî÷èõ
ñòàíöèé ïîñðåäñòâîì êîìàíäíîãî öåíòðà, îáðàáàòûâàòü èõ è âîçâðàùàòü ðåçóëüòàò. Â êà-
÷åñòâå êîìàíäíîãî öåíòðà èñïîëüçóåòñÿ IRC-ñåðâåð [1].

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ñëåäóþùåì ïðè-
ìåðå.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx1
dt

= x2(t),

dx2
dt

= −x1(t) + u(t), |u(t)| ≤ 1;

(1.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x1(0) = 0, x2(0) = 0, (1.2)

à òàêæå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà

I = x2(2π)→ min . (1.3)

Çäåñü x = (x1, x2)
T ∈ R2, t ∈ [0; 2π] .

1Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ
àêàäåìèÿ èì.Çàéíàá Áèèøåâîé, ã. Ñòåðëèòàìàê; valieva_julia@mail.ru.

2Ñòóäåíò ïÿòîãî êóðñà èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è åñòåñòâåííûõ íàóê, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ
ïåäàãîãè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ èì.Çàéíàá Áèèøåâîé, ã. Ñòåðëèòàìàê; frostosx@gmail.com.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u∗(t) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ x∗(t) . Çàäà÷à (1.1)-(1.3) � çàäà÷à Ìàéåðà.

Ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà (ãàìèëü-
òîíèàí)

H(t,ψ,x, u) = ψ1x2 + ψ2[−x1 + u]. (1.4)

Íàéäåì ìàêñèìóì ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà. Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí (1.4) ëèíååí ïî óïðàâ-
ëåíèþ u , à íà óïðàâëåíèå íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ |u(t)| ≤ 1 , òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
èìååò âèä

u∗(t) = argmaxH(t,ψ,x, u) = 1 · sign(ψ2(t)), (1.5)

òî åñòü óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåëåéíûì è îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ôóíêöèè ψ2(t) .
Ñ ó÷åòîì (1.5) ñèñòåìà îñíîâíûõ óðàâíåíèé (1.1) ïðèìåò âèä:

dx1
dt

= x2(t),

dx2
dt

= −x1(t) + 1 · sign(ψ2(t)).

(1.6)

Âûïèøåì ñîïðÿæåííûå óðàâíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:

dψ1

dt
= − ∂

∂x1
H(t,ψ,x, u)) = ψ2(t),

dψ2

dt
= − ∂

∂x2
H(t,ψ,x, u)) = −ψ1(t).

(1.7)

Íåäîñòàòîê ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âîñïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè, ÷èñëî êî-
òîðûõ ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó íåäîñòàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îñíîâíîé è ñîïðÿæåííîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé (äëÿ çàäà÷è ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì).

ψ1(2π) = 0, ψ2(2π) = −1. (1.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: íàéòè ðåøåíèå
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû (1.6), (1.7) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2), (1.8).

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ çàäàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé xi(t) è ψi(t), i = 1, 2 , à äàëåå ÷èñëåííî ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè. Íåäî-
ñòàþùèå çíà÷åíèÿ

ψi(0) = ψ
(0)
i , i = 1, 2 (1.9)

äîëæíû çàäàâàòüñÿ äî íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðîèçâîëüíî è çàòåì óòî÷íÿòüñÿ ïî çíà÷åíè-
ÿì ôóíêöèé ψi(t) â êîíå÷íîé òî÷êå òðàåêòîðèè (1.8). Îöåíêà íåñîîòâåòñòâèÿ (íåâÿçêà)
íàéäåííîé êîíå÷íîé òî÷êè ψ(k) ñ çàäàííîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [2]:

r =
2∑
i=1

[ψi(2π)− ψ(k)
i ]

2
.

Ïðè ýòîì âàæíî îöåíèòü, íàñêîëüêî óäà÷íî âûáðàíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ (1.9), òî åñòü
ðåøèòü çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ:

min
ψ(0)

r(ψ(0)) = 0. (1.10)
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Çàäà÷à (1.10) áûëà ðåøåíà ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà áåçóñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (1.1), (1.7) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1.9) � êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà.
Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ � ïðèáëèæåííîå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (1.3) ïðè ðàçëè÷íûõ ψ

(0)
i , i = 1, 2 .

N Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Âðåìÿ ñ÷åòà, ÷:ìèí:ñ Íåâÿçêà Ìèíèìóì ô-ëà

1 ψ
(0)
1 = 0 ψ

(0)
2 = −1 00:00:03 0,01956 -3,9919428

2 ψ
(0)
1 = 0, 023 ψ

(0)
2 = −0, 989 00:00:16 0,025735 -3,9919418

3 ψ
(0)
1 = 0, 0456 ψ

(0)
2 = −0, 7856 00:21:16 0,048467 -3,9845698

4 ψ
(0)
1 = 1 ψ

(0)
2 = 1 48:58:27 1 -3,8788281

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: ÷åì äàëüøå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ,
çàäàâàåìûå ïðîèçâîëüíî, îò àíàëèòè÷åñêèõ [3], ðàâíûõ ψ

(0)
1 = 0 , ψ

(0)
2 = −1 , òåì äîëüøå

âðåìÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (1.3): I = −4 .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñêîðèòü ïðîöåññ, ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü ñèñòåìó ðàñïðåäåëåííûõ

âû÷èñëåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì: óïðàâëÿþùàÿ ñòàíöèÿ ãåíåðèðóåò ñèñòåìó äâóìåðíûõ
ñëó÷àéíûõ òî÷åê äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ψ

(0)
i , i = 1, 2 ; êàæäûé êëèåíò ïîëó-

÷àåò îäíó èç ñëó÷àéíûõ òî÷åê è íà÷èíàåò íåçàâèñèìî îò äðóãèõ êëèåíòîâ ðåøàòü çàäà÷ó
(1.10). Êàê òîëüêî ïåðâûé èç êëèåíòîâ íàõîäèò ðåøåíèå çàäà÷è (1.10), ðàáîòà îñòàëüíûõ
êëèåíòîâ çàâåðøàåòñÿ. Óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îäèí èç êëèåíòîâ âûáèðàåò
ñëó÷àéíóþ òî÷êó íàèáîëåå ≪ áëèçêóþ≫ ê èñêîìîìó ðåøåíèþ.

Áûëî ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå ñðåäñòâî, ðåàëèçóþùåå äàííûé àëãîðèòì. Ñëó÷àéíûå
òî÷êè çàäàâàëèñü èç ïðîìåæóòêà [0; 10000]× [0; 10000] . Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ñ÷åòà çàäà÷è
îò êîëè÷åñòâà êëèåíòîâ ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå.

÷èñëî êëèåíòîâ âðåìÿ, ñ
1 3,5
2 2,3
3 1,7

Òàêèì îáðàçîì, ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà êëèåíòîâ âðåìÿ ñ÷åòà óìåíüøàåòñÿ, ïðè ýòîì
÷èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.6), (1.7), (1.2), (1.8) ñîãëàñóåòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì
[3].
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ÓÄÊ 517.938

Î òîïîëîãèè íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ

äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà

c⃝ E. ß. Ãóðåâè÷1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G(M3) ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà ñâÿçíîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì òðåõìåðíîì ìíî-
ãîîáðàçèè M3 òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ G(M3) îäíîìåðíî è íå ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå M3 äèôôåîìîðôíî 3-
ñôåðå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû Ìîðñà-Ñìåéëà, òîïîëîãèÿ íåñóùåãî ìíîãîîáðà-
çèÿ.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn , çàäàííûé íà ãëàäêîì ñâÿçíîì çàìêíó-
òîì ìíîãîîáðàçèè Mn ðàçìåðíîñòè n , íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ òî÷åê è
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò;

2) óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îð-
áèò èç Ωf ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Òåðìèí �äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ìîðñà-Ñìåéëà� çàêðåïèëñÿ çà ñèñòåìàìè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèìè óñëîâèÿì 1)-2) ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû [8], â êîòîðîé Ñ. Ñìåéë äîêàçàë, ÷òî
äëÿ ïîòîêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1)-2), ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà Ìîðñà, óñòàíàâ-
ëèâàþùèå âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñòðóêòóðîé íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà è ÷èñëàìè Áåòòè
íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ñëó÷àå n = 2 êëàññ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
ãðóáûõ ïîòîêîâ. Äèôôåîìîðôèçìû (ïîòîêè) Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíî-
ñòè n ≥ 2 (n ≥ 3 ) ÿâëÿþòñÿ ãðóáûìè, íî íå èñ÷åðïûâàþò êëàññ âñåõ ãðóáûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ (ïîòîêîâ). Îäíàêî, èçó÷åíèå ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé,
êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñòàöè-
îíàðíûõ ðåæèìîâ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè áèôóðêàöèé, äëÿ ïîíèìàíèÿ ïåðåõîäíûõ
ïðîöåññîâ. Êðîìå òîãî, ñèñòåìû Ìîðñà-Ñìåéëà îáíàðóæèâàþò ãëóáîêóþ âçàèìîñâÿçü äè-
íàìèêè ñ òîïîëîãèåé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, èçó÷åíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíà ýòà ñòàòüÿ.

Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè. Â ðà-
áîòå [10] ïîëó÷åíû àíàëîãè íåðàâåíñòâ Ìîðñà äë ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ. Â [1] äëÿ òàêèõ ïîòîêîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè n ≥ 4 ïîñòðîåíî
ñïåöèàëüíîå ðàçëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ íà êðóãîâûå ðó÷êè è ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìíîãî-
îáðàçèå äîïóñêàåò òàêîå ðàçëîæåíèå, òî íà íåì ñóùåñòâóåò ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ñî-
ñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òðåõìåðíîãî ìíîãîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî
ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ èññëåäîâàíà â ðàáîòå [7], ãäå ïîêàçàíî,

1Còàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; elena _ gurevich@list.ru.
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÷òî íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî çåéôåðòîâî íåäîñòàòî÷íî áîëüøîå (â
òåðìèíîëîãèè Âàëüäõàóçåíà, ñì. [11]) ïðîñòðàíñòâî, ëèáî ñïåöèàëüíîå îáúåäèíåíèå çåé-
ôåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ìíîãîîáðàçèé, ãîìåîìîðôíûõ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òîðà íà
îòðåçîê.

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå äèôôåîìîðôèç-
ìû Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, äèôôåîìîðôíî ëèáî ñôåðå, ëèáî
ñâÿçíîé ñóììå ìíîãîîáðàçèé, ãîìåîìîðôíûõ ïðÿìîìîìó ïðîèçâåäåíèþ S2 × S1 , è äàíà
ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ÷èñëî èñòî÷íèêîâûõ, ñåäëîâûõ è ñòîêîâûõ òî÷åê ñ òîïîëîãèåé
íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ðàáîòå [6] àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ïîëó÷åíû äëÿ n -ìåðíîé ñôå-
ðû, ãäå n ≥ 4 . Â [3] óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòðóêòóðîé ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò
ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà (ïîòîêîâ è äèôôåîìîðôèçìîâ) è ðîäîì Õåãîðà íåñóùåãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G(M3) ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M3 è òàêèõ, ÷òî
ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) îäíîìåðíî è
íå ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî èç óñëîâèé, îïðåäå-
ëÿþùèõ êëàññ G(M3) , ñëåäóåò, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ G(M3) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè 1 èñòî÷íèê, è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå
M3 äèôôåîìîðôíî ñôåðå S3 . Åñëè k > 0 � ÷èñëî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèô-
ôåîìîðôèçìà f , òî ÷èñëî ñòîêîâûõ òî÷åê ðàâíî k + 1 .

Äëÿ n > 3 àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [4]. Îòìåòèì, ÷òî òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 1.1. áàçèðóåòñÿ íà òåõíèêå è íåêîòîðûõ êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [2]. Îäíàêî,
òåîðåìà 1.1. íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èç ðàáîòû [2], ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèå ìåæäó
÷èñëîì ñòîêîâûõ è ñåäëîâûõ òî÷åê äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) çàðàíåå íåèçâåñòíî.

Áëàãîäàðíîñòè Àâòîð áëàãîäàðèò Â.Ç. Ãðèíåñà, Â.Ñ. Ìåäâåäåâà è Î.Â. Ïî÷èí-
êó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
11.G34.31.0039 è ãðàíò ÐÔÔÈ � 11-01-12056 îôè-ì çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ ïîääåðæ-
êó.

2. Òîïîëîãèÿ íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ M 3

Áóäåì íàçûâàòü n -øàðîì ( (n − 1) -ñôåðîé) ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðôíîå ñòàíäàðíîìó
øàðó Bn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + · · · + x2n ≤ 1} (ñôåðå Sn−1 = {(x1, ..., xn) ∈ Rn |
x21 + ...+ x2n = 1} ), n ∈ {1, 2, 3} .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω3(f) , Ω1(f) è Ω0(f) ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâûõ, ñåäëîâûõ è ñòîêî-
âûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) ñîîòâåòñòâåííî.

Íèæåïðèâåäåíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç [8].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè σ ∈ Ω1(f) äèôôåî-
ìîðôèçìà f ∈ G(M3) çàìûêàíèå l (Σ) íåóñòîé÷èâîé ( óñòîé÷èâîé ) ñåïàðàòðèñû l
(Σ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé äóãîé ( 2-ñôåðîé ) , ñîñòîÿùåé èç îáúåäèíåíèÿ ñåïàðàòðèñû l
(Σ) , òî÷êè σ è åäèíñòâåííîé òî÷êè ω ∈ Ω0(f) (α ∈ Ω3(f)) .

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü f ∈ G(M3) . Òîãäà íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f) ñîäåð-
æèò ðîâíî îäèí èñòî÷íèê.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, òî ìíî-
æåñòâî Ω3(f) íåïóñòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ω3(f) ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷-
êè. Â ñèëó [9] (òåîðåìà 2.3) ìíîãîîáðàçèå M3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ
íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f . Ïîëîæèì
Xu = (

∪
σ∈Ω1(f)

W u(σ)) ∪ (
∪

ω∈Ω0(f)

ω) . Òîãäà M3 =
∪

α∈Ω3(f)

W u(α) ∪Xu . Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ òî÷åê αi, αj ∈ Ω3(f) , αi ̸= αj , ìíîæåñòâà W u(αi) è W u(αj) íåïóñòû, îòêðûòû
è íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî

∪
α∈Ω3(f)

W u(α) =M3 \Xu íåñâÿçíî. Òàê êàê,

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1., ìíîæåñòâî Xu ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ äóã, òî åãî
òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà 1. Òîãäà â ñèëó [5] (ãë. 4, òåîðåìà 4) ìíîæåñòâî M3\Xu

ñâÿçíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) íåñóùåå ìíîãîîáðà-
çèå M3 äèôôåîìîðôíî ñôåðå S3 . Åñëè k > 0 � ÷èñëî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
äèôôåîìîðôèçìà f , òî ÷èñëî ñòîêîâûõ òî÷åê ðàâíî k + 1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ω(f)
ñîñòîèò òîëüêî èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê (åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò òàêîå N > 0 , ÷òî
ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà fN ; òîãäà äîêàæåì òåîðåìó äëÿ fN , ìíîãîîáðàçèå M3 ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ).

Äëÿ êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ñôåðà Σ = W s(σ) \ σ ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì ðåïåëëåðîì, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(σ) ∈ M3 è öåëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r(σ) òàêîå, ÷òî U(σ) ⊂ int f r(σ)(U(σ)) . Ïîëîæèì ÷òî r(σ) = 1 äëÿ
ëþáîãî σ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéäåì ê íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f , ïðè
ýòîì ìíîãîîáðàçèå M3 îñòàíåòñÿ ïðåæíèì).

Èç ðàáîòû [2] (Proposition 0.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåî-
ìîðôèçìà f ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü V (σ) ⊂ U(σ) ñôåðû Σ , îãðàíè÷åííàÿ
ãëàäêî âëîæåííûìè ñôåðàìè S2

1 , S
2
2 è ãîìåîìîðôíàÿ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S2×[−1, 1] .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1 è l2 íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû òî÷êè σ , ÷åðåç ω1 è ω2 � ñòîêîâûå
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå çàìûêàíèÿì l1 è l2 ñîîòâåòñòâåííî (âîçìîæíî, ω1 = ω2 ). Èç ëî-
êàëüíîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ñëåäóåò, ÷òî äóãè
l1 ∩ V (σ) è l2 ∩ V (σ) ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà V (σ) \ Σ .

Óäàëèì èç ìíîãîîáðàçèÿ M3 âíóòðåííîñòü îêðåñòíîñòè V (σ) . Ìíîãîîáðàçèå M3 \
int V (σ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, ñîñòîÿùèì èç ñôåð S2

1 ,
S2
2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M3

1 êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, ïîëó÷åííîå èç ìíîãîîáðàçèÿ
M3 \ int V (σ) ïðèêëåèâàíèåì âäîëü åãî êðàÿ äâóõ çàìêíóòûõ øàðîâ B3

1 è B3
2 . Çàäàäèì

äèôôåîìîðôèçì f̃1 :M
3
1 →M3

1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

1) f̃1|M3
1 \(B3

1∪B3
2)
= f̃ |M3

1 \(B3
1∪B3

2)
;

2) f̃1|B3
1∪B3

2
èìååò òîëüêî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè α1 ∈ B3

1 , α2 ∈ B3
2 , êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé.
Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f̃1) äèôôåîìîðôèçìà f̃1 ñîäåðæèò â òî÷íîñòè äâå îò-

òàëêèâàþùèå òî÷êè è (k − 1) ñåäëîâûõ òî÷åê, ïðè ýòîì îáùåå êîëè÷åñòâî íåïîäâèæíûõ

òî÷åê òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f̃1 ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîð-
ôèçìà f .

Òàê êàê íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f̃1) ñîäåðæèò äâà èñòî÷íèêà, òî èç ëåììû 2.1.
ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M3

1 ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè N3
1 è N3

2 . Òàê êàê
li \ Uσ ⊂ N3

i , òî ωi ⊂ N3
i , i = 1, 2 .

Ïðîäåëàåì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó åùå (k − 1) ðàç. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîìïàêòíîå

ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ M3
k è äèôôåîìîðôèçì f̃k :M

3
k →M3

k ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
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Ìíîãîîáðàçèå M3
k ñîñòîèò èç k+1 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè N3

1 , ..., N
3
k+1 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ñîäåðæèò 1 èñòî÷íèê è 1 ñòîê äèôôåîìîðôèçìà f̃k . Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ìíîãîîáðàçèå
N3
i ãîìåîìîðôíî 3 -ñôåðå, à ìíîãîîáðàçèå M3 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé (k + 1) ýêçåì-

ïëÿðîâ 3 -ñôåð2. Ïîýòîìó M3 ãîìåîìîðôíî 3− ñôåðå.
Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f̃k ñîäåðæèò òîëüêî ïðèòÿãèâàþùèå è

îòòàëêèâàþùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè, è èõ îáùåå êîëè÷åñòâî ðàâíî ÷èñëó íåïîäâèæíûõ
òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f . Ñëåäîâàòåëüíî, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà
f ñîäåðæèò 2k + 2 òî÷êè: 1 èñòî÷íèê, k ñåäëîâûõ òî÷åê è k + 1 ñòîêîâ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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2Ñâÿçíîé ñóììîé M3
1 ♯M

3
2 äâóõ îðèåíòèðóåìûõ ñâÿçíûõ 3 -ìíîãîîáðàçèé M3

1 , M3
2 íàçûâàåòñÿ ìíî-

ãîîáðàçèå M3
1 ♯M

3
2 , ïîëó÷åííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) âûáåðåì øàðû B3
1 , B3

2 òàê, ÷òî B3
i ⊂ M3

i ; 2) ñêëåèì ìíîãîîáðàçèÿ M3
1 \ intB3

1 è M3
2 \ intB3

2 ïðè
ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà φ : ∂B3

1 → ∂B3
2 , îáðàùàþùåãî åñòåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ ∂B3

1 , ∂B
3
2 .
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On topology of ambient manifold for Morse-Smale

di�eomorphisms.

c⃝ E.Y. Gurevich3

Abstract. In this article is considered the class G(M3) of orientation preserving Morse-Smale
di�eomorphisms on connected closed orientable 3-manifolds such that for any f ∈ G(M3) the set
of unstable separatrices is one-dimensional and does not contain any heteroclinic intersection. It is
proved that for any f ∈ G(M3) its' ambient manifold M3 is di�eomorphic to 3-sphere.

Key Words: Morse-Smale dynamical systems, topology of the ambient manifold.
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ÓÄÊ 517.938

Î äèôôåîìîðôèçìàõ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ

íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè

c⃝ Å. Â. Æóæîìà1, Ë. À. Êóïðèíà2, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ3

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñåïàðàòðèñ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-
Ñìåéëà n -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ( n ≥ 4 ), íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç
òðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ìíîãîîáðàçèå, óçëû, äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ñåïàðàòðèñû ñåä-
ëà.

Ïóñòü f : Mn → Mn - äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàê-
òû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [1], [21]) çàìêíóòîãî n -ìåðíîãî (n ≥ 3 ) ìíî-
ãîîáðàçèÿ Mn , è σ - ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ñ k -ìåðíûì
( 1 ≤ k ≤ n − 1 ) óñòîé÷èâûì W s(σ) èëè íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì W u(σ) . Ìíîæå-
ñòâî Sepτ (σ) = W τ (σ) \ {σ} íàçûâàåòñÿ ñåïàðàòðèñîé ( τ ëèáî s , ëèáî u ). Åñëè Sepτ (σ)
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñåïàðàòðèñàìè äðóãèõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, òî Sepτ (σ) ïðè-
íàäëåæèò íåóñòîé÷èâîìó (åñëè τ = s ) èëè óñòîé÷èâîìó (åñëè τ = u ) ìíîãîîáðàçèþ
íåêîòîðîé óçëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè, ñêàæåì N . Òîãäà òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå
ñåïàðàòðèñû Sepτ (σ) ðàâíî W τ (σ)∪{N} , è ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â Mn k -
ñôåðîé [5]. Âîçìîæíîñòü äèêîãî âëîæåíèÿ òàêîé k -ñôåðû âïåðâûå áûëà äîêàçàíà â [18]
äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ 3-ñôåðîé M3 = S3 , ïðè k = 1, 2 (àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû
áûëè ïîñòðîåíû â [2] - [5], [12], [14], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå âîïðîñû êëàññèôèêàöèè).
Áîëåå òî÷íî, â [18] áûë ïîñòðîåí ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì 3-ñôåðû ñ îäíèì
ñåäëîì è òðåìÿ óçëàìè. Èç [13] âûòåêàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îðèåíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ
3-ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðåìÿ ïåðèîäè÷åñêèìè
òî÷êàìè. Ïîñêîëüêó íà ëþáîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà
èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó èñòî÷íèêîâóþ è îäíó ñòîêîâóþ ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè [21],
òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå n = 3 ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ñ óêàçàííûì
ýôôåêòîì äèêîãî âëîæåíèÿ çàìûêàíèÿ ñåïàðàòðèñû ðàâíî ÷åòûðåì.

Â [17] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòûõ n -ìíîãîîáðàçèé (è èññëåäîâàíèå òà-
êèõ ìíîãîîáðàçèé), äîïóñêàþùèõ ôóíêöèè Ìîðñà ðîâíî ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè
ïðè n ≥ 4 . Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå n ≥ 4 ñóùåñòâóþò äèôôåîìîðôèç-
ìû Ìîðñà-Ñìåéëà ðîâíî ñ òðåìÿ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè. Òàêîé äèôôåîìîðôèçì èìååò
ðîâíî îäíî ñåäëî (ëåììà 1.4.). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âîïðîñ î âîçìîæíîñòè
äèêîãî âëîæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ñåïàðàòðèñû ó (åäèíñòâåííîãî) ñåäëà. Íà-
ñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äàííîãî âîïðîñà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â
ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà çàìêíó-
òîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè n ≥ 4 , è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà
ñîñòîèò èç òðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: ñòîêà ω , èñòî÷íèêà α è ñåäëà s0 . Òîãäà
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• Mn îðèåíòèðóåìîå;

• ñåïàðàòðèñû ñåäëà s0 èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü (ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåð-
íîñòü n ìíîãîîáðàçèÿ Mn ÷åòíàÿ);

• çàìûêàíèÿ íåóñòîé÷èâîé Sepu(s0) è óñòîé÷èâîé Seps(s0) ñåïàðàòðèñ ÿâëÿþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè n

2
-ìåðíûìè ñôåðàìè W u(s0) ∪ {ω} = Sω , W

s(s0) ∪
{α} = Sα ñîîòâåòñòâåííî.

• åñëè n ≥ 6 , òî ñôåðû Sω è Sα ëîêàëüíî ïëîñêèå;

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ.
Ñïåðâà íàïîìíèì íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Äèôôåîìîðôèçì f ãëàäêîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ Mn (ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 ) íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè
åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
(ñëåäîâàòåëüíî, NW (f) = Per (f) ), âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ãèïåðáîëè÷åñêèå è èíâàðè-
àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s(x) , W u(y) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî (åñëè ïåðåñå÷åíèå íå
ïóñòî) äëÿ ëþáûõ òî÷åê x , y ∈ NW (f) .

Èíäåêñ Êðîíåêåðà-Ïóàíêàðå åñòü ÷èñëî Indp(f) = (−1)dimWu(p)∆ , ãäå ∆ ñóòü +1 èëè
−1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî ñîõðàíÿåò èëè ìåíÿåò îðèåíòàöèþ îòîáðàæåíèå f |Wu(p) . Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç tr (f∗k) ñëåä (ëèíåéíîãî) îòîáðàæåíèÿ f∗k : Hk(M,R) , êîòîðîå èíäóöèðóåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì f â k -ìåðíîé ãðóïïå ãîìîëîãèé Hk(M,R) = Hk(M) , 0 ≤ k ≤ dimM .
Åñëè ìíîæåñòâî Fix (f) íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò èç ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ òî÷åê, òî äëÿ òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ëåôøåöà

dimM∑
k=0

(−1)ktr (f∗k) =
∑

p∈Fix (f)

Indp(f).

Äàäèì îïðåäåëåíèå äèêîãî è ëîêàëüíî ïëîñêîãî âëîæåíèé ïîäìíîãîîáðàçèé â íåêîòî-
ðîå ìíîãîîáðàçèå. Äëÿ íàòóðàëüíûõ 1 ≤ m ≤ n ìû ðàññìàòðèâàåì åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî Rm âëîæåííûì â Rn òàê, ÷òî ïîñëåäíèå (n − m) êîîðäèíàò òî÷åê èç Rm ðàâíû
0 . Ïóñòü e : Mm → Nn - âëîæåíèå çàìêíóòîãî m -ìíîãîîáðàçèÿ Mm âî âíóòðåííîñòü
n -ìíîãîîáðàçèÿ Nn . Òîãäà e(Mm) ëîêàëüíî ïëîñêî â òî÷êå e(x) , x ∈ Mm , åñëè ñó-
ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(e(x)) = U òî÷êè e(x) è ãîìåîìîðôèçì h : U → Rn òàêèå, ÷òî
h(U∩e(Mm)) = Rm ⊂ Rn . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå e(Mm) äèêî âëîæåíî â e(x) . Àíàëîãè÷íûå
îïðåäåëåíèÿ ââîäÿòñÿ â ñëó÷àå êîìïàêòíîãî Mm ñ êðàåì (â ÷àñòíîñòè, Mm = [0; 1] ).

Â [5] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû ñôîðìóëèðóåì äëÿ ññûëîê â âèäå ëåììû.

Ë å ì ì à 1.2. Ïóñòü f : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ó êîòîðîãî
ñåïàðàòðèñà Sepτ (σ) íåêîòîðîãî ñåäëà σ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ñåïàðàòðèñàìè äðóãèõ ñå-
äåë. Òîãäà Sepτ (σ) ïðèíàäëåæèò íåóñòîé÷èâîìó (åñëè τ = s ) èëè óñòîé÷èâîìó (åñëè
τ = u ) ìíîãîîáðàçèþ íåêîòîðîé ñòîêîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè, ñêàæåì N , åå òîïî-
ëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ðàâíî W τ (σ) ∪ {N} , è ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â Mn

ñôåðîé ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî îðèåíòèðóåìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Mn áóäåò âûòåêàòü èç ñëåäóþùåé
ëåììû, êîòîðàÿ èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ë å ì ì à 1.3. Ïóñòü f : Mn → Mn - äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ó êîòîðîãî
íåò îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ è âñå ñåïàðàòðèñû íå èìåþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷å-
íèé. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå Mn îðèåíòèðóåìîå.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïåðåéäåì ê íåêîòîðîé èòåðàöèè). Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò äâó-

ëèñòíîå íàêðûòèå π̂ : M̂n → Mn , ãäå M̂n - îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå f̂ äèôôåîìîðôèçìà f îòíîñèòåëüíî íàêðûòèÿ π̂ . Ïîëîæèì f̂ = id
âî âñåõ òî÷êàõ π̂−1(Fix f) . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x̂ ∈ M̂n , x̂ /∈ π̂−1(Fix f) . Òî-
ãäà π̂(x̂) ïðèíàäëåæèò ëèáî óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ W s(ω) íåêîòîðîãî ñòîêà ω , ëèáî
óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå Seps(σ) íåêîòîðîãî ñåäëà σ . Â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó W s(ω)
îäíîñâÿçíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé ïðîîáðàç π̂−1(W s(ω)) ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà Ŵ s ïîëíîãî ïðî-
îáðàçà π̂−1(W s(ω)) , ñîäåðæàùàÿ x̂ . Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêæå åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
ω̂ ∈ π̂−1(ω) , ïðèíàäëåæàùàÿ òîé æå êîìïîíåíòå. Ïîëîæèì

f̂(x̂) = ŷ ∈ π̂−1(f(π̂(x̂))) ∩ Ŵ s.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà π̂(x̂) ∈ Seps(σ) , ñîãëàñíî ëåììå 1.2., çàìûêàíèå ñåïàðàòðèñû
Seps(σ) åñòü k -ñôåðà Sk0 . Ïî óñëîâèþ, k ≥ 2 . Ïîýòîìó Sk0 îäíîñâÿçíà è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëíûé ïðîîáðàç π̂−1(Sk0 ) ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ k -ñôåð, îäíà èç êîòîðûõ,

ñêàæåì Ŝk0 , ñîäåðæèò x̂ . Ïîëîæèì

f̂(x̂) = ŷ ∈ π̂−1(f(π̂(x̂))) ∩ Ŝk0 .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f̂ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèç-
ìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó π̂ ◦ f̂ = fπ̂ .

ßñíî, ÷òî f̂ íå èìååò îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ. Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî èç îòñóòñòâèÿ
îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ âûòåêàåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà èìååò ðîâíî îäèí
èñòî÷íèê è ðîâíî îäèí ñòîê. Òàê êàê f èìååò õîòÿ áû îäèí èñòî÷íèê è õîòÿ áû îäèí ñòîê,
òî f̂ äîëæåí èìåòü íå ìåíåå äâóõ èñòî÷íèêîâ è äâóõ ñòîêîâ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn îðèåíòèðóåìîå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñëåäóÿ [10], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåäëî σ èìååò òèï (µ, ν) , åñëè µ = dimW u(σ) ,
ν = dimW s(σ) . ×èñëî µ ( ν ) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì (óñòîé÷èâûì) èíäåêñîì Ìîðñà.

Ë å ì ì à 1.4. Ïóñòü f : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäà-
þùåå ìíîæåñòâî NW (f) êîòîðîãî ñîñòîèò èç òðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Òîãäà

• NW (f) ñîñòîèò èç ñòîêà, èñòî÷íèêà è ñåäëà, ñåïàðàòðèñû êîòîðîãî èìåþò îäè-
íàêîâóþ ðàçìåðíîñòü (ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü n ìíîãîîáðàçèÿ Mn ÷åòíàÿ);

• Mn îðèåíòèðóåìîå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì íåðàâåíñòâà Ìîðñà-Ñìåéëà [20]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Mj ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p äèôôåîìîðôèçìà f , ó êîòîðûõ óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðà-
çèå èìååò ðàçìåðíîñòü j = dimW s(p) . Ïóñòü βi(M

n) = βi � i -å ÷èñëî Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ
Mn , ò.å. βi(M

n) = rank Hi(M
n,Z) . Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [20]:

M0 ≥ β0, M1 −M0 ≥ β1 − β0, . . . ,Mn−1 −Mn−1 + · · · ≥ βn−1 − βn−1 + · · · (1.1)

n∑
i=0

(−1)iMi =
n∑
i=0

(−1)iβi. (1.2)
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Ïîñêîëüêó äëÿ ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ β0 = 1 , òî èç (1.1) âûòåêàåò, ÷òî f èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí ñòîê è ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èñòî÷íèê. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f
èìååò äâà ñòîêà ω1 , ω2 è îäèí èñòî÷íèê α , òî ïîëó÷èì, ÷òî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî Mn \{α}
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ W s(ω1) è W s(ω2) .
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f íå ìîæåò èìåòü äâà èñòî÷íèêà è ñòîê. Òàêèì îáðàçîì,
NW (f) ñîñòîèò èç ñòîêà ω , èñòî÷íèêà α è ñåäëà σ . Ïóñòü σ èìååò òèï (n−k, k) . Òîãäà
M0 =Mn =Mk = 1 . Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1 èìååì M0 =Mn =Mn−k = 1 . Îñòàëüíûå
Mj = 0 ( j ̸= 0 , n , k , n − k ). Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè (1.2) äëÿ f è f−1 , ïîëó÷àåì
(−1)k = (−1)n−k è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî n = 2m ÷åòíîå. Áîëåå òîãî, n ≥ 4 .

Ïîêàæåì, ÷òî k ̸= 1 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèÿ W s(σ) ,
W u(σ) íå èìåþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, òî èõ òîïîëîãè÷åñêèå çàìûêàíèÿ ðàâ-

íû W s(σ) ∪ {α} def
= S1

α , W
u(σ) ∪ {ω} def

= Sn−1ω è ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè
îêðóæíîñòüþ è (n − 1) -ñôåðîé ñîîòâåòñòâåííî [5]. Èç n ≥ 4 è òîãî, ÷òî Sn−1ω ãëàäêî
âëîæåíà çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò îäíîé òî÷êè âûòåêàåò, ÷òî Sn−1ω èìååò îêðåñòíîñòü
Uω , ãîìåîìîðôíóþ Sn−1ω × (−1;+1) [15]. Áîëåå òîãî, Uω ìîæíî ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû
f(Uω) ⊂ Uω . Ïîñêîëüêó Sn−1ω è S1

α ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå σ , òî Sn−1ω íå ðàç-
áèâàåò Mn . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Mn

1 =Mn\Uω ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ äâóìÿ
ãðàíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè, ãîìåîìîðôíûìè Sn−1ω . Ïðèêëåèâ ê ýòèì êîìïîíåíòàì íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ n -ìåðíûå øàðû, ïîëó÷èì çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå Mn

2 . Èç f(Uω) ⊂ Uω
ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïðîäîëæèòü f íà Mn

2 äî äèôôåîìîðôèçìà ñ îäíèì èñòî÷íèêîì è
äâóìÿ ñòîêàìè. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà íå ñóùåñòâóåò. Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî k ̸= 1 . Ïðèìåíÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò ê f−1 ,
ïîëó÷àåì k ̸= n− 1 . Òàêèì îáðàçîì, M1 =Mn−1 = 0 .

Òàê êàê ó äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà ñåïàðàòðèñû îäíîãî ñåäëà íå ïåðåñåêàþòñÿ,
òî îáå ñåïàðàòðèñû (åäèíñòâåííîãî) ñåäëà äèôôåîìîðôèçìà f íå èìåþò ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêèõ ïåðåñå÷åíèé. Îòñþäà è ëåììû 1.3. ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn îðèåíòèðóåìîå.

Ïîêàæåì, ÷òî k = m . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì,
÷òî k > m (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðåéäåì ê äèôôåîìîðôèçìó f−1 ). Èç (1.1) âûòåêàåò
β1 = . . . = βn−k−1 = 0 , ïîñêîëüêó M1 = . . . = Mn−k−1 = 0 . Èç äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå
äëÿ îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. íàïðèìåð, [8], ñòð. 145) ñëåäóåò β1 = . . . = βk−1 = 0 .
Òîãäà βi = 0 äëÿ âñåõ i = 1 , . . . , n−1 . Ðàâåíñòâî (1.2) ïðèíèìàåò âèä 1+(−1)k+(−1)n =
1 + (−1)n , ÷åãî íå ìîæåò áûòü.

Ðàâåíñòâî k = m ìîæíî äîêàçàòü äðóãèì ñïîñîáîì, êîòîðûé íå èñïîëüçóåò îðèåíòè-
ðóåìîñòü Mn . Ñíîâà ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî
k < m . Â ýòîì ñëó÷àå êîðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ W s(σ) íå ìåíåå äâóõ. Ïîýòîìó äî-
ñòàòî÷íî áëèçêèì ê òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìîì κ :Mn →Mn ìîæíî ïåðåâåñòè
îáúåäèíåíèå W s(σ) ∪ α â κ (W s(σ) ∪ α) ñ κ (W s(σ) ∪ α) ∩ (W s(σ) ∪ α) = ∅ . Ïðè ýòîì
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî κ ðàâåí òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ñòîêà ω . Äèôôåîìîðôèçì κ−1 ◦ f ◦κ = κ′ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, ó
êîòîðîãî åñòü ñòîê ω , è çàìûêàíèå ñåïàðàòðèñû ñåäëà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ W s(σ)∪α . Òîãäà
óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ñòîêà ω äèôôåîìîðôèçìîâ f è κ′ ïîêðûâàþò âñå ìíîãîîá-
ðàçèå Mn . Òàê êàê óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñòîêà ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó n -øàðó, òî
Mn ÿâëÿåòñÿ n -ñôåðîé Sn [7]. Ïåðåéäÿ, åñëè íåîáõîäèìî ê íåêîòîðîé èòåðàöèè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî f è îãðàíè÷åíèå f |Wu(σ) ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ. Ïîñêîëüêó äëÿ n -ìåðíîé
ñôåðû Sn èìååì H0(S

n) = Hn(S
n) = 1 , Hk(S

n) = 0 , 1 ≤ k ≤ n−1 , òî ôîðìóëà Ëåôøåöà
äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà ñôåðû Sn ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

1 + (−1)n =
∑

p∈Fix (f)

Indp(f). (1.3)
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ßñíî, ÷òî Indα(f) = (−1)n , Indω(f) = 1 . Òîãäà èç (1.3) ïîëó÷àåì Indσ(f) = 0 =
(−1)dimWu(σ) , ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî k = m .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì îñíîâíîé òåîðåìû, âûøå áûëî
äîêàçàíî, ÷òî n = 2k , k ≥ 2 , è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) ñîñòîèò èç ñòîêà ω ,
èñòî÷íèêà α è ñåäëà s0 ñ òèïîì (k, k) . Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 1.5. Ïóñòü f :M2k →M2k � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäà-
þùåå ìíîæåñòâî NW (f) êîòîðîãî ñîñòîèò èç ñòîêà ω , èñòî÷íèêà α è ñåäëà s0 òèïà
(k, k) . Òîãäà çàìûêàíèÿ íåóñòîé÷èâîãî W u(s0) è óñòîé÷èâîãî W s(s0) ìíîãîîáðàçèé ÿâ-
ëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè k -ìåðíûìè ñôåðàìè W u(s0) ∪ {ω} , W s(s0) ∪ {α}
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëîæèì Skω = W u(s0) ∪ {ω} , Skα = W s(s0) ∪ {α} . Íåïîñðåäñòâåííî èç [9] (ñì. òàêæå
[19], [16]) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 1.6. Ïóñòü f : M2k → M2k � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) êîòîðîãî ñîñòîèò èç ñòîêà ω , èñòî÷íèêà α è ñåäëà s0 .
Åñëè k ≥ 3 , òî Skω , S

k
α ñóòü ïëîñêèå k -ñôåðû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü e : Mk → Rn - âëîæåíèå k -ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
(âîçìîæíî, ñ êðàåì) â Rn . Â [15] è [16] äîêàçàíî, ÷òî ïðè n ≥ 5 , k ̸= n−2 âëîæåíèå e íå
èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê äèêîãî âëîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâîå è óñòîé÷èâîå ìíî-
ãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, òî k -ñôåðû Skω , S

k
α ìîãóò

èìåòü òî÷êè äèêîãî âëîæåíèÿ òîëüêî â óçëàõ. Åñëè âçÿòü îêðåñòíîñòü óçëà, ãîìåîìîðô-
íóþ Rn , òî ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû èç [9]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Skω , S

k
α ÿâëÿþòñÿ

ëîêàëüíî ïëîñêèìè òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè k -ñôåðàìè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ
ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, äîãîâîð � 11.G34.31.0039, à òàêæå â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ � 11-01-12056 îôè-ì.
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On the Morse-Smale di�eomorphisms with three �xed

points
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Abstract. We study the topological structure separatrices of Morse-Smale di�eomorphisms of
n -dimensional manifold ( n ≥ 4 ) with non-wandering set consisting of three �xed points.
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ÓÄÊ 004.94

Ìîäåëèðîâàíèå ìûøå÷íîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâå÷åñêîãî

îðãàíèçìà ñ ïðèìåíåíèåì ïàðàëëåëüíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé

c⃝ Ä. Ñ. Êàçàêîâà1

Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàíà è ðåàëèçîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìûøå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôåéñà MPI ñîçäàí êîìïëåêñ ïðî-
ãðàìì, ïîçâîëÿþùèé èññëåäîâàòü ìîëåêóëÿðíûå ìåõàíèçìû ìûøå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèçì ìûøå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ, ñêåëåòíûå ìûøöû, ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå, ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíîé èç ñàìûõ àêòóàëüíûõ çàäà÷ â áèîìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ èçó-
÷åíèå êîìïëåêñà ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå ìåõàíèçìà ìûøå÷íîãî
ñîêðàùåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âñÿ æèçíåäåÿòåëüíîñòü ÷åëîâå÷åñêîãî îðãàíèçìà îñíî-
âàíà íà ðàáîòå ìûøö, êîòîðûå êðîìå äâèãàòåëüíîé ôóíêöèè, îòâå÷àþò çà ðàáîòó ñåðäöà,
ïåðåìåùåíèå êðîâè â îðãàíèçìå, äûõàíèå, îáðàçîâàíèå çâóêîâ ðå÷è è òåðìîðåãóëÿöèþ
îðãàíèçìà. Ïîýòîìó îò èñïðàâíîé ðàáîòû ìûøö çàâèñèò íå òîëüêî ïîäâèæíîñòü îðãà-
íèçìà, íî è ôóíêöèîíèðîâàíèå âñåõ ôèçèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà;
êàêèå-ëèáî íàðóøåíèÿ â ðàáîòå ìûøö ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ïàòîëîãèÿì, à ïðåêðàùåíèå
ðàáîòû ìûøö - âîîáùå ê ëåòàëüíîìó èñõîäó.

Ïðè ýòîì ñîâðåìåííûé óðîâåíü òåõíèêè íå ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü çà ìåõàíèçìîì ìû-
øå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî â ìûøöå, îäíàêî, åãî ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü, îñíî-
âûâàÿñü íà çíàíèÿõ î ìîëåêóëÿðíîé êîíñòðóêöèè ñàðêîìåðà è åãî ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ
ñâîéñòâàõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîíèìàíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ ìåõàíèçìîâ ìûøå÷íîãî ñîêðà-
ùåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñîñòàâëÿåò ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü èññëåäîâàíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóåò åäèíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ìîãëà áû îïè-
ñàòü âñå ñòàäèè ïðîöåññîâ ñîêðàùåíèÿ è ðàññëàáëåíèÿ â ìûøöå, ò.ê. ðàñ÷åòû ïî òàêîé
ìîäåëè òðåáóþò áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó â ëèòåðàòóðå îïèñàíû òîëüêî ìî-
äåëè, ïðåäñòàâëåííûå â ïðåäåëüíî ïðîñòîì âàðèàíòå [1]. Ðàññìîòðåíèå áîëåå ñëîæíîé,
áîëåå ïîëíîé ìîäåëè ìûøå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ òåõíîëî-
ãèè âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëè-
òåëüíîãî ïðîöåññà íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ (ñóïåðêîìïüþòåðàõ).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìûøå÷íîé àêòèâíîñòè îðãàíèçìà ÷åëîâåêà îáúåêòîì èññëåäîâà-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ñêåëåòíàÿ ïîïåðå÷íî-ïîëîñòíàÿ ìûøöà. Ñîêðàùåíèå ýòîé ìûøöû îñíîâàíî
íà âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ñîêðàòèòåëüíûõ áåëêîâ - àêòèíà è ìèîçèíà. Ýíåðãèÿ äëÿ ýòîãî

1Ìàãèñòðàíò âòîðîãî ãîäà îáó÷åíèÿ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; Kazakova_D_S@mail.ru.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



48 Ä. Ñ. Êàçàêîâà

âçàèìîäåéñòâèÿ âûñâîáîæäàåòñÿ ïðè ðàñùåïëåíèè ìîëåêóëû ÀÒÔ äî ÀÄÔ è ôîñôîðíîé
êèñëîòû [2].

Ïðîöåññ ñîêðàùåíèÿ ìûøöû (ðèñ. 2.1) - ýòî öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ, ïðè ýòîì îäèí öèêë
ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå ñòàäèè:

1. Ñâîáîäíàÿ ãîëîâêà ìèîçèíà ñâÿçûâàåòñÿ ñ ÀÒÔ.

2. Ãîëîâêà ìèîçèíà ãèäðîëèçóåò ÀÒÔ äî ÀÄÔ è ôîñôîðà è ñëàáî ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñëå-
äóþùåé ñóáúåäèíèöåé àêòèíà, ôîñôàò îòäåëÿåòñÿ, è ýòî ïðèâîäèò ê ïðî÷íîìó ñâÿ-
çûâàíèþ ãîëîâêè ìèîçèíà ñ àêòèíîâûì ôèëàìåíòîì. Ýòà ðåàêöèÿ óæå íåîáðàòèìà.

3. Ãîëîâêà ïðåòåðïåâàåò êîíôîðìàöèîííîå èçìåíåíèå, ïðîèçâîäÿùåå ïðîäâèæåíèå ìèî-
çèíà îòíîñèòåëüíî àêòèíà.

4. Îòäåëÿåòñÿ ÀÄÔ, çà ñ÷¼ò ýòîãî ãîëîâêà îòäåëÿåòñÿ îò àêòèíîâîãî ôèëàìåíòà. Ïðè-
ñîåäèíÿåòñÿ íîâàÿ ìîëåêóëà ÀÒÔ.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ìåõàíèçì ìûøå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ

Ýòîò ìåõàíèçì ìîæåò áûòü îïèñàí ñëîæíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé [3]:

X0 + 2X1 ←→ 2X2

2X2 ←→ 2X3 +X4

2X3 ←→ X5

X5 ←→ X6

X6 ←→ X7 + 2X9

X6 ←→ X0 + 2X8 + 2X9

X7 ←→ X0 + 2X8

Â äàííîé ðåàêöèè ïðèíèìàþò ó÷àñòèå 10 âåùåñòâ:
X0 � àêòèíìèîçèíîâûé êîìïëåêñ,
X1 � ÀÒÔ,
X2 � ìèîçèí + ÀÒÔ,
X3 � ìèîçèí + ÀÄÔ + ôîñôîð,
X4 � èîí âîäîðîäà,
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X5 � àêòèíìèîçèíîâûé êîìïëåêñ + ÀÄÔ + ôîñôîð,
X6 � ýíåðãåòè÷åñêè àêòèâíàÿ êîíôîðìàöèÿ ìèîçèíà,
X7 � àêòèíìèîçèíîâûé êîìïëåêñ + ÀÄÔ,
X8 � ÀÄÔ,
X9 � ôîñôîð.

Ïðèâåäåííàÿ õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ îïèñûâàåò ñëåäóþùèå ïðîöåññû:
(1) � ïðèñîåäèíåíèå ÀÒÔ ê ¾ãîëîâêàì¿ ìèîçèíà ñ îáðàçîâàíèåì ÀÒÔ-ìèîçèíîâîãî êîì-
ïëåêñà;
(2) � ãèäðîëèç ÀÒÔ-ìèîçèíîâîãî êîìïëåêñà ñ îáðàçîâàíèåì ÀÒÔ-ìèîçèí-ôîñôîðíîãî êîì-
ïëåêñà è èîíîâ H, óõî-äÿùèõ çàòåì â âîäíóþ ñðåäó;
(3) � ïðîäâèæåíèå ãîëîâîê ìèîçèíà ê àêòèíó çà ñ÷åò îáðàçîâàíèÿ èç ÀÒÔ-ìèîçèí-
ôîñôîðíîãî êîìïëåêñà ÀÒÔ-àêòèíìèîçèí-ôîñôîðíîãî êîìïëåêñà;
(4) � îáðàçîâàííèå ýíåðãåòè÷åñêè àêòèâíîé êîíôîðìàöèè àêòèíìèîçèíà;
(5) � èçìåíåíèå êîíôîðìàöèè ëåãêîé ÷àñòè àêòèíìèîçèíà è ðàçâèòèå òÿíóùåãî óñèëèÿ
¾ãîëîâêîé¿ ìèîçèíà;
(6) � ðàñïàä ýíåðãåòè÷åñêè àêòèâíîé êîíôîðìàöèè àêòèíìèîçèíà ñ ìãíîâåííûì âûäåëå-
íèåì ýíåðãèè;
(7) � ðàñïàä ÀÄÔ-àêòèíìèîçèíîâîãî êîìïëåêñà ñ âûäåëåíèåì ýíåðãèè.

Äëÿ ýòîé ðåàêöèè íà îñíîâå çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü � çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé:

dx0/dt = −k1x0(x1)2 + k1(x2)
2 + k6x6 − k6x0(x8)2(x9)2 + k7x7 − k7x0(x8)2;

dx1/dt = −2k1x0(x1)2 + 2k1(x2)
2;

dx2/dt = 2k1x0(x1)
2 − 2k1(x2)

2 − 2k2(x2)
2 + 2k2(x3)

2x4;

dx3/dt = 2k2(x2)
2 − 2k2(x3)

2x4 − 2k3(x3)
2 + 2k3x5;

dx4/dt = k2(x2)
2 − k2(x3)2x4;

dx5/dt = k3(x3)
2 − k3x5 − k4x5 + k4x6;

dx6/dt = k4x5 − k4x6 − k5x6 + k5x7(x9)
2 − k6x6 + k6x0(x8)

2(x9)
2;

dx7/dt = k5x6 − k5x7(x9)2 − k7x7 + k7x0(x8)
2;

dx8/dt = 2k6x6 − 2k6x0(x8)
2(x9)

2 + 2k7x7 − 2k7x0(x8)
2;

dx9/dt = 2k5x6 − 2k5x7(x9)
2 + 2k6x6 − 2k6x0(x8)

2(x9)
2.

(2.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
xi(t0) = x0i (2.2)

Â ñèñòåìå (2.1)-(2.2) xi , i = 1, . . . , 9 � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â àêòå
ìûøå÷íîãî ñî-êðàùåíèÿ, ki è ki , i = 1, . . . , 7 � ñîîòâåòñòâåííî, êèíåòè÷åñêèå êîíñòàíòû
ñêîðîñòåé ïðÿìîé è îáðàòíîé ñòàäèé, t � âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè; t0 � íà÷àëüíîå
âðåìÿ.

3. Ìîäåëü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà è ïðè-
ìåíÿåìûå ìåòîäû

Èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìà ìûøå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ âêëþ÷àåò ðàññìîòðåíèå êàê ïðÿìîé
çàäà÷è, òî åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè
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êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, òàê è îáðàòíîé � âîññòàíîâëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïî èìåþ-
ùåìóñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîìó ìàòåðèàëó. Ðåøåíèå îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ
ê ðàññìîòðåíèþ ñåðèè ïðÿìûõ çàäà÷ è ìèíèìèçàöèè êðèòåðèÿ îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòà îò
ýêñïåðèìåíòà [4]:

F =
N∑
i=1

n∑
j=1

1

xexpij

|xcalcij − x
exp
ij | (x

exp
ij > 0). (3.1)

ãäå xcalcij � ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ; xexpij � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå; N � êîëè÷åñòâî
òî÷åê ýêñïåðèìåíòà; n � êîëè÷åñòâî âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè.

Ðàçðàáîòàíà ìîäåëü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïîçâîëÿþùàÿ ýô-
ôåêòèâíî ðåøàòü îáðàòíûå êèíåòè÷åñêèå çàäà÷è áîëüøîãî âû÷èñëèòåëüíîãî îáúåìà. Äëÿ
ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì îêàçàëñÿ ïàðàëëåëüíûé âàðè-
àíò ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (ðèñ. 3.1).

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïðîèçâîäèòñÿ íà ñòàäèè íà÷àëüíîãî çà-
ïîëíåíèÿ, êîãäà çàäàííûå ïñåâäîñëó÷àéíî òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî ïðîöåññîðàì ÌÂÑ, à òàêæå íà ñòàäèè ôîðìèðîâàíèÿ íîâîãî ïîêîëåíèÿ, êîãäà
âûáðàííûå òî÷êè îïÿòü ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó ïðîöåññîðàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ôîð-
ìèðóåò íîâîå ïîêîëåíèå òî÷åê âîêðóã äîñòàâøèõñÿ åìó. Âðåìÿ àâòîíîìíîé ðàáîòû ïðîöåñ-
ñîâ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò âðåìÿ ìåæïðîöåññîðíûõ âçàèìîäåéñòâèé íà ýòàïå ñåëåêöèè,
÷òî îáóñëîâëèâàåò ýôôåêòèâíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà.

4. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è îñíîâíûå âûâîäû

Ïðîèçâåäåíî òåñòèðîâàíèå ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû íà ìîäåëüíûõ äàííûõ, ðàññ÷è-
òàííûõ ïðè k1 = 10 , k2 = 0, 1 , k3 = 1 , k4 = 5 , k5 = 1 , k6 = 1 , k7 = 1 , k1 = 1 , k2 = 1 ,
k3 = 1 , k4 = 0, 5 , k5 = 1 , k6 = 1 , k7 = 0, 5 (çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò âçÿòû èç
ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé). Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
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Êîë-âî Ïîãðåøíîñòü Âðåìÿ,
ïðîö. ÌÂÑ ðåøåíèÿ ñåê

1 0,025 316
2 0,020 177
3 0,020 124
4 0,019 98
5 0,019 85
6 0,018 76
7 0,018 70
8 0,018 66
9 0,017 62
10 0,017 59
11 0,017 57
12 0,016 55
13 0,016 53
14 0,016 52
15 0,016 50
16 0,015 49
17 0,015 48
18 0,015 47
19 0,015 46
20 0,015 45

Íà îñíîâå àíàëèçà âðåìåíè ðàñ÷¼òà ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíîãî ÷èñëà ïðîöåññîðîâ ÌÂÑ
ïðîâåäåíà îöåíêà óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû (ðèñ. 4.1), êîòî-
ðàÿ ïîêàçàëà, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì íà äàííîì ýòàïå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå 8-9
ïðîöåññîðîâ ÌÂÑ.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

a) Óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû á) Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû

Ïëàíèðóåòñÿ ðàñøèðèòü ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü ñ öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ çàâèñèìî-
ñòè ìûøå÷íîé àêòèâíîñòè îðãàíèçìà ÷åëîâåêà îò åãî ñîñòîÿíèÿ (òåìïåðàòóðû òåëà è
äàâëåíèÿ, ñîäåðæàíèÿ â îðãàíèçìå âîäû, ìèíåðàëîâ è ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ è ò.ï.) è
âíåøíèõ ôàêòîðîâ (òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû, êîíöåíòðàöèè â âîçäóõå êèñëîðî-
äà, ïðèêëàäûâàåìîé ê ìûøöàì íàãðóçêè è ò.ï.). Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé ïðîäóêò
ïëàíèðóåòñÿ âíåäðèòü â ðàáîòó êàê ìåäèöèíñêèõ ó÷ðåæäåíèé ñ öåëüþ íîðìàëèçàöèè
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ñîñòîÿíèÿ îðãàíèçìà ÷åëîâåêà íà îñíîâå óëó÷øåíèÿ åãî ìûøå÷íîé àêòèâíîñòè, òàê è
ñïîðòèâíî-îçäîðîâèòåëüíûõ îðãàíèçàöèé ñ öåëüþ âûðàáîòêè êîìïëåêñà ìåðîïðèÿòèé ïî
êîððåêöèè ìûøå÷íîãî òîíóñà ñïîðòñìåíîâ â çàâèñèìîñòè îò òðåáîâàíèé âèäà ñïîðòà.
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Modeling of Human Organism Muscle Activity with the

Use of Parallel Computational Technologies

c⃝ D. S. Kazakova2

Abstract. A mathematical model of a muscle contraction has been developed and implemented.
It represents a system of ordinary nonlinear di�erential equations. On the base of developed model
software for investigation of molecular mechanisms of muscle contraction has been developed with
the use of interface MPI.
Key Words: mechanism of muscle contraction, skeletal muscles, mathematical modeling, parallel
computations.

2Undergraduate of Mathematical modeling chair, Bashkir State University, Ufa; Kazakova_D_S@mail.ru.
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ÓÄÊ 517.956.2

Ñòðàííûå íåõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû â ñèñòåìàõ ñ

êâàçèïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèåì

c⃝ Ì. Ë. Êîëîìèåö1, À. Í. Ñàõàðîâ2

Àííîòàöèÿ. Äàåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ î òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ÿâëÿþùèõñÿ îäíîìåðíûìè ðàñøèðåíèÿìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòî-
êîâ íà m -ìåðíîì òîðå. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà ëèáî
òîðû, ëèáî ñâÿçíûå, íî íå ëîêàëüíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà. Ïîñëåäíèå ìîãóò èãðàòü ðîëü ñòðàí-
íûõ íåõàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Àòòðàêòîðû, ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà, ïðîåêòèâíûå ïîòîêè, òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

1. Ââåäåíèå

Îäíî èç íàèáîëåå îáñóæäàåìûõ ïîíÿòèé â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ïî-
íÿòèå ñòðàííîãî àòòðàêòîðà. Àòòðàêòîð � êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ò.å. âñå òðàåêòîðèè èç íåêîòîðîé
åãî îêðåñòíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íåìó ïðè t → ∞. Ìíîæåñòâî òî÷åê, àñèìïòîòè÷åñêèõ ê àò-
òðàêòîðó, íàçûâàåòñÿ åãî áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ. Àòòðàêòîðû ñèñòåìû ïðè îáðàùåíèè
âðåìåíè t → −t íàçûâàþòñÿ ðåïåëëåðàìè. Êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àòòðàêòîð
� òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ,
î÷åâèäíî, ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèì.

Òåðìèí ¾ñòðàííûé¿, ââåäåííûé Ðþýëåì è Òàêåíñîì [1], èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ
êëàññà àòòðàêòîðîâ, äâèæåíèå íà êîòîðûõ õàîòè÷íî, òî åñòü èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ
÷óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ
èìåþò ôðàêòàëüíóþ ãåîìåòðèþ è îïèñûâàþòñÿ ñïåêòðîì ñèíãóëÿðíûõ (ïî îòíîøåíèþ ê
åñòåñòâåííîé ëåáåãîâîé ìåðå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà) èíâàðèàíòíûõ ìåð. Îáíàðóæåííûå,
ãëàâíûì îáðàçîì, â èññëåäîâàíèÿõ ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ñòðàííûå àòòðàêòîðû íå ÿâ-
ëÿëèñü ãðóáûìè (ãèïåðáîëè÷åñêèìè èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè). Ê ìîìåíòó âûõîäà
ðàáîòû [1] óæå áûëî èçâåñòíî, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû (ñèñòåìû Àíîñîâà, ñèñòå-
ìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå À) íå ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå âñåõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ñòàëî ÿñíî, ÷òî íåîáõîäèìî îñëàáèòü óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè è ðàñøèðèòü ïîíÿòèå àò-
òðàêòîðà. Ïîÿâèëèñü ïîíÿòèÿ ÷àñòè÷íîé è íåðàâíîìåðíîé ãèïåðáîëè÷íîñòè è àòòðàêòîðà
Ìèëíîðà [2].

Âñå ýòè ïîíÿòèÿ â ïîëíîé ìåðå ïðèìåíèìû ê ïîñòðîåííûì â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ ïðè-
ìåðàì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [3]) ñ àòòðàêòîðàìè, êîòîðûå ÿâíî èìåþò
ôðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó, íî íå ÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèìè. Íàèáîëüøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíî-
âà, èçìåðÿþùèé ñêîðîñòü ðàñõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé ñ áëèçêèìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè,
ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî îòðèöàòåëåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áëàãîäàðÿ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðå
àòòðàêòîðà, äèíàìèêà íà íåì ïîõîæà íà õàîòè÷åñêóþ. Ýòè îáúåêòû � ñòðàííûå íåõàîòè-
÷åñêèå àòòðàêòîðû (ÑÍÀ), íàõîäÿòñÿ ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò â öåíòðå âíèìàíèÿ êàê

1Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; math@agri.sci-nnov.ru.

2Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ansakharov2008@yandex.ru.
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òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Öåëüþ äàííîé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ
îïèñàíèå ïðîñòåéøåãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ìîãóò âîçíèêàòü ÑÍÀ.

Òàê êàê ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé ÑÍÀ (ñì. [4]), òî áóäåì ñ÷è-
òàòü ñèíîíèìîì ÑÍÀ àòòðàêòîð Ìèëíîðà.

Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå ñ íåïðåðûâíåì ïîòîêîì íà íåì, µ0 � ìåðà, ýêâèâàëåíòíàÿ
ìåðå Ëåáåãà íà X. Ñòðàííûé íåõàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà òàêîå, ÷òî

1. áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ B(A) := {x : ω(x) ⊂ A} èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà
è íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A′ ⊂ A òàêîãî, ÷òî ìåðà Ëåáåãà µ0(B(A′))
ïîëîæèòåëüíà;

2. A íå ÿâëÿåòñÿ íè êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì òî÷åê, íè êóñî÷íî-ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì;
3. A � íåõàîòè÷åñêèé: ìíîæåñòâî òî÷åê èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ, ó êîòîðûõ ïîêàçàòåëè

Ëÿïóíîâà ïîëîæèòåëüíû, èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà.
Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûì ÑÍÀ, ðàññìàòðèâàþòñÿ íåàâòîíîì-

íûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû c êâàçèïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè. Òàêèå ñèñòå-
ìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àâòîíîìíûå ðàñøèðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà íà
òîðå Tm, m ≥ 1. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ � ïîòîêîâ íà ïðîèçâå-
äåíèè Tm × S1 (S1 -ðàñøèðåíèé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ).

Ïóñòü φ = (φ1, . . . , φm) � óãëîâûå êîîðäèíàòû íà òîðå Tm, ω � âåêòîð, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì Q. Îïðåäåëèì ïîòîê f t íà Tm×S1 ðàâåíñòâîì
f t(φ, θ) = (φt, f

t
φ(θ)), ãäå φt = φ + ωt( mod 2π) � êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê íà áàçå,

θ ∈ S1, à f tφ � ãîìåîìîðôèçì ñëîÿ {φ} × S1 â ñëîé {φt} × S1 äëÿ âñåõ t è φ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ïîòîê ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì

φ̇ = ω, θ̇ = v(φ, θ). (1.1)

Ñòàíäàðíàÿ ïðîãðàììà èññëåäîâàíèÿ àòòðàêòîðîâ â òàêèõ ïîòîêàõ âêëþ÷àåò ðåøåíèå
äâóõ çàäà÷:

(1) òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ àòòðàêòîðîâ;
(2) ñòðîãîå îáîñíîâàíèå òèïè÷íûõ áèôóðêàöèé, ïðèâîäÿùèõ ê ðîæäåíèþ àòòðàêòîðîâ.

Â ëèòåðàòóðå îïèñàíî íåñêîëüêî ñöåíàðèåâ ðîæäåíèÿ ÑÍÀ â ñèñòåìàõ ñ êâàçèïåðèîäè÷å-
ñêèì âîçìóùåíèåì, îáîñíîâàííûõ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ïîýòîìó èíîãäà �ñòðàííîñòü�
íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ èíîãäà îáúÿñíÿåòñÿ îøèáêàìè ýêñïåðèìåíòà [5].

Íèæå îïèñûâàåòñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Íåïîñðåäòâåííî
ñ ýòîé çàäà÷åé ñâÿçàíà è çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ, ïîðîæäàåìûõ
(1.1). Òàê êàê ïîòîê íà áàçå ôèêñèðîâàí, òî äëÿ êëàññèôèêàöèè èñïîëüçóåòñÿ îòíîøåíèå
ïîñëîéíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. äâà òàêèõ ïîòîêà (φt, f

t
φ(θ)) è (φt, g

t
φ(θ))

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ
hφ : S1 → S1 òàêîå, ÷òî hφt ◦ f tφ = gtφ ◦ hφ.

Êàíäèäàòàìè â àòòðàêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûå çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà
ïîòîêà f t. Ïóñòü A � òàêîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóæåíèå gt ïîòîêà f t íà A ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
øèðåíèåì êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà íà áàçå, ò.å. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
p : A → Tm òàêîå, ÷òî p ◦ gt = φt ◦ p äëÿ âñåõ t ∈ R (ãîìîìîðôèçì ïîòîêîâ). ßñíî, ÷òî
p = π

∣∣
A, ãäå π : Tm × S1 → Tm � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Èç ìèíèìàëüíîñòè ïîòîêà íà

áàçå ñëåäóåò, ÷òî A èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáûì ñëîåì: Aφ = A∩ ({φ}×S1) ̸= ∅.
Ïîýòîìó ñòðóêòóðà A îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ñëîåâ Aφ.

Ïîòîê f t ìîæåò èìåòü êàê õàîòè÷åñêèå, òàê è íåõàîòè÷åñêèå ñòðàííûå àòòðàêòîðû.
Î÷åâèäíî, ëþáûå àòòðàêòîðû ñîäåðæàòñÿ â ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ öåïíî-ðåêóððåíòíîãî3

3Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà f t íà êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñòðîèò-
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ìíîæåñòâà R ïîòîêà f t. Â öåïíî-ðåêóððåíòíîì ìíîæåñòâå åñòåñòâåííî âûäåëèòü èíâà-
ðèàíòíûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, îáëàäàþùèå ïîëíîöåííîé ðåêóððåíòíîñòüþ. Â äàííîì
ñëó÷àå � ýòî ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü f t è gt � ïîòîêè íà êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X è Y
ñîîòâåòñòâåííî, p : Y → X � ãîìîìîðôèçì ïîòîêîâ. Ïîòîê gt íàçûâàåòñÿ ïî-
÷òè îäíîëèñòíûì ðàñøèðåíèåì ïîòîêà f t , åñëè ìíîæåñòâî D = {x ∈ X :
ñëîé p−1(x) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè â X.

Åñëè ïîòîê f t � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé, òî ïî÷òè îäíîëèñòíîå ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ
ïî÷òè àâòîìîðôíûì. Òî÷êè x ∈ D â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûìè
òî÷êàìè. Ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïî÷òè àâòîìîðôíîãî ðàñøèðåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïî÷òè
àâòîìîðôíûì ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì.

Íàïîìíèì, ÷òî òðàåêòîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà � ðàâíîìåðíî ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêèå ôóíêöèè f t(x). Çàìûêàíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè X = {f t(x), t ∈ R}
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïû: ýòî ëèáî m -ìåðíûé òîð, ëèáî m -
ìåðíûé ñîëåíîèä4.

Ïóñòü gt � ïî÷òè àâòîìîðôíîå ðàñøèðåíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà f t. Òðà-
åêòîðèè òî÷åê y, y′ ∈ Y íàçûâàþòñÿ äèñòàëüíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî
ϱ(gt(y), gt(y′)) > ε äëÿ ëþáîãî t ( ϱ � ìåòðèêà íà Y ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè òðàåêòîðèè
íàçûâàþòñÿ ïðîêñèìàëüíûìè. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ïðîêñèìàëüíîñòè P(Y ), èíäóöèðó-
åìîå ïîòîêîì gt : òî÷êè y ∼ y′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ òðàåêòîðèè ïðîêñèìàëüíû.
Ñîãëàñíî ñòðóêòóðíîé òåîðåìå òåîðèè ïî÷òè àâòîìîðôíûõ ïîòîêîâ ([8], � 3) ìíîæåñòâî
äèñòàëüíûõ òî÷åê ïîòîêà gt � ýòî ïðîîáðàç ìíîæåñòâà ïî÷òè àâòîìîðôíûõ òî÷åê ïðè
ãîìîìîðôèçìå p, îòíîøåíèå ïðîêñèìàëüíîñòè P(X) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè è X = Y/P(Y ).

Ïîòîê íà òîðå Tm+1, îïðåäåëÿåìûé (1.1), îáëàäàåò òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì �
÷èñëîì âðàùåíèÿ ñëîÿ

ρ = lim
t→∞

t−1θ(t, φ0, θ0),
5

êîòîðîå íå çàâèñèò îò (φ0, θ0) ∈ Tm+1 [9], [10]. Âåêòîð (ω, ρ) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì âðà-
ùåíèÿ ïîòîêà f t. ×èñëî âðàùåíèÿ ñëîÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèñòèêó
ðàññìàòðèâàåìûõ ïîòîêîâ. Ïîòîê íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè cóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ
θ(t, φ0, θ0) è ÷èñëî c > 0 òàêèå, ÷òî

|θ(t, φ0, θ0)− θ0 − ρt| ≤ c (1.2)

äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ íåðåãóëÿðíûì6. Âûïîëíåíèå íåðà-
âåíñòâà (1.2) äëÿ îäíîé òðàåêòîðèè âëå÷åò åãî âûïîëíåíèå äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé ïîòîêà.

ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x, y ∈ X, ε, T > 0, òîãäà (ε, T ) -öåïü îò x ê y � ýòî ìíîæåñòâî òî-
÷åê {x0 = x, x1, . . . , xr = y} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè t0, t1, . . . , tr−1 > T òàêèå, ÷òî
ϱ(xk, f

tk(xk+1)) < ε äëÿ k = 0, 1, . . . , r − 1 ( ϱ � ìåòðèêà íà X ). Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ öåïíî-

ðåêóððåíòíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ε, T > 0 ñóùåñòâóåò (ε, T ) -öåïü îò x äî x. Ìíîæåñòâî R âñåõ öåïíî-
ðåêóððåíòíûõ òî÷åê ïîòîêà íàçûâàåòñÿ öåïíî-ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì. R � çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà [6].

4Ñîëåíîèäîì S íàçûâàåòñÿ îáðàòíûé ïðåäåë lim
←

(Tm, αk) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïïîâûõ ãîìîìîð-

ôèçìîâ αn : Tm → Tm. Íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè òîðà êàæäîìó òàêîìó ãîìîìîðôèçìó ñîîòâåòñòâóåò
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå An ∈ GL(m,Z). Ãîìîìîðôèçì αn ÿâëÿåòñÿ qn -ëèñòíûì íàêðûòèåì Tm, ãäå
qn = detAn. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê � ëèíåéíûé ïîòîê íà ñîëåíîèäå [7].

5Çäåñü θ � ïîäíÿòèå òðàåêòîðèè íà óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå òîðà.
6Ïðîñòîé ïðèìåð íåðåãóëÿðíîãî ïîòîêà � ïîòîê, ïîðîæäàåìûé âåêòîðíûì ïîëåì φ̇ = ω, θ̇ = v(φ), äëÿ

êîòîðîãî èíòåãðàë I(t, φ) =
t∫
0

(v(φ+ ωs)− ρ)ds, ãäå ρ =
∫
Tm

v(φ)dφ, íåîãðàíè÷åí.
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Åñëè Rt
(ω,ρ) � ëèíåéíûé ïîòîê íà òîðå Tm+1, îïðåäåëÿåìûé âåêòîðîì âðàùåíèÿ, òî óñëî-

âèå (1.2) îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè èìååò êîíå÷íîå îòêëîíåíèå
îò ïðÿìîé (ωt+φ0, ρt+ θ0), ÿâëÿþùåéñÿ ïîäíÿòèåì íà óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå òðàåêòî-
ðèè ëèíåéíîãî ïîòîêà Rt

(ω,ρ).

2. Ïîòîêè Äàíæóà

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïî÷òè àâòîìîðôíîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîí-
òèíóóì Äàíæóà � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà Äàíæóà íà òîðå T2. Ýòîò ïðèìåð çà-
ìå÷àòåëåí òåì, ÷òî äîïóñêàåò ïðîçðà÷íîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå.

Ïðè m = 1 ñèñòåìà (1.1) îïðåäåëÿåò íåîñîáûé ïîòîê íà òîðå T2 � S1 -ðàñøèðåíèå
ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà (äåòàëüíîå îïèñàíèå òàêèõ ïîòîêîâ è ïîäðîáíûé ñïèñîê ïåðâîèñ-
òî÷íèêîâ èìååòñÿ â îáçîðå [11]).

Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ïîòîê âñåãäà ðåãóëÿðåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî âðàùåíèÿ ñëîÿ
ρ (íàçûâàåìîå â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëîì âðàùåíèÿ À. Ïóàíêàðå) èððàöèîíàëüíî. Òîãäà ïîòîê
èìååò åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ëèáî ñîâïàäàåò ñ òîðîì T2 (ïîòîê
íàçûâàòñÿ òðàíçèòèâíûì), ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóóìîì Äàíæóà Dρ (ïîòîê íàçûâàåòñÿ
ïîòîêîì Äàíæóà). Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå òðàíçèòèâíûé ïîòîê òîïîëîãè÷åñêè cîïðÿæåí
ëèíåéíîìó ïîòîêó Rt

(1,ρ), â ñëó÷àå ïîòîêà Äàíæóà ñîïðÿæåííîñòü çàìåíÿåòñÿ ïîëóñîïðÿ-

æåííîñòüþ (ãîìîðôèçìîì ïîòîêîâ).
Ëîêàëüíî âñå êîíòèíóóìû Äàíæóà îäèíàêîâû: îíè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíû-

ìè ðàññëîåíèÿìè ñ áàçîé S1 è êàíòîðîâñêèì ìíîæåñòâîì C â êà÷åñòâå ñëîÿ. Îäíàêî,
ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íåãîìåîìîðôíûõ êîíòèíóóìîâ Äàíæóà: äâà ìíîæåñòâà
Dρ è Dρ′ ãîìåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

A =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z) òàêîå, ÷òî ρ′ =

aρ+ b

cρ+ d
, ò.å. ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïðÿìóþ

â R2 ñ íàêëîíîì ρ â ïðÿìóþ ñ íàêëîíîì ρ′ [12].

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïîòîê Äàíæóà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì
êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà Rt

(1,ρ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëþáîé ïîòîê Äàíæóà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç òðàíçèòèâ-
íîãî ïîòîêà îïåðàöèåé ðàçäóòèÿ7 íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé. Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ
íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé ñäóòèÿ. Áîëåå òî÷íî: ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ãîìîòîïíîå òîæäå-
ñòâåííîìó îòîáðàæåíèå p : T2 → T2 (îòîáðàæåíèå ñäóòèÿ) ñî ñâîéñòâàìè:

(1) p ◦ f t = Rt
(1,ρ) ◦ p ;

(2) p(Dρ) = T2 ;
(3) ïóñòü ∆ � êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà T2 \ Dρ, òîãäà

(a) ∆ îäíîñâÿçíà;
(b) ãðàíèöà ∆ cîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ òðàåêòîðèé O1, O2 ⊂ Dρ ;
(c) p(∆ ∪Q1 ∪O2) ÿâëÿåòñÿ îäíîé òðàåêòîðèåé ïîòîêà Rt

(1,ρ).

7Íåôîðìàëüíî ýòó îïåðàöèþ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äåëàåòñÿ ðàçðåç âäîëü òðàåêòîðèè íà
ïîâåðõíîñòè òîðà è ê åãî êðàÿì ïðèêëåèâàåòñÿ (áåñêîíå÷íàÿ) ïîëîñà êîíå÷íîé ïëîùàäè. Òàê êàê ïîëîñà
èìååò êîíå÷íóþ ïëîùàäü, òî ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ òîðó. Â ïîëîñå ïîòîê äîîïðåäåëÿåòñÿ
çàäàíèåì ñëîåíèÿ áåñêîíå÷íûõ êðèâûõ. Î÷åâèäíî, íà âêëååííîé ïîëîñå òðàåêòîðèè ïîëó÷åííîãî ïîòîêà
áóäóò îáëàäàòü ñâîéñòâîì ïðîêñèìàëüíîñòè.
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Òðàåêòîðèè, ïðèíàäëåæàùèå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ∆, îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïðîêñè-
ìàëüíîñòè ïî ïîñòðîåíèþ. Òàê êàê ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà T2 \ Dρ íå áî-
ëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî îáðàç ìíîæåñòâà äèñòàëüíûõ òðàåêòîðèé ïîòîêà Äàíæóà � ìíîæåñòâî
2-îé êàòåãîðèè â T2. Ïîýòîìó ñóæåíèå f t

∣∣
Dρ

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì

êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà Rt
(1,ρ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ïóñòü ∆(f t) =

∪
k

∆k, ãäå ∆k � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà T2 \ Dρ ïîòîêà Äàí-

æóà f t. Äâà ìíîæåñòâà R, S ⊂ T2 íàçûâàþòñÿ ñîèçìåðèìûìè, åñëè èõ ïðîîáðàçû T , S
íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû: S = L(R), ãäå Lx = Ax + b, A ∈

SL(2,Z), b =

(
α
0

)
, α ∈ R. Äâà ïîòîêà Äàíæóà f t1 è f t2 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà ∆(f t1) è ∆(f t2) ñîèçìåðèìû. Òàêèì îáðàçîì, ïîë-
íûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïîòîêà Äàíæóà ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë (ρ, σ), ãäå σ �
êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ∆(f t)).

Ìíîæåñòâî Dρ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì ïîòîêà Äàíæóà, öåïíî-
ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî êîòîðîãî � âåñü òîð. Ýòîò àòòðàêòîð � íåãðóáûé: â ëþáîé ε -
îêðåñòíîñòè ïîòîêà Äàíæóà íàéäåòñÿ òðàíçèòèâíûé ïîòîê, èìåþùèé òî æå ñàìîå ÷èñëî
âðàùåíèÿ ñëîÿ ρ. ×òîáû ýòî ïîêàçàòü, çàìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíûé ïîòîê Äàíæóà òîïî-
ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí C1 -ãëàäêîìó ïîòîêó. Èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîé äîñòàòî÷íî ìàëîé
C1 -îêðåñòíîñòè ãëàäêîãî ãîìåîìîðôèçìîìà îêðóæíîñòè ìîæíî íàéòè òðàíçèòèâíûé ãî-
ìåîìîðôèçì ñ òåì æå ñàìûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ ([13], òåîðåìà 12). Òåïåðü íàøå óòâåðæäå-
íèå äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì êîíñòðóêöèè íàäñòðîéêè íàä íàéäåííûì òðàíçèòèâíûì
ãîìåîìîðôèçìîì.

Êîíòèíóóì Äàíæóà äîïóñêàåò îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âëîæåíèé [14]. Ïóñòü dρ : S

1 → S1 � ãîìåîìîðôèçì Äàíæóà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ ρ,
ℓ � ïðÿìàÿ y = ρx ⊂ R2, Qr ⊂ ℓ � îòêðûòûé èíòåðâàë ðàäèóñà r > 0 c öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Ïóñòü ℓ è Qr îáîçíà÷àþò èõ ïðîåêöèè íà T2. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ êîìïîíåíò
δ, δ′ ⊂ S1 \ Cρ ñóùåñòâóåò n òàêîå, ÷òî dnρ(δ) = δ′, òî ∆ ≡ T2 \ Dρ � îòêðûòûé òîïîëî-
ãè÷åñêèé äèñê. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 < r0 < r1 < · · · < rn < · · · , rn → ∞,
è ∆n = ∆ ∩ p−1(Qrn) ( p � îòîáðàæåíèå ñäóòèÿ). Òîãäà ∆n � îòêðûòûé òîïîëîãè÷åñêèé

äèñê, ∆n ⊂ ∆n+1 è
∞∪
n=0

∆n = ∆. Òàêèì îáðàçîì, Dρ =
∞∩
n=0

(T2\∆n) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì

âëîæåííûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, òàê ÷òî Dρ ãîìåîìîðôíî îáðàòíîìó ïðåäåëó lim
←
in,

ãäå in : T2 \∆n → T2 \∆n−1, n = 1, 2, . . . , � âëîæåíèÿ.

3. S1 -ðàñøèðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ

Äëÿ S1 -ðàñøèðåíèé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ ñóùåñòâóåò êëàññèôèêàöèÿ, ïîõî-
æàÿ íà êëàññèôèêàöèè Ïóàíêàðå ïîòîêîâ íà äâóìåðíîì òîðå. Îíà îñíîâàíà íà òîïîëîãè-
÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ òàêèõ ïîòîêîâ.

Ïóñòü A ̸= Tm+1 � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà f t, Aφ = p−1(φ) � ñëîé íàä
òî÷êîé φ. Òàê êàê ìíîæåñòâî Aφ çàìêíóòî, òî S1 \ Aφ = ∪Nk=1Bk, ãäå 1 ≤ N ≤ +∞, Bk

� îòêðûòàÿ äóãà îêðóæíîñòè S1 (äîïoëíèòåëüíàÿ äóãà). Ïóñòü αk, βk � êîíöåâûå òî÷êè
äóãè Bk. Èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 3.1. Òðàåêòîðèè òî÷åê (φ, αk), (φ, βk) ∈ {φ}×S1 ïîñëîéíî ïðîêñèìàëü-
íû.
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå u : Tm → 2T
m+1

ôîðìóëîé8 u(φ) = Aφ. Ýòî îòîáðàæåíèå
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ìíîæåñòâî òî÷åê åãî íåïðåðûâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì 2-îé
êàòåãîðèè â Tm.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè A ̸= Tm+1 � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíîãî ïîòî-
êà, ïîðîæäàåìîãî (1.1), òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì êâàçèïåðè-
îäè÷åñêîãî ïîòîêà íà òîðå Tm.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñóùåñòâóåò, ïî-êðàéíåé ìåðå, îäíà
òî÷êà φ0 òàêàÿ, ÷òî cardAφ0 = 1 . Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

u+(φ) = sup
θ
{(φ, θ) ∈ Aφ}, u−(φ) = inf

θ
{(φ, θ) ∈ Aφ}.

Ýòè ôóíêöèè ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó è ñíèçó, ñîîòâåòñòâåííî, è óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ èíâàðèàíòíîñòè u±(φt) = F̃ t

φ(u
±(φ)), t ∈ R . Êðîìå òîãî, u−(φ) < u+(φ) äëÿ ëþ-

áîãî φ ∈ Tm . Ïóñòü U−, U+ � òî÷å÷íûå ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêàì ôóíê-
öèé u−(φ), u+(φ) . Òîãäà ìíîæåñòâà U−, U+ êîìïàêòíû, èíâàðèàíòíû è U− ∩ U+ = ∅ ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè A . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà φ0 òàêàÿ, ÷òî
u+(φ0) = u−(φ0) .

Ñëîè Aφ cîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì êîìïàêòíîì èíòåðâàëå I . Ðàññìîòðèì îòîáðàæå-
íèå u : Tm → 2I : u(φ) = Aφ . Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì 2-îé êàòåãîðèè. Ïóñòü φ0 � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè u . Åñëè u(φ0)
ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü B(φ0) ⊂ Tm è δ > 0 òàêèå, ÷òî
èç ñîîòíîøåíèÿ φ ∈ B(φ0) ñëåäóåò diam u(φ) ≥ δ > 0 . Íàéäåì t1, . . . , tr ∈ R+ òàêèå,
÷òî Tm = B(φ0)

∪
B(φt1)

∪
. . .
∪
B(φtr) . Èç èíâàðèàíòíîñòè A ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå

÷èñëà δ′ > 0 òàêîãî, ÷òî
diamu(φ) ≥ δ′ > 0

äëÿ ëþáîãî φ ∈ Tm . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî cardAφ = 1 äëÿ ëþáîé
òî÷êè íåïðåðûâíîñòè u.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Òèïè÷íûé ñëîé Aφ � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî îäíîãî èç ñëå-
äóþùèõ òðåõ òèïîâ: Aφ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê S1, Aφ = S1, Aφ = C, ãäå C �
êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Àíàëîã êëàññèôèêàöèè À. Ïóàíêàðå äëÿ S1 -ðàñøèðåíèé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ
ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè (Ò. Äæàãåð, ß. Ñòàðê, [15]9).

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü ïîòîê f t ñ âåêòîðîì âðàùåíèÿ (ω, ρ) ðåãóëÿðåí, òîãäà
(1) åñëè âåêòîð âðàùåíèÿ íåðåçîíàíñíûé, òî ïîòîê f t ïîëóñîïðÿæåí ëèíåéíîìó ïî-

òîêó Rt
(ω,ρ), ïðè÷åì åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî A � ìèíèìàëüíîå ìíîæå-

ñòâî ïî÷òè àâòîìîðôíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîòîêà Rt
(ω,ρ).

(2) åñëè âåêòîð âðàùåíèÿ ðåçîíàíñíûé, òî ëþáîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè àâòîìîðôíûì ðàñøèðåíèåì ïîòîêà φt .

Åñëè ïîòîê f t íåðåãóëÿðåí, òî îí òðàíçèòèâåí è èìååò åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå
ìíîæåñòâî.

8Åñëè X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d, òî 2X � ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ X ñ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà dH íà 2X , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê: åñëè A,B êîìïàêòíûå ïîäìíî-
æåñòâà X, òî dH(A,B) = max{supa∈A d(a,B), supb∈B(A, b)}.

9Â ðàáîòå Ò. Äæàãåðà è ß. Ñòàðêà ðàññìàòðèâàëñÿ íå ïîòîê, à ãîìåîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðå-
íèåì èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà îêðóæíîñòè. Ïåðåíîñ ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ïîòîêè ïðîäåëàí â [16], [17].
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Ïóñòü F t îáîçíà÷àåò ïîäíÿòèå ïîòîêà f t íà íàêðûòèå Tm × R. Ïðåîáðàçîâàíèå êî-
îðäèíàò (íå ãîìîòîïíîå òîæäåñòâåííîìó) (φ, θ) → (φ, ⟨k |φ⟩ + nθ + u(φ)) ïðåîáðàçóåò
ëþáîå êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà f t â ãîìîòîïíîå íóëåâîìó ñå÷åíèþ
èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà íà êîñîì ïðîèçâåäåíèè ñ áàçîé, ÿâëÿþùåéñÿ n -ëèñòíûì
íàêðûòèåì òîðà Tm. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè èçó÷åíèå ñòðóêòóðû èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ
ïîòîêà f t ê èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ïîòîêà F t.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1) ðàâåíñòâîì

λ(φ, θ) = lim sup
t→∞

t−1
t∫

0

v′θ(φ+ ωs, f sφ(θ))ds.

Cïåêòðîì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
Λ(A) =

∪
(φ,θ)∈A

λ(φ, θ). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
λ∈Λ(A)

{λ} = α < 0

(
inf

λ∈Λ(A)
{λ} = α > 0

)
, (3.1)

òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì.
Ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ïîòîêà f t ìîãóò

áûòü òîëüêî èíâàðèàíòíûå òîðû.

Ò å î ð å ì à 3.3. Åñëè A � êîìïàêòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîæå-
ñòâî ïîòîêà F t, òî A � m -ìåðíûé òîð.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ρ = 0. Ïîêàæåì, ÷òî
ñèñòåìà (1.1) èìååò ðåøåíèå θ = u(φ), ãäå u(φ) � ôóíêöèÿ íà òîðå Tm.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

u+(φ) = sup
θ
{(φ, θ) ∈ Aφ}, u−(φ) = inf

θ
{(φ, θ) ∈ Aφ}.

Ýòè ôóíêöèè ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó è ñíèçó, ñîîòâåòñòâåííî, è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
èíâàðèàíòíîñòè u±(φt) = F t

φ(u±(φ)). Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |θ − u−(φ)| < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|F t
φ(θ)− u−(φt)| < ε

äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Ïóñòü ξ(t) = F t
φ(θ)− u−(φt). Ôóíêöèÿ ξ(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-

öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ξ̇ = v′θ(φt, u−(φt))ξ + r(t, φt, u−(φt), ξ), (3.2)

ãäå r(t, φt, u−(φt), ξ) = O(|ξ|2). Òàê êàê íóëåâîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ξ̇ = v′θ(φt, u−(φt))ξ

ýêñïîíåíöèàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè t→ +∞ ( t→ −∞), òî íóëåâîå ðåøåíèå
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
òðåáóåìîãî δ(ε).

Ïóñòü (φ, θ) ∈ A è φ̃ � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè u−(φ). Ïóñòü tk → ∞ � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî φ̃ = lim

k→∞
φ−tk . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(φ−tk , F−tkφ (θ))} è

{(φ−tk , F−tkφ (u−(φ))}, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü tj → +∞ òàêàÿ, ÷òî

lim
j→∞
{(φ−tj , F−tjφ (θ)) = lim

j→∞
{(φ−tj , F−tjφ (u−(φ))) = (φ̃, u−(φ̃)),
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òàê êàê Aφ̃ = {u−(φ̃)}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî íàéòè òàêîå s ∈ R−, ÷òî |F−sφ (θ) −
F−sφ (u−(φ))| < δ. Ñäåëàâ ñäâèã ïî òðàåêòîðèÿì ïîòîêà íà âðåìÿ s, ïîëó÷àåì |θ−u−(φ)| <
ε. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, Aφ = {u−(φ)}, òàê ÷òî u−(φ) íåïðåðûâíà â
òî÷êå φ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îòëè÷èòåëüíîå ñâîéñòâî íåòðèâèàëüíûõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ îïèñûâàåòñÿ â ñëåäó-
þùåì óòâåðæäåíèè (äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ â [25], óòâåðæäåíèå
3.11, äëÿ íåðåãóëÿðíûõ � â [17], òåîðåìà 8.5).

Ò å î ð å ì à 3.4. Åñëè ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ òîðîì, òî îíî
ñâÿçíîå, íî íå ëîêàëüíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè è ÷èñëå ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ äëÿ ñèñòåìû
(1.1) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ñóçèì êëàññ èçó÷àåìûõ ñèñòåì.

4. Ïðîåêòèâíûå ïîòîêè, èíäóöèðóåìûå äâóìåðíûìè ëèíåéíûìè
ðàñøèðåíèÿìè

Âàæíûì ïðèìåðîì S1 -ðàñøèðåíèé ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûå ïîòîêè, èíäóöèðîâàííûå
äâóìåðíûìè ëèíåéíûìè ðàñøèðåíèÿìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà òîðå. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå çàäàíî ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

φ̇ = ω, ẋ =

(
a(φ) b(φ)− c(φ)

b(φ) + c(φ) −a(φ)

)
x, x ∈ R2. (4.1)

Ïðîåêòèâíûé ïîòîê, èíäóöèðîâàííûé ýòèì ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì, ïîðîæäàåòñÿ âåêòîð-
íûì ïîëåì íà Tm × S1 :

φ̇ = ω, θ̇ = v(φ, θ) = 2c(φ) + 2b(φ) cos θ − 2a(φ) sin θ. (4.2)

Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî R òàêîãî ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà èìååò íå áîëåå äâóõ
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò (Äæ. Ñåëãðåéä, [18]), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïîäðàññëîå-
íèÿìè Tm × S1 è îáðàçóþò íàèëó÷øåå ðàçëîæåíèå Ìîðñà10. Ðàçëîæåíèþ Ìîðñà ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàçëîæåíèå â èíâàðèàíòíóþ ñóììó Óèòíè ïðîñòðàíñòâà Tm×R2. Â äàííîì ñëó÷àå
ýòî ðàçëîæåíèå ëèáî òðèâèàëüíî, ëèáî ñóììà îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé W s ⊕W u.

Ñïåêòð ïîêàçàòåëé Ëÿïóíîâà Λ, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçëîæåíèþ Ìîðñà (è íàçûâàåìûé
ñïåêòðîì Ëÿïóíîâà-Ìîðñà), îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ôîðìóëîé (3.1). Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòð
Ëÿïóíîâà-Ìîðñà ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà (ò.å. ñèñòåì â âàðèàöèÿõ äëÿ òðàåêòîðèé ïîòîêà) ñ

10Ïóñòü ω(x), α(x) � ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïðè t→ ±∞ òðàåêòîðèè ïîòîêà f t íà êîìïàêòíîì
ïðîñòðàíñòâå X , íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå x ∈ X. Ðàçëîæåíèå Ìîðñà äëÿ ïîòîêà gt � êîíå÷íûé íàáîð
{M1, . . . ,Mk} íåïóñòûõ, äèçúþíêòíûõ, èçîëèðîâàííûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì:

1. α(x), ω(x) ⊂
∪r

k=1 Mk äëÿ ëþáîãî x ∈ X ;

2. åñëè Mk0 ,Mk1 , . . . ,Mkm � ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà èç óêàçàííîãî è òî÷êè x1, . . . , xm ∈ X \
∪m

i=1 Mi

òàêîâû, ÷òî α(xi) ⊂Mki−1 , ω(xi) ⊂Mki , òî Mk0 ̸= Mkm .

Ýëåìåíòû ðàçëîæåíèÿ Ìîðñà íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè Ìîðñà. Ðàçëîæåíèå Ìîðñà {M1, . . . ,Mk} ëó÷øå
{M ′1, . . . ,M ′n} , åñëè äëÿ äþáîãî 1 ≤ j ≤ k cóùåñòâóåò 1 ≤ l ≤ n òàêîå, ÷òî Mj ⊆ M ′l . Åñëè ñóùåñòâó-
åò íàèëó÷øåå ðàçëîæåíèå Ìîðñà, òî êàæäûé åãî ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì öåïíî-ðåêóððåíòíûì
ìíîæåñòâîì (ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà).
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òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ, ÷òî
ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïðîñòðàíñòâî ïðîåêòèâíûõ ïîòîêîâ íà ÷åòûðå êëàññà. Èòàê, ïîòîê
f t, ïîðîæäàåìûé ñèñòåìîé (4.1) íàçûâàåòñÿ

1. ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè Λ = {−α, α}, ãäå α > 0 ;
2. ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè Λ = {0} è ïîòîê f t ïîñëîéíî äèñòàëüíûé;
3. ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè Λ = {0} è åñòü ïàðû ïðîêñèìàëüíûõ òðàåêòîðèé;
4. íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè Λ = [−α, α], α > 0.
Òåîðèÿ Ñåëãðåéäà äàåò òàêæå îöåíêó êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà σ ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ

ìíîæåñòâ ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî (4.2): σ = 1, 2,∞ ([18], ñëåäñòâèå 5.4).
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óòî÷íÿåò òåîðåìó 3.2. äëÿ ïðîåêòèâíûõ ïîòîêîâ.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïðîåêòèâíûé ïîòîê, èíäóöèðîâàííûé äâóìåðíûì ëèíåéíûì
ðàñøèðåíèåì, íå ìîæåò èìåòü ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ Äàíæóà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì íåðåãóëÿð-
íîãî ïîòîêà. Ïóñòü A � åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíîãî ïîòîêà. Òîãäà
âåêòîð âðàùåíèÿ ïîòîêà íåðåçîíàíñíûé è îí ïîëóñîïðÿæåí ëèíåéíîìó hφt◦f tφ = Rt

(ω,ρ)◦hφ.
Òàê êàê ïîòîê ïðîåêòèâíûé, òî ïîëóñîïðÿæåííîñòü hφ ïîðîæäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ì¼-
áèóñà A : Tm → PSL(2,R) 11. Ïîýòîìó åäèíñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ýêâèâàëåíòíà
ìåðå Ëåáåãà íà Tm+1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêòèâíûé ïîòîê ìèíèìàëåí. Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòîê íåðåãóëÿðåí è òðàíçèòèâåí.

Ïóñòü A � åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, R � ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå ñëå-
äóþùèìè óñëîâèÿìè: îòîáðàæåíèå φ → Aφ íåïðåðûâíî ïðè φ ∈ R, ñëîé {φ} × S1

ñîäåðæèò ìíîæåñòâî 2-îé êàòåãîðèè òàêîå, ÷òî òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ýòîì ìíîæå-
ñòâå, òðàíçèòèâíû. Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî R ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì 2-îé êàòåãîðèè. Ïóñòü
φ0 ∈ R òàêàÿ òî÷êà, ÷òî Aφ0 = C, (a, b) � äîïîëíèòåëüíûé èíòåðâàë Aφ0 . Ïóñòü M �
ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû SL (2,R) òàêîå, ÷òî òî÷êè a è b ÿâëÿþòñÿ íåïî-
äâèæíûìè òî÷êàìè M. Òàê êàê φ0 ∈ R, ñóùåñòâóåò θ0 ∈ (a, b) òàêóþ, ÷òî òðàåêòîðèÿ
òî÷êè (φ0, θ0) � òðàíçèòèâíà.

Ðàññìîòðèì òî÷êó (φ0,M(θ0)). Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}, tk → ∞, òàêàÿ,
÷òî f tkφ0

(θ0) ñòðåìèòñÿ ê (φ0,M(θ0)) ïðè tk →∞. Òîãäà f tkφ0
(Aφ0) ñõîäèòñÿ ê Aφ0 . Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî f tkφ0
(a) cõîäèòñÿ ê a , f tkφ0

(b) cõîäèòñÿ ê b. Ïîýòîìó f tkφ0
cõîäèòñÿ ê M è

M(Aφ0) = Aφ0 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, SL (2,R) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà óïîðÿäî÷åííûõ
òðîéêàõ θ1, θ2, θ3, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàë [b, a] öåëèêîì äîëæåí ñîäåðæàòüñÿ â Aφ0 .
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 4.2. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðîåêòèâíûé ïîòîê èìååò äâà ìèíèìàëüíûõ
ìíîæåñòâà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîëèñòíûì íàêðûòèåì áàçû Tm.

Ýëëèïòè÷åñêèé ïðîåêòèâíûé ïîòîê ïîñëîéíî äèñòàëåí, ò.å. äëÿ ëþáûõ θ, θ′ ∈
S1, θ ̸= θ′, ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî |θ(t, φ, θ)− θ(t, φ, θ′)| > ε äëÿ âñåõ t ∈ R.

Êðîìå òîãî, îí ëèáî ìèíèìàëåí, ëèáî ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî Tm × S1 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñëîåíèå ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ n -ëèñòíûì íàêðûòèåì
áàçû Tm.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òåîðåìû 3.3. ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðîåê-
òèâíûé ïîòîê èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûé èíâàðèàíòíûé òîð (àòòðàêòîð). Ìåíÿÿ

11Ýòî ñëåäñòâèå òåîðåìû Ô. Òèëåíà [20]: ëèíåéíîå äâóìåðíîå ðàñøèðåíèå ñòðîãî ýðãîäè÷åñêîãî ãîìåî-
ìîðôèçìà êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èçìåðèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ì¼áèóñà ïðèâîäèòñÿ ê
îäíîé èç ÷åòûðåõ íîðìàëüíûõ ôîðì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòûðåì âûäåëåííûì êëàññàì.
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çíàê âðåìåíè, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíî íåóñòîé÷èâîãî èíâàðèàíòíîãî òî-
ðà (ðåïåëëåðà). Îáà îíè ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ìíîæåñòâàìè ïîòîêà è, ñëåäîâàòåëüíî,
äðóãèõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ íåò. Î÷åâèäíî, âåêòîð âðàùåíèÿ ïîòîêà � ðåçîíàíñíûé,
ò.å. ⟨k |ω ⟩ + nρ = 0 äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ Zm è n ∈ N. Ìèíèìàëüíîå n, óäîâëåòâîðÿþùåå
ýòîìó ñîîòíîøåíèþ áóäåò êðàòíîñòüþ íàêðûòèÿ áàçû.

Âòîðàÿ ÷àñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ � ñëåäñòâèå òåîðåìû Ð. Êàìåðîíà [19]: äèñòàëüíûé
ïðîåêòèâíûé ïîòîê ïîðîæäàåòñÿ ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì, êîòîðîå ïîñëîéíî ëèíåéíî ýê-
âèâàëåíòíî ïîòîêó

(φ, θ) 7→
(
φt, exp

(
0 −θ − ρt− I(t, φ)

θ + ρt+ I(t, φ) 0

)
x

)
, I(t, φ) =

t∫
0

[v(φs)− ρ]ds).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêòèâíûé ïîòîê ýêâèâàëåíòåí ïîòîêó (φ, θ) 7→ (φt, θ + ρt + 2I(t, φ)).
Åñëè îí ðåãóëÿðåí (èíòåãðàë I(t, φ) îãðàíè÷åí), òî ïîòîê ëèáî ìèíèìàëåí (âåêòîð âðà-
ùåíèÿ (ω, ρ) íåðåçîíàíñíûé), ëèáî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî � íåñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå èíâà-
ðèàíòíûõ m -ìåðíûõ òîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ n -ëèñòíûìè íàêðûòèÿìè áàçû äëÿ íåêîòîðîãî
öåëîãî n ≥ 1 (âåêòîð âðàùåíèÿ ðåçîíàíñíûé). Åñëè ïîòîê íåðåãóëÿðåí, òî îí ìèíèìàëåí:
ïîòîê ñîõðàíÿåò ìåðó Ëåáåãà íà Tm+1, ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàíêàðå î âîçâðàùå-
íèè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òî÷åê 2-îé êàòåãîðèè, òðàåêòîðèè êîòîðûõ òðàíçèòèâíû. Åñëè
ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî èíòðàíçèòèâíûõ òðàåêòîðèé, òî åãî çàìûêàíèå ÿâëÿåò-
ñÿ êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì Tm+1, ñîäåðæàùèì ìèíè-
ìàëüíîå ìíîæåñòâî A. Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî A � ïî÷òè êîíå÷íîëèñòíîå
ðàñøèðåíèå ïîòîêà íà áàçå. Òàê êàê ïîòîê äèñòàëåí, òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñëîÿ Aφ ñî-
ñòîÿùåãî èç n òî÷åê ñëåäóåò, ÷òî A � êîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå áàçû, ò.å. m -ìåðíûé
òîð [21], è ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî Tm+1 � îáúåäèíåíèå èíâàðèàíòíûõ m -ìåðíûõ òîðîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêòèâíûé ïîòîê ðåãóëÿðåí. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
èíòðàíçèòèâíûõ òðàåêòîðèé íåò, ò.å. ïîòîê ìèíèìàëåí.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûå ïî÷òè àâòîìîðôíûå ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà ìîãóò
èìåòü òîëüêî íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷åñêèå ïðîåêòèâíûå ïîòîêè.

Â êëàññå ïàðàáîëè÷åñêèõ ïðîåêòèâíûõ ïîòîêîâ ïðèìåð ïîòîêà ñ ïî÷òè àâòîìîðôíûì
ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ïîñòðîåí Ð. Äæîíñîíîì [22]12. Ïîçæå Äæ. Ñåëë ïîêàçàë [23],
÷òî åñëè ïðîåêòèâíûé ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ñèñòåìîé

φ̇ = ω, θ̇ = b(φ)(cos θ − 1)− 2a(φ) sin θ,

∫
Tm

a(φ)dφ = 0,

èìååò äâà ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâà A1 è A2 (A1 � ýòî èíâàðèàíòíûé òîð θ = 0 ), òî A2

áóäåò ïî÷òè àâòîìîðôíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðàë
t∫
0

a(φs)ds íåîãðàíè÷åí.

Â 1969 ã. Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ ïîñòðîèë ïðèìåð äâóìåðíîãî ëèíåéíîãî ðàcøèðåíèÿ
êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòoêà íà òîðå [24], èíäóöèðîâàííûé ïðîåêòèâíûé ïîòîê êîòîðîãî
íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèé. Ïîçäíåå Ð.Ý. Âèíîãðàä ïîñòðîèë àíàëèòè÷åñêèé âàðèàíò
ñèñòåìû Ìèëëèîíùèêîâà [27]. Ð. Äæîíñîí óñòàíîâèë, ÷òî ïðîåêòèâíûé ïîòîê, èíäóöèðó-
åìûé ñèñòåìàìè Ìèëëèîíùèêîâà è Âèíîãðàäà èìååò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ïî÷òè
àâòîìîðôíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî [25]. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ èíâàðèàíòíàÿ ýðãîäè÷å-
ñêàÿ ìåðà ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà â ýòîì ñëó÷àå ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà

12Â óêàçàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîåêòèâíûé ïîòîê, èíäóöèðîâàííûé ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà íà îäíîìåðíîì ñîëåíîèäå.
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T3, îäíàêî, ìåðà Ëåáåãà àñèìïòîòè÷åñêèõ ê A òî÷åê ïîëîæèòåëüíà [26]. Äëÿ äèñêðåòíûõ
àíàëîãîâ ïðîåêòèâíûõ ïîòîêîâ (â ôîðìå îòîáðàæåíèÿ Ì¼áèóñà)

(φ, z) →
(
φ+ ω,

a(φ)z + b(φ)

c(φ)z + d(φ)

)
, a(φ)d(φ)− b(φ)c(φ) = 1, z ∈ C, (4.3)

cóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è â ïðè-
ìåðå Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà, äîêàçàíî Ì. Ýðìàíîì [5].

Ïðèìåð ìèíèìàëüíîãî ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà, èíäóöèðîâàííîãî íåðàâíîìåðíî ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì äâóìåðíûì ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì, ïîñòðîåí Ê. Áúåðêëîôîì [28].

5. Çàêëþ÷åíèå

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòðàííûå íåõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû ïîÿâ-
ëÿþòñÿ òîëüêî â íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîåêòèâíûõ ïîòîêàõ. Îíè ðîæäàþòñÿ â
ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè ñëèÿíèÿ äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ ñ îáðàçîâàíè-
åì íåòðèâèàëüíîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà. Ñòðóêòóðà òàêîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà
A ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòðóêòóðîé ìíîæåñòâà P(A) , òàê è äèíàìèêîé íà íåì.
Ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áóäóò ïðèâåäåíû â äðóãîé ïóáëèêàöèè.

Âòîðîé àâòîð áëàãîäàðèò ÐÔÔÈ ÐÀÍ çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó (ãðàíò � 11-01-12056
îôè-ì).
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Strange nonchaotic attractors in quasiperiodically forced

systems

c⃝ M. L. Kolomiets13, A. N. Sakharov14

Abstract.We give a review of results about topological structure for the minimal sets of dynamical
systems which are the one-dimensional extensions of the quasi-periodic �ows on m -dimensional
torus. We show that in these systems minimal sets are or invariant tori, or the connected, but not
locally connected sets. Latest can play the role of strange nonchaotic attractors.
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ÓÄÊ 517.958

×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìàëûõ

ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí

c⃝ À. À. Êóëåøîâ1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèÿõ òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí ïåðåìåííîé òîëùèíû ñ çàäàííûìè íà êîíòóðå ïëàñòè-
íû èçãèáàþùèì ìîìåíòîì è ïåðåðåçûâàþùåéñÿ ñèëîé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êî-
ëåáàíèé ïëàâàþùåãî íà âîäå ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïîä äåéñòâèåì òåõíîãåííûõ äèíàìè÷åñêèõ
íàãðóçîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü òîíêîé óïðóãîé ïëàñòèíû, ÷èñëåííûé ìåòîä, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ââåäåíèå

Çàäà÷à î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí èìååò ïðàêòè÷åñêèå ïðè-
ëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Â ÷àñòíîñòè, îíà ïðèìåíèìà ê çàäà÷å
î êîëåáàíèÿõ ëåäÿíîãî ïîêðîâà íà ïîâåðõíîñòè âîäû ïðè âîçäåéñòâèè ðàçëè÷íûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ íàãðóçîê [1] è ê çàäà÷å î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ îêåàíè÷åñêèõ ëèòîñôåðíûõ
ïëèò [2]. Ïðèìåíèìà îíà òàêæå ê çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà ïëàñòèíû
íà èçãèá. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàíåå áûëè ðàçðàáîòàíû íåäîñòàòî÷íî. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðåäëîæåííûé àâòîðîì ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îñíîâàííûé
íà ñâåäåíèè èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ê çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ñ àïïðîêñèìàöèåé ýòîé ñèñòåìû íåÿâíîé äâóõñëîéíîé ðàçíîñòíîé
ñõåìîé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì òîíêóþ óïðóãóþ èçîòðîïíóþ ïëàñòèíó ïåðåìåííîé òîëùèíû h(x, y) , ëå-
æàùóþ íà óïðóãîì âèíêëåðîâñêîì îñíîâàíèè è ñîâåðøàþùóþ ìàëûå ïîïåðå÷íûå êîëåáà-
íèÿ ïîä äåéñòâèåì íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ èëè âíåøíåé ñèëû. Çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ òàêîé
ïëàñòèíû ñ îáùèìè óñëîâèÿìè íà êðèâîëèíåéíîì êîíòóðå èìååò âèä [3]

ρhWtt +∆(D∆W )− (1− σ)(DyyWxx − 2DxyWxy +DxxWyy) + aW = F, (x, y) ∈ Ω, (1.1)

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êðèâîëèíåéíîì êîíòóðå ïëàñòèíû:

−D∆W −D(1− σ)
[
sin 2θWxy − sin2 θWxx − cos2 θWyy

]
=MΓ, (x, y) ∈ Γ, (1.2)

−∂(D∆W )

∂n
− (1− σ) ∂

∂l
{D [sin θ cos θ (Wyy −Wxx) + cos 2θWxy]}+

+(1− σ) [sin θ DyWxx + cos θ DxWyy − (sin θ Dx + cos θ Dy)Wxy] = NΓ, (x, y) ∈ Γ,

(1.3)

1Ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
kuleshov@imamod.ru.
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ãäå W (x, y, t) � ïîïåðå÷íûé ïðîãèá ïëàñòèíû, îòñ÷èòûâàåìûé ïî îñè OZ , íàïðàâëåííîé
âíèç îò ñðåäèííîé ïëîñêîñòè, ñîâìåùåííîé ñ ïëîñêîñòüþ XY è ðàçäåëÿþùåé òîëùèíó
ïëàñòèíû h(x, y) ïîïîëàì, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíû, D = Eh3/[12(1− σ2)] �
æåñòêîñòü ïëàñòèíû ïðè èçãèáå (öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü), E � ìîäóëü óïðóãîñòè, σ
� êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ïëàñòèíû, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê êîíòóðó Γ , l�
êàñàòåëüíàÿ ê êîíòóðó, θ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ n è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
îñè OX , aW � ðåàêöèÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ, F � âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïî-
âåðõíîñòè ïëàñòèíû, MΓ � èçãèáàþùèé ìîìåíò è NΓ � ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà, çàäàííûå
íà êîíòóðå ïëàñòèíû.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

W |t=0 = φ(x, y), Wt|t=0 = ψ(x, y). (1.4)

2. Îïèñàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà

Óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîé ôîðìå

ρh
∂2W

∂t2
=
∂2Mx

∂x2
− 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
− aW + F, (2.1)

ãäå Mx,My � èçãèáàþùèå ìîìåíòû, Mxy � êðóòÿùèé ìîìåíò

Mx = −D
(
∂2W

∂x2
+ σ

∂2W

∂y2

)
, My = −D

(
∂2W

∂y2
+ σ

∂2W

∂x2

)
, Mxy = (1− σ)D ∂2W

∂x∂y
.

Óðàâíåíèå (2.1) ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ S = Wt , ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì ïî âðåìåíè, íåèçâåñòíûìè â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íûé ïðîãèá
ïëàñòèíû, ñêîðîñòü ïðîãèáà è èçãèáàþùèå ìîìåíòû:

ρh
∂S

∂t
=
∂2Mx

∂x2
− 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
− aW + F, (2.2)

∂Mx

∂t
= −D∂

2S

∂x2
− σD∂

2S

∂y2
, (2.3)

∂My

∂t
= −σD∂

2S

∂x2
−D∂

2S

∂y2
, (2.4)

∂W

∂t
= S, (2.5)

è äëÿ íåå âûïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Äëÿ èñõîäíîé îáëàñòè Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà ωh = {(xi, yj), i =

1, N1, j = 1, N2} è ââîäÿòñÿ ðàçíîñòíûå àíàëîãè wnij , s
n
ij , u

n
ij , v

n
ij , r

n
ij , hij , Dij , f

n
ij

ôóíêöèé W , S , Mx , My , Mxy , h , D , F ñîîòâåòñòâåííî. Íà ñåòêå ωh äëÿ ñèñòåìû
(2.2-2.5) áàëàíñíûì ìåòîäîì ñòðîèòñÿ íåÿâíàÿ äâóõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà [4]

�âíóòðåííÿÿ ÿ÷åéêà

ρhijs
n
t,ij = u

n+1/2
x̄x,ij − 2r

n+1/2
◦
x
◦
y,ij

+ v
n+1/2
ȳy,ij − aw

n+1/2
ij + f

n+1/2
ij ,

unt,ij = −Dijs
n+1/2
x̄x,ij − σDijs

n+1/2
ȳy,ij , vnt,ij = −σDijs

n+1/2
x̄x,ij −Dijs

n+1/2
ȳy,ij ;
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� êðàåâàÿ ëåâàÿ ÿ÷åéêà

ρh1js
n
t,1j =

1

∆x
u
n+1/2
x,1j −

2

∆x
r
n+1/2
◦
y,3/2,j

+ v
n+1/2
ȳy,1j − aw

n+1/2
1j +

N
n+1/2
Γëj

∆x
+ f

n+1/2
1j ,

un+1
1j =Mn+1

Γëj , vnt,1j = −(1− σ2)D1js
n+1/2
ȳy,1j + σMn

Γët,j;

� êðàåâàÿ ïðàâàÿ ÿ÷åéêà

ρhN1js
n
t,N1j

= − 1

∆x
u
n+1/2
x̄,N1j

+
2

∆x
r
n+1/2
◦
y,N1−1/2,j

+ v
n+1/2
ȳy,N1j

− awn+1/2
N1j

+
N
n+1/2
Γïðj

∆x
+ f

n+1/2
N1j

,

un+1
N1j

=Mn+1
Γïðj, vnt,N1j

= −(1− σ2)DN1js
n+1/2
ȳy,N1j

+ σMn
Γïðt,j;

� êðàåâàÿ âåðõíÿÿ ÿ÷åéêà

ρhi1s
n
t,i1 = u

n+1/2
x̄x,i1 −

2

∆y
r
n+1/2
◦
x,i,3/2

+
1

∆y
v
n+1/2
y,i1 − awn+1/2

i1 +
N
n+1/2
Γâi

∆y
+ f

n+1/2
i1 ,

unt,i1 = −(1− σ2)Di1s
n+1/2
x̄x,i1 + σMn

Γât,i, vn+1
i1 =Mn+1

Γâi ;

� êðàåâàÿ íèæíÿÿ ÿ÷åéêà

ρhiN2s
n
t,iN2

= u
n+1/2
x̄x,iN2

+
2

∆y
r
n+1/2
◦
x,i,N2−1/2

− 1

∆y
v
n+1/2
ȳ,iN2

− awn+1/2
iN2

+
N
n+1/2
Γíi

∆y
+ f

n+1/2
iN2

,

unt,iN2
= −(1− σ2)DiN2s

n+1/2
x̄x,iN2

+ σMn
Γít,i, vn+1

iN2
=Mn+1

Γíi ;

� óãëîâàÿ âåðõíÿÿ ëåâàÿ ÿ÷åéêà

ρh11s
n
t,11 =

1

∆x
u
n+1/2
x,11 +

1

∆y
v
n+1/2
y,11 − awn+1/2

11 +
N
n+1/2
Γë1

∆x
+
N
n+1/2
Γâ1

∆y
+ f

n+1/2
11 ,

un+1
11 =Mn+1

Γë1 , vn+1
11 =Mn+1

Γâ1 ;

� óãëîâàÿ íèæíÿÿ ëåâàÿ ÿ÷åéêà

ρh1N2s
n
t,1N2

=
1

∆x
u
n+1/2
x,1N2

− 1

∆y
v
n+1/2
ȳ,1N2

− awn+1/2
1N2

+
N
n+1/2
ΓëN2

∆x
+
N
n+1/2
Γí1

∆y
+ f

n+1/2
1N2

,

un+1
1N2

=Mn+1
ΓëN2

, vn+1
1N2

=Mn+1
Γí1 ;

� óãëîâàÿ âåðõíÿÿ ïðàâàÿ ÿ÷åéêà

ρhN11s
n
t,N11

= − 1

∆x
u
n+1/2
x̄,N11

+
1

∆y
v
n+1/2
y,N11

− awn+1/2
N11

+
N
n+1/2
Γïð1

∆x
+
N
n+1/2
ΓâN1

∆y
+ f

n+1/2
N11

,

un+1
N11

=Mn+1
Γïð1, vn+1

N11
=Mn+1

ΓâN1
;
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� óãëîâàÿ íèæíÿÿ ïðàâàÿ ÿ÷åéêà

ρhN1N2s
n
t,N1N2

= − 1

∆x
u
n+1/2
x̄,N1N2

− 1

∆y
v
n+1/2
ȳ,N1N2

− awn+1/2
N1N2

+
N
n+1/2
ΓïðN2

∆x
+
N
n+1/2
ΓíN1

∆y
+ f

n+1/2
N1N2

,

un+1
N1N2

=Mn+1
ΓïðN2

, vn+1
N1N2

=Mn+1
ΓíN1

;

àïïðîêñèìàöèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.5) äëÿ âñåõ ÿ÷ååê èìååò âèä

wnt,ij = s
n+1/2
ij .

Çàäàíû ρ , a , Dij , hij , f
n
ij , (i, j) ∈ ωh , Mn

Γij , N
n
Γij , (i, j) ∈ Γh ; w

0
ij , s

0
ij , u

0
ij , v

0
ij , r

0
ij ,

f 0
ij , M

0
Γij , N

0
Γij .

Â ïðèâåäåííîé àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

Φ
n+1/2
ij = (Φn+1

ij +Φn
ij)/2, Φn

ij = (wnij, s
n
ij, u

n
ij, v

n
ij, r

n
ij, f

n
ij, N

n
Γij)

T ,

à òàêæå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [5].
Ïîëó÷åííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà çíà÷èòåëüíî ïðîùå äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ÷åì ãðî-

ìîçäêàÿ òðåõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ ïîëó÷èëàñü áû ïðè íåïîñðåäñòâåííîé ðàç-
íîñòíîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

3. Ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé

Â èñõîäíîé çàäà÷å ôóíêöèè F , MΓ , NΓ ìîãóò áûòü ðàçðûâíûìè, è, â ñèëó ýòîãî,
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.4) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáîáùåííûå ðåøåíèÿ èç ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà â [6] áûëà äîêàçàíà ñèëü-
íàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è è ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Ïðè óñëîâèè, ÷òî âõîäíûå äàííûå
fni,j , M

n
Γij , N

n
Γij â ðàçíîñòíîé çàäà÷å àïïðîêñèìèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè èñõîäíîé

çàäà÷è ñ ïîðÿäêîì íå íèæå O
(
(∆t+∆x+∆y)1/2

)
, ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñõîäÿòñÿ

ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ñî ñêîðîñòüþ O
(
(∆t+∆x+∆y)1/2

)
è îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èìååò âèä∥∥∥[snij −W n

t,ij]
∥∥∥
L2(L2(ωh))

+
∥∥∥[wnij −W n

ij]
∥∥∥
L2(H2(ωh))

≤(∆t+∆x+∆y)1/2C

(∥∥∥F∥∥∥
H1(0,T ;L2(Ω))

+

+
∥∥∥MΓ

∥∥∥
H2(0,T ;L2(Γ))

+
∥∥∥NΓ

∥∥∥
H2(0,T ;L2(Γ))

+
∥∥∥MΓ

∥∥∥
H1(0,T ;H3/2(Γ))

+
∥∥∥NΓ

∥∥∥
H1(0,T ;H1/2(Γ))

+

+∥φ∥H4(Ω) + ∥ψ∥H2(Ω) +
∥∥∥[fnij]∥∥∥

H1(L2(ωh))
+
∥∥∥[Mn

Γij]
∥∥∥
H2(L2(Γh))

+
∥∥∥[Nn

Γij]
∥∥∥
H2(L2(Γh))

+

+
∥∥∥[u0ij]∥∥∥

H2(ωh)
+
∥∥∥[v0ij]∥∥∥

H2(ωh)
+
∥∥∥[r0ij]∥∥∥

H2(ωh)
+
∥∥∥[w0

ij]
∥∥∥
L2(ωh)

+
∥∥∥[s0ij]∥∥∥

H2(ωh)

)
.
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4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ
Â.Â.Ìûìðèíûì áûë ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûëè ïðî-
âåäåíû ðàñ÷åòû íåêîòîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ìîäåëüþ òîíêèõ óïðóãèõ
ïëàñòèí. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàáîòû ìåòîäà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âîëíîâîé
äèíàìèêè ïëàâàþùåãî íà âîäå ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïðè ïîñàäêå òÿæåëûõ òðàíñïîðò-
íûõ ñàìîëåòîâ íà ëåäîâûå àýðîäðîìû â Àíòàðêòèäå. Ïðè ýòîì áûëà òàêæå ÷èñëåííî
èññëåäîâàíà ïðî÷íîñòü ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïîä äåéñòâèåì âîçíèêàþùèõ íàïðÿæåíèé.

Â ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëñÿ ëåäÿíîé ïîêðîâ ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè 2500 ì× 250 ì.
Ðàçìåðû ñåòêè � 5000× 500 óçëîâ ïðè îäèíàêîâûõ øàãàõ ñåòêè ∆x = ∆y = 0.5 ì � ïîç-
âîëèëè ó÷èòûâàòü äàâëåíèå íà ëåä êàæäîãî êîëåñà øàññè ñàìîëåòà. Çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ëåäÿíîãî ïîêðîâà: ìîäóëü óïðóãîñòè E = 5·109 í/ì 2 , êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
σ = 0.33 , ïðî÷íîñòü ëüäà íà ðàñòÿæåíèå 0.5�1,0 ÌÏà, ïðî÷íîñòü ëüäà íà ñæàòèå 2�3 ÌÏà.
Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ ëüäà âûáèðàëèñü ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðî÷íîñòè íà
ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå. Ìîäåëèðîâàëàñü çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ëåäÿíîãî ïîêðîâà ïîñòîÿííîé
òîëùèíû ñî ñâîáîäíûì êðàåì (MΓ = 0 , NΓ = 0) . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïðîãè-
áà (ñì. ðèñ.1 ñëåâà) ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñàäêè ñàìîëåòà Ñ130
íà ëåäîâûé àýðîäðîì McMurdo Sound â Àíòàðêòèäå, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå êàíàäñêèõ
ó÷åíûõ [7] íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ è àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åííîãî èí-
òåãðàëà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé. Ìàêñèìàëüíàÿ ðàñ÷åòíàÿ âåëè÷èíà ïðîãèáà ñîñòàâèëà
1.3ìì, à â ðàáîòå [7] ïðèáëèçèòåëüíî 3.5ìì. Îäíàêî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà òî÷íåå, òàê êàê áîëåå òî÷íî çàäàåòñÿ
íàãðóçêà íà ëåä ïðè ïîñàäêå ñàìîëåòà, êàê ïî ôîðìå çàäàíèÿ, òàê è ïî ðàñïðåäåëåíèþ
íàãðóçêè ïî ïëîùàäè. Òàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå ñ øàãàìè ñåòêè 0.5ì ó÷èòûâàåòñÿ
ðåàëüíàÿ íàãðóçêà è îò ïåðåäíèõ, è îò çàäíèõ ñòîåê øàññè, à â ðàáîòå [7] íàãðóçêà çàäàåòñÿ
ãðóáî ñ ïîìîùüþ δ -ôóíêöèè âèäà Pδ(x − vt) , è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïëîùàäè
1.5ì×2.5ì.

Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî òàêæå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîé òîë-
ùèíû ëåäÿíîãî ïîêðîâà, ïðè êîòîðîé íå ïðîèñõîäèò åãî ðàçðóøåíèÿ. Íà ðèñ. 1 ñïðàâà
âèäåí ëîêàëüíûé ìàêñèìóì íàïðÿæåíèé îò äàâëåíèÿ ïåðåäíåé ñòîéêè øàññè ñàìîëåòà è
ãëîáàëüíûé � îò çàäíèõ ñòîåê. Äëÿ ñàìîëåòà C-130H Hercules ìàññîé 50 ò ìèíèìàëüíàÿ
òîëùèíà ëüäà, ïðè êîòîðîé ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðî÷íîñòè íà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå íå
äîñòèãàëèñü, ðàâíà 1.7 ì.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàííûé è îáîñíîâàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è
ñîçäàííàÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü âîëíîâóþ äèíàìèêó ïîïå-
ðå÷íûõ êîëåáàíèé òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí, à òàêæå äåëàòü âûâîäû î âîçìîæíîñòè ðàç-
ðóøåíèÿ ìàòåðèàëà ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì âîçíèêàþùèõ íàïðÿæåíèé.
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a) n=2000

a) n=20000

c) n=40000

Ðèñ. 1: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ïîïåðå÷íûõ ïðîãèáîâ ëüäà W [ì](ñëåâà) è íîðìàëü-
íîé êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σxx [Ïà] (ñïðàâà) ïðè ïîñàäêå ñàìîëåòà Ñ�130 (â
ðàçðåçå ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ). Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà: ìàññà ñàìîëåòà �
50 ò; íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü � 50 ì/ñ; òîëùèíà ëüäà � 2.5 ì.
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Numerical method for modeling of small transverse

vibrations in thin elastic plates

c⃝ A.A. Kuleshov2

Abstract. The numerical method for problem of small transverse vibrations in a thin elastic
plates of variable thickness with a bending moment and a shearing force on the plate contour is
considered. The results of numerical simulation of �oating ice vibrations caused by moving loads
are shown.
Key Words: model of a thin elastic plate, numerical method, results of numerical simulation
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ÓÄÊ 519.853.62

Î âåðñèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðîåêöèîííîãî

äâóõøàãîâîãî êâàçèíüþòîíîâñêîãî ìåòîäà

c⃝ Â. Ã. Ìàëèíîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé ïî Òèõîíîâó ìåòîä íà îñíîâå íîâîé
âåðñèè ïðîåêöèîííîãî îáîáùåííîãî äâóõøàãîâîãî äâóõýòàïíîãî ìåòîäà ïåðåìåííîé ìåòðèêè
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñ íåòî÷íûìè èñõîäíûìè äàííûìè íà âûïóêëîì çàìêíóòîì
ìíîæåñòâå â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ
èòåðàòèâíûõ àíàëîãîâ èññëåäîâàííîãî íåïðåðûâíîãî ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííîé
ìåòðèêîé. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü äëÿ âûïóêëûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ Ëèïøèöåâûìè ãðà-
äèåíòàìè è îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà � ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè ñèëüíîé
âûïóêëîñòè ôóíêöèé. Ïîñòðîåíî ïðàâèëî îñòàíîâà è óêàçàí ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð. Ìå-
òîä îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãî ïðåäøåñòâåííèêà â äàííîì êëàññå ìåòîäîâ ëó÷øåé òî÷íîñòüþ è
âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèíèìèçàöèÿ íà ïðîñòîì ìíîæåñòâå, íåóñòîé÷èâàÿ çàäà÷à, ðåãóëÿðèçî-
âàííûé ïðîåêöèîííûé îáîáù¼ííûé äâóõøàãîâûé äâóõýòàïíûé, ìåòîä ïåðåìåííîé ìåòðèêè,
ñõîäèìîñòü, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

1. Ââåäåíèå

Â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , íîðìèðîâàííîì ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì, ∥x∥ = (x,x)1/2 x ∈ H , áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íà âûïóêëîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q ,

f(x) −→ inf, x ∈ Q ⊂ H, (1.1)

ãäå âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(Q) . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò ãèïåðïî-
âåðõíîñòè óðîâíåé îâðàæíîé ñòðóêòóðû è îãðàíè÷åíà ñíèçó, ìíîæåñòâî å¼ ìèíèìóìîâ íå
ïóñòî,

inf f(x) = f∗ > −∞, x ∈ Q; Q∗ = {x ∈ Q : f(x) = f∗} ̸= ∅. (1.2)

èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è (1.1), ãðàäèåíòû ∇f(x) , èìåþò ïîãðåøíîñòè, ò.å. çàäà÷à îò-
íîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíûõ (ñì. [1] � [5]).

Íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåòî÷íûìè èñõîäíûìè äàííûìè, ñ ¾îâðàæíûìè¿ ôóíê-
öèÿìè, èññëåäîâàíû çà ïðåäûäóùèå äåñÿòèëåòèÿ; ðàçâèòû êàê íîâûå íåïðåðûâíûå [6] -
[9], òàê è íîâûå èòåðàòèâíûå ìåòîäû. Ïîñêîëüêó çäåñü ïðåäïî÷òèòåëüíî ïðèìåíåíèå ïðî-
åêöèîííûõ ìíîãîøàãîâûõ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ìåòîäîâ, òî áûëè ïðåäëîæåíû è èññëåäî-
âàíû äâóõøàãîâûé, òð¼õøàãîâûé [10] �[13], ÷åòûð¼õøàãîâûé ìåòîäû ïðîåêöèè ãðàäèåí-
òà (ÌÏÃ) è îáîáùåííûé äâóõøàãîâûé [14] ðåãóëÿðèçîâàííûå ìåòîäû, êîòîðûå îáëàäàþò
ìíîãèìè èçâåñòíûìè äîñòîèíñòâàìè. Íî äëÿ ÌÏÃ îáíàðóæèâàåòñÿ ôàêò âîçðàñòàíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà âñëåäñòâèå èñïîëüçîâàíèÿ ãðàäèåíòà
ôóíêöèè íà ¾äíå îâðàãà¿ ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, ãäå åãî âåëè÷èíà ìàëà. Ïðîåêöèîííûì
îáîáù¼ííûì ìíîãîøàãîâûì ðåãóëÿðèçîâàííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), ïðîñòåéøè-
ìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äâóõøàãîâûå, ýòîò íåäîñòàòîê íå ïðèñóù.

Ïîýòîìó ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè íà îñíîâå íîâîãî êëàññà ìåòîäîâ � ïðî-
åêöèîííûõ îáîáù¼ííûõ äâóõøàãîâûõ äâóõýòàïíûõ (ÏÎÄÌ), ïðåäíàçíà÷åííûõ ãëàâíûì
îáðàçîì äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé ñ ¾îâðàæíûìè¿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé. Ìåòî-
äû ýòîãî êëàññà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xk
}
−→ x∗ ∈ Q∗

1Äîöåíò êàôåäðû ÝÌÌèÈÒ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; vgmalinov@mail.ru.
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èñïîëüçóþò ïðîãíîçíûå òî÷êè zk = xk + αk(x
k − xk−1) íà ¾ñêëîíå¿ îâðàãà ãèïåðïîâåðõ-

íîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x) (ãäå αk � ïàðàìåòð ìåòîäîâ êëàññà) è ïðîèçâîäÿò ïîèñê
â íàïðàâëåíèè, ÿâëÿþùåìñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé àíòèãðàäèåíòà −∇f(zk) è âåêòîðà
xk − xk−1 . ÏÎÄÌ ìàëî ÷óâñòâèòåëüíû ê îâðàæíîñòè ôóíêöèé è îøèáêàì îêðóãëåíèé
[15].

Ó ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ íå èñêëþ÷åíî ÿâëåíèå çàìåäëåíèÿ ñõîäèìîñòè â îêðåñòíîñòè
òî÷êè ìèíèìóìà, à ïîïûòêà åãî óñòðàíåíèÿ ïðèâåëà ê ðàçðàáîòêå íîâîãî êëàññà ïðîåêöè-
îííûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ïåðåìåííîé ìåòðèêè; ïåðâîíà÷àëüíî â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ
ìîäåëåé îïòèìèçàöèè � ýòî ðåãóëÿðèçîâàííûå íåïðåðûâíûå ÌÏÃ ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé
(ÐÍÌÏÃÏÌ) ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ (ñì., íàïðèìåð, [16], [17]). Îíè ìèíèìèçèðóþò
ôóíêöèþ ïóò¼ì ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîðÿäêîâ ñ îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ â ïåðåìåííîé ìåòðèêå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÐÍÌÏÃÏÌ, ñîãëàñíî èõ îñíîâíîé èäåå, ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïðîñòðàíñòâî
ñ íîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Èäåÿ îñíàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íîâîé ìåòðèêîé â ÐÍÌÏÃÏÌ, â ñëó÷àå ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé äëÿ èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ, ðàñïðîñòðàíåíà íà ÏÎÄÌ êâàçèíüþòîíîâñêèå
ðåãóëÿðèçîâàííûå (ÏÎÄÊÐÌ) (ñì. [18], [19]). Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ íîâûé
ÏÎÄÊÐÌ. Òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà áàçîâîãî äëÿ íåãî ìåòîäà èìååòñÿ â ðàáîòå [20].

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H , íàðÿäó ñ ñóùåñòâóþùåé ìåòðèêîé è îïåðàòîðîì PQ(v) ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà v ∈
H íà ìíîæåñòâî Q , ââåä¼ì íîâóþ ìåòðèêó ñ ïîìîùüþ íîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(B(x)u,u) ∀u,x ∈ H è îïåðàòîð P

B(x)
Q [v] ïðîåêòèðîâàíèÿ â íîâîé ìåòðèêå â òî÷êå

x ∈ H âåêòîðà v ∈ H íà ìíîæåñòâî Q , àíàëîãè÷íî ïðîâåä¼ííîìó â ðàáîòå [20]. Êðèòåðèé

ïðîåêöèè w = P
B(x)
Q [v] ∈ Q â ìåòðèêå B(x) åñòü íåðàâåíñòâî

(B(x)(w − v),u−w) ≥ 0,u ∈ Q. (2.1)

Ýòà ïðîåêöèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà êàê ðåøåíèå êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

g(u) = (B(x)(u− v),u− v) −→ inf, u ∈ Q, (2.2)

â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Q è ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè g(u) . Ïîëó÷åííîå ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ äâóìÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è îïðåäåëÿåìûìè èìè ìåò-
ðèêàìè, îáîçíà÷èì H1 . Äàëåå ðàññìîòðèì ìåòîäû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè ýòîì äëÿ
ïðîñòîòû ÷àñòî ïîëüçóåìñÿ ñòàðûì îáîçíà÷åíèåì H äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçëè÷íûìè
ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè èçîìîðôíû ([22], ñ. 156), â íîâîì ïðîñòðàíñòâå H1 ñîõðàíÿ-
þòñÿ âñå ñîîòíîøåíèÿ è òåîðåìû èç èñõîäíîãî H , ñâÿçàííûå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(x,x) . Â ïðîñòðàíñòâå H1 ïî ñàìîìó åãî ïîñòðîåíèþ íàðÿäó ñ (2.1) èìååò ìåñòî êðèòåðèé

(w − v,u−w) ≥ 0, ∀u ∈ Q (2.3)

ïðîåêöèè w ∈ Q âåêòîðà v ∈ H1 íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Q ([21], ñ. 189).
Â H1 äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé â ï.1 çàäà÷è ðàññìîòðèì ÏÎÄÊÐÌ:

1 ýòàï. yk = xk − xk−1; zk = PQ
(
xk + αky

k
)
; (2.4)

2 ýòàï. xk+1 = PQ[z
k − βkB−1(zk)∇tk(zk)], k = 0, 1, 2, ..., (2.5)
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ãäå x0 - ïðîèçâîëüíàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà èç H1 ; x−1 = x0 ; B(zk) = Bk - ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ;

∇tk(zk) = ∇fk(x) + τkz
k −−− (2.6)

ïðèáëèæåíèå â òî÷êå zk òî÷íîãî ãðàäèåíòà ∇T (x) = ∇f(x) + τx ôóíêöèè Òèõîíîâà
T (x) = f(x) + τ∥x∥2/2 ; ïðèáëèæ¼ííûå ãðàäèåíòû ∇fk(x) òàêîâû, ÷òî

max ∥∇fk(x)−∇f(x)∥ ≤ δk(1 + ∥x∥),∀x ∈ Q, k ≥ 0; (2.7)

αk, βk, τk, δk � ïàðàìåòðû ìåòîäà (2.4)�(2.7).
Îïåðàòîð B(x) òàêîâ, ÷òî

m∥u∥2 ≤ (B(x)u,u) ≤M∥u∥2, 0 < m ≤M, u,x ∈ H1. (2.8)

Â ñèëó óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ f(x) , ôóíêöèÿ T (x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî
Ôðåøå íà ìíîæåñòâå Q ; ïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî å¼ íåïðåðûâíîé äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè íà Q . Îòìåòèì, ÷òî áàçîâûé ìåòîä äëÿ ÏÎÄÊÐÌ îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà èç
ðàáîòû [19] íàëè÷èåì îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïåðâîì ýòàïå, ÷òî ïðåïÿòñòâóåò ¾âû-
áðîñó èç îâðàãà¿ íà ïåðâîì ýòàïå ìåòîäà è ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ìåòîäà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îïåðàöèÿ P

B(x)
Q [v] ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà â íîâîé ìåòðè-

êå â íîâîì ìåòîäå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü çàäà÷à (2.2) êâàäðàòè÷íîé ìèíèìèçàöèè íå
ðåøàåòñÿ. Ýòà ïðîåêöèÿ èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü è íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì (2.1) èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè â èñõîäíîé è íîâîé
ìåòðèêàõ ïðîñòðàíñòâà H1 .

Ðåãóëÿðèçîâàííûé ìåòîä (2.4)�(2.6) åñòü îäèí èç âîçìîæíûõ èòåðàòèâíûõ àíàëîãîâ
èññëåäîâàííîãî â [19] íåïðåðûâíîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ìåòîäà ïåðåìåííîé ìåòðèêè

α(t)x
′′
(t) + β(t)x

′
(t) + x(t) = PQ

[
x(t)− γ(t)G−1(x(t))T′

δ(x(t), t)
]
,

t ≥ 0, x(0) = x0, x
′
(0) = x1,

ãäå x0 , x1 ∈ H � íà÷àëüíûå òî÷êè; âåêòîðíûå ïðîèçâîäíûå x
′
(t) = dx(t)/dt , x

′′
(t) =

d2x(t)/dt2 ôóíêöèè x(t) , t > 0 ; ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ;

T
′
δ(x(t), t) = f

′
(x(t), t) + τ(t)x(t), x(t) ∈ H, t ≥ 0−−−

ïðèáëèæåíèå ãðàäèåíòà ∇T (x(t), t) = ∇f(x(t)) + τ(t)x(t) ôóíêöèè Òèõîíîâà T (x(t), t) =
f(x(t)) + τ(t)∥x(t)∥2/2 ; α(t) , β(t) , γ(t) , τ(t) , δ(t) � ïàðàìåòðû ìåòîäà; f

′
(x(t), t)

� ïðèáëèæ¼ííûé ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x(t)) ; ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò íà
ïîëóîñè [0; +∞) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ òî÷êàõ.

Ïðèìå÷àíèå 2. Èòåðàöèîííûìè ôîðìóëàìè (2.4), (2.5) çàäàåòñÿ öåëîå ñåìåéñòâî
ÏÎÄÊÐÌ. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ Bk è ñïîñîáîâ âû-
áîðà ïàðàìåòðîâ ìåòîäà, èç (2.4), (2.5) ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ÏÎÄÊÐÌ èëè, ïðè B(zk) =
∇2f(zk) , ðåãóëÿðèçîâàííûé ÏÎÄÌ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ââèäó âûïîëíåíèÿ (2.8) ñóùåñòâóåò
B−1(x) è B(x)B−1(x) = I , ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïðèâåä¼ì ñíà÷àëà â ëåììàõ 1,2,3 íåîáõîäèìûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ,
äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ äàíû â ðàáîòå [20].
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Ë å ì ì à 1. Ïóñòü âûïóêëûå ôóíêöèè f(x) è φ(x) êëàññà C1,1(H1) òàêîâû, ÷òî

∇φ(x) = B−1(x)∇f(x) ∀ x ∈ H1 (3.1)

è ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèé f(x) è φ(x) íå ïóñòî, Q∗ ̸= ∅ .
Òîãäà äëÿ x∗ ∈ Q∗ â ïðîñòðàíñòâå H1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(B−1(x∗)∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0 ∀ u ∈ Q. (3.2)

Ë å ì ì à 2. Ïóñòü âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Q ⊂ H1 , âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
f(x) ∈ C1,1(H1) , òî÷êà x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ H1 .

Òîãäà äëÿ òî÷êè x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ðàâåíñòâî

x∗ = PQ
[
x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)

]
(3.3)

â ïðîñòðàíñòâå H1 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (3.2).
Ñëåäóþùàÿ ëåììà âûðàæàåò ñâÿçü ìåæäó íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè

òî÷êè x∗ â èñõîäíîé è íîâîé ìåòðèêàõ ïðîñòðàíñòâà H .
Ë å ì ì à 3. Ïóñòü: 1) ìíîæåñòâî Q ⊂ H1 âûïóêëî è çàìêíóòî; 2) âûïóêëàÿ

ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(H1) ; 3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.2).

Òîãäà äëÿ x∗ ∈ Q∗ ⊂ Q ⊂ H1 ðàâåíñòâî x∗ = P
B(x∗)
Q [x∗ − βB−1(x∗)∇f(x∗)] â H1

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (∇f(x∗),u− x∗) ≥ 0, ∀ u ∈ Q .
Ïðèìå÷àíèå 3. Êëàññû îïåðàòîðîâ è ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1), íå

ïóñòû. Â ñàìîì äåëå, â êëàññ òàêèõ îïåðàòîðîâ âõîäÿò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð (è ñêàëÿð-
íàÿ ìàòðèöà) è îïåðàòîð (ìàòðèöà) âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ B(x) = ∇2f(x) = H(x) ôóíêöèè
f(x) , à òàêæå ñóùåñòâóþò óäîâëåòâîðÿþùèå åìó äðóãèå ñàìîñîïðÿæåííûå ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû (ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû). Â êëàññ ôóíêöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1), íàïðèìåð, âõîäÿò âûïóêëûå äâàæäû ãëàäêèå ôóíêöèè. Íåêî-
òîðûå ïðèìåðû òàêèõ ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ ïðèâåäåíû â [20].

Âîçíèêàåò èíòåðåñíàÿ, ïîêà åùå íåðåø¼ííàÿ, ïðîáëåìà ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêè êëàññîâ
ôóíêöèé φ(x) è îïåðàòîðîâ B(x) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1).

Ë å ì ì à 4. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥u−w∥2 ≥ (1− ε)∥u− v∥2 + (1− ε−1)∥v −w∥2, u,v,w ∈ H1. (3.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì

∥a − b∥2 = ∥a − c∥2 + 2(a − c, c − b) + ∥c − b∥2, ∀a, b, c ∈ H1. (3.5)

ïðè a = u, c = v, b = w , çàïèøåì åãî â ôîðìå

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 − 2(u− v,w − v) + ∥v −w∥2, ∀u,v,w ∈ H1. (3.6)

è âòîðîå ñëàãàåìîå â åãî ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

2|ab| ≤ εa2 + ε−1b2, a, b, ε > 0, (3.7)

òî åñòü 2|(u − v,w − v)| ≤ ε∥u − v∥2 + ε−1∥w − v∥2 , ε > 0 . Òîãäà èç (3.6) ïîëó÷èì
∥u−w∥2 ≥ ∥u− v∥2 − ε∥u− v∥2 − ε−1∥w − v∥2 + ∥v −w∥2 . Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
(3.4).

Ëåììà 4 äîêàçàíà.
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4. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ÏÎÄÊÐÌ

Íîðìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1) íàçûâàþò å¼ ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé.
Èññëåäóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ÏÎÄÊÐÌ
(2.4)-(2.7) ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) ìíîæåñòâî Q ∈ H âûïóêëî è
çàìêíóòî; 2) ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1.1(Q) âûïóêëàÿ è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (1.2);

3) äëÿ ïðèáëèæåíèé ∇fk(x) òî÷íîãî ãðàäèåíòà ∇f(x) âûïîëíåíî (2.7);
4) îïåðàòîð B(x)∀x ∈ H òàêîâ, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.8);
5) âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ φ(x) ∈ C1.1(Q) òàêîâà, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3.1);
6) ïàðàìåòðû αk, βk, τk, δk ìåòîäà ñåìåéñòâà (2.4)�(2.7) òàêîâû, ÷òî:

αk ≥ αk+1 > 0, βk ≥ βk+1 > 0, τk ≥ τk+1 > 0, δk ≥ 0, k ≥ 0;

(τk − τk+1)
2 [βk−1τk−1]

−1 τ−2k −→ 0, k →∞, (4.1)

τk − τk+1 → 0, βk (δk + τk) (βk−1τk−1)
−1 −→ 0, k →∞.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} , îïðåäåëÿåìàÿ ÏÎÄÊÐÌ (2.4)-(2.7), (4.1), èç ëþáîé
íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ H , ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïðèáëèæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ
∇fk(x) â (2.7), ïî íîðìå H ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ ∈ Q∗ ,

∥xk − x∗∥ −→ 0, k →∞, (4.2)

ãäå ∥x∗∥ = infx∈Q∗ ∥x∥ , x∗ ∈ Q∗ � íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû â ïîñòðîåííîì

ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî Q∗ ìèíèìóìîâ çàäà÷è âûïóêëî è çàìêíóòî, íîðìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1.1) è ìèíèìóì ôóíêöèè T (x) ñóùåñòâóþò. Íà ìíîæåñòâå Q ∈ H ñóùåñòâóåò
òî÷êà vk = v(k) òàêàÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

T (vk) = inf
x∈Q

T (x), k ≥ 0, lim
k→∞
∥vk − x∗∥ = 0, (4.3)

(
∇T (vk),u− vk

)
≥ 0, u ∈ Q, (4.4)

∥vk+1 − vk∥ ≤ Cτ−1k |τk − τk+1|, k ≥ 0, (4.5)

C = sup
k≥0

max
{
∥vk∥; ∥∇f(vk)∥

}
. (4.6)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4.3)�(4.6) âåðíû, ñ ðàçíûìè òî÷êàìè vk = v(k) , â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ñ èñõîäíîé è íîâîé ìåòðèêàìè.

Îáîñíîâûâàÿ (4.2), îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà

∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk − xk+1∥+ ∥xk+1 − vk∥+ ∥vk − x∗∥, k ≥ 0. (4.7)

Ó÷èòûâàÿ (4.3), äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (4.7) îñòà¼òñÿ îáîñíîâàòü ñîîòíîøåíèÿ

∥xk − xk+1∥ → 0, ∥xk+1 − vk∥ → 0, k →∞. (4.8)

Èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ (2.3) ([5], ñ. 72) è èç (2.4),
(2.5), ïîëüçóÿñü èäååé èç ðàáîòû [15], ïîëó÷àåì âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà(

zk − xk − αyk,u− zk
)
≥ 0,

(xk+1 − zk + βB−1k ∇tk(zk),u− xk+1) ≥ 0, k ≥ 0, u ∈ Q.
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(Çäåñü è äàëåå èíäåêñ k ó ïàðàìåòðîâ ìåòîäà äëÿ êðàòêîñòè ïî÷òè âåçäå îïóñêàåì.) Ñëî-
æèì îáà âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâà è, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â ôîðìå

∥xk+1 − zk∥2 +
(
xk+1 − xk, zk − u

)
+ α

(
yk,u− zk

)
≤

≤ β
(
B−1k ∇tk(zk),u− xk+1

)
, k ≥ 0, ∀ u ∈ Q. (4.9)

Äàëåå îöåíèì âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè (4.9). Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî(
xk+1 − xk, zk − u

)
=
(
xk+1 − xk, zk − xk

)
+
(
xk+1 − xk,xk − u

)
ïðàâûå ÷àñòè îöåíèâàþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ (3.5),
(
xk+1 − xk, zk − xk

)
= 0.5

(
∥xk+1 − xk∥2 + ∥xk − zk∥2 − ∥xk+1 − zk∥2

)
,(

xk+1 − xk,xk − u
)
= 0.5

(
∥xk+1 − u∥2 − ∥xk+1 − xk∥2 − ∥xk − u∥2

)
, ïîýòîìó(

xk+1 − xk, zk − u
)
=

= 0.5
(
∥xk+1 − u∥2 + ∥xk − zk∥2 − ∥xk+1 − zk∥2 − ∥xk − u∥2

)
.

(4.10)

Äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (4.9)(
yk,u− zk

)
=
(
yk,u− xk

)
+
(
yk,xk − zk

)
ïåðâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (3.5),(

yk,u− xk
)
= 0.5

(
∥u− xk−1∥2 − ∥u− xk∥2 − ∥yk∥2

)
,

à âòîðîå � ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.7) ïðè ε = 1 ,(
yk,xk − zk

)
= −

(
yk, zk − xk

)
≥ −0.5

(
∥zk − xk∥2 + ∥yk∥2

)
,

ïîýòîìó
α
(
yk,u− zk

)
≥

≥ 0.5α
(
∥xk−1 − u∥2 − ∥xk − u∥2 − ∥xk − zk∥2

)
− α∥yk∥2. (4.11)

Ïîäñòàâèì îöåíêè (4.10) è (4.11) â ëåâóþ ÷àñòü (4.9):

0.5
[
∥xk+1 − zk∥2 + (1− α)∥xk − zk∥2 + ∥xk+1 − u∥2

]
−

−0.5(1 + α)∥xk − u∥2 + 0.5α∥xk−1 − u∥2 − α∥yk∥2 ≤
≤ β

(
B−1(zk)∇tk(zk),u− xk+1

)
, k ≥ 0, ∀u ∈ Q.

(4.12)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 1 è 2. Íåðàâåíñòâî (3.2), óìíîæåííîå íà β > 0 , çàïè-
øåì ïðè x∗ = vk , f(x∗) = T (vk) :

β
(
B−1(vk)∇T (vk),u− vk

)
≥ 0 ∀k ≥ 0, u ∈ Q.

Ïîëîæèì çäåñü u = xk+1 , à â (4.12) ïîëîæèì u = vk , ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ñëîæèì
è, óìíîæèâ íà 2, ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

a ≤ 2β
(
B−1(zk)∇tk(zk)−,B−1(vk)∇T (vk),vk − xk+1

)
k ≥ 0,

ãäå a = ∥xk+1 − zk∥2 + (1− α)∥xk − zk∥2 + ∥xk+1 − vk∥2 + α∥xk−1 − vk∥2 −
− (1 + α)∥xk − vk∥2 − 2α∥yk∥2 . Ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè äëÿ òî÷íîãî è
ïðèáëèæ¼ííîãî ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè Òèõîíîâà, ïðåäñòàâèì â ôîðìå

a ≤ 2β
(
B−1(zk)

(
∇fk(zk)−∇f(zk)

)
,vk − xk+1

)
+

+2β
(
B−1(zk)∇f(zk)−B−1(vk)∇f(vk) + τB−1(zk)(zk − vk),vk − xk+1

)
+

+2βτ
(
[B−1(zk)−B−1(vk)]vk,vk − xk+1

)
, k ≥ 0.

(4.13)
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Ïðåîáðàçóåì (4.13), èñïîëüçóÿ (2.7), (4.5), íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, è âûòåêà-
þùèå èç (2.8) íåðàâåíñòâà

(1/M)∥u∥2 ≤ (B−1(x)u,u) ≤ ∥u∥2/m, u,x ∈ H1, (4.14)

ãäå M è m èç (2.8), íåðàñòÿãèâàþùèì ñâîéñòâîì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ([21], c. 190),
ñëåäóþùåé èç (4.14) îöåíêîé ∥B−1∥ ≤ 1/m . Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

a + 2βτ
(
B−1(zk)(zk − vk), zk − vk

)
≤

≤ 2β
[
δ(1 + ∥zk∥)∥vk − xk+1∥/m+

(
∇φ(zk)− φ(vk),vk − xk+1

)]
+

+2βτ
(
∥zk − vk∥∥vk − xk+1∥+ 2∥vk∥∥vk − xk+1∥

)
/m, k ≥ 0.

Ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â ëåâîé ÷àñòè ïðèìåíèì ëåâîå íåðàâåíñòâî (4.14), ê ïåðâîìó,
òðåòüåìó è ÷åòâ¼ðòîìó ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè - íåðàâåíñòâî (3.7), è (4.6):

2(1 + ∥zk∥)∥xk+1 − vk∥ ≤ 2
(
1 + ∥vk∥+ ∥zk − vk∥

)
∥xk+1 − vk∥ ≤

≤ 2(1 + C)∥vk − xk+1∥+ 2∥zk − vk∥∥vk − xk+1∥ ≤
≤ (1 + C)2 + 2∥vk − xk+1∥2 + ∥zk − vk∥2;

2∥zk − vk∥∥vk − xk+1∥ ≤ ∥zk − vk∥2 + ∥vk − xk+1∥2;
2∥vk∥∥vk − xk+1∥ ≤ 6C2/5 + 5∥vk − xk+1∥2/6;

òîãäà ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

a + 2βτ∥zk − vk∥2/M ≤ 2β
(
∇φ(zk)−∇φ(vk),vk − xk+1

)
+

+β(2δ + 11τ/6)∥vk − xk+1∥2/m+ β(δ + τ)∥zk − vk∥2/m+ g1, k ≥ 0,
(4.15)

ãäå g1 = β [δ(1 + C)2 + 12C2τ/5] /m . Çäåñü îöåíèì: â ïðàâîé ÷àñòè � êâàäðàò íîðìû âî
âòîðîì ñëàãàåìîì, ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà

∥u−w∥2 ≤ (1 + ε)∥u− v∥2 + (1 + ε−1)∥v −w∥2, ε > 0, u,v,w ∈ H. (4.16)

ïðè u = xk+1 , v = xk , w = vk , ε = 1/2 , òî åñòü ∥xk+1− vk∥2 ≤ 3∥xk+1− xk∥2/2+ 3∥xk −
vk∥2 ; â ïåðâîì ñëàãàåìîì â ëåâîé ÷àñòè � ïîëó÷àåìûì èç (3.4) ïðè u = xk+1 , v = xk ,
w = zk íåðàâåíñòâîì

∥xk+1 − zk∥2 ≥ (1− ε)∥xk+1 − xk∥2 + (1− ε−1)∥xk − zk∥2 (4.17)

ïðè ε = 5/12 , òî åñòü ∥xk+1 − zk∥2 ≥ 7∥xk+1 − xk∥2/12 − 7∥xk − zk∥2/5 . È çäåñü âòîðîå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ó÷èòûâàÿ ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (4.15) è ÷òî −7/5 = 2/5 −
α− (1− α) , ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, òîãäà

∥xk+1 − zk∥2 ≥ 7∥xk+1 − xk∥2/12− (1− α)∥xk − zk∥2 + (2/5− α)∥xk − zk∥2,

ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ ìíîæèòåëåì 2/5 îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

∥xk − zk∥2 ≥ (1− ε)∥xk − vk∥2 + (1− ε−1)∥vk − zk∥2, ε > 0,

ïîëó÷àåìîãî èç (3.4) ïðè u = xk , v = vk , w = zk , ïîëîæèâ â í¼ì ε = 1 + 10α ,

2∥xk − zk∥2/5 ≥ −4α∥xk − vk∥2 + 4α∥vk − zk∥2/(1 + 10α);

ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ ìíîæèòåëåì −α îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàñòÿãèâàþùåãî ñâîéñòâà
îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ,

∥zk − xk∥2 = ∥PQ(xk + αyk)− PQ(xk)∥2 ≤ ∥xk + αyk − xk∥2 = α2∥yk∥2; (4.18)
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−α∥zk − xk∥2 ≥ −α3∥yk∥2.
Òîãäà ïîëó÷èì îöåíêó

∥xk+1 − zk∥2 ≥ 7∥xk+1 − xk∥2/12− (1− α)∥xk − zk∥2−
−4α∥xk − vk∥2 + 4α∥vk − zk∥2/(1 + 10α)− α3∥yk∥2.

Ïîäñòàâèâ å¼ è îöåíêó äëÿ ñëàãàåìîãî èç ïðàâîé ÷àñòè (4.15), ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ 2βτ/M > 0 , 4α/(1 + 10α) > 0 , ïðåîáðàçóåì (4.15) ê âèäó

∥xk+1 − vk∥2 − (1 + 5α)∥xk − vk∥2+
+[7/12− β(3δ + 11τ/4)/m]∥xk+1 − xk∥2 + α∥xk−1 − vk∥2−
−(2α + α3)∥yk∥2 ≤ 2β

(
∇φ(zk)−∇φ(vk),vk − xk+1

)
+

+β
[
(6δ + 11τ/2)∥xk − vk∥2 + (δ + τ)∥zk − vk∥2

]
/m+ g1, k ≥ 0.

(4.19)

Çäåñü äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (ñì. [21],
c. 188) (∇f(x) − ∇f(u),u − z) ≤ L∥x − z∥2/4, x,u, z ∈ Q äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé
f(x) ∈ C1,1(Q) , ïîëîæèâ x = zk , u = vk , z = xk+1 . Çàòåì îöåíèì êâàäðàò íîðìû ñ
ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (4.16) ïðè u = xk+1 , v = xk , w = zk , ε = 1/7 è (4.18):

∥xk+1 − zk∥2 ≤ 8∥xk+1 − xk∥2/7 + 8∥zk − xk∥2 ≤ 8∥xk+1 − xk∥2/7 + 8α2∥yk)∥2;

Cëåäîâàòåëüíî, (Lβ/2)∥xk+1−zk∥2 ≤ 4Lβ∥xk+1−xk∥2/7+4Lα2β∥yk∥2 . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè
ýòîãî ðåçóëüòàòà â (4.19) ïîëó÷èì

∥xk+1 − vk∥2 − (1 + 5α)∥xk − vk∥2 + a2∥xk+1 − xk∥2+
+α∥xk−1 − vk∥2 − a41∥yk∥2 ≤

≤ β(6δ + 11τ/2)∥xk − vk∥2 + a0∥zk − vk∥2 + g1, k ≥ 0,

ãäå a0 = β(δ+ τ)/m , a2 = 7/12− 4Lβ/7− β(3δ+11τ/4)/m ; a41 = α3 +4Lα2β +2α . Çäåñü
îöåíèì êâàäðàò íîðìû âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ íåðàñòÿãèâàþùåãî
ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ è (4.16) ïðè ε = 1/2 ,

∥zk − vk∥2 = ∥PQ
(
xk + αyk

)
− PQ(vk)∥2 ≤

≤ ∥xk + αyk − vk∥2 ≤ 3∥xk − vk∥2/2 + 3α2∥yk∥2.

Òîãäà ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − vk∥2 − a1∥xk − vk∥2 + a2∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ a3∥xk − vk∥2 + a4∥yk∥2 − α∥xk−1 − vk∥2 + g1, k ≥ 0,

(4.20)

ãäå a1 = a1k = 1/6 ; a3 = a3k = 5/6 + 5α + β [6δ + 11τ/2 + 3(δ + τ)/2] /m ; a4 = a4k =
2α + α3 + 4Lα2β + 3α2β(δ + τ)/m .

Îáîçíà÷èì sk = βk−1τk−1 , ëåâóþ ÷àñòü (4.20) ÷åðåç uk+1 , ðàçíîñòü ìåæäó ïðàâîé
÷àñòüþ (4.20) áåç g1 è âûðàæåíèåì (1− sk)uk îáîçíà÷èì wk . Òîãäà èç (4.20) èìååì

uk+1 ≤ (1− sk)uk + wk + g1, k − 1 ≥ N. (4.21)

Ïîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk} îòíîñèòåëüíî âûáîðà
ïðèáëèæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ â (2.7). Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî k0 > 1 òà-
êîå, ÷òî ∀ k − 1 ≥ k0 ñ ó÷åòîì (4.1) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

15βk(16Lm/7 + 12δk + 11τk) ≤ 23m,
βk (15δk + 14τk) < 2mαk,

α2
k + 4Lαkβk + 3αkβk(δk + τk)/m < 1, 0 < sk < 1,

(4.22)
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ââèäó êîòîðûõ èìååì a2k ≥ 1/5 ; a3k < 5/6 + 6αk ; a4k < 3αk ∀ k − 1 ≥ k0 .
Òåïåðü îöåíèì uk+1 ñíèçó. Èç (3.4) ïðè u = xk+1 , v = xk , w = vk , ñëåäóåò,

∥xk+1 − vk∥2 ≥ (1− ε)∥xk+1 − xk∥2/2 + (1− ε−1)∥xk − vk∥2,

îòêóäà ïðè ε = 6/5 ñëåäóåò îöåíêà ñíèçó äëÿ ëåâîé ÷àñòè (4.21),

uk+1 ≥ (1/6− a1)∥xk − vk∥2 + (a2 − 1/5)∥xk+1 − xk∥2 ≥ 0, (4.23)

ïîñêîëüêó a1 = 1/6 è âûïîëíåíû (4.22). Îáîçíà÷èì a11 = a1(k−1) , a21 = a2(k−1) .
Äàëåå îöåíèì wk ñâåðõó. Â âûðàæåíèè wk = a3∥xk − vk∥2 + a4∥yk∥2 −

−α∥xk−1−vk∥2− (1− sk)
[
∥xk − vk−1∥2 − a11∥xk−1 − vk−1∥2 + a21∥yk∥2

]
âîñïîëüçóåìñÿ ïî-

ëó÷àåìûìè ñ ïîìîùüþ (4.16) ïðè ε = sk íåðàâåíñòâàìè

∥xk − vk∥2 ≤ (1 + sk)∥xk − vk−1∥2 + (1 + s−1k )∥vk−1 − vk∥2,
∥xk−1 − vk−1∥2 ≤ (1 + sk)∥xk−1 − vk∥2 + (1 + s−1k )∥vk−1 − vk∥2.

Òîãäà
wk ≤ [a3 + a11(1− sk)] (1 + s−1k )∥vk−1 − vk∥2 + a5∥xk−1 − vk∥2−
− [(1− sk)− a3(1 + sk)] ∥xk − vk−1∥2 − [a21(1− sk)− a4] ∥yk∥2,

ãäå a5 = a11(1− s2k)− α . Îòñþäà, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà

∥xk−1 − vk∥2 ≤ (1 + sk)∥xk−1 − vk−1∥2 + (1 + s−1k )∥vk−1 − vk∥2,

ïîëó÷àåì îöåíêó

wk ≤ a6∥vk−1 − vk∥2 − [1− sk − a3(1 + sk)]∥xk − vk−1∥2−
−[a21(1− sk)− a4]∥yk∥2 + a5(1 + sk)∥xk−1 − vk−1∥2, k ≥ 0,

(4.24)

ãäå a6 = [a3 + a11(1 − sk) + a5](1 + s−1k ) . Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (4.24) ñ ïîìîùüþ
(4.16) ïðè u = xk−1 , v = xk , w = vk−1 , ε = 4 ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ∥xk−1 − vk−1∥2 ≤
5∥xk−1 − xk∥2 + (5/4)∥xk − vk−1∥2 . Ïîëüçóÿñü èì â (4.24), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

wk ≤ a6∥vk−1 − vk∥2 − a7∥yk∥2 − a8∥xk − vk−1∥2, k ≥ 0, (4.25)

ãäå a7 = a21(1− sk)− a4 − 5a5(1 + sk) ; a8 = 1− sk − (a3 + 5a5/4)(1 + sk) .
Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî N > 1 òàêîå, ÷òî ∀ k − 1 > N ≥ k0 ñ ó÷¼òîì (4.1)

íàðÿäó ñ (4.22) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

a11(1− sk) < a11(1− s2k) ≤ 1/7;
a21(1− sk) ≥ 7/12− αk; a3(1 + sk) ≤ 5/6 + 7αk − sk;

a5(1 + sk) ≤ 1/9 + αk; a5 ≤ 1/9; 0 < α < 1/324.
(4.26)

Ñ ó÷åòîì (4.1), (4.22) è (4.26) â (4.25) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èìåþò ìåñòî îöåíêè:

a6 ≤ (5/6 + 6αk + 1/7 + 1/9)(1 + s−1k ) = (23/21 + 6αk)(1 + s−1k );
a7 ≥ 7/12− 4αk − 5(1/9 + αk) = 1/36− 9αk > 0;

a8 ≥ 1− sk − 5/6− 7αk + sk − 5(1/9 + αk)/4 = 1/36− 33αk/4 > 0.

Ó÷èòûâàÿ ýòè îöåíêè è (4.5), èç (4.25) ñ ó÷¼òîì (4.1), (4.22), (4.23) è (4.26) ïîëó÷èì:

wk ≤ a6∥vk−1 − vk∥2 ≤ (23/21 + 6αk)C
2(1 + s−1k )τ−2k |τk+1 − τk|2;

uk+1 ≤ (1− sk)uk + dk, k − 1 ≥ N,
(4.27)
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ãäå dk = wk+g1 = C2(23/21+6αk)(1+s
−1
k )τ−2k |τk+1−τk|2+12C2βkτk/(5m) . Çäåñü, ââèäó (4.1)

è (4.27), èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
∑k=∞

k=0 sk =∞ , dk/sk = (wk + g1)/sk → 0, k →∞ . Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} , îáëàäàþùàÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (4.23), (4.27),
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ñì., íàïðèìåð, [21], ñ. 96). Ñõîäèìîñòü {uk} ðàâíîìåðíàÿ îòíîñèòåëüíî
âûáîðà ïðèáëèæåíèé ∇fk(x) â (2.7), ò.ê. sk è dk â (4.27) íå çàâèñÿò îò ýòèõ ïðèáëèæåíèé.
Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â (4.8). Èç (4.3), (4.7) è (4.8) ñëåäóåò (4.2).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}

è ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk−1 − x∗∥ ≤ ... ≤ ∥x0 − x∗∥,

∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − xk−1∥ ≤ ∥xk−1 − xk−2∥ ≤ ....

Ïðèìå÷àíèå 4. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ìåòîäà (2.4)�(2.7), (4.1), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì òåîðåìû 1, ìîãóò áûòü âûáðàíû, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå:

αk = c1(1 + k)−2; βk = c2(1 + k)−1; τk = c3(1 + k)−2; δk = c4(1 + k)−5/2,

ãäå ÷èñëà ci > 0 , i ∈ [1 : 4] ; c1 ≥ c2 > c3 > c4 .

5. Ïðàâèëî îñòàíîâà ìåòîäà è ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð

Ïðàâèëî îñòàíîâà ìåòîäà (2.4)-(2.7), (4.1) ñòðîèì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî, íà-
ïðèìåð, â ðàáîòàõ [6] - [12], [14]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ãðàäèåíò ∇f(x) ôóíêöèè f(x) ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí â çàäà÷å (1.1) â êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x0 ∈ Q ñ íåêîòîðîé îøèáêîé
δk , òàêîé, ÷òî δk → 0 ïðè k → ∞ , è âûïîëíÿåòñÿ (2.7). Îäíàêî, â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ
îøèáêà íà÷àëüíûõ äàííûõ íå îáÿçàòåëüíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à îáû÷íî áîëüøå íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà w > 0 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ H ,
âìåñòî âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî ãðàäèåíòà ∇f(x) âîçìîæíî âû÷èñëèòü åãî àïïðîêñèìàöèþ
∇fw(x) äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà w > 0 , ÷òî

max ∥∇fw(x)−∇f(x)∥ ≤ w(1 + ∥x∥), x ∈ H, k ≥ 0. (5.1)

Òîãäà, çàìåíÿÿ ïðèáëèæ¼ííûé ãðàäèåíò ∇fk(x) â ìåòîäå (2.4)-(2.7), (4.1) íà ∇fw(x) èç
(5.1), âìåñòî (2.4)-(2.5) ïðèõîäèì ê ìåòîäó

1 ýòàï. yk = xk − xk−1; zk = PQ
(
xk + αky

k
)
;

2 ýòàï. xk+1 = PQ
{
zk − βkB−1(zk)[∇fw(zk) + τkz

k]
}
, k = 0, 1, 2, ..., (5.2)

Îäíàêî, äëÿ ìåòîäà (5.2) óñëîâèÿ (4.1) ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ αk , βk , τk ñ ïàðà-
ìåòðîì ïîãðåøíîñòè δk ≡ w > 0 , k ≥ 0 áóäóò î÷åâèäíî íàðóøåíû, òàê ÷òî ïðîöåññ
(5.2) ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ è åãî èñïîëüçîâàíèå äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé k áóäåò íåâåðíî. Ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâèëî îñòàíîâà ìåòîäà (5.2) è îïðåäåëèòü êîëè-
÷åñòâî k ≥ 1 íåîáõîäèìûõ èòåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåíèÿ xk+1 ê íîðìàëüíîìó
ðåøåíèþ x∗ çàäà÷è (1.1) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 , ∥xk(w)+1 − x∗∥ ≤ ε , ïðè âûáðàí-
íîé ïîãðåøíîñòè w > 0 . Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 ∈ H è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ ìåòîäà

αk, βk, τk, δk, (5.3)
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óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (4.1). Ìîãóò áûòü âûáðàíû ïàðàìåòðû, óêàçàííûå âûøå â
ïðèìå÷àíèè è w < δ0 . Ïîñêîëüêó âûïîëíåíèå óñëîâèé (4.1) çäåñü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, òî
w = wk , k ≥ 0 , òåïåðü ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ìåòîäà (5.2), ñîâåðøåííî íå ñâÿçàííûì ñ
óñëîâèÿìè (4.1). Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî w, 0 < w < δ0 â (5.1), ïðîöåññ (5.2) ñ
âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè (5.3) áóäåì ïðîäîëæàòü äî íîìåðà èòåðàöèè k0 ≥ 1 , îïðåäå-
ë¼ííîãî èç óñëîâèÿ

δk ≥ w, k = 0, 1, 2, ..., k(w). (5.4)

Òàê êàê δk → +0 ïðè k → ∞ , δ0 > w , òî òðåáóåìûé íîìåð èòåðàöèè k(w) ≥ 1
áóäåò êîíå÷íûì è íàéäåòñÿ äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî w > 0 . Â òåîðåìå 2 äàåòñÿ
îáîñíîâàíèå êðèòåðèÿ (5.4) îñòàíîâà ïðîöåññà (5.2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü: 1) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1; 2) ïðèáëèæåíèÿ ∇fw(x)
ãðàäèåíòîâ ∇f(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (5.1); 3) ìíîæåñòâî òî÷åê x1 , x2 , ..., xk(w)

ïîëó÷åíî ìåòîäîì (5.2), ãäå íîìåð èòåðàöèè k = k(w) ≥ 1 îïðåäåë¼í â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëîì îñòàíîâà (5.4). Òîãäà

∥xk(w) − x∗∥ → 0ïðè w → +0, (5.5)

â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çàäàííûõ w > 0 , ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð k(w(ε))
òàêîé, ÷òî ∥xk(w) − x∗∥ ≤ ε .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 èç (5.1) è ïðàâèëà îñòàíîâà (5.4)
ñëåäóåò, ÷òî

max ∥∇fw(x)−∇f(x)∥ ≤ δk(1 + ∥x∥), x ∈ Q, k = 0, 1, 2, ..., k(w). (5.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ∇fw(x) èç (5.1) è (5.6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.7) ∀ k = 0, 1, 2, ..., k(w) .
Îòñþäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ δk → 0 èìååì, k(w) → ∞ ïðè w → +0 , ò.å. îñòàíîâ ìåòîäà
áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïðè î÷åíü áîëüøèõ íîìåðàõ k(w).

Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ìåòîäà (5.2) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå H ê
ðåøåíèþ x∗ çàäà÷è (1.1), ïîýòîìó ∀ ε > 0 ∃ íîìåð k(ε) , íå çàâèñÿùèé îò ïðèáëèæåííûõ
ãðàäèåíòîâ ∇fk(x) â (2.7) è xk+1 èç (5.2), òàêîé, ÷òî

∥xk − x∗∥ < ε ∀ k > k(ε). (5.7)

(Çäåñü ε > 0 � çàäàííàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ìèíèìóìà, ò.å. ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1).)
Ââèäó ñîîòíîøåíèÿ k(w) → ∞ ñóùåñòâóåò ÷èñëî w(ε) > 0 òàêîå, ÷òî k(w(ε)) > k(ε)

∀ w ∈ (0, w(ε)] . Ïîýòîìó òî÷êè x1 , x2 , ..., xk(w) ñîîòâåòñòâóþò, ñ ó÷åòîì (5.7), òî÷êàì
ìåòîäà (2.4)-(2.7), (4.1) ïðè ∇fk(x) = ∇fw(x) , k = 1, 2, ..., k(w) . Ïîñêîëüêó k(w(ε)) > k(ε) ,
èç (5.7) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ∥xk(w) − x∗∥ < ε , êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ∀ε > 0 è ïîýòîìó
âëå÷åò (5.5). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð çàäà÷è (1.1) ñòðîèì ñïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì èñïîëüçî-
âàííîìó â ðàáîòå [14]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîãðåøíîñòü w > 0 ôèêñèðîâàíà è âûïîëíåíî
ïðàâèëî îñòàíîâà (5.4). Ñîîòíîøåíèå (5.5) ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó îñòàíîâà (5.4) è ñôîðìó-
ëèðîâàíî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ îøèáêè w > 0 â (5.1). Ïðè òàêîì óðîâíå ïîãðåø-
íîñòè â (5.1), âûïîëíåíèè ïðàâèëà îñòàíîâà (5.4) è òåîðåìû 2, ðåãóëÿðèçóþùèì áóäåò
îïåðàòîð Rw = Rw

(
∇fw(xk(w)), w

)
, ñîïîñòàâëÿþùèé âñÿêîìó íàáîðó ñâîèõ àðãóìåíòîâ,

ò.å. ÷èñëó w ∈ (0, w(ε)] è ïðèáëèæåíèþ ∇fw(x) ãðàäèåíòà ôóíêöèè f(x) èç (5.1), òî÷-
êó xk(w) ìåòîäà (5.2), (5.4). Âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðèçóþùåãî îïåðàòîðà Rw ,
0 < w ≤ w(ε) ïàðàìåòðû ìåòîäà (5.2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4.1), (5.1), à â îñòàëüíîì
ïðîèçâîëüíû.
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6. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄÊÐÌ

Îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÏÎÄÊÐÌ (2.4)-(2.7) ïîëó÷èì ïðè áîëåå ñòðîãèõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ, ÷åì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè â òåîðåìå 1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî:
1) ôóíêöèÿ φ(x) ∈ C1,1(Q) ñèëüíî âûïóêëàÿ ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè κ > 0 ;
2) äëÿ ïàðàìåòðîâ αk , βk , τk , δk , ìåòîäà (2.4)�(2.7) âûïîëíåíû (4.1) è, êðîìå òîãî,

íàðÿäó ñ âûïîëíåíèåì (4.1), ñóùåñòâóåò íîìåð èòåðàöèè k2 òàêîé, ÷òî ïðè k ≥ k2 ≥ 1
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 < αk < 1/4, τk < mc1 − δk, δk < mc1;
βk [α

2
k (mc2 + 5mc1 − 5δk − 5τk) +mc2/5 + 3δk + 11τk/4] ≤

≤ m (7/12− 2αk − α2
k) ; 4αk < 5βk (mc1 − δk − τk) /(6m) < 1 + 4αk,

0 < βk (4mc2 + 60δk + 55τk) /(20m) < 7/12,

(6.1)

ãäå c1 = 4Lκ/(L+ 2κ) ; c2 = 3(L+ 2κ) .
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} , îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì (2.4)�(2.7), (4.1), (6.1), èç ïðî-

èçâîëüíîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ H , íà÷èíàÿ ñ íîìåðà k ≥ k2 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
âûáîðà ïðèáëèæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ â (2.7) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗ çàäà÷è (1.1) ñ îöåíêîé

∥xk+1 − x∗∥ ≤
[
qk∥xk − x∗∥2 + g1k

]1/2
, (6.2)

ãäå qk = 1+ 4αk − 5βk (mc1 − δk − τk) /(6m) , 0 < qk < 1 ïðè óñëîâèÿõ (6.1), (4.1); g1k → 0
ïðè δk → 0 , τk → 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ââèäó äîêàçàííîé òåîðåìû 1, â
óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ìåòîä ñõîäèòñÿ ∀ x0 ∈ Q ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïðèáëè-
æ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ èç (2.7). Äàëåå, â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (4.19) îöåíèì ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (ñì. [21], ñ. 188)

(∇φ(u)−∇φ(v),v −w) ≤ (L+ µ)∥u−w∥2/4− Lµ∥u− v∥2/(L+ µ),

u,v,w ∈ Q , µ = 2κ , ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè φ(x) ∈ C1,1Q . Ïîëà-
ãàÿ çäåñü u = zk , v = x∗ , w = xk+1 , è â (4.19) vk = x∗ , îò (4.19) ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − x∗∥2 − (1 + 5α)∥xk − x∗∥2 + b11∥xk+1 − xk∥2+
+b21∥zk − x∗∥2 ≤ b31∥xk − x∗∥2 + b41∥yk∥2 − α∥xk−1 − x∗∥2+

+b51∥zk − xk+1∥2 + g1, k ≥ 0,
(6.3)

ãäå b11 = 7/12 − β(3δ + 11τ/4)/m ; b21 = β (mc1 − δ − τ) /m ; b31 = β(6δ + 11τ/2)/m ;
b41 = 2α + α3 ; b51 = (L+ µ)β/2 = c2β/6 .

Â (6.3) ñíà÷àëà îöåíèì êâàäðàò íîðìû â òðåòüåì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 ≤ ∥xk−1 − x∗∥2 ≤ ...,

ïîýòîìó
−α∥xk−1 − x∗∥2 ≤ −α∥xk − x∗∥2. (6.4)

Òåïåðü â (6.3) îöåíèì êâàäðàòû íîðì: â ÷åòâ¼ðòîì ñëàãàåìîì â ëåâîé ÷àñòè � ñ ïîìî-
ùüþ íåðàâåíñòâà

∥zk − x∗∥2 ≥ (1− ε)∥zk − xk∥2 + (1− ε−1)∥xk − x∗∥2, ε > 0,
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ïîëó÷àåìîãî èç (3.4) ïðè u = zk , v = xk , w = x∗ , ε = 6 , òîãäà

b21∥zk − x∗∥2 ≥ −5b21∥zk − xk∥2 + 5b21∥xk − x∗∥2/6; (6.5)

â ÷åòâ¼ðòîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè � ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

∥xk+1 − z
k∥2 ≤ (1 + ε)∥xk+1 − xk∥2 + (1 + ε−1)∥xk − zk∥2, ε > 0

, ñëåäóþùåãî èç (4.16) ïðè u = xk+1 , v = xk , w = zk , ïîëàãàÿ â í¼ì ε = 5 , òî åñòü

b51∥zk − xk+1∥2 ≤ 6b51∥zk − xk∥2 + 6b51∥xk+1 − xk∥2/5, (6.6)

à çàòåì â í¼ì âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èç ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íåðàâåí-
ñòâîì (4.18). Òîãäà, ñ ó÷¼òîì îöåíîê (6.4), (6.5), (6.6), îò (6.3) ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − x∗∥2 − b1∥xk − x∗∥2 + b2∥xk+1 − xk∥2 ≤
≤ b3∥yk∥2 + g1, k ≥ 0,

(6.7)

ãäå b1 = 1+4α− 5b21/6 = 1+ 4α− 5β(mc1− δ− τ)/(6m) ; b2 = b11− 6b51/5 = 7/12− β(3δ+
11τ/4)/m− c2β/5 ; b3 = 2α + α3 + α2β (mc2 + 5c1 − 5δ − 5τ) /m ;
g1 = β [5δ(1 + C)2 + 12C2τ ] /(5m) ; b1 > 0, b2 > 0, b3 > 2α+ α3 ïðè óñëîâèÿõ (4.1), (6.1).

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîãî ìåòîäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî ∥yk∥2 ≥ ∥xk+1 − xk∥2 . Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì íåðàâåíñòâîì, íåðàâåíñòâîì b3 −
b2 < 0 , ñïðàâåäëèâûì ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 3, è, ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâ −b3 > −b2 , b2 ≥
b3 − b2 , (b3 − b2)

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥ 0 , ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì:

0 ≥ (b3 − b2)
(
∥yk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2

)
=

= b3∥yk∥2 − b3∥xk+1 − xk∥2 + b2
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ b3∥yk∥2 − b2∥xk+1 − xk∥2 + (b3 − b2)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ b3∥yk∥2 − b2∥xk+1 − xk∥2.

(6.8)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (6.8) â (6.7) è óïðîñòèâ, ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ qk∥xk − x∗∥2 + g1k, k ≥ 0, (6.9)

ãäå qk = 1+ 4αk − 5βk (mc1 − δk − τk) /(6m) , 0 < qk < 1 ïðè óñëîâèÿõ (6.1), (4.1); g1k → 0
ïðè δk → 0 , τk → 0 . Èç (6.9) ñëåäóåò (6.2).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Âûâîä. Ïðåäëàãàåìûé ðåãóëÿðèçîâàííûé ïðîåêöèîííûé îáîáù¼ííûé äâóõøàãîâûé

äâóõýòàïíûé êâàçèíüþòîíîâñêèé ìåòîä ïðåäïî÷òèòåëåí â ñðàâíåíèè ñî ñâîèìè ïðåäøå-
ñòâåííèêàìè, ïîñêîëüêó èìååò ïðåèìóùåñòâî â òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è è âû÷èñëèòåëü-
íîé óñòîé÷èâîñòè.
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On version of regularized projection two-step two-stage

quasinewton minimization method

c⃝ V. G. Malinov 2

Abstract. In the work regularized method for solving minimization problems with inaccurate
initial date on the convex closed set of separable Gilbert variable metric space, based on the new
version of projection generalised two-step two-stage Quasinewton method in conjunction with the
Tikhonov function method is proposed. For continuously di�erentiable convex functions with a
Lipschitz gradients the convergence of the method and estimates of the rate of convergence of the
method on the supplementary requirement of strongly convexity functions are proved. Stop rule
is constructed and regularizing operator is described. Distinction of the proposed method from
preceding method of the considering class is superior accuracy also calculating stability.

Key Words: minimization on the simple set, regularized projection generalized two-step two-
stage, variable metric method, convergence, rate of convergence.

2Assistant Professor of Ulyanovsk State University, Ulyanovsk; vgmalinov@mail.ru.
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ÓÄÊ 517.938

Èíòåðâàëû âðàùåíèÿ ñ÷åòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ

ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ äâóìÿ êëàññàìè ñîñòîÿíèé

c⃝ Ì. È. Ìàëêèí1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå è ñ÷åòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, ó êî-
òîðûõ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðàçáèòî íà äâà êëàññà; òàêèå ìàðêîâñêèå öåïè âîçíèêàþò ïðè
ñèìâîëè÷åñêîì îïèñàíèè ñèñòåì òèïà ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè Ëîðåíöà. Äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé
c óêàçàííûì ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ââîäèòñÿ êàê ìíîæå-
ñòâî èíäèâèäóàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ ÷àñòîò ïîñåùåíèÿ îäíîãî èç âûäåëåííûõ êëàñ-
ñîâ ñîñòîÿíèé. Äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå òðàíçèòèâíîñòè ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé
ìàðêîâñêîé öåïè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðè÷åì â ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêîãî
ïåðåìåøèâàíèÿ èíòåðâàë âðàùåíèÿ íåòðèâèàëåí. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé êîíöû èíòåðâàëà âðàùåíèÿ � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå
äîñòèãàþòñÿ êàê ÷èñëà âðàùåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè, ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, ìíîæåñòâà
âðàùåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå öåïè (ÒÌÖ) èãðàþò ðîëü ñèìâîëè÷ñêèõ ìîäåëåé äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, âêëþ÷àÿ íåðàâíî-
ìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèå è ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
ñèñòåìû äîïóñêàåò ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå (âîçìîæíî, ñ÷¼òíîå). Ê òàêèì êëàññàì ñèñòåì
îòíîñÿòñÿ ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêèîìå À Ñ.Ñìåéëà, ãèïåðáîëè÷åñêèå áèëüÿðäû,
ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, îäíîìåðíûå êóñî÷íî-ìîíîòîííûå îòîáðàæå-
íèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé è äð. (ñì. [1], [3],[4], [7], [2], [6] ). Â ÷àñòíî-
ñòè, Ô. Õîôáàóýð äîêàçàë (ñì. [5]), ÷òî äëÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî, êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ f èíòåðâàëà I ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ìîæíî ïîñòðî-
èòü êîíå÷íóþ èëè ñ÷¼òíóþ ÒÌÖ (ΩP , σ)) ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ P , òàêóþ, ÷òî f : I → I
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ îòîáðàæåíèåì ñäâèãà σ : ΩP → ΩP (òî÷íåå ãîâîðÿ, ñîïðÿæåí-
íîñòü èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òî÷åê, êðîìå, âîçìîæíî, òàê íàçûâàåìîãî ¾ìàëîãî ìíîæåñòâà¿,
ò.å. òàêîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è îáëàäàþùåãî òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî ëþáàÿ ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà í¼ì èíâàðèàíòíàÿ ìåðà èìååò íóëåâóþ ýíòðîïèþ
Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ). Òåì ñàìûì, èçó÷åíèå òîïîëîãè÷åñêèõ è ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ îä-
íîìåðíûõ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé
ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ ñ÷¼òíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå è ñ÷åòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ìàðêîâñêèå
öåïè, ó êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðàçáèòî íà äâà ôèêñèðîâàííûõ ïîäìíîæåñòâà.
Òàêèå ìàðêîâñêèå öåïè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì òèïà ñèñòåìû
Ëîðåíöà èëè å¼ îäíîìåðííîé ìîäåëè â âèäå êóñî÷íî-ìîíîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ ñ äâó-
ìÿ èíòåðâàëàìè ìîíîòîííîñòè. Äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ öåïåé ñ ôèêñèðîâàííûì
ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ââîäèòñÿ êàê ìíîæåñòâî èí-
äèâèäóàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ ÷àñòîò ïîñåùåíèÿ îäíîãî èç âûäåëåííûõ êëàññîâ
ñîñòîÿíèé. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçûâàåì (ñì. òåîðåìó 1), ÷òî ìíîæåñòâî âðàùå-
íèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé èíòåðâàë, ïðè÷åì â

1Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; malkin@unn.ru
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ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêîãî ïåðåìåøèâàíèÿ èíòåðâàë âðàùåíèÿ íåòðèâèàëåí. Äàëåå áóäåò ïî-
êàçàíî (ñì. òåîðåìó 2), ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ òðàíçèòèâíûõ ÒÌÖ êîíöû èíòåðâàëà âðàùåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ÷èñëàìè âðàùåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê. Â òåîðåìå 2 óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè èíòåðâàëà âðàùåíèÿ ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ îðáèòàìè, äëÿ êîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ñóùåñòâóåò è áåç ïåðåõî-
äà ê âåðõíåìó ïðåäåëó. Äàííûå ðåçóëüòàòû îòðàæàþò õàðàêòåðíóþ ïðèðîäó ìíîæåñòâà
âðàùåíèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì � îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðâàë, âåëè÷èíà êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåíè õàîòè÷íîñòè ñèñòåìû (íåòðèâèàëüíîñòü èíòåðâàëà âðàùåíèÿ óæå
óêàçûâàåò íà ñèëüíûå õàîòè÷åñêèå ñâîéñòâà: ïîëîæèòåëüíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè,
íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê âñåõ ïåðèîäîâ çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà).
Èçâåñòíî, ÷òî ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ äðóãèõ êëàññîâ ñèñòåì: ýíäîìîð-
ôèçìîâ îêðóæíîñòè ñòåïåíè 1 è ëîðåíöåâñêèõ îòîáðàæåíèé èãòåðâàëà (ñì. [9], [8] ).

2. Èíòåðâàëû âðàùåíèÿ òðàíçèòèâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâ-
ñêèõ öåïåé

Ââåäåì ïîíÿòèå ìíîæåñòâà âðàùåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ìàðêîâñêîé öåïè (ÒÌÖ), ó êî-
òîðîé ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà.

Ïóñòü (L, P, σ) � îäíîñòîðîííÿÿ ÒÌÖ ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòî-
ÿíèé L è ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ P (ee ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íóëè èëè åäèíèöû).
Ôàçîâjt ïðîñòðàíñòâî ÒÌÖ (L, P, σ ) åñòü

ΩP := {x = (xi)
∞
i=0 : pxi,xi+1

= 1},

σ : ΩP → ΩP � îòîáðàæåíèå îäíîñòîðîííåãî ñäâèãà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé L ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ L1 è L2 . Òîãäà ΩP = B(L 1) ∪ B(L 2) , ãäå B(Li) � öèëèí-
äðè÷åñêîå ìíîæåñòâî âèäà B(Li) = {x = {xn}∞n=0 : x0 ∈ Li} , i = 1, 2 . Áóäåì c÷èòàòü,
÷òî äëÿ ÒÌÖ (L, P, σ) ðàçáèåíèå L = L1 ∪ L2 ôèêñèðîâàíî. Îáîçíà÷èì χL2 èíäèêàòîð
ìíîæåñòâà L2 ⊂ L . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x = {xn}∞0 ∈ ΩP ÷èñëî âðàùåíèÿ ρ(x)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(x) = lim sup
k→∞

1

k

k−1∑
n=0

χL2(xn) (2.1)

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) åñòü âåðõíèé ïðåäåë ñðåäíåãî ÷èñëà ïîïàäàíèé îðáèòû òî÷êè x â
öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåòâî B(L2) çà âðåìÿ îò íóëÿ äî k−1 . Ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ρ(σ|ΩP )
ÒÌÖ (L, P, σ ) îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ L1 ∪ L2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ρ(x) äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê x :

ρ(σ|ΩP ) = clos{ρ(x) : x ∈ Per(σ|ΩP )} (2.2)

Ïóñòü (L, P, σ) è (L′, P ′, σ) � äâå òîïîëîãè÷åñêè cîïðÿæåííûå ÒÌÖ, L = L1 ∪ L2 ,
L′ = L′1 ∪ L′2 � ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé, è h : ΩP → ΩP ′ � ãîìåîìîðôèçì,
îñóùåñòâëÿþùèé ñîïðÿæåííîñòü, ïðè÷åì h(B(L1)) = B(L′1) , h(B(L2)) = B(L′2) . Òîãäà èç
îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà âðàùåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ρ(σ|ΩP ) = ρ(σ|ΩP ′) .

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : X → X íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì, åcëè äëÿ ëþáîé ïàðû V, V ′ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X
íàéäåòñÿ n òàêîå, ÷òî V ∩φ−nV ′ ̸= ∅ . Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : X → X íàçûâàåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêè ïåðåìåøèâàþùèì, åcëè äëÿ ëþáîé ïàðû V, V ′ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X
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íàéäåòñÿ n0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ n0 âûïîëíåíî V ∩ φ−nV ′ ̸= ∅ . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
êîíå÷íûõ è ñ÷åòíûõ ÒÌÖ òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàíçèòèâíîñòü σ|ΩP ðàâíîñèëüíà íåðàçëîæè-
ìîñòè, à òîïîëîãè÷åñêîå ïåðåìåøèâàíèå ðàâíîñèëüíî íåðàçëîæèìîñòè è àïåðèîäè÷íîñòè
ìàòðèöû ïåðåõîäîâ.

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè σ|ΩP òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíî, òî ρ(σ|ΩP ) ïðåäòàâ-
ëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé èíòåðâàë (âîçìîæíî, òðèâèàëüíûé). Åñëè σ|ΩP òîïîëîãè÷åñêè
ïåðåìåøèâàåò, òî ρ(σ|ΩP ) � íåòðèâèàëüíûé èíòåðâàë.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç íåðàçëîæèìîñòè ÒÌÖ (L, P, σ) ñëåäóåò, ÷òî Per(σ|ΩP ) ̸=
∅ . Ïóñòü ρ1 = infρ(σ|ΩP ) ̸= sup ρ(σ|ΩP ) = ρ2 . Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ≤ ρ1 < ρ2 ≤ 1 . Äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ìîæíî íàéòè ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè x è y , òàêèå ÷òî ρ(x) − ρ1 < ε , ρ2 − ρ(y) < ε .
Ïóñòü x è y èìåþò ïåðèîäû q1 è q2 ñîîòâåòñòâåííî è ρ(x) = p1

q1
, ρ(y) = p2

q2
. Îáîçíà÷èì

÷åðåç b1 è b2 áëîêè (x0, ..., xq1−1) è (y0, ..., yq2−1) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü c = (z0, ..., zq) -
íåïóñòîé áëîê (ò.å. (zi, zi+1) ∈ P äëÿ i = 0, ..., q − 1 ); áóäåì íàçûâàòü c ïåðèîäè÷åñêèì
áëîêîì, åñëè (zq, z0) ∈ P .

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî áëîêà c è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç cn íåïóñòîé
ïåðèîäè÷åñêèé áëîê, ïîëó÷àþùèñÿ n -êðàòíûì ïîâòîðåíèåì c , à â ñëó÷àå n = ∞ îïðå-
äåëèì ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó c∞ ∈ Per(σ|ΩP ) , ïîëó÷àþùóþñÿ áåñêîíå÷íûì ïîâòîðåíèåì
c . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî áëîêà c îáîçíà÷èì ÷åðåç ĉ áëîê, ïîëó÷àþùèéñÿ èç c
óäàëåíèåì ïîñëåäíåãî ñèìâîëà.

Ïîñêîëüêó (L, P, σ) � íåðàçëîæèìàÿ ÒÌÖ, òî íàéäåòñÿ íåïóñòîé áëîê c1 (ñîîòâåò-
ñòâåííî, c2 ), íà÷èíàþùèéñÿ ñèìâîëîì x0 (ñîîòâåòñòâåííî, y0 ) è êîí÷àþùèéñÿ ñèìâî-
ëîì y0 (ñîîòâåòñòâåííî, x0 ). Ïóñòü c1 = (x0, v1, ..., vt, y0) , c2 = (y0, w1, ..., ws, x0) , òîãäà
ĉ1 = (x0, v1, ..., vt) , ĉ2 = (y0, w1, ..., ws) . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m,n ∈ N ïîñòðîèì ïåðèîäè÷å-
ñêóþ òî÷êó z = (bn1 , ĉ1, b

m
2 , ĉ2)

∞ .Òîãäà

ρ(z) =
np1 +mp2 + t1 + s1 + χL2(x0) + χL2(y0)

nq1 +mq2 + t+ s+ 2
,

ãäå

t1 =
t∑
i=1

χL2(vi), s1 =
s∑
i=1

χL2(wi).

Óñòðåìëÿÿ n → ∞ , m → ∞ òàê, ÷òî n
m
→ λ , ãäå 0 ≤ λ ≤ ∞ , ïîëó÷èì, ÷òî ρ(z)

ñòðåìèòñÿ ê λp1+p2
λq1+q2

. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè λ , ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ ρ(z) , êîãäà m,n ∈
N , ïëîòíû â èíòåðâàëå [ρ(x), ρ(y)] . Ïîñêîëüêó ρ(x), ρ(y) ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî
áëèçêèìè ê ρ1, ρ2 , òî îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïóñòü òåïåðü σ|ΩP òîïîëîãè÷åñêè ïåðåìåøèâàåò. Äîêàæåì, ÷òî ρ(σ|ΩP ) íå ìîæåò
áûòü òðèâèàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ρ(σ|ΩP ) = {pq} äëÿ íåêîòîðûõ

íåñîêðàòèìûõ p ∈ Z+, q ∈ N . Òîãäà ïåðèîä ëþáîé òî÷êè x ∈ Per(σ|ΩP ) äåëèòñÿ íà q .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ñèìâîëà i ∈ L â ñèëó ïåðåìåøèâàíèÿ íàéäóòñÿ n ∈ N è
íåïóñòûå áëîêè c1, c2 äëèíû n è n+ 1 ñîîòâåòñòâåííî, íà÷èíàþùèåñÿ è êîí÷àþùèåñÿ â
i . Òîãäà òî÷êè (ĉ1)

∞, (ĉ2)
∞ ïåðèîäè÷åñêèå è èõ ïåðèîäû ðàâíû n è n+1 ñîîòâåòñòâåííî.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÍÎÄ ïåðèîäîâ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ðàâåí åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì,
ρ(σ|ΩP ) åñòü ëèáî {0} , ëèáî {1} . Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ρ(σ|ΩP ) = 0 , òîãäà âñå
ñèìâîëû ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè äîëæíû ïðèíàäëåæàòü L1 , íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàçëîæèìîñòè ÒÌÖ (ò.ê. L2 ̸= ∅ ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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3. Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, ïðåäñòàâëÿþùèå êîíöû èíòåðâàëà âðà-
ùåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ òðàíçèòèâíûõ ÒÌÖ êîíöû èíòåî-
âàëà âðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ÷èñëàìè âðàùåíèÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Êðîìå òîãî, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàáîð ÷èñåë âðàùåíèÿ òåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò
(ò.å. òåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïðè ïîäñ÷åòå ÷àñòîòû ïîñåùåíèÿ
âûäåëåííîãî êëàññà ñîâïàäàþò).

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü (L, P, σ) -íåðàçëîæèìàÿ êîíå÷íàÿ ÒÌÖ. Òîãäà êîíöû èí-
òåðâàëà âðàùåíèÿ ρ(σ|ΩP ) � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Èíòåðâàë âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå:

ρ(σ|ΩP ) = {ρ(x) : x ∈ ΩP} = {ρ(x) : x ∈ Λ},

ãäå Λ � ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ òî÷åê ΩP , äëÿ êîòîðûõ ñóùåòâóåò ïðåäåë
â (2.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êîíå÷íîãî íåïóñòîãî áëîêà c = (x0, ..., xq−1) îïðåäåëèì
÷èñëî âðàùåíèÿ

ρ(c) =

∑q−1
i=o χL2(xi)

q
.

Î÷åâèäíî, ÷èñëî âðàùåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè x = (xn)
∞
0 ïåðèîäà q ðàâíî ρ(c) , ãäå

c = (x0, ..., xq−1) . Ïîýòîìó inf ρ(σ|ΩP ) = inf ρ(c) , ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ïåðèîäè÷å-
ñêèì áëîêàì c . Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòà íèæíÿÿ ãðàíü íå äîñòèãàåòñÿ, òî äëÿ ëþáîãî
N íàéäåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé áëîê c äëèíû áîëüøåé N òàêîé, ÷òî ρ(c) < ρ(d) äëÿ ëþáî-
ãî ïåðèîäè÷åñêîãî áëîêà d , äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå äëèíû áëîêà c . Ïóñòü N= card L
è áëîê c = (x0, ..., xq−1) , q >N, îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Ñðåäè ñèìâîëîâ áëî-
êà c åñòü õîòÿ áû äâà ñîâïàäàþùèõ, ò.ê. q > N . Ïóñòü xi = xj, 0 ≤ i < j ≤ q − 1 .
Îáîçíà÷èì d = (xi, ..., xj−1) è c′ = (x0, ..., xi−1, xj, ..., xq−1) . Â ñèëó ñâîéñòâ áëîêà c
èìååì: ρ(c) < ρ(d) = p1

j−i , ρ(c) < ρ(c′) = p2
q−j+i äëÿ íåêîòîðûõ p1, p2 ∈ N . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ÷èñëî ρ(c) = p1+p2
(j−i)+(q−j+i) äîëæíî ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó [ρ(d), ρ(c′)] . Ïîëó-

÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî inf ρ(c) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ïåðèîäè÷åñêîì
áëîêå c . Òîãäà äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè x = c∞ èìååì ρ(x) = inf ρ(σ|ΩP ) . Àíàëîãè÷íî
íàõîäèòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà y , äëÿ êîòîðîé ρ(y) = sup ρ(σ|ΩP ) .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ èç èíòåðâàëà âðàùåíèÿ ìîæíî íàéòè òî÷êó
x ∈ ΩP òàêóþ, ÷òî ïðåäåë

lim
k→∞

1

k

k−1∑
n=0

χL2(xn)

ñóùåñòâóåò è ðàâåí γ . Äåéñòâèòåëüíî, èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîîðåìû ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i0 ∈ L çíà÷åíèÿ ρ(c) , êîãäà c ïðîáåãàåò ïåðèîäè÷åñêèå áëîêè ñ
íà÷àëîì â i0 , ïëîòíû â èíòåðâàëå âðàùåíèÿ (â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 12 â êà÷åñòâå c1
ìîæíî âçÿòü áëîê, ñîäåðæàùèé ñèìâîë i0 è çàòåì ñäâèíóòü â i0 íà÷àëî ïåðèîäè÷åñêîãî
áëîêà bn1 ĉ1b

m
2 ĉ2 ). Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn ïåðèîäè÷åñêèõ áëîêîâ

ïåðèîäà qn ñ íà÷àëîì â òî÷êå i0 , òàêàÿ ÷òî ρ(cn) = pn
qn
→ γ ïðè n → ∞ . Äàëåå, âîçü-

ìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ln òàêóþ, ÷òî ln
qn+1

→ ∞ ïðè n → ∞ è

ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ ΩP âèäà x = cl11 c
l2
2 c

l3
3 ... .
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Ïîêàæåì, ÷òî ρ(x) = γ . Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå k ∈ N îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå k =

∑m
i=1 liqi + jqm+1 + s , ãäå 0 ≤ j < lm+1, 0 ≤ s < qm+1 . Òîãäà∑m

i=1 lipi + jpm+1∑m
i=1 liqi + (j + 1)qm+1

≤
∑k−1

n=0 χL2(xn)

k
≤
∑m

i=1 lipi + (j + 1)pm+1∑m
i=1 liqi + jqm+1

(3.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî m→∞ ïðè k →∞ . Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñòðåìëåíèå pm
qm
→ γ , ïîëó÷èì,

÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ïîñëåäíåãî äâîéíîãî íåðàâåíñòâà ñõîäÿòñÿ ê γ ïðè k →∞ (ýòà
ñõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Øòîëüöà).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ρ(σ|ΩP ) ⊂ {ρ(x) : x ∈ Λ} ⊂ {ρ(x) : x ∈ ΩP} . Ïîêàæåì, ÷òî
{ρ(x) : x ∈ Λ} ⊂ ρ(σ|ΩP ) . Ïóñòü γ = ρ(x) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x = (xn)

∞
0 ∈ ΩP è ïóñòü

cn = (x0, ..., xqn−1) -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ áëîêîâ òî÷êè òàêàÿ, ÷òî
qn →∞, ρ(cn)→ γ . Ïîñêîëüêó (L, P, σ) -êîíå÷íàÿ íåðàçëîæèìàÿ ÒÌÖ, òî äëÿ ëþáîé ïàðû
i, j ∈ L íàéäåòñÿ áëîê äëèíû íå áîëåå N= card L , íà÷èíàþùèéñÿ â i è êîí÷àþùèéñÿ â j .
Òàêèì îáðàçîì,äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååòñÿ íåïóñòîé áëîê (xqn−1, y

(n)
1 , ..., y

(n)
tn , x0) äëèíû íå

áîëåå N, è ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðèîäè÷åñêèé áëîê dn = (x0, ..., xqn−1, y
(n)
1 , ..., y

(n)
tn ) äëèíû

íå áîëåå qn +N . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî limn→∞ ρ(dn) = γ è ïîýòîìó γ ∈ ρ(σ|ΩP ) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, âêëþ÷åíèå ρ(σ|ΩP ) ⊂ {ρ(x) : x ∈ Λ} ñïðàâåä-
ëèâî òàêæå è äëÿ ñ÷åòíûõ ÒÌÖ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 11-01-12056
îôè-ì, è ãðàíòà ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039.
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The intervals of rotation of denumerable topological

Markov chains with two classes of states

c⃝ M.I. Malkin2

Abstract.We consider �nite and countable topological Markov chains whose states are partitioned
into two classes; such Markov chais occur as symbolic description of systems like geometric Lorenz
models. The rotation set for such a Markov chain is de�ned as the set of individual mean frequences
of visiting the chosen class of the partition. We prove that for transitive topological Markov chain,
the rotation set is a closed interval, which is nontrivial provided that the chain is topologically
mixing. We also prove that for a �nite transitive topological Markov chain, the endpoints of the
rotation interval are rational and represent the rotation numbers of two periodic points.

Key Words: Topological Markov chain, hyperbolic systems, the set of rotation

2Assistant professor of di�erential equations and mathematical analysis, Nizhny Novgorod State University,
Nizhny Novgorod; malkin@unn.ru
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ÓÄÊ 517.977.5

Èññëåäîâàíèå ðàçìåð-ñîñòàâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóêòà

ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì.

c⃝ Ý. Í. Ìèôòàõîâ1, Ñ. À. Ìóñòàôèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êèíåòè÷åñêîé ñõåìû ïðîöåññà ñîïî-
ëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì â ýìóëüñèè. Ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à è èññëåäîâàíî ðàçìåð-
ñîñòàâ ðàñïðåäåëåíèå ñîïîëèìåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîïîëèìåðèçàöèÿ, êèíåòè÷åñêàÿ ñõåìà, ðàçìåð-ñîñòàâ ðàñïðåäåëåíèå.

1. Êèíåòè÷åñêàÿ ñõåìà ïðîöåññà ñîïîëèìåðèçàöèè

Ïðîèçâîäñòâî ýìóëüñèîííûõ áóòàäèåí-ñòèðîëüíûõ êàó÷óêîâ çàíèìàåò îäíî èç âåäó-
ùèõ ìåñò â ïðîìûøëåííîñòè ÑÊ. Â îñíîâå ïîëó÷åíèÿ ñîïîëèìåðîâ ëåæèò ñâîáîäíî-
ðàäèêàëüíûé öåïíîé ïðîöåññ, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ìíîãîêðàòíîì ïðèñîåäèíåíèè ìîëåêóë
ìîíîìåðîâ ê àêòèâíûì öåíòðàì ðàñòóùåé ïîëèìåðíîé öåïè.

Êèíåòè÷åñêèé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëèìåðèçàöèîííûõ ïðîöåññîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñî-
ñòàâëåíèè è ÷èñëåííîì ðåøåíèè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîíöåíòðàöèè âñåõ òèïîâ
÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññå. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî
ñòèðîëîì â ýìóëüñèè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåàêöèîííàÿ ñïîñîáíîñòü àêòèâíîãî öåíòðà íà
êîíöå ðàñòóùåé öåïè îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïðèðîäîé êîíöåâîãî çâåíà [1]. Ðàññìîòðèì ïî
÷åòûðå ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèè ðîñòà è îáðûâà öåïè ñ ó÷àñòèåì äâóõ ìîíîìåðîâ M1 è M2

è äâóõ òèïîâ ðàñòóùèõ öåïåé, îòëè÷àþùèõñÿ ïðèðîäîé êîíöåâîãî çâåíà. Òîãäà êèíåòè÷å-
ñêóþ ñõåìó ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì ìîæíî îïèñàòü â âèäå ñëåäóþùèõ
ñòàäèé:

1. Èíèöèèðîâàíèå. Íà ñòàäèè èíèöèèðîâàíèÿ îáðàçóþòñÿ ñâîáîäíûå ðàäèêàëû. Èõ îá-
ðàçîâàíèå ïðîèñõîäèò â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàñïàäàþòñÿ ìîëåêóëû èíèöèà-
òîðà (I) , ñîäåðæàùèåñÿ â èñõîäíîé ñìåñè:

I
kd−→ R,

ãäå kd - êîíñòàíòà ñêîðîñòè ðàñïàäà èíèöèàòîðà, R - èíèöèèðóþùèé (ïåðâè÷íûé)
ðàäèêàë.

Íà âòîðîì ýòàïå èíèöèèðîâàíèÿ â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðâè÷íîãî ðàäèêàëà
è ìîíîìåðîâ M1 è M2 îáðàçóþòñÿ ìîíîìåðíûå ðàäèêàëû, îòëè÷àþùèåñÿ ïðèðîäîé
êîíöåâîãî çâåíà:

R +M1 ki1−→ P 1
1,0,

R +M2 ki2−→ P 2
0,1,

ãäå ki - êîíñòàíòà ñêîðîñòè ðåàêöèè èíèöèèðîâàíèÿ.

1Àñïèðàíò Ñòåðëèòàìàêñêîé ãîñóäàðñòâåííîé ïåäàãîãè÷åñêîé àêàäåìèè èì.Çàéíàá Áèèøåâîé, ã. Ñòåð-
ëèòàìàê; promif@mail.ru.

2Çàâåäóþùàÿ êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãî-
ãè÷åñêàÿ àêàäåìèè èì.Çàéíàá Áèèøåâîé, ã. Ñòåðëèòàìàê; musta�na_sa@mail.ru
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2. Ðîñò öåïè:

P 1
n,m +M1 kp11−−→ P 1

n+1,m,

P 1
n,m +M2 kp12−−→ P 2

n,m+1,

P 2
n,m +M1 kp21−−→ P 1

n+1,m,

P 2
n,m +M2 kp22−−→ P 2

n,m+1,

ãäå kp - êîíñòàíòà ñêîðîñòè ðåàêöèè ðîñòà öåïè, Pn,m - àêòèâíàÿ ("ðàñòóùàÿ") öåïü
ñîïîëèìåðà äëèíîé n +m , ñîäåðæàùàÿ n çâåíüåâ ìîíîìåðà M1 è m çâåíüåâ ìî-
íîìåðà M2 .

3. Ïåðåäà÷à öåïè â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðåãóëÿòîðîì S :

P 1
n,m + S

kreg1−−−→ Qn,m + S0,

P 2
n,m + S

kreg2−−−→ Qn,m + S0.

4. Îáðûâ öåïè â ðåçóëüòàòå ðåêîìáèíàöèè:

P 1
n,m + P 1

r,q
kr11−−→ Qn+r,m+q,

P 1
n,m + P 2

r,q
kr12−−→ Qn+r,m+q,

P 2
n,m + P 1

r,q
kr21−−→ Qn+r,m+q,

P 2
n,m + P 2

r,q
kr22−−→ Qn+r,m+q,

è äèñïðîïîðöèîíèðîâàíèÿ:

P 1
n,m + P 1

r,q

kd11−−→ Qn,m +Qr,q,

P 1
n,m + P 2

r,q

kd12−−→ Qn,m +Qr,q,

P 2
n,m + P 1

r,q

kd21−−→ Qn,m +Qr,q,

P 2
n,m + P 2

r,q

kd22−−→ Qn,m +Qr,q,

ãäå kr, kd - êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ðåàêöèé ðåêîìáèíàöèè è äèñïðîïîðöèîíèðîâàíèÿ.

2. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è

Ñîñòàâëÿÿ ìàòðèöó ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ è óìíîæàÿ åå íà âåêòîð-
ñòîëáåö ñêîðîñòåé ðåàêöèè, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ (ïîðÿäêà 106 ) ñèñòåìó íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ ïðîöåññ ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòè-
ðîëîì. Ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, îäèí èç êîòîðûõ
ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà ñèñòåì, îäíà-
êî äàæå ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ ðàñ÷åò ìîæåò çàíÿòü äîâîëüíî äëèòåëüíîå âðåìÿ.

Îäèí èç ìåòîäîâ, íàøåäøèõ øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïîñëåäíåå âðåìÿ, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ìîìåíòîâ [2], ïîçâîëÿþùèé ïåðåéòè îò áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ê êîíå÷íîé [3]. Êðîìå òîãî, ñèñòåìó ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü çà ñ÷åò ïðèíÿòèÿ

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



96 Ý. Í. Ìèôòàõîâ, Ñ. À. Ìóñòàôèíà

ñëåäóþùèõ äîïóùåíèé: 1) ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé ðàäèêàëîâ â ñèñòåìå ìíîãî
ìåíüøå ñêîðîñòè èõ îáðàçîâàíèÿ è ãèáåëè, ò.å. â ïîëèìåðèçàöèîííîé ñèñòåìå óñòàíàâëèâà-
åòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíîñòü ïî ðàäèêàëàì (ïðèíöèï êâàçèñòàöèîíàðíîñòè); 2) ðåàêöèîííàÿ
ñïîñîáíîñòü ìàêðîðàäèêàëà íå çàâèñèò îò åãî äëèíû (ïðèíöèï Ôëîðè).

Íà îñíîâå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñòðîèòñÿ êðèâàÿ ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(ÌÌÐ). Äëÿ àíàëèçà óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê ÌÌÐ ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ìîìåíòîâ àê-
òèâíûõ:

ψM
1

k =
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

(nwa +mwb)
kP 1

n,m,

ψM
2

k =
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

(nwa +mwb)
kP 2

n,m,

(2.1)

è íåàêòèâíûõ öåïåé:

ψQk =
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

(nwa +mwb)
kQn,m, (2.2)

ãäå k = 0, 1, . . . ,∞ ; wa , wb - ìîëåêóëÿðíûå ìàññû, ó÷àñòâóþùèõ â ñîïîëèìåðèçàöèè
ìîíîìåðîâ M1 è M2 . Íà îñíîâàíèè ìîìåíòîâ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñðåäíå÷èñëåííàÿ Mn è
ñðåäíåìàññîâàÿ Mw ìîëåêóëÿðíûå ìàññû:

MQ
n =

ψQ1

ψQ0
,

MQ
w =

ψQ2

ψQ1
.

(2.3)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ àêòèâíûõ öåïåé ïîëó÷èì â ÿâíîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé âèäà [4]:

G(s, u) =
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

sn+munwa+mwbP 1
n,m,

F (s, u) =
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

sn+munwa+mwbP 2
n,m.

(2.4)

Ïðèìåíÿÿ ÷èñëåííûé ìåòîä Àäàìñà-Ìóëòîíà äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ðàñõîäà ðåàãåíòîâ, à òàêæå çíà÷åíèé ìîìåíòîâ íåàê-
òèâíûõ öåïåé îò âðåìåíè [5], êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà óñðåäíåííûõ ìîëåêóëÿð-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ïî ôîðìóëàì (2.3).

3. Õèìè÷åñêèé ðàçìåð è ñîñòàâ ìàêðîìîëåêóë

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñîïîëèìåðèçàöîííûì ñ ó÷àñòèåì äâóõ
ìîíîìåðîâ (áóòàäèåí, ñòèðîë), òî âàæíî óìåòü ïðîãíîçèðîâàòü ñîñòàâ ñîïîëèìåðà è ðàñ-
ïðåäåëåíèå çâåíüåâ â öåïè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñâîéñòâà ñîïîëèìåðîâ â áîëüøåé ñòå-
ïåíè îïðåäåëÿþòñÿ èìåííî ñîñòàâîì è ðàñïðåäåëåíèåì çâåíüåâ òîãî èëè èíîãî ìîíîìåðà,
ò.å. êîìïîçèöèîííîé íåîäíîðîäíîñòüþ. Íà êîìïîçèöèîííóþ íåîäíîðîäíîñòü ñóùåñòâåííîå
âëèÿíèå îêàçûâàþò àêòèâíîñòè ìîíîìåðîâ è ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ôàêòîðû.
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Åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ìîëåêóëó ñîïîëèìåðà, òî îõàðàêòåðèçîâàòü åå ìîæíî çàäà-
íèåì ÷èñåë m è n , âõîäÿùèõ â íåå ìîíîìåðíûõ çâåíüåâ M1 è M2 . Ýòè ÷èñëà ðàññìàò-
ðèâàþò êàê êîìïîíåíòû íåêîòîðîãî âåêòîðà I , õàðàêòåðèçóþùåãî õèìè÷åñêèé ðàçìåð
l = m+ n è ñîñòàâ ζ1 = m/l , ζ2 = n/l ìîëåêóëû.

Ïîìèìî ïîëó÷åííîãî âûøå ÌÌÐ, äëÿ ñîïîëèìåðîâ âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò
ðàçìåð-ñîñòàâ ðàñïðåäåëåíèå (ÐÑÐ) [6], ÷èñëîâîå èëè âåñîâîå. ×èñëîâîå ÐÑÐ fN(I) ðàâ-
íî äîëå ìîëåêóë â îáðàçöå ïîëèìåðà, õàðàêòåðèçóåìîãî âåêòîðîì I . Âåñîâîå ÐÑÐ fW (I)
ðàâíî äîëå âñåõ çâåíüåâ â ýòèõ ìîëåêóëàõ. Ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

fW (I) = fW (l)W (l|ζ), (3.1)

ãäå fW (l) - ðàñïðåäåëåíèå ïî ðàçìåðó, W (l|ζ) - ôðàêöèîííîå êîìïîçèöèîííîå ðàñïðåäå-
ëåíèå.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÐÑÐ ïðîäóêòîâ ñîïîëèìåðèçàöèè, èìåþùèõñÿ â ðåàêöèîííîé ñðåäå ïðè
çàäàííîé êîíâåðñèè p , ñëåäóåò óñðåäíèòü ìãíîâåííîå ÐÑÐ ïî p :

⟨fW (l, ζ)⟩ = 1

p

∫ p

0

fW (l; p′)W (l|ζ; p′)dp′. (3.2)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîäóêò ñîïîëèìåðèçàöèè èìååò âûñîêèé ìîëåêóëÿðíûé âåñ, îñíîâíàÿ
÷àñòü ìîíîìåðíûõ çâåíüåâ áóäåò âõîäèòü â ñîñòàâ äîñòàòî÷íî äëèííûõ öåïåé. Â ðàìêàõ
ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåíåáðåãàþò ìãíîâåííîé ñîñòàâëÿþùåé êîìïîçèöèîííîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî êîíâåðñèîííîé ñîñòàâëÿþùåé. ÐÑÐ ôàêòîðèçóåòñÿ íà ïðîèçâå-
äåíèå ðàñïðåäåëåíèé ïî ðàçìåðó è ñîñòàâó:

⟨fW (l, ζ)⟩ = fW (l; p′)⟨fW (ζ; p)⟩. (3.3)

Ïåðâîå èç íèõ îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì:

fW (l) =

[
(1− λ)l

2
θ + λ

]
θ2le−θl, (3.4)

ãäå λ - äîëÿ ðàäèêàëîâ, ãèáíóùèõ ïî ìåõàíèçìó äèñïðîïîðöèîíèðîâàíèÿ, à ïàðàìåòðû
áåðóòñÿ ïðè òîì çíà÷åíèè êîíâåðñèè, ãäå ìãíîâåííûé ñîñòàâ ñîïîëèìåðà X ðàâåí ζ .
Âòîðîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä:

⟨fw(ζ, p)⟩ =
1

p

∣∣∣∣dXdp
∣∣∣∣−1
X=ζ

. (3.5)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (3.5) èñïîëüçóåòñÿ çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîãî ñîñòàâà
ñîïîëèìåðà X îò êîíâåðñèè p â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

X = X(x), x = x(p), (3.6)

ãäå x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîëüíóþ äîëþ ìîíîìåðîâ.
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Êðèâàÿ êîìïîçèöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóêòîâ áèíàðíîé ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî

ñòèðîëîì, ïîëó÷åííûõ ïðè êîíâåðñèè 70%.

Íàéäåííîå ðàñïðåäåëåíèå (3.5) ïðè êîíâåðñèè 70% èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñóí-
êå 3.1. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîäóêòîâ ñîïîëèìåðèçàöèè ïî ðàçìåðó è ñîñòàâó èçîáðàæåíî íà
ðèñóíêå 3.2.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ðàñïðåäåëåíèå ïðîäóêòîâ ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì ïî ðàçìåðó è ñîñòàâó ïðè

êîíâåðñèè 70%.

Â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïðîäóêòà ñîïîëèìåðèçàöèè âàæíî çíàòü óñëîâèÿ ñîïîëè-
ìåðèçàöèè, ïðè êîòîðûõ ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ íåîäíîðîäíûå ïî ñîñòàâó ïðîäóêòû, ÷òî-
áû èçáåæàòü íåæåëàòåëüíîé êîìïîçèöèîííîé íåîäíîðîäíîñòè. Êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé ýòîé íåîäíîðîäíîñòè ñëóæèò äèñïåðñèÿ êîìïîçèöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

⟨σ2⟩ = 1

p

∫ p

0

σ2(p′)dp′ = ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2, (3.7)
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ãäå ⟨X⟩ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíèé ñîñòàâ, ïîëó÷åííûé ïóòåì óñðåäíåíèÿ åãî ìãíîâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ X ïî âñåì ñòåïåíÿì ïðåâðàùåíèÿ p′ , ìåíüøèì p :

⟨X⟩ = 1

p

∫ p

0

Xdp′ (3.8)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé äèñïåðñèè êîìïîçèöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âûðàæàåìîé â
âèäå ðàçíîñòè äâóõ èíòåãðàëîâ, áûë ïðèìåíåí ÷èñëåííûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè. Ïîëó÷åííàÿ êîíâåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 3.3. Äèñïåðñèÿ
âîçðàñòàåò â õîäå ñîïîëèìåðèçàöèè, äîñòèãàÿ â ïðàâîé òî÷êå (êîíâåðñèÿ áîëåå 70%) ñâîåãî
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Êîíâåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè êîìïîçèöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóêòîâ

ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì.
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ÓÄÊ 629.075

Ìîäåëèðîâàíèå ïîïóëÿöèîííûõ èçìåíåíèé íà îñíîâå

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàçðûâíûõ ÎÄÓ

c⃝ À. Þ. Ïåðåâàðþõà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñàíà ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è èññëåäîâàííàÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå ñ ïðèìåíåíèåì
ãèáðèäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëüíîãî âðåìåíè. Ìîäåëü èìååò èíòåðïðåòàöèþ â òåîðèè ñêà÷-
êîîáðàçíûõ èçìåíåíèé â ðàííåì îíòîãåíåçå ðûá è ðàçðàáîòàííà äëÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà îñåòðîâûõ ðûá â Âîëãå. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ÎÄÓ ïî-
êàçàëî íàëè÷èå ëîêàëüíî-íåñâÿçíîé ãðàíèöû ∂Ω1 îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ äâóõ àòòðàêòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïîïóëÿöèé, ãèáðèäíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòå-
ìû.

1. Ââåäåíèå

Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áèîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà âñåãäà ëåæèò íåêîòîðàÿ ãè-
ïîòåçà î åãî ôóíêöèîíèðîâàíèè. Êàê ïðàâèëî, ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè, ïðàêòè÷åñêè êàê â
ó÷åáíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ïîëüçóþòñÿ âåñüìà óïðîùåííûì ïðåäñòàâëåíèåì î ïðîöåññå.
Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó÷åò íå êàæóùèõñÿ îñíîâíûìè ôàêòîðîâ è ÿâëåíèé âíåñåò íåçíà÷èòåëü-
íûå êîëè÷åñòâåííûå ïîïðàâêè â ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðûé â ñëó÷àå ïîïóëÿöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ è òàê áóäåò âåñüìà ïðèáëèçèòåëüíûì. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â íàñòîÿùåé
ñòàòüå, ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ ÿâëåíèé èçìåíÿåò êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû.

Äëÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ õàðàêòåðíî ñàìîðåãóëèðîâàíèå.
Âíóòðèïîïóëÿöèîííûì ìåõàíèçìîì ðåãóëÿöèè, âëèÿþùèì íà äèíàìèêó ïîïóëÿöèé îñåò-
ðîâûõ ðûá Âîëãî�Êàñïèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó íåðåñòóþùèì çàïàñîì è
ôîðìèðóþùèìñÿ ïîïîëíåíèåì. Â èõòèîëîãèè ïðåäëàãàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ
ôîðìàëèçàöèè çàâèñèìîñòè ïîïîëíåíèÿ R îò çàïàñà S (stock�recruitment), â ÷àñòíîñòè,
èçâåñòíà ìîäåëü Ó. Ðèêåðà:

R = aSe−bR,

ãäå a � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðåïðîäóêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîïóëÿ-
öèè; b � îòðàæàåò âëèÿíèå ëèìèòèðóþùèõ çàâèñÿùèõ îò ïëîòíîñòè ôàêòîðîâ. Ðèêåð â
ðàáîòå [4] îáîñíîâàë íà áîãàòîì ôàêòè÷åñêîì ìàòåðèàëå òåîðèþ ôîðìèðîâàíèÿ ïîïîë-
íåíèÿ ïîïóëÿöèé ðûá. Îäíîêî èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè íà ïðàêòèêå îêàçàëîñü ñâÿçàíî ñ
ïðîòèâîðå÷èâûìè ðåçóëüòàòàìè.

Ïðîáëåìà íåñîîòâåòñòâèÿ ïðîãíîçîâ è äàííûõ íàáëþäåíèé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî íå àíàëè-
çèðîâàëèñü ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû M ⟨Ω, t, ψ⟩ , ãäå îïåðàòîð ýâîëþöèè ψ(R; a)
åñòü ôîðìàëèçàöèÿ íåêîòîðîé ïàðàìåòðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó îñíîâíûìè âåëè÷è-
íàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ðàçâèòèå ïîïóëÿöèîííîãî ïðîöåññà, è â ñëó÷àå èòåðàöèé ìîäåëè
Ðèêåðà: Rn+1 = aRn exp(−bRn) äëÿ M íàáëþäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèå òîïîëîãè÷åñêè íåýê-
âèâàëåíòíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ.

Óñëîâèå ïåðâîãî ìåòàìîðôîçà ïîâåäåíèÿ M îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ â
íåïîäâèæíîé òî÷êå x∗ ïåðåñòàíåò óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ óñòîé÷èâîñòè |ψ′(x∗)| < 1,

1Ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè Èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ñ ñèñòåìíîì àíàëèçå è ìî-
äåëèðîâàíèè, Ñàíêò�Ïåòåðáóðãñêèé èíñòèòóò èíôîðìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ÐÀÍ; madelf@pisem.net
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ñëåäóþùåìó èç òåîðåìû Ãðîáìàíà�Õàðòìàíà [1]. Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
îòîáðàæåíèé ψ : I → I êëàññà ãëàäêîñòè C2 ñ óñëîâèÿìè: ψ′x(x

∗) = v(a), ψ′(x) ̸=
0 åñëè x ̸= c, ψ′′(c) ̸= 0 ïðè a = ā òàêîì ÷òî ψ′(x∗) = −1 íàáëþäàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñè-
òóàöèÿ äëÿ ψ2(x) â òåðÿþùåé óñòîé÷èâîñòü x∗ :

dψ2(x∗)

dx
= 1, (1.1)

d2ψ2(x)

dx2
= ψ′′(ψ(x))(ψ′(x))2 + ψ′(ψ(x))ψ′′(x),

d2ψ2(x∗)

dx2
= 0. (1.2)

Ñëåäîâàòåëüíî, dψ2(x)/dx ïðè a = ā èìååò â x∗ ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, êîòîðûé ïðè
âûïîëíåíèè d3ψ2(x)/dx3 < 0 áóäåò ìàêñèìóìîì è òîãäà c ïîÿâëåíèåì äâóõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê x∗1, x

∗
2 äëÿ ψ2(x) âîçíèêàåò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò Øâàðöà:

Hψ =
ψ′′′(x)

ψ′(x)
− 3

2

(
ψ′′(x)

ψ′(x)

)2

.

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîõðàíÿòü çíàê ïðè èòåðàöèÿõ, åñëè Hf < 0 òî Hfn < 0, à ñ ó÷å-
òîì (1.1) è (1.2) ïîëó÷àåì:

Hψ2(x∗) =
d3ψ2(x)

dx3
.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîäåëè Ðèêåðà H < 0 ïðè x ∈ R.
Ïðè ïëàâíîì óâåëè÷åíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà â îáëàñòè çíà÷åíèé a > e2 ïðî-

èñõîäèò ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ
ñèñòåìû ÷åðåç áåñêîíå÷íûé êàñêàä áèôóðêàöèé èçâåñòíî êàê ñöåíàðèé Ì. Ôåéãåíáàóìà [5].
Ïîäîáíûé ïåðåõîä ê õàîñó ðåàëèçóåòñÿ â äèôôåðåíöèðóåìûõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ
ïðè âûïîëíåíèè êðèòåðèåâ òåîðåìû Ä. Ñèíãåðà [6] äîêàçàâøåãî, ÷òî îòîáðàæåíèå óíèìî-
äàëüíîé ôóíêöèè ñ ñîõðàíÿþùèì çíàê Hψ < 0 (êðèòåðèè Ñèíãåðà) ìîæåò èìåòü íå áîëåå
îäíîé óñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè è ýòà òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ω -ïðåäåëüíûì
ìíîæåñòâîì äëÿ òî÷êè c : ψ′(c) = 0.

Îáùåïðèíÿòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëåíèÿ õàîñà íå ñóùåñòâóåò. Èçâåñòíî
íåñêîëüêî ïðåäëîæåííûõ îïðåäåëåíèé ïîíÿòèÿ ¾õàîñ¿. Äëÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàåíèé f :
I → I âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè Ì. Âåëëåêóïà è Ð. Áåðãëóíäà [7],

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Îòîáðàæåíèå f : I → I îáëàäàåò õàîòè÷åñêîé äè-
íàìèêîé, åñëè äëÿ f âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè: äëÿ âñåõ îòêðûòûõ
U ⊑ V, U ̸= ∅ è Y ⊑ V, Y ̸= ∅∃n ≥ 0, ÷òî fn(U) ∩ Y ̸= ∅.

Èçâåñòíû ïîïûòêè ïîïóëÿöèîííîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåõîäà ê õàîñó. Îäíàêî, âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ ê ïðîáëåìàì äèíàìèêè ïîïóëÿöèé çíà÷èòåëüíî
ïåðåîöåíèâàåòñÿ. Ñóùåñòâóåò íåìàëî ôóíêöèîíàëüíûõ èòåðàöèé, íå èìåþùèõ îòíîøåíèÿ
ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå õàîòè÷å-
ñêèõ àòòðàêòîðîâ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû, òðàäèöèîííî íàçûâàåìûõ ¾ñòðàííûìè¿.
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2. Ãèáðèäíàÿ ìîäåëü ñ èçìåíÿåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Àâòîðîì ðàíåå áûëà ðàçðàáîòàíà ìîäåëü âîñïðîèçâîäñòâà [2] â âèäå ñèñòåìû ÎÄÓ,
îòðàæàþùàÿ äèíàìèêó óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ:

dN

dt
= −(αw(t)N(t) + θ(S)β)N(t)

dw

dt
=

g

Nk + ζ
, θ(S) =

1

1− exp(−cS)
,

(2.1)

ãäå: S � âåëè÷èíà íåðåñòîâîãî çàïàñà; w(t) � îòðàæàåò óðîâåíü ðàçìåðíîãî ðàçâèòèÿ
ïîêîëåíèÿ, âëèÿþùèé íà óâåëè÷åíèå ïèùåâûõ ïîòðåáíîñòåé; g � ïàðàìåòð, ó÷èòûâà-
þùèé îãðàíè÷åííîñòü êîëè÷åñòâà äîñòóïíûõ êîðìîâûõ îáúåêòîâ; óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
θ(S) → 1 ïðè S → ∞ , ñëàáî âëèÿåò íà âû÷èñëåíèå èòîãîâîãî ïîïîëíåíèÿ N(T ) , åñëè
÷èñëåííîñòü çàïàñà äîñòàòî÷íî âåëèêà è ââåäåíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåçêîãî ñíèæåíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ïðè äåãðàäàöèè ïîïóëÿöèè, âàæíîãî äëÿ áëàãîïîëó÷èÿ
îñåòðîâûõ; ζ � ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé îãðàíè÷åíèå òåìïîâ ðàçâèòèÿ, íå çàâèñÿùèå îò
÷èñëåííîñòè; k ∈ [1

2
, 1) ; c - ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü âûðàæåííîñòè ýôôåêòà

Îëëè; α � ìãíîâåííûé êîýôôèöèåíò êîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè; β � ìãíîâåííûé êî-
ýôôèöèåíò äåêîìïåíñàöèîííîé ñìåðòíîñòè; t ∈ [0, T ] � ñïåöèôè÷íûé äëÿ áèîëîãè÷åñêîãî
âèäà èíòåðâàë óÿçâèìîñòè.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè w(0) = w0, N(0) = λS, ãäå λ � ñðåäíÿÿ ïëîäîâèòîñòü îñîáåé, ïðåäñòàâëÿåò
óíèìîäàëüíóþ êðèâóþ ñ óìåíüøàþùèìñÿ íàêëîíîì íèñïàäàþùåé ïðàâîé âåòâè (ðèñ. 1,
ïðè ïàðàìåòðàõ α = 0.8 × 10−14, ïî ñðåäíåé ïëîäîâèòîñòè âîëæñêîé ñåâðþãè çà âðåìÿ
íàáëþäåíèé λ = 227 × 103, c = 2.5 × 10−3, T = 55 cóò.). Êðèâàÿ èìååò íåíóëåâóþ ãî-
ðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó, äâå òî÷êè ïåðåãèáà è äâå íåòðèâèàëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ
áèññåêòðèñîé êîîðäèíàòíîãî óãëà è ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè íàáëþäåíèé î ëàáîðàòîðíûõ
ïîïóëÿöèÿõ.

Îäíàêî, äàííàÿ çàâèñèìîñòü íå ñîãëàñîâûâàëàñü ñ äàííûìè î âîñïðîèçâîäñòâå âîëæ-
ñêîé ïîïóëÿöèè ñåâðþãè, äëÿ êîòîðîé íàáëþäàëîñü íàëè÷èå äâóõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ
è ýòî ÿâëåíèå îïðåäåëèëî öåëü ïîñòðîåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè âîñïðîèçâîäñòâà
ïîïóëÿöèé ðûá.

Èçó÷åíèå áèîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé îñåòðîâûõ ïðèâåëî ê âûâîäàì î ñóùåñòâåííîì
âëèÿíèè áûñòðûõ èçìåíåíèé â èõ îíòîãåíåçå, èìåþùåì ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå
â ðàáîòàõ ïî èññëåäîâàíèþ ñìåíû ýòàïîâ ðàçâèòèÿ îðãàíèçìîâ. Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ
ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîçäàíèÿ ìîäåëè, ó÷èòûâà-
þùåé ìåòàìîðôîçû â æèçíåííîì öèêëå, öåëåñîîáðàçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
ìîäåëüíîãî âðåìåíè:

τ = {{Gap_pre1, [0, T1], Gap_post1}1, . . . , {Gap_pren, [Tn−1, Tn], Gap_postn}n} .

ãäå Gap_pre � ¾âðåìåííàÿ ùåëü¿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñîâàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
è ïðîâåðêè ïðåäèêàòà íà ëåâîì êîíöå ïðîìåæóòêà î÷åðåäíîãî äëèòåëüíîãî ïîâåäåíèÿ;
Gap_post � àíàëîãè÷íàÿ ¾ùåëü¿, ãäå îïðåäåëÿþòñÿ íîâûå íà÷àëüíûå óñëîâèé íà ïðàâîì
êîíöå òåêóùåãî ïðîìåæóòêà τi äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ïî ïîðÿäêó èëè âûáðàííîé ïî
óñëîâèÿì ïðåäèêàòà çàäà÷è Êîøè. Ti � âðåìÿ ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà: â êîòîðîé ñòàíî-
âèòñÿ èñòèííûì ïðåäèêàò ñîáûòèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê ñìåíå ïîâåäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìî-
äåëüíîå ãèáðèäíîå (òîæäåñòâåííûé òåðìèí íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîå) âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîíóìåðîâàííîé è óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êàäðîâ, â êîòîðûõ íåïðåðûâíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ âðåìåíè ñìåíÿåòñÿ äèñêðåòíûìè îòñ÷åòàìè.
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Ïðè äîñòèæåíèè îñîáûõ ñîñòîÿíèé â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (ñîáûòèé)
ìîãóò èçìåíÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ, ôîðìà ïðàâîé ÷àñòè èëè ÷èñëî
óðàâíåíèé. Ñîáûòèÿ îïèñûâàþòñÿ ïðåäèêàòàìè, îïðåäåëåííûìè íà ðåøåíèÿõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé èïîçâîëÿþùèìè âû÷èñëèòåëüíîå ñðåäå âûäåëÿòü èç âñåãî ìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû òî, êîòîðîå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïîâåäåíèÿ. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èí-
òåðâàëîâ ìåæäó ñîáûòèÿìè è áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìîäåëèðóåìûì ñòàäèÿìè ðàçâèòèÿ.
Äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû [3]. Óäîá-
íîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ãèáðèäíûé àâòîìàò,
ðàñøèðåíèå èäåè äèñêðåòíûõ êàðò ñîñòîÿíèé ñ óñëîâíûìè ïåðåõîäàìè, ãäå óçëàì ãðàôè-
÷åñêîé ôîðìû ñîïîñòàâëåíû ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Óðàâíåíèå èç (2.1) äëÿ òåêóùåé ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ N çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ
äâàæäû èçìåíÿåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñ óêàçàíèåì ïðåäèêàòîâ äëÿ òàêèõ èçìåíåíèé:

dN

dt
=


−(αw(t)N(t) + Θ(S)β)N(t), 0 < t < τ

−(α1N(τ)/w(τ) + β)N(t), t > τ, w(t) < wk1

−(α2w(t)N(t))N(t− ς), wk1 < w(t) < wk

(2.2)

ãäå [0, τ) � äëèòåëüíîñòü ïåðèîäà ðàçâèòèÿ D0 , îïðåäåëÿåìàÿ áèîëîãè÷åñêèìè îñî-
áåííîñòÿìè âèäà (äëÿ îñåòðîâûõ â ñðåäíåì 8 ñóòîê); wk � èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óðîâåíü
ðàçâèòèÿ, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ õàðàêòåð äåéñòâèÿ ôàêòîðîâ ñìåðòíî-
ñòè (èç-çà ñìåíû ñïåêòðà ïèòàíèÿ èëè âûõîäà èç ïîä ïðåññà äîìèíèðóþùåãî õèùíèêà)
è îïðåäåëÿþùèé äëèíó èíòåðâàëà óÿçâèìîñòè. Äëÿ îñåòðîâûõ ðûá áûëè âûäåëåíû äâå
âàæíûå ñìåíû ñòàäèé â ðàííåì îíòîãåíåçå. Ïåðâûé ïåðåõîä D1 ñâÿçàí ñ íà÷àëîì ýêçî-
ãåííîãî ïèòàíèÿ, ê êîòîðîìó ëè÷èíêè ïåðåõîäÿò ïîñëå ðàññàñûâàíèÿ æåëòî÷íîãî ìåøêà,
èëè íåçàäîëãî äî ïîëíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåøêà. Âòîðîé ïåðåõîä D2 îïðåäåëåí íà÷àëîì
àêòèâíîé ìèãðàöèè ìîëîäè ñåâðþãè â ïðåñíîâîäíóþ àêâàòîðèþ Ñåâåðíîãî Êàñïèÿ 2.

Äîïîëíèòåëüíî ââåäåíî óðàâíåíèå ñ îòêëîíÿþùåìñÿ àðãóìåíòîì äëÿ ñòàðøåé ñòàäèè.
Âåëè÷èíà ς ó÷èòûâàåò çàïàçäûâàþùåå äåéñòâèå ôèçèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óñâîåíèÿ
ïèùè íà ñêîðîñòü óáûëè ÷èñëåííîñòè ïîêîëåíèÿ.

Çàâèñèìîñòü çàïàñ-ïîïîëíåíèå ìîäåëè (2.2) îáëàäàåò äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè
ψ′(c1) = ψ′(c2) = 0 ( c1 � ìàêñèìóì, c2 � ìèíèìóì), à ãðàôèê ÷åòûðå ðàçà ïåðåñåêàåò
áèññåêòðèñó R = S , ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâîì íåòðèâèàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê äëÿ òðàåê-
òîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φ = {R∗1, R∗2, R∗3, R∗4}. Òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâûõ òî÷åê.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê M èññëåäóåìîé â èíñòðóìåíòàëüíîé ñðåäå
AnyLogic öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü, îïðåäåëÿÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ñâîéñòâà
âòîðîé èòåðàöèè ψ2(x). Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè x∗ îòîáðàæåíèÿ ψ : I → I, ψ ∈ C2 ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ ψ2(x) > x
ïðè x < x∗ è x < x∗ ïðè ψ2(x) < x ïðè x > x∗.

Ïðîìëåìà ìíîæåñòâåííîñòè ñòàáèëüíûõ ¾ñîñòîÿíèé¿ ó ïðåñíîâîäíûõ ýêîñèñòåì íåîä-
íîêðàòíî îáñóæäàëîñü â ëèòåðàòóðå è â òîì ÷èñëå ñ ïðèìåíåíèåì èäåé òåîðèè êàòà-
ñòðîô [8], íî ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ ìíîæåñòâà íåóñòîé÷èâûõ
ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.

Â ñëó÷àå M ñ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè â âèäå ðåøåíèÿ ìîäåëè (2.2), êàê ïîêàçàë àíàëèç
ñâîéñòâ âòîðîé èòåðàöèè, óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå îñîáûå íå áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ. Èí-
òåðâàë ìåæäó íåóñòîé÷èâûìè ïåðâîé è òðåòüåé îñîáûìè òî÷êàìè íå ñîäåðæèò óñòîé÷èâîé

2Ôèçèîëîãè îïðåäåëÿþò ïîðÿäêà äåñÿòêà êîðîòêèõ ñòàäèé ó ëè÷èíîê è ìîëîäè ðûá, íî óâåëè÷åíèå
ïðàâûõ ÷àñòåé ìîäåëè ÷ðåçìåðíî óñëîæíèò ïàðàìåòðè÷åñêóþ èäåíòèôèêàöèþ.
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òî÷êè. Ìíîæåñòâî àòòðàêòîðîâ, êàê è â ñëó÷àå M íà îñíîâå (2.1), òàê æå îãðàíè÷åíî ïà-
ðîé: â äàííîì ñëó÷àå {R∗4, R0 ≡ (0, 0)}. Îäíàêî, âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè:

1) Ω1 è Ω2 íå èìåþò ãëàäêîé ãðàíèöû è íå îáðàçóþò íåïðåðûâíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå: îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà R∗4 ïðåðûâàåòñÿ âêðàïëå-
íèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òðèâèàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ R0.

2) ω -ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ýêñòðåìóìà c1 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå R
∗
4 :

ω(c1) = R∗4 òîãäà êàê ω(c2) = R0.

Ãðàíèöà îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ∂Ω1 /∈ Ω1 ∪ Ω2, ψ(∂Ω1) ∈ ∂Ω1 ëîêàëüíî-íåñâÿçíà
(¾locally disconnected basin boundaries¿ ïî êëàññèôèêàöèè ôðàêòàëüíûõ ãðàíèö â [9], ãäå
ýôôåêò ðàññìàòðèâàëñÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ òðåòüåé èòåðàöèåé f 3(x) äëÿ
f(x) = 4ux(1 − x) ïðè çíà÷åíèè u , ñîîòâåòñòâóþùåãî öèêëó ñ p = 3 ). Ìíîæåñòâî ∂Ω1

åñòü ¾ñòðàííûé¿ ïî îïèñàíèþ â [10], ãîìåîìîðôíûé êàíòîðîâñêîìó ìíîæåñòâó ðåïåëëåð.
Â îáëàñòè Ω3, îãðàíè÷åííîé R∗1 è R∗3 òàêîé, ÷òî:

Ω3 \ (Φ ∪ ∂Ω1 ∪ Ω2) ⊂ Ω1

òðàåêòîðèÿ ïðè R0 /∈ Φ∪∂Ω1 çàïîëíÿåò îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íî ∃i ∈ Z, Ri+1 /∈
Ω3. Òðàåêòîðèÿ íå îñòà¼òñÿ âíóòðè, êàê â ñòðàííîì àòòðàêòîðå, à ïîêèíåò Ω3 , ïî íà-
ïðàâëåíèþ ê îäíîìó èç ñóùåñòâóþùèõ ðåãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ (êàê â ýêñïåðèìåíòå íà
ðèñ. 6). Ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðàçíîâèäíîñòåé íåïðèòÿãèâàþùèõ
õàîòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, à òèï ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè îïðåäåëÿåòñÿ â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ
òåðìèíîì ïåðåõîäíûé õàîñ ¾chaotic transient¿ [11].

3. Çàêëþ÷åíèå

Î÷åâèäíî, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ñëîæíîé ãðàíèöû îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ
âëèÿåò íà èçìåíåíèå õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè M . Â ñëó÷àå ãëàäêèõ ãðàíèö ìàëîå
èçìåíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé íå ïðèâîäèëî ê âûõîäó ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà àëüòåðíà-
òèâíûé àòòðàêòîð. Òàê êàê äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé R0 ∈ Ω3 \ (Φ∪ ∂Ω1)∃i ∈ Z òàêîå,
÷òî ψi(R0) > R∗3 è ∃j ∈ Z, ψj(R0) < R∗1, ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íà-
õîäÿùåéñÿ â ïîäìíîæåñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ω1\Ω3 ïðè j < i òàê è â ïîäìíîæåñòâå
Ω2\Ω3 è j > i . Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðè íàëè÷èè ñòðàííîãî ðåïåëëåðà õàðàêòåðèçóåòñÿ
÷óâñòâèòåëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñîîòâåñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì â §1 , íî
ýòî äðóãîé âèä ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ÷åì â õàîòè÷åñêîì àòòðàêòîðå.

Ïîä äåéñòâèåì ïðîìûñëà ïîïóëÿöèÿ ìîæåò ïåðåõîäèòü â ðåæèì àïåðèîäè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé, ïðîèñõîäÿùèõ íà ñóùåñòâåííî ìåíüøåì äèàïàçîíå ÷èñëåííîñòè. Àïåðèîäè÷åñêèé
ðåæèì íåáëàãîïðèÿòåí äëÿ ïðîìûñëîâîãî èñïîëüçîâàíèÿ áèîðåñóðñîâ òàê êàê ðåçêî âîç-
ðàñòàåò äåéñòâèå ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ ñðåäû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîïóëÿöèÿ ñåâðþãè ÿâëÿåò-
ñÿ ñëîæíûì è ÷óâñòâèòåëüíûì îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ. Ãèïîòåçà, îáúÿñíÿþùàÿ ñëîæíîñòü
çàâèñèìîñòè â âîñïðîèçâîäñòâå ñåâðþãè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûñîêèé ïðîöåíò âûæè-
âàåìîñòè èêðû ïðèâîäèò ê íåäîñòàòî÷íîé îáåñïå÷åííîñòè êîðìîâîé áàçîé ìîëîäè, ê çà-
ìåäëåíèþ ñêîðîñòè ðîñòà, óâåëè÷åíèþ ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïåðèîäà óÿçâèìîñòè. Äåéñòâèå
ýòèõ ôàêòîðîâ ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ âûõîäà ïîêîëåíèÿ èç-ïîä ïðåññà äîìèíèðóþùèõ
õèùíèêîâ.

Â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ âîññòàíîâëåíèå äåãðàäèðîâàâøåãî â ðåçóëüòàòå õèùíè÷åñêîé
ïðîìûñëîâîé ýêñïëóàòàöèè íåðåñòîâîãî ñòàäà ñåðþãè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå âîçìîæíûì áåç
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âûðàùèâàíèÿ â èñêóñòâåííûõ óñëîâèÿõ ðûá äî ïîëâîçðåëîãî âîçðàñòà òàê ïðè íèçêîé ÷è-
ëåííîñòè ýôôåêòèâíîñòü åñòåñòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà íà íåðåñòèëèùàõ Íèæíåé Âîëãè
ðåçêî ñíèæàåòñÿ èç-çà ìàëîé âåðîÿòíîñòè âñòðå÷è îñîáåé â ìîìåíò íåðåñòà.3
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Simulation of population changes based on the the

numerical solution of bursting ordinary di�erential

equations.
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Abstract. The paper describes the developed model based on di�erential equations with
discontinuous right-hand side and analyzed in computing environments using a hybrid
representation model time. The model has an interpretation in the theory of jumplike changes
in early ontogeny of �sh. Numerical investigation of the model showed the existence of a locally
disconnected basin boundary partial Omega1 of attractors.

Key Words: Simulation of population dynamics, hybrid computing systems.
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ÓÄÊ 517.9

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ñèñòåìíîé äèíàìèêè

c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê1, Î. Ã. Êàíòîð2, È. Ð. Ñàëàõîâ3

Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé îñóùåñòâëÿòü ïîýòàïíóþ êîððåêòèðîâêó ìî-
äåëåé ñèñòåìíîé äèíàìèêè è îáåñïå÷èâàþùèé ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü. Îñóùåñòâëåíà åãî àïðî-
áàöèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäå-
ðàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè, îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò.

Ñèñòåìíàÿ äèíàìèêà � ìåòîä èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ íåëèíåéíûìè îáðàòíûìè
ñâÿçÿìè, ðàçðàáîòàííûé â ñåðåäèíå ÕÕ âåêà ïðîôåññîðîì Ìàññà÷óñåòñêîãî òåõíîëîãè÷å-
ñêîãî èíñòèòóòà Äæ. Ôîððåñòåðîì � îäíèì èç êðóïíåéøèõ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðèè
óïðàâëåíèÿ

Èçíà÷àëüíî ñèñòåìíàÿ äèíàìèêà ðàçðàáàòûâàëàñü äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ
â ïðîìûøëåííîñòè [6], íî â äàëüíåéøåì åå ñòàëè ïðèìåíÿòü äëÿ àíàëèçà áîëåå øèðîêîãî
êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ýêîíîìè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ è äð.). Â ìîäåëÿõ ñèñòåìíîé
äèíàìèêè èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå äâóõ òèïîâ: ñèñòåìíûå óðîâíè è òåìïû. Ñèñòåìíûå
óðîâíè ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Èçìå-
íåíèå ñèñòåìíûõ óðîâíåé âûçâàíî ñîîòâåòñòâóþùèìè òåìïàìè, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü
çàâèñÿò îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñèñòåìíûõ óðîâíåé (íî íå îò äðóãèõ òåìïîâ).

Â ìåòîäå ñèñòåìíîé äèíàìèêè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ñèñòåìíûõ óðîâíåé ïè-
øóòñÿ óðàâíåíèÿ îäíîãî è òîãî æå òèïà [2]:

dy

dt
= y+ − y−, (1.1)

ãäå y+ è y− - ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé òåìïû ñêîðîñòè ñèñòåìíîãî óðîâíÿ y ,
êàæäûé èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ôàêòîðû, âûçûâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ðîñò è
óáûâàíèå y . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî y+ è y− ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî ñèñòåìíûõ óðîâ-
íåé.

Îñíîâíûìè ýòàïàìè ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ

• êîíöåïòóàëèçàöèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé ïðîèñõîäèò âûäåëåíèå ãëàâíûõ òåíäåíöèé èçó-
÷àåìîãî ïðîöåññà è, êàê ñëåäñòâèå, îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê � ñèñòåìíûõ óðîâíåé;

• ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå èçó÷àåìîãî ïðîöåññà ïîñðåäñòâîì ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé
òèïà (1.1);

• ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé (1.1).

Íà îñíîâàíèè ìîäåëåé ñèñòåìíîé äèíàìèêè âîçìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïðîãíîç äëÿ èçó-
÷àåìîé ñèñòåìû, ò.å. îïðåäåëÿòü çíà÷åíèé ñèñòåìíûõ óðîâíåé â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; s.spivak@bashnet.ru.

2Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÈÑÝÈ ÓÍÖ ÐÀÍ, ã. Óôà; o_kantor@mail.ru.
3Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

ã. Óôà; salah-o�@mail.ru.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



108 Ñ. È. Ñïèâàê, Î. Ã. Êàíòîð, È. Ð. Ñàëàõîâ

âðåìåíè, à òàêæå èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî îò
òîãî, íàñêîëüêî êà÷åñòâåííî áóäóò ñîñòàâëåíû óðàâíåíèÿ (1.1), çàâèñèò è òî÷íîñòü ïðî-
ãíîçíûõ îöåíîê, è ðåçóëüòàòû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ (1.1) ñîñòàâëÿþòñÿ íà îñíîâå î÷åâèäíûõ ëîãè÷åñêèõ
ñâÿçåé ìåæäó ñèñòåìíûìè óðîâíÿìè è òåìïàìè. Èìåííî òàêîãî ðîäà çàâèñèìîñòè èñïîëü-
çîâàë Äæ. Ôîððåñòåð ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ìèðîâîé äèíàìèêè [5]. Â áîëåå ñëîæíûõ
ñèòóàöèÿõ, íàïðèìåð, êîãäà èññëåäîâàòåëþ äî êîíöà íå ÿñíî êàêèì îáðàçîì âûáðàííûå
äëÿ àíàëèçà ñèñòåìíûå óðîâíè è òåìïû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, à óâåëè÷åíèå
ðàçìåðíîñòè ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåæåëàòåëüíûì, îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòåé
(1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó.

Ïîæàëóé, ñàìûì ðàçðàáîòàííûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1.1) ïî
èìåþùèìñÿ èñõîäíûì äàííûì ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìåòðè÷åñêèé àíàëèç, ïîçâîëÿþùèé îïðåäå-
ëÿòü çàâèñèìîñòè, êà÷åñòâî êîòîðûõ êîíòðîëèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ êðèòåðèåâ: èíäåêñîì
(êîýôôèöèåíòîì) äåòåðìèíàöèè (R2 ), F -êðèòåðèåì Ôèøåðà, t -êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà,
ñðåäíåé îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè ( Ā ) è ò.ä. Îäíàêî â õîäå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïîäõî-
äà ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ñèñòåìíîé äèíàìèêè ìîæåò âîçíèêàòü ðÿä ïðîáëåì, ê ÷èñëó
êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå.

1. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêîíîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé êà÷åñòâî ìîäåëè, êàê è åå òèï, êîí-
òðîëèðóåòñÿ èññëåäîâàòåëåì, êîòîðûé ïðèíèìàåò ðåøåíèå î òîì, äîñòàòî÷íà äîñòèã-
íóòàÿ òî÷íîñòü èëè íåò, îñíîâûâàÿñü íà ñâîèõ ñóáúåêòèâíûõ îöåíêàõ. Â äàëüíåéøåì
ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì ïîãðåøíîñòÿì íà ýòàïàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé è ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà.

2. Èñõîäíûå äàííûå ìîãóò áûòü ìàëî÷èñëåííûìè, ÷òî ìîæåò îòðàçèòüñÿ íà êà÷åñòâå
îïðåäåëÿåìûõ çàâèñèìîñòåé (1.1), è, êàê ñëåäñòâèå, íà òî÷íîñòè ðåàëèçàöèè ïîñëå-
äóþùèõ ýòàïîâ.

Ñòîëêíóâøèñü ñ òàêîãî ðîäà òðóäíîñòÿìè â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ, àâòîðû íàñòîÿùåé
ðàáîòû ðàçðàáîòàëè ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé îñóùåñòâëÿòü îöåíêó ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ñè-
ñòåìíîé äèíàìèêè, íèâåëèðóþùèé ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðîáëåìû.

Èçâåñòíî, ÷òî â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà ïðîòÿæåíèè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî ïå-
ðèîäà âðåìåíè ïðîèñõîäèò ñîêðàùåíèå ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ. Ïðîáëåìå ìîäåëèðîâàíèÿ
÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ÐÔ ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî íàó÷íûõ ðàáîò [1], [3], [4]. Àâòîðû
íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîäîøëè ê äàííîé ïðîáëåìå ñ ïîçèöèé ñèñòåìíîé äèíàìèêè, è ïîñòà-
âèëè öåëü îñóùåñòâèòü ìîäåëèðîâàíèå ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ ÐÔ íå êàê îáîñîáëåííîãî
ïàðàìåòðà, à ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ îïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ. Â êà÷åñòâå óðîâíåé, íà êîòîðûõ
ñòðîèòñÿ ñòðóêòóðà ñèñòåìû, áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå òðè:

• N - ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ ÐÔ, ÷åë.;

• D - äóøåâûå äîõîäû çà ãîä, ðóá./÷åë. â ãîä;

• I - èíäåêñ ïîòðåáèòåëüñêèõ öåí, %.

Êàæäûé èç ýòèõ óðîâíåé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïåðåìåííîé ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû. Òàêæå
â ìîäåëü áûëà âêëþ÷åíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ S = ND

I
, êîòîðàÿ ïî ñâîåé ñóòè

ïðåäñòàâëÿåò ðåàëüíûé äåíåæíûé äîõîä, êîòîðûì îáëàäàëî íàñåëåíèå ñòðàíû çà ãîä ñ
ó÷åòîì èçìåíÿþùèõñÿ öåí. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ìîäåëè îêàçûâàþò äðóã íà
äðóãà âëèÿíèå. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè áûëè ó÷òåíû ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ðîñò âåëè÷èí
D è S ïîëîæèòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíû I
è N íàõîäÿòñÿ â îáðàòíîé çàâèñèìîñòè.
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Äèàãðàììà àíàëèçèðóåìîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 0.1.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Äèàãðàììà ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Íà îñíîâàíèè èìåþùåéñÿ îôèöèàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè çà ïåðèîä ñ 1998
ïî 2009 ãã. ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè îïðåäåëåíû ñëå-
äóþùèå çàâèñèìîñòè âûáðàííûõ äëÿ àíàëèçà ñèñòåìíûõ óðîâíåé è ñèñòåìíûõ òåìïîâ.

dN

dt
= 8, 139 · 10−22N0,05S2 − 64, 01·N0,03S0,3 (1.2)

(R2 = 0.797;F = 17, 63;T = {8, 08;−15, 60}; Ā = 20, 2%)

dD

dt
= 108, 17·D0,35 − 638, 87·I (1.3)

(R2 = 0.882;F = 33, 71;T = {8, 91;−2, 90}; Ā = 11, 3%)

dI

dt
= 1, 23·I−0,5 − 0, 0933·S0,08 (1.4)

(R2 = 0.796;F = 17, 58;T = {6, 71;−5, 83}; Ā = 23, 0%)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè äàííûõ çàâèñèìîñòåé ýêçîãåííûìè ôàêòîðàìè ñ÷èòàëèñü
ïðîèçâåäåíèÿ ñèñòåìíûõ óðîâíåé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ñâèäåòåëüñòâóþò î äîñòàòî÷íî õîðîøåì êà÷åñòâå ïîäîáðàííûõ ìîäåëåé, èõ ñòàòèñòè÷åñêîé
çíà÷èìîñòè â öåëîì è çíà÷èìîñòè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ. Ê ñîæàëåíèþ, íà äàííîì ýòàïå
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íå óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûé (íå áîëåå 10%) óðîâåíü ñðåäíåé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè
Ā , ÷òî ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ íåçíà÷èòåëüíûì âðåìåííûì ïåðèîäîì âûáîðêè (äàííûå áîëåå
ðàííèõ ïåðèîäîâ èñïîëüçîâàòü íå ïðåäñòàâëÿëîñü âîçìîæíûì ââèäó íåñîïîñòàâèìîñòè
âåëè÷èí D â ðåçóëüòàòå îñóùåñòâëåíèÿ äåíåæíîé ðåôîðìû 1998 ã.).

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1.2)-(1.4) áûë âûáðàí ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû â
ñèëó åãî âûñîêîé òî÷íîñòè è ìåíüøåé ñêëîííîñòè ê âîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷èâîñòè ðå-
øåíèÿ. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî êðèòåðèÿ äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûë
ïðèíÿò ïîêàçàòåëü ñðåäíåé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè, ÷èñëåííî ðàâíûé ñðåäíåìó îòêëîíå-
íèþ ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ. Îáùåïðèíÿòî, ÷òî äîïóñòèìûé óðîâåíü
äàííîãî ïîêàçàòåëÿ äîëæåí ñîñòàâëÿòü íå áîëåå 8-10%. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ
ïî ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòû (ðèñ. 0.2) ïîêàçàëè íèçêóþ òî÷íîñòü, ÷òî âûðàçèëîñü â ïåðâóþ
î÷åðåäü â âûñîêîì çíà÷åíèè ñðåäíåé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ĀI .

Ð è ñ ó í î ê 1.2

ĀN = 0, 19% ĀD = 4, 81% ĀI = 27, 40%

Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1.2)-(1.4) ìåòîäîì

Ðóíãå-Êóòòû.

Äëÿ êîððåêòèðîâêè ñàìîé ïðîáëåìíîé çàâèñèìîñòè (1.4) áûë èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé
ïîäõîä. Êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ ïîî÷åðåäíî ïîëàãàëèñü íåèçâåñòíûìè. Çàòåì, èñ-
ïîëüçóÿ î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî

I(12)− I(0) =
12∫
0

(aI−0,5 − 0, 0933·S0,08)dt (1.5)

è

I(12)− I(0) =
12∫
0

(108, 171·I−0,5 − b·S0,08)dt (1.6)

èíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ çàìåíÿëèñü ïðèáëèæåííûìè âûðàæåíèÿìè, ðàññ÷èòàííûìè
ïî ìåòîäó Ñèìïñîíà. Òàê, âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà a ïðèíÿëî âèä

a ≈
6(I(12)− I(0)) + 0, 0933(S(0)0,08 + 2

11∑
k=1

S(k)0,08 + 4
12∑
k=1

S(k)0,08 + S(12)0,08)

I(0)−0,5 + 2
11∑
k=1

I(k)−0,5 + 4
12∑
k=1

I(k)−0,5 + I(12)−0,5
(1.7)

îòêóäà ñëåäóåò
a ≈ 1, 0619 (1.8)
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Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà b , íå èçìåíèëè ñîîò-
âåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò óðàâíåíèÿ (1.4). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðîâåäåííîé êîððåê-
òèðîâêè óðàâíåíèå (1.4) ïðèíÿëî âèä:

dI

dt
= 1, 06·I−0,5 − 0, 0933·S0,08. (1.9)

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2),
(1.3), (1.9) (ðèñ. 0.3) ïîêàçàë ñóùåñòâåííîå óëó÷øåíèå ñðåäíåé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ïî
òðåòüåìó óðàâíåíèþ.

Ð è ñ ó í î ê 1.3

ĀN = 0, 34% ĀD = 13, 84% ĀI = 6, 08%

Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1.2), (1.3), (1.9)

ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âîçðîñøóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü îñòàëàñü íåïðè-
ãîäíîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà ââèäó ðåçêîãî ðîñòà ïåðåìåííîé N, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûñîêîé èíåðöèîííîñòè ïîêàçàòåëÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî îáó-
ñëîâèëî íåîáõîäèìîñòü êîððåêòèðîâêè ìîäåëè (1.2), (1.3), (1.9) ñ ïîçèöèé îáåñïå÷åíèÿ
äîïóñòèìîãî óðîâíÿ ∆ âàðèàöèè çíà÷åíèé ïåðåìåííîé N. Â äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ ïîëàãà-
ëîñü ðàâíûì 1000000, ÷òî ïðèáëèæåííî ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ â ðàìêàõ
íàáëþäàåìîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà äàííîãî ñèñòåìíîãî òåìïà, óâåëè÷åííîìó íà 25%.

Äàëüíåéøàÿ êîððåêòèðîâêà ìîäåëè (1.2), (1.3), (1.9) îñóùåñòâëÿëàñü ïîñðåäñòâîì ïî-
î÷åðåäíîãî ðàñ÷åòà äèàïàçîíà çíà÷åíèé âñåõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (êîýôôèöèåíòîâ è ïîêà-
çàòåëåé ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ), îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

|Nðàñ÷åòíîå −Nýêñïåðèìåíòàëüíîå| ≤ ∆ (1.10)

Ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó óðàâíåíèé ñèñòåìíîé äèíàìèêè, äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà òàêîé
äèàïàçîí çíà÷åíèé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí, à çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö äàííûõ äèà-
ïàçîíîâ ñâîäèòñÿ ê ðÿäó çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà (òàáë. 1).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. ai, i = 1, 6 è kj, j = 1, 8 , � çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå ïîÿâ-
ëåíèÿ â óðàâíåíèÿõ (1.2), (1.3), (1.9) êîýôôèöèåíòû è ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ
ñîîòâåòñòâåííî.

Äàííûå òàáëèöû 1 ÿâèëèñü îñíîâîé îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî âèäà ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ
ÐÔ. Ëþáîé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî ñâîåé ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îäíîòèïíûõ ðàñ÷åòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, à ïðèíöèïèàëüíîå
ðàçëè÷èå êðîåòñÿ â ñïîñîáàõ îðãàíèçàöèè ïåðåáîðà ýòèõ çíà÷åíèé. Òàêîãî ðîäà ñïîñîáû
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Òàáëèöà 1: Ãðàíèöû äèàïàçîíîâ âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÷èñ-
ëåííîñòè íàñåëåíèÿ ÐÔ (1.2), (1.3), (1.9)

Ïàðàìåòð Ìèíèìàëüíîå Ìàêñèìàëüíîå Ïàðàìåòð Ìèíèìàëüíîå Ìàêñèìàëüíîå
ìîäåëè çíà÷åíèå çíà÷åíèå ìîäåëè çíà÷åíèå çíà÷åíèå
a1 6 · 10−22 9, 9 · 10−22 k2 1,990 2,006
a2 60,2 72,2 k3 0,025 0,034
a3 72,0 107,8 k4 0,297 0,302
a4 571 948 k5 0,298 0,355
a5 1,05 1,53 k6 0,228 3,009
a6 0,057 0,096 k7 -5,000 0,175
k1 0,034 0,601 k8 0,063 0,092

ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå áîëüøèå ãðóïïû: ñèñòåìíûå è ñëó÷àéíûå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà
äàííîì ýòàïå áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ñëó÷àéíîãî âûáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Â
êà÷åñòâå êðèòåðèåâ äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìîé ìîäåëè áûëè èñïîëüçîâàíû ñðåäíèå
îøèáêè àïïðîêñèìàöèè ( ĀN , ĀD, ĀI ) è êðèòåðèé (1.10). Ïî ðåçóëüòàòàì ñåðèè âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà îñíîâàíèè ýêñïåðòíûõ ìíåíèé î çíà÷åíèÿõ êðèòåðèåâ êà÷åñòâà
áûë îïðåäåëåí îêîí÷àòåëüíûé âèä ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ
ÐÔ:

dN

dt
= 8, 139 · 10−22N0,05S2 − 66, 5·N0,03S0,3 (1.11)

dD

dt
= 103, 41·D0,35 − 638, 87·I (1.12)

dI

dt
= 1, 08·I−0,5 − 0, 0933·S0,08 (1.13)

Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.11)-(1.13) (ðèñ.
0.4) ïîäòâåðäèëè äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè ïîëó÷åííîé ìîäåëè, ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü äàåò âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëÿòü ïðîãíîçíûå îöåíêè ñèñòåìíûõ óðîâíåé è ïðîâî-
äèòü äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ.

Ð è ñ ó í î ê 1.4

ĀN = 0, 18% ĀD = 2, 95% ĀI = 5, 95%

Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1.12)-(1.13)

ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.

Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ïðèâåäåííîé çàäà÷è, î÷åâèäíî, ÷òî äàëåêî íå âñåãäà ïðèìåíåíèå
òîëüêî îäíîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû â ñèëó òîãî,
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÷òî, ëèáî íåâîçìîæíî ó÷åñòü âëèÿíèå âñåõ ôàêòîðîâ íà ïåðåìåííûå ìîäåëè, ëèáî ïîïðî-
ñòó íåäîñòàòî÷íî äàííûõ. Â ýòîé ñâÿçè öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå êîìïëåêñà
ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ âû÷èñëèòåëüíûìè àë-
ãîðèòìàìè è ïðîãðàììíûìè ïðîäóêòàìè. Ñêàçàííîå â ïîëíîé ìåðå îòíîñèòñÿ ê ìîäåëèðî-
âàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðèáëèæåííûõ è ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è èñïîëüçîâàíèè ÝÂÌ
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòåëþ îñóùåñòâëÿòü ïîýòàïíûé ïðîöåññ êîððåêòèðîâêè ìîäåëè ñèñòåì-
íîé äèíàìèêè ñ ïîçèöèé àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.
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Evaluation of model parameters the system dynamics.
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Abstract. The approach, allow for the gradual adjustment of the system models dynamics and
provides an acceptable accuracy. carried his testing in the model number of system dynamics
population of the Russian Federation.
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Àëãîðèòì ðàñ÷åòà âîçìîæíîñòåé ïðîòåêàíèÿ

õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïðè çàäàííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

óñëîâèÿõ

c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê 1, À. Â. Áàëàåâ 2, Ä. Ç. Ãàëèí 3

Àííîòàöèÿ. ÄÂ äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ âîçìîæíîñòè ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêîé
ðåàêöèè ïðè îïðåäåëåííûõ òåðìîáàðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. Â ÷àñòíîñòè ïðèâåäåííûé â ñòàòüå
àëãîðèòì àíàëèçà ïîçâîëÿåò äåëàòü âûâîäû î âîçìîæíîñòè èëè íåâîçìîæíîñòè ïðîòåêàíèÿ
õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, ïî ñëåäóþùèì òåðìîäèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì: ýíòðîïèÿ, ýíòàëü-
ïèÿ, óäåëüíàÿ ìîëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ýíåðãèÿ Ãèááñà, êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ, êîíâåðñèÿ, äîëÿ
ïðîðåàãèðîâàâøåãî âåùåñòâà, äîëÿ îòãîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýíòðîïèÿ, ýíòàëüïèÿ, óäåëüíàÿ ìîëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ýíåðãèÿ Ãèááñà,
êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ, êîíâåðñèÿ, äîëÿ ïðîðåàãèðîâàâøåãî âåùåñòâà.

Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ íàóêàõ ïðè ïðîâåäåíèè îïûòîâ ñ ðåàëüíûìè îáúåêòàìè òðå-
áóåòñÿ ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåàëüíîãî îáúåêòà èçó÷åíèÿ, è åãî ñâîéñòâ ïðè
íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ. Â ÷àñòíîñòè äëÿ òîãî, ÷òî áû âûÿñíèòü âîçìîæíîñòü ïðîòåêàíèÿ
ðåàêöèè â çàðàíåå çàäàííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü è ïðîâåñòè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ñäåëàòü âûâîäû î âîçìîæíîñòè èëè íåâîçìîæíîñòè ïðîòåêàíèÿ êîíêðåòíîé
õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

Ðàññìîòðèì õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ îáùåãî âèäà:

I∑
i=1

υiAi
−→←−

J∑
j=1

υjBj. (1.1)

Îäíîé èç îñíîâíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé õèìè÷åñêèõ ñèñòåì � ýíòàëüïèÿ (∆H 0 ,
êàë/ìîëü). Çíà÷åíèÿ ýíòàëüïèé èíäèâèäóàëüíûõ âåùåñòâ ïðè Ð=1 àò è Ò=298 Ê
(∆H 0

298 ) òàáóëèðîâàíû. Çíà÷åíèÿ ∆H 0 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà òåïëîâûõ ýôôåê-
òîâ ðåàêöèé (Q ): Q = −(∆H0

T )
∑. Ñîãëàñíî çàêîíó Ãåññà:

(∆H0)∑ =
[∑

(υj∆H
0
j )
]
ïðîäóêòîâ ðåàêöèè

− [
∑

(υi∆H
0
i )]èñõîäíûõ âåùåñòâ .

(∆H0
T )j (∆H0

T )i
(1.2)

Âîçìîæíîñòü è ãëóáèíà ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì è âåëè÷èíîé ýíåðãèè
Ãèááñà ( ∆G, êàë/ìîëü),

∆G0
T = ∆H0

T − T∆S0
T (1.3)

Ãäå ∆ S 0
T - ýíòðîïèÿ õèìè÷åñêîé ñèñòåìû, ∆ S 0

298 êàë/(ìîëü*Ê). Çíà÷åíèÿ òàáó-
ëèðîâàíû. Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü ñàìîïðîèçâîëüíîãî ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêîé
ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì è àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé ýíåðãèè Ãèááñà ∆G T .

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÃÎÓ ÂÏÎ ¾Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò¿, ã. Óôà; S.Spivak@bashnet.ru.

2Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, abalaev@gmail.com.

3Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÃÓÎ ÂÏÎ ¾Áàøêèðñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíè-
âåðñèòåò¿ danilaq-complex@ya.ru
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Ïðè òåìïåðàòóðå, îòëè÷íîé îò 298 Ê, ýíòàëüïèÿ è ýíòðîïèÿ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ñëå-
äóþùèì ôîðìóëàì:

∆H0
T = ∆H0

298 +

∫ T

298

CpdT ; (1.4)

∆S0
T = ∆S0

298 +

∫ T

298

Cp
T
dT. (1.5)

Ãäå Ñ p � óäåëüíàÿ ìîëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, êàë/(ìîëü*Ê).
Ñ p � ôóíêöèÿ àääèòèâíàÿ è ðàññ÷èòûâàåòñÿ, èñïîëüçóÿ ñîñòàâ ðåàêöèîííîé ñìåñè. (õ n

ìîëüíûå äîëè)

Cp =
N∑
n=1

xnCpn (1.6)

Äëÿ ðàñ÷åòà C pn èñïîëüçóþòñÿ ýìïèðè÷åñêèå ôîðìóëû:

Cp = a+ bT + cT 2; (1.7)

Cp = a+ bT + cT 2 + dT 3; (1.8)

Cp = a+ bT + cT 2 +
d

T
. (1.9)

Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ çàâèñèìîñòü (8). Ïîäñòàâèâ (8) â (4) è
(5), ïîëó÷èì âûðàæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

∆H0
T = ∆H0

T0
+∆T (a+ b

2
∆T + c

3
∆T 2 + d

4
∆T 3);

∆S0
T = ∆S0

T0
+∆T (a ln( T

T0
) + b∆T + c

2
∆T 2 + d

3
∆T 3).

Êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ êîíâåðñèþ èñõîäíûõ âåùåñòâ äëÿ ðåàêöèè (1), èìå-
åò âèä:

Kp =
∏J

j=1 p
υj
j

/∏I
i=1 p

ϑi
i
. (1.10)

Ãäå p i è p j - ïàðöèàëüíûå äàâëåíèÿ êîìïîíåíòîâ ðåàêöèîííîé ñìåñè.

Äëÿ èçîáàðíûõ ñèñòåì:
I∑
i=1

pi =
J∑
j=1

pj = p>1I55 = P.

Ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ ðàâíà:

Kp = exp(−∆GT

RT
). (1.11)

Ãäå ∆G T ñòàíäàðòíàÿ ýíåðãèÿ îáðàçîâàíèÿ Ãèááñà (êàë/ìîëü) R - óíèâåðñàëüíàÿ
ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ (1,987 êàë/ìîëü*Ê), Ò - òåìïåðàòóðà (Ê).

Çàìåíèì ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå êîíöåíòðàöèÿìè xn = pn/P èëè pn = xnP . Ïîäñòàâèâ
â (10) ïîëó÷èì:

Kp =

[∏J
j=1 x

υj
j

/∏I
i=1 x

υi
i

]
p−∆n, (1.12)
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ãäå ∆n =
J∑
j=1

υj −
I∑
i=1

υi.

Äëÿ ëþáîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè xi = xoi , à xoj = 0 .
Âûáåðåì êîìïîíåíò â êà÷åñòâå îïîðíîãî ñî ñòåõèîìåòðè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâ-

íûì 1, è ââåäåì äîëþ ïðîðåàãèðîâàâøåãî êîìïîíåíòà (Õ ). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñòåõèîìåò-
ðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåàêöèè (1) è êîìáèíèðóÿ (11) è (12), ïîëó÷àåì:

Kr = exp(−∆G/RT )p∆n = f1(x̄
o, x)/f2(x̄

o, x) . (1.13)

Äëÿ ðàñ÷åòîâ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ ñèñòåìû (12), ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà:

χi =
(x)νi3(x)νi4

(x0i1 − x)νi1(x0i2 − x)νi2
∗ 1

(1−∆ni x)−∆ni
.

Ãäå χ i=Kr*P
− ∆ n , i - íîìåð óðàâíåíèÿ ðåàêöèè â ñèñòåìå, x i 1 ,x i 2 � íà÷àëüíûé

êîíöåíòðàöèè èñõîäíûõ êîìïîíåíòîâ i -îé ðåàêöèè, υ i 1−4 ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöè-
åíòû i �îé ðåàêöèè, ∆ n= υ i 4+ υ i 3 - υ i 2 - υ i 1 .

Íà îñíîâå äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áûëà íàïèñàíà è èñïûòàíà êîìïüþòåðíàÿ
ïðîãðàììà, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, íà ïðèìåðå ñèñòåìû õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ïðèâåäåíû â
ñòàòüå: ¾×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ âîçìîæíîñòè ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêîé
ðåàêöèè¿.
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Algorithm For calculating capacity chemical reactions

given the thermodynamic Conditions

c⃝ S. I. Spivak 4, A. V. Balaev 5, D. Z. Galin 6

Abstract. This article discusses the possibility of chemical reaction under certain temperature
and pressure conditions. In particular, given in the article analysis algorithm allows todraw
conclusions about the ability or inability of the chemical reaction, the followingthermodyna-
mic characteristics: entropy, enthalpy, speci�c molar heat capacity, Gibbsenergy, equilibrium
constant, the conversion, the percentage of reacted material, the proportion of distillate.

Key Words: entropy, enthalpy, speci�c molar heat capacity, Gibbs energy, equilibrium constant,
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ÓÄÊ 544.4

×èñëåííûé àëãîðèòì óòî÷íåíèÿ ìåõàíèçìà õèìè÷åñêîé

ðåàêöèè DRGEP-ìåòîäîì

c⃝ Å. Â. Ñòåïàøèíà1, Ñ. À. Ìóñòàôèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîñòðîåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì óòî÷íåíèÿ ìåõàíèçìà õèìè÷åñêîé ðå-
àêöèè íà îñíîâå DRGEP-ìåòîäà. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ïðîöåññà ïîëó-
÷åíèÿ ôòàëåâîãî àíãèäðèäà. Ïîëó÷åí ñîêðàùåííûé ìåõàíèçì ñõåìû ðåàêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàô ðåàêöèè, ìåõàíèçì ðåàêöèè, óòî÷íåíèå ñõåìû ðåàêöèè.

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç ãëàâíûõ òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ìåõàíèçìà ñëîæíûõ
ðåàêöèé, ÿâëÿåòñÿ èõ áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü. Íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
âåùåñòâ è ðåàêöèé ìåæäó íèìè äåëàåò ãðîìîçäêèì ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå è óñëîæíÿåò
àíàëèç êèíåòè÷åñêèõ è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëîæíûõ ðåàêöèé. Ïîýòîìó âîçíèêàåò
çàäà÷à ñîêðàùåíèÿ ìåõàíèçìà ðåàêöèè äî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàçìåðà, ñîõðàíÿþùåå
ïðè ýòîì äèíàìèêó èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âûáðàííûõ âåùåñòâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ìåõàíèçìà ðåàê-
öèè. Îäíèì èç ìåòîäîâ, ðåàëèçóþùèé ãðàôîâûé ïîäõîä ê ìåõàíèçìó ðåàêöèè, ÿâëÿåòñÿ
ìåòîä àíàëèçà ãðàôà ïðÿìûõ ñâÿçåé ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì îøèáêè (Direct Relation Graph
with Error Propogation (DRGEP))[1], ó÷èòûâàþùèé êîñâåííîå âëèÿíèå âåùåñòâ äðóã íà
äðóãà, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà âåùåñòâà ñâÿçàíû ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå âåùåñòâà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ñõåìû õèìè÷åñêîé ðåàêöèè èñïîëüçóåòñÿ êîýôôèöèåíò çàâèñèìîñòè
ìåæäó âåùåñòâàìè rAB [1]:

rAB =

∑m
i=1 |νAiωiδBi|∑m
i=1 |νAiωi|

(2.1)

ãäå ωi � ñêîðîñòü i -é ðåàêöèè; νAi � ñòåõèîìåòðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âåùåñòâà A â i -é
ðåàêöèè (ñòåõèîìåòðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëüíûé, åñëè A � ïðîäóêò, è îòðèöà-
òåëüíûé, åñëè A � ðåàãåíò); δBi = 1, åñëè âåùåñòâî B ó÷àñòâóåò â i -é ðåàêöèè, δBi = 0,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; m - êîëè÷åñòâî ðåàêöèé â ñèñòåìå.

Êîýôôèöèåíò çàâèñèìîñòè ìåæäó êàæäîé ïàðîé âåùåñòâ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìàòðè-
öû. Êàæäûé åå ýëåìåíò óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ 0 ≤ rAB ≤ 1 .

Åñëè âåùåñòâî A ñâÿçàíî ñ âåùåñòâîì C êîñâåííî (ðåàêöèÿ âèäà A → B → C ), òî
êîýôôèöèåíò çàâèñèìîñòè ìåæäó âåùåñòâàìè A è C ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

rAC = rAB · rBC . (2.2)

1Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷å-
ñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; zhenja05@rambler.ru.

2Çàâåäóùàÿ êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



×èñëåííûé àëãîðèòì óòî÷íåíèÿ ìåõàíèçìà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè DRGEP- . . . 119

Åñëè â ñõåìå ðåàêöèé âåùåñòâî A ñâÿçàíî ñ âåùåñòâîì C êàê ïðÿìî, òàê è êîñâåííî,
òî îïðåäåëÿåòñÿ îáîáùåííûé êîýôôèöèåíò çàâèñèìîñòè ìåæäó âåùåñòâàìè A è C :

RAC = max{rACj
}, j = 1, p, (2.3)

ãäå p � êîëè÷åñòâî ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû A è C .
Êàæäîå âåùåñòâî ñâÿçàíî ñ äðóãèìè âåùåñòâàìè ñ ðàçëè÷íûìè îáîáùåííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè çàâèñèìîñòè. Ëþáîå âåùåñòâî X áóäåò âûáðàíî â êà÷åñòâå âåùåñòâà, ñâÿçàííîãî
ñ öåëåâûì âåùåñòâîì A , åñëè RAX ≥ ε, ãäå ε ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûì ïîðîãîâûì çíà÷å-
íèåì (0 < ε < 1).

Ðåçóëüòèðóþùèìè âåùåñòâàìè ñîêðàùåííîãî ìåõàíèçìà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå âå-
ùåñòâ èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ êàæäîãî öåëåâîãî âåùåñòâà. Îñòàëüíûå âåùåñòâà íà äàííûé
ìîìåíò ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè ïî îòíîøåíèþ ê öåëåâûì âåùåñòâàì è ìîãóò áûòü áåçîïàñ-
íî óäàëåíû èç ñïèñêà ïðîäóêòîâ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñòàäèè, êîòîðûå
ïîòðåáëÿþò èçáûòî÷íûå âåùåñòâà, ìîãóò áûòü óäàëåíû.

3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ðàññìîòðèì õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ ïîëó÷åíèÿ ôòàëåâîãî àíãèäðèäà [2]:

A1 → A2,
A2 → A4,
A1 → A3,
A1 → A4,
A2 → A3,
A3 → A5,

(3.1)

ãäå A1 � èñõîäíîå âåùåñòâî � íàôòàëèí, A2 � íàôòîõèíîí, A3 � öåëåâîé ïðîäóêò �
ôòàëåâûé àíãèäðèä, A4 � óãëåêèñëûé ãàç, A5 � ìàëåèíîâûé àíãèäðèä.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êèíåòèêó ðåàêöèè, èìååò âèä:

dC1

dt
= −k1C1 − k3C1 − k4C1,

dC2

dt
= k1C1 − k2C2 − k5C2,

dC3

dt
= k3C1 + k5C2 − k6C3,

dC4

dt
= k2C2 + k4C1,

dC5

dt
= k6C3,

(3.2)

ãäå Ci � êîíöåíòðàöèÿ i -ãî âåùåñòâà (i = 1, 5) (ìîëüíàÿ äîëÿ), ki � êîíñòàíòà ñêîðîñòè
i -é ðåàêöèè, ïðèíèìàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëèòåðàòóðíûìè äàííûìè [2]:

ki = eki0−
Bi
T , (3.3)

i 1 2 3 4 5 6
ki0 11,514 9,227 14,32 13,01 7,48 32,428
Bi 6400 6000 8500 8500 4000 22150

Íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ áûëè ïðèíÿòû C1 = 1 , Ci(0) = 0 (i = 1, 5) .
Ïåðâîíà÷àëüíî áûëà ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Èñõîäÿ èç ïîëó÷åí-

íîãî ðåøåíèÿ ðàññ÷èòàíû êîýôôèöèåíòû çàâèñèìîñòè rAB äëÿ âñåõ âåùåñòâ. Ñîêðàùåíèå
ñõåìû ðåàêöèè ïðîâîäèëîñü ñ òî÷íîñòüþ ε = 0, 001 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, 1 ÷. Â êà÷åñòâå
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öåëåâîãî âåùåñòâà áûëî âûáðàíî âåùåñòâî A3 . Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó âåùå-
ñòâàìè ïîñòðîåí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, îòðàæàþùèé çàâèñèìîñòü âåùåñòâ äðóã îò äðóãà.
Âåðøèíû ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò âåùåñòâàì, ó÷àñòâóþùèì â ðåàêöèè. Ðåáðî, íàïðàâëåííîå
îò i -é âåðøèíû ê j -é âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóåò îáðàçîâàíèþ âåùåñòâà Aj èç Ai .

Íà îñíîâå àëãîðèòìà ïîèñêà ãðàôà â ãëóáèíó îïðåäåëåíû âñå ïóòè, ñîåäèíÿþùèå êàæ-
äîå öåëåâîå âåùåñòâî ñ îñòàëüíûìè. Ïî íàéäåííûì ïóòÿì ðàññ÷èòàíû îáîáùåííûå êîýô-
ôèöèåíòû ñâÿçè âåùåñòâ.

4. Ðåçóëüòàòû

Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé îáîáùåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçåé è òî÷íîñòè ðàñ-
÷åòà èç ñõåìû ðåàêöèè áûëè èñêëþ÷åíû âåùåñòâà A4 è A5 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñîêðà-
ùåííàÿ ñõåìà ðåàêöèè èìååò âèä:

A1 → A2,
A1 → A3,
A2 → A3.

(4.1)

Íà ðèñ.1 ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ ñîêðàùåííî-
ãî ìåõàíèçìà è êîíöåíòðàöèé ýòèõ æå âåùåñòâ â èñõîäíîì ìåõàíèç-
ìå. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, óòî÷íåíèå ìåõàíèçìà ðåàêöèè (3.1) íå èç-
ìåíèëî îáùóþ äèíàìèêó èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ âî âðåìåíè.

0,0 0,2 0,4 0,6
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0
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t,

 
1

 
2

 
3

 '
1

 A'
2

 A'
3

Ðèñ.1. Èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ (Ai � âåùåñòâà èñõîäíîãî ìåõàíèçìà, A
′
i � âåùåñòâà

ñîêðàùåííîãî ìåõàíèçìà, i = 1, 2, 3 )

Èññëåäóåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êèíåòèêó èñõîäíîé
è ñîêðàùåííîé ñõåì ðåàêöèè, êà÷åñòâåííûìè è àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.
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Ñèñòåìà (3.2) èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿ C∗(0, 0, 0, C1(0), C3(0)) ,
C∗(0, 0, 0, C2(0), C3(0)) . Îïðåäåëèì õàðàêòåð îñîáûõ òî÷åê. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì ê íîâûì
ïåðåìåííûì (îòêëîíåíèÿì îò êîîðäèíàò ñòàöèîíàðíîé òî÷êè): ui = Ci−C∗i , è ïîäñòàâèì
èõ â êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ñõåìû ðåàêöèé (3.2) . Ïîëó÷àåì íîâóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ åå ìàòðèöû êîýôôè-
öèåíòîâ. Ïîëó÷àåì âåêòîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ = (−k1 − k3 − k4,−k2 − k5,−k6, 0, 0)T .

Àíàëîãè÷íî èññëåäóåì ñõåìó ðåàêöèè (4.1) . Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû (4.1) èìååò
âèä: 

dC1

dt
= −k1C1 − k3C1,

dC2

dt
= k1C1 − k5C2,

dC3

dt
= k3C1 + k5C2.

(4.2)

Ñèñòåìà (4.2) èìååò òàêæå äâà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿ C∗(0, 0, C1(0)) ,
C∗(0, 0, C2(0)) . Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (4.2) ïîëó÷àåì âåêòîð ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé λ = (0,−k5,−k1 − k3)T .

Åñëè èìåþòñÿ ðàâíûå íóëþ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, òî ñòà-
öèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì: ïðè îòêëîíåíèè îò íåãî íå ïîÿâëÿþòñÿ íè
âîçâðàùàþùèå, íè îòêëîíÿþùèå ñèëû. Òàê êàê õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ñèñòåì (3.2) è (4.2)
â öåëîì íå èçìåíÿåòñÿ, òî äëÿ àíàëèçà êèíåòè÷åñêèõ è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàê-
öèè (3.1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñõåìó ðåàêöèè (4.1) .
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The numerical algorithm the re�ne of the mechanism of

chemical reactions by the DRGEP method

c⃝ E. V. Stepashina3, S. A. Musta�na4

Abstract. In this paper the numerical algorithm the re�ne of the mechanism of chemical reactions
based on the DREGEP method was designed. A computer experiment for the process of obtaining
phthalic anhydride is conducted. Obtained reduced mechanism of reaction scheme.
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×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ

c⃝ Í. Ñ. ßøàãèí1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ èíòå-
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÿäðîì Àáåëÿ è àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ íèõ. Ðàçðàáîòà-
íà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ è äîêàçàíà å¼ ñõîäèìîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà�Ëè-
óâèëëÿ, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüò�åððû âòîðîãî ðîäà, ìåòîä êâàäðàòóð.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ü(t) +
n∑
k=1

akD
αk
0t u̇+

m∑
k=0

bkD
βk
0t u = f(t), (1.1)

ãäå u = u(t) �èñêîìàÿ, à f(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèè, u̇ = du
dt
, ü = d2u

dt2
, t ∈ [0, T ] ; ak , bk ∈

R , αk ∈ (0, 1) , βk ∈ [0, 2) ; Dαk
0t , Dβk

0t �ëåâîñòîðîííèå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà�
Ëèóâèëëÿ [2] ïîðÿäêà αk è βk ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì

Dα
0tf =

(
d

dx

)n
In−α0t f, n = [α] + 1,

äëÿ ëþáûõ α > 0 , ãäå [α] �öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α , à

Iα0tf =
1

Γ(α)

t∫
0

f(τ) dτ

(t− τ)1−α
, α > 0, (1.2)

� ëåâîñòîðîííèé äðîáíûé èíòåãðàë Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ [2] ïîðÿäêà α . Óðàâíåíèå (1.1)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëüíîå óðàâíåíèå äðîáíûõ îñöèëëÿòîðîâ (ñì. [3, 4] è áèá-
ëèîãðàôèþ ê [3, 4]). Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî äâóì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì (1.1):

ü(t) + pDβ
0tu̇+ qD2β

0t u = f(t), (1.3)

ü(t) + pD1+β
0t u+ qD2β

0t u = f(t), (1.4)

ãäå p , q ∈ R , β ∈
(
0, 1

2

)
, f(t) ∈ L(0, T ) , äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî

ðàçíûå ïîñòàíîâêè íà÷àëüíûõ çàäà÷:
- äëÿ (1.3)

u(0) = u0, u̇(0) = u̇0; (1.5)

1Àñïèðàíò êàôåäðû ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿, Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷å-
ñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Ñàìàðà; nik.yashagin@gmail.com.
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- äëÿ (1.4)

u(0) = u0, lim
t→0+

[
u̇(t) + pDβ

0tu
]
= ū0. (1.6)

Â [1] äîêàçàíà êîððåêòíîñòü ýòèõ ïîñòàíîâîê â êëàññàõ ôóíêöèé u(t) ∈ C1[0, T ]
∩
C2(0, T ]

è u(t) ∈ C[0, T ]
∩
C2(0, T ] ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäúÿâëåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ïîëó-

÷åííûå ïóò¼ì ôàêòîðèçàöèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ðåäóöèðóþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íà÷àëüíûå çàäà÷è.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî
âèäà:

ü(t) + pDα
0tu̇+ qDβ

0tu = f(t), (1.7)

ü(t) + pD1+α
0t u+ qDβ

0tu = f(t), (1.8)

ãäå α , β ∈ [0, 1) . Ïîñëå äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ó÷¼òîì íà÷àëüíûõ äàííûõ (1.5) è
(1.6) ñîîòâåòñòâåííî, ýòè óðàâíåíèÿ ðåäóöèðóþòñÿ ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ê èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèÿì òèïà Âîëüò�åððû

u(t) + pI1−α0t u+ qI2−β0t u = F (t), (1.9)

ãäå äëÿ çàäà÷è (1.7), (1.5) F (t) = I20tf + u0 + u̇0t+
1

Γ(α+1)
pu0t

α , à äëÿ çàäà÷è (1.8), (1.6) �

F (t) = I20tf + u0 + ū0t .
Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.9) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ β = 2α , òî îíî äîïóñêàåò ôàêòîðè-

çàöèþ è íà îñíîâå àïïàðàòà ïðåäëîæåííîãî â [1] âûïèñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ
íà÷àëüíûõ çàäà÷ â òåðìèíàõ ôóíêöèè òèïà Ìèòòàã�Ëåôôëåðà è å¼ îáîáùåíèé. Âû÷èñëå-
íèÿ áàçèðóþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîð-
ìóë ðàçðàáîòàííûõ â [5-7]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü ïðèáëèæ¼ííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð, ìåòîäà êâàäðàòóð, îñíîâàííûé íà
çàìåíå âõîäÿùèõ â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èíòåãðàëîâ ôîðìóëàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ (1.9) âîçíèêàþò
ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ ÿäåð èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. ×òîáû èçáåæàòü
ýòèõ òðóäíîñòåé, ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëèòü àíàëîãè ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (1.2).

Òàêæå íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà, ââåä¼ííîãî â [8],

Eα,σ
0t;λu =

t∫
0

(t− τ)α−1Eσ [λ(t− τ)σ;α]u(τ) dτ, (1.10)

ãäå α , β , λ ∈ C ; Reα , Reβ > 0 , u(t) ∈ L(0, T ) , à Eα(z;µ) =
∑∞

k=0
zk

Γ(αk+µ)
�ôóíêöèÿ

òèïà Ìèòòàã�Ëåôôëåðà [5], â òåðìèíàõ êîòîðîãî îáû÷íî óäà¼òñÿ âûïèñûâàòü àíàëèòè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà (1.9). Îïåðàòîð (1.10) áóäåò èñïîëüçîâàí â
äàííîé ðàáîòå ïðè ïîñòðîåíèå ñõîäÿùåéñÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ïðèáëè-
æ¼ííîãî ðåøåíèÿ äàííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ðàçðàáîòàòü ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
äðîáíîãî ïîðÿäêà, à òàêæå àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîðìóë.

2. Ïîñòðîèòü èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(1.9), äîêàçàòü å¼ ñõîäèìîñòü è ïðîâåñòè îöåíêó ïîãðåøíîñòè.
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2. Ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è àïðèîðíûå îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ õîðîøî ðàçðàáîòàí ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàòà è ôîðìàëèçîâàí àë-
ãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ¾êëàññè÷åñêèõ¿ èíòåãðàëîâ [9], îñíîâàííûé íà çàìåíå
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè òàêîé àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèåé, ÷òîáû èíòåãðàë îò íå¼
âû÷èñëÿëñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Îäèí èç ñïîñîáîâ âû÷èñëå-
íèÿ èíòåãðàëà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ íà n ÷àñòè÷íûõ îòðåç-
êîâ è àïïðîêñèìàöèè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà êàæäîì èç ýòèõ îòðåçêîâ [tk, tk+1]
( k = 0, 1, . . . , n − 1 ) å¼ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷åê tk . Âû÷èñëåíèå
èíòåãðàëà ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé, à åãî çíà÷åíèå âûðàæàåòñÿ
÷åðåç çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â óçëàõ tk . Â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ÷ëå-
íîâ ðÿäà Òåéëîðà, âçÿòîãî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àþòñÿ
ôîðìóëû èçâåñòíûå ïîä íàçâàíèÿìè: ¾ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ¿, ¾ôîðìóëà òðàïåöèé¿
è ¾ôîðìóëà Ñèìïñîíà¿, à òàêæå èõ ìîäèôèêàöèè.

Ïîñòðîèì àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Iα0t . Ïóñòü α > 0 . Äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî t ∈ [0, T ] âûáåðåì ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, t] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé, äëèíà
êîòîðûõ h = t

n
, ò.å. tk = kh ( k = 0, 1, . . . , n ), â ÷àñòíîñòè t0 = 0 , tn = t . Ïðåäñòàâèì

äðîáíûé èíòåãðàë â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì [tk, tk+1] , à ïîäûíòåãðàëüíóþ
ôóíêöèþ â âèäå ðÿäà Òåéëîðà, ïðè ýòîì îãðàíè÷èâàÿñü äâóìÿ ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ

Iα0tu =
1

Γ(α)

t∫
0

u(τ) dτ

(t− τ)1−α
=

1

Γ(α)

n−1∑
k=0

tk+1∫
tk

u(τ) dτ

(tn − τ)1−α
=

=
1

Γ(α)

n−1∑
k=0

tk+1∫
tk

u(tk) + u̇(ξk)(τ − tk) dτ
(tn − τ)1−α

=

=
1

Γ(α)

n−1∑
k=0

u(tk)

tk+1∫
tk

dτ

(ti − τ)1−α
+

1

Γ(α)

n−1∑
k=0

u̇(ξk)

tk+1∫
tk

(τ − tk) dτ
(tn − τ)1−α

=

=
1

Γ(α + 1)

n−1∑
k=0

u(tk) [(tn − tk)α − (tn − tk+1)
α] +R(h) =

=
hα

Γ(α + 1)

n−1∑
k=0

u(tk) [(n− k)α − (n− k − 1)α] +R(h),

ãäå ξk ∈ (tk, tk+1) , u(t) ∈ C[0, T ]
∩
C1(0, T ) , à R(h) � îñòàòîê, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ îöåíêà

|R(h)| =

∣∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

n−1∑
k=0

u̇(ξk)

tk+1∫
tk

(τ − tk) dτ
(tn − τ)1−α

∣∣∣∣∣∣ ≤ h |u̇(ξ)|
Γ(α)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

(t− τ)1−α

∣∣∣∣∣∣ ≤ htα

Γ(α+ 1)
|u̇(ξ)| ,

ãäå ξ ∈ (0, t) . Èñõîäÿ èç ýòîãî àíàëîã ïåðâîé (ëåâîé) ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ
äðîáíîãî èíòåãðàëà ïîðÿäêà α > 0 èìååò âèä

(1)
ïð I

α
0tu =

hα

Γ(α + 1)

n−1∑
k=0

uk [(n− k)α − (n− k − 1)α] + o(h), (2.1)
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ãäå uk = u(tk) , à àïðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè äëÿ âû÷èñëåíèÿ äðîáíîãî èíòåãðàëà ïî
ôîðìóëå (2.1) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣Iα0tu− (1)

ïð I
α
0tu
∣∣ ≤ Mhtα

Γ(α + 1)
, (2.2)

ãäå M � êîíñòàíòà íåçàâèñÿùàÿ îò h , â ÷àñòíîñòè M = max
ξ∈[0,t]

|u̇(ξ)| ïðè u(t) ∈ C1[0, T ] .

Äåéñòâóÿ òàêèì æå îáðàçîì, ëåãêî ïîëó÷èòü àíàëîã âòîðîé (ïðàâîé) ôîðìóëû ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ äëÿ äðîáíîãî èíòåãðàëà ïîðÿäêà α > 0 è àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè äëÿ
ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà ïî íåé

(2)
ïð I

α
0tu =

hα

Γ(α + 1)

n−1∑
k=0

uk+1 [(n− k)α − (n− k − 1)α] + o(h), (2.3)

∣∣Iα0t − (2)
ïð I

α
0t

∣∣ ≤ hMtα

Γ(α+ 1)
. (2.4)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãà ôîðìóëû òðàïåöèé äëÿ äðîáíîãî èíòåãðàëà ïîðÿäêà α > 0
âîçüì¼ì òðè ÷ëåíà ðÿäà Òåéëîðà â ðàçëîæåíèè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Çàìåíÿÿ ïðî-
èçâîäíóþ âûðàæåíèåì u̇(tk) =

1
h
[u(tk+1)− u(tk)]− h

2
ü(ξk1) ( ξk1 ∈ (tk, tk+1) ), èìååì

Iα0tu =
1

Γ(α)

t∫
0

u(τ)dτ

(t− τ)1−α
=

1

Γ(α)

n−1∑
k=0

tk+1∫
tk

u(τ) dτ

(tn − τ)1−α
=

=
1

Γ(α)

n−1∑
k=0

u(tk)

tk+1∫
tk

dτ

(tn − τ)1−α
+

1

Γ(α)

n−1∑
k=0

u(tk+1)− u(tk)
h

tk+1∫
tk

(τ − tk) dτ
(tn − τ)1−α

−

− h

2Γ(α)

n−1∑
k=0

u̇(ξk1)

tk+1∫
tk

(τ − tk) dτ
(tn − τ)1−α

+
1

2Γ(α)

n−1∑
k=0

ü(ξk2)

tk+1∫
tk

(τ − tk)2 dτ
(tn − τ)1−α

=

=
hα

Γ(α + 1)

n−1∑
k=0

u(tk) [(n− k)α − (n− k − 1)α] +

+hα
n−1∑
k=0

[u(tk+1)− u(tk)]
{
(n− k)α+1 − (n− k − 1)α+1

Γ(α + 2)
− (n− k − 1)α

Γ(α + 1)

}
+R(h) =

=
hα

Γ(2 + α)
u(t0)

[
(1 + α)nα − nα+1 + (n− 1)α+1

]
+

+
hα

Γ(2 + α)

n−1∑
k=1

u(tk)
[
(n− k + 1)α+1 − 2(n− k)α+1 + (n− k − 1)α+1

]
+ u(tn) +R(h),

ãäå ξk2 ∈ (tk, tk+1) , u(t) ∈ C1[0, T ]
∩
C2(0, T ) . Îöåíèì îñòàòîê R(h)

|R(h)| =

∣∣∣∣∣∣− h

2Γ(α)

n−1∑
k=0

ü(ξk1)

tk+1∫
tk

(τ − tk) dτ
(tn − τ)1−α

+
1

2Γ(α)

n−1∑
k=0

ü(ξk2)

tk+1∫
tk

(τ − tk)2 dτ
(tn − τ)1−α

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ h2 |ü(ξ)|
Γ(α)

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

dτ

(t− τ)1−α

∣∣∣∣∣∣ = h2tα

Γ(α + 1)
|ü(ξ)| ,

ãäå ξ ∈ (0, t) . Èòàê, àíàëîã ôîðìóëû òðàïåöèé äëÿ äðîáíîãî èíòåãðàëà ïîðÿäêà α > 0
ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

òðïI
α
0tu =

hα

Γ(2 + α)

n∑
k=0

ωkuk + o(h2), (2.5)

ãäå

ωk =


(1 + α)nα − nα+1 + (n− 1)α+1, k = 0;
(n− k + 1)α+1 − 2(n− k)α+1 + (n− k − 1)α+1, k = 1, 2, . . . , n− 1;
1, k = n.

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòó, îïóáëèêîâàííîìó â ðàáîòå [10], èëè â âèäå óäîáíîì íàì äëÿ
äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ

òðïI
α
0tu =

hα

Γ(2 + α)

{
u0
[
(1 + α)iα − iα+1 + (i+ 1)α+1

]
+

+
i−1∑
k=1

uk
[
(i− k + 1)α+1 − 2(i− k)α+1 + (i− k − 1)α+1

]
+ ui

}
+ o(h2). (2.6)

Ïîëó÷åíà òàêæå àïðèîðíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|Iα0tu− òðïI
α
0tu| ≤

h2Mtα

Γ(α + 1)
, (2.7)

ãäå M � êîíñòàíòà íåçàâèñÿùàÿ îò h , â ÷àñòíîñòè M = max
ξ∈[0,t]

|ü(ξ)| ïðè u(t) ∈ C2[0, T ] .

Óâåëè÷åíèå ÷èñëà ÷ëåíîâ â òåéëîðîâñêîì ðàçëîæåíèè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âå-
ä¼ò ê äàëüíåéøåìó ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ê óâåëè÷åíèþ
êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëû, ñ äðóãîé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ êàê âîçðàñòàíèåì ïîðÿäêà ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå ïðè
ôîðìèðîâàíèè ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
â óçëîâûõ òî÷êàõ, òàê è ñëîæíîñòÿìè ñâÿçàííûìè ñ äðîáíûì ïîðÿäêîì èíòåãðèðîâàíèÿ.
Íàïðèìåð, ñòîëü ïðîñòîé ôîðìóëû Ñèìïñîíà êàê äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïîðÿäêà
åäèíèöà (¾êëàññè÷åñêîãî¿ èíòåãðàëà) ïîëó÷èòü íå óäà¼òñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè u(t) â ðÿä Òåéëîðà, ïðè ðàçáèåíèè îòðåçêà [0, t] íà i = 2j ÷àñòåé
ðàâíîé äëèíû h = t

i

u(t) = u(t2k+1) + u̇(t2k+1)(t− t2k+1) +
ü(t2k+1)(t− t2k+1)

2

2!
+

+

...
u (t2k+1)(t− t2k+1)

3

3!
+

....
u (ξk)(t− t2k+1)

4

4!

êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâîé è òðåòüåé ïðîèçâîäíûõ îò u(t) íå îáíóëÿþòñÿ ïðè èíòåãðèðî-
âàíèè

t2k+2∫
t2k

(τ − t2k+1) dτ

(tn − τ)1−α
̸= 0,

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ . . . 127

â îòëè÷èè îò ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû Ñèìïñîíà äëÿ ¾êëàññè÷åñêîãî¿ èíòåãðàëà

t2k+2∫
t2k

(τ − t2k+1) dτ =
(τ − t2k+1)

2

2

∣∣∣∣t2k+2

t2k

= 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ â êëàññàõ C1[0, T ]

∩
C2(0, T ] è C[0, T ]

∩
C2(0, T ] , îïðåäåëÿåìûõ ïîñòàíîâêàìè íà-

÷àëüíûõ çàäà÷ (1.7), (1.5) è (1.8), (1.6). Â ñâÿçè ñ ýòèì àíàëîãè ôîðìóë ïðÿìîóãîëüíèêîâ
è òðàïåöèé ÿâëÿþòñÿ èñ÷åðïûâàþùèìè äëÿ íàñ.

Ê òîìó æå, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, óæå ôîðìóëà òðàïåöèé äà¼ò äîñòàòî÷íî õîðî-
øèé ðåçóëüòàò, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ïîëó÷åííûìè ôîðìóëàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ (2.1), (2.3) è (2.5).

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèÿìè îïåðàòîðà Eα,σ
0t;λ è ôóíêöèè òèïà Ìèòòàã�Ëåôôëå-

ðà, íåòðóäíî ïîëó÷èòü àíàëîãè ïåðâîé è âòîðîé ôîðìóë ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à òàêæå àíàëîã
ôîðìóëû òðàïåöèé äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà:
1) àíàëîã ïåðâîé ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ è îöåíêà ïîãðåøíîñòè äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà-
÷åíèÿ îïåðàòîðà, ïðèìåí¼ííîãî ê ôóíêöèè, ïî íåé:

(1)
ïðE

α,σ
0t;λu =

n−1∑
k=0

u(tk)h
α {(n− k)αEσ [λ(n− k)σhσ;α + 1]−

−(n− k − 1)αEσ [λ(n− k − 1)σhσ;α+ 1]}+ o(h), (2.8)

∣∣Eα,σ
0t;λu−

(1)
ïðE

α,σ
0t;λu

∣∣ ≤ htαnEσ(λt
σ
n;α + 1) max

ξ∈[0,t]
|u̇(ξ)| ; (2.9)

2) àíàëîã ôîðìóëû òðàïåöèé è îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

òðïE
α,σ
0t;λu = u0h

α
{
nαEσ [λn

σhσ;α+ 1]− nα+1Eσ [λn
σhσ;α+ 2]+

+(n− 1)α+1Eσ [λ(n− 1)σhσ;α+ 2]
}
+
n−1∑
k=1

u(tk)h
α
{
(n− k + 1)α+1Eσ [λ(n− k + 1)σhσ;α + 2] −

−2(n− k)α+1hαEσ [λ(n− k)σhσ;α+ 2] + (n− k − 1)α+1Eσ [λ(n− k − 1)σhσ;α + 2]
}
+

+unh
αEσ [λhσ;α + 2] + o(h2), (2.10)

∣∣Eα,σ
0t;λu− òðïE

α,σ
0t;λu

∣∣ ≤ h2tαnEσ [λt
σ
n;α + 1] max

ξ∈[0,t]
|u̇(ξ)| . (2.11)

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Ïîëó÷åííûå àíàëîãè ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ (2.8) è (2.10) äëÿ îïåðàòîðà Eα,σ

0t;λ è àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ýòèõ ôîð-
ìóë (2.9) è (2.11) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (ïðè λ → 0 ) ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â ôîð-
ìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ (2.1)
è (2.6) è îöåíêè ïîãðåøíîñòåé äëÿ íèõ (2.2) è (2.7).

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2. Ïðè óñòðåìëåíèè ïîêàçàòåëÿ α (ïîêàçàòåëÿ äðîáíîñòè)
ê åäèíèöå â àíàëîãàõ ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ äðîáíîãî èíòåãðà-
ëà (2.1), (2.3) è (2.6) ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ¾êëàññè÷å-
ñêîãî¿ èíòåãðàëà: ¾ïåðâàÿ ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ¿, ¾âòîðàÿ ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ¿ è ¾ôîðìóëà òðàïåöèé¿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè α→ 0 â àïðèîðíûõ îöåíêàõ ïîãðåø-
íîñòåé (2.2), (2.4) è (2.7) ïðèáëèæ¼ííûõ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì (2.1), (2.3) è (2.6)
ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ôîðìóë.
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3. Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè è ñõîäèìîñòü

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûé ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.9), îñíî-
âàííûé íà çàìåíå âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ êâàäðàòóðíûìè ôîð-
ìóëàìè, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïóñòü íà êîíå÷íîì îòðåç-
êå [0, T ] èìååòñÿ ðàçáèåíèå ti = ih ( i = 0, 1, . . . , n ) ñ øàãîì h = T

n
. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèé u(t) è F (t) â óçëîâûõ òî÷êàõ t = ti îáîçíà÷èì çà ui è Fi ñîîòâåòñòâåííî,
ïðèáëèæ¼ííûå çíà÷åíèå ôóíêöèè u(t) çà ũi . Ïîëîæèì t = ti â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè
(1.9), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ñèñòåìó ðàâåíñòâ

u0 = F0, (3.1)

ui + pI1−α0ti
u+ qI2−β0ti

u = Fi (i = 0, 1, . . . , n). (3.2)

Âîñïîëüçóåìñÿ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè â ñëåäóþùåì âèäå

Iα0tiu = hα
i∑

k=0

c
(α)
ik uk +R

(α)
i (h), (3.3)

ãäå c
(α)
ik � êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ äðîáíîãî èíòåãðàëà ïîðÿäêà α â

òî÷êå t = ti íå çàâèñÿùèå îò h , R
(α)
i (h) � ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ äðîá-

íîãî èíòåãðàëà ïîðÿäêà α â òî÷êå t = ti . Êàê âèäíî, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (3.3) ÿâëÿþòñÿ
ôîðìóëû (2.1) è (2.5). Çàìåíèì â êàæäîì ðàâåíñòâå (3.2) äðîáíûå èíòåãðàëû êâàäðàòóð-
íûìè ôîðìóëàìè (3.3), ïðè ýòîì âûðàçèâ ui â ÿâíîì âèäå

ui =

Fi − ph1−α
i−1∑
k=0

c
(1−α)
ik uk − pR(1−α)

i (h)− qh2−β
i−1∑
k=0

c
(2−β)
ik uk − qR(2−β)

i (h)

1 + ph1−αc
(1−α)
ii + qh2−βc

(2−β)
ii

(i = 1, . . . , n),

(3.4)
ãäå u0 îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.1). ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìî òðåáîâàòü â (3.4) âûïîëíåíèå ñëåäó-
þùåãî óñëîâèÿ

1 + ph1−αc
(1−α)
ii + qh2−βc

(2−β)
ii ̸= 0.

Äëÿ ìàëûõ h ýòî îçíà÷àåò, ÷òî∣∣∣−ph1−αc(1−α)ii − qh2−βc(2−β)ii

∣∣∣ < 1,

èëè ∣∣∣ph1−αc1−αii + qh2−βc2−βii

∣∣∣ ≤ Ch < 1.

Â âèäó òîãî, ÷òî òî÷íî ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî òîëüêî çíà÷åíèå u0 , (3.4) ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå

ui =
1

1 + ph1−αc
(1−α)
ii + qh2−βc

(2−β)
ii

[
Fi − ph1−α

i−1∑
k=0

c
(1−α)
ik ũk − pR(1−α)

i (h)−

−ph1−α
i−1∑
k=1

c
(1−α)
ik Rk − qh2−β

i−1∑
k=0

c
(2−β)
ik ũk − qh2−β

i−1∑
k=1

c
(2−β)
ik Rk − qR(2−β)

i (h)

]
,
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ãäå Rk � ïîëíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ u(t) â òî÷êå t = tk . Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç i ðàâåíñòâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå t = ti

ũj =

Fj − ph1−α
j−1∑
k=0

c
(1−α)
jk ũk − qh2−β

j−1∑
k=0

c
(2−β)
jk ũk

1 + ph1−αc
(1−α)
jj + qh2−βc

(2−β)
jj

, (j = 1, 2, . . . , i) (3.5)

à òàêæå ñèñòåìó ðàâåíñòâ äëÿ ïîãðåøíîñòåé

R1 =
−pR(1−α)

1 (h)− qR(2−β)
1 (h)

1 + ph1−αc
(1−α)
11 + qh2−βc

(2−β)
11

,

Rj =

−h1−α
j−1∑
k=1

[
pc

(1−α)
jk + qh1+α−βc

(2−β)
jk

]
Rk − pR(1−α)

j (h)− qR(2−β)
j (h)

1 + ph1−αc
(1−α)
jj + qh2−βc

(2−β)
jj

(j = 2, 3, . . . , i).

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ñ îáåèõ ñòîðîí, ñ ó÷¼òîì ìàëîñòè h è ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé

max
j,k
j ̸=k

{∣∣∣c(1−α)jk

∣∣∣ , ∣∣∣c(2−β)jk

∣∣∣} = Cmax, min
j,k
j ̸=k

{∣∣∣c(1−α)jk

∣∣∣ , ∣∣∣c(2−β)jk

∣∣∣} = Cmin,

max
k=1,2,...,i

{∣∣∣R(1−α)
k (h)

∣∣∣ , ∣∣∣R(2−β)
k (h)

∣∣∣} = hsRmax, min
k=1,2,...,i

{∣∣∣R(1−α)
k (h)

∣∣∣ , ∣∣∣R(2−β)
k (h)

∣∣∣} = hsRmin,

ãäå s � ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (äëÿ àíàëîãà ôîðìóëû ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ s = 1 , òðàïåöèé s = 2 ). Ïðè÷¼ì áóäåì áðàòü Cmin > 0 , ÷åìó âïîëíå óäî-
âëåòâîðÿþò èñïîëüçóåìûå íàìè ôîðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (2.1), (2.3) è (2.5).
À òàêæå Rmin > 0 � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå áóäåì áðàòü ¾ïðîñòûõ¿ ðåøåíèé: u(t) = c
èëè u(t) = kt+ c , ãäå k è c � êîíñòàíòû. Òåïåðü çàïèøåì ñèñòåìó äâîéíûõ íåðàâåíñòâ
äëÿ ïîãðåøíîñòåé

(|p|+ |q|)hsRmin ≤ |R1| ≤
(|p|+ |q|)hsRmax

1− Ch
;

h1−αCmin|p|
j−1∑
k=1

|Rk|+(|p|+ |q|)hsRmin ≤ |Rj| ≤
h1−αCmax (|p|+ |q|)

j−1∑
k=1

|Rk|+ (|p|+ |q|)hsRmax

1− Ch
(j = 2, 3, . . . , i).

ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ê òî÷íîìó ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ïðåäåëà

lim
h→0

h1−αCmin|p|
j−1∑
k=1

|Rk|+ (|p|+ |q|)hsRmin = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð âåëè÷èí

R1 = (|p|+ |q|)hsRmin,

Rj = h1−αCmin|p|
j−1∑
k=1

Rk + (|p|+ |q|)hsRmin, (j = 2, 3, . . . , i)
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êîòîðûå ìèíîðèðóþò ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé, ò.å. Rj ≤ |Rj| . Ëåãêî âèäåòü,
÷òî êàæäîå Rj ( j = 2, 3, . . . , i ) ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç R1 ïî ôîðìóëå

Rj = R1

(
1 + h1−αCmin|p|

)j−1
,

èëè
Rj = (|p|+ |q|)hsRmin

(
1 + h1−αCmin|p|

)j−1
.

Íàéä¼ì ïðåäåë îò ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ó÷èòûâàÿ, ÷òî j = t
h

lim
h→0

Rj = lim
h→0

(|p|+ |q|)hsRmin

(
1 + h1−αCmin|p|

) t
h
−1

=

= (|p|+ |q|)Rmin lim
h→0

hs

1 + h1−αCmin|p|
(
1 + h1−αCmin|p|

) t
h =

= (|p|+ |q|)Rmin lim
h→0

hs

1 + h1−αCmin|p|

[(
1 + h1−αCmin|p|

) 1
h1−αCmin|p|

] th1−αCmin|p|
h

=

= (|p|+ |q|)Rmin lim
h→0

hse
tCmin|p|

hα

1 + h1−αCmin|p|
=∞.

Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (3.5) ðàñõîäèòñÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ñõîäÿùåãîñÿ ê òî÷íîìó ñäåëàåì ñëåäóþùóþ
çàìåíó ïåðåìåííûõ

v(t) = u(t) + pI1−α0t u. (3.6)

Âûðàçèì u ÷åðåç v , äëÿ ÷åãî ðåøèì óðàâíåíèå (3.6). Â ðåçóëüòàòå èìååì

u(t) = v(t)− pE1−α,1−α
0t;−p v. (3.7)

Ïîäñòàâèì (3.7) â (1.9)

v(t) + qI2−β0t

{
v(t)− pE1−α,1−α

0t;−p v
}
= F (t),

è ïðåîáðàçóåì, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ (1.2) è (1.10) [8],

v(t) + qI2−β0t v − pqE3−α−β,1−α
0t;−p v = F (t). (3.8)

Îáîçíà÷àÿ òî÷íîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.8) v(t) â òî÷êàõ t = ti çà vi , à
ïðèáëèæ¼ííîå çà ṽi íà ðàçáèåíèè ti = ih îòðåçêà [0, T ] èìååì ñèñòåìó ðàâåíñòâ

v0 = F0, (3.9)

vi + pI2−β0ti
v − pqE3−α−β,1−α

0ti;−p v = Fi (i = 1, 2, . . . , n). (3.10)

Äëÿ äðîáíîãî èíòåãðàëà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (3.3), à äëÿ îïåðàòîðà Eα,σ
0t;λ �

Eα,σ
0ti;λ

u = hα
i∑

k=0

c
(α,σ)
ik uk +R

(α,σ)
i (h), (3.11)

ãäå c
(α,σ)
ik � êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðà (1.10) ñ âåðõíèìè ïàðà-

ìåòðàìè α è σ â òî÷êå t = ti íå çàâèñÿùèå îò h , R
(α,σ)
i (h) � ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæ¼ííîãî

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ . . . 131

âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà ñ âåðõíèìè ïàðàìåòðàìè α è σ â òî÷êå t = ti . Çàìåíèì â êàæäîì
ðàâåíñòâå (3.10) èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè (3.3) è (3.11), ïðè
ýòîì âûðàçèâ vi â ÿâíîì âèäå

vi =

Fi − ph2−β
i−1∑
k=0

c
(2−β)
ik vk − pR(2−β)

i (h) + qh3−α−β
i−1∑
k=0

c
(3−α−β,1−α)
ik vk + qR

(3−α−β,1−α)
i (h)

1 + ph2−βc
(2−β)
ii − pqh3−α−βc(3−α−β,1−α)ii

(i = 1, 2, . . . , n), (3.12)

ãäå v0 îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.9). Äëÿ (3.12) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

1 + ph2−βc
(2−β)
ii − pqh3−α−βc(3−α−β,1−α)ii ̸= 0.

Äëÿ ìàëûõ h ýòî îçíà÷àåò, ÷òî∣∣∣ph2−βc(2−β)ii − pqh3−α−βc(3−α−β,1−α)ii

∣∣∣ < 1,

èëè ∣∣∣ph2−βc(2−β)ii − pqh3−α−βc(3−α−β,1−α)ii

∣∣∣ ≤ Ch < 1. (3.13)

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè vi ïî ôîðìóëå (3.12) èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæ¼ííûå
çíà÷åíèÿ, ôîðìóëà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

vi =
1

1 + ph2−βc
(2−β)
ii − pqh3−α−βc(3−α−β,1−α)ii

[
Fi − ph2−β

i−1∑
k=0

c
(2−β)
ik ṽk − ph2−β

i−1∑
k=0

Rk−

−pR(2−β)
i (h) + pqh3−α−β

i−1∑
k=0

c
(3−α−β,1−α)
ik ṽk + pqh3−α−β

i−1∑
k=0

Rk + pqR
(3−α−β,1−α)
i (h)

]
,

ãäå Rk � ïîëíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ v(t) â òî÷êå t = tk . Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç i ðàâåíñòâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå t = ti

ṽj =

Fj − ph2−β
j−1∑
k=0

cjk
(2−β)ṽk + pqh3−α−β

j−1∑
k=0

cjk
(3−α−β,1−α)ṽk

1 + ph2−βc
(2−β)
jj − pqh3−α−βc(3−α−β,1−α)jj

, (j = 1, 2, . . . , i) (3.14)

à òàêæå ñèñòåìó ðàâåíñòâ äëÿ ïîãðåøíîñòåé

R1 =
−pR(2−β)

1 (h) + pqR
(3−α−β,1−α)
1 (h)

1 + ph2−βc
(2−β)
11 − pqh3−α−βc(3−α−β,1−α)11

,

Rj =
1

1 + ph2−βc
(2−β)
jj − pqh3−α−βc(3−α−β,1−α)jj

{
pqR

(3−α−β,1−α)
j (h)− pR(2−β)

j (h)−

−h2−βp
j−1∑
k=1

[
c
(2−β)
jk − qh1−αc(3−α−β,1−α)jk

]
Rk

}
. (j = 2, 3, . . . , i)

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà, ñ ó÷¼òîì ìàëîñòè h è ñëåäóþùèõ óñëîâèé

max
j,k
j ̸=k

{∣∣∣c(2−β)jk

∣∣∣ , ∣∣∣c(3−α−β,1−α)jk

∣∣∣} = C,
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max
k=1,2,...,i

{∣∣∣R(2−β)
k (h)

∣∣∣ , ∣∣∣R(3−α−β,1−α)
k (h)

∣∣∣} = hsR,

ãäå s � ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òåïåðü çàïèøåì ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ äëÿ ïîãðåøíîñòåé

|R1| ≤
(1 + |q|)|p|hsR

1− Ch
,

|Rj| ≤
h2−βC|p|(1 + |q|)

j−1∑
k=1

|Rk|+ (1 + |q|)|p|hsR

1− Ch
(j = 2, 3, . . . , i).

Ðàññìîòðèì íàáîð âåëè÷èí

R1 =
(1 + |q|)|p|hsR

1− Ch
,

Rj =

h2−βC|p|(1 + |q|)
j−1∑
k=1

|Rk|+ (1 + |q|)|p|hsR

1− Ch
(j = 2, 3, . . . , i),

äëÿ êîòîðûõ, êàê âèäíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |Rj| ≤ Rj . ßñíî, ÷òî êàæäîå Rj ( j =
2, 3, . . . , i ) ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç R1 ïî ôîðìóëå

Rj = R1h
s

(
1 +

C|p|(1 + |q|)
1− Ch

h2−β
)j−1

èëè

Rj =
(1 + |q|)|p|R

1− Ch
hs
(
1 +

C|p|(1 + |q|)
1− Ch

h2−β
)j−1

. (3.15)

Ïðè óñòðåìëåíèè h ê íóëþ â (3.15), ñ ó÷¼òîì j = t
h
, èìååì

lim
h→0

Rj = lim
h→0

(1 + |q|)|p|R
1− Ch

hs
(
1 +

C|p|(1 + |q|)
1− Ch

h2−β
) t

h
−1

=

=
(1 + |q|)|p|R

1− Ch
lim
h→0

hse
C|p|(1+|q|)

1−Ch
h1−β

1 + C|p|(1+|q|)
1−Ch

h2−β
= 0.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàññóæäåíèé ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.13) ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå (3.14)
ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.8), à àïðèîðíàÿ îöåíêà ïî-
ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå t = ti èìååò âèä

|vi − ṽi| ≤
(1 + |q|)|p|R

1− Ch
hs
(
1 +

C|p|(1 + |q|)
1− Ch

h2−β
)i−1

.

Ïîñëå òîãî êàê íàéäåíî ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.8), èñêîìîå ðåøåíèå
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.9) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.7), ñ èñïîëüçîâàíèåì ëþáîé èç
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ îáîáùåíèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ (1.10),
íàïðèìåð (2.8) èëè (2.10).
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Numerical method of Solution Initial problems for Second

Order Di�erential Equations with Riemann�Liouville

fractional derivates

c⃝ N. S. Yashagin2

Abstract. The numerical integration formulas for some integral operators with Abel kernel are
obtained. The prior estimate for this formulas are presented. The iteration procedure for solving
initial problem for second order di�erential equations with Riemann�Liouville fractional derivates
are developed. Convergence are proved for this iteration procedure.

Key Words: di�erential equations with Riemann�Liouville fractional derivates, Volterra integral
equation of the Second Kind, method of quadratures.
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 517.9

Òåìïîðàëüíàÿ îðíãàíèçàöèÿ äàííûõ è ìåòàäàííûõ äëÿ

êîëëåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ äàííûìè

c⃝ Ñ. Í. Ëèçèí1

Àííîòàöèÿ. Ïðîèçâîäèòåëè ÑÓÁÄ è êîðïîðàòèâíûõ ïëàòôîðì àêòèâíî ñîðåâíóþòñÿ â ðàç-
ðàáîòêå íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ñâîèõ ïðîäóêòîâ. Îäíàêî ìíîãèå ïðîáëåìû,
òàêèå êàê ñîâìåñòíàÿ îáðàáîòêà äàííûõ èëè óïðàâëåíèå èõ æèçíåííûì öèêëîì, ìîãóò áûòü
ðåøåíû ïðîùå è ýôôåêòèâíåå ïîñðåäñòâîì òåõíîëîãèé óïðàâëåíèÿ äàííûìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Áàçû äàííûõ, äàííûå, òåìïîðàëüíûå, òðàíçàêöèîííûå, ÑÓÁÄ, èíôîð-
ìàöèîííûå ñèñòåìû.

1. Ââåäåíèå

Âîçðàñòàþùèå îáúåìû èíôîðìàöèè òðåáóþò èçìåíåíèÿ áèçíåñ-ïðîöåññîâ ïðåä-
ïðèÿòèé è îðãàíèçàöèé. Íà ñìåíó òðàäèöèîííîìó áóìàæíî-îðèåíòèðîâàííîìó âçàèìî-
äåéñòâèþ, ãäå èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû ëèøü îáðàáàòûâàþò ñâåäåíèÿ èç áóìàæíûõ
äîêóìåíòîâ-ïåðâîèñòî÷íèêîâ, ïðèõîäÿò ýëåêòðîííî-îðèåíòèðîâàííûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ
ïåðâîèñòî÷íèêîì ÿâëÿþòñÿ îïåðàöèè, ñîâåðøàåìûå ïîëüçîâàòåëÿìè â èíôîðìàöèîííîé
ñèñòåìå.

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ êîðïîðàòèâíûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì �- ýòî ìíîãîïîëü-
çîâàòåëüñêèå àâòîìàòèçèðîâàííûå èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íà îñíîâå ðåëÿöèîííûõ áàç
äàííûõ. Êîëëåêòèâíàÿ îáðàáîòêà äàííûõ â òàêèõ ñèñòåìàõ ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå êîí-
ôëèêòîâ äîñòóïà ê äàííûì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãëóáîêî ðàçâèòî íàó÷íîå íàïðàâëåíèå
óïðàâëåíèÿ êîíêóðåíòíûì äîñòóïîì ê äàííûì (on-line transactions processing, OLTP), èçó-
÷àþùåå îáåñïå÷åíèå ñîãëàñîâàííîñòè äàííûõ ïðè èõ ïàðàëëåëüíîé îáðàáîòêå.

Ïóñòü I � èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà, çàäà÷åé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæàíèå â åå áà-
çå äàííûõ Z ñâåäåíèé îá îá îáúåêòàõ ìíîæåñòâà X . Ñîñòîÿíèå ìíîæåñòâ X è Z â
ìîìåíò âðåìåíè t áóäåì îáîçíà÷àòü X(t) è Z(t) ñîîòâåòñòâåííî. Óïðàâëåíèå êîíêóðåíò-
íûì äîñòóïîì ïðåäïîëàãàåò íåäîïóùåíèå ñèòóàöèé, ïðè êîòîðûõ îäíà òðàíçàêöèÿ ÷èòàåò
äàííûå, èçìåíÿåìûå äðóãîé òðàíçàêöèåé äî åå çàâåðøåíèÿ. Ïîëîæèì r �� íåêîòîðàÿ
òðàíçàêöèÿ, Wr(t) �� íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî áàçû äàííûõ Z(t) , íà îñíîâàíèè ñîäåðæà-
íèÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ òðàíçàêöèÿ r . Ïóñòü òàêæå tr �� âðåìÿ ÷òåíèÿ òðàíçàêöèåé
r äàííûõ ìíîæåñòâà Wr(t) , à tt �� âðåìÿ çàïèñè ðåçóëüòàòà òðàíçàêöèè r . Òîãäà, åñ-
ëè Wr(tr) = Wr(tt) , òî ðåçóëüòàò òðàíçàêöèè r ôèêñèðóåòñÿ âî ìíîæåñòâå Z(t) . Åñëè
æå Wr(tr) ̸= Wr(tt) , òî ðåçóëüòàò òðàíçàêöèè r îòêàòûâàåòñÿ. Òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ
ñåðèàëèçàöèåé òðàíçàêöèé.

Îäíàêî â êëèåíò-ñåðâåðíûõ ñèñòåìàõ ÷òåíèå è çàïèñü îáû÷íî ïðîèçâîäÿòñÿ â ðàçíûõ
õðàíèëèùàõ: ÷òåíèå èç ëîêàëüíîãî êýøà, à çàïèñü �� â ÑÓÁÄ. Â ðåçóëüòàòå ïîäìíîæå-
ñòâî Wr íå âñåãäà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûäåëåíî. Äàííàÿ ïðîáëåìà ìîæåò

1Äîöåíò, ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ì.Å. Åâñåâüåâà¿,
ã. Ñàðàíñê; sergey.lizin@gmail.com.
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áûòü ðåøåíà ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ïîëíûõ òðàíçàêöèé, òî åñòü òðàççàêöèé, â ñî-
ñòàâ îïåðàöèé êîòîðûõ îïåðàöèé âõîäèò ïðîâåðêà íåèçìåííîñòè ìíîæåñòâà Wr . Îäíàêî
äàëåêî íå âñå âûïîëíÿåìûå îïåðàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëíûå òðàíçàêöèè. Çà÷àñòóþ
ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè ïðîñòî íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷òåíèé è
çàïèñåé ïîëüçîâàòåëåì äàííûõ, ñîñòàâëÿþùèõ àòîìàðíóþ òðàíçàêöèþ. Â ðåçóëüòàòå åå
íåâîçìîæíî îòêàòèòü ïðè èçìåíåíèè äàííûõ ÷òåíèÿ.

Àëüòåðíàòèâîé îáåñïå÷åíèþ ãàðàíòèðîâàííîé ñîãëàñîâàííîñòè äàííûõ çà ñ÷åò ñåðè-
àëèçàöèè òðàíçàêöèé ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå âîçìîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ äàííûõ ÷òåíèÿ
äëÿ êàæäîé òðàíçàêöèè (ïðè÷åì â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ òðåáóåòñÿ âîññòàíîâëåíèå
äàííûõ ëîêàëüíîãî êýøà/ðåïëèêè) ñ ñîõðàíåíèåì ñâåäåíèé îá àâòîðñòâå èçìåíåíèé. Áàçû
äàííûõ, îáåñïå÷èâàþùèå âåðñèîííîñòü äàííûõ, êàê â ðàçðåçå äåéñòâèòåëüíîãî, òàê è òðàí-
çàêöèîííîãî âðåìåíè, íàçûâàþòñÿ áèòåìïîðàëüíûìè. Îäíàêî ðàçðàáîòàííûå òåõíîëîãèè
èñïîëüçîâàíèÿ òåìïîðàëüíîé îðãàíèçàöèè äàííûõ äëÿ öåëåé óïðàâëåíèÿ êîëëåêòèâíûì
äîñòóïîì ê äàííûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóþò.

Óïðàâëåíèå êîëëåêòèâíûì äîñòóïîì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ îòñëåæèâàíèåì àâòîðñòâà èç-
ìåíåíèé. Ýëåêòðîííî-îðèåíòèðîâàííûå èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû òðåáóþò îáåñïå÷åíèÿ
þðèäè÷åñêîé çíà÷èìîñòè èíôîðìàöèè ñ ðàçãðàíè÷åíèåì îòâåòñòâåííîñòè ìåæäó ïîëüçî-
âàòåëÿìè çà âíåñåííûå èçìåíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñîõðàíåíèå äîêàçàòåëüñòâ àâòîð-
ñòâà èçìåíåíèé, êîòîðîå îáû÷íî ðåàëèçóåòñÿ ñðåäñòâàìè ýëåêòðîííîé öèôðîâîé ïîäïèñè.

Òàêæå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîò ôàêò, ÷òî íå âñå èçìåíåíèÿ â áàçó äàííûõ ìîãóò âíî-
ñèòüñÿ ïî ðåøåíèþ îäíîãî ïîëüçîâàòåëÿ. Çà÷àñòóþ íåîáõîäèìî ñîãëàñîâàíèå èçìåíåíèé
íåñêîëüêèìè ïîëüçîâàòåëÿìè. Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïîñðåäñòâîì âçà-
èìîäåéñòâèÿ âíå áàçû äàííûõ ïîñðåäñòâîì îáìåíà ñîîáùåíèÿìè. Íåäîñòàòêîì äàííîãî
ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äàííûõ ÷òåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, áîëåå
öåëåñîîáðàçíî èíôîðìàöèþ î ñîãëàñîâàíèè èçìåíåíèé òàêæå ñîõðàíÿòü â áàçå äàííûõ.

Îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ çàñëóæèâàþò ñëó÷àè, êîãäà îáðàáîòêà äàííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ
íå â îäíîé, à â íåñêîëüêèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ. Ïðè ýòîì äàëåêî íå âñåãäà êîë-
ëåêòèâíîå óïðàâëåíèå ñîâìåñòíûìè äàííûìè íåñêîëüêèìè èíôîðìàöèîííûìè ñèñòåìàìè
ïðåäïîëàãàåò îáðàáîòêó åäèíîé ðàñïðåäåëåííîé áàçû äàííûõ. Êîëè÷åñòâåííûé ñîñòàâ ýëå-
ìåíòîâ, ïîäëåæàùèõ îáðàáîòêå â êàæäîé èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìå, ìîæåò çíà÷èòåëüíî
ðàçëè÷àòüñÿ, à îáðàáîòêà òðåáîâàòüñÿ òîëüêî â îòíîøåíèè ñîâìåñòíûõ ýëåìåíòîâ. Êðîìå
òîãî, îäíè è òå æå ñóùíîñòè â ðàçíûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ, ïðè÷åì çàäà÷à ñèíõðîíèçàöèè íå ñòàâèòñÿ. Â îòíîøåíèè òàêèõ ýëå-
ìåíòîâ, êàê ïðàâèëî, òðåáóåòñÿ ëèøü ïîääåðæàíèå èíôîðìàöèè î ñâÿçÿõ ìåæäó ñóùíîñòÿ-
ìè. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü íå òîëüêî òàêèõ ñîáûòèé êàê ïîÿâëåíèå
èëè èñ÷åçíîâåíèå (ïðåêðàùåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ) ñóùíîñòåé, íî è èõ îáúåäèíåíèå, ïðèñî-
åäèíåíèå, ðàçäåëåíèå è ò. ï., ÷òî òðåáóåò ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ îïåðàöèé
íàä ñóùíîñòÿìè.

Ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì äëÿ ðåøåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èçìåí÷è-
âîñòü íå òîëüêî ñàìèõ äàííûõ, íî è èñïîëüçóåìûõ ñòðóêòóð äàííûõ (ìåòàäàííûõ). Èç-
ìåíåíèå ñòðóêòóðû òàáëèö � äîáàâëåíèå è óäàëåíèå, îáúåäèíåíèå è ðàçäåëåíèå ñòîëáöîâ
� ïðèâîäÿò ê íàðóøåíèþ öåëîñòíîñòè ýëåêòðîííîé öèôðîâîé ïîäïèñè, òàê êàê ïî ñó-
òè èñõîäíûå äàííûå òåðÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â îòíîøåíèè ìåòàäàííûõ òàêæå äîëæíà
îáåñïå÷èâàòüñÿ òåìïîðàëüíîñòü, ïðè÷åì äàííûå êàæäîãî ïåðèîäà äîëæíû áûòü äîñòóïíû
â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðå. Ïðè âçàèìîäåéñòâèè èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ñëîæíîñòü
ïðåäñòàâëÿåò àñèíõðîííîñòü èñïîëüçóåìûõ ìåòàäàííûõ, à òàêæå èõ èçìåíåíèå ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, â äîïîëíåíèå ê ïîääåðæàíèþ ñâÿçåé ìåæäó ñóùíîñòÿìè, òðå-
áóåòñÿ ïîääåðæàíèå ñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàìè ìåòàäàííûõ � êëàññàìè (òàáëèöàìè) è
àòðèáóòàìè.
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2. Íàðóøåíèå èñòèííîñòè ñîåäèíåíèé ïðåäèêàòîâ

Ïóñòü C �� ìíîæåñòâî êëàññîâ áàçû äàííûõ Z . Êàæäîìó êëàññó c ∈ C âçàèìíîîä-
íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ðåëÿöèîííîå îòíîøåíèå Rc . Ìíîæåñòâî âñåõ ðåëÿöè-
îííûõ îòíîøåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü R . Ñõåìîé îòíîøåíèÿ Rc áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ Ac :

Ac = {ai1 , ai2 , . . . , ainc
}.

Ìíîæåñòâî âñåõ àòðèáóòîâ áàçû äàííûõ Z áóäåì îáîçíà÷àòü A :

A =
∪
c∈C

Ac.

Ïóñòü D �� ìíîæåñòâî äîìåíîâ, èñïîëüçóåìûõ â áàçå äàííûõ Z . Êàæäîìó àòðèáóòó
a ∈ A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé äîìåí Di ∈ D , ïðè÷åì îäèí è òîò æå äî-
ìåí ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêèì ðàçëè÷íûì àòðèáóòàì. Äîìåí àòðèáóòà a áóäåì
îáîçíà÷àòü dom(a) . Îáúåäèíåíèå äîìåíîâ àòðèáóòîâ êëàññà c îáîçíà÷èì dom(Ac) :

dom(ai1) ∪ dom(ai2) ∪ . . . ∪ dom(ainc
) =

∪
ai∈Ac

dom(ai) = dom(Ac).

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äîìåíîâ àòðèáóòîâ êëàññà c îáîçíà÷èì
∏

dom(Ac) :

dom(ai1)× dom(ai2)× . . .× dom(ainc
) =

∏
ai∈Ac

dom(ai) =
∏

dom(Ac).

Ðåëÿöèîííàÿ ìîäåëü äàííûõ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êàæäàÿ áàçà äàííûõ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñòðóêòóðèðîâàííîå ìíîæåñòâî èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé. Âûñêàçûâàíèÿ ñãðóïïèðîâà-
íû â îòíîøåíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ çàäàåòñÿ íåêîòîðûì ïðåäèêàòîì. Êàæäîìó êëàññó
c ∈ C ñîïîñòàâèì nc �ìåñòíûé ïðåäèêàò Pc :

Pc(v1, v2, . . . , vnc),

ãäå vi ∈ dom(ai) , ai ∈ Ac . Êîðòåæ r = ⟨v1, v2, . . . , vnc⟩ ïðèíàäëåæèò îòíîøåíèþ Rc òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäèêàò Pc(v1, v2, . . . , vnc) ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì. Äðóãèìè ñëîâàìè,
êîðòåæè îòíîøåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðè ïîäñòàíîâ-
êå â ïðåäèêàò ïðåâðàùàþò åãî â èñòèííîå âûñêàçûâàíèå. Ñîîòâåòñòâåííî, îòíîøåíèå Rc

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé:

Rc = {⟨v1, v2, . . . , vnc⟩ ∈
∏

dom(Ac) | Pc(v1, v2, . . . , vnc) = 1}.

Àðõèòåêòóðà ñîâðåìåííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ áàçàìè äàííûõ (ÑÓÁÄ) è îáùèé ïîäõîä
ê óïðàâëåíèþ äàííûìè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ èñòîðè÷åñêèìè ïðè÷èíà-
ìè. Ñóùåñòâîâàâøèå âî âðåìåíà ïîÿâëåíèÿ ïåðâûõ ÑÓÁÄ êîìïüþòåðû èìåëè íåáîëüøóþ
ïàìÿòü, îáåñïå÷èâàëè îòíîñèòåëüíî íèçêóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è èñïîëüçîâàëèñü â îñ-
íîâíîì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ðàñ÷åòîâ. Â ýòèõ óñëîâèÿ î÷åâèäíûì ñïîñîáîì
ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ÑÓÁÄ âîñïðèíèìàëàñü âîçìîæíîñòü ñëåäóþùèõ äîïóùåíèé:

� ñîåäèíåíèå â îäíîé òàáëèöå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ äàííûõ;

� õðàíåíèå â áàçå äàííûõ òîëüêî àêòóàëüíûõ â äàííûé ìîìåíò ñâåäåíèé.
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Ñîåäèíåíèå â îäíîé òàáëèöå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ äàííûõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â
êàæäîé îòäåëüíî âçÿòîé òàáëèöå õðàíÿòñÿ çíà÷åíèÿ ñîåäèíåííîãî ïðåäèêàòà. Íàïðèìåð,
ïóñòü P1(v1, v2) è P2(v1, v3) �� äâà ïðåäèêàòà. Äëÿ õðàíåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, íà êî-
òîðûõ äàííûå ïðåäèêàòû ïðåâðàùàþòñÿ èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äâå òàáëèöû � äëÿ êàæäîãî ïðåäèêàòà, ëèáî îäíà òàáëèöà äëÿ ñîåäèíåííîãî ïî ïàðàìåòðó
v1 ïðåäèêàòà: P1 ◃▹ P2(v1, v2, v3) .

Âòîðîé ñïîñîá ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ìåñòî, íåîáõîäèìîå äëÿ õðàíåíèÿ çíà÷åíèé, à òàê-
æå ïîâûñèòü ñêîðîñòü îáðàáîòêè äàííûõ çà ñ÷åò îòñóòñòâèÿ íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèé ñîåäèíåíèÿ ïðè âûáîðêå äàííûõ. Â òî æå âðåìÿ, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ
v′1 èçâåñòíî çíà÷åíèå v

′
2 , ïðè êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì ïðåäèêàò P1(v1, v2) , íî ïðè ýòîì

íå èçâåñòíî çíà÷åíèå v′3 ïðè êîòîðîì P1(v
′
1, v
′
3) = 1 , òî äàííàÿ èíôîðìàöèÿ íå ìîæåò áûòü

êîððåêòíî îòðàæåíà â áàçå äàííûõ, ïîñêîëüêó ñîåäèíåíèå ïðåäèêàòîâ P1 ◃▹ P2(v
′
1, v
′
2, ?) ,

ãäå ? � íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå, î÷åâèäíî, íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ èñòèííûì âûñêàçûâàíèåì.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå ÷àñòûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé ïðî-
áëåìû îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè íåîïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé (NULL) íà îñíîâå òðåõçíà÷íîé
ëîãèêè. Äàííûé ïîäõîä ïîäâåðãàåòñÿ øèðîêîé êðèòèêå òàê êàê íàðóøàåò ðåëÿöèîííóþ
ìîäåëü [1].

Âòîðîå äîïóùåíèå �� õðàíåíèå â áàçå äàííûõ òîëüêî àêòóàëüíûõ çíà÷åíèé �� íå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñëîæíîñòè â óñëîâèÿõ, êîãäà áàçû äàííûõ èñïîëüçóþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ
ïðîâåäåíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ðàñ÷åòîâ. Îäíàêî â ñîâðåìåííûõ àâòîìàòèçèðîâàííûõ èí-
ôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ ÑÓÁÄ èñïîëüçóþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ öåëåé äëèòåëüíîãî
õðàíåíèÿ äàííûõ. Îñîáåííî ýòî âàæíî â ýëåêòðîííî-îðèåíòèðîâàííûõ ñèñòåìàõ. Â ÷àñò-
íîñòè, ñîâðåìåííîå çàêîíîäàòåëüñòâî òðåáóåò õðàíåíèÿ ôèíàíñîâîé èíôîðìàöèè íå ìåíåå
3-5 ëåò.

Ïóñòü P1(v1, v2) è P2(v2, v3) �� äâà ïðåäèêàòà. Òàêæå ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t′ äàí-
íûå ïðåäèêàòû èñòèííû íà çíà÷åíèÿõ v′1, v

′
2, v
′
3 :

P1

(
v′1(t

′), v′2(t
′)
)
= 1, P2

(
v′2(t

′), v′3(t
′)
)
= 1.

Òîãäà â ìîìåíò âðåìåíè t′ íà äàííûõ çíà÷åíèÿõ èñòèííûì òàêæå áóäåò âûñêàçûâàíèå íà
îñíîâå ñîåäèíåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïî v1 :

P1 ◃▹ P2

(
v′1(t

′), v′2(t
′), v′3(t

′)
)
= 1.

Ïîëîæèì â ìîìåíò âðåìåíè t′′ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà v′3 èçìåíåíû: v′3(t
′′) ̸= v′3(t

′) .
Îñòàëüíûå æå ïàðàìåòðû îñòàëèñü ïðåæíèìè: v′1(t

′′) = v′1(t
′) , v′2(t

′′) = v′2(t
′) . Ïðè ýòîì

ñîõðàíÿåòñÿ èñòèííîñòü ïðåäèêàòîâ:

P1

(
v′1(t

′′), v′2(t
′′)
)
= 1, P2

(
v′2(t

′′), v′3(t
′′)
)
= 1.

Â òî æå âðåìÿ èñòèííîñòü ñîåäèíåíèÿ ïðåäèêàòîâ ìîæåò áûòü íàðóøåíà:

P1 ◃▹ P2

(
v′1(t

′′), v′2(t
′′), v′3(t

′′)
)
= 0.

3. Ðåøåíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ êîëëåêòèâíûì äîñòóïîì ê äàííûì

Â êëàññè÷åñêîé ðåëÿöèîííîé òåîðèè âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò ïîíÿòèå êëþ÷à îòíî-
øåíèÿ. Êëþ÷îì îòíîøåíèÿ Rc áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî Kc ⊂ Ac , äëÿ êîòîðîãî
ñëåäñòâèåì ïðåäèêàòà Pc ÿâëÿåòñÿ:

∀r1, r2 ∈ Rc :
(
r1(Ac) ̸= r2(Ac)

)
→
(
r1(Kc) ̸= r2(Kc)

)
.
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Êëþ÷ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé íàáîð àòðèáóòîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ óíèêàëüíî èäåí-
òèôèöèðóþò êîðòåæ. Ïðè ýòîì â îäíîì îòíîøåíèè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ïîòåíöèàëüíûõ
êëþ÷åé.

Îäíàêî òàêàÿ òðàêòîâêà êëþ÷à íå ëèøåíà íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, çàäà÷à èäåíòèôè-
êàöèè ñóùíîñòåé (êàê ìåæäó X è Z , òàê è ìåæäó Z1 è Z2 ) çà÷àñòóþ ãîðàçäî ñëîæíåå è
íå âñåãäà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïðîñòîìó ñðàâíåíèþ êëþ÷åâûõ àòðèáóòîâ: ÷àñòü èíôîð-
ìàöèè ìîæåò îòñóòñòâîâàòü, ëèáî æå íåñîâïàäåíèå êëþ÷åâûõ àòðèáóòîâ íå îáÿçàòåëüíî
ìîæåò îçíà÷àòü ðàçëè÷íîñòü ñóùíîñòåé. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì çäåñü ìîæåò ñëóæèòü
çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ëþäåé. Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî è äàòà ðîæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåäî-
ñòàòî÷íîé èíôîðìàöèåé äëÿ îäíîçíà÷íîé èäåíòèôèêàöèè, à èõ ðàçëè÷èå � íå îñíîâàíèåì
äëÿ òîãî, ÷òî ýòî ðàçíûå ëþäè. ×àñòü èíôîðìàöèè î ÷åëîâåêå ìîæåò áûòü íåèçâåñòíà. Âî-
âòîðûõ, êëþ÷åâûå àòðèáóòû ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Äëÿ ëþäåé ïðèìåðîì
ìîæåò ñëóæèòü ñìåíà ôàìèëèè (ðåæå èìåíè è îò÷åñòâà), ïàñïîðòà è ò. ï. Â-òðåòüèõ, èñ-
ïîëüçîâàíèå êëþ÷åé èç íåñêîëüêèõ àòðèáóòîâ óñëîæíÿåò èñïîëüçîâàíèå ññûëîê èç äðóãèõ
ñóùíîñòåé.

Êà÷åñòâî ðåëÿöèîííûõ ìîäåëåé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì âõîäÿùèõ â íèõ îòíîøå-
íèé (ïðåäèêàòîâ) êðèòåðèÿì íîðìàëüíûõ ôîðìàì [2]. Â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî óðîâ-
íÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî äîñòàòî÷íóþ íåçàâèñèìîñòü äàííûõ, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåòñÿ
íîðìàëüíàÿ ôîðìà Áîéñà-Êîääà. Äàííàÿ ôîðìà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äåòåðìèíàíòû âñåõ åå
ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè êëþ÷àìè. ×òî â ñâîþ î÷åðåäü
îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé êîðòåæ îòíîøåíèÿ îïèñûâàåò îäíó è òîëüêî îäíó ñóùíîñòü, âûäå-
ëåííóþ âî ìíîæåñòâå X .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïðîèçâåäåì íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå ðåëÿöèîííîé ìîäåëè. Ìíîæåñòâî
âñåõ ñóùíîñòåé â áàçå äàííûõ Z îáîçíà÷èì E . Ìíîæåñòâî ñóùíîñòåé êëàññà c ∈ C
áóäåì îáîçíà÷àòü Ec , ïðè÷åì: ∪

c∈C

Ec = E.

Òîò ôàêò, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò x ∈ X â áàçå äàííûõ Z èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñóùíîñòüþ
e ∈ E , áóäåì îáîçíà÷àòü: id(x) = e .

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ ââåäåì íîâîå îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ Rc :

Rc =
{
⟨e, va1 , . . . , vanc

⟩ ∈ Ec ×
∏

dom(Ac) | Pc(e, va1 , . . . , vanc

}
.

Ïðåäèêàò Pc â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííî:

Pc(e, va1 , . . . , vanc
)
def
= ∃x ∈ X : (id(x) = e) ∧ (x(a1) = va1) ∧ . . . ∧ (x(anc) = vanc

).

Îáðàáàòûâàåìûå ñóùíîñòè è äàííûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå áîëüøèå êàòåãîðèè: òðàí-
çàêöèîííûå è íåòðàíçàêöèîííûå. Òðàíçàêöèîííûå ñóùíîñòè � ñóùíîñòè âî ìíîæåñòâå
X , êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî (òî÷å÷-
íîãî) ìîìåíòà âðåìåíè, âñå åå õàðàêòåðèñòèêè òàêæå îòíîñÿòñÿ ê äàííîìó ìîìåíòó âðå-
ìåíè è íå èçìåíÿþòñÿ â ïîñëåäóþùåì. Òðàíçàêöèîííûå äàííûå � ýòî äàííûå âî ìíîæå-
ñòâå Z , íåïîñðåäñòâåííî ñîäåðæàùèå ñâåäåíèÿ î òðàíçàêöèîííûõ ñóùíîñòÿõ ìíîæåñòâà
X . Ñóùíîñòè ìíîæåñòâà X , íå ÿâëÿþùèåñÿ òðàíçàêöèîííûìè, íàçûâàþòñÿ íåòðàíçàê-
öèîííûìè. Íåòðàíçàêöèîííûå ñóùíîñòè îòíîñÿòñÿ ê íåêîòîðîìó âðåìåíí?ìó èíòåðâàëó
(âîçìîæíî íåîãðàíè÷åííîìó), â òå÷åíèå êîòîðîãî åãî õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ.
Àíàëîãè÷íî, äàííûå íåïîñðåäñòâåííî õðàíÿùèå ñâåäåíèÿ î íåòðàíçàêöèîííûõ ñóùíîñòÿõ
íàçûâàþòñÿ íåòðàíçàêöèîííûìè äàííûìè. Êàê ïðàâèëî, â òðàíçàêöèîííûõ äàííûõ ÷àñòî
èñïîëüçóþòñÿ ññûëêè íà íåòðàíçàêöèîííûå äàííûå. Èçìåíåíèå (àêòóàëèçàöèÿ) çàïèñè
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íåòðàíçàêöèîííûõ äàííûõ, íà êîòîðóþ óæå èìåþòñÿ ññûëêè èç çàïèñåé òðàíçàêöèîííûõ
äàííûõ, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â áàçå äàííûõ ëîæíûõ âûñêàçûâàíèé íà îñíîâå ñîåäèíå-
íèé ïðåäèêàòîâ. Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ëåæèò â íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òîëüêî
òðàíçàêöèîííûõ äàííûõ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ïðîáëåìó ïðåäñòàâëåíèÿ íåòðàí-
çàêöèîííûõ ñóùíîñòåé òðàíçàêöèîííûìè äàííûìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íàðóøåíèÿ èñòèííîñòè ñîåäèíåííûõ ïðåäèêàòîâ îáû÷íî ïðè-
ìåíÿòåñÿ ñëåäóþùàÿ ïîëíîòåìïîðàëüíàÿ ðåëÿöèîííàÿ ìîäåëü:

Rfv
c =

{
r = ⟨e, tvb , tve , ttb , tte , va1 , . . . , vanc

⟩ ∈ Ec × T 4 ×
∏

dom(Ac)
∣∣∣

P f
c (e, tvb , tve , va1 , . . . , vanc

) ∧
(
∀tt ∈ [ttb , tte) r ∈ Z(tt)

)}
.

Ïðåäèêàò P f
c (e, tvb , tve , va1 , . . . , vanc

) èìååò âèä:

P f
c (e, tvb , tve , va1 , . . . , vanc

)
def
= ∃x ∈ X ∀tv ∈ [tvb , tve) :

Qc(x, e, tv) ∧ (x(a1, tv) = va1) ∧ . . . ∧ (x(anc , tv) = vanc
),

ãäå Qc(x, e, tv) =
(
x ∈ X(tv)

)
∧
(
e ∈ Ec(tv)

)
∧
(
id(x) = e

)
.

Ïîëíîòåìïîðàëüíàÿ ìîäåëü íå îòíîñèòñÿ ê òðàíçàêöèîííûì äàííûì, ïîñêîëüêó tve è
tte ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè, îáíîâëÿåìûìè ïîñëå ñîçäàíèÿ çàïèñè. Êðîìå òîãî, äëÿ äàííîé
ìîäåëè õàðàêòåðíî íàëè÷èå ïðîáëåìû îòñóòñòâóþùèõ çíà÷åíèé, òàê êàê tve è tte äî íåêî-
òîðîãî ìîìåíòà ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. Âçàìåí ïîëíîòåìïîðàëüíîé ìîäåëè
ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíà ïðîñòàÿ ïîëóòåìïîðàëüíàÿ ìîäåëü, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì òðàí-
çàêöèîííîñòè:

Rs1
c =

{
r = ⟨e, tvb , ttb , f, va1 , . . . , vanc

⟩ ∈ Ec × T 2 ×
∏

dom(Ac)
∣∣∣((

f ∧ P s
c (e, tvb , va1 , . . . , vanc

)
)
∨
(
¬f ∧ P̄c(e, tvb)

))
∧

∧
(
∃ε > 0 : ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) r ∈ Z(tt)

)}
.

Ïðåäèêàò P s
c çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P s
c (e, tvb , va1 , . . . , vanc

)
def
= ∃x ∈ X, ∃ε > 0 ∀tv ∈ [tvb , tvb + ε) :

Qc(x, e, tv) ∧ (x(a1, tv) = va1) ∧ . . . ∧ (x(anc , tv) = vanc
).

Ïðåäèêàò P̄c èìååò âèä:

P̄c(e, tvb)
def
= ∃ε > 0 ∀tv ∈ [tvb , tvb + ε) : ¬Qc(x, e, tv).

Îäíàêî ñ ñóùíîñòÿìè ìîãóò ïðîèñõîäèòü íå òîëüêî ñîáûòèÿ ïîÿâëåíèÿ, èñ÷åçíîâåíèÿ
è èçìåíåíèÿ àòðèáóòîâ. Äëÿ îòðàæåíèÿ èçìåíåíèé â æèçíåííîì öèêëå àòðèáóòîâ íåîáõî-
äèìî ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå îòíîøåíèå æèçíåííîãî öèêëà ñóùíîñòè â öåëîì:

RE
c =

{
rE = ⟨e1, e2, tvb , ttb⟩ ∈ E2

c ×T 2
∣∣ PE

c (e1, e2, tvb)∧ (∃ε > 0 : ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) r
E ∈ Z(tt)

}
.

Ïðåäèêàò PE
c èìååò ñëåäóþùèé âèä:

PE
c (e1, e2, tvb)

def
= ∃x1, x2 ∈ X, ∃ε > 0 : ∀tv ∈ [tvb , tvb+ε) ¬Qc(x1, e1, tv)∧Qc(x2, e2, tv)∧(x1 ⊂ x2).
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Ïîñêîëüêó äàííûå îòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áèòåìïîðàëüíûì è òðàíçàêöèîííûì, íà èõ
îñíîâå ìîãóò áûòü ðåøåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ êîëëåêòèâíûì äîñòóïîì ê äàííûì.

Äëÿ îòñëåæèâàíèÿ àâòîðñòâà âíîñèìûõ èçìåíåíèé ñ êàæäîé çàïèñüþ â áàçó äàííûõ
äîñòàòî÷íî ñîõðàíÿòü èíôîðìàöèþ î ïîëüçîâàòåëå, âíåñøåì åå. Ïîñêîëüêó âñå çàïèñè íî-
ñÿò òðàíçàêöèîííûé õàðàêòåð, òî äàííàÿ èíôîðìàöèÿ íå áóäåò ïîòåðÿíà ïðè èçìåíåíèè
çíà÷åíèé àòðèáóòîâ ñóùíîñòåé. Ìíîæåñòâî ïîëüçîâàòåëåé èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû îáî-
çíà÷èì ñèìâîëîì U , à ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî u ∈ U . Ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ýëåêòðîííîé öèôðîâîé ïîäïèñè îáîçíà÷èì ñèìâîëîì S , à ýëåìåíòû äàííîãî
ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî s ∈ S . Ôóíêöèþ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ ýëåêòðîííîé öèôðîâîé ïîä-
ïèñè íà îñíîâå çàêðûòîãî êëþ÷à ïîëüçîâàòåëÿ u ïî äàííûì íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
ζ ∈ Z îáîçíà÷èì: sign(u, ζ) .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòñëåæèâàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ, èñïîëüçîâàâøèõñÿ ïîëüçîâàòå-
ëÿìè ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé î âíåñåíèè èçìåíåíèé, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî òðàíçàêöè-
îííîå âðåìÿ. Ïóñòü Θ ⊂ Z . Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ρE(Θ, τ) =
{
r = ⟨e1, e2, tvb , ttb⟩ ∈ RE

c ⊂ Z | (ttb = τ) ∧ (r ∈ Θ)
}
;

ρV (Θ, τ) =
{
r = ⟨e, tvb , ttb , va1 , . . . , vanc

⟩ ∈ RV
c ⊂ Z | (ttb = τ) ∧ (r ∈ Θ)

}
.

Â ñëó÷àå åñëè îáðàáîòêà äàííûõ ðàñïðåäåëåííàÿ, òî äëÿ ëîêàëüíîé áàçû äàííûõ Zj ìíî-
æåñòâî èñõîäíûõ äàííûõ èìååò âèä:

Z
(
max({t ∈ T | (t < tt) ∧ (ρE(Zj, t) ∪ ρV (Zj, t) ̸= ∅)})

)
.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îòñëåæèâàíèÿ àâòîðñòâà âñåõ ïðîèçâîäèìûõ èçìåíåíèé ñ ñîõðàíåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ, à òàêæå îáåñïå÷åíèÿ ñîãëàñîâàíèÿ èçìåíåíèé, íåîáõîäè-
ìî âêëþ÷åíèå â ìîäåëü äîïîëíèòåëüíîãî îòíîøåíèÿ òðàíçàêöèé. Â êà÷åñòâå èäåíòèôèêà-
òîðà òðàíçàêöèè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òðàíçàêöèîííîå âðåìÿ:

RO
c =

{
r = ⟨ttb , tr, u, s⟩ ∈ T 2 × U × S

∣∣
tr = max

(
{t ∈ T | (t < tt) ∧ (ρE(Zj, t) ∪ ρV (Zj, t) ̸= ∅)}

)
∧

∧s = sign(u, ρE(Z, t) ∪ ρV (Z, t))
}
.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îòñóòñòâóþùèõ çíà÷åíèé íåîáõîäèìî ðàçäåëåíèå êàæäîãî îò-
íîøåíèÿ (ïðåäèêàòà) íà ïðîñòûå, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò çíà÷åíèå òîëüêî îäíîãî
àòðèáóòà ñóùíîñòè:

R =
{
⟨c, e, a, v⟩ ∈ C × E × A× dom(A)

∣∣ P (c, e, a, v) = 1
}
.

Ïðåäèêàò P (c, e, a, v) èìååò âèä:

P (c, e, a, v)
def
= ∃x ∈ X : (id(x) = e) ∧ (e ∈ Ec) ∧ (a ∈ Ac) ∧ (x(a) = v).

Àíàëîãè÷íûå òåìïîðàëüíûå îòíîøåíèÿ áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

RE =
{
rE = ⟨e1, e2, c, tvb , ttb⟩ ∈ E2 × C × T 2

∣∣ e1, e2 ∈ Ec∧
∧PE

c (e1, e2, tvb) ∧ (∃ε > 0 ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) rE ∈ Z(tt))
}
;

RV =
{
rV = ⟨e, a, v, tvb , ttb⟩ ∈ E × A× dom(A)× T 2

∣∣
P V (e, a, v, tvb) ∧ (∃ε > 0 ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) rV ∈ Z(tt))

}
.

Ïðåäèêàò P V (e, a, v, tvb) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P V (e, a, v, tvb)
def
= ∃x ∈ X, ∃ε > 0 ∀tv ∈ [tvb , tvb + ε) : Q(x, e, tv) ∧ (x(a, tv) = v).
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4. Òåìïîðàëüíîñòü ìåòàäàííûõ è óïðàâëåíèå ñîâìåñòíûìè äàí-
íûìè íåñêîëüêèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, îäíîé èç ñåðüåçíåéøèõ ïðîáëåì èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïîääåðæêè ðàçâèòèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ âî âðåìåíè, òî åñòü òåì-
ïîðàëüíîñòü ìåòàäàííûõ. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, íå äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïîÿâëåíèÿ íåêîð-
ðåêòíîñòåé, è â ïåðâóþ î÷åðåäü � ñâåäåíèé îá àâòîðñòâå è ýëåêòðîííîé ïîäïèñè.

Äëÿ îïèñàíèÿ æèçíåííîãî öèêëà êëàññîâ âîñïîëüçóåìñÿ îòíîøåíèåì, ñõîæèì ñ îòíî-
øåíèåì, îïèñûâàþùèì æèçíåííûé öèêëà ñóùíîñòåé:

RC =
{
rC = ⟨c1, c2, tvb , ttb⟩ ∈ C2 × T 2

∣∣ PC(c1, c2, tvb)∧

∧(∃ε > 0 : ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) rC ∈ Z(tt))
}
.

Ïðåäèêàò PC(c1, c2, tvb) èìååò âèä:

PC(c1, c2, tvb)
def
= ∃ε > 0, δ > 0 : ∀t−v ∈ (tvb − ε, tvb) ∀t+v ∈ [tvb , tvb + δ)

(c1(t
+
v ) = c1(t

−
v ) ∪ c2(t−v )).

Îïèñàíèå æèçíåííîãî öèêëà àòðèáóòîâ, ïî ñóòè, àíàëîãè÷íî îïèñàíèþ æèçíåííîãî
öèêëà ñóùíîñòåé:

RA =
{
rA = ⟨a1, a2, c, tvb , ttb⟩ ∈ A2 × C × T 2

∣∣ PA(a1, a2, c, tvb)∧

∧(∃ε > 0 : ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) rA ∈ Z(tt))
}
.

Ïðåäèêàò PA(a1, a2, c, tvb) èìååò âèä:

PA(a1, a2, c, tvb)
def
= ∃ε > 0, δ > 0 : ∀t−v ∈ (tvb − ε, tvb) ∀t+v ∈ [tvb , tvb + δ)

(a1(t
+
v ) = ∅) ∧ (a2(t

+
v ) = a1(t

−
v ) ∪ a2(t−v )) ∧ (a2(t

+
v ) ∈ Ac).

Óïðàâëåíèå ñîâìåñòíûìè äàííûìè â íåñêîëüêèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ ïðåäïî-
ëàãàåò ðåøåíèå îäíîé èç òðåõ çàäà÷: äåäóïëèêàöèè, àêòóàëèçàöèè èëè ñèíõðîíèçàöèè.
Ðåøåíèå çàäà÷è äåäóïëèêàöèè ñâÿçàíî ñ êîëëåêòèâíûì (â ñìûñëå íåñêîëüêèìè ñèñòåìà-
ìè) óïðàâëåíèåì ñâÿçÿìè ìåæäó ñóùíîñòÿìè ðàçíûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. Çàäà÷à
àêòóàëèçàöèè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåò êîëëåêòèâíóþ îáðàáîòêó çíà÷åíèé àòðèáóòîâ.
Ðåøåíèå çàäà÷è ñèíõðîíèçàöèè âìåñòî óïðàâëåíèÿ ñâÿçÿìè ìåæäó ñóùíîñòÿìè ïðåäïî-
ëàãàåò óïðàâëåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñàìèìè ñóùíîñòÿìè è çíà÷åíèÿìè àòðèáóòîâ. Ìíîæå-
ñòâî äàííûõ, êîëëåêòèâíî îáðàáàòûâàåìûõ âî âñåõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ, îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì L .

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîé èíòåðîïåðàáåëüíîñòè íåîáõîäèìî ñâÿçûâàíèå ìåòà-
äàííûõ (êëàññîâ è àòðèáóòîâ) èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. Äëÿ ýòîãî âî ìíîæåñòâå L äîëæ-
íû áûòü ñâåäåíèÿ îïðåäåëåíû ãëîáàëüíûå êëàññû è àòðèáóòû. Ïðåäèêàò, çàäàþùèé îòíî-
øåíèå êëàññîâ, àíàëîãè÷åí ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðåäèêàòó âî ìíîæåñòâàõ Zk :

RCL

=
{
rC

L

= ⟨cL1 , cL2 , tvb , ttb⟩ ∈ CL × CL × T 2
∣∣ PCL

(cL1 , c
L
2 , tvb)∧

∧(∃ε > 0 : ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) rC
L ∈ L(tt))

}
.

Ïðåäèêàò PCL
(cL1 , c

L
2 , tvb) èìååò âèä:

PCL

(cL1 , c
L
2 , tvb) = ∃ε > 0, δ > 0 : ∀t−v ∈ (tvb − ε, tvb) ∀t+v ∈ [tvb , tvb + δ)
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(
cL1 (t

+
v ) = ∅

)
∧
(
cL2 (t

+
v ) = cL1 (t

−
v ) ∪ cL2 (t−v )

)
.

Îòíîøåíèå àòðèáóòîâ â ìíîæåñòâå L òàêæå èìååò ñõîæèé âèä:

RAL

=
{
rA

L

= ⟨aL1 , aL2 , cL, tvb , ttb⟩ ∈ AL × AL × CL × T 2
∣∣ PAL

(aL1 , a
L
2 , c

L, tvb)∧

∧(∃ε > 0 : ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) rA
L ∈ L(tt))

}
.

Ïðåäèêàò PAL
(aL1 , a

L
2 , c

L, tvb) èìååò âèä:

PAL

(aL1 , a
L
2 , c

L, tvb) = ∃ε > 0, δ > 0 : ∀t−v ∈ (tvb − ε, tvb) ∀t+v ∈ [tvb , tvb + δ)(
aL1 (t

+
v ) = ∅

)
∧
(
aL2 (t

+
v ) = aL1 (t

−
v ) ∪ aL2 (t−v )

)
∧
(
aL2 (t

+
v ) ∈ AcL

)
.

Îòíîøåíèå ñóùíîñòåé èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé RAL
:

REL

=
{
rE

L

= ⟨eL1 , eL2 , cL, tvb , ttb⟩ ∈ EL × EL × CL × T 2
∣∣

PEL

(eL1 , e
L
2 , c

L, tvb) ∧ (∃ε > 0 : ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) rE
L ∈ L(tt))

}
.

Ïðåäèêàò PEL
(eL1 , e

L
2 , c

L, tvb) èìååò âèä:

PEL

(eL1 , e
L
2 , c

L, tvb) = ∃ε > 0, δ > 0 : ∀t−v ∈ (tvb − ε, tvb) ∀t+v ∈ [tvb , tvb + δ)

(aL1 (t
+
v ) = ∅) ∧ (eL2 (t

+
v ) = eL1 (t

−
v ) ∪ eL2 (t−v )) ∧ (eL2 (t

+
v ) ∈ E(c

L)).

Ïóñòü LE
j
� ìíîæåñòâî ñâÿçåé ìåæäó ñóùíîñòÿìè ìíîæåñòâ Ej è EL . Îòíîøåíèå,

çàäàþùåå ñâÿçè ìåæäó ñóùíîñòÿìè ìíîæåñòâ Ej è EL , èìååò âèä:

RLEj

=
{
rL

Ej

= ⟨lEj

1 , lE
j

2 , ej, eL, tvb , ttb⟩ ∈ LE
j × LEj × Ej × EL × T 2

∣∣
PLEj

(lE
j

1 , lE
j

2 , ej, eL, tvb) ∧ (∃ε > 0 : ∀tt ∈ [ttb , ttb + ε) rL
Ej

∈ L(tt))
}
.

Ïðåäèêàò PLE1

(lE
j

1 , lE
j

2 , ej, eL, tvb) èìååò âèä:

PLEj

(lE
j

1 , lE
j

2 , ej, eL, tvb) = ∃ε > 0, δ > 0 : ∀t−v ∈ (tvb − ε, tvb) ∀t+v ∈ [tvb , tvb + δ)

γ
(
ej(t+v ), e

L(t+v )
)
∧
(
lE

j

1 (t+v ) = ∅
)
∧
(
lE

j

2 (t+v ) = lE
j

1 (t−v ) ∪ lE
j

2 (t−v )
)
.

Íà îñíîâå äàííûõ îòíîøåíèé ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ õðàíåíèå ñîâìåñòíûõ äàííûõ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è äåäóïëèêàöèè ñóùíîñòåé. Â öåëÿõ ðåøåíèÿ çàäà÷è äåäóïëèêàöèè, âñå
ñóùíîñòè, ñîçäàâàåìûå â êàæäîé èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìå, äîëæíû ïðîõîäèòü ïðîöåäóðó
èäåíòèôèêàöèè. Åñëè â êà÷åñòâå îòâåòíîãî çíà÷åíèÿ îò ôóíêöèè èäåíòèôèêàöèè âîçâðà-
ùàåòñÿ èäåíòèôèêàòîð ñóùåñòâóþùåãî îáúåêòà, òî äàííûé èäåíòèôèêàòîð ïðèñâàèâàåòñÿ
ñóùíîñòè â L .

Èñïîëüçîâàíèå äàííîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü àñèíõðîííîå ñîãëàñîâàíèå ìîäè-
ôèêàöèé. Ïðè ýòîì ðåøåíèå î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ çàïèñåé ïðèíèìàåòñÿ ñèñòåìà-
ìè íà îñíîâå óñòàíîâëåííûõ ïðàâèë â çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâà ñîãëàñîâàíèé. Äëÿ äàííîé
ìîäåëè ìíîæåñòâà L â ðàáîòå ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ ñîâìåñòíûìè äàííûìè.
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5. Ðåàëèçàöèÿ ìîäåëåé â ÑÓÁÄ Microsoft SQL Server

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííûõ ðåëÿöèîííûõ ìîäåëåé ñðåäñòâàìè ñòàíäàðòíûõ ÑÓÁÄ
òðåáóåòñÿ ïîääåðæêà ïîñëåäíèìè óíèâåðñàëüíîãî èëè íåîïðåäåëåííîãî òèïà äàííûõ, òà-
êîãî êàê sql_variant â Microsoft SQL Server. Ïðè ýòîì äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïðîñòîãî îòêàòà
òðàíçàêöèé, êàê íà óðîâíå ñåðâåðà áàç äàííûõ, òàê è íà óðîâíå ñåðâåðà ïðèëîæåíèé, ïî-
ñðåäñòâîì óäàëåíèÿ òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùåé çàïèñè òðàíçàêöèè òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
îãðàíè÷åíèé âíåøíèõ êëþ÷åé ìåæäó òàáëèöåé òðàíçàêöèé è îñòàëüíûìè òàáëèöàìè.

Íåäîñòàòî÷íàÿ ïðèñïîñîáëåííîñòü ñðåäñòâ ÿçûêà SQL ê îáðàáîòêå òåìïîðàëüíûõ äàí-
íûõ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñîåäèíåíèé òèïà self-join, ãäå äëÿ óïðîùå-
íèÿ íàïèñàíèÿ çàïðîñîâ òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, à äëÿ ïîâû-
øåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðè èõ îáðàáîòêå � ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäåêñîâ.

Äëÿ ïðîçðà÷íîãî âíåäðåíèÿ òåìïîðàëüíîé òåõíîëîãèè îðãàíèçàöèè äàííûõ â ñóùåñòâó-
þùèå ñèñòåìû òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé, çàìåùàþùèõ ñîáîé ñîîòâåòñòâó-
þùèå èñïîëüçîâàâøèåñÿ ðàíåå òàáëèöû, äëÿ îáðàáîòêè çàïðîñîâ ìîäèôèêàöèè äàííûõ �
òðèããåðîâ òèïà �instead of�:

1. Âûïîëíÿåòñÿ ãåíåðàöèÿ SQL-äàìïà èñõîäíîé òàáëèöû áàçû äàííûõ;

2. Ñîçäàþòñÿ òåìïîðàëüíûå òàáëèöû Ýëåìåíòîâ è Àòðèáóòîâ;

3. Óäàëÿåòñÿ èñõîäíàÿ òàáëèöà;

4. Ñîçäàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå (VIEW) ñ òåì æå èìåíåì, ÷òî è èñõîäíàÿ òàáëèöà;

5. Äëÿ ñîçäàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîçäàþòñÿ òðèããåðû INSTEAD OF
INSERTUPDATEDELETE;

6. Âûïîëíÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå äàííûõ ïîñðåäñòâîì çàïóñêà ñêðèïòà SQL-äàìïà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà ïðåäëîæåííîé ìîäåëåé òåìïîðàëüíîé îðãàíèçàöèè äàí-
íûõ ïðîâîäèëàñü ïîñðåäñòâîì ñðàâíåíèÿ ðàíåå èçâåñòíîé ìîäåëè ïîëíîòåìïîðàëüíîé îð-
ãàíèçàöèè äàííûõ ñ ïîëóòåìïîðàëüíîé ìîäåëüþ íà áàçå îäíîãî îòíîøåíèÿ (ñîâïàäàþ-
ùåãî ïî ôóíêöèîíàëüíîñòè ñ ïîëíîòåìïîðàëüíîé ìîäåëüþ), ïîëóòåìïîðàëüíîé ìîäåëüþ
íà áàçå äâóõ îòíîøåíèé (ñ ðàñøèðåíèåì îïåðàöèé íàä ñóùíîñòÿìè) è ïîëóòåìïîðàëüíîé
ìîäåëüþ íà áàçå ÷åòûðåõ îòíîøåíèé (äîïîëíèòåëüíî îáåñïå÷èâàþùóþ òåìïîðàëüíîñòü
ìåòàäàííûõ).

Â ïåðâóþ î÷åðåäü áûëà ïðîèçâåäåíà âñòàâêà çàïèñåé ñ øàãîì â 10 000 ñóùíîñòåé.
Èçìåíåíèå ðàçìåðà áàç äàííûõ ïðåäñòàâëåíî íà äèàãðàììå.

�
Çàòåì áûëà ïðîèçâåäåíà îïåðàöèÿ îáíîâëåíèÿ çíà÷åíèé àòðèáóòîâ (â ñîîòâåòñòâèè ñ

óñòàíîâëåííûìè ïðàâèëàìè). Èçìåíåíèÿ ðàçìåðà áàçû äàííûõ ïîñëå êàæäûõ 10 000 îá-
íîâëåíèé (îäíî îáíîâëåíèå êàæäîé çàïèñè) èçîáðàæåíî íà äèàãðàììå.

�
Òàêèì îáðàçîì, ïîëóòåìïîðàëüíàÿ ìîäåëü íà îñíîâå îäíîãî îòíîøåíèÿ (çíà÷åíèé) âî

âñåõ ñëó÷àÿõ ýôôåêòèâíåå ïîëíîòåìïîðàëüíîé ìîäåëè íà 8�12
Ïðè ñðàâíåíèè ïîëíîòåìïîðàëüíîé ìîäåëè è ïîëóòåìïîðàëüíîé ìîäåëè íà îñíîâå 2

îòíîøåíèé (ñóùíîñòåé è çíà÷åíèé) èìååò çíà÷åíèå ñîîòíîøåíèå êîëè÷åñòâà íîâûõ ñóù-
íîñòåé è îáíîâëåíèé. Ïîëóòåìïîðàëüíàÿ ìîäåëü íà îñíîâå äâóõ îòíîøåíèé áîëåå ýôôåê-
òèâíà â ñëó÷àÿõ, êîãäà êîëè÷åñòâî îáíîâëåíèé â 2,46 ðàçà áîëüøå êîëè÷åñòâà ñóùíîñòåé.
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Ïðè ñðàâíåíèè ïîëíîòåìïîðàëüíîé ìîäåëè è ïîëóòåìïîðàëüíîé ìîäåëè íà îñíîâå 4
îòíîøåíèé (êëàññîâ, àòðèáóòîâ, ñóùíîñòåé è çíà÷åíèé) èìååò çíà÷åíèå ñîîòíîøåíèå êî-
ëè÷åñòâà íîâûõ ñóùíîñòåé, îáíîâëåíèé è ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà îáíîâëÿåìûõ àòðèáóòîâ.
Åñëè k � îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ñóùíîñòåé ê êîëè÷åñòâó îáíîâëåíèé, z � ñðåäíåå êî-
ëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî îáíîâëÿåìûõ àòðèáóòîâ êàæäîé ñóùíîñòè, òî ïîëóòåìïîðàëüíàÿ
ìîäåëü íà îñíîâå ÷åòûðåõ îòíîøåíèé áîëåå ýôôåêòèâíà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

z < 2, 754− 3, 548k.

Ïîñêîëüêó z âñåãäà íå ìåíüøå 1, òî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå:

k < (2, 754− 1)/3, 548 ≈ 0, 494.

Òî åñòü íà êàæäóþ ñóùíîñòü â ñðåäíåì äîëæíî áûòü áîëüøå äâóõ îáíîâëåíèé. Òàêæå,
î÷åâèäíî, ÷òî z âñåãäà ìåíüøå 2,754.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Collaborate data management using temporal data and

metadata

c⃝ S. N. Lizin2

Abstract. DBMS and enterprise frameworks vendors compete for developing new functionalities
of their products. But many problems, such as collaborate data processing or data lifecycle
management, can be solved more simply and more e�ective using data management technologies.

Key Words: databases, data, temporal, transactional, DBMS, informational systems.
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ÓÄÊ 517.948.67

Ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è ñ âîçìóùåíèÿìè ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ ìàëûìè ëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè

c⃝ Á. Â. Ëîãèíîâ1, Â. Å. Ïîñïååâ2

Àííîòàöèÿ. Âûïîëíåíà ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è î âîçìóùåíèè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìàëûìè
ëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè â óñëîâèÿõ çàäàíèÿ δ -ïðèáëèæåíèé ïî íîðìå îïåðàòîðîâ è ïðàâîé
÷àñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíîå óðàâíåíèå, âîçìóùåíèå, ðåãóëÿðèçàöèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå By = h + A(ε)y (1), ãäå B ∈ L(E1 → E2) îïåðàòîð ñ
íåçàìêíóòîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé, dimN(B) = dimN⋆(B) = n , 0 ≤ n <∞ , E1 è E2 áàíà-
õîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ ôðåäãîëüìîâûì îïåðàòîðîì B ñîäåðæèòñÿ â [1].
Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé n = 1 è A(ε) = εA , îáîáùåíèÿ
íå âûçûâàþò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé. Èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
[1]. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïî çàäàííûì δ -ïðèáëèæåíèÿì B̃ , Ã , h̃ ,
φ̃ , ψ̃ , γ̃ , z̃ (N(B) = {φ} , N⋆ = {ψ} , (γ, φ) , (ψ, z) = 1 ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð
A ïîä÷èíÿåò ñåáå íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Γ = B̂−1 , B̂ = B + (γ, ·)z .

Åñëè p äëèíà æîðäàíîâîé öåïî÷êè (φ(i), i = 1, p) ýëåìåíòà φ = φ(1) , òî äëÿ åå ïî-

ñòðîåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ (
˜̂
B + αjC)φ̃

(j) = Ãφ̃(j−1) , αj = δ2
−(j−1)

, ãäå îïåðàòîð C

òàêîé, ÷òî (ψ(1), Cφ(1)) ̸= 0 , ò.å. ∥B + αC∥ = O(α−1) . Òîãäà [2] ∥φ(j) − φ̃(j)∥ = O(δ2
−(j−1)

)

è |(ψ̃(1), Ãφ̃(p))| = 1 + O(δ2
−(p−1)

) . Ñîãëàñíî [1] y =
q∑

i=−p
yiε

i + u(ε) . Êîýôôèöèåíòû

ỹi àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ (1) îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå ỹ−p = ξ̃1φ̃
(1), . . . , ỹ−1 =

p∑
j=1

ξ̃jφ̃
(j) ,

ỹs =
s+1∑
j=1

ξ̃jφ̃
(j) + b̃s , φ̃(i) = φ̃(i−[ i

p
]p) , 0 ≤ s ≤ q ; (

˜̂
B + αsC)b̃s = Ãb̃s−1 , Ãb̃−1 = h̃ ;

ξ̃j(ψ̃
(1), Ãφ̃(p))+(ψ̃(1), Ãb̃j−2) = 0 åñëè j ≤ p , è (ξ̃j+. . .+ξ̃p+k+ξ̃k)(ψ̃

(1), Ãφ̃(p))+(ψ̃(1), Ãb̃j−2) =

0 ïðè j = [
j

p
]p + k , ò.å. ξ̃j âû÷èñëÿþòñÿ ñ çàïàçäûâàíèåì â p øàãîâ. Ïî èíäóêöèè äî-

êàçûâàåòñÿ, ÷òî ∥ỹ0 − y0∥ = O(δ2
−p
), . . . , ∥ỹq − yq∥ = O(δ2

−(p+q)
) . ×èñëî q îïðåäåëÿåòñÿ

óñëîâèåì |(ψ̃(1), Ãb̃q−1)| = const+O(δ2
−q
) .

Ïîñòðîèòü ðåøåíèå (1) ïîñëåäîâàòåëüíûì îïðåäåëåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ỹi , i =
−p, . . . , íåâîçìîæíî èç-çà ðîñòà ïîãðåøíîñòè âìåñòå ñ i . Ïîýòîìó, êàê è â [2] äëÿ îá-
ùåé çàäà÷è òåîðèè âåòâëåíèÿ, îñòàòîê ũ(ε) ïðè ρ0 ≤ |ε| ≤ ρ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì
ïî ε ðåãóëÿðèçèðîâàííûì ïðîöåññîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
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Regularization of the problem about perturbations of

linear equation by small linear terms.

c⃝ B. V. Loginov3, V. E. Pospeev4

Abstract. The regularization of the problem about perturbation of linear equation by small linear
terns under the conditions of given δ -approximations by norm of operators and right-hand side is
made.
Key Words: linear equation, perturbation, regularization.
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ÓÄÊ 517.9

Îá îäíîì êëàññå ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

èíäåêñà îäèí

c⃝ Ë. Ñ. Ñîëîâàðîâà1

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåí àíàëèç ìíîãîøàãîâûõ ñõåì, êîòîðûå ïîõîæè íà
ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä. Ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâà òàêèõ
ñõåì íàä êëàññè÷åñêèìè ñõåìàìè
Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, èíäåêñ îäèí,
ðàçíîñòíûå ñõåìû.

1. Ââåäåíèå

Âçàèìîñâÿçàííûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) è àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Ýòè âçàè-
ìîñâÿçàííûå ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû ÎÄÓ ñ òîæäåñòâåííî âûðîæäåí-
íîé ìàòðèöåé ïåðåä ïðîèçâîäíîé. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî çàäàâàòü íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ñ ïðàâîé ÷àñòüþ èñõîäíîé ñèñòåìû. Äàííûé
êëàññ çàäà÷ ïðèíÿòî íàçûâàòü íà÷àëüíîé çàäà÷åé (çàäà÷åé Êîøè) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÄÀÓ). Ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíûõ ñõåìäëÿ ÄÀÓ äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íàÿ, ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, çàäà÷à. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû
ðàçíîñòíûå ñõåìû, êîòîðûå ïîõîæè íà ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ôîðìóëå äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ íàçàä. Íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìûõ ñõåì ñ êëàññè÷å-
ñêèìè ìåòîäàìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðàçíîñòíûå ñõåìû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

A(t)x′(t) +B(t)x(t) = f(t), t ∈ [0, 1], (2.1)

x(0) = x0, (2.2)

ãäå A(t) è B(t) - (n × n) - ìàòðèöû, f(t) - çàäàííàÿ, x(t) - èñêîìàÿ n -ìåðíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ýëåìåíòû A(t) , B(t) è f(t) îáëàäàþò òîé ãëàäêîñòüþ, êîòî-
ðàÿ íåîáõîäèìà â äàëüíåéøåì.

Â çàìåòêå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà

detA(t) = 0∀t ∈ [0, 1]. (2.3)

Ñèñòåìû (2.1) ñ óñëîâèåì (2.3) ïðèíÿòî íàçûâàòü ëèíåéíûìè ÄÀÓ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî íà÷àëüíûå äàííûå (2.2) ñîãëàñîâàíû ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ò.å. ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à
èìååò ðåøåíèå.

1Ïðîãðàììèñò ëàáîðàòîðèè ñèñòåìíîãî àíàëèçà è âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, Èíñòèòóò äèíàìèêè ñè-
ñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Èðêóòñê, soleilu@mail.ru
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. (ñì., íàïð, [1]).Ñèñòåìà (1) èìååò èíäåêñ îäèí, åñëè

rank[(λA(t) + B(t))−1A(t)] = rank[(λA(t) +B(t))−1A(t)]2 = r = const∀t ∈ [0, 1]. (2.4)

Äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà ìîæíî íàéòè â [2].
Èçâåñòíî [1], ÷òî ïðè âûïîëíåíèè âûøåïðèâåäåííîãî óñëîâèÿ, çàäà÷à (2.1), (2.2) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âûøëî îãðîìíîå ìíîæåñòâî ðàáîò, ïîñâÿ-
ùåííûõ ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÄÀÓ èíäåêñà îäèí. Êàê ïðàâèëî, ïåðâîíà÷àëüíî ýòè àë-
ãîðèòìû áûëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ æåñòêèõ ÎÄÓ, à â äàëüíåéøåì
èõ îáîñíîâîâàëè äëÿ ÄÀÓ èíäåêñà îäèí. Îäíàêî îòíîñèòåëüíî íåäàâíî áûëè ïîñòðîåíû
ïðèìåðû æåñòêèõ ÄÀÓ, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîòîðûõ áîëüøèíñòâî íåÿâíûõ ìåòîäîâ
îêàçàëèñü ìàëîýôôåêòèâíûìè (òðåáîâàëñÿ î÷åíü ìàëåíüêèé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ)[3], [4].
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ïðèìåð [4] :

(
1 −αt
0 0

)(
u

′
(t)

v
′
(t)

)
+

(
−λ α(λt− 1)
1 1 + αt

)(
u(τ)
v(τ)

)
=

(
0
0

)
, t ∈ [0, 1], (2.5)

ãäå α è λ ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû, u(0) = v(0) = 1 . Äàííàÿ çàäà÷à èìååò èíäåêñ îäèí
è òî÷íîå ðåøåíèå u = (1 + λt)eλt , v = eλt . Ïðè λ ≪ 0 ìû èìååì æåñòêóþ çàäà÷ó.
Ñòàíäàðòíûé k -øàãîâûé ìåòîä äëÿ çàäà÷è (2.1), (2.2), îñíîâàííûé íà ôîðìóëå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ íàçàä ( ìåòîä ÔÄÍ), èìååò âèä

Ai+1

k∑
j=0

ρjxi+1 + hBi+1xi+1 = hfi+1, k ≤ 6, (2.6)

ãäå Ai+1 = A(ti+1) ,Bi+1 = B(ti+1) , fi+1 = f(ti+1) , ti+1 = ih , i = k, k + 1, . . . , N − 1 ,
h = 1/N , xi+1 ≈ x(ti+1) , êîýôôèöèåíòû ìîæíî íàéòè â [5] . Èçâåñòíî, ÷òî ïðè k ≤ 6
ìåòîäû ÔÄÍ ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ÎÄÓ,
à ïðè k ≥ 7 -íåóñòîé÷èâûìè. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä (2.6) ê äàííîìó ïðèìåðó, îáîçíà÷àÿ z = λh
ω = αh è îïóñêàÿ âûêëàäêè, ïîëó÷èì

ui+1 = (1 + αti+1)vi+1, (2.7)

(ρ0 − z − ω)vi+1 +
k∑
j=1

(ρj − ω)vi+1−j = 0, (2.8)

ïðè ýòîì ïîëàãàÿ, ÷òî ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ vj è uj, j = 0, 1, . . . , k − 1 çàäàíû òî÷íî.
Àíàëèç óðàâíåíèÿ (2.8) ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî z < 0 ñóùåñòâóåò ω òàêîå, ÷òî êàê
ìèíèìóì îäèí èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.8) áóäåò ïî ìîäóëþ áîëüøå
åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì,ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ÔÄÍ (2.6) äëÿ
âûøåïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ìàëîýôôåêòèâíû. Íèæå ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäîâ
ÔÄÍ äëÿ çàäà÷è (2.1),(2.2) èíäåêñà îäèí. Ïåðåïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó (2.1) â âèäå

(A(t)x(t))′ + (B(t)− A′(t))x(t) = f(t) (2.9)

è äëÿ çàäà÷è (2.9),(2.2) áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîäû ÔÄÍ, ïðè ýòîì âû÷èñëÿÿ A′(t)t=ti+1
òàê

æå ïî ìåòîäó ÔÄÍ. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì áóäåò èìåòü âèä

k∑
j=0

ρjAi+1−jxi+1−j + (hBi+1 −
k∑
j=0

ρjAi+1−j)xi+1 = hfi+1 (2.10)
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Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíèé àëãîðèòì äëÿ (2.5) è îïóñêàÿ âûêëàäêè, ïîëó÷èì

ui+1 = (1 + λti+1)vi+1, (2.11)

(ρ0 − z)vi+1 +
k∑
j=1

ρjvi+1−j = 0. (2.12)

Ôîðìóëà (2.12) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì ÔÄÍ äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ x
′
+λx =

0 è â îòëè÷èè îò ôîðìóëû (2.8) íå çàâèñèò îò ω . Îòìåòèì, ÷òî ïðè k = 1 (îäíîøàãîâûé
ìåòîä) ñõåìà (2.10) ïðèìåò âèä

(Ai+1xi+1 − Aixi) + (hBi+1 − Ai+1 + Ai)xi+1 = hfi+1, i = 0, 1, · · · , N − 1, (2.13)

êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Ai(xi+1 − xi) + hBi+1xi+1 = hfi+1 (2.14)

Äåòàëüíûé àíàëèç ïîñëåäíåé ñõåìû ïðèâåäåí â ñòàòüÿõ [6], [7].
Äåòàëüíîå îáîñíîâàíèå ñõåì (2.10) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîâåñòè â äàëüíåéøåì.
Àâòîð áëàãîäàðèò Ì.Â. Áóëàòîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îáñóæäåíèå ñòàòüè.
Ðàáîòà ïîääåðæåíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �11-01-00639-à, 11-01-93005Âüåò-à.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Áîÿðèíöåâ Þ.Å. Ìåòîäû ðåøåíèÿ âûðîæäåííûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåíðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.- Íîâîñèáèðñê:Íàóêà, 1988.- 157 c.

2. ×èñòÿêîâ Â.Ô. Àëãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ êîíå÷íîìåðíûì ÿäðîì.-
Íîâîñèáèðñê:Íàóêà, 1996.- 278c.

3. M�arz R. Di�erental-algeraic systems anew//Appl.Numer.Math.2002.V.42.P.315-335.

4. Kunkel P., Mehrmann V. Stability properties of di�erential-algebraic equations and spin-
stabilized diskretizations//Electr.Trans.Numer.Anal.2007.V.26.P.385-420.

5. Õàéðåð Ý., Íåðñåòò Ñ., Âàííåð Ã. Ðåøåíèå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Íåæåñòêèå çàäà÷è.- Ì.:Ìèð, 1990.- 512 ñ.

6. Áóëàòîâ Ì.Â., Ìèíã-Ãîíã Ëè, Ñîëîâàðîâà Ë.Ñ. Î ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ ïåðâîãî è âòî-
ðîãî ïîðÿäêîâ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èíäåêñà íå âûøå
äâóõ // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 2010. �
Ò. 50, � 11. � Ñ. 1909-1918.

7. Áóëàòîâ Ì.Â., Ñîëîâàðîâà Ë.Ñ. Î áëî÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ// Èçâåñòèÿ Èðêóòñêîãî Ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. � 2010. � Ò. 3, � 2. � Ñ. 2-12.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 3



151

About the class of multistep methods for numerical

solution di�erential-algebraic equations of index one

c⃝ L. S. Solovarova2

Abstract. In this paper we consider analysis of multistep schemes like methods based on back
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé

äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\bibitem, èìåþùèõ îäèí ïàðàìåòð:

\bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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