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Â íàñòîÿùåì íîìåðå îïóáëèêîâàíû ðàáîòû âåäóùèõ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïîñòîÿííûìè ó÷àñòíèêàìè íàó÷íûõ øêîë è êîíôåðåíöèé, ïðî-
âîäèìûõ Ìîðäîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàðåâà è
Ñðåäíåâîëæñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì. Ñåãîäíÿ ñòàëî äîáðîé òðàäè-
öèåé ïóáëèêîâàòü íàèáîëåå âàæíûå ðåçóëüòàòû ýòèõ ìåðîïðèÿòèé â äàííîì
æóðíàëå. Â 2011 ãîäó ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (Ãðàíò � 11-01-06819-ìîá_ã)
áóäåò ðàáîòàòü Ïÿòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-ñåìèíàð ¾Ìàòåìàòè-
÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì¿ èìåíè
Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî. Ïóáëèêóåìûå ðàáîòû èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðåöåí-
çèè, à ñàì æóðíàë (êðîìå ïîäïèñêè ÷åðåç êàòàëîã ¾Ïî÷òà Ðîññèè¿) äîñòóïåí
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Ðåäàêöèÿ æóðíàëà æåëàåò àâòîðàì òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ!
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Ñòðóêòóðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëîêàëüíûõ

êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé

c⃝ Â. Í. Êðèçñêèé1, Ð. Ð. ßìàòîâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàðèâàþòñÿ àëãîðèòìû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåé òî÷å÷íûõ èñ-
òî÷íèêîâ ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûõ êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðå-
äàõ Æþëèà, îïèñûâàþùèõ ðóäíûå è ïîðèñòûå íåôòåãàçîíàñûùåííûå ñðåäû. Íà îñíîâå âàðè-
àöèîííûõ àëãîðèòìîâ À.Í.Òèõîíîâà ñòðîÿòñÿ ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ïî îïðå-
äåëåíèþ ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèôðàêòàëüíûå ïîðèñòûå êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûå ñðåäûÆþëèà, ïîëå
ïîñòîÿííîãî òîêà, ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷à

1. Ââåäåíèå

Áîëüøèíñòâî êðóïíûõ íåôòåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ àññîöèà-
öèè ñëàáîêîíòðàñòíûõ è ìàëîðàçìåðíûõ çàëåæåé óãëåâîäîðîäîâ. Õàðàêòåðèñòèêè íåô-
òåãàçîíàñûùåííûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëåííûõ ïîðèñòûìè èëè òðåùèíîâàòûìè ñðåäàìè, â
ñóùåñòâåííîé ìåðå îïðåäåëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì çåðåí ïîðîäû, êàïèëëÿ-
ðîâ è òðåùèí ïî ôîðìå è ðàçìåðàì. Êàê èçâåñòíî, ïîðèñòûå ñðåäû � ñðåäû ôðàêòàëüíîé
ñòðóêòóðû. Âàæíîé ýêñïëóàòàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîäîáíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ êîýô-
ôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè, êîòîðûé ìîæíî ðàññ÷èòàòü, åñëè çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ïîðîâûõ
ïóñòîò (êîýôôèöèåíò ïîðèñòîñòè è ñâÿçíîñòü ïîðîâûõ êàíàëîâ), ò.å. åñëè èçâåñòíà ñòðóê-
òóðà ñðåäû, îòâå÷àþùàÿ ñòîõàñòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîðîâûõ ïóñòîò, êàïèëëÿðîâ è
òðåùèííûõ êàíàëîâ.

Âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðîäå ôðàêòàëüíûå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ êâàçèôðàêòàëàìè, ïî-
ñêîëüêó íà íåêîòîðîì ìàëîì ìàñøòàáå ôðàêòàëüíîñòü èñ÷åçàåò. Êâàçèôðàêòàë îòëè÷àåòñÿ
îò èäåàëüíûõ àáñòðàêòíûõ ôðàêòàëîâ êîíå÷íîñòüþ, íåïîëíîòîé è íåòî÷íîñòüþ ïîâòîðå-
íèé ñòðóêòóðû. Â ñèëó ýòîãî, äëÿ ðàñ÷åòà ôèçè÷åñêèõ ïîëåé â êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ,
ïðåäñòàâèìûõ âêðàïëåíèÿìè îäíîé ñðåäû â äðóãóþ (çàïîëíåííûõ ôëþèäîì ïîð â ñêåëåòå,
çåðåí îäíîãî âåùåñòâà â äðóãîì è ò.ï.) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êëàññè÷åñêèå àëãîðèò-
ìû, ó÷èòûâàþùèå áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåëêèõ àíèçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé, ãåíåðèðóåìûõ
ïðîöåäóðàìè, ðåàëèçóþùèìè ïðè ïîñòðîåíèè ïðèíöèï ôðàêòàëüíîñòè.

Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëåé â êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûõ êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ ïðåäî-
ñòàâëÿåò âîçìîæíîñòè ïîèñêà è ïðîãíîçà ñëàáîêîíòðàñòíûõ è ìàëîðàçìåðíûõ çàëåæåé
óãëåâîäîðîäîâ, à òàêæå îöåíêè çàïàñîâ íåôòè íà ðàçðàáàòûâàåìûõ íåôòåãàçîâûõ ìåñòî-
ðîæäåíèé. Ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå òåõíîëîãèè êîíòðîëÿ íàä ñîñòîÿíèåì çàïàñîâ ïîçâî-
ëèò ðåøèòü äâå âàæíûå â ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè çàäà÷è:

� îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ äîáû÷è, ÷òî ïðîäëèò ñðîê ýêñïëóàòàöèè ðàçðàáàòûâàåìûõ
ìåñòîðîæäåíèé,

� âîçîáíîâèòü äîáû÷ó èñòîù¼ííûõ ìåñòîðîæäåíèé, êîãäà áóäåò óñòàíîâëåí ôàêò âîç-
îáíîâëåíèÿ èõ çàïàñîâ.

1Ïðîôåññîð êàôåäðû ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; Krizsky@rambler.ru.

2Àñïèðàíò êàôåäðû ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; YamatovRim@yandex.ru.
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Ðàíåå â ðàáîòàõ [1]-[3] íà îñíîâå êîìáèíàöèè ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áûëè ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèî-
íàðíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé â òðåõìåðíûõ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè. Íà
èõ îñíîâå ðàññìàòðèâàëèñü îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö è óäåëüíîé ïðîâîäèìî-
ñòè âêëþ÷åíèé â êëàññå ïðîñòûõ òåë [4], òåë âðàùåíèÿ [5] è áåñêîíå÷íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ
òåë [6,7] ñ àïïðîêñèìèðîâàííîé ñïëàéíîì ãðàíèöåé. Â [8,9] ðåçóëüòàòû îáîáùåíû è ðàñ-
ïðîñòðàíåíû íà êóñî÷íî-àíèçîòðîïíûå ñðåäû.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ ïî-
ñòðîåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà âìåùàþùåãî ïðîñòðàíñòâà è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà îñíî-
âå ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî òèïà ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíîé îáðàòíîé çàäà÷è ïîèñêà
ïàðàìåòðîâ, ïîëîæåíèÿ è ôîðìû êâàçèôðàêòàëüíîãî àíèçîòðîïíîãî òåëà.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â êîìïëåêñå ïðîãðàìì è äîïóñêàþò ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñóïåðêîìïüþòåðîâ, ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
êîìïëåêñîâ èëè âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ.

2. Ìîäåëèðîâàíèå êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåä Æþëèà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Æþëèà ( J3D ), êîòîðûå â êóáå ñòîðîíû 4 ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ïðè äåëåíèè åãî íà N3 ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ, îáðàçóþò êâàçèôðàêòàëüíûå
âêëþ÷åíèÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòàðíûõ îáúåêòîâ. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî îáú-
åêòà ñðåäû óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ≪ êóá≫ ñî ñãëàæåííûìè óãëàìè è ðåáðàìè, ñ ãðàíÿìè,
ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì è äëèíàìè ðåáåð, ìíîãî ìåíüøèìè ðàçìåðîâ
âñåãî ôðàêòàëà, ãåîýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûì
ïîñòîÿííûì òåíçîðîì óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà J3D ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãèïåðêîìïëåêñíûõ
÷èñåë wm(k) , ïîñòðîåííûõ äëÿ ëþáîãî ãèïåðêîìïëåêñíîãî ÷èñëà k ïî ïðàâèëó:

w0 = k, wm+1 = Pn1(wm)/Qn2(wm) = J(wm).

Çäåñü Pn1 è Qn2 , n1 ≥ n2 � ãèïåðêîìïëåêñíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè n1 è n2 ñîîòâåòñòâåí-
íî, à ðàöèîíàëüíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå J(w) � ýíäîìîðôèçì.

Ìíîæåñòâîì Æþëèà J(k) íàçûâàåòñÿ [10] çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê ïðèòÿæåíèÿ
áåñêîíå÷íîñòè � òàêèõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë k , ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wm(k) ñõî-
äèòñÿ ê áåñêîíå÷íîìó ïðåäåëó, ïðè m ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ìíîæåñòâî Æþëèà
íà ãèïåðêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x, y, z ñàìîïîäîáíî. Ìíîæåñòâà Æþëèà äåëÿòñÿ íà äâà
îñíîâíûõ êëàññà: ñâÿçíûå è âïîëíå íåñâÿçíûå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç
íåñ÷åòíîãî ÷èñëà äèñêðåòíûõ òî÷åê(≪ ïûëü Ôàòó≫ ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J3D = C\J(k) � äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Æþëèà äî ãèïåðêîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Ìíîæåñòâî J3D èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Êàê ìíîæå-
ñòâî J(k) , òàê è ìíîæåñòâî J3D , ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîôèçèêè, èíòåðåñíû ñâîèìè ãåîëîãè-
÷åñêèìè àíàëîãàìè.

Â ÷àñòíîì, íàèáîëåå èññëåäîâàííîì ñëó÷àå, Pn1(w)/Qn2(w) = w2+d , ãäå d = a+ib+jc ,
a , b , c ∈ R � ïðîèçâîëüíîå ãèïåðêîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî Æþëèà J(k) è åãî äî-
ïîëíåíèå � J3D(a, b, c) , ïðè êîíå÷íîì m , áóäóò êâàçèôðàêòàëüíûìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè
ìíîæåñòâàìè, çàâèñÿùèìè îò òðåõ ïàðàìåòðîâ a , b è c .

Êâàçèôðàêòàëû ñãåíåðèðîâàííûå íà îñíîâå J3D -àëãîðèòìà îáëàäàþò ðÿäîì ñâîéñòâ:

1. ïðè a = b = c = 0 ìíîæåñòâî J3D(0, 0, 0) � åäèíè÷íûé øàð;

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1
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2. ìíîæåñòâî J3D(a, 0, 0) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñåé y è z è ïðè ìàëûõ a � åñòü
òåëî âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè x ;

3. åñëè |q| =
√
a2 + b2 + c2 > 2 è x2 + y2 + z2 ≥ q , òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ

J(x, y, z) ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò îïòèìèçèðîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êâàçèôðàê-
òàëüíûõ âêëþ÷åíèé â ñëó÷àå ñèììåòðèè, îãðàíè÷èòü âàðèàöèè a , b è c , ïðîâåñòè ñåðèþ
ñðàâíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè a = b = c = 0 â êëàññå ïðîñòûõ òåë.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Íà ðèñóíêå 2.1 äåìîíñòðèðóþòñÿ ìíîæåñòâà J3D è èõ àêñèàëüíûå ñå÷åíèÿ ïðè íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a , b è c ; Pn(w) = w2 + d .

Îñóùåñòâëÿÿ ïåðåíîñ, ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå è ïîâîðîò ïîñòðîåííîãî ìíîæåñòâà ìîæ-
íî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå àíàëîãè ãåîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïîäëåæàùèõ ìîäåëèðîâàíèþ:
≪ êëàññè÷åñêèå≫ âêëþ÷åíèÿ (øàð, ëèíçà, òåëî âðàùåíèÿ); ëîêàëüíûå âêëþ÷åíèÿ, îêðó-
æåííûå îðåîëîì ïîðîäû (çîíîé ïåðåìåøèâàíèÿ ñðåä); ïîðèñòûå ñðåäû.

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ J3D -êâàçèôðàêòàëüíûõ
âêëþ÷åíèé ñòàëêèâàåòñÿ ñ ðÿäîì ïðîáëåì:

1. áîëüøîå êîëè÷åñòâî (103−104) ýëåìåíòàðíûõ âêëþ÷åíèé, ÷òî âåäåò ê ðîñòó ðàçìåð-
íîñòè ðåøàåìûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà
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ìíèìûõ ãðàíèö ïðè ñîïðèêîñíîâåíèè ýëåìåíòàðíûõ êóáîâ ïðè ðàñ÷åòå ôèçè÷åñêîãî
ïîëÿ;

2. áîëüøàÿ ãëóáèíà ðåêóðñèè èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé (áîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé m ).

Âñå ýòî âëå÷åò çíà÷èòåëüíûå çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè íà ãåíåðèðîâàíèå êâàçèôðàê-
òàëüíûõ âêëþ÷åíèé è íà ðàñ÷åòû ôèçè÷åñêèõ ïîëåé â ñðåäå ïðè èõ íàëè÷èè. Äëÿ óñêîðå-
íèÿ íà ýòîì ýòàïå ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïðîöåäóðû ãåíåðàöèè.

3. Ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà â êóñî÷íî-

àíèçîòðîïíûõ êâàçèôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ

Ðàññìîòðèì ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòóþ ñðåäó (ñì. ðèñóíêå 3.1 à), ðàçäåëåííóþ ãëàäêè-
ìè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûìè ãðàíèöàìè γ1.0 , γ2.0 ,..., γn.0 íà ãîðèçîíòàëüíûå ñëîè Ω0.0 ,
Ω1.0 , Ω2.0 , . . . , Ωn.0 ñ óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïðîâîäèìîñòÿìè, çàäàííûìè ñèììåò-
ðè÷íûìè òåíçîðàìè σ0.0 , σ1.0 , σ2.0 , . . . , σn.0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü êàæäûé ñëîé Ωi.0

ñîäåðæèò ki ëîêàëüíûõ êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ãðàíèöàìè γi.j è ïîñòîÿííûìè
ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè ïðîâîäèìîñòè σi.j , j = 1, ki .

Ïóñòü â òî÷êå A ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ Ωm.0 íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ïîñòîÿí-
íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ñ êîòîðîãî ñòåêàåò òîê ñèëû I .

Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå P ̸= A U(P ) � ïîòåíöèàë ñðåäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâà-
åìîãî èñòî÷íèêîì ïîñòîÿííîãî òîêà, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé:

div(σi.j∇Ui.j(P )) = −fi.j(P ), P ∈ Ωi.j, i = 0, n, j = 0, ki, (3.1)

(σi.0∇Ui.0(P ),n)− (σi.j∇Ui.j(P ),n)
∣∣
γi.j

= 0, Ui.0(P )− Ui.j(P )|γi.j = 0, i = 0, n, j = 1, ki,

(3.2)
(σi.0∇Ui.0(P ),n)− (σi−1.0∇Ui−1.0(P ),n)

∣∣
γi.0

= 0, Ui.0(P )− Ui−1.0(P )|γi.0 = 0, i = 1, n, (3.3)

Ui.0(P ) → 0, P (x, y, z) → ∞, i = 0, n, (3.4)

ãäå fi.j =

{
Iδ(P,A), P ∈ Ωm.0,
0, P /∈ Ωm.0

, δ(P,A) � ôóíêöèÿ Äèðàêà, n � âåêòîð íîðìàëè, (3.2) �

(3.3) � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà è ïëîòíîñòè òîêà íà ãðàíèöàõ êîíòàêòîâ ñðåä,
(3.4) � óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïîýòàïíî
ïîíèæàÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è [3], [8, 9].

Ð è ñ ó í î ê 3.1
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Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà âìåùàþùåãî ïðîñòðàíñòâà
(áåç êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé â ïîñëåäíåì ñëîå � ðèñóíîê 3.1 á) ñ òî÷å÷íûì èñòî÷-
íèêîì åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, íàõîäÿùåìñÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Q(xq, yq, zq) :

div(σi.j∇Gn
i.j(P,Q)) = −δ(P,Q), P ∈ Ωi.j, i = 0, n, j = 0, ki, (3.5)

(σi.0∇Gn
i.0(P,Q),n)− (σi.j∇Gn

i.j(P,Q),n)
∣∣
γi.j

= 0, Gn
i.0(P,Q)−Gn

i.j(P,Q)
∣∣
γi.j

= 0, (3.6)

i = 0, n− 1, j = 1, ki,

(σi.0∇Gn
i.0(P,Q),n)− (σi−1.0∇Gn

i−1.0(P,Q),n)
∣∣
γi.0

= 0, (3.7)

Gn
i.0(P,Q)−Gn

i−1.0(P,Q)
∣∣
γi.0

= 0, i = 1, n,

Ui.0(P ) → 0, P (x, y, z) → ∞, i = 0, n, (3.8)

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) � (3.4) èìååò âèä:

U(P ) =
kn∑
j=1

∫
γn.j

Un.j(Q)
(
(σn.0 − σn.j)∇Gn

n.j(P,Q),nQ
)
dγn.jQ +Gn(P,A), (3.9)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (3.1) � (3.4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ëþ-
áîé òî÷êå P êóñî÷íî-àíèçîòðîïíîé îáëàñòè, åñëè áóäåò îïðåäåëåíî ðåøåíèå çàäà÷è (3.5)
� (3.8) � ôóíêöèÿ Ãðèíà Gn(P,Q) � è áóäóò èçâåñòíû ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà
íà ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé, íå âîøåäøèõ â çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Çäåñü � n âåêòîð
âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå Q .

Îïóñêàÿ â (3.9) òî÷êó P íà êàæäóþ èç ãðàíèö γn.l, l = 1, kn è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ
(3.2), ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà âèäà:

Un.l(P )−
kn∑
j=1

∫
γn.j

Un.j(Q)
(
(σn.0 − σn.j)∇Gn

n.j(P.Q),nQ
)
dγn.jQ = Gn(P,A), P ∈ γn.l. (3.10)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.5) � (3.8) ñíîâà ïðèìåíèì ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà
âìåùàþùåãî ïðîñòðàíñòâà, ñ÷èòàÿ âêëþ÷åíèåì ïîñëåäíèé ñëîé (ñì. ðèñóíêå 3.1 â):

div(σi.j∇G̃n
i.j(P,Q)) = −δ(P,Q), P ∈ Ωi.j, i = 0, n− 1, j = 0, ki, (3.11)

(σi.0∇G̃n
i.0(P,Q),n)− (σi.j∇G̃n

i.j(P,Q),n)
∣∣∣
γi.j

= 0, G̃n
i.0(P,Q)− G̃n

i.j(P,Q)
∣∣∣
γi.j

= 0, (3.12)

i = 0, n− 1, j = 1, ki,

(σi.0∇G̃n
i.0(P,Q),n)− (σi−1.0∇G̃n

i−1.0(P,Q),n)
∣∣∣
γi.0

= 0, (3.13)

G̃n
i.0(P,Q)− G̃n

i−1.0(P,Q)
∣∣∣
γi.0

= 0, i = 1, n− 1,

G̃i.0(P,Q) → 0, P (x, y, z) → ∞, i = 0, n− 1. (3.14)

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.5) � (3.8) áóäåò èìåòü âèä:

Gn(P,Q) =

∫
γn.0

Gn(Q1, Q)
(
(σn−1.0 − σn.0)∇G̃n(P,Q1),nQ1

)
dγn.0Q1

+ G̃n(P,Q), (3.15)
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à çíà÷åíèÿ Gn(P,Q) íà ãðàíèöå γn.0 � îïðåäåëÿþòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Gn(P,Q)−
∫
γn.0

Gn(Q1, Q)
(
(σn−1.0 − σn.0)∇G̃n(P,Q1),nQ1

)
dγn.0Q1

= G̃n(P,Q), P ∈ γn.0.

(3.16)
Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò èñõîäíîé çàäà÷è (3.1) � (3.4) ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å (3.11) �

(3.14) óïðîñòèë ãåîìåòðèþ îáëàñòè ðåøåíèÿ � â ñðåäå ñòàëî íà îäèí ñëîé ñ âêëþ÷åíèÿìè
ìåíüøå.

Ê çàäà÷å (3.11) � (3.14), ñëåäîâàòåëüíî, ñíîâà ìîæíî ïðèìåíèòü âûøåîïèñàííûé ñïî-
ñîá, âïëîòü äî ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ Ω0.0 . Åñëè ïðè ýòîì
òåíçîð åãî óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè çàäàí ìàòðèöåé äèàãîíàëüíîé σ0.0 = σ11 0 0

0 σ22 0
0 0 σ33

 , òî ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêè:

G̃0(P,Q) =
1

4π
√
σ11σ22σ33

√(xp − xq)2

σ11
+

(yp − yq)2

σ22
+

(zp − zp)2

σ33

−1

,

ãäå P (xp, yp, zp) , Q(xq, yq, zq) � òî÷êè, ñîäåðæàùèå ïðèåìíèê è èñòî÷íèê òîêà.
Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ çíà÷åíèé àíîìàëüíîãî ïîòåíöèàëà

ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ñèñòåìû äâóõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ñèëû I1 = +1 À
, I2 = −1 À ñ êîîðäèíàòàìè A1(+40,+40, 0) ì, A2(−40,−40, 0) ì ñîîòâåòñòâåííî, âû-
÷èñëåííîãî ïî àëãîðèòìó, èçëîæåííîìó âûøå, íà ïëîùàäêå D = {x ∈ [−20, 20], y ∈
[−20, 20], z = 0)} ≪ äíåâíîé≫ ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ óäåëüíîé
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ σ0.0 = 0, 01 Cì/ì, ïðè ðàçëè÷íîì ïîðÿäêå N äåòàëèçà-
öèè êâàçèôðàêòàëà J3D(0, 0, 0) è øàðà ñ öåíòðîì â O(0, 0, 6) ì, ðàäèóñà R = 2 ì è
óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ σ0.1 = 0, 02 Ñì/ì.

N 1
Nu

Nu∑
i=1

|Uspr−Uj3d|i
Uspri

, %

√
Nu∑
i=1

(Uspr − Uj3d)2, Â max
i∈1,Nu

|Uspr − Uj3d|i, Â

20 5,13 0,00017722 3,18e-06
30 1,29 0,00006944 1,03e-06
40 1,00 0,00006117 8,89e-07
50 0,69 0,00006047 5,61e-07

Òàáëèöà 1: Ñîïîñòàâëåíèå çíà÷åíèé àíîìàëüíîãî ïîòåíöèàëà â îäíîðîäíîì ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå â ïðèñóòñòâèå êâàçèôðàêòàëà J3D(0, 0, 0) è Uspr � øàðà, Nu � êîëè÷åñòâî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ñîñòàâèëà ìåíåå 6 %, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î
äîñòàòî÷íîé õîðîøåé òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Óâåëè÷åíèå N � êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ≪ êó-
áîâ≫ âõîäÿùèõ â êâàçèôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî, âëå÷åò ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ.

4. Âîññòàíîâëåíèå ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö è ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïî íàáëþ-
äàåìûì çíà÷åíèÿì ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà îòíîñèòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ çàäà÷
ýëåêòðîðàçâåäêè. Âñëåäñòâèå íååäèíñòâåííîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷à íåêîð-
ðåêòíà.
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Áóäåì èñêàòü ïàðàìåòðû êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé, êàê ýêñòðåìàëüíûå ðåøåíèÿ
ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà À.Í. Òèõîíîâà.

Çàäàäèì ôîðìó i.j -ãî êâàçèôðàêòàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ Ωi.j âåêòîðàìè
φi.j(Ri.j, Oi.j, ai.j, bi.j, ci.j, Ni.j) , ãäå Ri.j = (Rx

i.j, R
y
i.j, R

z
i.j) � âåêòîð ìàñøòàáèðîâàíèÿ ñ

êîýôôèöèåíòàìè ñæàòèÿ/ðàñòÿæåíèÿ êóáà ñòîðîíû 4 ì ïî îñÿì x , y è z ñîîòâåòñòâåí-
íî, Oi.j = (Ox

i.j, O
y
i.j, O

z
i.j) � ñìåùåííàÿ îò òî÷êè (0, 0, 0) êîîðäèíàòà öåíòðà, ai.j, bi.j, ci.j

� ïàðàìåòðû J3D ôóíêöèè, Ni.j � ïàðàìåòð äåòàëèçàöèè ôðàêòàëà, îïðåäåëÿþùèé
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ≪ êóáîâ≫ .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîíå÷íîìåðíûé âåêòîð s = (φ0.1, φ0.2, . . . , φi,j, . . . , φn.kn) , îïðå-
äåëÿþùèé âèä âñåõ êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñðåäû. Áóäåì èñêàòü åãî êàê ðåøåíèå,
ìèíèìèçèðóþùåå ðåãóëÿðèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë À.Í. Òèõîíîâà âèäà:

F (s) = ∥Ue − Um(s)∥L2(D×D) + α
∥∥s − s0

∥∥
R10k , (4.1)

ãäå Ue , Um � ñîîòâåòñòâåííî ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ìîäåëüíûå (êàê ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)
� (3.4)) çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ ìåæäó äàò÷èêàìè, ðàñïîëîæåííûìè â óçëàõ ñåòî÷íîãî
ìíîæåñòâà D × D ïðèåìíèêîâ/èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, α � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, s0 � k -
êîìïîíåíòíûé âåêòîð (îïèñûâàþùèé k âêëþ÷åíèé) îïîðíîé ìîäåëè, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ
ó÷åòîì âñåé àïðèîðíî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå èññëåäóåìîé ñðåäû (íàïðèìåð,
ïî äàííûì ñåéñìî- è/èëè ãðàâèðàçâåäêè).

Îãðàíè÷èâàÿ âàðèàöèþ êîìïîíåíò êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðà s , ïîëó÷èì êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè À.Í. Òèõîíîâà, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êâàçèðåøå-
íèå, îïðåäåëÿþùåå ôîðìó êâàçèôðàêòàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ýêñòðåìàëü ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà (èñêîìûå ïàðàìåòðû âêëþ÷åíèé) èùåò-
ñÿ ìåòîäîì Õóêà�Äæèâñà ïîèñêà ìèíèìóìà ñèëüíî-îâðàæíîé ôóíêöèè.

Ñèñòåìà Ox
0.1, ì Oy

0.1, ì Oz
0.1, ì R0.1 a0.1 b0.1 c0.1 VJ3D,%

èñòî÷íèêîâ 1,123 -1,345 -6,234 2,234 -0,382 0,596 -0,112 4,352
âêëþ÷åíèå îäíîðîäíîå

A1 1,225 -1,468 -6,550 1,975 -0,376 0,590 -0,120 8,458
ε,% 9,08 9,12 5,06 11,59 1,57 1,02 7,14 94,36
A1, A2 1,075 -1,413 -6,450 2,375 -0,420 0,575 -0,124 6,965
ε,% 4,27 4,99 3,46 6,31 9,95 3,52 10,71 60,05

A1, A2, A3, A4 1,144 -1,325 -6,325 2,275 -0,420 0,564 -0,120 4,470
ε,% 1,87 1,51 1,45 1,84 4,71 1,85 7,14 2,80

âêëþ÷åíèå àíèçîòðîïíîå
A1 1,288 -1,125 -6,650 2,025 -0,420 0,564 -0,140 7,640
ε,% 14,65 16,38 6,67 9,36 9,95 5,37 25,00 75,55
A1, A2 1,250 -1,475 -6,525 2,425 -0,378 0,600 -0,120 7,594
ε,% 11,31 9,64 4,66 8,55 1,05 0,67 7,14 74,50

A1, A2, A3, A4 1,155 -1,225 -6,375 2,344 -0,390 0,592 -0,116 4,986
ε,% 2,85 8,94 2,26 4,91 2,09 0,67 3,57 14,59

Òàáëèöà 2: Âîññòàíîâëåíèå ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàê-
òàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ J3D(−0, 3820; 0, 5960;−0, 1120) , ñìåùåííîãî â òî÷êó O0.1 =
(1, 1230;−1, 3453;−6, 2343) ì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ñ âåêòîðîì ìàñøòàáèðîâà-
íèÿ R0.1 = (2, 2340; 2, 2340; 2, 2340) , ïî çíà÷åíèþ àíîìàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîñòîÿííîãî
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ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà îò ñèñòåìû èñòî÷íèêîâ ñèëû I1 = I3 = +1À, I2 = I4 = −1À ñ êîîðäè-
íàòàìè A1 = (40, 40, 0) ì, A2 = (−40,−40, 0) ì, A3 = (40, 0, 0) ì, A4 = (−30, 0, 0) ì ñîîò-
âåòñòâåííî, íà ïëîùàäêå D = {x ∈ [−20, 20], y ∈ [−20, 20], z = 0)} ≪ äíåâíîé≫ ïîâåðõíî-
ñòè îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ σ0.0 = 0, 01
Ñì/ì. Óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ σ0.1 = 0, 1 Ñì/ì â èçîòðîï-
íîì è ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðîâîäèìîñòè âäîëü îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò 0, 2
Ñì/ì, 0, 05 Ñì/ì è 0, 1 Ñì/ì ñîîòâåòñòâåííî àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå. Ïàðàìåòð äåòàëèçà-
öèè N0.1 = 40 . Â êà÷åñòâå àïðèîðíî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè ðàññìàòðèâàëèñü çíà÷åíèÿ:
O0.1 = (0; 0;−10) , R0.1 = (3, 3, 3) , a = 0 , b = 0 , c = 0 .

Â òàáëèöå 2 ε � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, çíà÷åíèå VJ3D = NJ3D/N
3
0.1 × 100% �

àíàëîã êîýôôèöèåíòà ïîðèñòîñòè, ãäå NJ3D � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îáúåêòîâ îáðàçóþùèõ
âêëþ÷åíèå. Äëÿ øàðà VJ3D = 53, 846 , ïðè ïàðàìåòðå äåòàëèçàöèè N = 40 .

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè ÷òî, íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ñòðàòåãèåé ïîèñ-
êà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ êâàçèôðàêòàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ: íà ïåðâîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ ìåñòîïîëîæåíèå (êîîðäèíàòû öåíòðà), íà âòîðîì
� âåêòîð ìàñøòàáèðîâàíèÿ, íà òðåòüåì � âûïîëíÿåòñÿ óòî÷íåíèå êîýôôèöèåíòîâ ãåíåðà-
òîðà ôðàêòàëà. Äàííîé ñòðàòåãèåé îïðåäåëÿëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âàðüèðîâàíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ â ìåòîäå Õóêà�Äæèâñà. Íàéäåííûå ïàðàìåòðû êâàçèôðàêòàëà ïîçâîëÿþò ñòðî-
èòü îöåíêè êîýôôèöèåíòà ïîðèñòîñòè ñðåäû (ñì. ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû 2), à ïî-
ñëåäóþùèå èññëåäîâàíèÿ êâàçèôðàêòàëà íà ñâÿçíîñòü (íàëè÷èå êàïèëëÿðíûõ êàíàëîâ) è
ôëþèäîäèíàìèêó ïîçâîëÿò îöåíèòü êîýôôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè íåôòåãàçîíàñûùåííûõ
ñèñòåì.
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Structural interpretation of local piecewise anisotropic
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Abstract. The computer modeling algorithms for direct electric pointed source �elds in piecewise
quasifractal Julia media were build. Julia quasifractals are describe meaning or porous oil and gas
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ÓÄÊ 517.938

Ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ

äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

c⃝ Î.Â. Ïî÷èíêà1

Àííîòàöèÿ. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâà
G(M3) ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà f , çàäàííûõ íà ãëàä-
êèõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ 3-ìíîãîîáðàçèÿõ M3 . Ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì
äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) ÿâëÿåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè åãî ñõåìû Sf , êîòîðàÿ
ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ è òîïîëîãèè âëîæåíèÿ â îáúåìëþùåå ìíî-
ãîîáðàçèå äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê f . Êðîìå
òîãî, âûäåëåíî ìíîæåñòâî àáñòðàêòíûõ ñõåì S , èìåþùåå ïðåäñòàâèòåëÿ èç êàæäîãî êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì äèôôåîìîðôèçìîâ èç G(M3) è ïî êàæäîé àáñòðàêòíîé ñõåìå S ∈ S
ïîñòðîåí äèôôåîìîðôèçì fS ∈ G(M3) , ñõåìà êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíà ñõåìå S .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ïðî-
ñòðàíñòâî îðáèò.

Ââåäåíèå

Ïóñòü Mn � ãëàäêîå çàìêíóòîå ñâÿçíîå îðèåíòèðóåìîå n -ìíîãîîáðàçèå. Äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè:

1) åå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷íî è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò;

2) èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïåðåñåêà-
þòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Ñâîèì íàçâàíèåì ýòè ñèñòåìû îáÿçàíû Ñ. Ñìåéëó [18], êîòîðûé â 1961 ãîäó, îñíîâû-
âàÿñü íà ðàáîòå Àíäðîíîâà è Ïîíòðÿãèíà [1] 1937 ãîäà, âûäåëèë ïîòîêè ñî ñâîéñòâàìè
1), 2), êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ãðóáûõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ è äîêàçàë, ÷òî äëÿ
íèõ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ, ïîäîáíûå íåðàâåíñòâàì Ìîðñà. Ñåãîäíÿ õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû Ìîðñà-Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ëþáîé ðàçìåðíîñòè äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè, çà èñêëþ÷åíèåì
ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ è ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè. Îäíà-
êî, ýòè ñèñòåìû ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòàíåíèå â äèíàìèêå â êà÷åñòâå ïðîñòåéøèõ
ìîäåëåé ãðóáûõ ñèñòåì, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå çàäà÷è åñòåñòâåííûõ íàóê.

Îäíèì èç ïåðâûõ âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâ-
ëÿåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèè åå òðàåêòîðèé è âîçìîæíîñòè êà÷åñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî
òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ñîïðÿæåííîñòè)) îòëè÷àòü ýòî ïîâåäåíèå îò ïîâåäåíèÿ
òðàåêòîðèé äðóãîé ñèñòåìû. Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ñîñòàâëÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôè-
êàöèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè íåêîòîðîé, ïî-âîçìîæíîñòè ìè-
íèìàëüíîé, èíôîðìàöèè î ñèñòåìå, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåé åå êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè (ñîïðÿæåííîñòè) è íàçûâàåìîé ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì.
Íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïî âûäåëåí-
íîé èíôîðìàöèè ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ â êàæäîì êëàññå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè (ñîïðÿæåííîñòè), íàçûâàåìîå ðåàëèçàöèåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Âîçìîæ-
íîñòü ðåàëèçàöèè ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ñèñòåìû ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà.

1Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé, Íèæåãîðîäñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; olga-pochinka@yandex.ru.
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Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò-
ñÿ ÷èñëîì åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Äëÿ êàñêàäîâ íà îêðóæíîñòè ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé
èíâàðèàíò ïîëó÷åí À.Ã. Ìàéåðîì [14] â 1939 ãîäó è ñîñòîèò èç ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ îð-
áèò è ÷èñëà âðàùåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà. Â 1955 ãîäó Å.À. Ëåîíòîâè÷ è À.Ã. Ìàéåð [13]
â êà÷åñòâå ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ââåëè ñõåìó ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
îñîáûõ òðàåêòîðèé íà äâóìåðíîé ñôåðå. Â 1971 ãîäó Ì. Ïåéêøîòî [15] îáîáùèë ïîíÿòèå
ñõåìû Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà è äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïîòîêîâ íà ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîë-
íûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ êëàññ èçîìîðôíîñòè îðèåíòèðóåìîãî ãðàôà,
âåðøèíû è ðåáðà êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îñîáûìè
òðàåêòîðèÿìè è ñåïàðàòðèñàìè ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, à èçîìîðôíîñòü
ãðàôîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñîõðàíåíèå âûäåëåííûõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäãðàôîâ. Ãðà-
ôà, ïîäîáíîãî ãðàôó Ïåéêøîòî è îñíàùåííîãî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé,
îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà äëÿ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò (À.Í. Áåçäåíåæ-
íûõ, Â.Ç. Ãðèíåñ [2], [3], [4], [10]). Äëÿ ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òðàåêòîðèé
íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ (ß.Ë. Óìàíñêèé [19]) â êà÷åñòâå ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà
âíîâü èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà, ïîäîáíàÿ ñõåìå Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà. Êëàññèôèêàöèîííûå ðå-
çóëüòàòû íà ÿçûêå ãðàôîâ Ïåéêøîòî è äèàãðàìì Ñìåéëà èìåþòñÿ è â ðàçìåðíîñòè n > 3 :
äëÿ ïîòîêîâ íà ñôåðå Sn , â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòè ïîòîêè íå èìåþò çàìêíóòûõ òðàåê-
òîðèé è ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé (Ñ.Þ. Ïèëþãèí [16]); äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ íà
Mn , âñå ñåäëîâûå òî÷êè êîòîðîãî èìåþò èíäåêñà Ìîðñà 1 (Ãðèíåñ Â.Ç., Ãóðåâè÷ E.ß.,
Ìåäâåäåâ Â.Ñ. [11], [12]).

Êàê ñòàëî ÿñíî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, íèêàêàÿ êîìáèíàòîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î äèô-
ôåîìîðôèçìå íà 3-ìíîãîîáðàçèè íå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü êëàññ åãî òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-
æåííîñòè. Ïðè÷èíîé ñòîëü íåîæèäàííîãî ýôôåêòà îêàçàëàñü âîçìîæíîñòü �äèêîãî� ïî-
âåäåíèÿ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê, ïðè êîòîðîì, ñåïàðàòðèñà, ÿâëÿÿñü ãëàäêèì ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ, èìååò çàìûêàíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò ñåïàðàòðèñû
âñåãî îäíîé òî÷êîé, íî íå ÿâëÿþùååñÿ äàæå òîïîëîãè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì. Âïåðâûå
äèôôåîìîðôèçì ñ äèêèìè ñåïàðàòðèñàìè áûë ïîñòðîåí Ä. Ïèêñòîíîì â 1977 ãîäó [17].
Îí èñïîëüçîâàë êðèâóþ Àðòèíà-Ôîêñà äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîìåðíîé ñåïàðàòðèñû ñåäëî-
âîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äèôôåîìîðôèçì Ïèêñòîíà çàäàí íà òðåõìåðíîé ñôåðå è èìååò
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: ñåäëà, îäíîãî èñ-
òî÷íèêà è äâóõ ñòîêîâ. Èç ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå Ïèêñòîíà ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêè íåñîïðÿæåííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ (ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ÷òî èõ
ãðàôû Ïåéêøîòî èçîìîðôíû) è ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ òèï âëî-
æåíèÿ ñåïàðàòðèñ. Ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì, ïîçâîëÿþùèì ðàçëè÷àòü ýòè âëîæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïðîñòðàíñòâó îðáèò è ðàññìîòðåíèå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè åñòåñòâåí-
íîé ïðîåêöèè ñåïàðàòðèñû â ýòî ïðîñòðàíñòâî. Èìåííî ýòîé èäååé ñâÿçàíû âñå óæå èìå-
þùèåñÿ ðàáîòû ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà
3-ìíîãîîáðàçèÿõ â ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàçëè÷íîé îáùíîñòè (Õ. Áîíàòòè, Â.Ç. Ãðèíåñ, Â.Ñ.
Ìåäâåäåâ, Å. Ïåêó, Î.Â. Ïî÷èíêà [6]�[7]). Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ðåøèòü çàäà÷ó òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïðîèçâîëüíûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ. Êðîìå òîãî, ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ÷òî
ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà áëóæäàþùèõ îðáèò ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèåé â òîïî-
ëîãè÷åñêîì èíâàðèàíòå, ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì óæå íå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì äåéñòâè-
åì íà îñîáûõ òðàåêòîðèÿõ (òðàåêòîðèÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèÿì
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê).
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1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-

æåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G(M 3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(M3) êëàññ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà f , çàäàííûõ íà ãëàäêèõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ 3-ìíîãîîáðàçèÿõ M3 . Êàê
óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, çàìûêàíèå èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîé òî÷êè äèô-
ôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) ìîæåò èìåòü ñëîæíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ýòî ÿâëåíèå
ìîæåò èìåòü êàê ÷èñòî òîïîëîãè÷åêóþ, òàê è äèíàìè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé
ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ñåïàðàòðèñà ñåäëîâîé òî÷êè ó÷àñòâóåò â ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
ïåðåñå÷åíèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå W s

σ1
∩W u

σ2
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðà-

çèé ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, σ2 íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì. Ïðè ýòîì, êîìïî-
íåíòà ñâÿçíîñòè ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êðèâîé â ñëó÷àå, êîãäà
dim W s

σ1
= dim W u

σ2
è ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé â ñëó÷àå, êîãäà dim W s

σ1
̸= dim W u

σ2
.

Ïðåäñòàâèì äèíàìèêó ïðîèçâîëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : M3 → M3

â âèäå �èñòî÷íèê-ñòîê� ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ q ∈ {0, 1, 2, 3} îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωq

ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ñ èíäåêñîì Ìîðñà q . Ïîëîæèì
Af = Ω0 ∪ W u

Ω1
, Rf = Ω3 ∪ W s

Ω2
è Vf = M3 \ (Af ∪ Rf ) . Ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ôèëü-

òðàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Af (Rf ) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì)2 äèô-
ôåîìîðôèçìà f . Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâî Vf ñîñòîèò èç áëóæäàþùèõ òî÷åê, êîòîðûå ïîä
äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà f (f−1) äâèæóòñÿ ê àòòðàêòîðó (ðåïåëëåðó). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç V̂f = Vf/f ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ f íà Vf è ÷åðåç p

f
: Vf → V̂f åñòåñòâåííóþ

ïðîåêöèþ. Â ñèëó âûáîðà ïðîñòðàíñòâà Vf , åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ p
f
ÿâëÿåòñÿ íàêðû-

òèåì è, ñîãëàñíî [9], ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂f ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìíîãîîáðàçèåì3. Ïðè ýòîì

íàêðûòèå p
f
èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì η

f
: π1(V̂f ) → Z , ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ãîìî-

òîïè÷åñêîìó êëàññó [c] ∈ π1(V̂f ) öåëîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ïîäíÿòèå êðèâîé c íà Vf
ñîåäèíÿåò òî÷êó x ñ òî÷êîé fn(x) . Ïîëîæèì Ŵs

f = p
f
(W s

Ω1
\ Af ) è Ŵu

f = p
f
(W u

Ω2
\Rf ) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íàáîð Sf = (V̂f , ηf
, Ŵs

f , Ŵu
f ) íàçîâåì ñõåìîé äèôôåî-

ìîðôèçìà f ∈ G(M3) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G(M3) íà-

çîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) η
f
= η

f ′ φ̂∗ ;

2) φ̂(Ŵs
f ) = Ŵs

f ′ è φ̂(Ŵu
f ) = Ŵu

f ′ .

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà f, f ′ ∈ G(M3) òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñõåìû ýêâèâàëåíòíû.

Ðåøåíèå ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ïðèíöèïèàëüíûõ âçàèìîñâÿçàí-
íûõ ôàêòàõ, êàñàþùèõñÿ ñõåìû Sf . Ïåðâûé ôàêò (ëåììà 2.1.) óòâåðæäàåò, ÷òî ìíîæåñòâà

Ŵs
f , Ŵu

f ÿâëÿþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèìèñÿ ëàìèíàöèÿìè íà ìíîãîîáðàçèè V̂f
â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 2.1., 2.2.. Âòîðîé ôàêò (ëåììà 2.2.) ñâÿçàí ñ ââåäåííûì àâòîðàìè

2Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ Mn íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f : Mn → Mn , åñëè
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà A òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂ U è A =

∩
n∈N

fn(U) . Ìíîæåñòâî R ⊂ Mn

íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äëÿ f , åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ f−1 .
3Ãëàäêîå ñâÿçíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî ãîìåîìîðô-

íî S2 × S1 èëè íåïðèâîäèìî (ëþáàÿ ãëàäêî âëîæåííàÿ 2-ñôåðà îãðàíè÷èâàåò â íåì 3-øàð).
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ïîíÿòèåì ïåðåñòðîéêè ìíîãîîáðàçèÿ âäîëü ëàìèíàöèè è óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòîì
òàêîé ïåðåñòðîéêè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîïèé S2 × S1 .
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíèå ýòèõ äâóõ íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì, âûäåëÿþùèì ìíîæåñòâî S àáñòðàêòíûõ ñõåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé
íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà èç G(M3) . Áîëåå äåòàëüíî.

2. Ðåàëèçàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G(M 3)

Ïîëîæèì Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + · · · + x2n ≤ 1} è Sn−1 = {(x1, . . . , xn) ∈
Rn : x21 + · · · + x2n = 1} äëÿ n ∈ N . Ïóñòü A = S1 × D1 × R � òîëñòûé öèëèíäð è
W = S1 × {0} × R � åãî ñåðåäèíà. Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçìû íà ìíîãîîáðàçèè A :
as,+1(e

iψ, t, r) = (eiψ, t, r+1) , as,−1(e
iψ, t, r) = (e−iψ,−t, r+1) , au,+1(e

iψ, t, r) = (eiψ, t, r− 1) ,
as,−1(e

iψ, t, r) = (e−iψ,−t, r − 1) , ãäå eiψ, ψ ∈ [0, 2π) � ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êå íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Äëÿ δ ∈ {u, s} ,
ν ∈ {+1,−1} ïîëîæèì Âδ,ν = A/aδ,ν . Îáîçíà÷èì ÷åðåç p

δ,ν
: A → Âδ,ν åñòåñòâåí-

íóþ ïðîåêöèþ. Òîãäà ïðîåêöèÿ p
δ,ν

ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì è èíäóöèðóåò ýïèìîðôèçì

η
δ,ν

: π1(Âδ,ν) → Z . Ïîëîæèì Ŵδ,ν = p
δ,ν
(W) . Òîãäà ìíîæåñòâî Ŵδ,ν ãîìåîìîðôíî äâó-

ìåðíîìó òîðó äëÿ ν = +1 è ãîìåîìîðôíî áóòûëêå Êëåéíà äëÿ ν = −1 , à ìíîæåñòâî Âδ,ν

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ïîâåðõíîñòè Ŵδ,ν .
Ðàññìîòðèì íà ìíîãîîáðàçèè A ïàðó òðàíñâåðñàëüíûõ aδ,ν -èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé

F1 =
∪

ψ0∈[0,2π),r0∈R
{(eiψ, t, r) ∈ A : ψ = ψ0, r = r0} , F2 =

∪
r0∈R

{(eiψ, t, r) ∈ A : r = r0 −

log2 t, t > 0}∪
∪
r0∈R

{(eiψ, t, r) ∈ A : r = r0− log2(−t), t < 0}∪W . Îáîçíà÷èì ÷åðåç F̂1
δ,ν , F̂2

δ,ν

ïàðó òðàíñâåðñàëüíûõ ñëîåíèé íà Âδ,ν , ñëîè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè îòíîñèòåëüíî

p
δ,ν

ñëîåâ ñëîåíèé F1, F2 , ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü X ⊂ Ŵδ,ν � ïóñòîå, êîíå÷íîå èëè

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê è Y � îáúåäèíåíèå âñåõ ñëîåâ ñëîåíèÿ F̂1
δ,ν , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

òî÷êè ìíîæåñòâà X . Ïîëîæèì Ŵδ,ν,X = Ŵδ,ν \ X è Âδ,ν,X = Âδ,ν \ Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

F̂1
δ,ν,X ( F̂2

δ,ν,X) ñëîåíèå íà ìíîæåñòâå Âδ,ν,X , ñîñòîÿùåå èç ñëîåâ ñëîåíèÿ F̂1
δ,ν ( F̂2

δ,ν ) ïîñëå
óäàëåíèÿ èç íèõ âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà Y .

Äàëåå ïîä îáîçíà÷åíèåì (V̂ , η) ïîíèìàåòñÿ 3-ìíîãîîáðàçèå V̂ , êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè v̂ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìíîãîîáðàçèåì, äîïóñêàþùèì ýïèìîðôèçì η

v̂
:

π1(v̂) → Z , è η � îòîáðàæåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ ýïèìîðôèçìîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Ŵδ ⊂ (V̂ , η) íàçîâåì δ -
ëàìèíàöèåé, åñëè:

1) Ŵδ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà nδ êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Ŵ δ
1 , . . . , Ŵ

δ
nδ

òàêèõ, ÷òî êîìïîíåíòà Ŵ δ
1 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è (cl Ŵ δ

i \ Ŵ δ
i ) ⊂

i−1∪
j=1

cl Ŵ δ
j äëÿ i > 1 ;

2) äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , nδ ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè N(Ŵ δ
i ), Ñ(Ŵ δ

i ) ìíîæå-
ñòâà Ŵ δ

i , ÷èñëà mi ∈ N, νi ∈ {−1,+1} , ìíîæåñòâî Xi ⊂ Âδ,νi è äèôôåîìîðôèçì

µi : N(Ŵ δ
i ) → Âδ,νi,Xi

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) µi(Ŵ
δ
i ) = Ŵδ,νi,Xi

è η([c]) = miηδ,νi
(µi([c])) äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé c ⊂ Ŵ δ

i ;

b) äëÿ j < i ìíîæåñòâî µj(N(Ŵ δ
j ) ∩ Ŵ δ

i ) ëèáî ïóñòî, ëèáî äëÿ ëþáîãî ñëîÿ L̂2
i ∈

F̂2
δ,νi,Xi

êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà µj(N(Ŵ δ
j ) ∩ µ−1

i (L̂2
i ) ∩ Ñ(Ŵ δ

i )) ÿâëÿ-
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åòñÿ ñëîåì ñëîåíèÿ F̂2
δ,νj ,Xj

è äëÿ ëþáîãî ñëîÿ L̂1
j ∈ F̂1

δ,νj ,Xj
êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíî-

ñòè ìíîæåñòâà µi(N(Ŵ δ
i ) ∩ µ−1

j (L̂1
j) ∩ Ñ(Ŵ δ

j )) ÿâëÿåòñÿ ñëîåì ñëîåíèÿ F̂1
δ,νi,Xi

.

Ð è ñ ó í î ê 2.1
δ -ëàìèíàöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè S2 × S1

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ëàìèíàöèè Ŵs è Ŵu íà ìíîãîîáðàçèè (V̂ , η) áóäåì
íàçûâàòü òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè äëÿ is ∈ {1, . . . , ns} è iu ∈ {1, . . . , nu}
òàêèõ, ÷òî Ŵ s

is ∩ Ŵ
u
iu ̸= ∅ , ìíîæåñòâî µis(N(Ŵ s

is) ∩ Ŵ
u
iu) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñëîåâ

ñëîåíèÿ F̂1
s,νis ,Xis

è ìíîæåñòâî µiu(N(Ŵ u
iu)∩ Ŵ

s
is) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñëîåâ ñëîåíèÿ

F̂1
u,νiu ,Xiu

.

Ë å ì ì à 2.1. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) ìíîæåñòâà Ŵs
f è Ŵu

f ÿâëÿþòñÿ

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèìèñÿ ëàìèíàöèÿìè íà ìíîãîîáðàçèè (V̂f , ηf
) .

Ïóñòü B = D2×S0×R � äâå êîïèè çàïîëíåííûõ öèëèíäðîâ è I = {0}×S0×R � èõ ñåðå-
äèíû. Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè B äèôôåîìîðôèçìû: bs,+1(d·eiψ, κ, r) = (d·eiψ, κ, r+1) ,
bs,−1(d ·eiψ, κ, r) = (d ·e−iψ,−κ, r+1) , bu,+1(d ·eiψ, κ, r) = (d ·eiψ, κ, r−1) , bs,−1(d ·eiψ, κ, r) =
(d · e−iψ,−κ, r − 1) , ãäå d ∈ [0, 1] . Ïîëîæèì B̂δ,ν = B/bδ,ν . Îáîçíà÷èì ÷åðåç q

δ,ν
: B → B̂δ,ν

åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Òîãäà ïðîåêöèÿ q
δ,ν

ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì è èíäóöèðóåò ýïèìîð-
ôèçì â ãðóïïó Z íà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðà-
çèÿ B̂δ,ν , îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ

δ,ν
îòîáðàæåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ ýïèìîðôèçìîâ. Ïîëî-

æèì Îδ,ν = q
δ,ν
(I) . Òîãäà ìíîæåñòâî B̂δ,ν ÿâëÿåòñÿ òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ ìíîãîîáðà-

çèÿ Îδν , êîòîðîå ãîìåîìîðôíî ïàðå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé äëÿ ν = +1 è îäíîé
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îêðóæíîñòè äëÿ ν = −1 . Ðàññìîòðèì íà ìíîãîîáðàçèè B äâóìåðíîå bδ,ν -èíâàðèàíòíîå
ñëîåíèå G2 =

∪
r0∈R

{(d·eiψ, κ, r) ∈ B : κ = −1, r = r0}∪
∪
r0∈R

{(d·eiψ, κ, r) ∈ B : κ = +1, r = r0} .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ2
δ,ν äâóìåðíîå ñëîåíèå íà B̂δ,ν , ñëîè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèåé îò-

íîñèòåëüíî q
δ,ν

ñëîåâ ñëîåíèÿ G2 .
Çàìåòèì, ÷òî ∂A = ∂B = S1 × S0 × R è aδ,ν |S1×S0×R = bδ,ν |S1×S0×R . Òîãäà îòîáðàæåíèå

ξδ,ν = q
δ,ν
(p

δ,ν
|∂A)−1 : ∂Âδ,ν → ∂B̂δ,ν ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ïóñòü Ŵδ =

nδ∪
i=1

Ŵ δ
i �

δ -ëàìèíàöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè (V̂ , η) . Ïîëîæèì J1 = ξδ,ν1µ1|∂N(Ŵ δ
1 )

: ∂N(Ŵ δ
1 ) → ∂B̂δ,ν1 .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V̂1 = (V̂ \ int N(Ŵ δ
1 )) ∪J1 B̂δ,ν1 ïîëó÷åíî ïåðåñòðîéêîé

ìíîãîîáðàçèÿ V̂ âäîëü ïîâåðõíîñòè Ŵ δ
1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 : (V̂ \int N(Ŵ δ

1 ))∪B̂δ,ν1 → V̂1
åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Äëÿ i = 1, . . . , nδ − 1 ïîëîæèì Ŵ δ

1,i = p1(Ŵ
δ
i+1 \N(Ŵ δ

1 ))∪ p1(Gi) ,

ãäå Gi � îáúåäèíåíèå ñëîåâ ñëîåíèÿ Ĝ2
δ,ν1

òàêèõ, ÷òî ∂Gi = J1(∂N(Ŵ δ
1 )∩Ŵ δ

i+1) . Ïîëîæèì

Ŵδ
1 =

nδ−1∪
i=1

Ŵ δ
1,i .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè v̂1 ìíîãîîáðàçèÿ V̂1
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ìíîãîîáðàçèåì, äîïóñêàþùèì ýïèìîðôèçì η

v̂1
: π1(v̂1) → Z òà-

êîé, ÷òî îòîáðàæåíèå η1 , ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ ýïèìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì η(c) = η1([p1(c)]) , ζ

δ,ν1
(γ) = m1η1([p1(γ)]) äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ c ⊂

(V̂ \ int N(Ŵ δ
1 )), γ ⊂ B̂δ,ν1 è ìíîæåñòâî Ŵδ

1 ÿâëÿåòñÿ δ -ëàìèíàöèåé ñ êîìïîíåíòà-

ìè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Ŵ δ
1,1, . . . , Ŵ

δ
1,nδ−1 íà ìíîãîîáðàçèè (V̂1, η1) .

Äëÿ i = 2, . . . , nδ îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂i � ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷åííîå ïåðåñòðîéêîé ìíî-
ãîîáðàçèÿ V̂i−1 âäîëü ïîâåðõíîñòè Ŵ δ

i−1,1 è íàçîâåì V̂nδ
ìíîãîîáðàçèåì, ïîëó÷åííûì ïå-

ðåñòðîéêîé ìíîãîîáðàçèÿ V̂ âäîëü δ -ëàìèíàöèè Ŵδ .

Ë å ì ì à 2.2. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ìíîãîîáðàçèÿ, ïîëó÷åííîãî ïåðåñòðîéêîé ìíîãîîáðàçèÿ V̂f âäîëü s -ëàìèíàöèè Ŵs

f (u -

ëàìèíàöèè Ŵu
f ) ãîìåîìîðôíà S2 × S1 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Íàáîð S = (V̂ , η, Ŵs, Ŵu) íàçûâàåòñÿ àáñòðàêòíîé
ñõåìîé, åñëè:

1) (V̂ , η) � ïðîñòîå ìíîãîîáðàçèå, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî äîïóñêàåò ýïè-
ìîðôèçì η â ãðóïïó Z ;

2) Ŵs è Ŵu � òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèåñÿ ëàìèíàöèè íà ìíîãîîáðàçèè (V̂ , η) ;
3) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, ïîëó÷åííîãî ïåðåñòðîéêîé ìíîãîîá-

ðàçèÿ V̂ âäîëü s -ëàìèíàöèè Ŵs (u -ëàìèíàöèè Ŵu) ãîìåîìîðôíà S2 × S1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî àáñòðàêòíûõ ñõåì. Èç ëåìì 2.1. è 2.2. ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ñõåìà Sf ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó S .

Ò å î ð å ì à 2.2. Äëÿ ëþáîé àáñòðàêòíîé ñõåìû S ∈ S ñóùåñòâóåò äèôôåîìîð-
ôèçì fS ∈ G(M3) , ñõåìà êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíà ñõåìå S .
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Complete topological invariant for Morse-Smale

di�eomorphisms on 3-manifolds

c⃝ O. V. Pochinka4

Abstract. The present paper is devoted to topological classi�cation of a set G(M3) of preserving
orientation Morse-Smale di�eomorphisms f given on smooth closed orientable 3-manifolds M3 . A
complete topological invariant for a di�eomorphism f ∈ G(M3) is equivalence class of its scheme
Sf , which contains an information on periodic dates and on topology of embedding in ambient
manifold of two-dimensional invariant manifolds of the saddle periodic points of f . Moreover, it
is introduced a set S of abstract schemes, having a representative from each equivalence class of
schemes of the di�eomorphisms from G(M3) and it is constructed a di�eomorphism fS ∈ G(M3)
whose scheme is equivalent to S .

Key Words: Morse-Smale di�eomorphisms, topological classi�cation, orbit space.
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Î íåñòàíäàðòíûõ ìåòîäàõ îöåíèâàíèÿ â ìîäåëÿõ

àâòîðåãðåññèè â íåóñòîé÷èâûõ ñëó÷àÿõ

c⃝ À. Í. Ñòàðöåâ1, Ò. Ñ. Ìèðçàåâ2

Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå ïðåäëàãàþòñÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ àâòîðåãðåññèè, îòëè÷íûå îò îöå-
íîê íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â íåóñòîé÷èâûõ (êðèòè÷åñêèõ)
ñëó÷àÿõ, ò.å. êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,
èìåþò, êàê ïðàâèëî, ñëîæíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðåäëàãàåìûå æå íåñòàíäàðòíûå
îöåíêè â áîëüøèíñòâå êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ èìåþò áîëåå ïðîñòîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííàÿ àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, îäíîâðåìåííàÿ àâòîðå-
ãðåññèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðîñòðàíñòâåííàÿ (spatial) àâòîðåãðåññèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îáûêíî-
âåííàÿ àâòîðåãðåññèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, îöåíêà ïàðàìåòðîâ, íåñòàíäàðòíûé ïîäõîä, ïðåäåëü-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â äîêëàäå ïðåäëàãàþòñÿ íåñòàíäàðòíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê â ðàçëè÷íûõ
ìîäåëÿõ àâòîðåãðåññèè. Óðàâíåíèÿ îöåíèâàíèÿ ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíûõ
ñâÿçåé, çàäàþùèõ èñõîäíûé ïðîöåññ è â êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ îòäåëüíî.
Ñõîæèì ñïîñîáîì ìîæíî ñòðîèòü è êëàññè÷åñêèå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ò.å. íå
îïèðàÿñü íà ìåòîä ìèíèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììû êâàäðàòîâ ïî èñõîäíûì ïàðà-
ìåòðàì.

Íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ òàêîãî òèïà îöåíîê ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî îöåíêè íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ èìåþò ñëîæíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, âûðàæàþ-
ùååñÿ, êàê ïðàâèëî, ÷åðåç ôóíêöèîíàëû îò ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé èìåííî êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé
èíòåðåñ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, íàïðèìåð, â ñëó÷àå îáûêíîâåííîé àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ò.å. êîãäà Xt = αXt−1+ εt, áûëî óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå âîïðîñó òàáóëèðîâàíèÿ ñëîæ-
íîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ìîäåëè îáûêíîâåííîé àâòîðåãðåññèè ïðåäñòàâëÿþò
áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ýêîíîìèñòîâ (ïðîãíîçèðîâàíèå óðîæàéíîñòè è ò.ï.), òî ìîäåëè îäíî-
âðåìåííîé àâòîðåãðåññèè, ò.å. êîãäà Xt = αXt−1 + βXt+1 + εt è ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîé
àâòîðåãðåññèè, ò.å. êîãäà Xt,s = αXt−1,s+ βXt,s−1 + εt,s ïðåäñòàâëåíèé èíòåðåñ â ãåîëîãèè,
ñåëüñêîì õîçÿéñòâå è â ÷àñòíîñòè ïðè îáðàáîòêå ñïóòíèêîâûõ èçîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè
Çåìëè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãíîçà àíîìàëüíûõ ÿâëåíèé. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ìîäå-
ëè ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîðåãðåññèè íà÷àëè èíòåíñèâíî èññëåäîâàòüñÿ ëèøü â ïîñëåäíèå
2 äåñÿòèëåòèÿ. Áîëåå ïîäðîáíóþ èñòîðèþ âîïðîñà, â ñðàâíåíèè ñ ïðèâåäåííåé çäåñü, ïî
êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé ìîæíî ïî÷åðïíóòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ ññûëêàõ íà
ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè.

1Ïðîôåññîð, ôèëèàë Ðîññèéñêîãî Ýêîíîìè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà èì. Ã.Â.Ïëåõàíîâà â ã. Òàøêåíòå, e-
mail: anstartsev@gmail.com.

2Ìë. íàó÷í. ñîòð., Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÀÍÐÓç., Òàøêåíò, e-mail:
tsmirzaev@mail.ru.
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2. Ìîäåëè îäíîìåðíîé àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Xt = αXt−1 + εt, t = 1, 2, ..., (2.1)

ãäå ε1, ε2, ...− íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (í.î.ð.ñ.â.)
ñ Eε1 = 0, Eε21 = 1, X0− íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Èçâåñòíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà α, ïîëó÷åííàÿ ïî n íàáëþäåíèÿì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ èìååò âèä

⌢
α n =

n∑
t=1

Xt−1Xt

n∑
t=1

X2
t−1

. (2.2)

Åñëè {εi} íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû, òî îöåíêà (2.2) ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà îöåíêà
⌢
α n çàòðóäíÿåò íàõîæäåíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ äàæå â ñëó÷àå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ øóìîâ {εi} . Èçâåñòíî (ñì [1], [2]), ÷òî√
n
(

⌢
α n − α

)
èìååò íîðìàëüíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè α ∈ (−1, 1) , à äëÿ |α| ≥ 1

ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì è áîëåå òîãî ïðè |α| > 1 îíî ñòàíîâèòñÿ çà-
âèñÿùèì îò ðàñïðåäåëåíèÿ øóìîâ {εi} . Íàïðèìåð, ïðè α = 1 èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå
(ñì [2], [3]): ïðè n→ ∞

n
(

⌢
α n − 1

)
⇒ 1

2

(
w2(1)− 1

)/ 1∫
0

w2(t)dt,

ãäå w(t)− ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à ñèìâîë ⇒ îçíà÷àåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â ðàáîòå [4] áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ, áîëåå ïðîñòàÿ ïî ñòðóêòóðå, îöåíêà ïàðàìåòðà
α. Ïðîñòîå ñóììèðîâàíèå (2.1) ïî t îò k äî n ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé îöåíêå

α∗
nk =

Xk + ...+Xn

Xk−1 + ...+Xn−1

= α +
εk + ...+ εn

Xk−1 + ...+Xn−1

. (2.3)

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n→ ∞

P
(
nα(c)

(
α∗
n,k − 1

)
< x

)
⇒ 1

2
+

1

π
arctg

[
(x− ρ)

/√
1− ρ2

]
,

ãäå c = lim
n→∞

k
n
< 1, α(c) =

√
(1− c)(1 + 2c)/3, ρ = 1

2

(
3(1−c)
1+2c

)1/2
.

Åñëè æå c = 1, òî

P
(√

k(n− k)
(
α∗
n,k − 1

)
< x

)
⇒ 1

π

x∫
−∞

1

1 + u2
du.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå α = −1 êàêèå-ëèáî ðåçóëüòàòû îòñóòñòâóþò. Ïðèíöèï èíâàðèàíò-
íîñòè, èñïîëüçîâàííûé ïðè èññëåäîâàíèè îöåíêè (2.2) â ðàáîòå [2], ïðè α = −1 ðåçóëüòàòà
íå äà¼ò,à ÷òî êàñàåòñÿ îöåíêè (2.3), òî îíà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåñîñòîÿòåëüíîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî äðóãàÿ îöåíêà, èìåþùàÿ â ñëó÷àå α = −1
ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó âûøå.
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Äëÿ α = −1 óðàâíåíèå îöåíèâàíèÿ ñîñòàâèì ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.1) ïî
t îò k äî 2n, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííîãî íà (−1)t−1

2n∑
t=k

(−1)t−1Xt = α
2n∑
t=k

(−1)t−1Xt−1 +
2n∑
t=k

(−1)t−1 εt

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå
X̄2n,k = αX̄2n−1,k + E2n,k. (2.4)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (2.4) áåç ó÷¼òà E2n,k, ïîëó÷èì îöåíêó

α∗
2n,k = X̄2n,k

/
X̄2n−1,k.

Òåïåðü èç (2.4) íàéäåì îòêëîíåíèå

α∗
2n,k − α =

E2n,k

X̄2n−1,k

. (2.5)

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ε1, ε2, ...− í. î. ð. ñ. â. ñ E (ε1) = 0, E (ε21) = 1 è X0 = 0,
òî ïðè n→ ∞ â ñëó÷àå α = −1

P
(
nα (c)

(
α∗
2n,k − α

)
< x

)
⇒
√
1− ρ2

π

x∫
−∞

du

u2 − 2ρu+ 1
=

1

2
+

1

π
arctg

x− ρ√
1− ρ2

,

ãäå c = lim (k/n) , α (c) =
√

2 (2− c) (1 + c)/3, ρ = 1
2

(
3(2−c)
2(1+c)

)1/2
.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Åñëè k → ∞ è n→ ∞ òàê, ÷òî c = 2, òî

P
(√

(k − 1) (2n− k)
(
α∗
2n,k − α

)
< x

)
⇒ 1

π

x∫
−∞

du

1 + u2
.

3. Ìîäåëè îäíîìåðíîé îäíîâðåìåííîé àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà ñ îäíèì ïàðàìåòðîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü îäíîâðåìåííîé àâòîðåãðåññèè

X
(n)
k =

{
α(X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1) + εk, k = 1, 2, ..., n− 1,

X
(n)
0 ; X(n)

n , çàäàííûå ñ.â.,
(3.1)

ãäå α− íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, {εk, k = 1, 2, ..., n− 1}− íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé ðàâíîé åäèíèöå.

Ïðîöåññ (3.1) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â ñëó÷àå, êîãäà |α| < 1/2, íåóñòîé÷èâûì ïðè |α| =
1/2 è îòíîñèòñÿ ê âçðûâíîìó òèïó ïðè |α| > 1/2.

Òðàäèöèîííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà â ìîäåëè (3.1) ñòðîèòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ. Ýòà îöåíêà èìååò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó è â íåóñòîé÷èâîì ñëó÷àå èìååò
ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëû îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåñ-
ñà. Öåëüþ ðàáîòû àâòîðîâ [5] áûëî ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè
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íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ α̂n ïàðàìåòðà α ïî íàáëþäåíèÿì,
{
X

(n)
k , k = 1, 2, ..., n− 1

}
, êî-

òîðàÿ èìååò âèä:

α̂n =

(
n−1∑
k=1

X
(n)
k

(
X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1

))/(
n−1∑
k=1

(
X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1

)2)
.

Îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè α̂n ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå X

(n)
k ÷åðåç ε1, ..., εn−1.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè α = ±1/2, òî

X
(n)
k = (±1)k

(
1− k

n

)
X

(n)
0 + (±1)k

k

n
X(n)
n +

+2

(
1− k

n

) k−1∑
l=1

(±1)k+l lεl + 2
k

n

n−1∑
l=k

(±1)k+l (n− l) εl. (3.2)

Ïðè ïîëó÷åíèè ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X
(n)
0 =

X
(n)
n = 0.

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè {εk, k ∈ N}− íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ñ Eε1 = 0, E (ε1)

2 = 1 è E (ε1)
8 <∞, òî â ñëó÷àå α = 1/2 ïðè n→ ∞

n2 (α̂n − α) ⇒

1∫
0

χtdwt

2
1∫
0

(χt)
2 dt

,

ãäå (wt)t∈[0,1] − ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ è

χt = 2 (1− t)

t∫
0

sdws + 2t

1∫
t

(1− s) dws, t ∈ [0, 1].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå α = −1/2 êàêîé-ëèáî ðåçóëüòàò â ðàáîòå [5] îòñóòñòâó-
åò.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ îöåíêè áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû, èìåþùèå áîëåå
ïðîñòîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â íåóñòîé÷èâîì ñëó÷àå è â òîì ÷èñëå ïðè α = −1/2,
ïðè÷åì â ñëó÷àÿõ α = 1/2 è α = −1/2 îöåíêè ñòðîèòñÿ ïî-ðàçíîìó.

Â ñëó÷àå α = 1/2 óðàâíåíèå îöåíèâàíèÿ ñîñòàâèì ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ (3.1) ïî k îò 1
äî n-1

n−1∑
k=1

X
(n)
k = α

n−1∑
k=1

(
X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1

)
+

n−1∑
k=1

εk

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå
Xn = αYn + Zn. (3.3)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (3.3) áåç ó÷¼òà Zn, ïîëó÷èì îöåíêó

α∗
n = Xn/Yn.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



Î íåñòàíäàðòíûõ ìåòîäàõ îöåíèâàíèÿ â ìîäåëÿõ àâòîðåãðåññèè â . . . 29

Òåïåðü èç (3.3) íàéäåì îòêëîíåíèå

α∗
n − α =

Zn
Yn
. (3.4)

Â ñëó÷àå α = −1/2 óðàâíåíèå îöåíèâàíèÿ ñîñòàâèì ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ
(3.1) ïî k îò 1 äî n-1, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííîãî íà (−1)k

n−1∑
k=1

(−1)kX
(n)
k = α

n−1∑
k=1

(−1)k
(
X

(n)
k−1 +X

(n)
k+1

)
+

n−1∑
k=1

(−1)k εk

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå
X̃n = αỸn + Z̃n. (3.5)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (3.5) áåç ó÷¼òà Z̃n, ïîëó÷èì îöåíêó α̃n = X̃n

/
Ỹn è å¼ îòêëîíåíèå

α̃n − α =
Z̃n

Ỹn
. (3.6)

Äëÿ ïðîñòîòû ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X
(n)
0 = X

(n)
n = 0 è òîãäà äëÿ ïîñòðîåííûõ

îöåíîê èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.3. Ïóñòü {εk, k = 1, 2, ..., n− 1} -í.î.ð.ñ.â. ñ E (εk) = 0 è
E (εk)

2 = 1.
1. Åñëè α = 1/2, òî ïðè n→ ∞

σn2 (α∗
n − α) ⇒ ξ1

ξ2
;

2. Åñëè α = −1/2, òî ïðè n→ ∞

σn2 (α̃n − α) ⇒ −ξ1
ξ2
,

ãäå σ2 = 2/15, à (ξ1, ξ1)− íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâà-

ðèàöèîííîé ìàòðèöåé

(
1

√
5/24√

5/24 1

)
.

Îòìåòèì, ÷òî â ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îöåíêè α∗
n ñóùå-

ñòâåííî ïðîùå ÷åì â òåîðåìå 3.2 è ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî îñëàáëåíû ìîìåíòíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ε1, ..., εn−1, à ðåçóëüòàò â ñëó÷àå α = −1/2 àíàëîãîâ íå
èìååò.

4. Ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ îä-

íèì ïàðàìåòðîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü àâòîðåãðåññèè íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ïëîñêîñòè
Z2

Xk,l =

{
α(Xk−1,l +Xk,l−1) + εk,l, åñëè k, l ≥ 1
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ,

(4.1)

ãäå {εk,l : (k, l) ∈ Z, k, l ≥ 1}− í.ñ.â.

ñ E (εk,l) = 0, E
(
ε2
k,l

)
= 1.
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Ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîðåãðåññèè ñòàëè èçó÷àòüñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî è îíè
íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òàêèõ, êàê ãåîãðàôèÿ, ãåîëîãèÿ, áèîëîãèÿ,
ñåëüñêîå õîçÿéñòâî, à òàêæå ïðè àíàëèçå ñïóòíèêîâûõ èçîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè Çåìëè.
Äèñêóññèþ ïî ýòèì ïðèìåíåíèÿì ñì. â ðàáîòå [6].
Ïðîöåññû âèäà (4.1) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè (àñèìïòî÷åñêè ñòàöèîíàðíûìè) â ñëó÷àå, êî-
ãäà |α| < 1/2, íåóñòîé÷èâûìè (êðèòè÷åñêèìè) ïðè |α| = 1/2 è îòíîñÿòñÿ ê âçðûâíîìó
òèïó ïðè |α| > 1/2. Òàêèå ïðîöåññû, îïðåäåëåííûå íà îäíîìåðíîé ðåøåòêå Z1 âåäóò ñåáÿ
ïðèìåðíî òàêæå, íî â ðîëè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé âûñòóïàþò α = ±1.

Äëÿ òðàäèöèîííîé îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ α̂m,n, ïîñòðîåííîé ïî íàáëþäåíèÿì
èç Rm,n = {Xk,l : 1 6 k 6 m, 1 6 l 6 n} â ðàáîòå [7] áûëà äîêàçàíà å¼ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ïðè m,n → ∞ êàê â óñòîé÷èâîì, òàê è â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî E

(
ε4k,l
)
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî k, l > 1.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îöåíêà áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû è èñïîëüçóþùàÿ òîëü-
êî ÷àñòü íàáëþäåíèé, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü äèàãîíàëè â ïðÿìîóãîëüíèêå Rm,n. Òàêîé
ïîäõîä ñ ñóùåñòâåííûì ñîêðàùåíèåì ÷èñëà íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì â çàäà÷àõ
ãåîëîãèè è íåêîòîðûõ äðóãèõ îáëàñòÿõ ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé ïðîñòðàíñòâåííîé àâòîðåãðåñ-
ñèè.

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû m = n. Îöåíêó áóäåì ñòðîèòü îñíîâûâàÿñü íà íàáëþäåíèÿõ,
ðàñïîëîæåííûõ âäîëü äèàãîíàëè êâàäðàòà Rn,n = {Xk,l : 1 6 k 6 n, 1 6 l 6 n} . Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (4.1) ýòè íàáëþäåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Xk,k =

{
α(Xk−1,k +Xk,k−1) + εk,k, åñëè k ≥ 1
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ .

(4.2)

Ñóììèðóÿ (4.2) ïî k îò 1 äî n, ïîëó÷èì óðàâíåíèå îöåíèâàíèÿ

n∑
k=1

Xk,k = α

n∑
k=1

(Xk−1,k +Xk,k−1) +
n∑
k=1

εk,k.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà êîýôôèöèåíò ïðè α, ïîëó÷èì

α∗
n − α = Zn/Yn, (4.3)

ãäå Zn =
n∑
k=1

εk,k, Yn =
n∑
k=1

(Xk−1,k +Xk,k−1), α
∗
n = Xn/Yn - ïðåäëàãàåìàÿ îöåíêà ïàðàìåò-

ðà α, à Xn =
n∑
k=1

Xk,k.

Äëÿ ïîñòðîåííîé îöåíêè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 4.1. Åñëè {εi,j : i, j > 1}− í.î.ð.ñ.â. ñ E (εi,j) = 0 è E (εi,j)
2 = 1,

òî ïðè n→ ∞ â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå (α = ±1/2)

2σ−1n3/4 (α∗
n − α) ⇒ ξ1

ξ2
signα,

ãäå σ2 = 16
15

√
π

(
7 + 8

√
2
)
, à ξ1 è ξ2− íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñòàí-

äàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

5. Ìîäåëè îäíîìåðíîé àâòîðåãðåññèè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè âòîðîãî ïîðÿäêà

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + εt, t = 1, 2, ... n, (5.1)
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ãäå a1, a2 − íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, ε1, ..., εn − ¾øóìû¿, îáðàçóþùèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîíå÷íîé äèñïåðñèåé
σ2 > 0. Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî y−1 = y0 = 0.

Åñëè ââåñòè îïåðàòîð ñäâèãà Byt = yt−1, òî ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè (5.1) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

Φ(B)yt = εt,

ãäå Φ(B) = 1− a1B − a2B
2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå yt ÷åðåç ε1, ..., εt ñâÿçàíî ñ îáðàùåíèåì îïåðàòîðà
Φ(B). Â ñâÿçè ñ ýòèì êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

Φ(z) = 1− a1z − a2z
2

íîñèò íàçâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà è åãî ñâîéñòâà âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò ïî-
âåäåíèå ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè.

Åñëè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà, òî ìîäåëü
(5.1) ïðèíÿòî íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîé è íåóñòîé÷èâîé - â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå (ñì., íàïðèìåð,[3]). Ñëó÷àé, êîãäà êîðíè ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1, ìû
áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì.

Òðàäèöèîííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè (5.1) èëè â áîëåå îáùåé ìîäåëè àâòîðå-
ãðåññèè p− ãî ïîðÿäêà (AR(p)−ìîäåëè) ñòðîÿòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ýòè
îöåíêè èìåþò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó è â ñâÿçè ñ ýòèì èìåþò (â êðèòè÷åñêîì
ñëó÷àå) ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëû îò âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà.

Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê â [4]äëÿ AR(1)-ìîäåëè,êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, áûëè èñïîëü-
çîâàíû óðàâíåíèÿ îöåíèâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [8]), ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ
ñâÿçåé (2.1), çàäàþùèõ èñõîäíûé ïðîöåññ. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä áûë ïðèìåí¼í àâòîðàìè
è äëÿ AR(2)-ìîäåëè (ñì.[9],[10]).

Ïîñêîëüêó îöåíêè ïàðàìåòðîâ â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ ñòðîÿòñÿ ïî-ðàçíîìó, òî ìû áóäåì
èõ ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî.

Ñëó÷àé 1: Φ(z) = (1− z)2, ò.å.a1 = 2, a2 = −1 (ãèïîòåçà Í1 ).

Ñîñòàâèì äâà óðàâíåíèÿ îöåíèâàíèÿ ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.1) ïî t ñíà÷àëà
îò 1 äî k, à çàòåì îò 1 äî n :

k∑
t=1

yt = a1

k∑
t=1

yt−1 + a2

k∑
t=1

yt−2 +
k∑
t=1

εt,

n∑
t=1

yt = a1

n∑
t=1

yt−1 + a2

n∑
t=1

yt−2 +
n∑
t=1

εt

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå {
Yk = a1Yk−1 + a2Yk−2 + Ek,

Yn = a1Yn−1 + a2Yn−2 + En .
(5.2)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.2) áåç ó÷åòà Ek è En, ïîëó÷èì îöåíêè

â1 =
Yk Yn−2 − Yn Yk−2

Yk−1Yn−2 − Yn−1Yk−2

, â2 =
Yk−1Yn − Yn−1Yk

Yk−1Yn−2 − Yn−1Yk−2

.

Òåïåðü èç (5.2) íàéäåì îòêëîíåíèÿ

â1 − a1 =
Ek Yn−2 − EnYk−2

Yk−1Yn−2 − Yn−1Yk−2

, â2 − a2 =
En Yk−1 − EkYn−1

Yk−1Yn−2 − Yn−1Yk−2

.
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Ò å î ð å ì à 5.1. Åñëè ε1, ε2, ...− í.î.ð.ñ.â. ñ E (ε1) = 0 è E (ε21) = 1, òî ïðè
n→ ∞, k → ∞, k = 0(n), â óñëîâèÿõ ãèïîòåçû Í1, èìååì

k√
3
(â1 − a1) ⇒

ξ1
ξ2
,

k√
3
(â2 − a2) ⇒

ξ1
ξ2
,

ãäå (ξ1, ξ2) − íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ìàò-

ðèöåé A =

(
1

√
3/2

√
3/2 1

)
.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.1. Ïðåäåëüíûé ôóíêöèîíàë â òåîðåìå 4.1 èìååò âèä f(x, y) =
x/y è îí ðàçðûâåí ïðè y = 0. Íî òàê êàê òî÷êà ðàçðûâà èìååò ìåðó íóëü îòíîñèòåëüíî
äâóìåðíîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà
â R2, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îáîáùåííîé ôóíêöèîíàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìû (ñì.[11] ãë.I, � 5, òåîðåìà 5.1).

Ñëó÷àé 2: Φ(z) = (1 + z)2 , ò.å. a1 = −2, a2 = −1 (ãèïîòåçà Í2 ).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé

y2t+1 = a1y2t + a2y2t−1 + ε2t+1, (5.3)

y2t = a1y2t−1 + a2y2t−2 + ε2t, (5.4)

óðàâíåíèÿ îöåíèâàíèÿ áóäåì ñòðîèòü ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ (5.3) ïî t îò 1 äî k, à çàòåì
(5.4) îò 1 äî n. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé{

Ȳ2k+1 = a1Ȳ2k + a2Ȳ2k−1 + Ē2k+1 ,

Ȳ2n = a1Ȳ2n−1 + a2Ȳ2n−2 + Ē2n,
(5.5)

ãäå Ȳ2m+1 =
m∑
t=1

y2t+1, Ȳ2m =
m∑
t=1

y2t, Ē2m+1 =
m∑
t=1

ε2t+1, Ē2m =
m∑
t=1

ε2t. Òåïåðü, ïîñòóïàÿ

òàê æå, êàê è â ñëó÷àå 1, èç (5.5) ïîëó÷èì

ˆ̂a1 − a1 =
(
Ē2k+1Ȳ2n−2 − Ē2nȲ2k−1

)
/
(
Ȳ2kȲ2n−2 − Ȳ2n−1Ȳ2k−1

)
, (5.6)

ˆ̂a2 − a2 =
(
Ē2nȲ2k − Ē2k+1Ȳ2n−1

)
/
(
Ȳ2kȲ2n−2 − Ȳ2n−1Ȳ2k−1

)
. (5.7)

Ò å î ð å ì à 5.2. Â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ε1, ε2, ..., ÷òî è â
òåîðåìå 4.1, â óñëîâèÿõ ãèïîòåçû Í2 èìååì ïðè k → ∞, n→ ∞ è k = 0(n)√

2

3
k
(̂̂
a1 − a1

)
⇒ −ξ1

ξ2
,

√
2

3
k
(̂̂
a2 − a2

)
⇒ ξ1

ξ2
,

ãäå (ξ1, ξ2) − ãàóññîâñêèé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé A =(
1

√
3/8√

3/8 1

)
.

Ñëó÷àé 3:Φ(z) = 1− z2, ò.å. a1 = 0, a2 = 1 (ãèïîòåçà Í3 ).
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Çäåñü èñïîëüçóåì òîò æå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îöåíîê, ÷òî è â ñëó÷àå 2, íî ïðè k = n.
Òîãäà âìåñòî (5.6) è (5.7) ïîëó÷èì

a∗1 − a1 =
Ē2n+1Ȳ2n−2 − Ē2nȲ2n−1

Ȳ 2
2n−2 − Ȳ 2

2n−1 − y2nȲ2n−1

, a∗2 − a2 =
Ē2nȲ2n − Ē2n+1Ȳ2n−1

Ȳ 2
2n−2 − Ȳ 2

2n−1 − y2nȲ2n−1

.

Îäíàêî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (ïðè ãèïîòåçå Í3 )

y2k−1 = ε1 + ε2 + ...+ ε2k−1, y2k = ε2 + ε4 + ...+ ε2k,

Ȳ2n−1 = nε1 + (n− 1)ε3 + ...+ ε2n−1,

Ȳ2n = nε2+(n−1)ε4+ ...+ε2n . Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìèðîâîê ïîëó÷èì ïðè n→ ∞

n√
3
(a∗1 − a1) ⇒

ξ1ξ2 − ξ3ξ4
ξ22 − ξ24

,
n√
3
(a∗2 − a2) ⇒

ξ2ξ3 − ξ1ξ4
ξ22 − ξ24

, (5.8)

ãäå (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) − ãàóññîâñêèé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé

A =


1 0 0

√
3/2

0 1
√
3/2 0

0
√
3/2 1 0

√
3/2 0 0 1

 . (5.9)

Ñîîòíîøåíèÿ (5.8) è äàþò îñíîâíîå óòâåðæäåíèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (a1 = 0; a2 =
1). Áîëåå äåòàëüíîå îáîñíîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì 1.

Ñëó÷àé 4: Φ(z) = 1 + z2, ò.å. a1 = 0, a2 = −1 (ãèïîòåçà Í4 ).

Â äàííîì ñëó÷àå îöåíêè ñòðîÿòñÿ, èñõîäÿ èç (5.3) è (5.4), êîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíî óìíî-
æàþòñÿ íà (−1)t+1 è çàòåì ñóììèðóþòñÿ ïî t îò 1 äî n.

Îáîçíà÷èì

Ŷ2n−1 =
n∑
t=1

(−1)t+1y2t−1, Ŷ2n =
n∑
t=1

(−1)t+1y2t,

Ê2n−1 =
n∑
t=1

(−1)t+1ε2t−1, Ê2n =
n∑
t=1

(−1)t+1ε2t.

Òîãäà îòêëîíåíèÿ îöåíîê îò îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ çàïèøóòñÿ òàê

a∗∗1 − a1 =
Ê2n+1Ŷ2n−2 − Ê2nŶ2n−1

Ŷ 2
2n−2 − Ŷ2n−1 + y2nŶ2n−2

, a∗∗2 − a2 =
Ê2nŶ2n−2 − Ê2n+1Ŷ2n−1 + y2nÊ2n

Ŷ2n−2 − Ŷ2n−1 + y2nY2n−2

.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ ãèïîòåçû Í4

Ŷ2n−1 = nε1 − (n− 1)ε2 + ...+ (−1)n+1ε2n−1, Ŷ2n = nε2 − (n− 1)ε4 + ...+ (−1)n+1ε2n,

ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì, ïîëó÷èì ïðè n→ ∞

n√
3
(a∗∗1 − a1) ⇒

ξ1ξ2 − ξ3ξ4
ξ22 − ξ24

,
n√
3
(a∗∗2 − a2) ⇒

ξ2ξ3 − ξ1ξ4
ξ22 − ξ24

.
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) − ãàóññîâñêèé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ñ
òîé æå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé, ÷òî è â (5.9). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì îäèí ðåçóëüòàò,

îòíîñÿùèéñÿ ê îöåíêå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
∨
a
2

èç ðàáîòû [3]. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

ε1, ε2, ... îáðàçóþò ìàðòèíãàë ðàçíîñòè ñ E |ε1|2+δ < ∞, èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå (ïðè
ãèïîòåçå Í4 )

n
(

∨
a2−a2

)
⇒
(
2− w2

1(1)− w2
2(1)

)
/

1∫
0

(
w2

1(t) + w2
2(t)
)
dt,

ãäå w1(t) è w2(t) − íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû.
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On nonstandard estimation methods in autoregression

models in unstable cases.

c⃝ A. N. Startsev3, T. S. Mirzaev4

Abstract. In the report is suggested some estimates of autoregression parameters that are di�erent
in comparison of the least squares estimates (LSE). LSE in the unstable (critical) cases, i.e. when
the characteristic equation roots are lain on the unit circle, have, as a rule, compound limit
distributions. Suggested by us nonstandard estimates in majority cases have more simple limit
distributions.
Key Words: the �rst order simple autoregression, one-dimensional simultaneous autoregression,
spatial autoregression of the �rst order, simple autoregression of the second order, parameter
estimates, nonstandard approach, limit distributions.

3Professor, Branch of Russia Economic University named G.V.Plekhanov in Tashkent, e-mail:
anstartsev@gmail.com.

4Minor sc. worker, Institute of Mathematics and Information Technologies, Uzbek Academy of Sciences.,
Tashkent, e-mail: tsmirzaev@mail.ru.

MVMS journal. 2011. V. 13, No. 1



36 Ô.Â. Ëóáûøåâ, Ì.Ý. Ôàéðóçîâ, Ã.ß. Ãàëååâà

ÓÄÊ 519.6:517.962

Èòåðàöèîííûå ïðîöåññû äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ðàçðûâíûìè

êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ êâàçèëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè

c⃝ Ô.Â. Ëóáûøåâ1, Ì.Ý. Ôàéðóçîâ2, Ã.ß. Ãàëååâà3

Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ñîñòîÿíèé óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ, îïè-
ñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì â íåîäíî-
ðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ ñ èòåðàöèÿìè íà ãðàíèöå ðàçðûâà ðåøåíèÿ è êîýôôèöèåíòîâ.
Èññëåäîâàí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èòåðàöèîííûé ìåòîä, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå, îïåðàòîð, ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýë-
ëèïòè÷åñêîãî òèïà â íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè
è ðåøåíèåì. Ïîäîáíûå çàäà÷è äëÿ ñîñòîÿíèé óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ âîçíèêàþò ïðè ìà-
òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè è îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ òåïëîïåðåäà÷è, äèôôóçèè, ôèëü-
òðàöèè, òåîðèè óïðóãîñòè è äð.

Íà ïðàêòèêå, ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ êîí-
ñòðóêöèÿõ, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðíàÿ ñèòóàöèÿ. Ñðåäà íåîäíîðîäíàÿ, àíèçîòðîï-
íàÿ, ìíîãîñëîéíàÿ, è êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ ðàñïðåäåëåíèÿ
òåïëà, ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Â òàêèõ òåëàõ (ñðåäàõ) òåïëîïåðåäà÷à ìåæ-
äó ñëîÿìè â ìíîãîñëîéíûõ ñðåäàõ ïðîèñõîäèò çà÷àñòóþ çà ñ÷åò êîíòàêòíîãî òåïëîîáìåíà.
Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ íà êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ Sk ñòà-
âÿòñÿ, òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì âûñîêîòåìïåðàòóðíîé
òåïëîôèçèêè çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ ïðèîáðåëè ïåðâîñòåïåííîå çíà-
÷åíèå � ðàñ÷åò ìíîãîñëîéíûõ òåïëîèçîëÿöèîííûõ ïîêðûòèé â ìåòàëëóðãèè, àâèàöèîííîé
è êîñìè÷åñêîé òåõíèêå, ðàñ÷åò ìíîãîñëîéíûõ ïîêðûòèé ãîëîâîê ðàêåò, ýëåìåíòîâ ïðåîá-
ðàçîâàòåëåé ýíåðãèè è ò.ä. Åñëè òåïëîâîé êîíòàêò ìåæäó ñðåäàìè (òåëàìè) Ω1 è Ω2 , òàê
íàçûâàåìûé, � èäåàëüíûé, òî òåìïåðàòóðû è òåïëîâûå ïîòîêè íà êîíòàêòèðóþùèõ ïî-
âåðõíîñòÿõ â îáîèõ òåëàõ ñîâïàäàþò. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà, íàïðèìåð, êîãäà òåëà
Ω1 è Ω2 òåñíî ïðèæàòû, íàïðèìåð, â ñïàÿõ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî òàêèå óñëîâèÿ
íå ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíîñòè S êîíòàêòà òåë Ω1 è
Ω2 . Âîçìîæíû è äðóãèå ìîäåëè êîíòàêòà. Â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ áîëüøîå âíèìà-
íèå çàñëóæèâàþò óñëîâèÿ íà S , òàê íàçûâàåìîãî, íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà ñðåä. Ê çàäà÷å
ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ òàêîãî âèäà ïðèâîäèò, íàïðèìåð, çàäà÷à î ìîäåëèðîâàíèè ïðî-
öåññà ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â òîíêîì ñòåðæíå 0 ≤ x ≤ l , èìåþùåì ïðè x = ξ ,
ξ ∈ (0, l) ðàçðåç ñ òåïëîèçîëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè. Â ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèÿõ òåïëîâîé
êîíòàêò ìåæäó ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ñðåäàìè, íàïðèìåð, äåòàëÿìè îáû÷íî íåëüçÿ ñ÷èòàòü

1ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; v.lubyshev@mail.ru.

2äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò, ã. Óôà; fairuzovme@mail.ru.
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èäåàëüíûì. Òàêîé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè íåäîñòàòî÷íî ïëîòíîì ñîïðèêîñ-
íîâåíèè øåðîõîâàòûõ òâåðäûõ òåë. Ïðè íåèäåàëüíîì òåïëîâîì êîíòàêòå òåïëîâîé ïîòîê
íåïðåðûâåí, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, îäíàêî ïðè íåèäåàëü-
íîì òåïëîâîì êîíòàêòå â óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà íàðóøàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî òåìïåðàòóð íà S . Åñëè ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì,
òî äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ òåðìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå êîíòàêòà (êîíòàêòíîå òåïëîâîå ñîïðî-
òèâëåíèå). Òåìïåðàòóðà ïðè ïåðåõîäå ãðàíèöû íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà S òåðïèò ðàçðûâ,
ïðîïîðöèîíàëüíûé òåïëîâîìó ïîòîêó ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì êîíòàêòíîìó òåïëîâîìó
ñîïðîòèâëåíèþ.

Ðàçëè÷èå òåìïåðàòóð ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì
êîíòàêòíîìó òåðìè÷åñêîìó ñîïðîòèâëåíèþ (îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîíòàêòíîé òåïëî-
âîé ïðîâîäèìîñòè), êîòîðàÿ êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì θk . Òàê ÷òî
â ñëó÷àå íåèäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà óñëîâèÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà íà êîíòàêòíîé
ãðàíèöå S çàìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè

∂u1
∂NS

=
∂u2
∂NS

= θk[u] = θk(u2(x)− u1(x)), x ∈ S; (1.1)

ãäå θk > 0 � êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîé ïðîâîäèìîñòè (êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî òåïëî-
îáìåíà). Êîýôôèöèåíò êîíòàêòíîãî òåïëîîáìåíà, ñâÿçàííûé ñ óñëîâèÿìè êîíòàêòà íà S ,
çàâèñèò îò áîëüøîãî ÷èñëà ôàêòîðîâ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü ìåæäó
äâóìÿ àíèçîòðîïíûìè òåëàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè k

(1)
α (x) è k

(2)
α (x) ïî-

ìåùåíà òîíêàÿ ñëàáî ïðîâîäÿùàÿ ïðîñëîéêà. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ êîíòàêòà ìîãóò áûòü
îïèñàíû ñîîòíîøåíèÿìè (1.1), ãäå âåëè÷èíà θk ïðîïîðöèîíàëüíà êîýôôèöèåíòó òåïëî-
ïðîâîäíîñòè òîíêîé ñëàáî ïðîâîäÿùåé ïðîñëîéêè. Èç óñëîâèé (1.1) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå
íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà ðàâåíñòâî òåïëîâûõ ïîòîêîâ èìååò ìåñòî, ò.å. òåïëîâîé ïîòîê íà
ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà S ìåæäó òåëàìè Ω1 è Ω2 íåïðåðûâåí, à òåìïåðàòóðà ðàçðûâíà
(ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà ïî òåìïåðàòóðå), ò.å. ïîÿâëÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíàÿ òåïëîâûì ïî-
òîêàì ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ïîâåðõíîñòíûìè òåìïåðàòóðàìè. Òàêèì îáðàçîì, êîíòàêòè-
ðóþùèå òåëà íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà S èìåþò ðàçëè÷íóþ òåìïåðàòóðó, ñêà÷åê êîòîðûé
ïðîïîðöèîíàëåí òåïëîâîìó ïîòîêó ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè θ−1

k � êîýôôè-
öèåíòîì êîíòàêòíîãî òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ( θk � êîíòàêòíàÿ ïðîâîäèìîñòü).

Èññëåäîâàíèå êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåïëîîáìåíà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì ïî ñåãîäíÿøíèé
äåíü. Ê ÷èñëó âàæíûõ äëÿ ïðàêòèêè çàäà÷ ñëåäóåò îòíåñòè, íàïðèìåð, çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ
(èäåíòèôèêàöèè) êîíòàêòíûõ òåïëîâûõ ñîïðîòèâëåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ òåïëîïåðåäà÷ó
ìåæäó ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ÷àñòÿìè êîíñòðóêöèé (áîëòîâûõ è çàêëåïî÷íûõ ñîåäèíåíèé,
ðàçúåìîâ, øàðíèðîâ è ò.ä.). Â êîíñòðóêöèÿõ íà êëåÿõ ðîëü êîíòàêòíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
èãðàåò íåêîòîðîå ýôôåêòèâíîå òåïëîâîå ñîïðîòèâëåíèå êëååâîé ïëåíêè. Äëÿ ðåøåíèÿ òà-
êèõ çàäà÷ ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü è ðàçâèâàòü ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìåòîäû òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ÓÌÔ.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà äâóõñëîéíóþ ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ïëàñòèíêó. Çàïèøåì óñëî-
âèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñëîåâ

k1(x)
∂u1
∂x

= k2(x)
∂u2
∂x

, k1(x)
∂u1
∂x

= θk[u],

ãäå k1(x) è k2(x) � êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ñëîåâ, u1(x) è u2(x) � òåìïåðàòó-
ðû ñëîåâ, [u] = u2(x) − u1(x) � ñêà÷îê òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå ñëîåâ; θ−1

k � òåïëîâîå
êîíòàêòíîå ñîïðîòèâëåíèå. Âåëè÷èíà rk = θ−1

k ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, íàïðèìåð, êàê
êîíñòàíòà, èëè, â îáùåì ñëó÷àå, êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x , u (êàê ôóíêöèÿ òî÷êè è
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òåìïåðàòóðû) è ýòà çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èëè èç ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïî ðåçóëüòàòàì
èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóð â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ñëîåâ.

Çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ÓÌÔ) ñ óñëîâèÿìè íåèäåàëüíîãî êîí-
òàêòà ÷àñòî âîçíèêàþò òàêæå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ â ìåõàíèêå ñïëîø-
íûõ ñðåä, òåîðèè óïðóãîñòè è äð. Ïî ïîâîäó ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè çàäà÷ î ñîïðÿ-
æåíèè ñ óñëîâèÿìè íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà äîáàâèì ñëåäóþùåå. Íà ïðàêòèêå ïðè ìàòå-
ìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàåò
âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ÓÌÔ â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñî-
áîé ñîâðåìåííûå êîíñòðóêöèè (ñîîðóæåíèÿ) ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ è ñîäåðæàùèõ òîíêèå
âêëþ÷åíèÿ ñ ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ðåçêî îòëè÷àþùèìèñÿ îò îñíîâíîé ñðåäû.
Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå ñëàáî òåïëîïðîâîäÿùèå ýëåìåíòû
(ýëåìåíòû ñ òåïëîèçîëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè), à òàêæå, íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè, ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ñëàáî ïðîíèöàåìûå ýëåìåíòû (òîíêèå ñëàáî
ïðîíèöàåìûå âêëþ÷åíèÿ), òîëùèíû êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ
ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (íàïîðíîé ôèëüòðà-
öèè), íàïðèìåð, ïðè ñîçäàíèè â ðóñëàõ ðåê ãðàâèòàöèîííûõ ïëîòèí, ðàñïîëîæåííûõ íà
ôèëüòðóþùåì óïðóãîì îñíîâàíèè, âàæíî ó÷åñòü, ÷òî â àêòèâèçàöèè ôèëüòðàöèîííûõ
ïðîöåññîâ â îñíîâàíèè ãðàâèòàöèîííûõ ïëîòèí èìåþò, ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â îñíîâàíèè
ïëîòèí, òîíêèå ñëàáî ïðîíèöàåìûå âêëþ÷åíèÿ: ïðîñëîéêè ñëàáî ïðîíèöàåìûõ ãðóíòîâ,
öåìåíòàöèîííûå çàâåñû, øïóíòû. Ñ÷èòàÿ òàêèå âêëþ÷åíèÿ áåñêîíå÷íî òîíêèìè è ñëàáî
ïðîíèöàåìûìè èõ âëèÿíèå íà èññëåäóåìûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ìîæíî ó÷åñòü çàäàíèåì
óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ S ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé:

g(x) =

(
∂u

∂NS

)−

=

(
∂u

∂NS

)+

= θ(x)[u], x ∈ S,

(
∂u

∂NS

)±

=

(
2∑

α=1

kα(x)
∂u

∂xα
cos( ˆn, xα)

)±

,

[u] = u2(x)− u1(x) = u+(x)− u−(x)− ñêà÷åê ôóíêöèè u(x) íà S;

ãäå g(x) � çàðàíåå íåèçâåñòíûé ïîòîê òåïëîòû èëè âåùåñòâà ÷åðåç ýëåìåíòàðíóþ ïëîùàä-
êó; θ(x) ≥ θ0 > 0 � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, S = Ω1 ∩Ω2 � òîíêîå âêëþ÷åíèå, Ω1 ∩Ω2 = ∅ , Ω1

è Ω2 � íåêîòîðûå îáëàñòè.
×èñëåííàÿ ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿíèÿ óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ

ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè è ïðåæäå âñåãî â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ äèñêðå-
òèçàöèè óêàçàííûõ îáëàñòåé.

Âàæíåéøåé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà âûñîêîòî÷íûõ ýêîíîìè÷íûõ àëãîðèòìîâ
äèñêðåòèçàöèè òàêèõ çàäà÷ äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè,
â òîì ÷èñëå ðàçðàáîòêà ýêîíîìè÷íûõ, ñõîäÿùèõñÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èõ ðåàëèçàöèè.

2. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ äëÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ñ ðàç-

ðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè. Çàäà÷à À

Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îòêðûòàÿ ñâÿçíàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà R2 ñ Ëèïøèöåâîé
ãðàíèöåé ∂Ω . È ïóñòü Ω ðàçäåëåíà íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé îðèåíòèðîâàííîé êðè-
âîé S (âíóòðåííåé ãðàíèöåé S ) íà äâå ÷àñòè (íà ïîäîáëàñòè) Ω1 = Ω− è Ω2 = Ω+ (ëåâóþ
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è ïðàâóþ, ò.å. Ω− � ñëåâà îò S è Ω+ � ñïðàâà îò S ) ñ ãðàíèöàìè ∂Ω1 è ∂Ω2 ñîîòâåòñòâåí-
íî,óäîâëåòâîðÿþùèìè òîìó æå óñëîâèþ Ëèïøèöà. Íà êðèâîé S âûáðàíà îðèåíòàöèÿ è â
ñîîòâåòñòâèè ñ íåé áóäåì ãîâîðèòü î S+ � �ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S è S−

� �îòðèöàòåëüíîé� ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S . Ïðåäïîëàãàåòñÿ (äëÿ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé
íà ïîâåðõíîñòè S , ñì. íèæå), ÷òî ê ïîâåðõíîñòè S ñî ñòîðîíû S+ ïðèìûêàåò îáëàñòü
Ω2 = Ω+ , à ñî ñòîðîíû S− ïðèìûêàåò îáëàñòü Ω1 = Ω− . Òàêèì îáðàçîì, Ω åñòü îáúåäè-
íåíèå îáëàñòåé Ω1 Ω2 è âíóòðåííèõ òî÷åê êîíòàêòíîé ãðàíèöû S : Ω = Ω1∪Ω2∪S , à ∂Ω
� âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω (â îòëè÷èå îò S � âíóòðåííåé ãðàíèöû îáëàñòè Ω . Î÷åâèä-
íî, ÷òî ∂Ω = (∂Ω1 ∪ ∂Ω2) \ S . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∂Ω1 = Γ1 ∪ S , ∂Ω2 = Γ2 ∪ S , ãäå ÷àñòè
(êóñêè) Γk , k = 1, 2 � îòêðûòûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà â ∂Ωk (Γk � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü
∂Ωk ïîñëå âû÷åòà S , k = 1, 2 , ò.å. Γk � ãðàíèöû îáëàñòåé Ωk áåç S ), Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω ≡ Γ .

×åðåç nα , α = 1, 2 áóäåì îáîçíà÷àòü âíåøíþþ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ωα îáëàñòè ∂Ωα ,
α = 1, 2 . Ïóñòü, äàëåå n = n(x) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê S â êàêîé-ëèáî åå òî÷êå x ∈ S ,
îðèåíòèðîâàííàÿ, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîðìàëü n ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ
ê S ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω1 , ò.å. íîðìàëü n íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè Ω2 (n = n(x)
� åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê S , ñîãëàñîâàííûé ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé íà S ).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó, âåêòîðû n1(x) è n2(x) , x ∈ S ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðî-
âàíû íà S , òî n(x) = n1(x) = −n2(x) íà S .

Çàìåòèì òàêæå, òàê êàê ãðàíèöû ∂Ω è ∂Ωk , k = 1, 2 îáëàñòåé Ω è Ωk , k = 1, 2
ïî ïðåäïîëîæåíèþ Ëèïøèöåâû, òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ ∂Ω è x ∈ ∂Ωk , k = 1, 2 (çà
èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê) îïðåäåëåíû åäèíè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ
íîðìàëåé, íàïðèìåð, íîðìàëü n = (nx1 , nx2) , ãäå nx1 è nx2 � êîîðäèíàòû âåêòîðà n .
Òàê ÷òî âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ñóùåñòâóåò ïî÷òè âåçäå íà ∂Ω è ∂Ωk , k = 1, 2 . Â

äàëüíåéøåì íà êóñêàõ
◦
Γk ãðàíèö ∂Ωk ïîëîæèòåëüíîé ìåðû mesΩk > 0 , k = 1, 2 áóäóò

çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëåííîãî òèïà.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè Ω = Ω1∪Ω2∪S , ñîñòîÿùåé èç äâóõ

÷àñòåé (ïîäîáëàñòåé) Ω1 è Ω2 , ðàçáèòîé íà äâå ÷àñòè âíóòðåííåé ãðàíèöåé S .
Çàäà÷à À. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè u(x) âèäà: u(x) = u1(x) , x ∈ Ω1 = Ω− , u(x) =

u2(x) , x ∈ Ω2 = Ω+ , ãäå ôóíêöèÿ u1(x) è u2(x) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) Èùåòñÿ ôóíêöèÿ u1(x) , îïðåäåëåííàÿ íà Ω1 = Ω1 ∪ ∂Ω1 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ â Ω1

óðàâíåíèþ

L1u1 = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
k(1)α (x)

∂u1
∂xα

)
+ d1(x)q1(u1) = f1(x), â Ω1, (2.1)

à íà ãðàíèöå ∂Ω1 \ S = Γ1 óñëîâèþ

u1(x) = 0, x ∈ Γ1 = ∂Ω1 \ S; (2.2)

2) Èùåòñÿ ôóíêöèÿ u2(x) , îïðåäåëåííàÿ íà Ω2 = Ω2 ∪ ∂Ω2 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ â Ω2

óðàâíåíèþ

L2u2 = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
k(2)α (x)

∂u2
∂xα

)
+ d2(x)q2(u2) = f2(x), â Ω2, (2.3)

à íà ãðàíèöå ∂Ω2 \ S = Γ2 óñëîâèþ

u2(x) = 0, x ∈ Γ2 = ∂Ω2 \ S. (2.4)
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Çäåñü k
(1)
α (x) , k

(2)
α (x) , dα(x) , fα(x) , qα(ξ) , α = 1, 2 � íåêîòîðûå çàäàííûå ôóíêöèè,

îïðåäåëåííûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ Ωα ïî ðàçíîìó, ïðè÷åì

k(1)α (x) ̸= k(2)α (x), d1(x) ̸= d2(x), f1(x) ̸= f2(x), q1(ξ) ̸= q2(ξ), x ∈ S; (2.5)

ýòè ôóíêöèè íàäåëåíû â îáëàñòÿõ Ωα íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè ãëàäêîñòè (ñì. äàëåå).
3) Èñêîìûå ôóíêöèè u1(x) è u2(x) óäîâëåòâîðÿþò åùå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì íà

S , ïîçâîëÿþùèì �ñøèòü� ðåøåíèÿ u1(x) è u2(x) âäîëü S îáëàñòåé Ω1 è Ω2 :

g(x) =
∂u1
∂NS

=
∂u2
∂NS

= θ(x)(u2 − u1), x ∈ S. (2.6)

Çäåñü

∂up
∂NS

=
2∑

α=1

k(p)α (x)
∂up
∂xα

cos( ˆn, xα), p = 1, 2.− (2.7)

� êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, à θ(x) ≥ θ0 > 0 ; n � íîðìàëü ê S , íàïðàâëåííàÿ âíóòðü
îáëàñòè Ω2 (n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè Ω1 ).

Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó (2.1)-(2.7) íàçîâåì çàäà÷åé À.
Çàäà÷ó À ìîæíî ïåðåïèñàòü â óäîáíîì (êîìïàêòíîì) âèäå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âèäà

u(x) =

{
u1(x), x ∈ Ω1,
u2(x), x ∈ Ω2;

kα(x), d(x), f(x), q(ξ) =

{
k
(1)
α (x), d1(x), f1(x), q1(ξ), x ∈ Ω1,

k
(2)
α (x), d2(x), f2(x), q2(ξ), x ∈ Ω2,

α = 1, 2,

ãäå k
(k)
α (x) , α = 1, 2 , dk(x) , fk(x) , qk(ξ) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ

Ω1 è Ω2 ôóíêöèè, çàäàâàåìûå â Ωk ïî ðàçíîìó. Çäåñü uk , k = 1, 2 � ñóæåíèå ôóíêöèè
u(x) íà Ωk , k = 1, 2 .

Òîãäà ïîñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó À ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì íà S (çàäà÷ó î ñîïðÿæåíèè
ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì, áîëåå êîìïàêòíîì âèäå.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω , óäîâëåòâîðÿþùóþ â êàæäîé èç
îáëàñòåé Ω1 è Ω2 óðàâíåíèþ

Lu(x) ≡ −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂u

∂xα

)
+ d(x)q(u) = f(x), x ∈ Ω1 ∪ Ω2,

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà âíåøíåé ãðàíèöå ∂Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 = (∂Ω1 \ S) ∪ (∂Ω2 \ S),

è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå S (íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé Ω1 è Ω2 )

g(x) =

(
∂u

∂NS

)−

=

(
∂u

∂NS

)+

= θ(x)[u], x ∈ S,

ãäå (
∂u

∂NS

)±

=

(
2∑

α=1

kα(x)
∂u

∂xα
cos( ˆn, xα)

)±

,

[u] = u2 − u1 = u+ − u− − ñêà÷åê ôóíêöèè u(x) íà S;
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Çíàêè �+�, �-� îáîçíà÷àþò, ÷òî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé áåðóòñÿ ïî ðàçëè÷-
íûå ñòîðîíû ãðàíèöû ðàçäåëà S îáëàñòåé Ω1 è Ω2 , ò.å. çíàê �+� îáîçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå
ôóíêöèè áåðåòñÿ íà S â òî÷êå x ∈ Ω2 , à �-� � â òî÷êå x ∈ Ω1 .

Êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ðàçíîñòü âåëè÷èíû â íèõ çàêëþ÷àþùåéñÿ, âçÿòîé íà
ïðàâîì è ëåâîì �áåðåãàõ� êîíòàêòíîé ãðàíèöû S . Òàê ÷òî èíäåêñ �+� îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå
âåëè÷èíû ñ ïðàâîãî �áåðåãà� êîíòàêòíîé ãðàíèöû. Åñëè áûòü áîëåå òî÷íûì, òî [u(x)]|S �
ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé ðàçíîñòü ìåæäó u+ è u− � ïðàâûì è ëåâûì ïðåäåëüíûìè çíà÷å-
íèÿìè ôóíêöèè u(x) íà êðèâîé S , âû÷èñëåííûìè ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå x ∈ S ñî ñòîðîíû
îáëàñòè Ω2 è ñî ñòîðîíû îáëàñòè Ω1 :

[u(x)]|S ≡ u(x)|x→S−0 − u(x)|x→S+0 ,[
∂u

∂NS

]∣∣∣∣
S

≡ ∂u

∂NS

∣∣∣∣
x→S−0

− ∂u

∂NS

∣∣∣∣
x→S+0

.

Òî åñòü ýòî îáû÷íîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñêà÷êà ôóíêöèè íà S , ãäå u+(x) , x ∈ S îçíà÷àåò
çíà÷åíèå (ñëåä) ôóíêöèè u(x) â òî÷êå x íà ãðàíèöå S ñî ñòîðîíû Ω2 , à u−(x) , x ∈ S �
çíà÷åíèå (ñëåä) ôóíêöèè u(x) â òî÷êå x íà S ñî ñòîðîíû Ω1 (ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ u(x)
íà êðèâîé S ñ ðàçíûõ ñòîðîí îò S : [u] ≡ u+(x) − u−(x) , x ∈ S , ãäå u±(x) = limu(x′) ,
x′ → x ∈ S , x′ ∈ Ω± ).

Òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ãðàíèöû ∂Ωk îáëàñòåé Ωk Ëèïøèöåâû, òî îïåðàòîð ñóæå-
íèÿ u± → u±|S èç W 1

2 (Ω
±) â L2(S) íåïðåðûâåí; çäåñü Ω+ = Ω2 , Ω

− = Ω1 .
Äàëåå, òàê êàê êîýôôèöèåíòû kα(x) , α = 1, 2 , d(x) , ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) çàäàþòñÿ,

âîîáùå ãîâîðÿ, ïî ðàçíîìó â Ω1 è Ω2 , òî ýòè ôóíêöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåòåðïåâàþò
ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â îáëàñòè Ω íà êðèâîé S ⊂ Ω .

Ðàçðûâíîñòü êîýôôèöèåíòà kα(x) óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ñðåäà (îáëàñòü
Ω ) ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé è ñîñòàâëåíà èç äâóõ (â íàøåì ñëó÷àå) ðàçíîðîäíûõ ïî ñâî-
èì ôèçè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ìàòåðèàëîâ (îáëàñòü Ω ñîñòîèò èç ÷àñòåé ñ ðàçíûìè
ñâîéñòâàìè).

Òàê êàê ôóíêöèè kα(x) , α = 1, 2 , d(x) , f(x) (ïî ïðåäïîëîæåíèþ) èìåþò íà S ðàçðûâ
ïåðâîãî ðîäà, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

[kα(x)]|S = k(2)α (x)
∣∣
S
− k(1)α (x)

∣∣
S
= k+α (x)− k−α (x) ̸= 0, (2.8)

[d(x)]|S = d2(x)|S − d1(x)|S = d+(x)− d−(x) ̸= 0,

[f(x)]|S = f2(x)|S − f1(x)|S = f+(x)− f−(x) ̸= 0.

Èç óñëîâèÿ (2.8) è óñëîâèé (2.5), (2.6)(
∂u

∂NS

)−

=
∂u1
∂NS

=
∂u2
∂NS

=

(
∂u

∂NS

)+

, x ∈ S, (2.9)

ñëåäóåò, ÷òî (2.8) ïðåäïèñûâàåò ñêà÷åê ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç S , ò.å.
ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ u(x) èìåþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà S . Â òî æå âðåìÿ, â
ñèëó (2.9), [

∂u

∂NS

]
= 0, x ∈ S − ñêà÷åê ôóíêöèè

∂u

∂NS

íà S ðàâåí íóëþ,

òî åñòü óñëîâèå (2.9) � òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (íåïðåðûâ-
íîñòü ïîòîêà).
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû íàðÿäó ñ (2.9) áûëî çàäàíî óñëîâèå

[u] = 0, x ∈ S − ñêà÷åê ôóíêöèè íà S ðàâåí íóëþ

(âìåñòî óñëîâèÿ (2.6)), òî ýòî óñëîâèå îçíà÷àëî áû, ÷òî îíî òðåáóåò íåïðåðûâíîñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è íà êðèâîé S . Òàê ÷òî ðàçðûâ â êîýôôèöèåíòàõ kα(x) â óðàâíåíèè â ýòîì
ñëó÷àå îçíà÷àë áû, ÷òî ðåøåíèå u(x) çàäà÷è èìååò ñëàáûé ðàçðûâ íà êðèâîé S (ò.å.
ôóíêöèÿ u(x) íåïðåðûâíà íà S , à åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå èìåþò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà
íà êîíòàêòíîé êðèâîé S .

Êðàåâàÿ çàäà÷à À ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì, ìîæåò îïèñûâàòü, íà-
ïðèìåð, ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà, êîãäà â ðîëè óïðàâëåíèÿ âûñòóïàåò, íàïðèìåð,
ïðàâàÿ ÷àñòü f1(x) ≡ g(x) ∈ U óðàâíåíèÿ (2.1), ïðè÷åì â ðîëè ìíîæåòñâà äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèé U âûñòóïàåò

U =
{
f1(x) = g(x) ∈ L2(Ω1) : ξ1 ≤ g(x) ≤ ξ1 ï.â. íà Ω1

}
,

ãäå ξ1 è ξ2 � çàäàííûå êîíñòàíòû, ï.â. � ïî÷òè âñþäó, à â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà öåëè
g → J(g) , g ∈ U âûñòóïàåò, íàïðèìåð, ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë

J(f1) = J(g) =

∫
Ω2

|u(x, g)− u0(x)|2dΩ2.

Çäåñü u0(x) ∈ L2(Ω2) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à u(x, g) � ðåøåíèå çàäà÷è À, îòâå÷àþùåå
äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî H(Ω0) , Ω1 ∪ Ω2 = Ω0 ïàð ôóíêöèé u(x) =
(u1(x), u2(x)) :

H(Ω0) =
{
u = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1)×W 1
2 (Ω2)

}
,

òî åñòü {
u(x) ∈ H(Ω0) ⇔ u1 ≡ u|Ω1

∈ W 1
2 (Ω1),

u(x) ∈ H(Ω0) ⇔ u2 ≡ u|Ω2
∈ W 1

2 (Ω2).

Çäåñü W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 � Ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ â ïîäîáëàñòÿõ

Ωk , k = 1, 2 ñ ãðàíèöåé ∂Ωk , k = 1, 2 è íîðìîé [1]-[3]

∥uk∥W 1
2 (Ωk) =

∫
Ωk

[
2∑

α=1

(
∂uk
∂xα

)2

+ u2k

]
dΩk, k = 1, 2.

Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)H =
2∑

k=1

∫
Ωk

(graduk · gradvk + ukvk) dΩk =
2∑

k=1

∫
Ωk

[
2∑

α=1

∂uk
∂xα

∂vk
∂xα

+ ukvk

]
dΩk,

u(x), v(x) =

{
u1(x), v1(x), x ∈ Ω1,
u2(x), v2(x), x ∈ Ω2,

è íîðìîé

∥u∥2H = ∥u1∥2W 1
2 (Ω1)

+ ∥u2∥2W 1
2 (Ω2)

=
2∑

k=1

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

,

H = H(Ω0) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H(Ω0) ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå è íîðìó:

(u, v)∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

graduk · gradvkdΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

ukvkdΓk +

∫
S

[u][v]dS =

2∑
k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

∂uk
∂xα

∂vk
∂xα

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

ukvkdΓk +

∫
S

[u][v]dS,

∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

u2kdΓk +

∫
S

[u]2dS. (2.10)

Ïóñòü
◦
Γk � ÷àñòü ∂Ωk ñîäåðæèò ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. ×åðåç W 1

2 (Ωk;
◦
Γk) îáîçíà÷èì

çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (Ωk) , ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â êîòîðîì ÿâëÿ-

åòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç C1(Ωk) , ðàâíûõ íóëþ âáëèçè (â îêðåñòíîñòè)
◦
Γk⊂ ∂Ωk ,

k = 1, 2 � êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà
◦
Γk ãðàíèöû ∂Ωk , k = 1, 2 . Ïîä ó÷àñòêàìè

◦
Γk ãðàíèöû

∂Ωk ïîíèìàþòñÿ êóñêè ãðàíèöû ∂Ωk ; åñòåñòâåííî, ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà

êàêîé-ëèáî èç ó÷àñòêîâ
◦
Γk âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó è ò.ï.; W 1

2 (Ωk;
◦
Γk) ñîâïàäàåò ñ W 1

2 (Ωk)

ïðè
◦
Γk= ∅ ; W 1

2 (Ωk;
◦
Γk) =

◦
W 1

2 (Ωk) ïðè
◦
Γk= ∂Ωk .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ uk(x) ∈ W 1
2 (Ωk;

◦
Γk) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [3]∫

Ωk

u2k(x) dΩk ≤ C
Ωk;

◦
Γk

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk, k = 1, 2.

ñ ïîñòîÿííîé C
Ωk;

◦
Γk
, çàâèñÿùåé òîëüêî îò Ωk è

◦
Γk , ïðè ýòîì �ïëîùàäü� êóñêà

◦
Γk ïî-

âåðõíîñòè ∂Ωk äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé: mes
◦
Γk> 0 .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) ïàð ôóíêöèé u(x) = (u1(x), u2(x)) :

◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) =

{
u = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1; Γ1)×W 1
2 (Ω2; Γ2)

}
ñ íîðìîé (2.10):

∥u∥2◦
HΓ1,γ2

= ∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +

∫
[u]2dS.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è À áóäåì íàçûâàòü òà-

êóþ ôóíêöèþ u(x) ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

Q(u, v) =

∫
Ω1∪Ω2

[
2∑

α=1

kα
∂u

∂xα

∂v

∂xα
+ d(x)q(u)v

]
dΩ0 +

∫
S

θ(x)[u][v] dS =

=

∫
Ω1∪Ω2

f(x)v dΩ0 = l(v), ∀v ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0). (2.11)
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Â äàëüíåéøåì, îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü:

kα(x) ∈ L∞(Ω1)× L∞(Ω2), 0 < ν ≤ kα(x) ≤ ν, x ∈ Ω1 ∪ Ω2;

d(x) ∈ L∞(Ω1)× L∞(Ω2), 0 < d0 ≤ d(x) ≤ d0, x ∈ Ω1 ∪ Ω2;

θ(x) ∈ L∞(S), 0 < θ0 ≤ θ(x) ≤ θ0, x ∈ S;
f(x) ∈ L2(Ω1)× L2(Ω2);

(2.12)

ôóíêöèÿ qα(ξ) îïðåäåëåíà íà R ñî çíà÷åíèÿìè â R è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

qα(0) = 0, 0 ≤ q0 ≤
[
qα(ξ1)− qα(ξ2)

]
/(ξ1 − ξ2) ≤ Lq <∞ äëÿ âñåõ ξ1, ξ2 ∈ R, ξ1 ̸= ξ2.

(2.13)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.12)-(2.13). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x) ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) çàäà÷è À â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.1. Çà-

äà÷à î íàõîæäåíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç (2.11) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ

Au = F,

ãäå îïåðàòîð A îïðåäåëÿåòñÿ íà
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) áèëèíåéíîé ôîðìîé Q(u, v) ñ ïîìîùüþ

ðàâåíñòâà (
Au, v

)
◦
HΓ1,Γ2

= Q(u, v), ∀u, v ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0),

à ïðàâàÿ ÷àñòü F ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì(

F, v
)

◦
HΓ1,Γ2

= l(v), ∀u, v ∈
◦
HΓ1,Γ2 (Ω0),

ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥u∥ ◦
HΓ1,Γ2

≤ C
2∑

k=1

∥fk(x)∥L2(Ωk).

3. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ çàäà÷è À î ñîïðÿæåíèè ñ ðàçðûâ-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì ñ èòåðàöèÿìè íà âíóòðåí-

íåé ãðàíèöå ðàçðûâà ðåøåíèÿ è åãî ñõîäèìîñòü

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó À ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì (2.1)-(2.7).
Îêàçûâàåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà ìîæíî ýôôåêòèâíî îñó-
ùåñòâëÿòü ñ ïðèìåíåíèåì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, à èìåííî, èòåðàöèé íà ãðàíèöå S ðàç-
ðûâà ðåøåíèÿ, â ñî÷åòàíèè ñ ðàçíîñòíûì ìåòîäîì è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [4], [5]
â îòäåëüíîñòè â êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1 è Ω2 .

Â äàííîì ïóíêòå îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñàõ î ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñ
èòåðàöèÿìè íà ãðàíèöå S ⊂ Ω ðàçðûâà ðåøåíèÿ çàäà÷è À è îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè
ïðîöåññà èòåðàöèé.

Çàäà÷å (2.1)-(2.7) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ èòåðà-
öèÿìè íà âíóòðåííåé ãðàíèöå S :

L1u
n
1 = −

2∑
α=1

∂

∂xα

(
k(1)α (x)

∂un1
∂xα

)
+ d1(x)q1(u

n
1 ) = f1(x), x ∈ Ω1, (3.1)
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un1 = 0, x ∈ Γ1 = ∂Ω1 \ S, (3.2)

∂un1
∂N∂Ω1

=
∂un1
∂NS

= θ(x)
[
un−1
2 (x)− un1 (x)

]
, x ∈ S; (3.3)

L2u
n
2 = −

2∑
α=1

∂

∂xα

(
k(2)α (x)

∂un2
∂xα

)
+ d2(x)q2(u

n
2 ) = f2(x), x ∈ Ω2, (3.4)

un2 = 0, x ∈ Γ2 = ∂Ω2 \ S, (3.5)

− ∂un2
∂N∂Ω2

=
∂un2
∂NS

= θ(x)
[
un2 (x)− un1 (x)

]
, x ∈ S;n = 1, 2, ..., (3.6)

ãäå u02(x) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, íàïðèìåð, u02(x) = 0 íà S .
Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (3.1)-(3.6) ñâîäèò ðåøåíèå èñõîäíîé ãðàíè÷íîé

çàäà÷è À ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì ê ðåøåíèþ íà êàæäîé èòåðàöèè n äâóõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷
(3.1)-(3.3) è (3.4)-(3.6) â ïîäîáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî.

Â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé un1 (x) è un2 (x)
ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð ôóíêöèé {un(x)} =

{
(un1 (x), u

n
2 (x))

}∞
n=1

òà-
êèõ, ÷òî unk(x) ∈ W 1

2 (Ωk; Γk) , k = 1, 2 è êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëüíûì òîæäå-
ñòâàì: ∫

Ω1

[
2∑

α=1

k(1)α

∂un1
∂xα

∂v1
∂xα

+ d1(x)q(u
n
1 )v1

]
dΩ1 +

∫
S

θ(x)un1v1 dγ =

=

∫
S

θ(x)un−1
2 v1dγ +

∫
Ω1

f1(x)v1dΩ1, ∀v1(x) ∈ W 1
2 (Ω1; Γ1), (3.7)

∫
Ω2

[
2∑

α=1

k(2)α

∂un2
∂xα

∂v2
∂xα

+ d2(x)q(u
n
2 )v2

]
dΩ2 +

∫
S

θ(x)un2v2 dγ =

=

∫
S

θ(x)un1v2dγ +

∫
Ω2

f2(x)v2dΩ2, ∀v2(x) ∈ W 1
2 (Ω2; Γ2); (3.8)

n = 1, 2, ... ; u02(x) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå (íàïðèìåð, u02(x) = 0 íà S ).
Èñïîëüçóÿ òåîðèþ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ [8] ìîæíî óñòàíîâèòü îäíîçíà÷íóþ ðàçðå-

øèìîñòü çàäà÷ (3.7)-(3.8) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé un1 (x) è un2 (x) â êëàññàõ W 1
2 (Ω1; Γ1) è

W 1
2 (Ω2; Γ2) (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì íîìåðå n ) ñîîòâåòñòâåííî.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.12), (2.13). Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî
óñëîâèå

4C2
∥∥θ(x)∥∥2

L∞(S)
< 1, (3.9)

ãäå C = const > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (3.1)-(3.6) ñõîäèò-
ñÿ â íîðìå ∥·∥H (à çíà÷èò è â íîðìå (2.10) â ñèëó èõ ýêâèâàëåíòíîñòè) ê åäèíñòâåííîìó
ðåøåíèþ çàäà÷è À ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè u02(x) ∈ W 1

2 (Ω2; Γ2) è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè∥∥zn∥∥

H
=
(
∥zn1 ∥W 1

2 (Ω1) + ∥zn2 ∥W 1
2 (Ω2)

)1/2
≤ qn∥z02∥W 1

2 (Ω2), (3.10)

ãäå

0 < q =

(
2C2∥θ(x)∥2L∞(S)

1− 2C2∥θ(x)∥2L∞(S)

)1/2

< 1. (3.11)
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Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû ðàçíîñòíûå àïïðîêñè-
ìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðèìûêàåò è ðàçâèâàåò ðå-
çóëüòàòû [6]-[9].
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Iterative processes for states with discontinuous coe�cients

and solutions in optimal control of quasilinear equations
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Abstract. Developed an iterative process for state-controlled processes described by nonlinear
equations with discontinuous coe�cients and solution in inhomogeneous anisotropic media with
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iterative process.

Key Words: iteration method, optimal control, elliptic equation, the operator, the di�erence
approximation.

4full professor of Bashkir State University, Department of Applied Computer Science and Numerical Methods;
v.lubyshev@mail.ru.

5associate professor of Bashkir State University, Department of Applied Computer Science and Numerical
Methods; fairuzovme@mail.ru.

6associate professor of Bashkir State University, Department of Applied Computer Science and Numerical
Methods; lara wood@mail.ru.

MVMS journal. 2011. V. 13, No. 1



Äèàãíîñòèðîâàíèå ïîëîñòè â ñòåðæíå 47

ÓÄÊ 519.6

Äèàãíîñòèðîâàíèå ïîëîñòè â ñòåðæíå

c⃝ À. Ì. Àõòÿìîâ1, Å. Â. Ñàëÿõîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèàãíîñòèðîâàíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ è ðàçìåðîâ ëî-
êàëüíîé ïîëîñòè â ñòåðæíå ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì åãî èçãèáíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ èäåíòè-
ôèêàöèè ïîëîñòè ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èç äâóõ ñïåêòðîâ èçãèáíûõ
êîëåáàíèé (âîêðóã ðàçíûõ îñåé).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòåðæåíü, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, äèàãíîñòèêà.

1. Ââåäåíèå

Ñòåðæíè, áàëêè ÿâëÿþòñÿ äåòàëÿìè ìíîãèõ ìåõàíèçìîâ è êîíñòðóêöèé, â êîòîðûõ ÷à-
ñòî îáðàçóþòñÿ äåôåêòû (òðåùèíû, ïîëîñòè èç-çà êîððîçèè, óäàðîâ è ò. ï.). Äëÿ ïðåäîò-
âðàùåíèÿ àâàðèé è ïîëîìîê âîçíèêàåò çàäà÷à èõ ðàííåé äèàãíîñòèêè. ×àñòî äëÿ âû-
ÿâëåíèÿ äåôåêòà â ñòåðæíå è åãî ìåñòîïîëîæåíèÿ èñïîëüçóþò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû åãî
êîëåáàíèé [1-8].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèàãíîñòèðîâàíèå ëîêàëüíîé ïðèçìàòè÷åñêîé ïî-
ëîñòè â ñòåðæíå êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî
îñè X (ïðîõîäÿùåé âäîëü ñòåðæíÿ) è åå äëèíà, íî íåèçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî
îñè Y è åå ðàçìåðû â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ Y Z . Ðàíåå, â ñòàòüå [9], àâòîðàìè áûë
ðàññìîòðåí ñëó÷àé òðóá÷àòîãî ñòåðæíÿ, ó êîòîðîãî ïîëîñòü ïðîõîäèò ïî âñåé åãî äëèíå.
Áûëà ïðîâåäåíà äèàãíîñòèêà ïîëîñòè òðóá÷àòîãî ñòåðæíÿ, à òàêæå âûÿâëåíî ìåñòîïîëî-
æåíèå ïîëîñòè, ïðè êîòîðîì ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóá÷àòîãî
ñòåðæíÿ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñïëîøíî-
ãî áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â îòëè÷èå îò ñòàòüè [9], ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ïîëîñòü, ò.å.
ïîëîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ïî âñåé äëèíå ñòåðæíÿ. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ðàññìàòðèâàåìîé
ëîêàëüíîé ïîëîñòè èñïîëüçóþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èç äâóõ ñïåêòðîâ èçãèáíûõ êîëå-
áàíèé (âîêðóã ðàçíûõ îñåé). Ïîêàçàíî, ÷òî ïî äâóì ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ âçÿòà èç ñïåêòðîâ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé äåôåêòíîãî ñòåðæíÿ âîêðóã ðàç-
íûõ îñåé, ìîæíî îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü ïàðàìåòðû ðàçìåðà h è ìåñòîïîëîæåíèÿ
a ëîêàëüíîé ïîëîñòè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ïðèçìàòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ñ äåôåêòîì â âèäå ëîêàëüíîé ïîëî-
ñòè. Åãî ñå÷åíèå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2.1.

1Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓÍÖ ÐÀÍ, ã. Óôà; akhtyamovam@mail.ru
2Àññèñòåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, ÃÎÓ ÂÏÎ ôèëèàë ÓÃÀÒÓ â ã. Íåôòåêàìñêå, ã. Íåôòåêàìñê;

shalunova ev@rambler.ru
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñõåìà ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ñ ëîêàëüíîé ïîëîñòüþ

Óðàâíåíèå èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ ïîñòîÿííîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá èìååò âèä
[10]:

EJ
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρF

∂2u(x, t)

∂t2
= 0,

ãäå u(x, t) - ïðîãèá òåêóùåé îñè ñòåðæíÿ, E [êã/ì2] - ìîäóëü óïðóãîñòè, J [ì4] - ìî-
ìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé îñè ñå÷åíèÿ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè êîëåáàíèé, ρ [êã/ì3] - ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ, F [ì2] - ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ñòåðæíÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ωai .

Âûáåðåì ñëåäóþùèé âèä çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ: ëåâûé êîíåö æåñòêî çàêðåïëåí, ïðàâûé
êîíåö ñâîáîäåí (êîíñîëüíûé ñòåðæåíü).

Ïîëîñòü êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ ëîêàëèçóåòñÿ â ñòåðæíå íà îòðåçêå [x1;x2] , äëèíà åå
èçâåñòíà. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2.1, ïàðàìåòð a îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ïîëîñòè ðàññìàòðè-
âàåìîãî ñòåðæíÿ âäîëü îñè Y . Ïðè a = 0 ïîëîñòü ëåæèò íà ñðåäèííîé îñè ñòåðæíÿ.
Ïàðàìåòð h îïðåäåëÿåò ðàçìåðû ïîëîñòè, ïðè èçâåñòíîé åå ïðîòÿæåííîñòè. Íåîáõîäèìî
èäåíòèôèöèðîâàòü ïîëîñòü â ñòåðæíå, òî åñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
a è ïàðàìåòðà h ïîëîñòè.

3. Äèàãíîñòèðîâàíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ è ðàçìåðîâ ïîëîñòè

Çàäà÷à îá èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ äëèíû L çàìåíîé
u(x, t) = y(x)cosωt ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å [10]:

y4(x) =
ρFω2

EJ
y(x) (3.1)

y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(L) = 0, y′′′(L) = 0, (3.2)
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y1(x1) = y2(x1), y2(x2) = y3(x2),
y′1(x1) = y′2(x1), y′2(x2) = y′3(x2),

EJ1y
′′
1(x1) = EJ2y

′′
2(x1), EJ2y

′′
2(x2) = EJ1y

′′
3(x2),

EJ1y
′′′
1 (x1) = EJ2y

′′′
2 (x1), EJ2y

′′′
2 (x2) = EJ1y

′′′
3 (x2),

(3.3)

ãäå x1, x2 - ñîîòâåòñòâåííî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû ïîëîñòè, y1 è y2 - ïðîãèáû ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò ëåâîé ãðàíèöû ïîëîñòè, y2 è y3 - ïðîãèáû ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà
è ñïðàâà îò ïðàâîé ãðàíèöû ïîëîñòè,

F =


F1, x ∈ [0, x1),
F2, x ∈ [x1, x2],
F1, x ∈ (x2, L],

J =


J1, x ∈ [0, x1),
J2, x ∈ [x1, x2],
J1, x ∈ (x2, L].

Ðàâåíñòâà (3.3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ [10, ñ.197].
Ïîëîñòü â ñòåðæíå ëîêàëèçóåòñÿ íà îòðåçêå [x1;x2] . Äëèíà åå èçâåñòíà. Äëÿ èäåíòè-

ôèêàöèè ðàçìåðà ïîëîñòè â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ Y Z (òî åñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
h ) ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ âîêðóã îñè Y . Äëÿ âûøåîïèñàííîãî ñòåðæíÿ

F1 = H2, J1 =
H4

12
.

Ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íà îòðåçêå [x1;x2] , ãäå ëîêàëèçóåòñÿ ïîëîñòü, ðàâíà
F2 = H2 − h2 . Îïðåäåëèì ìîìåíò èíåðöèè J2 . Â ñëó÷àå êîëåáàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã
îñè Y ìîìåíò èíåðöèè J2 èìååò âèä:

J2 = JY =
H4 − h4

12

(îñü Y ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíîé îñüþ). Òî åñòü îí íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà a . Ñëåäîâàòåëü-
íî, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûé ñïåêòð ÷àñòîò êîëåáàíèé âîêðóã îñè Y , ìû ìîæåì âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h . Ðàñ÷åò âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà, îïè-
ñàííîãî â [11].

Èçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî îñè X , ïðîõîäÿùåé âäîëü ñòåðæíÿ, åå äëèíà, à
òàêæå åå ðàçìåðû â ïëîñêîñòè Y Z . Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ïîëîñòè âäîëü îñè Y ,
òî åñòü íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a . Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ îïðåäåëåíà ñèñòåìà
îñåé Z è Y (îñè ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé H ). Íåéòðàëüíàÿ îñü Z1

ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ. ×òîáû îäíîçíà÷íî âûÿâèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
a , ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Z1 . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åå ïîëîæåíèÿ íàéäåì
öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îñè Z [12].

Ðàçîáüåì ñå÷åíèå íà ôèãóðû: 1 - êâàäðàò (H ×H ), 2 - ïîëîñòü (h× h ).
Ïëîùàäè ôèãóð: êâàäðàò f1 = H2 , ïîëîñòü f2 = −h2 (äëÿ ïîëîñòè ïëîùàäü âûðàæà-

åòñÿ îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé). Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ F2 = H2 − h2 .
Âû÷èñëèì êîîðäèíàòû yi öåíòðîâ òÿæåñòè ôèãóð, ñîñòàâëÿþùèõ ñå÷åíèå, îòíîñè-

òåëüíî îñè Z . Ðåçóëüòàòû ïîìåñòèì â òàáëèöó.

×àñòè ñå÷åíèÿ Ïëîùàäè ÷àñòåé fi Êîîðäèíàòà yi èõ öåíòðîâ òÿæåñòè
1 H2 0
2 −h2 a

Îïðåäåëèì ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé îñè Z :

SZ = H2 · 0− h2 · a.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



50 À. Ì. Àõòÿìîâ, Å. Â. Ñàëÿõîâà

Êîîðäèíàòà yc öåíòðà òÿæåñòè ñå÷åíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îñè Z èìååò âèä:

yc =
SZ
F2

=
−h2a
H2 − h2

.

Ïîëîæåíèå íåéòðàëüíîé îñè Z1 , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ (ðèñ. 3.1), íàé-
äåíî.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Íåéòðàëüíàÿ îñü Z1 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ, d = (h2a)/(H2 − h2)

Âû÷èñëèì òåïåðü ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ îòíîñèòåëüíî íåéòðàëü-
íîé îñè Z1 .

JZ1 =
H4

12
+H2

(
h2a

H2 − h2

)2

−

(
h4

12
+ h2

(
a+

h2a

H2 − h2

)2
)
.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ, âûðàæåíèå äëÿ JZ1 ïðèìåò âèä:

JZ1 =
H4 − h4

12
− H2h2a2

H2 − h2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ íà îòðåçêå [x1;x2] , ãäå
ëîêàëèçóåòñÿ ïîëîñòü, èìååò âèä:

J2 = JZ1 =
H4 − h4

12
− H2h2a2

H2 − h2
.

Çíàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h , è âçÿâ îäíó ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó èç ñïåêòðà ÷àñòîò êîëå-
áàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Z1 , ìû ìîæåì òåïåðü îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî ìåñòîïîëîæåíèå ëîêàëèçîâàííîé íà îòðåçêå [x1; x2] ïîëîñòè
âäîëü îñè Y .

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïî îäíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå èç äâóõ ðàçíûõ ñïåêòðîâ ÷à-
ñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé ìîæíî îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü ìåñòîïîëîæåíèå è ðàçìå-
ðû ðàññìàòðèâàåìîé ëîêàëüíîé ïîëîñòè.
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4. Ïðèìåðû

Ï ð è ì å ð 4.1. Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû íà êîíêðåòíîì ïðè-
ìåðå. Äëÿ îïèñàííîãî êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ âîçüìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

H = 0, 1 ì, L = 1 ì, ρ = 7850 êã/ì3, E = 2, 1 · 106 êã/ñì2 = 2, 1 · 1010 êã/ì2.

Ñòåðæåíü èìååò ïîëîñòü êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ëåæèò íà îòðåçêå [0,26;0,74]
ïî îñè X , ïðîõîäÿùåé âäîëü ñòåðæíÿ.

Ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [11] ïî èçâåñòíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå
êîëåáàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Y ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h = 0, 01 ì , õàðàêòåðè-
çóþùåãî ðàçìåðû ïîëîñòè ïðîòÿæåííîñòüþ 0,48 ì, íàõîäÿùåéñÿ íà îòðåçêå [0,26;0,74].

Çíàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h , è âçÿâ îäíó ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó èç èçâåñòíîãî ñïåêòðà
êîëåáàíèé âîêðóã îñè Z1 , ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî
ïîëîæåíèå ïîëîñòè âäîëü îñè Y . Ðàñ÷åò âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî
ìåòîäà [11]. Ðåçóëüòàòû çàíåñåíû â òàáëèöó 1.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a äëÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ,
ëîêàëèçîâàííîé íà ó÷àñòêå [0,26;0,74], h = 0, 01 .

ωa1(ðàä/ñ) a ωa2(ðàä/ñ) a ωa3(ðàä/ñ) a
166,239 0 1043,818 0 2921,126 0
166,138 0,01 1043,249 0,01 2920,040 0,01
165,837 0,02 1041,539 0,02 2916,772 0,02
165,334 0,03 1038,681 0,03 2911,294 0,03
164,626 0,04 1034,660 0,04 2903,562 0,04
164,195 0,045 1032,208 0,045 2898,830 0,045

Ï ð è ì å ð 4.2. Âîçüìåì ñòåðæåíü, îïèñàííûé â ïðèìåðå 4.1., ñ ïîëîñòüþ êâàä-
ðàòíîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ëåæèò íà îòðåçêå [0,26;0,32] ïî îñè X , ïðîõîäÿùåé âäîëü
ñòåðæíÿ. Äëèíà ïîëîñòè ñîñòàâëÿåò 0,06 ì.

Ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [11] ïî èçâåñòíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå
êîëåáàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Y ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h = 0, 01 ì .

Çíàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h , è âçÿâ îäíó ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó èç èçâåñòíîãî ñïåêòðà
êîëåáàíèé âîêðóã îñè Z1 , ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî
ïîëîæåíèå ïîëîñòè âäîëü îñè Y . Ðàñ÷åò âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî
ìåòîäà [11]. Ðåçóëüòàòû çàíåñåíû â òàáëèöó 2.

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a äëÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ,
ëîêàëèçîâàííîé íà ó÷àñòêå [0,26;0,32], h = 0, 01 .

ωa1(ðàä/ñ) a ωa2(ðàä/ñ) a ωa3(ðàä/ñ) a
166,013 0 1040,687 0 2915,026 0
166,013 0,01 1040,648 0,01 2914,788 0,01
166,012 0,02 1040,532 0,02 2914,071 0,02
166,01 0,03 1040,338 0,03 2912,866 0,03
166,007 0,04 1040,061 0,04 2911,157 0,04
166,005 0,045 1039,891 0,045 2910,108 0,045
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Ï ð è ì å ð 4.3. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòåðæåíü, êîíöû êîòîðîãî çàùåìëåíû
(îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òàêèå æå, êàê è ó îïèñàííûõ âûøå êîíñîëüíûõ ñòåðæíåé).
Ñòåðæåíü èìååò ïîëîñòü êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ëåæèò íà îòðåçêå [0,26;0,74]
ïî îñè X , ïðîõîäÿùåé âäîëü ñòåðæíÿ. Äëèíà ïîëîñòè ñîñòàâëÿåò 0,48 ì.

Ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [11] ïî èçâåñòíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå
êîëåáàíèé ñòåðæíÿ âîêðóã îñè Y ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h = 0, 01 ì , õàðàêòåðè-
çóþùåãî ðàçìåðû ïîëîñòè, íàõîäÿùåéñÿ íà îòðåçêå [0,26;0,74].

Çíàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà h , è âçÿâ îäíó ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó èç èçâåñòíîãî ñïåêòðà
êîëåáàíèé âîêðóã îñè Z1 , ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî
ïîëîæåíèå ïîëîñòè âäîëü îñè Y . Ðàñ÷åò âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî
ìåòîäà [11]. Ðåçóëüòàòû çàíåñåíû â òàáëèöó 3.

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a äëÿ ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ,
ëîêàëèçîâàííîé íà ó÷àñòêå [0,26;0,74], h = 0, 01 .

Êîíöû ñòåðæíÿ çàùåìëåíû.
ωa1(ðàä/ñ) a ωa2(ðàä/ñ) a ωa3(ðàä/ñ) a
1061,08 0 2920,852 0 5720,131 0
1060,66 0,01 2919,869 0,01 5718,736 0,01
1059,39 0,02 2916,91 0,02 5714,538 0,02
1057,27 0,03 2911,953 0,03 5707,502 0,03
1054,29 0,04 2904,956 0,04 5697,564 0,04
1052,48 0,045 2900,676 0,045 5691,481 0,045

5. Ñîâïàäåíèå ÷àñòîò ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ è ñïëîøíîãî áåçäå-

ôåêòíîãî ñòåðæíÿ

Â ðàáîòå [9] íà ïðèìåðå êîëåáàíèé ñïëîøíîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ è òðóá÷àòîãî
ñòåðæíÿ (ïîëîñòü ïðîõîäèò ïî âñåé äëèíå ñòåðæíÿ) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì
ïîëîæåíèè ïîëîñòè ñòåðæíÿ, îäèí èç ñïåêòðîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé
ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáà-
íèé ñïëîøíîãî áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ òàêæå ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå ëîêàëèçîâàííîé íà îò-
ðåçêå [x1;x2] ïîëîñòè âäîëü îñè Y , ïðè êîòîðîì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé
ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ
áåç ïîëîñòè (âçÿòîãî ñ òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè). Îäíàêî ñëó÷àé ëîêàëüíîé ïîëîñòè
îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ïîëîñòè, ïðîõîäÿùåé ïî âñåé äëèíå ñòåðæíÿ (òðóá÷àòûé ñòåðæåíü),
òåì, ÷òî ýòè ïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè äëÿ ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé è ïîñëåäóþùèõ
÷àñòîò. Äëÿ òðóá÷àòîãî ñòåðæíÿ, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [9], îòíîøåíèå

ωa
i

ω∗
i
íå çàâèñèò îò

i , äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3, 4 . . .
Ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [11] âû÷èñëåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êî-

ëåáàíèé ñïëîøíîãî áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ, âçÿòîãî ñ òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷òî
è ðàññìàòðèâàåìûé ñòåðæåíü ñ ëîêàëüíîé ïîëîñòüþ:

ω∗
1 = 166, 01(ðàä/ñ), ω∗

2 = 1040, 369(ðàä/ñ), ω∗
3 = 2913, 062(ðàä/ñ).

Íà ðèñ. 5.1 èçîáðàæåí ãðàôèê, ïîêàçûâàþùèé âëèÿíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ëîêàëüíîé
ïîëîñòè âäîëü îñè Y (òî åñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ), íà ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ. Ãðàôèê ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæåíèÿ
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ïîëîñòè, ïðè êîòîðûõ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ ñîâ-
ïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè èçãèáíûõ êîëåáàíèé áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ (âçÿòîãî ñ
òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè). Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a , ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò
ñîâïàäåíèå ÷àñòîò áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ è ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ, ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè äëÿ
ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Ïåðâûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñîâïàäàþò ïðè
a = 0, 015 , âòîðûå - ïðè a = 0, 024 , òðåòüè - ïðè a = 0, 027 .

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îò ìåñòîïî-
ëîæåíèÿ ïîëîñòè äëÿ ïðèìåðà 4.2. ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5.2. Cîâïàäåíèå ÷àñòîò ñòåðæíÿ
ñ ïîëîñòüþ è áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ (âçÿòîãî ñ òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè) ïðîèñõî-
äèò ïðè a = 0, 031 - äëÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ïðè a = 0, 028 - äëÿ âòîðîé, ïðè
a = 0, 028 - äëÿ òðåòüåé.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îò ìåñòîïîëî-
æåíèÿ ïîëîñòè äëÿ ïðèìåðà 4.3. ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5.3. Â ïðèìåðå 4.3. äëÿ ñïëîøíîãî
áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èìåþò âèä:

ω∗
1 = 1056, 367(ðàä/ñ), ω∗

2 = 2911, 916(ðàä/ñ), ω∗
3 = 5708, 520(ðàä/ñ).

Cîâïàäåíèå ÷àñòîò ñòåðæíÿ ñ ïîëîñòüþ è áåçäåôåêòíîãî ñòåðæíÿ (âçÿòîãî ñ òàêèìè æå
õàðàêòåðèñòèêàìè) ïðîèñõîäèò ïðè a = 0, 033 - äëÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ïðè
a = 0, 030 - äëÿ âòîðîé, ïðè a = 0, 028 - äëÿ òðåòüåé.

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Âëèÿíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ëîêàëèçîâàííîé íà îòðåçêå [0,26;0,74] ïîëîñòè íà ïîâåäåíèå

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ðÿä 1 ñîîòâåòñòâóåò ωa1/ω
∗
1 , ðÿä 2 ñîîòâåòñòâóåò

ωa2/ω
∗
2 , ðÿä 3 ñîîòâåòñòâóåò ωa3/ω

∗
3
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Ð è ñ ó í î ê 5.2

Âëèÿíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ëîêàëèçîâàííîé íà îòðåçêå [0,26;0,32] ïîëîñòè íà ïîâåäåíèå

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ðÿä 1 ñîîòâåòñòâóåò ωa1/ω
∗
1 , ðÿä 2 ñîîòâåòñòâóåò

ωa2/ω
∗
2 , ðÿä 3 ñîîòâåòñòâóåò ωa3/ω

∗
3

Ð è ñ ó í î ê 5.3

Âëèÿíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ëîêàëèçîâàííîé íà îòðåçêå [0,26;0,74] ïîëîñòè íà ïîâåäåíèå

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñòåðæíÿ ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè, ðÿä 1 ñîîòâåòñòâóåò ωa1/ω
∗
1 , ðÿä 2

ñîîòâåòñòâóåò ωa2/ω
∗
2 , ðÿä 3 ñîîòâåòñòâóåò ωa3/ω

∗
3

6. Âûâîäû

1. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî îñè X (ïðîõîäÿùåé âäîëü
ñòåðæíÿ) è åå äëèíà, íî íåèçâåñòíî ìåñòîïîëîæåíèå ïîëîñòè ïî îñè Y è åå ðàçìåðû â ïëîñ-
êîñòè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ Y Z , ïðîâåäåíî äèàãíîñòèðîâàíèå ëîêàëüíîé ïîëîñòè â ñòåðæíå.
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Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïîëîñòè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ñîáñòâåííûõ ÷à-
ñòîò èç äâóõ ñïåêòðîâ èçãèáíûõ êîëåáàíèé (âîêðóã ðàçíûõ îñåé). Ïî äâóì ñîáñòâåííûì
÷àñòîòàì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âçÿòà èç ñïåêòðîâ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ
ïîëîñòüþ âîêðóã ðàçíûõ îñåé, ìîæíî îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðîâàòü ïàðàìåòðû ðàçìåðà
h è ìåñòîïîëîæåíèÿ a ïîëîñòè.
2. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a , õàðàêòåðèçóþùåãî ïîëîæåíèå ëî-
êàëüíîé ïîëîñòè ñòåðæíÿ âäîëü îñè Y , ïðè êîòîðîì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû åãî èçãèáíûõ
êîëåáàíèé (âîêðóã îñè Z1 ) ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè áåçäå-
ôåêòíîãî ñòåðæíÿ (âçÿòîãî ñ òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè), ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
a ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè äëÿ ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ïîëîñòü ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ â ïðîìåæóòêå ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ ñòåðæíÿ è åãî íåé-
òðàëüíîé îñüþ, ñëåäóåò ñ îñòîðîæíîñòüþ ïðèìåíÿòü ìåòîäû äèàãíîñòèðîâàíèÿ äåôåêòîâ ñ
ïîìîùüþ îäíîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé. Îíè íå âñåãäà ïîçâîëÿò âûÿâèòü
è ïðàâèëüíî èäåíòèôèöèðîâàòü òàêîé äåôåêò.

Àâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü Ì.À. Èëüãàìîâó è Á.Ì. Ëþïàåâó çà îáñóæäåíèÿ.
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Diagnosing cavity in the rod

c⃝ A. M. Akhtyamov3, E. V. Salyakhova4

Abstract. The article deals with diagnosing the location and size of the local cavity in the rod on
the natural frequencies of its �exural vibrations. For cavity identi�cation two spectra of �exural
vibrations (around di�erent axes) are suggested to use.
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Êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

ýëåêòðîêàðîòàæà âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíû

c⃝ Ñ. Â. Âèêòîðîâ1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ çàäà÷è ñêâàæèí-
íîé ýëåêòðîðàçâåäêè è êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä åå ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ïðÿìàÿ çàäà÷à ýëåêòðîðàçâåäêè,
ìîäåëèðîâàíèå êàðîòàæà ñêâàæèí.

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ èçó÷åíèÿ âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ãåîëîãè÷åñêîãî ðàçðåçà çåìëè
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âûÿâëåíèÿ è ïðîìûøëåííîé îöåíêè ìåñòîðîæäåíèé ïîëåçíûõ èñêîïàå-
ìûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû òðåáóåòñÿ ïåðåîöåíêà óæå ðàçâåäàííûõ çàïàñîâ ñ ó÷åòîì ïðîèçâå-
äåííîé ïðîìûøëåííîé âûðàáîòêè, áîëåå ïîëíîå îïîèñêîâàíèå ïðîäóêòèâíûõ çîí, óòî÷íå-
íèå êîíòóðîâ çàëåæåé. Êàðîòàæ èëè ãåîôèçè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â ñêâàæèíàõ ÿâëÿþòñÿ
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ìåòîäàìè ðàçâåäêè â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Èñïîëüçîâàíèå ñêâà-
æèí äëÿ èçó÷åíèÿ îêîëîñêâàæèííîãî è ìåæñêâàæèííîãî ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò ñóùå-
ñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ïîèñêîâûõ ðàáîò è óìåíüøèòü îáúåìû äîðîãîñòîÿùåãî
áóðåíèÿ.

Ñðåäè áîëüøîãî ÷èñëà èçâåñòíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé ñêâàæèí, âå-
äóùåå ìåñòî çàíèìàåò ýëåêòðè÷åñêèé êàðîòàæ ïîñòîÿííûì òîêîì, êàê íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûé è ýêîëîãè÷åñêè áåçîïàñíûé ìåòîä ðàçâåäêè. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýëåêòðè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðîåíèÿ çåìíûõ íåäð ïðåäîïðåäåëÿåòñÿ ðàçëè÷èåì çíà÷åíèé
óäåëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïðîâîäèìîñòåé ãîðíûõ ïîðîä.

Â ðåàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà, âëèÿþò ôè-
çè÷åñêèå ðàçìåðû, ôîðìà ñêâàæèí, ó÷åò êîòîðûõ ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî âîññòàíîâèòü
ñòðóêòóðó èññëåäóåìîãî ðàéîíà.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðÿìîé çàäà÷è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà äëÿ âåðòèêàëüíîé áåñêîíå÷íîé ñêâàæèíû ñ ãëè-
íèñòîé êîðêîé â ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäå, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûõ
ïëàñòîâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü â òðåõ-ñëîéíîì êóñî÷íî-îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå Ω , ñîñòîÿùåì èç ïëîñêî-
ïàðàëëåëüíûõ, ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííûõ ïëàñòîâ Ω1 , Ω2 , Ω3 ñ óäåëüíûìè ýëåêòðè-
÷åñêèìè ïðîâîäèìîñòÿìè σ1 , σ2 , σ3 íàõîäèòñÿ âåðòèêàëüíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñêâàæèíà
ΩS , çàïîëíåííàÿ áóðîâûì ðàñòâîðîì óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè σS , è âîêðóã

1äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ
àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; viktorov@rambler.ru.
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êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò ãëèíèñòàÿ êîðêà â âèäå êîëüöà ΩG óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâî-
äèìîñòè σG (ðèñ. 2.1).

S
r

1W 1s

P

A

G
r

1
zz =

2
zz =

2W 2s

3W 3s

GG
s,W

SS
s,W

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Âåðòèêàëüíàÿ ñêâàæèíà ñ êîðêîé â òðåõ-ñëîéíîì ïðîñòðàíñòâå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðÿìîé çàäà÷è îïèñûâàþùàÿ ïîòåíöèàëüíîå ïîëå òî÷å÷íîãî
èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà èíòåíñèâíîñòè I , âîçáóæäàåìîãî âíóòðè ñêâàæèíû â òî÷êå
A(x0, 0, z0) , â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñüþ z íàïðàâëåííîé âíèç è ñîâïàäàþùåé
ñ îñüþ âðàùåíèÿ ñêâàæèíû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

∆uS(P ) = − I

σS
δ(x− x0)δ(y)δ(z − z0), P (x, y, z) ∈ ΩS; (2.1)

∆ui(P ) = 0, P (x, y, z) ∈ Ωi, i = 1, 3; ∆uG(P ) = 0, P (x, y, z) ∈ ΩG; (2.2)

ui(P )|z=zi = ui+1(P )|z=zi ; σi
∂ui(P )

∂z

∣∣∣∣
z=zi

= σi+1
∂ui+1(P )

∂z

∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2; (2.3)

ui(P )|rG = uG(P )|rG ;σi
∂ui(P )

∂n

∣∣∣∣
rG

= σG
∂uG(P )

∂n

∣∣∣∣
rG

, i = 1, 3; (2.4)

uS(P )|rS = uG(P )|rS ;σS
∂uS(P )

∂m

∣∣∣∣
rS

= σG
∂uG(P )

∂m

∣∣∣∣
rS

; (2.5)

uS,G → 0, |z| → ∞; u1,3 → 0,
√
x2 + y2 + z2 → ∞; u2 → 0,

√
x2 + y2 → ∞, (2.6)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, ïëîñêîñòü z = zi � íèæíÿÿ ãðàíèöà ñëîÿ Ωi ( i = 1, 3 ), δ �
ôóíêöèÿ Äèðàêà, n è m � åäèíè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ íîðìàëåé ê ïîâåðõíîñòÿì rG è
rS ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå ïðÿìîé ïðÿìîé çàäà÷è (2.1)�(2.6) îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìáèíèðîâàííûì ìåòîäîì
èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [1].
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3. Êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ

Ïåðåéäåì â çàäà÷å (2.1)�(2.6) ê öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ, z) ñ ïëîñêî-
ñòüþ φ = 0 , ñîäåðæàùåé èñòî÷íèê òîêà. Ïîëó÷èì:

LuS ≡ 1

r

∂

∂r
r
∂uS
∂r

+
∂2uS
∂z2

+
1

r2
∂2uS
∂φ2

= − I

2rσS
δ (r − r0) δ (φ) δ (z − z0) , (r, φ, z) ∈ ΩS; (3.1)

LuG = 0, (r, φ, z) ∈ ΩG; Lui = 0, (r, φ, z) ∈ Ωi, i = 1, 3; (3.2)

∂u

∂φ

∣∣∣∣
φ=0,π

= 0; (3.3)

ui|z=zi = ui+1|z=zi ; σi
∂ui
∂z

∣∣∣∣
z=zi

= σi+1
∂ui+1

∂z

∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2; (3.4)

ui|r=rG = uG|r=rG ; σi
∂ui
∂r

∣∣∣∣
r=rG

= σG
∂uG
∂r

∣∣∣∣
r=rG

, i = 1, 3; (3.5)

uS|r=rS = uG|r=rS ; σS
∂uS
∂r

∣∣∣∣
r=rS

= σG
∂uG
∂r

∣∣∣∣
r=rS

; (3.6)

uS,G → 0, |z| → ∞, u1,3 → 0,
√
r2 + z2 → ∞, u2 → 0, |z| → ∞, φ ∈ [0, π], (3.7)

ãäå óñëîâèå (3.3) âûðàæàåò ñèììåòðèþ ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé φ = 0
è φ = π .

Ê çàäà÷å (3.1)�(3.7) ïðèìåíèì êîíå÷íîå êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé
φ :

um (r, z) =

π∫
0

u (r, φ, z) cosmφdφ (3.8)

è áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèå â âèäå:

u (r, φ, z) = π−1

∞∑
m=0

(2− δm0 )u
m (r, z) cosmφ, (3.9)

ãäå δm0 � ñèìâîë Êðîíåêåðà, δji =

{
0, i ̸= j
1, i = j

.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (ïî ïàðàìåòðó m = 0, 1, 2, . . . )
äâóìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå um(r, z) ðàçëîæåíèÿ èñ-
êîìîé ôóíêöèè u(r, φ, z) â ðÿä (3.9):

Ã(r0, z0), P̃ (r, z), Q̃(rQ, zQ),

LmumS ≡ 1

r

∂

∂r
r
∂umS
∂r

+
∂2umS
∂z2

− m2

r2
umS = − I

4rσS
δ (r − r0) δ (z − z0) , P̃ ∈ Ω̃S;

LmumG = 0, P̃ ∈ Ω̃G; Lmumi = 0, P̃ ∈ Ω̃i, i = 1, 3;

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



60 Ñ. Â. Âèêòîðîâ

umi |z=zi = umi+1

∣∣
z=zi

; σi
∂umi
∂z

∣∣∣∣
z=zi

= σi+1

∂umi+1

∂z

∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2;

umi |r=rG = umG |r=rG ; σi
∂umi
∂r

∣∣∣∣
r=rG

= σG
∂umG
∂r

∣∣∣∣
r=rG

, i = 1, 3; (3.10)

umS |r=rS = umG |r=rS ; σS
∂umS
∂r

∣∣∣∣
r=rS

= σG
∂umG
∂r

∣∣∣∣
r=rS

;

|umS ||r=0 <∞; umS,G → 0, |z| → ∞;

um1,3 → 0,
√
r2 + z3 → ∞; um2 → 0, r → ∞,

ãäå îáëàñòè Ω̃S, Ω̃G, Ω̃1, Ω̃2, Ω̃3 ïîëó÷åíû ñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé
ΩS, ΩG, Ω1, Ω2, Ω3 ïëîñêîñòüþ φ = const (ðèñ. 3.1 à�ñ).

1z

2z

S
r

G
r

0

1W

2W

3W

G
WS

W
1z

2z

G
r

0

1W

2W

3W

G
W

1z

2z

0

1W

2W

3W

1,G
S

2,G
S

3,G
S

a) á) c)

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Âûáåðåì â êà÷åñòâå âêëþ÷åíèÿ ñêâàæèíó Ω̃S (ñì. ðèñ. 3.1a, ãäå æèðíîé ëèíèåé îòìå-
÷åíà ãðàíèöà âêëþ÷åíèÿ).

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3.10) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå [2]:

um = Wm + V m, umS =
σG
σS

(Wm + V m), (3.11)

Wm =

∞∫
−∞

µm
(
Q̃
) ∂Gm

(
P̃ , Q̃

)
∂rQ̃

· rQ̃dz, V m =
I

4σS
Gm

(
P̃ , Ã

)
,

ãäå ôóíêöèè Gm(P̃ , Q̃) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(P,Q) â
êîñèíóñ-ðÿä (3.9) íàõîäÿòñÿ èç âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è:

LmGm
G ≡ 1

r

∂

∂r
r
∂Gm

G

∂r
+
∂2Gm

G

∂z2
− m2

r2
Gm
G = −δ (r − rQ) δ (z − zQ) ;

LmGm
i = 0, i = 1, 3;
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Gm
i |z=zi = Gm

i+1

∣∣
z=zi

; σi
∂Gm

i

∂z

∣∣∣∣
z=zi

= σi+1

∂Gm
i+1

∂z

∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2; (3.12)

Gm
i |r=rG = Gm

G |r=rG ; σi
∂Gm

i

∂r

∣∣∣∣
r=rG

= σG
∂Gm

G

∂r

∣∣∣∣
r=rG

, i = 1, 3;

|Gm
G ||r=r0 <∞; Gm

G → 0, |z| → ∞; Gm
1,3 → 0,

√
r2 + z2 → ∞; Gm

2 → 0, r → ∞,

à µm
(
Q̃
)
� íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîòåíöè-

àëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ � åñòü ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

µm
(
P̃
)
− σG − σS
σG + σS

∞∫
−∞

µm
(
Q̃
)
rQ̃

∂Gm
(
P̃ , Q̃

)
∂rQ̃

dz =
σG − σS
σG + σS

· I

4πσS
Gm

(
P̃ , Ã

)
.

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.12) ïðîèçâåäåì àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ Ω̃G êàê âêëþ÷åíèå â
ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäå (ðèñ. 3.1á):

Gm
(
P̃ , Q̃

)
= W̃m + Ṽ m, Gm

G,i

(
P̃ , Q̃

)
=
(
W̃m + Ṽ m

)
· σi
σG
,

W̃m
(
P̃ , Q̃

)
=

3∑
i=1

∫
S̃G,i

µ̃mG,i(Q̂) · r̃̃Q ·
∂G̃m

(
P̃ , Q̂

)
∂r̃̃Q

dz, Ṽ m = G̃m
(
P̃ , Q̃

)
,

ãäå G̃m
(
P̃ , Q̃

)
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé çàäà÷å:

LmG̃m
(
P̃ , Q̃

)
= −δ(P̃ , Q̃); G̃m

i

(
P̃ , Q̃

)∣∣∣
z=zi

= G̃m
i+1

(
P̃ , Q̃

)∣∣∣
z=zi

,

σi
∂G̃m

i

(
P̃ , Q̃

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
z=zi

= σi+1

∂G̃m
i+1

(
P̃ , Q̃

)
∂z

∣∣∣∣∣∣
z=zi

, i = 1, 2,
∣∣∣G̃m

i

(
P̃ , Q̃

)∣∣∣∣∣∣
r=0

<∞; (3.13)

G̃m
1,3

(
P̃ , Q̃

)
→ 0,

√
r2 + z2 → ∞; G̃m

2

(
P̃ , Q̃

)
→ 0, r → ∞.

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ W̃m = W̃m
1 + W̃m

2 + W̃m
3 ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïðè ïåðåõîäå

ãðàíèö S̃G,1, S̃G,2, S̃G,3 (ñì. ðèñ. 3.1á), äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ôîðìóëû:

W̃i

m

ext(P̃0) = W
m

i (P̃0) + 0.5 · µ̃mG,i(P̃0), W̃i

m

in(P̃0) = W
m

i (P̃0)− 0.5 · µ̃mG,i(P̃0), i = 1, 3, (3.14)

ãäå W̃i

m

ext(P̃0), W̃i

m

in(P̃0), W
m

i (P̃0), P̃0 ∈ S̃G,i, i = 1, 3 � ñîîòâåòñòâåííî âíåøíèå, âíóò-
ðåííèå è ïðÿìûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.14) ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ µ̃mG,i :
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µ̃mG,1 − 2σ1−σG

σ1+σG

(
W̄m

1 + W̃m
2 + W̃m

3

)
= 2σ1−σG

σ1+σG
· Ṽ m

0 , Q̃ ∈ S̃G,1;

µ̃mG,2 − 2σ2−σG
σ2+σG

(
W̃m

1 + W̄m
2 + W̃m

3

)
= 2σ2−σG

σ2+σG
· Ṽ m

0 , Q̃ ∈ S̃G,2;

µ̃mG,3 − 2σ3−σG
σ3+σG

(
W̃m

1 + W̃m
2 + W̄m

3

)
= 2σ3−σG

σ3+σG
· Ṽ m

0 , Q̃ ∈ S̃G,3;

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.13) äëÿ ñëó÷àÿ n -ñëîéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷åíî ïî ðåêóððåíòíûì
ôîðìóëàì ìåòîäîì "ôèêòèâíûõ ãðàíèö"[3].

Èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå ìåòîä îáëàäàåò ïðåèìóùåñòâàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí ïîçâî-
ëÿåò ïîýòàïíî ïîíèæàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñëîæíîñòü èññëåäóåìîé ñðåäû, ñ äðóãîé � ïîç-
âîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìû äîïóñêàþùèå ðàñïàðàëëåëèâàíèå
âû÷èñëåíèé, ÷òî çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò ñêîðîñòü ñ÷åòà.

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà êðóãîâàÿ ñêâàæèíà íàêëîííàÿ è ïåðåñåêàåò ïëàñò ñ ïëîñêî-
ïàðàëëåëüíûìè ãðàíèöàìè ïîä íåêîòîðûì óãëîì, ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî äðóãèì
ñïîñîáîì � â âèäå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé íà îñíîâå ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
[4].
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ÓÄÊ 517.9

Äèíàìèêà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ñîäåðæàùåé àíñàìáëü

îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçàííûõ ÷åðåç îáðàòíóþ ñâÿçü

c⃝ À. Ñ. Êóçíåöîâà1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçàííûõ ÷åðåç ãèñòåðåçèñíóþ íåëè-
íåéíîñòü. Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà ñèñòåìû è âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé. Èñïîëüçîâàíû
àíàëèòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé ïîäõîäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà, îñöèëëÿòîðû ñâÿçàííûå ÷åðåç ãèñòåðåçèñíóþ
íåëèíåéíîñòü, ñèíõðîíèçàöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, êî-
òîðàÿ áûëà àëãîðèòìè÷åñêè îïèñàíà â ðàáîòå [7]. Òàêèå ñèñòåìû âñòðå÷àþòñÿ â
ýêîëîãèè, õèìèè è ìåäèöèíå, íàïðèìåð, ïðè ðàçðàáîòêå óñòðîéñòâ ââåäåíèÿ ëå-
êàðñòâ [4, 3, 5]. Ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèå èç èçâåñòíûõ íàì òèïîâ äâèæåíèé ìî-
ãóò âîçíèêíóòü â ýòèõ ñèñòåìàõ. Ìîäåëü ñèñòåìû èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.1,1.2:

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Êàæäûé îñöèëëÿòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñ îäíèì ïåðåìåííûì âõîäîì uin(t) è
îäíèì ïåðåìåííûì âûõîäîì uout(t) . Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé uin(t) è uout(t) ÿâëÿþòñÿ ñêà-
ëÿðàìè. Âíóòðè îñöèëëÿòîð ñîñòîèò èç ñèñòåìû-èíòåãðàòîðà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, êîòîðàÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ðåëå. Îñöèëëÿòîð O1 ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà âõîä èí-
òåãðàòîðà ïîäàåòñÿ ñóììà âíåøíåãî ñèãíàëà uin(t) è ñèãíàëà îáðàòíîé ñâÿçè u(t) . Ýòà
ñóììà èíòåãðèðóåòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì − 2

Ta
, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèãíàë y(t) , êîòî-

ðûé ïîñòóïàåò íà âõîä â ðåëå. Ðåëå ïåðåõîäèò èç âêëþ÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ (íà âûõîäå 1 ) â
âûêëþ÷åííîå (íà âûõîäå −1 ), åñëè ñèãíàë íà âõîäå y(t) äîñòèãàåò −1 ñâåðõó è ïåðåõîäèò
èç âûêëþ÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ âî âêëþ÷åííîå, åñëè ñèãíàë íà âõîäå äîñòèãàåò 1 ñíèçó [6, 2].

1Àñïèðàíòêà êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; an.s.kuznetsova@gmail.com.
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Â ñòàòüå [1] áûëà ïîëó÷åíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàííîé ñèñòåìû:{
ẋ(t) = − 2

T1
(−γu2(y(t)) + u1(x(t))),

ẏ(t) = − 2
T2
(γu1(x(t)) + u2(y(t))),

(1.1)

ãäå γ, T1, T2 ∈ R1
+ - ïàðàìåòðû, u10, u20 ∈ {1, 0} - íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåëå, x0, y0 ∈ R1

- íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû,

u1(x(t)) =

 −1, if (x(t) < 1 ∧ u(t− 0) = −1) ∨ (x(t) = −1),
1, if (x(t) > −1 ∧ u(t− 0) = 1) ∨ (x(t) = 1),

u10, if x(τ) ∈ (−1, 1) ∀τ ∈ [t0, t],

u2(y(t)) =

 −1, if (y(t) < 1 ∧ u(t− 0) = −1) ∨ (y(t) = −1),
1, if (y(t) > −1 ∧ u(t− 0) = 1) ∨ (y(t) = 1),

u20, if y(τ) ∈ (−1, 1) ∀τ ∈ [t0, t].

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî T2 > T1 . Áûëà óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà [1]:

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñèñòåìà äâóõ îñöèëëÿòîðîâ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñóíêå 1, ñèí-
õðîíèçèðóåòñÿ, ïðè÷åì îñöèëëÿòîð O2 îïåðåæàåò O1 , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
γ > T2−T1

T2+T1
. Äàííîå ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ è ïîääåðæàíèÿ ðåæèìà êîëåáà-
íèé äâóõ è áîëåå ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, ïðè êîòîðîì ïåðèîäû ýòèõ îñöèëëÿòîðîâ
ñîâïàäàþò íàçûâàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèåé [7].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàâèì ñâîåé çàäà÷åé èçó÷èòü äèíàìèêó ñèñòåìû (3.1) ïðè γ < T2−T1
T2+T1

. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.1) è ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïàðàìåòðàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
γ < T2−T1

T2+T1
, ëþáîå ðåøåíèå (3.1) îãðàíè÷åíî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè T2 > T1 > 0 âñåãäà γ < 1 .

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå (x(t), y(t)) ñèñòåìû
(3.1) ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî A = [−1, 1] × [−1, 1] ïëîñêîñòè Oxy è îñòàåòñÿ òàì âñå
âðåìÿ ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü (3.1). Ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèÿõ ôàçîâûå òðàåêòîðèè äàííîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîìàíûå ïðÿìûå.
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, íà÷èíàþùååñÿ â òî÷êå (x0, y0) ñ íà÷àëüíûì óïðàâ-
ëåíèåì (1, 1)T (äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèé äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî). Â ýòîì
ñëó÷àå èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà (x(t), y(t)) áóäåò èäòè âäîëü ïðÿìîé x(t)

y(t)

 =

 x0

y0

+

 −2+2γ
T1

−2−2γ
T2

 t

Òàê êàê −2+2γ
T1

< 0, −2−2γ
T2

< 0 , ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò ìîìåíò t1 , ïðè êîòîðîì îäíà
èç êîîðäèíàò (x èëè y ) äîñòèãíåò −1 . Ïóñòü ýòî áóäåò x äëÿ îïðåäåëåííîñòè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ìîìåíò t1 óïðàâëåíèå ïåðåêëþ÷èòñÿ â ðåæèì (−1, 1)T . Äàííîìó óïðàâëåíèþ
ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå âäîëü ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì 2+2γ

T1
> 0, −2+2γ

T2
< 0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè u1 , ( u1 = 1 èëè u1 = −1 ) çíà÷åíèå y(t) áóäåò
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óáûâàòü. Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóåò ìîìåíò t̂ , ïðè êîòîðîì y(t̂) = −1 . Òàêèì îáðàçîì
èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà (x(t), y(t)) ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî A .
Ïîêàæåì, ÷òî îíà îñòàåòñÿ òàì ïðè âîçðàñòàíèè t . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â ìî-
ìåíò (t̃) ðåøåíèå ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî A , è ïóñòü u(t̃) = (1, 1)T (îñòàëü-
íûå òðè ñîñòîÿíèÿ óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïðè òàêîì óïðàâëå-
íèè ðåøåíèå ìîæåò âûéòè çà ãðàíèöû îáëàñòè A òîëüêî, åñëè ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ
y = 1 èëè x = 1 . Íî òî÷êà (x(t), y(t)) äâèæåòñÿ âäîëü ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿ-
þùèì âåêòîðîì (−2+2γ

T1
< 0, −2−2γ

T2
< 0) . Òàêèì îáðàçîì â ôàçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå âñå âðåìÿ, ïîêà áóäåò ðàáîòàòü óïðàâëåíèå (1, 1)T áóäåò x < 1 è y < 1 .

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ñèñòåìà òðåõ îñöèëëÿòîðîâ

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû
ẋ(t) = − 2

T1
(u1(x(t)) + γu3(z(t))),

ẏ(t) = − 2
T2
(u2(y(t)) + γu1(x(t))),

ż(t) = − 2
T3
(u3(z(t)) + γu2(y(t))),

(3.1)

ãäå γ, T1, T2, T3 ∈ R1
+ - ïàðàìåòðû, u10, u20, u30 ∈ {−1, 1} � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåëå,

x0, y0, z0 ∈ R1 � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû, à

ui(α(t)) =

 −1, if (α(t) < 1 ∧ u(t− 0) = −1) ∨ (α(t) = −1),
1, if (α(t) > −1 ∧ u(t− 0) = 1) ∨ (α(t) = 1),

ui0, if α(τ) ∈ (−1, 1) ∀τ ∈ [t0, t].

Â ðàáîòå [1] áûëà óñòàíîâëåíà òåîðåìà:

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðè 1 < γ < 3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ñèíõðîíè-
çàöèè, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.2).

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



66 À. Ñ. Êóçíåöîâà

 x
y
z

 =



(−1)k+1

 x0
1
z0

+ (t− (k − 1)(t1 + t2))

 2−2γ
T1

2γ−2
T2−2γ−2
T3


t ∈ [(k − 1)(t1 + t2 + t3), (k − 1)(t1 + t2 + t3) + t1],

(−1)k+1

 x1
y1
−1

+ (t− k(t1 + t2) + t2)

 2+2γ
T1

2γ−2
T2

2−2γ
T3


t ∈ [(k − 1)(t1 + t2 + t3) + t1, (k − 1)(t1 + t2 + t3) + t1 + t2],

(−1)k+1

 1
y2
z2

+ (t− k(t1 + t2) + t2)

 2γ−2
T1−2γ−2
T2−2γ+2
T3


t ∈ [(k − 1)(t1 + t2 + t3) + t1 + t2, k(t1 + t2 + t3)],

(3.2)

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïðè 1 < γ < 3 ó ñèñòåìû (3.1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñî-
ñòîÿíèå ñèíõðîíèçàöèè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå äëÿ äâèæåíèé äàí-
íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè y = 1 . Äëÿ ýòîãî âûáåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó
(xk, 1, zk) . Â ñòàòüå [4] áûëà óñòàíîâëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåêëþ÷åíèé äëÿ ëþáîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1), êîòîðàÿ ñîáëþäàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñî âòîðîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ:
· · · → (−1, 1, 1) → (−1, 1,−1) → (1, 1,−1) → (1,−1,−1) → (1,−1, 1) → (−1,−1, 1) → . . . .
Ïðîõîäÿ âñå øåñòü ïåðåêëþ÷åíèé ôàçîâàÿ êðèâàÿ âíîâü ïîïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü y = 1 .
Òàêèì îáðàçîì ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåêëþ÷åíèé: xk

1
zk

+ (t1 − t4)

 −2γ−2
T1

−2−2γ
T2

−2+2γ
T3

+ (t2 − t5)

 −−2γ−2
T1

−2−2γ
T2

−−2+2γ
T3

+ (t3 − t6)

 2γ−2
T1−2−2γ
T2
2−2γ
T3

 =

 xk+1

1
zk+1

 .

(3.3)
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò, êîãäà îäíà èç êîîðäèíàò äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 1
èëè −1 , ìîæíî çàïèñàòü äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

zk + t1(−
2 + 2γ

T3
) = −1, xk+1 = −1 + t6

(2− 2γ)

T1

−1 + t4(
2− 2γ

T2
) + t5(

2− 2γ

T2
) + t5(

2 + 2γ

T2
) = 1, 1 + t1(

2− 2γ

T2
) + t2(

2− 2γ

T2
) + t3(

2 + 2γ

T2
) = −1

−1 + t2(
2− 2γ

T3
) + t3(

2− 2γ

T3
) + t4(

2 + 2γ

T3
) = 1, 1 + t3(

2− 2γ

T1
) + t4(

2− 2γ

T1
) + t5(

2 + 2γ

T1
) = −1

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ti, i = 1..6 ïîëó÷àåì:( (
1+γ
1−γ

)2
0

0 −1

)
xk+1

zk+1
=

(
1 − 2T3γ

T1(1+γ)

0 γ−1
1+γ

)(
xk
zk

)
+

(
−
[

2T3γ
(1+γ)T1

+ 2(1+γ2)
(1−γ)2 + 2T2(1+γ)

T1(γ−1)

]
2

1+γ
− 2 T1γ

T3(1−γ) + 2T2
T3

)
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Òàê êàê ìàòðèöà ïðè (xk+1, zk+1)
T íåîñîáàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ó íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ, è

óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:(
xk+1

zk+1

)
=

( (
1−γ
1+γ

)2
−2T3γ(1−γ)2

T1(1+γ)3

0 −γ+1
1+γ

)(
xk
zk

)
+

( (
1−γ
1+γ

)2
0

0 −1

)(
− 2T3γ

(1+γ)T1
− 2(1+γ2)

(1−γ)2 − 2T2(1+γ)
T1(γ−1)

2
1+γ

− 2 T1γ
T3(1−γ) + 2T2

T3

)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ïðè (xk, zk) ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1 , ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ï ð è ì å ð 3.1. Ãðàôèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû 3.1 ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè x0 =
1.5, y0 = 4, z = −4, u1 = 1, u2 = 1, u3 = −1 , çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ γ = 1.5, T1 = 3, T2 =
7, T3 = 9 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Oxy .

4. Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ

Èññëåäóåì ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ γ, T1, T2 ñèñòåìû 1.1. Áûëî ïîêàçàíî [1], ÷òî ïðè
γ > T2−T1

T2+T1
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå, êîòîðîå óñòîé÷èâî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ x0, y0, u10, u20 . Â òåîðåìå 2.1.
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè 0 < γ < T2−T1

T2+T1
ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû 1.1 îãðàíè÷åíî â ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå îáëàñòüþ A = [−1, 1][−1, 1] . Ìåòîäîì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè 0 < γ < T2−T1

T2+T1
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ:

Ð è ñ ó í î ê 4.1
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Ï ð è ì å ð 4.1. Ãðàôèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû 3.1 ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè x0 =
0.8, y0 = 0.5, u1 = 1, u2 = 1 , çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ γ = 0.5, T1 =

√
3 + 1, T2 = 9 .

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Ð è ñ ó í î ê 4.4

Ð è ñ ó í î ê 4.5

Ï ð è ì å ð 4.2. Ãðàôèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû 3.1 ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè x0 =
1, y0 = −1, u1 = 1, u2 = −1 , çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ γ = 11

21
, T1 = 7, T2 = 2 . Âûøå-

ïðèâåäåííûå ðèñóíêè ñîîòâåòñòâóþò 20, 50, 100, 450 .
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×èñëåííî áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû 3.1 íå ÿâëÿþòñÿ ãðóáûìè îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ γ, T1, T2 , äèíàìèêà ñèñòåìû ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçàííûõ ÷åðåç ãèñòåðåçèñíóþ íåëèíåéíîñòü. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå
ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîãî ïîäõîäà ìîæåò áûòü èññëå-
äîâàíà äèíàìèêà ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà n ñâÿçàííûõ îñöèëëÿ-
òîðîâ òèïà O1 .
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The dynamics of coupled oscillators with a feedback

c⃝ A. S. Kuznetsova2

Abstract. The dynamics of coupled relay oscillators is considered. The stability of synchrony mode
was established. The boundness of motions was established. The approach is based on state-space
representations.

Key Words: Coupled relay oscillators, synchronization.

2Postgraduate student of Higher Mathematics chair, Saint-Petersburg state university, Saint-Petersburg;
an.s.kuznetsova@gmail.com.
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ÓÄÊ 519.6

Ïðèìåíåíèå ðÿäîâ Òåéëîðà-Ôóðüå äëÿ ÷èñëåííîãî è

ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ

èçó÷àåìîé çàâèñèìîñòè

c⃝ Í. Ä. Êóçüìè÷åâ1

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè ðàçëîæèìîé â
ðÿä Òåéëîðà âûðàæåííûå ÷åðåç ïðîèçâîäíûå, à òàêæå ðÿäû äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè, ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå. Ñ ïîìîùüþ âûøåîòìå÷åííûõ âûðà-
æåíèé îïðåäåëåíû ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Äàíû îöåíêè òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäóëÿöèîííûé Ôóðüå-àíàëèç, ðÿä Òåéëîðà-Ôóðüå, ÷èñëåííîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå, ýêñïåðèìåíòàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ, òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêå (â îïòèêå, ñâåðõïðîâîäèìîñòè è ò.ä.) øèðîêî ïðèìåíÿåò-
ñÿ ìåòîä ìîäóëÿöèîííîãî Ôóðüå-àíàëèçà [1-3]. Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà íåïîñðåäñòâåííîå èçìåðåíèå ôèçè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè ïî êàêèì ëèáî ïðè÷èíàì
çàòðóäíåííî. Íàïðèìåð, èññëåäóåìàÿ íåëèíåéíàÿ ÷àñòü çàâèñèìîñòè çàìàñêèðîâàíà çíà-
÷èòåëüíîé åå ëèíåéíîé ÷àñòüþ, èëè îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü. Â âûøåîò-
ìå÷åííîì ìåòîäå îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìàòåðèàëà èëè åå ïðîèçâîäíàÿ
ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿ îòêëèêà ýòîãî ìàòåðèàëà íà ìîäóëèðîâàííîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå,
íàïðèìåð ãàðìîíèê ñèãíàëà îòêëèêà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ ìî-
äóëÿöèè (ìîäóëÿöèîííàÿ ìåòîäèêà) çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè ñèãíàëà
îòêëèêà îò âåëè÷èíû ñòàòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè (ñì. íàïðèìåð [1]). Â
ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ àìïëèòóä ìîäóëÿöèè ýòî íå òàê. Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü àìïëèòóäû
âûñøèõ ãàðìîíèê ñèãíàëà îòêëèêà, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [2, 3].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì îáîñíîâàíèå ôîðìóë ïîëó÷åííûõ â óêàçàííûõ ðàáî-
òàõ, ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îöåíêè òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ.

2. Ðÿä Òåéëîðà-Ôóðüå

Ïóñòü ôóíêöèÿ (èññëåäóåìàÿ çàâèñèìîñòü) f(x) ðàçëîæèìà â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå
x0 , ò.å. f(x) ∈ C∞((x0 − R, x0 + R)) è îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ f(x)
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Çäåñü R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè óêàçàííîãî ðÿäà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
x − x0 = z . Äîïóñòèì, âåëè÷èíà z ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà τ . Òàê íàïðèìåð, â
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ìîäóëÿöèîííûé àíàëèç
[1-3], è z îò âðåìåíè ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, íàïðèìåð: z(τ) = h · cos(ωτ) .
Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x0 � åñòü âåëè÷èíà ñòàòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, à âåëè÷èíà

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kuzmichevnd@yandex.ru.
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h � ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäîé ìîäóëÿöèè äàííîãî âîçäåéñòâèÿ ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé ω .
Âñëåäñòâèå ÷åãî ôóíêöèÿ f áóäåò çàâèñåòü îò τ (âðåìåíè) ïåðèîäè÷åñêè. Â îêðåñòíîñòè
x0 ôóíêöèè f(x) ñîîòâåòñòâóåò ðÿä Òåéëîðà [4, 5]:

f(x0 + z) =
∞∑
n=0

zn

n!
f (n)(x0). (2.1)

Çäåñü f (n)(x0) - ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n â òî÷êå x0 è |z| < R . Òàê êàê z(τ) ìåíÿåòñÿ ïî
ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, òî ðÿä (2.1) ïðåîáðàçóåòñÿ â ðÿä Ôóðüå [2, 3]:

f(x0 + h · cos t) =
∞∑
n=0

hn · cosn t
n!

f (n)(x0) =
A0

2
+

∞∑
m=1

Am · cos(mt), (2.2)

ãäå t = ωτ è

Am = 2
∞∑
n=0

1

n!(n+m)!
·
(
h

2

)2n+m

f (2n+m)(x0). (2.3)

Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (2.3) äåéñòâèòåëüíî âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ Am ðÿäà Ôóðüå (2.2). Êîýôôèöèåíòû Am îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå (â ñèëó
óäîáñòâà âîçüìåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ 0 è 2π ):

Am = 1
π

2π∫
0

∞∑
n=0

hn·cosn t
n!

f (n)(x0) · cos(mt)dt = 1
π

∞∑
n=0

hn

n!
f (n)(x0) ·

2π∫
0

cosn t · cos(mt)dt .

Âû÷èñëèì èíòåãðàë
2π∫
0

cosn t · cos(mt)dt (2.4)

Èíòåãðàë (2.4) îòëè÷åí îò íóëÿ, òîãäà êîãäà n = 2k +m è ðàâåí:

2π∫
0

cos2k+m(t) · cos(mt)dt = π

22k+m−1
· (2k +m)!

k! (k +m)!
, (2.5)

ãäå m, k = 0, 1, 2,. . . .
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (2.4) ïðîèçâåäåì ïóòåì çàìåíû cos x âûðàæåíèåì ( eix+e−ix)/2 :

2π∫
0

cosn t · cos(mt)dt = 1

2n+1

n∑
k=0

Ck
n

2π∫
0

ei(n−k)te−ikt
(
eimt + e−imt

)
dt =

=
1

2n+1

n∑
k=0

Ck
n

2π∫
0

(
ei(n−m−2k)t

)
dt.

Çäåñü Ck
n = n!

k!(n−k)! � áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, à i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Èíòåãðàë îòëè-
÷åí îò íóëÿ ïðè óñëîâèè êîãäà, n+m−2k = 0 è n−m−2k = 0 . Ò.å. â ñóììå îñòàíåòñÿ ïî
îäíîìó ÷ëåíó ïðè k = (n−m)/2 è k‘ = (n+m)/2 . Ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü âåëè÷èí (n−m)
è (n+m) ïðè öåëûõ k èìååì: n = 2k +m è k‘ = k +m . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

2π∫
0

cosn t · cos(mt)dt =
2π∫
0

cos2k+m t · cos(mt)dt = π

22k+m−1
· (2k +m)!

k! (k +m)!
.
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Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü (2.5) ïðè ëþáûõ m è k = 0 :

2π∫
0

cosm t · cosmtdt =
2π∫
0

(
eit + e−it

2

)m(
eimt + e−imt

2

)
dt =

=
1

2m+1

m∑
k=0

Ck
m

 2π∫
0

e(2m−2k)itdt+

2π∫
0

e−2kitdt

 =
π

2m−1
.

Ïðè m = 0 âû÷èñëåíèÿ äàþò (2.5):

2π∫
0

cos2k tdt =

2π∫
0

(
eit + e−it

2

)2k

dt =
1

22k

k∑
m=0

Cm
2k

2π∫
0

e2(m−k)itdt =
π

22k−1
· (2k)!
(k!)2

.

Ï ð è ì å ð 2.1. Ïóñòü f(x) = cosx , ïðè x = h · cost áóäåì èìåòü õîðîøî èç-

âåñòíûé ðÿä Ôóðüå: cos(h · cost) = J0 (h) + 2
∞∑
m=1

(−1)m J2m (h) cos (2mt) , ãäå J2m (h) �

ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà 2m .

Òàêèì îáðàçîì, ìû äëÿ ôóíêöèè f(x) ïðè x = h · cost èìååì ðÿä Òåéëîðà (2.1) è ðÿä
Ôóðüå (2.2). Êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå (2.3) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âåëè÷èí ñòàòè÷åñêîãî
âîçäåéñòâèÿ x0 è àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè h .

Âûøåïðèâåäåííûå äîâîäû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ (x0 − R, x0 + R) ðàçëîæèìà â
ðÿä Òåéëîðà, òî ïðè x = x0+h cos t , ãäå h ≤ R , ôóíêöèÿ f(x0+h cos t) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

Ôóðüå âèäà A0

2
+

∞∑
m=1

Am cosmt, ãäå Am = 2
∞∑
n=0

1
n!(n+m)!

·
(
h
2

)2n+m · f (2n+m) (x0) , à âåëè÷èíà

f (2n+m) (x0) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà 2n+m â òî÷êå x0 .

Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì âûðàæåíèÿ (2.3) åñòü òî, ÷òî ïåðâûì ÷ëåíîì ðÿäà êîýôôè-
öèåíòà Ôóðüå Am ïîðÿäêà m ÿâëÿåòñÿ m− àÿ ïðîèçâîäíàÿ f (m)(x) . Òî åñòü, â âûñøèå
ãàðìîíèêè âêëàä äàþò âûñøèå ïðîèçâîäíûå.

Ò.î. ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (àìïëèòóä ãàðìîíèê) âûðà-
æåííûå ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à � âûðàçèòü
ôóíêöèþ è åå ïðîèçâîäíûå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò
ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå.

3. Ñâÿçü ïðîèçâîäíûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó t îò f(x) , ãäå x = x0 + h · cos t :

df

dx

dx

dt
= h sin t

(
df

dx

)
x=x0+h cos t

=
∞∑
m=1

mAm sinmt. (3.1)

Ïîëîæèì â (3.1) t = π/2 è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðÿä äëÿ ïðîèçâîäíîé f :(
df

dx

)
x0

= f (1) (x0) =
1

h

∞∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1)A2m−1(x0, h). (3.2)
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Ï ð è ì å ð 3.1. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ äëÿ ôóíêöèè:

(
d

dx
sinh(x)

)∣∣∣∣
x=x0

=
2cosh(x0)

h

∞∑
m=1

(−1)m−1(2m− 1)I2m−1 (h) =

=
2cosh(x0)

h

∞∑
k=0

[
(h/2)2k+1

k!(k + 1)!
− 3

(h/2)2k+3

k!(k + 3)!
+ 5

(h/2)2k+5

k!(k + 5)!
− ...

]
= cosh(x0)

Äëÿ ôóíêöèè f(x) è åå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóÿ àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ ôîðìóëû (3.2)
ïîëó÷èì ðÿäû:

f(x0) =
A0(x0, h)

2
+

∞∑
m=1

(−1)mA2m(x0, h), (3.3)

(
d2f

dx2

)
x0

=
1

h2

∞∑
m=1

(−1)m−1 (2m)2A2m(x0, h). (3.4)

Â èòîãå ìû â ñâîåì àðñåíàëå èìååì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, âûðàæåííûå ÷åðåç ïðîèçâîäíûå
è ïðîèçâîäíûå, âûðàæåííûå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Â ïëàíå ïðèëîæåíèÿ âàæíû íå
ñòîëüêî ðÿäû, ñêîëüêî êîíå÷íûå ñóììû.

Ôîðìóëû (3.2) � (3.4) íå òðåáóþò òàêèõ æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé íàêëàäûâàåìûõ íà ôóíê-
öèþ f(x) , êàêèå òðåáóþò ôîðìóëû (2.1) � (2.3). Íàïðèìåð, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû
(3.2) íåîáõîäèìî, ÷òîáû f(x) â òî÷êå x0 èìåëà ïðîèçâîäíóþ.

Íèæå ðàññìîòðèì ñëó÷àè ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðå-
äåëåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè.

4. Ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â åñòåñòâåííûõ è òåõíè÷åñêèõ íàóêàõ. Íàïðèìåð, ïðè ðå-
øåíèè ðÿäà çàäà÷ íà êîìïüþòåðå, èç-çà ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî
óäîáíåå âûïîëíÿòü âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Äðóãîé îáëàñòüþ ÷èñ-
ëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû ÷èñëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûñøèõ ïðîèç-
âîäíûõ ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ Ôóðüå-ãàðìîíèê ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(y) , êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè y = x + h · cost ðÿäîì
Ôóðüå (2.2). Ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(y) âûðàçèì ÷åðåç àìïëèòóäû ãàðìîíèê
(êîýôôèöèåíòû Ôóðüå) Am (3.2) [6]:

f (1)(x, h) =
1

h
(A1 − 3A3 + 5A5 − ...) . (4.1)

Âòîðàÿ è äðóãèå âûñøèå ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä (3.4) [4]:

f (2)(x, h) =
1

h2
(4A2 − 16A4 + ...) , (4.2)
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f (3)(x, h) =
24

h3
A3 + ... , (4.3)

f (4)(x, h) =
192

h4
A4 + .... (4.4)

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå (2.3) âûðàçèì ÷åðåç èíòåãðàëû [4, 5]:

Am (x, h) =
1

π

∫ +π

−π
f (x+ h cos t) cosmtdt. (4.5)

Ó÷èòûâàÿ ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (4.1) è âûðàæåíèå (4.5) ïîëó÷èì àïïðîêñèìàöèþ
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2) :

f (1) (x, h) =
1

hπ

∫ +π

−π
f (x+ h cos t) cos tdt + O(h2). (4.6)

Äåéñòâèòåëüíî. Ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ (4.6) ðàçëîæèì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî O(h3) è â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò cosm (x)(m = 1, 2, 3, 4) ïîëó÷èì:

f (1) (x, h) =
1

hπ

∫ +π

−π

[
f (x) + hf (1) (x) cos t+

h2

2
f (2) (x) cos2 t+

h3

6
f (3) (x∗) cos

3 t

]
cos tdt =

= f (1) (x) +
h2

8
f (3) (x∗) = f (1) (x) + O(h2).

Çäåñü x∗ ∈ (x0 − h, x0 + h) .
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â ñèëó óäîáñòâà âûïîëíèì ïî ôîðìóëå òðàïåöèé ñ øàãîì τ =

π/2 (ïðè ýòîì îöåíêà ïîãðåøíîñòè âûðàæåíèÿ (4.6) íå íàðóøàåòñÿ):

f (1) (x, h) =
1

hπ
· π
2
[f (x+ h) − f (x− h)] + O(h2) =

=
f (x+ h) − f (x− h)

2h
+ O(h2).

(4.7)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà (4.7) ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíûì âûðàæåíèåì äëÿ ïåðâîé ïðî-
èçâîäíîé [8-10]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óìåíüøåíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ íå óìåíüøàåò
ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Òî÷íîñòü ïðîèçâîäíîé óâåëè÷èâàåòñÿ íà äâà ïîðÿäêà ñ ó÷åòîì àìïëèòóäû òðåòüåé ãàð-
ìîíèêè (ôîðìóëà (4.1)). Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ äëÿ A1 è A3 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
cos(3t) èìååò 6 âåòâåé âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, øàã èíòåãðèðîâàíèÿ âîçüìåì ðàâíûì
τ = π/6 . Â èòîãå ïîëó÷èì:

f (1) (x, h) =
1

6h
· {

√
3

[
f

(
x+

√
3

2
h

)
− f

(
x−

√
3

2
h

)]
− 2 [f (x+ h) − f (x− h)] +

+ 7

[
f

(
x+

1

2
h

)
− f

(
x− 1

2
h

)]
}+ O(h4).
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Çàìåíèì h/2 íà h è âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ:

f (1) (x, h) =
1

12h
{
√
3
[
f
(
x+

√
3h
)
− f

(
x−

√
3h
)]

− 2 [f (x+ 2h)− f (x− 2h)] +

+ 7 [f (x+ h)− f (x− h)]}+ O(h4).

(4.8)

Ó÷åò â ôîðìóëå (4.1) A5 óìåíüøèò ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè íà äâà ïîðÿäêà (O(h6)) ,
íî ïðèâåäåò ê áîëåå ãðîìîçäêèì ôîðìóëàì.

Âûïîëíèì ïðîâåðêó (4.8). Ðàçëîæèì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ôóíêöèè f(x±h) , f(x±2h)
è f(x±

√
3h) . Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîäñòàâèì â (4.8) è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì:

f (1)(x) ≈

≈ 1

12h
[6hf (1)(x) + 3h3f (3)(x)− 8hf (1)(x)− 16

3
h3f (3)(x) + 14hf (1)(x) +

7

3
h3f (3)(x) +O(h5)] =

= f (1)(x) +O(h4).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (4.8) ñïðàâåäëèâà ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h4) .
Ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû äëÿ f (2) âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì (4.2) è øàã èíòåãðè-

ðîâàíèÿ âîçüìåì ðàâíûé π/4 è òîãäà èìååì:
f (2) (x, h) ≈ 4

h2
A2, ãäå A2 = 1

π

∫ +π

−π f (x+ h cos t) cos 2tdt . Ïðè âû÷èñëåíèè äàííîãî
èíòåãðàëà ìåòîäîì òðàïåöèé ïîëó÷èì èçâåñòíóþ ôîðìóëó [6 - 9]:

f (2) (x, h) =
1

h2
[f (x+ h) − 2f(x) + f (x− h)] + O(h2) .

Âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h4) èìååò âèä:

f (2) (x, h) =
1

h2


−3

2
[f (x+ h) + f (x− h)]− 5f(x) +

+
√
2
2

[
f
(
x+ h cos π

8

)
+ f

(
x− h cos π

8

)]
−

−
√
2
2

[
f
(
x+ h cos 3π

8

)
+ f

(
x− h cos 3π

8

)]
+

+4
[
f
(
x+

√
2
2
h
)

+
√
2
2
f (x− h)

]
 + O(h4) .

Äàííîå âûðàæåíèå ìîæíî âèäîèçìåíèòü ïóòåì çàìåíû h íà h/2 .
Äëÿ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ïðîèçâîäíûõ ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (4.3) è (4.4) ïîëó÷àþòñÿ

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

f (3) (x, h) =
1

2h3
{[f (x+ 2h) − f (x− 2h)] − 2 [f (x+ h) − f (x− h)]}+ O(h2) (4.9)

f (4) (x, h) =
3

2h4

[
f (x+ 2h) − 2f

(
x+

√
2h
)

+ 2f (x) − 2f
(
x−

√
2h
)
+ f (x+ 2h)

]
+

+O(h2).

Ïðè âû÷èñëåíèè âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó òðàïåöèé, ó÷èòûâàëîñü, ÷òî
cos(2t) èìååò 4 âåòâè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, cos(3t) � 6, à cos(4t) � 8 âåòâåé.
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Ïðîâåðèì òî÷íîñòü ôîðìóëû äëÿ òðåòüåé ïðîèçâîäíîé. Âîñïîëüçóåìñÿ òåìè æå ôîð-
ìóëàìè, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëè ïðè ïðîâåðêå âûðàæåíèÿ (4.8).

f (3)(x) ≈ 1

2h3

[
4hf (1)(x) +

8

3
h3f (3)(x)− 4hf (1)(x)− 16

3
f

′′′
(x)− 2

3
h3f (3)(x) +O(h5)

]
=

= f (3)(x) +O(h2)

Ï ð è ì å ð 4.1. Íàéäåì f (4) äëÿ f = sinx :

(sinx)(4) =
3

h4
sin x

[
cos(2h)− 2 cos(

√
2h) + 1

]
+O(h2) =

⟨
cos t ≈ 1− t2

2
+
t4

24

⟩
=

=
3 sin x

h4

(
2

3
h4 − 1

3
h4
)
+O(h2) = sin x + O(h2)

Ïîâûñèòü òî÷íîñòü âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ íà äâà ïîðÿäêà âîçìîæíî ïóòåì ó÷åòà âûñøèõ
ãàðìîíèê ôóíêöèè (ñì. ôîðìóëû (3.4), (4.1),(4.2)). Íàïðèìåð, âî âòîðîé ïðîèçâîäíîé íåîá-
õîäèìî ó÷åñòü 4-þ ãàðìîíèêó, â òðåòüåé � ïÿòóþ, â ÷åòâåðòîé � øåñòóþ ãàðìîíèêó è òàê
äàëåå, ñëåäóÿ âûøå ïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàèáîëåå ïðîñòîé è ïðàêòè÷íûé âèä èìååò òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ
(4.9).

5. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè è åå ïðîèçâîä-

íûõ

Íà ïðàêòèêå ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿ âûñ-
øèõ ãàðìîíèê (ìåòîä ìîäóëÿöèîííîãî Ôóðüå àíàëèçà) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èçìåðèòåëü-
íûå øóìû, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì �ñèãíàë/øóì�. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîé çàâèñèìîñòè è åå ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðè-
òåðèåì ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå è Òåéëîðà è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëüøîå ÷èñëî ÷ëåíîâ
ðÿäà íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü.

×àñòî â ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿåìîé çàâèñèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íàïðÿæåíèå U (ýäñ) âîç-
íèêàþùåå íà äàò÷èêå, êîòîðîå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè èëè åå
ïðîèçâîäíîé, íàïðèìåð, âîëüòàìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ÂÀÕ) èëè äèôôåðåíöèàëüíîå
ñîïðîòèâëåíèå ñîîòâåòñòâåííî [1-7]. Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, çàïèøåì: U(x) = C · f(x) . Â
ñëó÷àå ÂÀÕ C = 1 , à x = I (ãäå I � ñèëà òîêà). Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå Am åñòü àìïëè-
òóäû ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ, ò.å. Am ≡ Um(x0, h) è x0 + h · cos t (x0 � ñèëà ïîñòîÿííîãî
òîêà, h � àìïëèòóäà ïåðåìåííîãî òîêà è t � ïàðàìåòð îïðåäåëåííûé âûøå, ò.å. t = ωτ) . Â
ýòîì ñëó÷àå ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûì íàïðÿæåíèåì U∗ áóäåò íåñèíóñîèäàëüíûé
ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë, êîòîðûé â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé:

U∗(t) =
U∗
0

2
+

N∑
m=1

U∗
m · cos(t).

Çäåñü N � ÷èñëî ãàðìîíèê, äëÿ êîòîðûõ |U∗
m| > ∆U , ãäå ∆U � îøèáêà èçìåðåíèÿ.
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Äëÿ îöåíêè îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé df/dx ïðè îòñóòñòâèè ãèñòåðåçèñà â
çàâèñèìîñòè f(x) âîñïîëüçóåìñÿ ðÿäîì Ôóðüå (2.2) è ðÿäîì äëÿ ïðîèçâîäíîé (3.2) [3 - 5].
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî df/dx - �èñòèííàÿ� ïðîèçâîäíàÿ èññëåäóåìîé (�èñòèííîé�) çàâèñèìî-
ñòè, îïðåäåëÿåìàÿ ðÿäîì (3.2). Âûðàæåíèå df∗/dx ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåííîé ïðîèçâîäíîé,
îïðåäåëÿåìîé êîíå÷íîé ñóììîé ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûõ àìïëèòóä U∗

m(x0, h) :

df∗
dx

=
1

h

N∑
m=1

(−1)m−1 · (2m− 1) · U∗
2m−1. (5.1)

Îøèáêó îöåíèì ïî ôîðìóëå: ∣∣∣∣h · df
dx

− h · df∗
dx

∣∣∣∣ < δU. (5.2)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (3.2) è (5.1) âûðàæåíèå (5.2) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ðÿäà (3.2) RN ïðèìåò
âèä: ∣∣∣∣∣

N∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1) · A2m−1 +RN −
N∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1) · U∗
2m−1

∣∣∣∣∣ < δU. (5.3)

Çäåñü δU � âåëè÷èíà (íåêîòîðîå íàïðÿæåíèå), îïðåäåëÿþùàÿ òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ;
N � ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåë¼ííûõ, íå÷¼òíûõ ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ U∗

k , îãðàíè-
÷åííîå íàïðÿæåíèåì øóìîâ Uø è îøèáêîé èçìåðåíèÿ. Ãäå Uø � ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå
íàïðÿæåíèå øóìîâ. Ïóñòü âåëè÷èíà ∆U â öåëîì (ñ ó÷åòîì Uø) ÿâëÿåòñÿ îøèáêîé èçìå-
ðåíèÿ íàïðÿæåíèÿ U. Íåîáõîäèìî ÷òîáû ïðè âñåõ k ≤ N , U∗

k > ∆U(Uø) . Îñòàòîê ðÿäà

(3.2) RN î÷åâèäíî ðàâåí RN =
∞∑

m=N+1

(−1)m−1 (2m− 1) · A2m−1 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàäàííîé îøèáêå èçìåðåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ∆U ÷èñëî íàáëþäàåìûõ
ãàðìîíèê ñ àìïëèòóäîé áîëüøåé îøèáêè ðàñòåò ñ ðîñòîì àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè è çàâèñèò
îò �ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè èñõîäíîé çàâèñèìîñòè�. �Ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè� áóäåì îïðåäå-
ëÿòü ÷èñëîì äîìèíèðóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà çàâèñèìîñòè f . Âûñîêàÿ ñòåïåíü íåëè-
íåéíîñòè, ò.å. êîãäà ó ôóíêöèè èìåþòñÿ ðåçêèå èçìåíåíèÿ, ò.å. �ñêà÷êè� èëè �âûáðîñû�
áëèçêèå ê èçëîìàì è ðàçðûâàì ïåðâîãî ðîäà îáóñëàâëèâàåò ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà.
Áîëåå íàãëÿäíî ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ðåçêèå �âûáðîñû� (èçìåíåíèÿ) ó ôóíêöèè
îïèñûâàþòñÿ âûñîêèìè ÷àñòîòàìè ãàðìîíèê Ôóðüå èëè âûñîêèìè ñòåïåíÿìè ïîëèíîìà.
Íàèáîëüøàÿ íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà (íîìåð) ãàðìîíèêè èëè ñòåïåíü ïîëèíîìà áóäóò ôàê-
òè÷åñêè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà øèðèíå �âûáðîñà� èëè ñêà÷êà.

Îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó δU . Äîïóñòèì, ÷òî îøèáêà èçìåðåíèÿ âåëè÷èí U∗
k äëÿ âñåõ

k ≤ N èìååò îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó ∆U , òîãäà:

∣∣∣∣∣
N∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1) · A2m−1 +RN −
N∑
m=1

(−1)m−1 (2m− 1) · U∗
2m−1

∣∣∣∣∣ <
<

N∑
m=1

(2m− 1)
∣∣A2m−1 − U∗

2m−1

∣∣ + |RN | .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |A2m−1 − U∗
2m−1| ≤ ∆U äëÿ àáñîëþòíîé îøèáêè ïîëó÷èì:

δUa =

∣∣∣∣h · df
dx

− h · df∗
dx

∣∣∣∣ < ∆U ·
N∑
m=1

(2m− 1) + |RN | = N2 ·∆U + |RN | (5.4)
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Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà áóäåò ðàâíà:

δUS =

√√√√ N∑
m=1

(2m− 1)2 ·∆U2 + R2
N = ∆U ·

√
N(2N − 1)(2N + 1)/3 +

R2
N

∆U2
.

Òîãäà òî÷íîå çíà÷åíèå h · (df/dx) íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ:

h · df∗
dx

± ∆U

√
N(2N − 1)(2N + 1)/3 +

R2
N

∆U2
(5.5)

Íå îïðåäåëåííûì îñòàåòñÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí RN ðÿäà. Âåëè÷èíà îñòàòêà RN çàâèñèò îò
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè f(x) [4, 5]. Ïðè îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé df/dx ìû
ïðåäïîëàãàåì å¼ ñóùåñòâîâàíèå. Åñëè f(x) , êðîìå òîãî, èìååò d2f/dx2 óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì Äèðèõëå [4, 5], òî RN ëåãêî îöåíèòü è îí ïî ìîäóëþ ìåíüøå, ÷åì U0/N ò.å.:
|RN | < U0/N . Çäåñü U0 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, îöåíêó êîòîðîé äàäèì
íèæå. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê äëÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îñòàòêà RN íåîáõîäèìî, ÷òîáû
èñòèííûå A2m−1 èìåëè îöåíêó: |A2m−1| < U0/(2m− 1)3 . Ò.å. ìû ïîëó÷àåì:

|RN | =

∣∣∣∣∣
∞∑

m=N+1

(−1)m−1 (2m− 1) · A2m−1

∣∣∣∣∣ < U0

∞∑
m=N+1

1

m2
<
U0

N
(5.6)

Áîëåå íàãëÿäíî âîññòàíàâëèâàåìàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî èçëîìîâ. Åñëè èññëåäóåìàÿ çàâèñèìîñòü U(x) îáëàäàåò ãèñòåðåçèñíûìè ñâîéñòâàìè
îöåíêà (5.6) íå ãîäèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñàìà ïðîèçâîäíàÿ èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà.

Çà âåëè÷èíó U0 ãðóáî ìîæíî âçÿòü ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå èç âñåãî ìíî-
æåñòâà U∗

2m−1 íàáëþäàåìûõ ãàðìîíèê (U0 = max |U∗
2m−1|) , íàïðèìåð, U∗

1 - àìïëèòóäó
ïåðâîé ãàðìîíèêè. Áîëåå òî÷íî â êà÷åñòâå U 0 ìîæíî âçÿòü max |U∗

2m−1| ïðè m > N , ò.å.
ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü îòáðàñûâàåìûõ àìïëèòóä ãàðìîíèê, íàïðèìåð, |U∗

2N+1| � ìîäóëü
ïåðâîé èç îòáðàñûâàåìûõ ãàðìîíèê èëè îøèáêó ∆U èçìåðåíèÿ àìïëèòóäû ãàðìîíèêè.
Òîãäà ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ áóäåò ðàâíà:

δUS =

(
∆U

√
N(2N − 1)(2N + 1)/3 +

1

N2

)∣∣∣∣∣
N>>1

∝ ∆U ·N3/2 (5.7)

Àáñîëþòíàÿ îøèáêà îïðåäåëèòñÿ ïî ôîðìóëå: δUa = (N2+1/N)·∆U . Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ
îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ δU ðàñòåò ñ ðîñòîì N êàê N3/2 . Ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
Nêð âåëè÷èíà δU áóäåò ñðàâíèìà ñ âîññòàíàâëèâàåìîé ïðîèçâîäíîé (δU ≈ h · (dU/dx)) .
Êðèòè÷åñêîå ÷èñëî àìïëèòóä ãàðìîíèê Nêð ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h
df

dx
=

∞∑
m=1

(−1)m−1 · (2m− 1) · A2m−1 <

∞∑
m=1

(2m− 1) · |A2m−1| ≈

≈ A∗

∞∑
m=1

1

(2m− 1)2
=
π2

8
A∗ ≈ U∗.

Çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5.7) ïîëó÷èì:

Nêð =
3

√(
U∗

∆U

)2

. (5.8)
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Íàïðèìåð, ïðè 10% òî÷íîñòè èçìåðåíèé Nêð = 5 , ò.å. ó÷åò â ôîðìóëå (5.1) 9-îé ãàðìîíèêè
áóäåò êðèòè÷åñêèì.

Â îáùåì ñëó÷àå åñëè m + 1 ïðîèçâîäíàÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì Äèðèõëå, òî
îñòàòîê ðÿäà áóäåò îöåíèâàòüñÿ: |RN | ∝ U0/N

m . Çäåñü ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m > 2 . Â
ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óáûâàþò î÷åíü áûñòðî.

Ïðè âîññòàíîâëåíèè ñàìîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè f ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

δU =

√
(N + 1)∆u2 + [U0/ (2N)]2;

Äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè d2f/dx2 èìååì:

δU =
√

(8/15)N(N + 1)(2N + 1)(3N2 + 3N − 1) ·∆u2 + [U0/(2N2)]2.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âîññòàíîâëåíèè èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè ïðåäïîëàãàëîñü ñóùåñòâîâà-
íèå åå ïðîèçâîäíîé, à ïðè âîññòàíîâëåíèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè
ïðåäïîëàãàëîñü ñóùåñòâîâàíèå 3åé ïðîèçâîäíîé óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Äèðèõëå, ñî-
îòâåòñòâåííî.
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ÓÄÊ 517.9

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â

ïëîñêèõ êàíàëàõ

c⃝ Â. Â. Ëóêàøåâ 1, Â. Í. Ïîïîâ 2, À. À. Þøêàíîâ 3

Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà â èçîòåðìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïîñòðîåíî àíà-
ëèòè÷åñêîå (â âèäå ðÿäà Íåéìàíà) ðåøåíèå çàäà÷è î òå÷åíèè ðàçðåæåííîãî ãàçà â ïëîñêîì
êàíàëå ñ áåñêîíå÷íûìè ñòåíêàìè, îáóñëîâëåííîãî ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ, ïàðàëëåëüíîãî ñòåí-
êàì êàíàëà (òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ). Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ÁÃÊ-ìîäåëü
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ � ìîäåëü çåðêàëüíî-
äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ. Ñ ó÷åòîì ïîñòðîåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåí ïîòîê ìàñ-
ñû â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, ïðèõîäÿùèéñÿ íà åäèíèöó øèðèíû êàíàëà. Ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, ìîäåëüíûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,
òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ìîäåëè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîýôôèöèåíòû àêêîìîäàöèè

1. Ââåäåíèå

Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçà ñ îáòåêàåìûìè ïîâåðõíîñòÿìè ÿâëÿþò-
ñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñëîæíûìè îñîáåííî äëÿ ðåàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé [1]. Â ñèëó ýòîãî ïî-
ïðåæíåìó àêòóàëüíûìè îñòàþòñÿ ìîäåëè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå èñïîëüçóþò òàêèå
èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë ãàçà ñ ïîâåðõíîñòÿìè, êàê êîýô-
ôöèåíòû àêêîìîäàöèè. Îäíîé èç òàêèõ ìîäåëåé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíî-
äèôôóçíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå Ìàêñâåëëà [2]

f+(r′s,v) = (1− q) f−(r′s,v − 2n0(n0v)) + q fs(r
′
s,v). (1.1)

Çäåñü f+(r′s,v) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë, ïàäàþùèõ íà ñòåíêó, f−(r′s,v) �
îòðàæåííûõ îò ñòåíêè çåðêàëüíî, à fs(r

′
s,v) � îòðàæåííûõ îò ñòåíêè äèôôóçíî, r′s �

êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâåðõíîñòè, v � ñêîðîñòè äâèæåíèÿ öåíòðîâ ìàññ ìîëåêóë ãàçà, q �
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîëåêóëà, ëåòÿùàÿ ê ñòåíêå îòðàçèòñÿ äèôôóçíî, 1 − q � âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ìîëåêóëà, ëåòÿùàÿ ê ñòåíêå îòðàçèòñÿ çåðêàëüíî.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ (òå÷åíèè ãàçà â ïëîñêîì êàíàëå ñ
áåñêîíå÷íûìè ïàðàëëåëüíûìè ñòåíêàìè ïðè íàëè÷èè ïàðàëëåëüíîãî ñòåíêàì ãðàäèåíòà
äàâëåíèÿ) â ñëó÷àå ïîëíîé àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èíïóëüñà ìîëåêóë ãàçà ñòåíêàìè
êàíàëà ïîëó÷åíî â [3]. Öåëüþ ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è
î òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ ñ ó÷åòîì êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà ìî-
ëåêóë ãàçà. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó ïðîöåññà
èñïîëüçóåòñÿ ÁÃÊ (Áõàòíàãàð, Ãðîññ, Êðóê) ìîäåëü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà,
à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ êàíàëà � óñëîâèå (1.1).

1Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Àðõàíãåëüñê;
rarugg@yandex.ru.

2Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Àðõàí-
ãåëüñê; v.popov@agtu.ru.

3Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé îáëàñòíîé óíèâåðñèòåò,
ã. Ìîñêâà; yushkanov@inbox.ru.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëå-

êóë ãàçà

Ðàññìîòðèì òå÷åíèå ðàçðåæåííîãî ãàçà â ïëîñêîì êàíàëå, òîëùèíîé D′ , ñòåíêè êîòî-
ðîãî ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ x′ = ±d′ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
( d′ = D′/2 ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òå÷åíèå ãàçà îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ïîñòîÿííîãî ãðàäè-
åíòà äàâëåíèÿ. Íàïðàâèì îñü Oz′ âäîëü ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòíî-
ñèòåëüíûé ïåðåïàä äàâëåíèÿ íà äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà ìàëûì. Òîãäà
ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò ëèíåàðèçàöèþ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â çàäà÷àõ ñêîëüæåíèÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êàñàòåëüíîé ê îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè êîìïî-
íåíòå ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è
ñêîðîñòÿì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(r′,v) = n(z)β3/2π−3/2 exp(−C2) [1 + CzGn Z(x,Cx)] . (2.1)

Çäåñü r′ � ðàçìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð; C =
√
β v � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë

ãàçà; β = m/2kBT ; m � ìàññà ìîëåêóëû ãàçà; kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; T � òåì-
ïåðàòóðà ãàçà; Gn = (1/p)dp/dz � áåçðàçìåðíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñè
Oz′ ; p � äàâëåíèå ãàçà; Z(x,Cx) � ëèíåéíàÿ ïîïðàâêà ê ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ; x = x′/lg è z = z′/lg � áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû; lg = ηg β

−1/2/p .
Çàïèøåì â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÁÃÊ ìîäåëü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüö-

ìàíà

vx
∂f

∂x′
+ vz

∂f

∂z′
=

p

ηg
(feq − f). (2.2)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.1) â (2.2) è ëèíåàðèçóÿ feq(r
′,v) , ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ

Z(x, µ) (µ = Cx )

µ
∂Z

∂x
+ Z(x, µ) + 1 =

1√
π

∞∫
−∞

exp(−τ 2)Z(x, τ) dτ. (2.3)

Îáùåå ðåøåíèå (2.3) ïðèâåäåíî â [4]

Z(x, µ) = x2 − 2xµ+ 2µ2 + A0 + A1(x− µ) +

+∞∫
−∞

exp(−x
η
)F (η, µ)a(η) dη, (2.4)

ãäå A0 , A1 è a(η) � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû è ôóíêöèÿ, ïîäëåæàùèå äàëüíåéøåìó îïðå-
äåëåíèþ,

F (η, µ) =
1√
π
η P

1

η − µ
+ exp(η2)λ(η) δ(η − µ), (2.5)

λ(z) = 1 +
1√
π
z

∞∫
−∞

exp(−µ2)

µ− z
dµ, (2.6)

P(1/z) � ðàñïðåäåëåíèå â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà îò 1/z ,
δ(z) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ðå-
øåíèå (2.4) íà ñòåíêàõ êàíàëà. Ñ ó÷åòîì èñïîëüçóåìîé ìîäåëè çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ïëîñêèõ êàíàëàõ 83

îòðàæåíèÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âåðõíåé è íèæíåé ñòåíêàõ êàíàëà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
[4]

Z(d, µ) = (1− q)Z(d,−µ), µ < 0. (2.7)

Z(−d, µ) = (1− q)Z(−d,−µ), µ > 0. (2.8)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.4) â (2.7) è (2.8), ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì

d2 − 2µd+ 2µ2 + A0 + A1(d− µ) +

+∞∫
−∞

exp

(
−d
η

)
F (η, µ)a(η) dη = (1− q)[d2 + 2µd+ 2µ2+

+ A0 + A1(d+ µ)] + (1− q)

+∞∫
−∞

exp

(
−d
η

)
F (η,−µ)a(η) dη µ < 0, (2.9)

d2 + 2µd+ 2µ2 + A0 − A1(d+ µ) +

+∞∫
−∞

exp

(
d

η

)
F (η, µ)a(η) dη = (1− q)[d2 − 2µd+ 2µ2+

+ A0 − A1(d− µ)] + (1− q)

+∞∫
−∞

exp

(
d

η

)
F (η,−µ)a(η) dη µ > 0. (2.10)

Îáîçíà÷èì

b(η, x) = exp

(
−x
η

)
a(η). (2.11)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.5) óðàâíåíèÿ (2.9) è (2.10) çàïèøåì â âèäå

1√
π

+∞∫
−∞

η b(η, d)

η − µ
dη + exp(µ2)b(µ, d)λ(µ)− (1− q)

( 1√
π

+∞∫
−∞

η b(η, d)

η + µ
dη+

+ exp(µ2)b(−µ, d)λ(−µ)
)
= (−d2 − 2µ2 − A0 − A1d)q + (A1 + 2d)(2− q)µ, µ < 0,

1√
π

+∞∫
−∞

η b(η,−d)
η − µ

dη + exp(µ2)b(µ,−d)λ(µ)− (1− q)
( 1√

π

+∞∫
−∞

η b(η,−d)
η + µ

dη+

+ exp(µ2)b(−µ,−d)λ(−µ)
)
= (−d2 − 2µ2 − A0 + A1d)q + (A1 − 2d)(2− q)µ, µ > 0.

Èëè

1√
π

+∞∫
−∞

η B(η, d)

η − µ
dη + exp(µ2)B(µ, d)λ(µ) =

= (−d2 − 2µ2 − A0 − A1d)q + (A1 + 2d)(2− q)µ, µ < 0, (2.12)

1√
π

+∞∫
−∞

η B(η,−d)
η − µ

dη + exp(µ2)B(µ,−d)λ(µ) =

= (−d2 − 2µ2 − A0 + A1d)q + (A1 − 2d)(2− q)µ, µ > 0. (2.13)
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Çäåñü
B(µ, d) = b(µ, d)− (1− q)b(−µ, d). (2.14)

Çàìåíèì â (2.12) µ íà −µ è ïðåäñòàâèì âõîäÿùèé â íåãî èíòåãðàë â âèäå ñóììû äâóõ.
Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ïåðåïèøåì (2.12)

1√
π

0∫
−∞

η B(η, d)

η + µ
dη +

1√
π

+∞∫
0

η B(η, d)

η + µ
dη + exp(µ2)B(−µ, d)λ(−µ) =

= (−d2 − 2µ2 − A0 − A1d)q − (A1 + 2d)(2− q)µ, , µ > 0. (2.15)

Ïåðâûé èíòåãðàë â (2.15) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì, à âòîðîé � ðåãóëÿðíûì. Çàìåíèì â
ïåðâîì èíòåãðàëå ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ η íà −τ . Òîãäà (2.12) ïðèìåò âèä

1√
π

+∞∫
0

η B(−η, d)
η − µ

dη +
1√
π

+∞∫
0

τ B(τ, d)

τ + µ
dτ + exp(µ2)B(−µ, d)λ(µ) =

= (−d2 − 2µ2 − A0 − A1d)q − (A1 + 2d)(2− q)µ, µ > 0. (2.16)

Ïðè çàïèñè (2.16) ó÷ëè, ÷òî íà äåéñòâèòåëüíîé îñè λ(µ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåì (2.13)

1√
π

+∞∫
0

τ B(−τ,−d)
τ + µ

dτ +
1√
π

+∞∫
0

η B(η,−d)
η − µ

dη + exp(µ2)B(µ,−d)λ(µ) =

= (−d2 − 2µ2 − A0 + A1d)q + (A1 − 2d)(2− q)µ, µ > 0. (2.17)

Ñêëàäûâàÿ, äàëåå, (2.16) è (2.17) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.11), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

1√
π

+∞∫
0

η [B(−η, d) +B(η,−d)] dη
η − µ

+ exp(µ2)[B(−µ, d) +B(µ,−d)] exp(d/µ)λ(µ)+

+
1√
π

+∞∫
0

τ [B(−τ,−d) + B(τ, d)] dτ

τ + µ
= −2[d2 + 2µ2 + A0]q − 4d(2− q)µ, µ > 0. (2.18)

Àíàëîãè÷íî, âû÷èòàÿ (2.16) èç (2.17), ïîëó÷àåì

1√
π

+∞∫
0

η[B(η,−d)−B(−η, d)] dη
η − µ

+ exp(µ2)[B(µ,−d)−B(−µ, d)] exp(d/µ)λ(µ)−

− 1√
π

+∞∫
0

τ [B(−τ,−d)−B(τ, d)] dτ

τ + µ
= 2A1[qd+ µ(2− q)], µ > 0. (2.19)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (2.19) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
B(−η,−d) = B(η, d) (à çíà÷èò è B(−η, d) = B(η,−d) ) è A1 = 0 . Òîãäà (2.18) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

1√
π

+∞∫
0

η B(η,−d)
η − µ

dη + exp(µ2)B(µ,−d)λ(µ) = f(µ), µ > 0, (2.20)
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f(µ) = (−d2 − 2µ2 − A0)q + 2d(2− q)µ− 1√
π

+∞∫
0

τ B(τ, d)

τ + µ
dτ. (2.21)

Ðåøåíèå (2.20) èùåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ èíòå-
ãðàëîì òèïà Êîøè

N(z) =
1√
π

+∞∫
0

η B(η,−d)
η − z

dη, (2.22)

äëÿ êîòîðîé
N+(µ)−N−(µ) = 2

√
πiµB(µ,−d), 0 < µ < +∞, (2.23)

N+(µ) +N−(µ) =
2√
π

+∞∫
0

η B(η,−d)
η − µ

dη, (2.24)

Çäåñü N+(µ) è N−(µ) � êðàåâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè N(z) íà âåðõíåì è íèæíåì áåðå-
ãàõ ðàçðåçà, ñîâïàäàþùåãî ñ äåéñòâèòåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé. Àíàëîãè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ λ(z) , îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (2.6), èìåþò âèä

λ+(µ)− λ−(µ) = 2
√
πiµ exp(−µ2), −∞ < µ < +∞, (2.25)

λ+(µ) + λ−(µ) = 2λ(µ). (2.26)

Çäåñü ðàçðåç ñîâïàäàåò ñî âñåé äåéñòâèòåëüíîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ñ ó÷åòîì (2.23)-(2.26)
ñâåäåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.20) ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëî-
æèòåëüíîé ïîëóîñè

N+(µ)λ+(µ)−N−(µ)λ−(µ) = 2
√
πiµf(µ) exp(−µ2), µ > 0, (2.27)

Îñîáåííîñòü êðàåâîé çàäà÷è (2.27) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè N(z) è λ(z) èìåþò ðàç-
ëè÷íûå ðàçðåçû. ×òîáû óñòðàíèòü ýòó îñîáåííîñòü âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé
êðàåâîé çàäà÷è

X+(µ)

X−(µ)
=
λ+(µ)

λ−(µ)
, µ > 0, (2.28)

êîòîðîå èìååò âèä [4]

X(z) =
1

z
exp

 1
π

+∞∫
0

[θ(τ)− π] dτ

τ − z

 , θ(τ) =
π

2
− arctg

λ(τ)√
πτ exp(−τ 2)

.

Ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (2.28) ïåðåïèøåì (2.27)

N+(µ)X+(µ)−N−(µ)X−(µ) =
X−(µ)

λ−(µ)
2
√
πiµf(µ) exp(−µ2), µ > 0. (2.29)

Ëèíèè ñêà÷êîâ ôóíêöèé N(z) è X(z) ñîâïàäàþò ñ êîíòóðîì êðàåâîãî óñëîâèÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîëó÷èëè êðàåâóþ çàäà÷ó Ðèìàíà � çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè ïî çàäàííîìó ñêà÷êó. Ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå âõîäÿùèõ â (2.29) ôóíêöèé, ïî ôîðìóëàì
Ñîõîöêîãî ïîëó÷àåì åå îáùåå ðåøåíèå

N(z) =
1

X(z)

1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2) dη

η − z
(2.30)
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Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ, çàäàâàåìîãî âûðàæåíèåì (2.30) â
îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè |z| → +∞

1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2) dη

η − z
= −1

z

1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2) dη +O

(
1

z2

)
,

íàõîäèì

N(z) = − 1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2) dη +O

(
1

z2

)
, |z| → +∞.

Òàê êàê ôóíêöèÿ N(z) ñîãëàñíî (2.22) çàäàíà èíòåãðàëîì òèïà Êîøè òî â îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè N(z) = O(1/z) . Îòñþäà ïðèõîäèì ê óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè
êðàåâîé çàäà÷è (2.29)

1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2) dη = 0. (2.31)

Ñ ó÷åòîì (2.11), (2.21) ïåðåïèøåì (2.31) â âèäå

q(d2 + A0)− 2qQ2 − 2d(2− q)Q1−

− 1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
η exp(−η2) dη 1√

π

+∞∫
0

τ B(τ, d)

τ + η
dτ = 0. (2.32)

Çäåñü Qn � èíòåãðàëû Ëîéàëêè [4]

Qn =
1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηn+1 exp(−η2) dη,

â ÷àñòíîñòè, Q1 = −1.01619 , Q2 = −1.26632 . Èçìåíÿÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïîðÿäîê
èíòåãðèðîâàíèÿ è ó÷èòûâàÿ (2.11) è èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè X(−τ)

X(−τ) = 1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)

η exp(−η2) dη
η + τ

,

èç (2.32) íàõîäèì

A0 = −d2 + 2Q2 − 2dQ1 + q−1
[
4dQ1 +

1√
π

+∞∫
0

τ X(−τ)B(τ, d) dτ
]
. (2.33)

Êîýôôèöèåíòû B(η,−q) íàéäåì èç óñëîâèÿ (2.23), ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàâ
(2.30). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

X(z) =
1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)

η exp(−η2) dη
η − z

,

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ïëîñêèõ êàíàëàõ 87

ïåðåïèøåì (2.30) â âèäå

N(z) = −q(d2 + A0)− 2d(2− q)z − 2qz2 − 1√
π

+∞∫
0

τ B(τ, d)

τ + z
dτ+

+
2

X(z)

[
qz + (2− q)d− qQ1 +

1

2
√
π

+∞∫
0

τ B(τ, d)X(−τ) dτ
τ + z

]
(2.34)

èç (2.34) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

N+(µ)−N−(µ) =
2
√
π i µ exp(−µ2)X(−µ)

|λ+(µ)|2

[
qµ+ (2− q)d− qQ1+

+
1

2
√
π

+∞∫
0

τ B(τ, d)X(−τ) dτ
τ + µ

], µ > 0.

Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.11) è (2.23), íàõîäèì

B(µ,−d) = −exp(−µ2)X(−µ)
|λ+(µ)|2

[
qµ+ (2− q)d− qQ1+

+
1

2
√
π

+∞∫
0

τ X(−τ)B(τ, d) dτ

τ + µ

]
, µ > 0. (2.35)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî B(η,−d) = B(−η, d) è (2.11) è (2.14), íàõîäèì a(−µ) = a(µ) ,

B(µ, d) =
[
exp

(
− d

µ

)
− (1− q) exp

(d
µ

)]
a(µ),

B(µ,−d) =
[
exp

(d
µ

)
− (1− q) exp

(
− d

µ

)]
a(µ).

Òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ a(µ) ñ ó÷åòîì (2.35) ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

a(µ) =
X(−µ) exp(−µ2 − d/µ)

|λ+(µ)|2 [1− (1− q) exp(−2d/µ)]

[
q(Q1 − µ+ d)− 2d−

− 1

2
√
π

+∞∫
0

τ [exp(−d/τ)− (1− q) exp(d/τ)]X(−τ)a(τ) dτ
τ + µ

]
, µ > 0. (2.36)

Ðåøåíèå (2.36) èùåì â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì λ

a(µ) =
+∞∑
k=0

λkak(µ), λ = − 1

2
√
π
. (2.37)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.37) â (2.36) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ ,
íàõîäèì

a0(τ) = h(τ)[q(Q1 − τ + d)− 2d],
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a1(τ) = h(τ)

+∞∫
0

g(η) [q(Q1 − η + d)− 2d] dη

η + τ
,

a2(τ) = h(τ)

+∞∫
0

g(η) dη

η + τ

+∞∫
0

g(µ) [q(Q1 − µ+ d)− 2d] dµ

µ+ η
,

h(τ) =
X(−τ) exp(−τ 2 − d/τ)

|λ+(τ)|2 [1− (1− q) exp(−2d/τ)]
,

g(τ) =
τX2(−τ) exp(−τ 2) [exp(−2d/τ)− (1− q)]

|λ+(τ)|2 [1− (1− q) exp(−2d/τ)]
.

Ñ ó÷åòîì (2.37) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì λ áóäåò ðàçëîæåí è êîýôôèöèåíò A0 , îïðåäåëÿåìûé
ñîîòíîøåíèåì (2.33)

A0 = −d2 + 2Q2 − 2dQ1 + q−1
[
4dQ1 +

∞∑
k=0

λkIk

]
,

I0 =
1√
π

+∞∫
0

g(τ)[q(Q1 − τ + d)− 2d] dτ,

I1 =
1√
π

+∞∫
0

g(τ) dτ

+∞∫
0

g(η) [q(Q1 − η + d)− 2d] dη

η + τ
,

I2 =
1√
π

+∞∫
0

g(τ) dτ

+∞∫
0

g(η) dη

η + τ

+∞∫
0

g(µ) [q(Q1 − µ+ d)− 2d] dµ

µ+ η
.

Òàêèì îáðàçîì, íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû A0 , A1 è ôóíêöèÿ a(η) , âõîäÿùèå â (2.4)
íàéäåíû è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì ïîñòðîåíà.

3. Âû÷èñëåíèå ìàêðîïàðàìåòðîâ ãàçà â êàíàëå

Ñ ó÷åòîì ïîñòðîåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèì ñêîðîñòü ãàçà â êàíàëå q′z(x
′)

è âåëè÷èíó ïîòîêà ìàññû J ′
M â íàïðàâëåíèè îñè Oz′ , ïðèõîäÿùóþñÿ íà åäèíèöó øèðè-

íû êàíàëà. Èñõîäÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ó÷èòûâàÿ (2.1),
íàõîäèì

u′z(x
′) =

1

n

∫
vzf(r

′,v) d3v =

(
2kBT

m

)1/2

Uz(x)
1

p

dp

dz
.

Çäåñü

Uz(x) = π−3/2

∫
exp(−C2)C2

zZ(x,Cx) d
3C (3.1)

åñòü áåçðàçìåðíàÿ ìàññîâàÿ ñêîðîñòü ãàçà. Ïîäñòàâëÿÿ (2.4) â (3.1), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîëó÷àåì

Uz(x) =
1

2

[
x2 + 1− d2 + 2Q2 − 2dQ1 + q−1

[
4dQ1 +

∞∑
k=0

λkIk

]
+ 2

∞∑
k=0

λkJk(x)
]
, (3.2)
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J0(x) =
1√
π

+∞∫
0

γ(x, τ)[q(Q1 − τ + d)− 2d] dτ,

J1(x) =
1√
π

+∞∫
0

γ(x, τ) dτ

+∞∫
0

g(η) [q(Q1 − η + d)− 2d] dη

η + τ
,

J2(x) =
1√
π

+∞∫
0

γ(x, τ) dτ

+∞∫
0

g(η) dη

η + τ

+∞∫
0

g(µ) [q(Q1 − µ+ d)− 2d] dµ

µ+ η
,

γ(x, τ) =
X(−τ) exp(−τ 2 − d/τ) ch(x/τ)

|λ+(τ)|2 [1− (1− q) exp(−2d/τ)]
.

Âåëè÷èíó ïîòîêà ìàññû J ′
M â íàïðàâëåíèè îñè Oz′ , ïðèõîäÿùóþñÿ íà åäèíèöó øèðè-

íû êàíàëà, âû÷èñëèì ñîãëàñíî [5] è [6]

JM = − 2

D2

D/2∫
−D/2

U(x) dx, D = 2d. (3.3)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.2) â (3.3) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåì

JM =
D

6
− (2q−1 − 1)Q1 −

1

D

[
2Q2 + 1 + q−1

∞∑
k=0

λkIk

]
− 2

D2

∞∑
k=0

λkKk, (3.4)

K0 =
1√
π

+∞∫
0

ζ(τ)[q(Q1 − τ + d)− 2d] dτ,

K1 =
1√
π

+∞∫
0

ζ(τ) dτ

+∞∫
0

g(η) [q(Q1 − η + d)− 2d] dη

η + τ
,

K2 =
1√
π

+∞∫
0

ζ(τ) dτ

+∞∫
0

g(η) dη

η + τ

+∞∫
0

g(µ) [q(Q1 − µ+ d)− 2d] dµ

µ+ η
,

ζ(τ) =
τX(−τ) exp(−τ 2) [1− exp(−2d/τ)]

|λ+(τ)|2 [1− (1− q) exp(−2d/τ)]
.

Çíà÷åíèÿ JM ñîãëàñíî (3.4) âû÷èñëåíû â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Mathematica 7.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, à òàêæå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â [5]�[7] íà îñíîâå
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÁÃÊ è S ìîäåëåé êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüö-
ìàíà, ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ îïåðàòîðîì ñòîëêíîâåíèé äëÿ ìîëåêóë-
æåñòêèõ ñôåð (LBE) è ìîäåëè óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ êîìáèíèðîâàííûì ÿäðîì (CES)
ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.
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D JM
(3.4) BGK [7] S [5] CES [5] CES [6] LBE [6]

q = 0.1
0.1 20.628087 19.984 20.243
1.0 17.619564 17.522 17.564
10.0 18.782803 18.737 18.743

q = 0.5
0.1 4.556599 4.556406 4.5801 4.3156 4.3156 4.3868
1.0 3.368235 3.368218 3.3928 3.2959 3.2959 3.3264
10.0 4.573799 4.5837 4.5285 4.5285 4.5346

q = 1.0
0.1 2.032989 2.032256 2.0395 1.9259
1.0 1.538683 1.538678 1.5536 1.4863
10.0 2.768646 2.7799 2.7220

Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü JM îò D ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ q .

Êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû 1 îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ, âû÷èñëåííûõ íà îñíîâå (3.4) îò àíà-
ëîãè÷íûõ, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè â [7] â ðàìêàõ ÁÃÊ ìîäåëè êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, íå ïðåâûøàåò 0.0005% äëÿ âñåãî äèàïàçîíà ïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé
D . Ïîñëåäíåå ïîäòâåðæäàåò àäåêâàòíîñòü èñïîëüçîâàííûõ â ðàáîòå ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð,
èñïîëüçîâàííûõ ïðè íàõîæäåíèè JM .

4. Çàêëþ÷åíèå

Â âèäå ðÿäà Íåéìàíà ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ÁÃÊ ìîäåëè êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà â çàäà÷å î òå÷åíèè Ïóàçåéëÿ. Äëÿ ìîäåëè çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî
îòðàæåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ñòåíêàìè êàíàëà ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà
ïîòîêà ìàññû ãàçà â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà åäèíèöó øèðèíû
êàíàëà. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
òîëùèíû êàíàëà è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà q .
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Mathematical modelling of processes of carry in �at

channels

c⃝ V. V. Lukashev 4, V. N. Popov 5, A. A. Yushkanov 6

Abstract. Within the kinetic approach limit, in the isothermal approximation the analytical (in
the form of Neumann's series) solution of the problem on �ow of the rare�ed gas in the �at
channel with the in�nite walls, caused by a pressure gradient parallel to walls (Poiseuille Flow)
it is constructed. As the basic equation the BGK model of the Boltzmann's kinetic equation is
used. As a boundary condition the model of di�usion re�ections is used. In view of the constructed
distribution function the �ow of gases mass in a direction of a gradient of the pressure, falling
unit width of the channel and the structure of mass speed of gas in the channel are constructed.
Comparison with the similar results received Numerical method is leads..
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ÓÄÊ 517.95

Ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëîâ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíûå

ðåøåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî

ïîðÿäêà

c⃝ Ð. Ì. Ìàâëÿâèåâ1, È. Á. Ãàðèïîâ2, Ñ. Ì. Íóðàíèåâà3, Ý. Ä. Õóñàèíîâà4

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå âûñøåãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøè-
ìè ÷ëåíàìè. Ñôîðìóëèðîâàíà îñíîâíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Ïîñòðîåíû ïîòåíöèàëû äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòåíöèàëû, ñèììåòðè÷íàÿ îáëàñòü, ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå.

Ïóñòü D âåðõíÿÿ ïîëîâèíà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñ-
êîñòè Oxy , Γ � âåðõíÿÿ ÷àñòü äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöû. Ñíèçó D îãðàíè÷åíà ÷àñòüþ
Γ0 êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy . Îáîçíà÷èì: ∆Bu = ∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
+ 1

zk

(
zk ∂u

∂z

)
, ãäå k > 0 .

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∆m
Bu+ 2a

∂∆m−1
B u

∂x
+ 2b

∂∆m−1
B u

∂y
− c2∆m−1

B u = 0, (1.1)

(a > 0, b > 0, c2 > a2 + b2).

èç êëàññà
u ∈ C2m(D)

∩
C2m−1(D), (1.2)

óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

∂u

∂z

∣∣∣∣∣
Γ0

= 0, ∆i
Bu
∣∣∣
Γ
= f2i,

∂∆i
Bu

∂n

∣∣∣∣∣
Γ

= f2i+1, i = 0,
[m
2

]
+ 1. (1.3)

Çäåñü ∆0
Bu ≡ u , n � âíåøíÿÿ íîðìàëü, âîññòàíîâëåííàÿ â ò. P (ξ, η, ζ) ∈ Γ . Àíàëîãè÷íàÿ

çàäà÷à íà ïëîñêîñòè, ïðè m = 2 ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [1].
Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1) � (1.3) íå ìîæåò èìåòü

áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ [2].
Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ñ îñîáåííîñòüþ â íà÷àëå êîîðäèíàò èìåþò

âèä
φl = r2l−1−k, l = 0,m− 2, φm−1 = r2m−3−k + ψm−1, (1.4)

ãäå ψm−1 èìååò ìåíüøóþ îñîáåííîñòü ÷åì r2m−3−k .
Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà îò φl

∂jr2l−1−k

∂nj
= r2l−1−j

[ l2 ]∑
i=0

ai cos
j−2i θ; (1.5)

1Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Òàòàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
ãóìàíèòàðíî-ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Êàçàíü; mavly72@mail.ru.

2Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Òàòàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ãóìàíèòàðíî-ïåäàãîãè÷åñêèé
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(ai = a2(l+i−j)−1,2(l−i)−1),

ãäå
a2p−1,2q−1 = (p+ p+ 1− k)a2p+1,2q−1 + (q − p+ 1)a2p−1,2q+1 (1.6)

ïðè p ̸= q ̸= l è
a2p−1,2q−1 = a2p−1,2q+1 (1.7)

ïðè p = q ̸= l . Åñëè q = l òî êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ

a2p−1,2l−1 =

l−p∏
i=1

(2(l − i) + 1− k), (1.8)

ïðè÷åì, åñëè ê òîìó æå åùå è p = l , òî

a2l−1,2l−1 = 1. (1.9)

×åðåç θ îáîçíà÷åí óãîë ìåæäó âíåøíåé íîðìàëüþ n è ðàäèóñ âåêòîðîì −→r òî÷êè P
îòíîñèòåëüíî òî÷êè M(x, y, z) ∈ D . Î÷åâèäíî r = |−→r | =

√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2 .

Ìóëüòèïîëüíûå ïîòåíöèàëû

Wi(P ) = Ck

∫
Γ

µi(M)
(
ri−3−k cos2n−i θ + γi

)
ηkdΓ, i = 1,m (1.10)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1.1) íà Γ0 ò.ê. èõ ÿäðà, â ñèëó ôîðìóë (1.4) è (1.5) ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è èõ íîðìàëüíûõ
ïðîèçâîäíûõ. Çàìåòèì òàê æå, ÷òî

∆B(r
−k−l cosm+l θ) = r−k−l−2 cosm+l+2 θ. (1.11)

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è èùåòñÿ â âèäå ñóììû

u =
m∑
i=1

Wi(P ). (1.12)

Â ðåçóëüòàòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.3) äëÿ íåïðåðûâíûõ ïëîòíîñòåé µi
ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé II ðîäà, êîòîðàÿ ïî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëü-
ìà ðàçðåøèìà. È â ñèëó òîãî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íå áîëåå îäíîãî, òî îíà îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìà. Ïðè âûâîäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäåëüíû-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè. À ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíèõ, íà ãðàíèöå Γ0 íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäñòàâëåíèÿìè (1.10) è (1.11).

Èç ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë (1.5)-(1.9), ïðè k = 0 êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëó÷àþòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ Ëîáîäçèíñêîé È.Ã. [3]. Âûâîä ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïðè z > 0 íå âûçûâàåò
çàòðóäíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ñ îñîáåííîñòüþ â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè M0 èìåþò âèä

φl = TM0
M φl (1.13)

ãäå TM0
M � îïåðàòîð îáîáùåííîãî ñäâèãà Áåññåëÿ [4]. Ýòè ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ëèøü

íà ñëàãàåìîå ìåíüøåé îñîáåííîñòè îòëè÷àþòñÿ îò ôóíêöèé r2l−1−k . Âìåñòî ïîòåíöèàëîâ
(1.10) íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîòåíöèàëàìè

Wi(P ) = Ck

∫
Γ

µi(M)
(
(yy0)

− k
2 ri−2 cos2m−i θ + γi

)
ηkdΓ, l = 1,m (1.14)

è ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ Ëîáîäçèíñêîé È.Ã.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî íàóêå è èí-

íîâàöèÿì (ãîñêîíòðàêò � 02.740.11.0193).
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ÓÄÊ 517.92

Ãåîìåòðè÷åñêèé àñïåêò óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì

îòíîñèòåëüíî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

c⃝ Â. È. Íèêîíîâ1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ïåðåìåííûõ. Óñòàíîâëåíà
âçàèìîñâÿçü ìåæäó èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îïèñûâàþùåãî
äèíàìèêó ñèñòåìû è ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòüþ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðîáàñòíîé ÷àñòè÷íîé
óñòîé÷èâîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü, èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí.

1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü ïîâåäåíèå îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx

dt
= A∗x(t), (1.1)

ãäå x ∈ Rn, A∗ ∈ Rn×n .
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ïî çàäàííîé ÷àñòè êîîð-

äèíàò ôàçîâîãî âåêòîðà ëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû âèäà (1.1), íàïðèìåð, â ðàáîòàõ
[1],[2]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòèìè ðåçóëüòàòàìè óæå íåëüçÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ìàòðèöà A∗ ñèñòåìû (1.1) èçâåñòíà ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè,
íàïðèìåð, èíòåðâàëüíàÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòè ìåòîäû ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèÿì
êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ èññëåäîâàòü ðîáàñòíóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.1) ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè ïåðåìåí-
íûõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå ôàçîâîãî âåêòîðà
x ñèñòåìû (1.1). Îáîçíà÷èì ïåðâóþ êîîðäèíàòó ôàçîâîãî âåêòîðà ÷åðåç y , à îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû ñîñòàâÿò âåêòîð z . Â ñâÿçè ñ ýòèì, ñèñòåìó (1.1) ïðåäñòàâèì â âèäå

dy

dt
= ay + bT z,

dz

dt
= cy +Dz,

(1.2)

ãäå y ∈ R, z ∈ Rn−1, a ∈ R, b ∈ Rn−1, c ∈ Rn−1, D ∈ R(n−1)×(n−1), T -çíàê îïåðàöèè òðàíñïî-
íèðîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí

σ(λ) = λs + γ1λ
s−1 + · · ·+ γs−1λ+ γs,

ãäå 0 ≤ s ≤ n− 1 , ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì âåêòîðà bT îòíî-
ñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

1Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; nikonovvi1970@rambler.ru.
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bTDs + γ1b
TDs−1 + · · ·+ γs−1b

TD + γsb
T = 0. (1.3)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå [3] , âåêòîðû bT , bTD, . . . , bTDs−1 îáðàçóþò áàçèñ
èíâàðèàíòíîãî öèêëè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â Rn−1 .

Ïîêàæåì, êàêèì æå îáðàçîì óñòîé÷èâîñòü ïåðåìåííîé y ñâÿçàíà ñ ýòèì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.2) ïî ïåðåìåííîé t â ñèëó âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì

d2y

dt2
= a

dy

dt
+ bT cy + bTDz. (1.4)

Àíàëîãè÷íî, âòîðîå äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (1.4) äàåò

d3y

dt3
= a

d2y

dt2
+ bT c

dy

dt
+ bTDcy + bTD2z.

Òîãäà íà s− 1 è s -ì øàãå, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ

dsy

dts
= a

ds−1y

dts−1
+ bT c

ds−2y

dts−2
+ bTDc

ds−3y

dts−3
+ · · ·+ bTDs−2cy + bTDs−1z,

ds+1y

dts+1
= a

dsy

dts
+ bT c

ds−1y

dts−1
+ bTDc

ds−2y

dts−2
+ · · ·+ bTDs−1cy + bTDsz.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ds+1y

dts+1
+ γ1

dsy

dts
+ · · ·+ γs

dy

dt
= a

dsy

dts
+

s−1∑
j=0

bTDjc
ds−1−jy

dts−1−j +

+γ1

(
a
ds−1y

dts−1
+

s−2∑
j=0

bTDjc
ds−2−jy

dts−2−j

)
+ · · ·+ γs−1

(
a
dy

dt
+ bT cy

)
+ γsay+

+
(
bTDs + γ1b

TDs−1 + · · ·+ γsb
T
)
z.

Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ (1.3), ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ

ds+1y

dts+1
+ (γ1 − a)

dsy

dts
+ (γ2 − aγ1 − bT c)

ds−1y

dts−1
+ · · ·

+(γs − aγs−1 − bT cγs−2 − · · · − bTDs−3cγ1 − bTDs−2c)
dy

dt
−

−(aγs + bT cγs−1 + bTDcγs−2 + · · ·+ bTDs−2cγ1 + bTDs−1c)y = 0.

(1.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1.2) ïî ïåðåìåííîé y ñâîäèòñÿ ê
èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.5). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè s ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî àííóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà âåê-
òîðà bT îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D , òî äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñèñòåìà (1.2) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ( (1.5) áûëî óñòîé÷èâûì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1.1., äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (1.2)
áûëà àñèìïòîòè÷åñêè y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí

Ps(λ) = λs+1 + (γ1 − a)λs + (γ2 − aγ1 − bT c)λs−1 + · · ·
+(γs − aγs−1 − bT cγs−2 − · · · − bTDs−3cγ1 − bTDs−2c)λ−
−(aγs + bT cγs−1 + bTDcγs−2 + · · ·+ bTDs−2cγ1 + bTDs−1c) = 0

áûë óñòîé÷èâûì.
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè s = n − 1 , òî ñèñòåìà (1.2) ïðèâîäèìà ê äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ n -ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y . Â ýòîì ñëó÷àå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.2) ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.5), à, ñëåäîâàòåëüíî, y -óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1.2)
âîçìîæíà ëèøü â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïî âñåì êîîðäèíàòàì ôàçîâîãî âåêòî-
ðà x .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.2. Åñëè s = k < n − 1 , òî â ñèñòåìå (1.1) ìîæíî âûäåëèòü
ïîäñèñòåìó k -ãî ïîðÿäêà, îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì, èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (1.1) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó
èíòåãðèðîâàíèþ äâóõ ïîäñèñòåì ïîðÿäêà k è n− k , ñîîòâåòñòâåííî.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Ïîñòîÿííûå γ1, . . . , γs , ïðèñóòñòâóþùèå â óðàâíåíèè (1.5)
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1.2). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî óìíîæèòü ñêàëÿðíî (1.3) ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíî íà âåêòîðû b,DT b, . . . , (DT )s−1b è
ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî γ1, . . . , γs .

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Åñëè òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ôàçîâîãî âåê-
òîðà ñèñòåìû (1.1)) ïî íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì, òî äëÿ ýòîãî, ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðåä-
ñòàâëÿåì ñèñòåìó (1.1) â âèäå (1.2), ãäå y � äðóãàÿ èíòåðåñóþùàÿ íàñ ïåðåìåííàÿ è
èñïîëüçóåì òåîðåìó 1.1..

2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó âèäà

x(t+ 1) = A∗x(t), (2.1)

ãäå x ∈ Rn, A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Òàê æå áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî èññëåäóåòñÿ íà óñòîé÷èâîñòü ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ôàçîâîãî âåêòîðà x . Â ñâÿçè ñ
÷åì, ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (2.1) â âèäå

y(t+ 1) = ay(t) + bT z(t),
z(t+ 1) = cy(t) +Dz(t).

(2.2)

Ïóñòü ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí âåêòîðà bT èìååò âèä (1.3).
Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ è â äàííîì ñëó÷àå.
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ñëåäóåò

y(t+ 2) = ay(t+ 1) + bT z(t+ 1),

Îòêóäà â ñèëó âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èìååì

y(t+ 2) = ay(t+ 1) + bT cy(t) + bTDz(t).

Òàêèì îáðàçîì, íà s -ì øàãå ( s - ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà (1.3)) ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ

y(t+ s+ 1) = ay(t+ s) + bT cy(t+ s− 1) + · · ·+ bTDs−1cy(t) + bTDsz.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

y(t+ s+ 1) + γ1y(t+ s) + · · ·+ γsy(t+ 1) =

= ay(t+ s) +
s−1∑
j=0

bTDjcy(t+ s− j − 1)+

+γ1

(
ay(t+ s− 1) +

s−2∑
j=0

bTDjcy(t+ s− j − 2)

)
+ · · ·

+γs−1

(
ay(t+ 1) + bT cy(t)

)
+ γsay(t)+

+
(
bTDs + γ1b

TDs−1 + · · ·+ γsb
T
)
z(t).

(2.3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

y(t+ s+ 1) = (γ1 − a)y(t+ s) + (γ2 − aγ1)y(t+ s− 1) + · · ·
+(γs − aγs−1 − bT cγs−2 − · · · − bTDs−3cγ1 − bTDs−2c)y(t+ 1)−
−(aγs + bT cγs−1 + bTDcγs−2 + · · ·+ bTDs−2cγ1 + bTDs−1c)y(t) = 0.

(2.4)

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè s ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî àííóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà âåê-
òîðà bT îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D , òî äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñèñòåìà (2.1) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.4) áûëî óñòîé÷èâûì.

3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿ-

þùèìñÿ àðãóìåíòîì

Äàííûé ïîäõîä ïðèìåíèì è ê èññëåäîâàíèþ y -óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.

Èññëåäóåì y -óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû âèäà

dx(t)

dt
= A∗x(t− τ), (3.1)

ãäå x ∈ Rn, τ = const, A∗ -ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (3.1)) â âèäå

dy(t)

dt
= ay(t− τ) + bT z(t− τ),

dz(t)

dt
= cy(t− τ) +Dz(t− τ).

(3.2)

Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.2), ïîëó÷èì

d2y(t)

dt2
= a

dy(t− τ)

dt
+ bT

dz(t− τ)

dt
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

d2y(t+ τ)

dt2
= a

dy(t)

dt
+ bT

dz(t)

dt
,

êîòîðîå â ñèëó âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

d2y(t+ τ)

dt2
= a

dy(t)

dt
+ bT cy(t− τ) + bTDz(t− τ).
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Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèå ê ïîëó÷åííîìó óðàâíåíèþ, èìååì

d3y(t+ 2τ)

dt2
= a

d2y(t+ τ)

dt2
+ bT c

dy(t)

dt
+ bTDcy(t− τ) + bTD2z(t− τ).

Òàêèì îáðàçîì, íà s− 1 -ì è s -ì øàãàõ, ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ

dsy(t+ (s− 1)τ)

dts
= a

ds−1y(t+ (s− 2)τ)

dts−1
+ bT c

ds−2y(t+ (s− 3)τ)

dts−2
+ · · ·

+bTDs−1cy(t− τ) + bTDs−1z(t− τ),

ds+1y(t+ sτ)

dts+1
= a

dsy(t+ (s− 1)τ)

dts
+ bT c

ds−1y(t+ (s− 2)τ)

dts−1
+ · · ·

+bTDscy(t− τ) + bTDsz(t− τ).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî s ñòåïåíü ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí âåêòîðà
bT îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà çàäàííîãî ìàòðèöåé D òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

ds+1y(t+ sτ)

dts+1
+ (γ1 − a)

dsy(t+ (s− 1)τ)

dts
+

+
(
γ2 − aγ1 − bT c

) ds−1y(t+ (s− 2)τ)

dts−1
+ · · ·

+
(
γs − aγs−1 − · · · − bTDs−3cγ1 − bTDs−2c

) dy(t)
dt

−
−
(
aγs + bT cγs−1 + · · ·+ bTDs−2cγ1 + bTDs−1

)
y(t− τ) = 0.

(3.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ y -óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3.1) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâî-
ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè s ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî àííóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà âåê-
òîðà bT îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé D , òî äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñèñòåìà (3.1) áûëà y -óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.3) áûëî óñòîé÷èâûì.
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Geometric aspect of partial stability for linear systems

c⃝ V. I. Nikonov2

Abstract. In the paper su�cient and necessary conditions are obtained for a partial stability
of the linear systems. The coupling is shown to the invariant subspase and a partial stability. In
additional, a robust partial stability is discussed.

Key Words: Partial stability, invariant subspace, minimal polynomial.
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ÓÄÊ 517.9

Àïïðîêñèìàöèè ìîäåëè Ãîëüäøòèêà

c⃝ Ä. Ê. Ïîòàïîâ1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è Ãîëüä-
øòèêà îòðûâíûõ òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåòñÿ èç
èñõîäíîé ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà (çàâèõðåííîñòè) è íåïðåðûâíû-
ìè ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé àïïðîêñèìàöèÿìè ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòè. Ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ
çàäà÷ ê ðåøåíèÿì èñõîäíîé çàäà÷è. Â ðàáîòå òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ îäíîìåð-
íîãî àíàëîãà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Ãîëüäøòèêà. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Íåëèíåéíîñòü â óðàâíåíèè íåïðåðûâ-
íàÿ è çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà. Â ïðåäåëå, ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ê íóëþ, ïîëó÷àåòñÿ
ðàçðûâíàÿ íåëèíåéíîñòü. Ðåçóëüòàòû î ðåøåíèÿõ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè
äëÿ îäíîìåðíîãî àíàëîãà ìîäåëè Ãîëüäøòèêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü Ãîëüäøòèêà, îòðûâíûå òå÷åíèÿ, íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, ðàçðûâíàÿ íåëèíåéíîñòü, íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1], [2] ðàññìàòðèâàëàñü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îòðûâíûõ òå÷åíèé íåñæèìà-
åìîé æèäêîñòè Ì.À. Ãîëüäøòèêà, â ðàáîòå [3] � íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïëîñêîé çà-
äà÷è Ãîëüäøòèêà, à â ðàáîòå [4] � íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìîäèôèêàöèè îäíîìåðíîãî
àíàëîãà ìîäåëè Ãîëüäøòèêà. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ðåçóëüòàòîâ
ðàáîò [3], [4].

Àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ çàäà÷ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì è
ðàçðûâíîé ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé íåëèíåéíîñòüþ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [5]�[7]. Àï-
ïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷à ïîëó÷àëàñü èç èñõîäíîé âîçìóùåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà
è àïïðîêñèìàöèåé íåëèíåéíîñòè êàðàòåîäîðèåâûìè ôóíêöèÿìè. Âàðèàöèîííûì ìåòîäîì
äîêàçàíû òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ ýëëèïòè÷åñêîãî òè-
ïà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì è íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ ê ðåøåíèÿì ïðåäåëüíîé
çàäà÷è ñ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ. Â ðàáîòå [5] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ
÷àñòü âìåñòå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ïîðîæäàåò êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð, â ðàáîòå [6] ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü ðåçîíàíñíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì
è ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ, à â ðàáîòå [7] � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî çàäà÷ Äèðè-
õëå äëÿ óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ.
Èçó÷àëñÿ âîïðîñ áëèçîñòè ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùåé è èñõîäíîé çàäà÷. Àïïðîêñèìàöèÿ
çàäà÷è ñ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çàäà÷ ñ íåïðåðûâíîé íåëèíåé-
íîñòüþ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ñêëåéêè âèõðåâûõ è ïîòåíöèàëü-
íûõ òå÷åíèé ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå â ðàáîòàõ È.È. Âàéíøòåéíà. Íà àêòóàëüíîñòü äàí-
íîé òåìàòèêè è íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè óêàçàíî òàêæå â ðàáîòå
Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è À.Â. Ïîêðîâñêîãî [8].

1Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã; potapov@apmath.spbu.ru.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ïëîñêîé çàäà÷è Ãîëüäøòèêà ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè
íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè òîêà ψ , óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

∆ψ =

{
ω, åñëè ψ < 0,
0, åñëè ψ ≥ 0,

è êðàåâîìó óñëîâèþ
ψ|Γ = φ(s),

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, ω � çàâèõðåííîñòü, Γ � êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð ïëîñêîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω , φ � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ è îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ëèøü íà
÷àñòè êîíòóðà ôóíêöèÿ.

Àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷à èìååò âèä

∆ψ =


ωk, åñëè ψ < −ε,
−ωk

ε
ψ, åñëè − ε ≤ ψ ≤ 0,

0, åñëè ψ ≥ 0,

ψ|Γ = φ(s),

ωk > 0 , ε > 0 . Àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ êðàåâûì óñëîâèåì. Íåëèíåéíîñòü â óðàâíåíèè íåïðåðûâ-
íàÿ è çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà. Â ïðåäåëå, ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ê íóëþ, ïîëó÷à-
åòñÿ ðàçðûâíàÿ íåëèíåéíîñòü. Îòìåòèì, ÷òî ðàçðûâíûå íåëèíåéíîñòè äîâîëüíî ÷àñòî âîç-
íèêàþò êàê èäåàëèçàöèè íåïðåðûâíûõ íåëèíåéíîñòåé, èìåþùèõ ó÷àñòêè áûñòðîãî ðîñòà
ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåïðåðûâíûå íåëèíåéíîñòè çàâèñÿò
îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε è â ïðåäåëå ïðè ε → 0 ïîëó÷àåòñÿ ðàçðûâíàÿ íåëèíåéíîñòü. Â
ñèëó ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [5]�[7] àïïðîêñèìàòîðîì ïðè ψ ∈ [−ε, 0] ìîæåò áûòü ëþáàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ íà ýòîì îòðåçêå ôóíêöèÿ f = f(ψ) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì f(−ε) = ωk ,
f(0) = 0 .

Ôóíêöèÿ ψ0 óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å{
∆ψ0 = 0,
ψ0|Γ = φ(s).

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ψ0(x) ïîëîæèòåëüíà â îáëàñòè Ω . Ñäåëàâ
çàìåíó u = ψ − ψ0 , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

∆u =

{
ω, åñëè u < −ψ0(x),
0, åñëè u ≥ −ψ0(x),

u|Γ = 0.

Èìååì
−∆u = ωg(x, u(x)), (2.1)

u|Γ = 0, (2.2)

ãäå

g(x, u) =

{
−1, åñëè u < −ψ0(x),
0, åñëè u ≥ −ψ0(x).
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Êðàåâîé çàäà÷å (2.1)�(2.2) ñîïîñòàâèì ôóíêöèîíàë Jω(u) , çàäàííûé íà H1
◦(Ω) , ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

Jω(u) = J1(u)− ω

∫
Ω

dx

u(x)∫
0

g(x, s)ds,

ãäå

J1(u) =
1

2

2∑
i=1

∫
Ω

u2xidx =
1

2

∫
Ω

(u2x1 + u2x2)dx

 .

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ω0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ω > ω0

inf
v∈H1

◦(Ω)
Jω(v) < 0 , íàéäåòñÿ u ∈ H1

◦(Ω) òàêîå, ÷òî Jω(u) = inf
v∈H1

◦(Ω)
Jω(v) è ëþáîå òà-

êîå u ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ïîëóïðàâèëüíûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.2). Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè ω , ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðîå çíà÷åíèå, çàäà÷à èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå,
îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (â ñèëó òåîðåì âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ðåøåíèå íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìî). Â ñèëó [9] äëÿ âåëè÷èíû áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ω0 , íà÷èíàÿ ñ
êîòîðîãî çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (2.1)�(2.2) ðàçðåøèìà, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà ñâåðõó:

ω0 ≤ inf
û∈U

J1(û)∫
Ω

dx
û(x)∫
0

g(x, s)ds

,

ãäå U = {û ∈ H1
◦(Ω) :

∫
Ω

dx
û(x)∫
0

g(x, s)ds > 0} .

Çàôèêñèðóåì ω > ω0 è ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ωk) , ωk > 0 , ñõîäèò-
ñÿ ê ω . Íåëèíåéíîñòü g(x, u) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êàðàòåîäîðèåâûõ
ôóíêöèé (gk(x, u)) .

Èìååì
−∆u = ωkg

k(x, u(x)), x ∈ Ω, (2.3)

u|Γ = 0, (2.4)

ãäå

gk(x, u) =


−1, åñëè u < −ε− ψ0(x),
1
ε
(u+ ψ0(x)), åñëè − ε− ψ0(x) ≤ u ≤ −ψ0(x),
0, åñëè u ≥ −ψ0(x).

Â ñëó÷àå ìîäèôèêàöèè îäíîìåðíîãî àíàëîãà ìîäåëè Ãîëüäøòèêà òðåáóåòñÿ íàéòè äâà-
æäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ψ , óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

ψ′′ =


ω, åñëè ψ < −ε,
−ω

ε
ψ, åñëè − ε ≤ ψ ≤ 0,

0, åñëè ψ ≥ 0,

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ψ(0) = 1 , ψ(1) = 0 , ω > 0 , ε > 0 . Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Íåëèíåé-
íîñòü â óðàâíåíèè íåïðåðûâíàÿ è çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε , â ïðåäåëå ïðè ε → 0
ïîëó÷àåòñÿ ðàçðûâíàÿ íåëèíåéíîñòü. Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ðåãóëÿðèçà-
öèè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
â ñëó÷àå, êîãäà ñâîáîäíûé ÷ëåí åñòü ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ òèïà Õåâèñàéäà. Â äàííîé ðàáî-
òå ðåçóëüòàòû ðàáîò [5]�[7] ïåðåíîñÿòñÿ íà îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
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êîíêðåòíóþ çàäà÷ó ñ ðàçðûâàìè � îäíîìåðíûé àíàëîã ìîäåëè Ãîëüäøòèêà. Îòìåòèì, ÷òî
â ñèëó [5]�[7] àïïðîêñèìàòîðîì âìåñòî −ω

ε
ψ ïðè −ε ≤ ψ ≤ 0 ìîæåò áûòü òàêæå ëþ-

áàÿ ôóíêöèÿ f = f(ψ) , íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [−ε, 0] è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
f(−ε) = ω , f(0) = 0 .

3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Â ðàáîòå [3] äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è Ãîëüäøòèêà ïîêàçàíî, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ
òåîðåìû 1 èç ðàáîòû [5]. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (uk) ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ
çàäà÷ (2.3)�(2.4) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ ôóíêöèîíàëà Jω

íà H1
◦(Ω) , ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ukl) , ñõîäÿùóþñÿ â C1(Ω) ê ïîëóïðàâèëü-

íîìó ðåøåíèþ u0 ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2.1)�(2.2), äëÿ êîòîðîãî

Jω(u0) = inf
v∈H1

◦(Ω)
Jω(v) =

inf
v∈H1

◦(Ω)

1

2

∫
Ω

(v2x1 + v2x2)dx− ω

∫
Ω

dx

v(x)∫
0

g(x, s)ds

 .

Åñëè èíôèìóì Jω íà H1
◦(Ω) äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå u0 , òî uk → u0 â C1(Ω) .

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3 èç ðàáîòû [10] äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 ñóùåñòâóåò uk ∈ H1
◦(Ω)

òàêîå, ÷òî

Jk(uk) = inf
v∈H1

◦(Ω)
Jk(v) = inf

v∈H1
◦(Ω)

J1(v)− ωk

∫
Ω

dx

v(x)∫
0

gk(x, s)ds

 .

Ïðè÷åì ëþáîå òàêîå uk ∈ W2
q(Ω) è ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé àï-

ïðîêñèìèðóþùåé êðàåâîé çàäà÷è.
Â ðàáîòå [4] äëÿ îäíîìåðíîãî àíàëîãà ìîäåëè Ãîëüäøòèêà ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε → 0

âñå ðåçóëüòàòû î ðåøåíèÿõ (÷èñëî ðåøåíèé, àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ íîðì ðåøåíèé
è çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà, ïîðîæäàåìîãî çàäà÷åé, íà íèõ) ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè,
ïîëó÷åííûìè ðàíåå â ðàáîòå [2]. Äåéñòâèòåëüíî, èç èñêîìîãî óðàâíåíèÿ èìååì

ψ1(x) = c1x+ 1,

ψ2(x) = c2 cos

(√
ω

ε
x

)
+ c3 sin

(√
ω

ε
x

)
,

ψ3(x) =
ω

2
x2 + c4x+ c5,

ψ4(x) = c6

(
sin

(√
ω

ε
x

)
− tg

(√
ω

ε

)
cos

(√
ω

ε
x

))
,

ãäå c1, ..., c6 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè äàííûõ ôóíêöèé â òî÷êàõ x0 , x1 è x2 (ψ1(x0) = ψ2(x0) = 0 , ψ2(x1) =
ψ3(x1) = −ε , ψ3(x2) = ψ4(x2) = −ε) , íàõîäèì äàííûå ïîñòîÿííûå. Ïðè ε→ 0 èìååì

ψ1(x) → − x

x0
+ 1,

ψ2(x) → 0,
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ψ3(x) →
ω

2
(x− x0)(x− 1),

ψ4(x) → 0,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ [2]:

ψ(x) =

{
− x
x0

+ 1, åñëè 0 ≤ x ≤ x0
ω
2
(x− x0)(x− 1), åñëè x0 ≤ x ≤ 1

, x0 =
1

2
± 1

2

√
1− 8

ω
.

Çàìåíîé u = ψ + x− 1 èñõîäíàÿ çàäà÷à ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

u′′ =


ω, åñëè u < −ε+ x− 1,
ω
ε
(x− 1− u(x)), åñëè − ε+ x− 1 ≤ u ≤ x− 1,

0, åñëè u ≥ x− 1,
(3.1)

u(0) = u(1) = 0. (3.2)

Ïðè ε→ 0 äëÿ ëþáîãî ω > 0 äàííàÿ ïðîáëåìà èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ïðè 0 < ω < 8
äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Åñëè ω ≥ 8 , òî, êðîìå òðèâèàëüíîãî, çàäà÷à èìååò åùå äâà ðåøåíèÿ:

u±(x) =

{
x(1− 1

x0
), åñëè 0 ≤ x ≤ x0,

ω
2
(x− x0 +

2
ω
)(x− 1), åñëè x0 ≤ x ≤ 1,

ãäå x0 =
1
2
± 1

2

√
1− 8

ω
, êîòîðûå ïðè ω = 8 ñîâïàäàþò (ñëèâàþòñÿ â îäíî). Ôóíêöèîíàë

Jω(u) =
1

2

1∫
0

u′
2
dx− ω

∫
{x∈[0,1]: u(x)<x−1}

(x− 1− u(x))dx

äëÿ êàæäîãî ω > 0 äîñòèãàåò èíôèìóìà íà H1
◦ â íåêîòîðîé òî÷êå u0 , è ëþáîå òàêîå

u0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1)�(3.2) ïðè ε → 0 (äëÿ äàííîãî íåäèôôåðåíöèðóåìîãî
ôóíêöèîíàëà ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà). Íîðìà â H1

◦ èìååò
âèä:

||u||H1
◦ =

 1∫
0

u′
2

dx


1
2

.

Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ íîðì ðåøåíèé â H1
◦ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è

çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà Jω íà íèõ êàê ôóíêöèé ïàðàìåòðîâ ω è ε . Ïðè ε→ 0 èìååì

Jω(u±) =
1

1±
√

1− 8/ω
±
ω2
√
1− 8/ω

48
∓
ω
√

1− 8/ω

24
− ω2

48
+
ω

8
− 1

2

è

||u±||H1
◦ =

√
2

1±
√

1− 8/ω
∓
ω2
√
1− 8/ω

24
±
ω
√

1− 8/ω

12
+
ω2

24
− ω

4
− 1.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ íîðìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, ïîðîæäàåìîãî ýòîé çàäà÷åé,
íà íèõ â çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ω ; èññëåäîâàí âîïðîñ î ÷èñëå ðåøåíèé
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà (÷èñëî ðåøåíèé èñ÷åðïûâàåòñÿ íàé-
äåííûìè òðåìÿ, ò. å. íå÷åòíî).
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Çàäà÷à (3.1)�(3.2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

−u′′ = ω


−1, åñëè u < −ε+ x− 1,
1
ε
(u− x+ 1), åñëè − ε+ x− 1 ≤ u ≤ x− 1,

0, åñëè u ≥ x− 1,
(3.3)

u(0) = u(1) = 0. (3.4)

Ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à èìååò âèä
−u′′ = ωg(x, u(x)), (3.5)

u(0) = u(1) = 0, (3.6)

ãäå

g(x, u) =

{
−1, åñëè u < x− 1,
0, åñëè u ≥ x− 1.

Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è (3.5)�(3.6) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3 èç
ðàáîòû [10]. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ω0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ω > ω0 inf

v∈H1
◦
Jω(v) < 0 , è

íàéäåòñÿ u ∈ H1
◦ òàêîå, ÷òî

Jω(u) = inf
v∈H1

◦
Jω(v). (3.7)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû ω0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó [9]:

ω0 ≤ inf
û∈U

1
2

1∫
0

û′
2
dx∫

{x∈[0,1]: û(x)<x−1}
(x− 1− û(x))dx

,

ãäå U = {û ∈ H1
◦ :

∫
{x∈[0,1]: û(x)<x−1}

(x−1− û(x))dx > 0} . Êðîìå òîãî, åñëè u � òî÷êà ðàçðû-

âà ôóíêöèè g(x, ·) , òî −1 = g(x, u−) < g(x, u+) = 0 , ò. å. ôóíêöèÿ g(x, ·) èìååò òîëüêî
ïðûãàþùèå ðàçðûâû äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 1] . Çíà÷èò, ëþáîå u , óäîâëåòâîðÿþùåå (3.7),
ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ïîëóïðàâèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.5)�(3.6). Èç òåîðåìû 3 èç ðàáî-
òû [10] òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò uk ∈ H1

◦ òàêîå, ÷òî Jω(uk) = inf
v∈H1

◦
Jω(v). Ïðè÷åì

ëþáîå òàêîå uk ∈ W2
q è ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé àïïðîêñèìèðóþ-

ùåé çàäà÷è (3.3)�(3.4).
Äàëåå ðàññìîòðèì ïðîáëåìó áëèçîñòè ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è uk ê ðå-

øåíèÿì ïðåäåëüíîé çàäà÷è (3.5)�(3.6). Àíàëîãè÷íî [3] ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ îäíîìåðíîãî
àíàëîãà ìîäåëè Ãîëüäøòèêà âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 èç ðàáîòû [5]. Ïîýòîìó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (uk) ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ (3.3)�(3.4), ïîñòðîåííàÿ âûøå,
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ ôóíêöèîíàëà Jω íà H1

◦ è ñîäåðæèò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ukl) , ñõîäÿùóþñÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå C1 ê ïîëóïðàâèëüíî-
ìó ðåøåíèþ u0 ïðåäåëüíîé çàäà÷è (3.5)�(3.6), äëÿ êîòîðîãî Jω(u0) = inf

v∈H1
◦
Jω(v) . Åñëè

ïîñëåäíèé èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå u0 , òî uk → u0 â C1 .
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû îá óðàâíåíèÿõ ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòÿìè èëëþñòðèðóþò-

ñÿ ïðèêëàäíîé çàäà÷åé. Â çàäà÷å Ãîëüäøòèêà èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâîâàíèå íåòðè-
âèàëüíûõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ çàâèõðåííîñòè â îáëàñòè îòðûâíûõ òå÷åíèé.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà � çàâèõðåííîñòè, ïðåâûøàþùèõ
íåêîòîðîå çíà÷åíèå, çàäà÷à èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû (âûøå ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè ω > 8 îäíîìåðíûé
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àíàëîã ìîäåëè Ãîëüäøòèêà èìååò äâà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ). Êðîìå òîãî, èçó÷åíà ïðîáëåìà
áëèçîñòè ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùåé è ïðåäåëüíîé çàäà÷. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè uk � ñèëü-
íîå ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è, äîñòàâëÿþùåå àáñîëþòíûé ìèíèìóì ôóíêöèî-
íàëó çàäà÷è, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (uk) ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â
ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ê íåêîòîðîìó ïîëóïðàâèëüíîìó ðåøåíèþ ïðåäåëüíîé çàäà÷è, íà êî-
òîðîì ôóíêöèîíàë ýòîé çàäà÷è äîñòèãàåò íèæíåé ãðàíè íà âñåì ïðîñòðàíñòâå; åñëè ôóíê-
öèîíàë ïðåäåëüíîé çàäà÷è äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè íà âñåì ïðîñòðàíñòâå òîëüêî â
îäíîé òî÷êå u0 , òî uk → u0 â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, ÷òî òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòà-
ìè äàííîé ðàáîòû (íàïðèìåð, âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðè 0 < ω < 8 îäíîìåðíûé àíàëîã
ìîäåëè Ãîëüäøòèêà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, inf

v∈H1
◦
Jω(v) = 0 ).
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Approximations of Gol'dshtik's model

c⃝ D. K. Potapov2

Abstract. In this paper we consider continuous approximations of the Gol'dshtik problem
for separated �ows of incompressible �uid. An approximating problem is obtained from the
initial problem by small perturbations of a spectral parameter (vorticity) and by the continuous
approximations of discontinuous nonlinearity in the phase variable. Using a variational method
under certain conditions, we prove the convergence of solutions of the approximating problems to
the solutions of the initial problem. A modi�cation for a one-dimensional analogue of the Gol'dshtik
mathematical model is considered. The model is a nonlinear di�erential equation with a boundary
condition. Nonlinearity in the equation is continuous and depends on a small parameter. We have
a discontinuous nonlinearity, when this parameter tends to zero. The results of the solutions are
in accord with the results obtained for the one-dimensional analogue of the Gol'dshtik model.

Key Words: Gol'dshtik model, separated �ows, nonlinear di�erential equation, discontinuous
nonlinearity, continuous approximation.

2Associate Professor of Higher Mathematics Chair, Saint-Petersburg State University, Saint-Petersburg;
potapov@apmath.spbu.ru.
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ÓÄÊ 519.71

Cèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èè ìàëûõ

ïàðàìåòðîâ

c⃝ Ñàôîíêèí Â.È.1

Àííîòàöèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿøåíà èçó÷åíèþ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èè â
ðåé ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè
ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé â ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, ìàëûé ïàðàìåòð

Èçâåñòíî, ÷òî íàëè÷èå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñèñòåì ñ ïå-
ðåìåííîé ñòðóêòóðîé ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà ìàëûõ ïî âåëè÷èíå ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí â èññëåäóåìîì îáúåêòå. Áîëåå òîãî, èõ îòáðàñûâàíèå ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåàäåê-
âàòíîñòè ìîäåëè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè
ó÷åòà ìàëûõ ïàðàìåòðîâ èëè âîçìîæíîñòè èõ îòáðàñûâàíèÿ â ïðîöåññå ñîñòàâëåíèè ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü [3]. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòîò âîïðîñ ñâÿçàí ñ
æåëàíèåì èññëåäîâàòåëÿ óïðîñòèòü ìîäåëü ïóòåì ïîíèæåíèÿ åå ïîðÿäêà. Èìåþòñÿ, î÷å-
âèäíî, è äðóãèå ìîòèâû îöåíêè âëèÿíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé òàêèõ
ñèñòåì. Âîïðîñ ó÷åòà ìàëîãî ïàðàìåòðà, êàê èçâåñòíî, äëÿ ñèñòåì ñ ãëàäêèìè ïðàâûìè
÷àñòÿìè â îïðåäåëåííîé ìåðå ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì [2].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, â ñëó-
÷àå íàëè÷èÿ â íèõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, ïðèìåíåíèè ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â îáû÷íûõ
ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåìàõ, îêàçûâàåòñÿ íå âîçìîæíûì â ñèëó ðàçðûâà ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàæå íåçíà÷èòåëü-
íîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê ðåçêèì èçìåíåíèÿì â ïîâåäåíèè òàêèõ ñèñòåì. Â
ñâÿçè ñî ñäåëàííûìè çàìå÷àíèÿìè, åñòåñòâåííî, âñòàåò âîïðîñ îöåíêè ìàëîãî ïàðàìåòðà
íà ïðåäìåò âîçìîæíîñòè åãî îòáðàñûâàíèÿ â ìîäåëÿõ âîîáùå èëè óñòàíîâëåíèÿ ãðàíèö
åãî èçìåíåíèÿ, â êîòîðûõ ñâîéñòâà ðåàëüíîé ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ. Ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è
è ïîñâÿùàåòñÿ äàííàÿ ñòàòüÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé
âèäà

dx

dt
= f(t, x, y, µ, u(t, x, y)), (0.1)

µ
dy

dt
= g(t, x, y, µ), (0.2)

ãäå x ∈ Rn , y ∈ Rl , f(t, x, u) - íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ.
Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u(t, x, y) ∈ ℜm ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðîé
ïîâåðõíîñòè S(t) , çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì s(t, x1, ..., xn) = 0 è ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
ìíîæåñòâî Ì ìåðû íóëü, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ãðàíèö îáëàñòåé si(t, x, y) > 0 è si(t, x, y) <
0 , i = 1, 2, ...n .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(t, x, u(t, x, y)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âïëîòü äî îáùåé ãðà-
íèöû óêàçàííûõ îáëàñòåé. Ôóíêöèÿ g(t, x, y, µ) ∈ C(D), D = ([t0,+∞), Rn, Rl, µ ∈ (0, µ0)) ,
µ - ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.

Îáëàñòè s(t,x)> 0 è s(t,x)< 0 áóäåì íàçûâàòü îáëàñòÿìè îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè

u(t, x, y) . Â ýòèõ îáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî: ui(t, x, y) = u
(1)
i (t, x, y) , i = 1, 2...n ïðè

si(t, x, y) > 0 è ui(t, x, y) = u
(2)
i (t, x, C) ïðè

1Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê
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si(t, x, y) < 0 . Ôóíêöèè u
(1)
i (t, x, y) è u

(2)
i (t, x, y) ∈ C([t0,+∞)×Rn ×Rl).

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (0.1)-(0.2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü äîîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó, ïîëó÷åí-
íóþ â ïðåäïîëîæåíèè µ = 0 ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1) èç óðàâíåíèÿ
g(t, x, y) = 0 (0.3)

âûðàæàåì áûñòðóþ êîîðäèíàòó y = φ(t, x) è ïîäñòàâëÿåì åå êàê â óðàâíåíèå (0.1), òàê è
â âûðàæåíèÿ si(t, x, y) ;

2) ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [2] â ïðåäïîëîæåíèè ṡ(t, x) = 0 â ñèëó ñèñòåìû
(0.1) íàõîäèì âûðàæåíèå ôóíêöèè u(t, x) è ïîäñòàíîâêîé åå â óðàâíåíèå (0.1) ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

dx

dt
= ψ(t, x), (0.4)

ãäå ψ(t, x) ∈ C([t0,+∞) × Rn), x ∈ Rn , îïèñûâàþùåå äâèæåíèå íà ìíîãîîáðàçèè S∗(t)
( s∗(t, x) = 0 ) ;
3) òåì æå ìåòîäîì äîîïðåäåëÿåì ñèñòåìó (0.1) âíå ïîâåðõíîñòè S∗(t) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ṡ(t, x) ̸= 0 . Â ðåçóëüòàòå äîîïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èì ñèñòåìó

dx∗

dt
= f(t, x∗, ū(t, x∗)), (0.5)

ãäå ū(t, x∗) óïðàâëåíèå, ïîëó÷åííîå â ïðîöåññå äîîïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (0.1) âíå ìíîãîîá-
ðàçèÿ S∗(t) .

Ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðîé ôàêòè÷åñêè ïðîèçâåäåíî ðàçäåëåíèå äâèæåíèé â ñèñòåìå íà
áûñòðûå, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (0.2) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ , è ìåäëåííûå,
îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì (0.5). Òàêîé ïðîöåäóðîé ìû ïðîèçâåëè ïåðåõîä ïðè èññëåäîâàíèè
èñõîäíîé ñèñòåìû èç ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n+ l â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíî-
ñòè ïîðÿäêà n . Ïðè ýòîì ïðàâîìåðåí âîïðîñ: ÿâëÿþòñÿ ëè ýêâèâàëåíòíûìè äâèæåíèÿ,
îïèñûâàåìûå ñèñòåìîé (0.1) è ñèñòåìîé (0.5), ïîëó÷åííîé â ïðîöåññå äîîïðåäåëåíèÿ? Òî
åñòü, èìååò ëè ìåñòî lim

t→+∞
x(t) = x∗(t) ? Î÷åâèäíî, ýòîãî ìîæíî îæèäàòü òîëüêî â òîì ñëó-

÷àå, êîãäà â äîñòàòî÷íî ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè ïðè çíà÷åíèÿõ t > t0 áûñòðûå êîëåáàíèÿ
¾çàòóõàþò¿.

Ôàêòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ óñëîâèé íà ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòå-
ìû è ìàëûé ïàðàìåòð µ , ïðè êîòîðûõ ìîæíî óêàçàòü àëãîðèòì èçó÷åíèÿ ìåäëåííûõ äâè-
æåíèé. Â ðåøåíèè óêàçàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ
áûñòðûå êîëåáàíèÿ çàòóõàþò, à äâèæåíèÿìè íà ìíîãîîáðàçèè S∗(t) ìîæíî ìîäåëèðîâàòü
ìåäëåííûå äâèæåíèÿ.

1. Ñõîäèìîñòü áûñòðûõ äâèæåíèé.

Ïîä ñõîäèìîñòüþ áûñòðûõ äâèæåíèé áóäåì ïîíèìàòü èõ àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü
îòíîñèòåëüíî ìíîãîîáðàçèÿ S∗(t) . Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ñðàâíå-
íèþ ðåøåíèé ñèñòåì (0.4), îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå íà ìíîãîîáðàçèè S∗(t) , è ðåøåíèé
ñèñòåìû (0.5), îïèñûâàþùåé äâèæåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
Ïðåäëàãàåòñÿ òàêîå ñðàâíåíèå âûïîëíèòü íà îñíîâå ââåäåíèÿ ôóíêöèè V (t, z, s(z)) , ãäå
z = x∗ − x . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1)V (t, z, s) ∈ C([t0,+∞)×Rn ×Rm);V (t, 0, 0) = 0;

2) ∥z∥ ≤ V (t, z, s) ≤ k(t) ∥z∥ , t ≥ t0, V ∈ Rn, k(t) ∈ C([t0,+∞) , R1
+);
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3) ||V (t, z1, s)− V (t, z2, s)|| ≤ k(t) ∥z1 − z2∥ , ∀z1, z2 ∈ Rn;

4) lim
δ→+0

1

δ
(V (t+ h, z + δF, s(t+ h))− V (t, z, s(t)) ≤ ψ(t)V (t, z, s), ψ ∈ C([t0,+∞) , R1).

Çäåñü F åñòü ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

dz

dt
= f(t, z, s(z)).

Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2) îáåñïå÷èâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ïðîäîë-
æèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (0.5) âïðàâî ïðè çíà÷åíèè t > t0 , à óñëîâèÿ 3)-4) îáåñïå÷èâàþò
èõ îãðàíè÷åííîñòü.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ìû äîëæíû îáðàùàòü âíèìàíèå
íà òðè ìíîæåñòâà: S(t) ;S∗(t) è S̄(t) . Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå ïåðâîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò
èç òî÷åê ïîâåðõíîñòè s(x) = 0, âòîðîå � èç òî÷åê ïîâåðõíîñòè s∗(φ(x)) = 0 è òðåòüå èç
òî÷åê ïîâåðõíîñòè, îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì y = φ(x) .

Îöåíèì ïðè ïîìîùè ââåäåííîé ôóíêöèè áëèçîñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (0.2) y(t) è âû-
ðîæäåííîãî ðåøåíèÿ y∗(t) = φ(t, x∗) ïðè çíà÷åíèè µ = 0 . Ââåäåì ïåðåìåííóþ z = y−y∗ .
Ïîëîæèì V (t, z, s̄) = ∥y − y∗∥ , ãäå s̄ = y−φ(t, x) . Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V ïðèìåò
âèä

V̇ = φ′
x(t, x) · ẋ = φ′

x(t, x) · f(t, x, φ(t, x), u∗)−
1

µ
g(t, x, y), (1.1)

ãäå u∗ åñòü äîîïðåäåëåííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè S∗(t) ôóíêöèÿ u(t, x) .
Òàêèì îáðàçîì V̇ = φ′

x(t, x) · ψ(t, x, u∗)− 1
µ
g(t, x, y) . Òðåáóÿ V̇ < 0 , èìååì:

À) φ′
xψ(t, x, u

∗) < 0 â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè u∗(t, x) ;
Á) 1

µ
g(t, x, y) áóäåò îãðàíè÷åíà â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè çíà÷åíèåì L ∥y∥ , ãäå L −

Const, L > 0 .
Â) â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé À) è Á)

äîëæíî èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèå |φ′
x(t, x) · ψ(t, x, u∗)| > 1

µ
g(t, x, y) , t ∈ [t0,+∞)

Èç èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè â ñèñòåìå (0.1) � (0.2) ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé óäîâëå-
òâîðÿþò ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ À), Á) è Â), òî
áûñòðàÿ êîîðäèíàòà äâèæåíèÿ y(t) ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîïàäàåò â δ− îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ S∗(t) .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå À), òî ìåäëåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äâèæåíèé
ôàêòè÷åñêè îêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíîå âëèÿíèå íà ñòàáèëèçàöèþ áûñòðûõ äâèæåíèé â ñè-
ñòåìå. Âòîðîé ÷ëåí â âûðàæåíèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V (t, x.y) ìîæåò ìåíÿòü çíàê íà
ìíîæåñòâå g(t, x, y) = 0 . Îäíàêî, â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
S∗(t) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Â) çíàê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V (t, x.y) îñòàåòñÿ îòðèöà-
òåëüíî ïîñòîÿííûì. Ýòè çàìå÷àíèÿ è óñòàíàâëèâàþò ñïðàâåäëèâîñòü ñäåëàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ. Ò.å. ïðè t→ +∞ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè áûñòðûõ äâèæåíèé îêàæåòñÿ
â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S∗(t) .

Ïðèâåäåì ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå ñäåëàííûå óòâåðæäåíèÿ.

Ï ð è ì å ð 1.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

dx1
dt

= −x2 + Sign(s),

µ
dx2
dt

= x1 − 2x2, (1.2)
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Ãäå µ - ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, s = x1 + x2 − b, b− Const, b > 0 . Ïîëîæèâ
µ = 0 è çàìåíèâ â ïåðâîì óðàâíåíèè ïåðåìåííóþ x2 âûðàæåíèåì x2 =

1
2
x1 , áóäåì èìåòü

óðàâíåíèå
dx1
dt

= −1

2
x1 + Sign(s∗),

îïèñûâàþùåå ìåäëåííûå äâèæåíèÿ. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå S∗(t) , íà êîòîðîì óïðàâëåíèå
ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ, ïðèìåò âèä s∗ = 3

2
x1−b = 0 . Âîçüìåì ôóíêöèþ V â âèäå V = ∥s∗∥ .

Åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.2) ïðèìåò âèä V̇ = −3
4
x1 + 3

2
Sign(s∗) . Ïîòðåáîâàâ

âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ V̇ < 0 , íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
x1 > 2 â îáëàñòè s∗ > 0 è âñåõ çíà÷åíèé x1 > 0 â îáëàñòè s∗ < 0 . Òàêèì îáðàçîì,
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê â îáåèõ îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ïðè
çíà÷åíèÿõ x1 > 2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
s∗ = 0 òðàåêòîðèè ðåøåíèé ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ýòîìó ìíîæåñòâó.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî, åñëè ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé
lim ṡ∗ < 0 ïðè s∗ → +0 è lim ṡ∗ > 0 ïðè s∗ → −0 .

Òàêèì æå îáðàçîì îöåíèì ìíîæåñòâî g(x1, x2, 0) = x1 − 2x2 = 0 íà ïðåäìåò åãî óñòîé-
÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî áûñòðûõ òðàåêòîðèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïåðåìåííóþ z = x∗2 − x2 ,
ãäå x∗2− êîîðäèíàòà äâèæåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè s∗(x1, x2) = 0 , à x2− êîîðäèíàòà áûñòðûõ
äâèæåíèé âíå ïîâåðõíîñòè S∗(t).

Òîãäà â êà÷åñòâå ôóíêöèè ìîæíî ïðèíÿòü V = ∥z∥ . Ïîëàãàÿ µ = 0 , â ñèëó ñèñòåìû
áóäåì èìåòü

V̇ =
1

µ
g(x1, x2) +

1

2
(x2 − Sign(s∗)). (1.3)

Àíàëèçèðóÿ âûðàæåíèå ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.3), íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îáëà-
ñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè óïðàâëåíèÿ u(x1, x2) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà S

∗(t) ôóíê-
öèÿ V̇ èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

1) â îáëàñòè s∗(x1, x2) > 0 x2 < 1− 2
µ
g(x1, x2) ;

2) â îáëàñòè s∗(x1, x2) < 0 x2 < −1 + 2
µ
g(x1, x2).

3) â îáåèõ îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé À) è Á) äîëæíî èìåòü

ìåñòî x2 < min
{
1− 2

µ
g(x1, x2),−1 + 2

µ
g(x1, x2)

}
.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g(x1, x2)ìîæíî âñåãäà âûáðàòü òàêóþ δ− îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ, óñëîâèÿ À) � Â) áóäóò âûïîëíåíû.

Ï ð è ì å ð 1.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà

dx
dt

= cy − ρSign(y + x),
dy
dt

= −ky + Sign(y + x),
µdz
dt

= µz − x− y,
(1.4)

ãäå Sign(y+x) = u(x, y) , c, k, ρ− ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïîëîæèâ â (1.4) çíà÷åíèå
µ = 0 , áóäåì èìåòü ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ïîâåäåíèå ðåøåíèé â äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
R2 .

dx
dt

= cy − ρu(x, y),
dy
dt

= −ky + u(x, y),
(1.5)

ãäå óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ íà ìíîæåñòâå S∗(t). Ìåòîäîì
ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [1] ñèñòåìà (1.5) íà ìíîæåñòâå s∗(t) = 0 ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

dx
dt

= cy − ρ k−c
1−ρ ,

dy
dt

= −ky + k−c
1−ρ ,

(1.6)
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ãäå k−c
1−ρ åñòü âûðàæåíèå äîîïðåäåëåííîãî óïðàâëåíèÿ ū(x, y) íà äàííîì ìíîæåñòâå.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèè ṡ∗ ̸= 0 , ïîëó÷èì ñèñòåìó

dx
dt

= cy − ρky−cy+ṡ
1−ρ ,

dy
dt

= −ky + ky−cy+ṡ
1−ρ ,

(1.7)

îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå äâèæåíèé ñèñòåìû âíå ìíîæåñòâà S∗(t) . Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ: x =
x1, y = x2, ñèñòåìà (1.6) ïðèìåò âèä

dx1
dt

= cx2 − ρ k−c
1−ρ ,

dx2
dt

= −kx2 + k−c
1−ρ ,

(1.8)

à, ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ: x = y1, y = y2 , ñèñòåìà (1.7) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

dy1
dt

= cy2 − ρψ(y1, y2),
dy2
dt

= −ky + ψ(y1, y2),
(1.9)

ãäå ψ(y1, y2) =
(k−c)y2+ṡ

1−ρ .

Íàïîìíèì, çäåñü ñèñòåìà (1.8) îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà ìíîæåñòâå S∗(t) , à ñèñòå-
ìà (1.9) - âíå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ðåøåíèé óêàçàííûõ ñèñòåì, äëÿ ÷åãî
ââåäåì ôóíêöèþ V = ∥y − x∥ , ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â ñèëó ñèñòåì (1.7) è (1.8) ïðèìåò
âèä

V̇ = [(y1 − x1)(ẏ1 − ẋ2) + (y2 − x2)(ẏ2 − ẋ2)] · [(y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2]
− 1

2 =

= (y1−x1)$1(x2)+(y2−x2)$2(x2)√
(y1−x1)2+(y2−x2)2

· (− ρ
1−ρ)

,

ãäå Φ1(x2) = [(k − c)x2 − ṡ− (k − c)] , Φ2(x2) = [(k − c)x2 − ṡ+ (k − c)] .
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèè Φ1 è Φ2 íåâîçðàñòàþùèå ïî ïåðåìåííîé x2 â îáëà-

ñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè, à ïàðàìåòð ρ ñâîèì çíà÷åíèåì óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 ≤ ρ < 1 ,
òî èìååì V̇ ≤ 0 . Êðîìå òîãî, âèäíî, ÷òî ïðè ∥y − x∥ = 0ôóíêöèÿ V îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ V óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèÿì 1) ÷ 4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t → +∞ âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç îáëàñòåé
îäíîçíà÷íîñòè s∗ > 0 è s∗ < 0 ïîïàäàþò â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ
S∗(t) .

Âûâîäû. Ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî äîîïðåäåëåííàÿ ïî ïðåäëîæåí-
íîé ñõåìå èñõîäíàÿ ñèñòåìà â ïðåäïîëîæåíèè µ = 0 è ïðè íàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé íà ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé ìîæåò ñîäåðæàòü ñêîëüçÿùèå ðåæèìû, êîòîðûå îïè-
ñûâàþò ìåäëåííûå äâèæåíèÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå (0.1) - (0.2) . Êàê èçâåñòíî, íàëè÷èå èëè
îòñóòñòâèå ìåäëåííûõ ðåæèìîâ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé (0.1)-(0.2),
ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì äëÿ ïðàêòèêè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðèìåðîì 1, ìû ïîêàçàëè âîçìîæ-
íîñòü ãàøåíèÿ áûñòðûõ êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ g(x, y, 0) = 0 , à ïðèìåðîì
2 óñòàíîâëåí ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìàõ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èå â íèõ
ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ.

Îêàçûâàåòñÿ: åñëè ôóíêöèÿ ψ(t) â óñëîâèè 4) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ψ(t) ≤
0, t ∈ [t0,+∞) è âûïîëíåíî óñëîâèå F (t, 0, 0) ≡ 0 , òî â ñèëó [5] äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
z(t : t0, x0, s(t0)) èìååò ìåñòî ∥z(t : t0, z0, s(t0)∥ ≤ N äëÿ âñåõ t ≥ t0, N − const . À ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî lim

t→+∞
∥z(t : t0, z0, s(t0)∥ = 0 , ò.å. ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) ïîïàäàåò â

δ− îêðåñòíîñòü ïîâåðõíîñòè S (s(t, x) = 0) , x ∈ Rn ïðè t→ +∞.
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2. Èññëåäîâàíèå ìåäëåííûõ äâèæåíèé.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè ìíîæåñòâà: S∗(t); S̄(t) è Sk(t) . Ïåðâîå ìíîæåñòâî
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì s(t, x, y, 0) = 0 , âòîðîå � óðàâíåíèåì g(t, x, y, 0) = 0 , à òðåòüå
óðàâíåíèåì s(t, x, y, µk) = 0 , µk ∈ (0, µ∗) .
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè µ → 0 , â ìîìåíòû âðåìåíè tk , k = 1, 2, ... çíà÷åíèÿ µ
îáðàçóþò ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk} .

Ïðè äîîïðåäåëåíèè [2], óðàâíåíèå (0.1), îïèñûâàþùåå ìåäëåííûå äâèæåíèÿ, ìîæåò
áûòü çàìåíåíî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dx

dt
= f(t, x, y, Uk(t, x)), (2.1)

ãäå îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå è íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå ïðè äîîïðåäåëåíèè
ôóíêöèè u(t, x, y, µ) íà ìíîæåñòâå Sk(t) , ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèþ µ: . Ïðè ýòîì
u(t, x, y, µk) ∈ Uk(t, x). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (2.1) ìîæíî çàìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíûì
âêëþ÷åíèåì

dx

dt
∈ Fk(t, x), (2.2)

ãäå ìíîæåñòâî Fk(t, x) = f(t, x, y, Uk(t, x) îòâå÷àåò äîîïðåäåëåíèþ ñèñòåìû (0.1) â òî÷êå
x(t) íà ìíîæåñòâå Sk(t) . Âïðåäü â ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.1) â ñèëó ìàëîñòè
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ áûñòðóþ ïåðåìåííóþ y áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð, ò.ê. ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ tk ∈ [t0, T ) áûñòðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ y(t) äâèæåíèÿ â êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿåò ñâîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå y0 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (2.2) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:
1) Fk(t, x) - âûïóêëûå êîìïàêòû äëÿ âñåõ òî÷åê (t, x) ∈ Sk(t) , ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì
µk ;
2) ôóíêöèÿ Fk - ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t, xk) → Fk(t, xk) íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè
àðãóìåíòîâ, ãäå (t, xk) ∈ Sk(t) . Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ Fk èìååò ìåñòî α(F (t, xk), F (t, x

∗)) →
0 ïðè xk → x∗ , t− Const . Çäåñü α(A,B) = max{sup

a∈A
ρ(a,B), sup

b∈B
ρ(b, A)} .

Ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé [3]-[4].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ M δ ìíîæåñòâà M áóäåì
íàçûâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ ρ(x,M) ≤ δ . Î÷åâèäíî
M δ - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Íàèìåíüøèì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì
coM ìíîæåñòâà M áóäåì íàçûâàòü ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ A1, A2, , , ,
ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî M .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Âåêòîð-ôóíêöèþ y(t) áóäåì íàçûâàòü δ - ðåøåíèåì
(ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ñ òî÷íîñòüþ äî δ ) âêëþ÷åíèÿ ẋ ∈ F (t, x) ñ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé F , åñëè íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå èìååò ìåñòî ïî÷òè âñþäó ẏ(t) ∈
Fδ(t, y(t)) , ãäå Fδ(t, y(t)) ≡ [coF (tδ, yδ)]δ , F (tδ, yδ)− ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ F (t1, y1) äëÿ
âñåõ t1 ∈ tδ , y ∈ yδ , |y1 − y| ≤ δ , |t1 − t| ≤ δ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Ìíîæåñòâî F∗(t, x) äëÿ ìíîæåñòâ Fk(t, x) , k = 1, 2, ...
áóäåì ñ÷èòàòü ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì, åñëè èìååò ìåñòî α(Fk(t, x), F∗(t, x

∗)) → 0
ïðè x→ x∗ .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5. Åñëè òî÷êà (t∗, x∗) ∈ S∗(t) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðè-
òÿæåíèÿ ìíîæåñòâà S∗(t) , òî òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ p∗(t∗, x∗)òðàåêòîðèè ñ ìíîæåñòâîì
S∗(t) áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé ïàäåíèÿ. Åñëè â òî÷êå p∗(t∗, x∗) òðàåêòîðèÿ ïåðåõîäèò â
äðóãóþ îäíîçíà÷íóþ îáëàñòü, òî áóäåì åå íàçûâàòü òî÷êîé ñðûâà.

Ïðè ââåäåííûõ îïðåäåëåíèÿõ ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:
1) äëÿ çíà÷åíèéµ ∈ (0, µ0) ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk} , ò.å. µk →

µ∗ ïðè k → ∞ ;
2) êàæäîìó çíà÷åíèþ µk â ïðîñòðàíñòâå Rl îòâå÷àåò ìíîæåñòâî Sk(t, µk) ;
3) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ µk íà ìíîæåñòâå Sk(t) ñóùåñòâóåò òî÷êà ïàäåíèÿ (t, xk)

òðàåêòîðèè èç îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè. Êàê èçâåñòíî, ïðè äîîïðåäåëåíèè ñèñòåìû ( ) òàêîé
òî÷êå îòâå÷àåò ìíîæåñòâî Fk(t, xk) . Äëÿ çíà÷åíèÿ µ = 0 òàêîé òî÷êîé áóäåì ñ÷èòàòü
òî÷êó (t, x∗) ∈ S∗(t) .

4)äëÿ êàæäîé òî÷êè ïàäåíèÿ (tk, xk) ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ åå εk− îêðåñòíîñòü, êàæ-
äàÿ òî÷êà êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ρ(x, xk) ≤ εk . Òàêèå ìíîæåñòâà áóäåì
îáîçíà÷àòü M εk . Äëÿ òî÷êè (t, x∗) - ñîîòâåòñòâåííî M ε∗ .

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ F (t, x) íåïðåðûâíà â òî÷êå (tk, xk) , òî â δ -
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ìîæíî âûäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk} , ñõîäÿùóþñÿ ê
ýòîé òî÷êå, ò.å. {xk} → x∗ ïðè k → ∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî ñäåëàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f(x) , ïðèíÿâ çà ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâîF (t, x∗) .

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ M εk - íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå è çà-
ìêíóòîå, êðîìå òîãî, îíè îáðàçóþò âëîæåííûå ïîäìíîæåñòâà â îáëàñòè G ∈ Rl ñ ðàäè-
óñàìè rµk , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µk ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ñ ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé µ∗ , òî ïðè k → ∞ èìååò ìåñòî ρ(M εk ,M ε∗) → 0 (ðàâíîñèëüíî xk(t) → x∗ ∈ S∗(t) ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü rµk - ðàäèóñû âëîæåííûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïðè-
÷åì, r∗µ = min {rµk} . Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì òåîðåì â îêðåñòíîñòè M ε∗ òî÷êè
(t, x∗) ïðè k → ∞ áóäåò ðàñïîëîæåíà òî÷êà (t, xk) ∈ Sk(t) , êîòîðàÿ áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ
îò òî÷êè (t, x∗) íà ñêîëü óãîäíî ìàëîì ðàññòîÿíèè ρ . Î÷åâèäíî, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xk} òî÷êà (t, x∗) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðåäåëüíîé ïðè r∗µ → 0 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà xp , îòñòîÿùàÿ îò òî÷êè (t, x∗) íà ðàññòî-
ÿíèè áîëüøåì rµk , òî ìíîæåñòâà M ε∗ è M εp íå ïåðåñåêàþòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
òåîðåìû.

Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî Fk(t, xk) ñîñòîèò èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê çíà÷åíèé ôóíêöèè
f(t, x, u(t, x)) ïðè xk → x∗ . Ñðåäè òàêèõ çíà÷åíèé íàõîäÿòñÿ è âåêòîðû f+(t, x, u(t, x)) =
lim f ïðè x → x∗ â îáëàñòè s∗(x) > 0 , f−(t, x, u(t, x)) = lim f ïðè x → x∗ â îáëàñòè
s∗(x) < 0 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f+
Nk
, f−
Nk

- ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêöèè âåêòîðîâ f+ è f− íà íîðìàëü,
ïðîâåäåííóþ ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà Sk(t) â òî÷êå (t, xk) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.6. Ìíîæåñòâî òî÷åê, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó âåêòîðàìè
f+(t, xk) è f−(t, xk) è âûïóêëîé îáîëî÷êîé, íàòÿíóòîé íà êîíöû ýòèõ âåêòîðîâ, áóäåì
íàçûâàòü âûïóêëûì êîíóñîì Ck .

Ò å î ð å ì à 2.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 2, êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ
òî÷åê xk ∈ Sk(t) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà f+

k−1 ≥ f+
k è f−

k−1 ≥ f−
k äëÿ âñåõ xk ∈

[xk−1, xk] , òî èìååò ìåñòî ρ(Fk−1(t, xk−1), Fk(t, xk)) → 0 ïðè xk−1 → xk .
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 1-3, òî âûïóêëûå êîíóñû Ck ÿâëÿþòñÿ
âëîæåííûìè äëÿ âñåõ xk ∈ [xk−1, xk] . Ýòè êîíóñû áóäóò ñîäåðæàòüñÿ ìåæäó íàïðàâëÿþ-
ùèìè ïðÿìûìè, ëåæàùèìè íà âåêòîðàõ f−

Nk
è f+

Nk
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè xk−1 → xk ,

âûïóêëûå îáîëî÷êè, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâà Fk−1(t, xk−1) è Fk(t, xk) áóäóò îòñòîÿòü
äðóã îò äðóãà íà ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåëè÷èíó, ò.å. èìååò ìåñòî ρ(Fk−1, Fk) → 0 .
Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå âëå÷åò âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèå ρ(Fk−1, F∗) → 0 ïðè xk → x∗ .

Ï ð è ì å ð 2.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ1 = 2Sign(2x1 − x2 + µ)− Sign(2x2 − x1 + µ),
ẋ2 = −2Sign(2x1 − x2 + µ) + Sign(2x2 − x1 + µ),
µẋ3 = x2 − x1.

(2.3)

ãäå µ - ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Äîîïðåäåëèâ ñèñòåìó () ïðè µ = 0 , áóäåì èìåòü
ñèñòåìó âèäà

ẋ1 = 2SignS∗
1 − SignS∗

2 ,
ẋ2 = −2SignS∗

1 + SignS∗
2

(2.4)

Ïðè çíà÷åíèè µ = 0ìíîãîîáðàçèÿ S∗
1 è S∗

2 ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè Ox2
è Ox1 ñîîòâåòñòâåííî. Òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ îò-
ðåçêè ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè ìíîãîîáðàçèé S∗

1 è S∗
2 . Ïðè çíà÷åíèè µ ̸= 0 òàêèìè

ìíîãîîáðàçèÿìè áóäóò x1 = µ è x2 = µ (ñì. ðèñóíîê 1).
Ìíîæåñòâàìè òî÷åê xk íà ìíîãîîáðàçèÿõ S∗

1 è S∗
2 ÿâëÿþòñÿ òî÷êè xk íà òðàåêòîðè-

ÿõ äâèæåíèÿ. Äëÿ êàæäîé òàêîé òî÷êè èìååò ìåñòî f−
Nk

= f+
Nk
. Âûïóêëûìè êîíóñàìè

çäåñü ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêè, îáðàçîâàííûå âåêòîðàìè: f−
1 (x1, x2) ; f

−
1 (x1, x2) è îòðåçêà-

ìè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ýòèõ âåêòîðîâ. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê xk−1 è xk , ëåæàùèå íà
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, èõ êîíóñû ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè è âëîæåííûìè. Ïðè ýòîì íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî ïðè µ → 0 çíà÷åíèå µk−1 → µk , à xk−1 → xk äëÿ âñåõ x ∈ [xk−1, xk] .
Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè âñå òðåáîâàíèÿ êàê òåîðåìû 3, òàê è òåîðåì
1-2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè Fk−1 è Fk , îáðàçîâàííûå îòðåçêà-
ìè, ñîåäèíÿþùèìè âåðøèíû âåêòîðîâ f=

k è f+
k , ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè çíà÷åíèÿõ µ→ 0 .

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ µ ðåøåíèå x∗(t) è ðåøåíèå xk(t) ,
íàõîäÿùèåñÿ â δ− îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà S∗(t) , ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà ñêîëü óãîäíî ìàëóþ
âåëè÷èíó ε(µ) .
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèé S∗
1(t) è S∗

2(t)

Âûâîäû. Â ýòîì ïóíêòå ñäåëàíà ïîïûòêà îöåíèòü âëèÿíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà íà ïîâåäå-
íèå â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ìåäëåííûõ äâèæåíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî áûñòðûå êîëåáàíèÿ
ñòàáèëèçèðóþòñÿ â êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå
ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè íà ìíîãîîáðàçèå ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè è èõ ñîõðàíåíèå
â âèäå ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ, ïîçâîëÿþò îöåíèòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà,
îáåñïå÷èâàþùèå òðåáóåìûé ðåæèì â èçó÷àåìîé ñèñòåìå.
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Sistem with variable structure in the presence of small

parameter

c⃝ V.I. Safonkin 2

Abstract. The article is devoted to studying the behavior of system with variable structure in
the presence of small parameter. These results can be useful in studying relaxation oscillations in
physical devices.

Key Words: system with variable structure; small parameter.

2Associate professor of applied mathematics chair, Mordovian State University, Saransk
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ÓÄÊ 532.582.7

Âëèÿíèå òâåðäîé ñôåðû íà ëèíåéíûé ïîòîê æèäêîñòè,

âÿçêîñòü êîòîðîé çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû

c⃝ À. Î. Ñûðîìÿñîâ1

Àííîòàöèÿ. Çàäà÷à î òâåðäîé ñôåðå â ëèíåéíîì ïîòîêå æèäêîñòè ïåðåìåííîé âÿçêîñòè ðå-
øåíà â ïðèáëèæåíèè Ñòîêñà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû âäàëè îò ÷àñòèöû
ïîñòîÿíåí. Èçó÷åíî âçàèìîäåéñòâèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ. Ïî-
êàçàíî, ÷òî â îòëè÷èå îò æèäêîñòè ïîñòîÿííîé âÿçêîñòè íà ÷àñòèöó ìîæåò äåéñòâîâàòü ñèëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Âÿçêàÿ æèäêîñòü, ïåðåìåííàÿ âÿçêîñòü, ïðèáëèæåíèå Ñòîêñà, àñèìïòî-
òè÷åñêèå ìåòîäû, ñóñïåíçèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ìíîãîôàçíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî îïèñûâàòü âçà-
èìîäåéñòâèå íåñóùåé ñðåäû (íàïðèìåð, æèäêîñòè) è äèñïåðñíîé ôàçû (íàïðèìåð, âçâå-
øåííûõ â æèäêîñòè ÷àñòèö). Â èçó÷àåìûõ ñðåäàõ ïðîèñõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèå, òåðìîäèíàìè÷åñêèå è ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû, è çíà÷èòåëüíóþ ðîëü ìîãóò
èãðàòü ïåðåêðåñòíûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ âçàèìîâëèÿíèåì ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ è ÿâ-
ëåíèé. Íàïðèìåð, èç-çà êîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èçìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà ôåððîìàã-
íèòíîé æèäêîñòè, ÷òî îòðàæàåòñÿ íà äâèæåíèè âçâåøåííûõ â íåé ÷àñòèö.

Íèæå èçó÷àåòñÿ ñóñïåíçèÿ, îáðàçîâàííàÿ òâåðäûìè ñôåðàìè â æèäêîñòè, âÿçêîñòü êî-
òîðîé çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. ×àñòèöû ðàñïîëîæåíû äàëåêî äðóã îò äðóãà, òàê ÷òî â
îêðåñòíîñòè êàæäîé èç íèõ âëèÿíèåì äðóãèõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Êðîìå òîãî, íà âçâå-
øåííûå ÷àñòèöû íå äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû è ìîìåíòû. Âñå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â
ñóñïåíçèè, ñ÷èòàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.

2. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñêîëüêó ìû ïðåíåáðåãàåì âçàèìîäåéñòâèåì òâåðäûõ ñôåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â
æèäêîñòè âçâåøåíà åäèíñòâåííàÿ ÷àñòèöà Ω íåêîòîðîãî ðàäèóñà a . Åå öåíòð äëÿ óäîáñòâà
ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ íà÷àëîì O äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî O çàäàåòñÿ âåêòîðîì x⃗ = (x1, x2, x3) .

Òå÷åíèå æèäêîñòè â áåçûíåðöèîííîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂σij
∂xj

= 0, div u⃗ = 0, (2.1)

ãäå u⃗ � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè, σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé:

σij = −pδij + η
(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(2.2)

1Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; syal1@yandex.ru.
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Çäåñü p � äàâëåíèå â æèäêîñòè, η � âÿçêîñòü. Îíà çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû T ïî çàêîíó

η(T ) = η0

(
1− α

T − T0
T0

)
, (2.3)

ãäå α > 0 � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, T0 � ò.í. óñëîâíûé íóëü òåìïåðàòóðû. Îòíîøåíèå
(T−T0)/T0 ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì. Ôîðìóëà (2.3) ïîëó÷àåòñÿ ïðè ëèíåàðèçàöèè áîëåå ñëîæíûõ
çàâèñèìîñòåé η(T ) [1] è îòðàæàåò ïàäåíèå âÿçêîñòè ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû.

Èç óðàâíåíèé (2.2) è (2.3) ñëåäóåò, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âëèÿåò íà
òå÷åíèå æèäêîñòè. Ïåðåìåùåíèå æèäêîñòè òàêæå ìîæåò îêàçûâàòü âëèÿíèå íà çíà÷åíèå
T â êàæäîé òî÷êå. Áóäåì, îäíàêî, ñ÷èòàòü òå÷åíèå íàñòîëüêî ìåäëåííûì, ÷òî îíî íå
èãðàåò ðîëè â ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû. Òîãäà T (x⃗) äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ

∆T = 0 (2.4)

Î÷åâèäíî, âíå è âíóòðè ÷àñòèöû òåìïåðàòóðíîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ ðàçíûìè ôóíêöèÿìè.
Îáîçíà÷èì îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû æèäêîñòè (�uid) è ÷àñòèöû (particle) îò âåëè÷èíû
T0 ÷åðåç Tf (x⃗) è Tp(x⃗) . Ñîãëàñíî (2.4), îáå ýòè ôóíêöèè äîëæíû áûòü ãàðìîíè÷åñêèìè.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è òàêîâû. Â öåíòðå ÷àñòèöû òåìïåðàòóðà äîëæíà áûòü êî-
íå÷íîé; èìåííî åå ìîæíî ïðèíÿòü çà ¾óñëîâíûé íóëü¿. Ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû íà áåñ-
êîíå÷íîñòè ïîñòîÿíåí, à íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû íåïðåðûâíû òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé
ïîòîê:

Tp(⃗0) = 0; ∇Tf → T⃗ = const, |x⃗| → ∞; Tp = Tf , κp
∂Tp
∂n

= κf
∂Tf
∂n

, |x⃗| = a (2.5)

Çäåñü κp è κf � òåïëîïðîâîäíîñòè ÷àñòèöû è æèäêîñòè, n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû.

Ïîòîê æèäêîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè â îòñóòñòâèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ëèíååí:

ui → C
(0)
ij xj, C

(0)
ij = const, |x⃗| → ∞, T⃗ = 0 (2.6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V⃗ è Γ⃗ àáñîëþòíûå ëèíåéíóþ è óãëîâóþ ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Â òàêîì
ñëó÷àå óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ui(x⃗) = Vi + Γijxj, |x⃗| = a (2.7)

Èòàê, ñóñïåíçèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (2.1)�(2.7). Ïîñêîëüêó ïîòîê íå âëè-
ÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ñíà÷àëà ñëåäóåò ðåøèòü òåðìîäèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó
(2.4)�(2.5). Ïîñëå ýòîãî, çíàÿ Tf (x⃗) è ñ÷èòàÿ V⃗ è Γ⃗ èçâåñòíûìè, ìîæíî íàéòè ïîëÿ
ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ â æèäêîñòè èç óðàâíåíèé (2.1)�(2.3), (2.6), (2.7). Íàêîíåö, äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ñàìèõ V⃗ è Γ⃗ íàäî èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ ñèë è ìîìåíòîâ.

3. Îïðåäåëåíèå ïîëÿ òåìïåðàòóðû

Çàäà÷à (2.4)�(2.5) äëÿ ñëó÷àÿ íåïîäâèæíîé æèäêîñòè ðåøåíà â [2]:

Tp = (1 + κ)Tsxs,
(3.1)

Tf = Tsxs − κa3TsLs(x⃗)
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Çäåñü îáîçíà÷åíî κ = (κf − κp)/(κp + 2κf ) . Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè Li···j (ìóëüòèïîëè)
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

L0(x⃗) =
1

|x⃗|
, Li···j(x⃗) =

∂

∂xi
· · · ∂

∂xj

( 1

|x⃗|

)
Ïðè íàõîæäåíèè ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ u⃗ è p⃗ íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ëèøü ðàñïðå-
äåëåíèå òåìïåðàòóðû âíå ÷àñòèöû, çàäàííîå ôóíêöèåé Tf (x⃗) .

4. ¾Ôîíîâûé¿ ïîòîê

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá îáòåêàíèè ÷àñòèöû îñíîâíîé (¾ôîíîâûé¿) ïîòîê ñî ñêîðîñòüþ

U⃗ è äàâëåíèåì P , êàê ïðàâèëî, èçâåñòåí çàðàíåå, è òðåáóåòñÿ íàéòè âîçìóùåíèÿ v⃗ è p′ ,
âíîñèìûå â íåãî ÷àñòèöåé. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ëèíåéíû, òî îáùèå ñêîðîñòü
è äàâëåíèå â æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñóììàìè

u⃗ = U⃗ + v⃗, p = P + p′ (4.1)

Â ñëó÷àå, êîãäà âÿçêîñòü ïåðåìåííàÿ, ñíà÷àëà íåîáõîäèìî íàéòè ñàìè ¾ôîíîâûå¿ ñëà-
ãàåìûå. Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âìåñòî T ñëåäóåò ïîäñòàâèòü íå Tf (x⃗) , çàäàí-
íóþ ôîðìóëîé (3.1), à âûðàæåíèå T = T0 + Tsxs (òàêîé âèä ïðèíèìàåò òåìïåðàòóðà â
îòñóòñòâèå âçâåøåííûõ ÷àñòèö).

Îñíîâûâàÿñü íà (2.6), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ui = Cijxj . Ãðàäèåíò ñêîðîñòè Cij è äàâëå-
íèå íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü óðàâíåíèÿ (2.1). Áóäåì ðàñêëàäû-
âàòü η , P è Cij ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà

Q(x⃗) =
T − T0
T0

=
Tsxs
T0

Èç (2.3) ñëåäóåò, ÷òî η = η0(1− αQ) . Àíàëîãè÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî Q ïîëó÷èì:

Cij = C
(0)
ij + C

(1)
ij Q, P = P (0) + P (1)Q, C

(0,1)
ij = const, P (0,1) = const

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ¾ôîíîâàÿ¿ ñêîðîñòü æèäêîñòè êâàäðàòè÷íà, à äàâëåíèå � ëèíåéíî
ïî êîîðäèíàòàì. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð W⃗ è ñêàëÿð Π :

Wi = C
(1)
ij xjQ =

1

T0
C

(1)
ij Tkxjxk, Π = P (1)Q =

1

T0
Tkxk,

òîãäà ñêîðîñòü è äàâëåíèå ïðèíèìàþò âèä

Ui = C
(0)
ij xj +Wi, P = P (0) +Π (4.2)

Ñëàãàåìîå C
(0)
ij xj îòâå÷àåò òå÷åíèþ (2.6) â îòñóòñòâèå ïåðåïàäà òåìïåðàòóðû.

Ïîäñòàâèì (4.2) â (2.1). Åñëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñ òî÷íîñòüþ äî Q , òî

η0∆Wi =
∂Π

∂xi
+ 2αη0E

(0)
ij Tj, divW⃗ = 0 (4.3)

Çäåñü E
(0)
jk � ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ãðàäèåíòà ñêîðîñòè C

(0)
jk . Äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì

äëÿ îïðåäåëåíèÿ W⃗ è Π ìîæåò ñëóæèòü çàäàííûé âäàëè îò ÷àñòèöû òåíçîð íàïðÿæåíèé
â ïðèñóòñòâèè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû.
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5. Ïîñòàíîâêà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è

Òåïåðü, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (3.1) è îñíîâíîå òå÷åíèå (4.2) èçâåñòíû, íåîá-
õîäèìî íàéòè âîçìóùåíèå, âíîñèìîå â ïîòîê ÷àñòèöàìè.

Ñ ó÷åòîì (4.1) è (4.2) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.7) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó:

vi + E
(0)
ij xj + Ω

(0)
ij xj +Wi = Vi + Γijxj, |x⃗| = a (5.1)

Âåëè÷èíà Ω
(0)
ij (àíàëîãè÷íî E

(0)
ij ) åñòü àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ãðàäèåíòà ñêîðîñòè.

Èç (2.6) ñëåäóåò, ÷òî âäàëè îò ÷àñòèöû è â îòñóòñòâèå ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû âîçìó-
ùåíèÿ ñêîðîñòè çàòóõàþò:

vi → 0, |x⃗| → ∞, T⃗ = 0 (5.2)

Â çàäà÷å áåç ÷àñòèö íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ðàñêëàäûâàëèñü â ðÿä ïî ïàðàìåòðó Q; â
çàäà÷å ñ ÷àñòèöåé ââåäåì ìàëûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð δ = Θa/T0 , ãäå Θ = |T⃗ | . Òîãäà

v⃗ = v⃗(0) + v⃗(1)δ + . . . , p′ = p(0) + p(1)δ + . . . , σij = σ
(0)
ij + σ

(1)
ij δ + . . . ,

Vi = V
(0)
i + V

(1)
i δ + . . . , Γij = Γ

(0)
ij + Γ

(1)
ij δ + . . . , (5.3)

Wi = C
(1)
ijkxjxkδ + . . . , Π = P (1)δ + . . .

Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî âáëèçè ÷àñòèöû ââåäåííûé ðàíåå ïàðàìåòð
Q èìååò ïîðÿäîê δ . Òåíçîð C

(1)
ijk çàäàåò êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà.

Åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íûì ïî âòîðîìó è òðåòüåìó èíäåêñàì, êðîìå òîãî, â ñèëó
óñëîâèÿ divU⃗ = 0 äîëæíî áûòü Ciik = Ciki = 0 .

Ïîäñòàíîâêà (3.1) â (2.3) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ âÿçêîñòè:

η = η0

[
1− α

Θa
Tf (x⃗)δ

]
(5.4)

×òîáû íàéòè v⃗ è p′ , íåîáõîäèìî â óðàâíåíèÿ (2.1), (2.2) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5.1),
(5.2) ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèÿ (4.1), (4.2), (5.3) è (5.4) è ó÷åñòü ñîîòíîøåíèÿ (4.3).

Ïðè δ = 0 è âåêòîð T⃗ ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó

−∂p
(0)

∂xi
+ η0∆v

(0)
i = 0, div v⃗(0) = 0,

v
(0)
i + E

(0)
ij xj + Ω

(0)
ij xj = V

(0)
i + Γ

(0)
ij xj, |x⃗| = a; v⃗(0) → 0⃗, |x⃗| → ∞

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ëèíåéíî ïî E
(0)
ij , V

(0)
i è Γ

(0)
ij − Ω

(0)
ij . Îäíàêî â îòñóòñòâèå âíåøíèõ

ñèë è ìîìåíòîâ V
(0)
i = 0 è Γ

(0)
ij = Ω

(0)
ij , ïîýòîìó v⃗(0) è p(0) âûãëÿäÿò òàê [3]:

v
(0)
i (x⃗) = −5

2
a3E

(0)
jk Mijk(x⃗)−

1

6
a5E

(0)
jk Lijk(x⃗),

(5.5)

p(0)(x⃗) = −5

3
η0a

3E
(0)
jk Ljk(x⃗),

ãäå Mijk(x⃗) = xixjxk/|x⃗|5 .
Äàëåå ñëàãàåìûå Ω

(0)
ij , Γ

(0)
ij è V

(0)
i íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå ëèíåéíîé è

óãëîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèö íà÷èíàåòñÿ ñî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà δ .
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Ôóíêöèè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ v⃗(1) è p(1) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

−∂p
(1)

∂xi
+ η0∆v

(1)
i =

η0α

Θa

∂

∂xj

[
Tf

(
2E

(0)
ij +

∂v
(0)
i

∂xj
+
∂v

(0)
j

∂xi

)
− 2E

(0)
ij Tsxs

]
,

(5.6)
div v⃗(1) = 0

Óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (5.1) è (5.3):

v
(1)
i + C

(1)
ijkxjxk = V

(1)
i + Γ

(1)
ij xj, |x⃗| = a

Îòñþäà è èç (5.6) âûòåêàåò, ÷òî V
(1)
i è Γ

(1)
ij äîëæíû áûòü ëèíåéíûìè ëèáî ïî E

(0)
ij è

Tk , ëèáî ïî C
(1)
ijk . Îäíàêî íåëüçÿ ñîñòàâèòü òåíçîð Γij , ëèíåéíûé òîëüêî ïî êîìïîíåíòàì

òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà èëè âåêòîðà è åùå îäíîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà. Ò.î., ñ òî÷íîñòüþ
äî δ ïîëó÷àåì Γij = 0 . Îäíàêî ñ ïîìîùüþ òåõ æå òåíçîðîâ ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîð

àáñîëþòíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû V⃗ :

V
(1)
i = ξCC

(1)
iss +

α

Θa
ξEE

(0)
ij Tj (5.7)

Êîýôôèöèåíòû ξC è ξE äîëæíû áûòü íàéäåíû èç óñëîâèÿ, ÷òî íà ÷àñòèöó íå äåéñòâóåò
âíåøíÿÿ ñèëà (à çíà÷èò, è ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ðàâíà íóëþ).

Îêîí÷àòåëüíî, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ÷àñòèöà íå âðàùàåòñÿ, íî ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ
íåêîòîðîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ:

v
(1)
i + C

(1)
ijkxjxk = V

(1)
i , |x⃗| = a (5.8)

Óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ v⃗(1) è p(1) íåëüçÿ ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç (2.6).

Îäíàêî èç (5.5) ñëåäóåò, ÷òî v
(0)
i ∼ |x⃗|−2 . Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (5.6) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîíèæàåò ïîðÿäîê íà 1, ïîëó÷èì v
(1)
i ∼ |x⃗|−1 è p(1) ∼ |x⃗|−2 . Ò.î., â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî δ âîçìóùåíèÿ çàòóõàþò âäàëè îò ÷àñòèöû.

6. Âû÷èñëåíèå âîçìóùåíèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

Ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå (5.6) âûðàæåíèÿ Tf èç (3.1), v
(0)
i èç (5.5) è ïîäåéñòâóåì

íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà îïåðàòîðîì div . Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì

∆p(1) =
η0α

Θa

[
E

(0)
ij Ti

(
48κa8

xj
|x⃗|10

− 10κa6
xj
|x⃗|8

)
+ E

(0)
ij Tk

(
60κa8

xixjxk
|x⃗|12

−20κa6
xixjxk
|x⃗|10

)
+

1

3
(10 + 6κ)a3E

(0)
ij TkLijk(x⃗)

]
Ïðåäñòàâèì âîçìóùåíèÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè â âèäå

p(1) = p(1)∗ + p
(1)
H , v⃗(1) = v⃗(1)∗ + v⃗

(1)
H , (6.1)

Çäåñü p
(1)
∗ � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, à p

(1)
H � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà. Âåêòîðû v⃗
(1)
∗ è v⃗

(1)
H óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

η0∆v
(1)
∗i =

∂p
(1)
∗

∂xi
+
η0α

Θa

[
Tf

(∂v(0)i

∂xj
+
∂v

(0)
j

∂xi

)
− 2E

(0)
ij Tsxs

]
,

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, (6.2)

div(v⃗(1)∗ + v⃗
(1)
H ) = 0.
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Ïðîöåäóðà ïîèñêà ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà îïèñàíà â [4]. Ñ åå ïîìîùüþ

ìîæíî îïðåäåëèòü p
(1)
∗ :

p(1)∗ =
η0α

Θa

{
E

(0)
ij Tixjκ

( a

|x⃗|

)8
+E

(0)
ij Tk

xixjxk
|x⃗|2

[
2κ
( a

|x⃗|

)8
−5

2
κ
( a

|x⃗|

)6]
−5 + 3κ

15
a3E

(0)
ij TkLijk(x⃗)|x⃗|2

}
Ñëåäóÿ ýòîé æå ïðîöåäóðå è ïîäñòàâèâ óæå èçâåñòíóþ ôóíêöèþ p

(1)
∗ â (6.2), íàéäåì

η0v
(1)
∗i =

η0α

Θa
a2
{
E

(0)
ij Tj

[1
7

( a

|x⃗|

)3
− 5

12
κ
( a

|x⃗|

)4]
+ E

(0)
ij Tk

xjxk
|x⃗|2

[κ
2

a

|x⃗|
−

−5

7

( a

|x⃗|

)3
+

5

4
κ
( a

|x⃗|

)4
− κ

2

( a

|x⃗|

)6]
+ E

(0)
jk Tj

xkxi
|x⃗|2

[
−
(
1 +

κ

10

) a

|x⃗|
− 5

7

( a

|x⃗|

)3
+

(6.3)

+
5

4
κ
( a

|x⃗|

)4]
+ E

(0)
jk Ti

xjxk
|x⃗|

[
− 5 + 3κ

12

a

|x⃗|
− 5

14

( a

|x⃗|

)3
− 5

24
κ
( a

|x⃗|

)4
+

+
κ

4

( a

|x⃗|

)6]
+ E

(0)
jk Tl

xixjxkxl
|x⃗|4

[
− 5− 3κ

4

a

|x⃗|
+

5

2

( a

|x⃗|

)3
− 25

8
κ
( a

|x⃗|

)4
+
κ

2

( a

|x⃗|

)6]
×òîáû íàéòè v⃗

(1)
H è p

(1)
H , íàäî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìóþ ïîäñòàíîâêîé

(5.7) è (6.3) â (5.8) è (6.2):

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, ∆p

(1)
H = 0,

divv⃗
(1)
H + divv⃗(1)∗ = 0,

v
(1)
Hi + v

(1)
∗i + C

(1)
ijkxjxk = ξCC

(1)
iss +

α

Θa
ξEE

(0)
ij Tj, |x⃗| = a

Ïîñêîëüêó v⃗
(1)
∗ è p

(1)
∗ çàòóõàþò íà áåñêîíå÷íîñòè, òî v⃗

(1)
H è p

(1)
H ïðè |x⃗| → ∞ òàêæå

äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.
Ñ÷èòàÿ âåëè÷èíû C

(1)
ijk è E

(0)
ij íåçàâèñèìûìè, ïðåäñòàâèì v⃗

(1)
H è p

(1)
H â âèäå ñóììû

ðåøåíèé äâóõ çàäà÷, îáîçíà÷àåìûõ äàëåå áóêâàìè C è E.
Çàäà÷à C ôîðìóëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé:

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, divv⃗

(1)
H = 0, ∆p

(1)
H = 0,

v
(1)
Hi + C

(1)
ijkxjxk = ξCC

(1)
iss , |x⃗| = a; v

(1)
Hi → 0, p

(1)
H → 0, |x⃗| → ∞

Ò.î., ïîëó÷åíû òå æå óðàâíåíèÿ, ÷òî è äëÿ îäèíî÷íîé ÷àñòèöû â êâàäðàòè÷íîì ïîòîêå
æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé âÿçêîñòüþ. Ïîýòîìó âîçìóùåíèÿ èìåþò âèä [3]

p
(1)
H = HiLi(x⃗) +GijkLijk(x⃗) + TijklmLijklm(x⃗),

η0v
(1)
Hi = −1

2
HiL0(x⃗)−

1

2
HjKij(x⃗)−

4

7
GijkLjk(x⃗)−

1

14
GjklLijkl(x⃗)|x⃗|2 − (6.4)

− 6

11
TijklmLjklm(x⃗)−

1

22
TjklmsLijklms(x⃗)|x⃗|2

Çäåñü Kij(x⃗) = xixj/|x⃗|3 . Òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû Hi , Gijk , Tijklm äîëæíû áûòü ëèíåé-

íû ïî C
(1)
ijk è ñèììåòðè÷íû ïî èíäåêñàì, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ, êðîìå

òåíçîðà C⃗(1) , ìû ðàñïîëàãàåì ëèøü ñèìâîëîì Êðîíåêåðà (åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü
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îäíàæäû â êàæäîì òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè):

Hi = η0HA · C(1)
iss , Gijk = η0

[
GA
(
δijC

(1)
kss + δikC

(1)
jss

)
+GB · C(1)

ijk

]
,

Tijklm = η0TA
[
δij

(
C

(1)
klm + C

(1)
lkm + C

(1)
mkl

)
+ δik

(
C

(1)
jlm + C

(1)
ljm + C

(1)
mjl

)
+ (6.5)

+δil

(
C

(1)
jkm + C

(1)
kjm + C

(1)
mjk

)
+ δim

(
C

(1)
jkl + C

(1)
kjl + C

(1)
ljk

)]
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è C äàþò òàêèå çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ:

HA =
a3

2

(
1− 3

a2
ξC

)
, GA = −7a5

96

(
1− 3

a2
ξC

)
, GB =

7

12
a5, TA = −11a7

1728
(6.6)

Ïðè ξC = 0 (÷àñòèöà íåïîäâèæíà) ñîîòíîøåíèÿ (6.6) ñâîäÿòñÿ ê óæå èçâåñòíûì [3].
Óñëîâèÿ çàäà÷è E òàêîâû:

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, ∆p

(1)
H = 0,

divv⃗
(1)
H + divv⃗(1)∗ = 0,

v
(1)
Hi + v

(1)
∗i =

α

Θa
ξEE

(0)
ij Tj, |x⃗| = a; v

(1)
Hi → 0, p

(1)
H → 0, |x⃗| → ∞

Äëÿ óïðîùåíèÿ ñèñòåìû ïîäáåðåì âåêòîð w⃗ òàêîé, ÷òî div(w⃗ + v⃗
(1)
∗ ) = 0 , íî ∆w⃗ = 0⃗ .

Ïîñêîëüêó divv⃗
(1)
∗ ñîäåðæèò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà |x⃗|−2 è |x⃗|−4 , òî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

wi ñîäåðæàò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà |x⃗|−1 è |x⃗|−3 . Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè ïî E
(0)
ij è Tk ïîëó÷èì

wi = α−1E
(0)
ij TjL0(x⃗) + α−3TiE

(0)
jk Ljk(x⃗) (6.7)

Çíà÷åíèÿ α−1 è α−3 ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ div(w⃗ + v⃗
(1)
∗ ) = 0 :

α−1 = − α

Θa

(11
6

+
κ

10

)
a3, α−3 =

4

21

α

Θa
a5

Òåïåðü, çàìåíèâ v⃗
(1)
H íà ñóììó v⃗

(1)
H + w⃗ , äëÿ íîâîãî âåêòîðà v⃗

(1)
H ïîëó÷èì çàäà÷ó:

η0∆v
(1)
iH =

∂p
(1)
H

∂xi
, ∆p

(1)
H = 0, divv⃗

(1)
H = 0,

v
(1)
Hi + v

(1)
∗i + wi =

α

Θa
ξEE

(0)
ij Tj, |x⃗| = a; v

(1)
Hi → 0, p

(1)
H → 0, |x⃗| → ∞

Îáùèé âèä âîçìóùåíèÿ ïî-ïðåæíåìó çàäàåòñÿ âûðàæåíèÿìè (6.4), íî òåïåðü òåíçîðíûå

êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü ëèíåéíû íå ïî C
(1)
ijk , à ïî E

(0)
ij è Tk :

Hi =
η0α

Θa
HB · E(0)

ij Tj,

Gijk =
η0α

Θa

[
GC
(
δijE

(0)
ks + δikE

(0)
js

)
Ts +GD · TiE(0)

jk +GE
(
E

(0)
ij Tk + E

(0)
ik Tj

)]
,

(6.8)
Tijklm =

η0α

Θa
TB
[
δij

(
TkE

(0)
lm + TlE

(0)
km + TmE

(0)
kl

)
+ δik

(
TjE

(0)
lm + TlE

(0)
jm + TmE

(0)
jl

)
+

+δil

(
TjE

(0)
km + TkE

(0)
jm + TmE

(0)
jk

)
+ δim

(
TjE

(0)
kl + TkE

(0)
jl + TlE

(0)
jk

)]
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Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî

HB = a3
[ 1
20

(−70 + κ)− 3

2

ξE
a2

]
, GC = a5

[ 11
192

(2 + 3κ) +
7

32

ξE
a2

]
,

(6.9)

GD = − 1

72
a5(1 + 20κ), GE =

5

48
a5(−1 + 2κ), TB =

11

2592
a7(1− κ)

Îêîí÷àòåëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà δ ïîëó÷àåì:

ui =
[(
E

(0)
ij + Ω

(0)
ij

)
xj + v

(0)
i

]
+
[
C

(1)
ijkxjxk + v

(1)
∗i + wi + v

(1)
Hi(C) + v

(1)
Hi(E)

]
δ,

(6.10)
p =

[
P (0) + p(0)

]
+
[
P (1) + p(1)∗ + p

(1)
H (C) + p

(1)
H (E)

]
δ

Âåëè÷èíû v
(1)
Hi(C) è p

(1)
H (C) , v

(1)
Hi(E) è p

(1)
H (E) ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷ C è E, ñîîòâåòñòâåííî.

Èõ îáùèé âèä îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì (6.4), à òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû � ñîîòíîøåíèÿìè
(6.5), (6.6) è (6.8), (6.9).

7. Ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû

Ñèëû è ìîìåíòû, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöó Ω , âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Fi =

∮
∂Ω

σij(x⃗)njdS, Ti = eijk

∮
∂Ω

xjσkl(x⃗)nldS (7.1)

Ïîñêîëüêó åå ïîâåðõíîñòü ∂Ω öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íà, òî â ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèëó
âíîñèò âêëàä ëèøü òà ÷àñòü σij , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïî x⃗ , à â ãèäðîäèíàìè÷åñêèé
ìîìåíò � íàîáîðîò, ÷åòíàÿ ÷àñòü.

Ñîãëàñíî (5.5), â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî δ âîçìóùåíèå ñêîðîñòè íå÷åòíî, à äàâëåíèÿ

� ÷åòíî. Ïîýòîìó σ
(0)
ij (x⃗) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò

òîëüêî ìîìåíò (îí âû÷èñëåí â [3]). Íàïðîòèâ, èç (6.3), (6.4) è (6.7) ñëåäóåò, ÷òî p(1) �
íå÷åòíà, à v⃗(1) è w⃗ ÷åòíû ïî x⃗ . Ïîýòîìó â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íà ÷àñòèöó ìîæåò
äåéñòâîâàòü òîëüêî ñèëà: Fi = F (1)

i δ + . . . . Ïîäñòàâëÿÿ â (7.1) âûðàæåíèå σ
(1)
ij èç (2.2),

âÿçêîñòü η èç (5.4), à òàêæå u⃗ è p èç (6.10), ïîëó÷èì ïîñëå óïðîùåíèé:

F (1)
i = −η0α

Θa
3πa3

(
2 + κ+ 2

ξE
a2

)
E

(0)
ij Tj + 2πa3η0

(
1− 3

ξC
a2

)
C

(0)
iss

Åñëè ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ðàâíà íóëþ, à C
(1)
ijk è E

(0)
ij íåçàâèñèìû, òî

ξE = −a2
(
1 +

κ

2

)
, ξC =

a2

3

Òîãäà èç (5.7) ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ðàâíà

Vi =
[
− α

Θa
a2
(
1 +

κ

2

)
E

(0)
ij Tj +

a2

3
C

(1)
iss

]
δ

Çíà÷åíèå ξC ñîãëàñóåòñÿ ñ âûâîäàìè [3] î ñèëå, äåéñòâóþùåé íà îäèíî÷íóþ ñôåðó â ïàðà-
áîëè÷åñêîì òå÷åíèè. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ¾ôîíîâîãî¿ ïîòîêà, âûçâàííàÿ íåîäíîðîä-
íîñòüþ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, îòñóòñòâóåò, òî ñêîðîñòü ÷àñòèöû ïðîïîðöèîíàëüíà E

(0)
ij Tj .

Óãîë, êîòîðûé îíà ñîñòàâèò ñ âåêòîðîì T⃗ , çàâèñèò îò âèäà ïîòîêà C
(0)
ij .
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ÓÄÊ 517.9

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðóåìîñòè

ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå

c⃝ Ò. À. Øåìÿêèíà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ
ñèñòåìû äâóõ êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ðàñøèðåííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå:{
∂u(x,y)
∂y

− P (x, y, u, v)∂v(x,y)
∂x

= 0,
∂u(x,y)
∂x

−Q(x, y, u, v)∂v(x,y)
∂y

= 0,
(1.1)

ïðè P ≥ p0 > 0, Q ≥ q0 > 0,
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé:

u(x, 0) = φ(x), v(x, 0) = ψ(x), (1.2)

â îáëàñòè Ω̃ = {(x, y) : −∞ < x <∞, 0 ≤ y ≤ Y, Y > 0}.
Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå ñèñòåìû Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó-

÷àå (1.1), (1.2). Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãó-
ìåíòà [1], [2].

Â ðàáîòå [4] äëÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíîãî
àðãóìåíòà ïîñòðîåíà íîâàÿ ðàñøèðåííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà:

dη1(x,y,s)
ds

= e(η1(x, y, s), s, u1(x, y, s), v1(x, y, s)),
dη2(x,y,s)

ds
= −e(η2(x, y, s), s, u2(x, y, s), v2(x, y, s)),

dw1(x,y,s)
ds

= F1(η1(x, y, s), s, u1(x, y, s), v1(x, y, s), w1(x, y, s), w3(x, y, s)),
dw2(x,y,s)

ds
= F2(η2(x, y, s), s, u2(x, y, s), v2(x, y, s), w4(x, y, s), w2(x, y, s)),

du1(x,y,s)
ds

= w3(x, y, s),
dv2(x,y,s)

ds
= −w4(x, y, s)/b(η2(x, y, s), s, u2(x, y, s), v2(x, y, s)),

η1(x, y, y) = x, η2(x, y, y) = x,
w1(x, y, 0) = Φ1(η1(x, y, 0)), w2(x, y, 0) = Φ2(η2(x, y, 0)),
u1(x, y, 0) = φ(η1(x, y, 0)), v2(x, y, 0) = ψ(η2(x, y, 0)),

w3(x, y, s) = w2(η1(x, y, s), s, s), w4(x, y, s) = w1(η2(x, y, s), s, s),
u2(x, y, s) = u1(η2(x, y, s), s, s), v1(x, y, s) = v2(η1(x, y, s), s, s),

(1.3)

ãäå e(x, y, u, v) =
√
P (x, y, u, v)/Q(x, y, u, v) ;

ôóíêöèè Fi,Φi, i = 1, 2; âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå ÿâíûì îáðàçîì.

1Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Ïîëèòåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; sh tat @ mail.ru.
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Â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè η1, η2, w1, w2, w3, w4, u1, u2, v1, v2
çàâèñÿò íå òîëüêî îò x è y , íî åùå è îò äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà s .

Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì íîâîé ðàñøèðåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïðåäûäóùåé [3] ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû óìåíüøèëè êîëè÷åñòâî ñóïåðïîçèöèé íåèçâåñò-
íûõ ôóíêöèé è ñåé÷àñ óäîáíåå èññëåäîâàòü åå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Èíòåãðèðóÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èç (1.3) ïî ïåðåìåíîé s è ó÷èòûâàÿ íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ òàì æå, ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:



η1(x, y, s) = x−
∫ y
s
e(η1(x, y, τ), τ, u1(x, y, τ), v1(x, y, τ))dτ,

η2(x, y, s) = x+
∫ y
s
e(η2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ))dτ,

w1(x, y, s) = Φ1(η1(x, y, 0))+
+
∫ s
0
F1(η1(x, y, τ), τ, u1(x, y, τ), v1(x, y, τ), w1(x, y, τ), w3(x, y, τ))dτ,

w2(x, y, τ) = Φ2(η2(x, y, 0))+
+
∫ s
0
F2(η2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ), w4(x, y, τ), w2(x, y, τ))dτ,

u1(x, y, s) = φ(η1(x, y, 0)) +
∫ s
0
w3(x, y, τ)dτ,

v2(x, y, s) = ψ(η2(x, y, 0))−
∫ s
0
w4(x, y, τ)/b(η2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ))dτ,

w3(x, y, s) = w2(η1(x, y, s), s, s), w4(x, y, s) = w1(η2(x, y, s), s, s),
u2(x, y, s) = u1(η2(x, y, s), s, s), v1(x, y, s) = v2(η1(x, y, s), s, s).

(1.4)

Â ðàáîòå [4] áûëà óñòàíîâëåíà è äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4) è èñõîäíîé çàäà÷è (1.1), (1.2):

Ôóíêöèè u(x, y) = u1(x, y, s) , v(x, y) = v2(x, y, s) , îïðåäåëÿåìûå èç ðàñøèðåííîé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.4) ïðè çíà÷åíèè äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà
s = y , áóäóò ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (1.1), (1.2).

2. Ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) íàäî äî-
êàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîãî, îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4).

Òàê êàê ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, òî ââåäåì íîâûå íåèç-
âåñòíûå ïåðåìåííûå: µ1(x, y, s) = x− η1(x, y, s) , µ2(x, y, s) = x− η2(x, y, s). Òîãäà ñèñòåìà
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4) ïðèìåò âèä:



µ1(x, y, s) =
∫ y
s
e(x− µ1(x, y, τ), τ, u1(x, y, τ), v1(x, y, τ))dτ,

µ2(x, y, s) = −
∫ y
s
e(x− µ2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ))dτ,

w1(x, y, s) = Φ1(x− µ1(x, y, 0))+
+
∫ s
0
F1(x− µ1(x, y, τ), τ, u1(x, y, τ), v1(x, y, τ), w1(x, y, τ), w3(x, y, τ))dτ,

w2(x, y, τ) = Φ2(x− µ2(x, y, 0))+
+
∫ s
0
F2(x− µ2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ), w4(x, y, τ), w2(x, y, τ))dτ,

u1(x, y, s) = φ(x− µ1(x, y, 0)) +
∫ s
0
w3(x, y, τ)dτ,

v2(x, y, s) = ψ(x− µ2(x, y, 0))−
−
∫ s
0
w4(x, y, τ)/b(x− µ2(x, y, τ), τ, u2(x, y, τ), v2(x, y, τ))dτ,

w3(x, y, s) = w2(x− µ1(x, y, s), s, s), w4(x, y, s) = w1(x− µ2(x, y, s), s, s),
u2(x, y, s) = u1(x− µ2(x, y, s), s, s), v1(x, y, s) = v2(x− µ1(x, y, s), s, s).

(2.1)
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Ë å ì ì à 2.1. Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4) ïðè 0 < s ≤ y < Y0 , ãäå Y0
- èçâåñòíîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå, èìååò åäèíñòâåííîå, íåïðå-
ðûâíîå, îãðàíè÷åííîå íà âñåé îñè −∞ < x <∞ ðåøåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.4) áóäåì äîêàçûâàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé.
Çà íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1)âîçüìåì ðà-

âåíñòâà:
µ0
1(x, y, s) = 0, µ0

2(x, y, s) = 0 , w0
1(x, y, s) = Φ1(x), w

0
2(x, y, s) = Φ2(x) ,

u01(x, y, s) = φ(x), v02(x, y, s) = ψ(x).
Ïåðâîå è âñå ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) îïðåäåëèì

ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé (n = 1, 2, ...) :{
µn1 (x, y, s) =

∫ y
s
e(x− µn1 (x, y, τ), τ, u

n
1 (x, y, τ), v

n
1 (x, y, τ))dτ,

µn2 (x, y, s) = −
∫ y
s
e(x− µn2 (x, y, τ), τ, u

n
2 (x, y, τ), v

n
2 (x, y, τ))dτ.

(2.2)


wn1 (x, y, s) = Φ1(x− µn1 (x, y, 0))+

+
∫ s
0
F1(x− µn1 (x, y, τ), τ, u

n
1 (x, y, τ), v

n
1 (x, y, τ), w

n
1 (x, y, τ), w

n
3 (x, y, τ))dτ,

wn2 (x, y, s) = Φ2(x− µn2 (x, y, 0))+
+
∫ s
0
F2(x− µn2 (x, y, τ), τ, u

n
2 (x, y, τ), v

n
2 (x, y, τ), w

n
4 (x, y, τ), w

n
2 (x, y, τ))dτ.

(2.3)


un1 (x, y, s) = φ(x− µn1 (x, y, 0)) +

∫ s
0
wn3 (x, y, τ)dτ,

vn2 (x, y, s) = ψ(x− µn2 (x, y, 0))−
−
∫ s
0
wn4 (x, y, τ)/b(x− µn2 (x, y, τ), τ, u

n
2 (x, y, τ), v

n
2 (x, y, τ))dτ.

(2.4)

wn3 (x, y, s) = wn−1
2 (x− µn1 (x, y, s), s, s), w

n
4 (x, y, s) = wn−1

1 (x− µn2 (x, y, s), s, s),

un2 (x, y, s) = un−1
1 (x− µ2(x, y, s), s, s), v

n
1 (x, y, s) = vn−1

2 (x− µ1(x, y, s), s, s).

Äëÿ âñåõ ïàð óðàâíåíèé (2.2), (2.3), (2.4) ïðè êàæäîì n ñ ïîìîùüþ ñâîåãî ïðîöåññà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èõ ðåøåíèé. Äëÿ âñåõ 0 < y ≤
Yn0 , ãäå Yn0 - èçâåñòíîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå, ïîñëåäîâàòåëüíûå
ïðèáëèæåíèÿ {un,k1 } , {vn,k2 } , {µn,ki } , {wn,ki } , i = 1, 2 ; îãðàíè÷åíû, ñõîäÿòñÿ è èìåþò
îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòó x . Òàêèì îáðàçîì äëÿ âñåõ n = 1, 2, ...
ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥µni ∥ ≤ 1, ∥∂xµni ∥ ≤ 1, i = 1, 2;
∥wni ∥ ≤ CΦ, ∥∂xwni ∥ ≤ Nwix, i = 1, 2;

∥un1∥ ≤ 2Cφψ, ∥∂xun1∥ ≤ 3Cφψ,
∥vn2 ∥ ≤ 2Cφψ, ∥ ∂xvn2 ∥ ≤ 3Cφψ,

(2.5)

ãäå Cφψ , CΦ , Nw1x , Nw2x - èçâåñòíûå êîíñòàíòû.
Â ñèëó ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

{un1} , {vn2 } , {µni } , {wni } , i = 1, 2 .
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèÿõ (2.2), (2.3), (2.4) ïðè çíà÷åíèÿõ n→ ∞

ïîëó÷èëè, ÷òî ïðåäåëüíûå ôóíêöèè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé (2.1), à ñëåäîâàòåëüíî è ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4). Åäèíñòâåííîñòü ðå-
øåíèÿ ñëåäóåò òàêæå èç íåðàâåíñòâ (2.2).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4) ïðè 0 < s ≤
y < Y0 , ãäå Y0 ≤ Yn0 - èçâåñòíîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå, èìååò
åäèíñòâåííîå, íåïðåðûâíîå, îãðàíè÷åííîå íà âñåé îñè −∞ < x <∞ ðåøåíèå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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3. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé è îöåíîê, òàêèõ æå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1,
äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 3.1. Ôóíêöèè u1 , v2 , µi , wi , i = 1, 2 ; ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) ïðè 0 < s ≤ y < Y∗ , Y∗ ≤ Y0 - èçâåñòíîå çíà÷åíèå, îïðå-
äåëÿåìîå ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå, èìåþò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè x ∈ (−∞,∞) , ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x , y .

Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y, u, v) , Q(x, y, u, v) - äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìû ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì; P ≥ p0 > 0 , Q ≥ q0 > 0; φ(x) ∈ C 2(R1) ,
ψ(x) ∈ C 2(R1) .

Òîãäà çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå (1.1), (1.2) ïðè
0 ≤ y < Y∗ , ãäå êîíñòàíòà Y∗ òî÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå,

èìååò åäèíñòâåííîå, îãðàíè÷åííîå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè x ∈ (−∞,∞) ðåøåíèå
u(x, y) ∈ C (1,1)((−∞,∞) × [0, Y0]) , v(x, y) ∈ C (1,1)((−∞,∞) × [0, Y0) , êîòîðîå ïðè s = y
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.4): u(x, y) = u1(x, y, y) ,
v(x, y) = v2(x, y, y) .

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Àëåêñååíêî Ñ.Í., Ïàíêîâ Ï.Ñ., Êîñîâ Ñ.Ã. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî
àðãóìåíòà ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé èçîýíòðîïè÷åñêîãî äâè-
æåíèÿ áàðîòðîïíîãî ãàçà //Èññëåä. ïî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. �
Áèøêåê: Èëèì, 2004. � Âûï.33.� Ñ.43�48.

2. Alekseenko S.N. A basic scheme to investigate two �rst order quasi-linear partial
di�erential equations //Analytical and Approximate Methods/ H.-P. Blatt, R. Felix, L.G.
Lelevkina, M. Sommer (Eds.).�Aachen: Snaker Verlag, � 2003.�P.1�14.

3. Àëåêñååíêî Ñ.Í., Øåìÿêèíà Ò.À., Êðóö Ê.Ã. Ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åí-
íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå //Èññëåä. ïî èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. � Áèøêåê: Èëèì, 2006. � Âûï.35. � Ñ.142�147.

4. Øåìÿêèíà Ò.À.Ïîñòðîåíèå ðàñøèðåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ ñèñòå-
ìû Ôðàíêëÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå //Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà.�2007.� Ò. 9, � 1. � Ñ.264�273.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



131

Conditions for the existence and di�erentiability of

solutions of Frankl in the hyperbolic case.
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Abstract. We have obtained the conditions of existence and di�erentiability of solutions of the
system of two quasilinear di�erential partial equations of the �rst order. The basic research
technique is the method of additional argument.
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Âîïðîñû ïðåïîäàâàíèÿ è ïðèëîæåíèÿ

ÓÄÊ 519.61

Ðåàëèçàöèÿ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ àíàëèçà

ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè ìîëåêóë ôóëëåðåíîâ

c⃝ À. Ä. Ñàèòãàëèíà1, Ä. Ø. Ñàáèðîâ2, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñàíû ìåòîäû ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ìîëåêóë ôóëëåðåíà, êîòîðûå
íåîáõîäèìû äëÿ îöåíêè ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè. Èñïîëüçóÿ ýòè ìåòîäû ðàçðàáîòàíû ïðî-
ãðàììíûå êîìïëåêñû ¾Polariz¿ è ¾Curvature¿.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíäåêñû ïîëÿðèçóåìîñòè, óãëû ïèðàìèäàëüíîñòè, ëîêàëüíàÿ êðèâèçíà,
ðåàêöèîííàÿ ñïîñîáíîñòü.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷åíà ðåàêöèîííàÿ ñïîñîáíîñòü òîëüêî êëàñ-
ñè÷åñêèõ ôóëëåðåíîâ (C 60 è C 70 ), òîãäà êàê õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóëëåðåíîâ, îòêðûòûõ
ïîçæå (è ïîòîìó ìåíåå äîñòóïíûõ), èçó÷åíû â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èññëå-
äîâàíèÿ [1].

Ðàíåå íàìè áûëè ðàçðàáîòàíû òåîðåòè÷åñêèå ïîäõîäû ê îöåíêå ðåàêöèîííîé ñïîñîá-
íîñòè ñåìåéñòâà ôóëëåðåíîâ ïî îòíîøåíèþ ê ìîëåêóëàì-äèïîëÿì (íàïðèìåð, îçîíó) ñ
èñïîëüçîâàíèåì èíäåêñîâ êðèâèçíû [2] è èíäåêñîâ ïîëÿðèçóåìîñòè [3]. Ïîñêîëüêó ýòè
ïîäõîäû ïîêàçàëè õîðîøåå ñîãëàñèå ñ èìåþùèìèñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ èõ ðàñïðîñòðàíåíèå íà ðîäñòâåííûå ôóëëåðåíàì óãëåðîäíûå íàíîñòðóêòóðû
(íàíîòðóáêè, íàíîêîíóñû, ïðîèçâîäíûå ôóëëåðåíîâ), ñîñòîÿùèå èç ñîòåí àòîìîâ. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ àíàëèçà ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè ñ
èñïîëüçîâàíèåì óïîìÿíóòûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû ¾Polariz¿ è ¾Curvature¿ ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ
èíôîðìàöèîííî-àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ èçó÷åíèÿ ðåàêöèîííûõ ñïîñîáíîñòåé ñëîæ-
íûõ ìîëåêóë, êîìïëåêñîâ è ìíîãîñòàäèéíûõ ìåõàíèçìîâ. Èíôîðìàöèîííî-àíàëèòè÷åñêèå
ñèñòåìû (ÈÀÑ) ìîäåëèðîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè êàòàëèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êðîìå ïðî-
ãðàììíûõ êîìïëåêñîâ, âêëþ÷àþò â ñåáÿ áàçû äàííûõ (â îñíîâíîì ðåëÿöèîííûå) è òåõ-
íè÷åñêèå ñðåäñòâà îáðàáîòêè äàííûõ íà îñíîâå îäíîïðîöåññîðíûõ è ìíîãîïðîöåññîðíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì [4]. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû â îñíîâíîì ïîñëåäîâàòåëüíûå
àëãîðèòìû ÈÀÑ.

2. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ¾Polariz¿. Ìåòîäû ðàñ÷åòà è âûâîäû.

Polariz ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü:

1Ìàãèñòðàíò ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; Albina182007@gmail.com.

2Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîáëåì, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã. Óôà; diozno@mail.ru.

3Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã. Óôà; irekmars@mail.ru.
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• ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòè;

• ñðåäíþþ ïîëÿðèçóåìîñòü ìîëåêóë;

• èíäåêñû ïîëÿðèçóåìîñòè.

Îñíîâíîå óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà èíäåêñîâ ïîëÿðèçóåìîñòè ðåàêöèîííûõ öåíòðîâ èìååò
âèä:

ξ =

(
sin2 ψ cos2 φ

α2
xx

+
sin2 ψ cos2 ψ

α2
yy

+
cos2 ψ

α2
zz

)−0.5

, (2.1)

ãäå ξ - èíäåêñ ïîëÿðèçóåìîñòè, αxx , αyy , αzz - äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîëÿ-
ðèçóåìîñòè. Äëÿ âûâîäà ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîëåêóëó ôóëëåðåíà ðàññìàòðèâàëè â ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò (âûâîä óðàâíåíèÿ ñì. [5]).

Ñîîòâåòñòâèå ýëëèïñîèäà ïîëÿðèçóåìîñòè ÝÏ è ìîäåëüíîãî ýëëèïñîèäà ÝÔ , èìèòè-
ðóþùåãî ìîëåêóëó ôóëëåðåíà, ïîçâîëÿåò ñîâìåñòíî ðàññìîòðåòü ÝÏ è ÝÔ â ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì Î, ÿâëÿþùèìñÿ öåíòðîì ìàññ ìîëåêóëû ôóëëåðåíà. Êàæäî-
ìó ðåàêöèîííîìó öåíòðó, ïðèíàäëåæàùåìó ÝÔ , ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó,
ïðèíàäëåæàùóþ ýëëèïñîèäó ïîëÿðèçóåìîñòè ÝÏ , êîòîðàÿ èìååò òå æå, ÷òî ðåàêöèîííûé
öåíòð, óãëîâûå êîîðäèíàòû ψ è φ (ðèñ. 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñîâìåñòíîå ðàññìîòðåíèå ìîëåêóëû ôóëëåðåíà è ýëëèïñîèäà åãî ïîëÿðèçóåìîñòè â ïîëÿðíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò

Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå âõîäíûìè äàííûìè ñëóæàò êîîðäèíàòû àòîìîâ è òåíçîð
ïîëÿðèçóåìîñòè èç âûõîäíîãî ôàéëà êâàíòîâî-õèìè÷åñêîãî ðàñ÷åòà. Íà ïåðâîì ýòà-
ïå ïðîèçâîäèòñÿ äèàãîíàëèçàöèÿ òåíçîðîâ ïîëÿðèçóåìîñòè ìåòîäîì Ëåâåðüå-Ôàäååâà è
âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà ñðåäíåé ïîëÿðèçóåìîñòè ìîëåêóë αcp . Çàòåì ïðîèñõîäèò ðàñ-
÷åò èíäåêñîâ ïîëÿðèçóåìîñòè ξ è èõ ñðàâíåíèå ñ αcp . Åñëè ξ>αcp , òî àòîì îáëà-
äàåò âûñîêîé ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòüþ½ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àòîì õèìè÷åñêè íåàê-
òèâåí. Áëîê-ñõåìà, îïèñûâàþùàÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.2
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Ð è ñ ó í î ê 2.2

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ èíäåêñîâ ïîëÿðèçóåìîñòè

Ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëèëà âïåðâûå ðàñc÷èòàòü ïîëÿðèçóåìîñòü è åå àíèçîòðî-
ïèþ äëÿ íàèáîëåå ñòàáèëüíûõ èçîìåðîâ ïðîèçâîäíûõ ôóëëåðåíîâ C 60O, C 60O 2 , C 60O 3 ,
C 70O [6].

3. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ¾Curvature¿. Ìåòîäû ðàñ÷åòà è âûâî-

äû.

Curvature ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü:

• ìåæúÿäåðíûå ðàññòîÿíèÿ;

• óãëû ïèðàìèäàëüíîñòè;

• êðèâèçíó óãëåðîäíîé ïîâåðõíîñòè.

Îñíîâíîå óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ëîêàëüíîé êðèâèçíû k óãëåðîäíîé ïîâåðõíîñòè (âû-
âîä óðàâíåíèÿ ñì. [2]):

k = 2 sin θP/a, (3.1)

ãäå θP - óãîë ïèðàìèäàëüíîñòè, a - ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò ðåàêöèîííîãî öåíòðà äî áëè-
æàéøåãî àòîìà. Óãîë ïèðàìèäàëüíîñòè θP íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

θP = θσπ − 90◦, (3.2)

ãäå θP - óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè σ - è π - ñâÿçåé ðåàêöèîííîãî öåíòðà.
Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ìîëåêóëà ôóëëåðåíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìîäåëü-

íîé ïîâåðõíîñòè (ñôåðû, ýëëèïñîèäà èëè îâàëîèäà, â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñèììåòðèè
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ôóëëåðåíà), îïèñàííîé âîêðóã óãëåðîäíîãî êàðêàñà ðàññìàòðèâàåìîé ìîëåêóëû. Äëÿ êàæ-
äîé ìîëåêóëû ôóëëåðåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâíîâåñíîé ãåîìåòðèè, íàéäåííîé êâàíòîâî-
õèìè÷åñêè, ñòðîèòñÿ ìàòðèöà ìåæúÿäåðíûõ ðàññòîÿíèé:

0 l12 l13 . . . l1n
l21 0 l23 . . . l2n
...

...
...

. . .

ln1 ln2 ln3 . . . 0

 ,

ãäå lii = 0 , lij = lji . Äàëåå äëÿ êàæäîãî àòîìà (äëÿ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû) íàõî-
äèòñÿ òðè íàèìåíüøèõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåì áëèæàéøèì ñîñåäÿì
ðàññìàòðèâàåìîãî àòîìà ôóëëåðåíîâîãî êàðêàñà. Êîîðäèíàòû ýòèõ àòîìîâ èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëîâ ïèðàìèäàëüíîñòè θP ïî ôîðìóëå (3.2) è äàëåå èíäåêñà êðè-
âèçíû ïî ôîðìóëå (3.1). Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.1.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîé êðèâèçíû óãëåðîäíîé ïîâåðõíîñòè

Ðàíåå áûëà îáíàðóæåíà ëèíåéíàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó òåïëîâûìè ýôôåêòàìè ðåàêöèé ïðè-
ñîåäèíåíèÿ ê ôóëëåðåíàì àòîìîâ, ðàäèêàëîâ [7] è ìîëåêóë [2] îáùåãî âèäà:

∆H◦
r = Ak +B, (3.3)

ãäå B - òåïëîâîé ýôôåêò ðåàêöèè ïðèñîåäèíåíèÿ ê ãèïîòåòè÷åñêîìó ðåàêöèîííîìó öåíòðó
ñ íóëåâîé êðèâèçíîé, A - õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé íàêëîí çàâèñè-
ìîñòè äëÿ ðåàêöèé ïðèñîåäèíåíèÿ êàæäîãî òèïà.

Äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè íàèáîëåå âåðîÿòíûõ êàíàëîâ ðåàêöèé ïðèñîåäèíåíèÿ ∆H◦
r <

0 , òî åñòü íàèáîëåå ðåàêöèîííîñïîñîáíûìè àòîìàìè â ìîëåêóëàõ ôóëëåðåíîâ ÿâëÿþòñÿ
àòîìû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:

k < −B
A
, (3.4)
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Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3.4), ïðîâîäèëè ¾ïðîñåèâàíèå¿ àòîìîâ ñîñòàâëÿþùèõ êàðêàñû ôóëëå-
ðåíîâ, ÷òî ïîçâîëèëî îñóùåñòâèòü îöåíêó ñòðîåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ïðîäóêòîâ ðåàê-
öèé ôóëëåðåíîâ.

Íàïðèìåð, â ôóëëåðåíå C540 èìååòñÿ 12 êîðàííóëåíîâûõ ôðàãìåíòîâ, õàðàêòåðèçó-

þùèõñÿ êðèâèçíîé ≈ 0.2000
◦
A −1 ; äðóãèå îáëàñòè ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà C540 èìåþò

k ≤ 0.06000
◦
A −1 (ñòðóêòóðà C540 îïòèìèçèðîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëà AMBER

â ïðîãðàììå GAUSSIAN-98). Ðàññ÷èòàííûé òåïëîâîé ýôôåêò ðåàêöèè ïðèñîåäèíåíèÿ îçî-
íà ñîñòàâëÿåò äëÿ ñâÿçåé 6.6 êîðàííóëåíîâûõ ôðàãìåíòîâ −47 êÄæ ·ìîëü −1 ; ïðèñîåäè-
íåíèå îçîíà ê ñâÿçÿì 6.6 äðóãèõ îáëàñòåé ýíäîòåðìè÷íî (+213 êÄæ ·ìîëü −1 ). Ðàçíûå
çíàêè òåïëîâûõ ýôôåêòîâ äâóõ êàíàëîâ ðåàêöèè óêàçûâàþò íà ïðåèìóùåñòâåííîå ïðîòå-
êàíèå ðåàêöèè â îáëàñòÿõ êëàñòåðà C540 ñ ïîâûøåííîé êðèâèçíîé, ÷òî äåëàåò âîçìîæíûì
ñåëåêòèâíûé ¾îòæèã¿ ôðàãìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ ïÿòè÷ëåííûå öèêëû (ïî àíàëîãèè ñ ¾îò-
æèãîì¿ øàïîê íàíîòðóáîê), ñ îáðàçîâàíèåì êàðêàñíûõ ñòðóêòóð, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç
ãåêñàãîíîâ è èìåþùèõ äîñòàòî÷íûå äëÿ èíêàïñóëèðîâàíèÿ îòâåðñòèÿ â êàðêàñå (ðèñ. 3.2).

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Óãëåðîäíûå êàðêàñû ôóëëåðåíà Ñ 540 è âîçìîæíîãî ïðîäóêòà îçîíîâîãî ¾îòæèãà¿ ó÷àñòêîâ

ïîâåðõíîñòè Ñ 540 ñ ìàêñèìàëüíîé êðèâèçíîé

4. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü íàäåæíûé ïðîãíîç ðåàê-
öèîííîé ñïîñîáíîñòè ôóëëåðåíîâ è ðîäñòâåííûõ èì êàðêàñíûõ íàíîñòðóêòóð (â òîì ÷èñëå,
ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ ñîòåí àòîìîâ) ñ èñïîëüçîâàíèåì èíäåêñîâ êðèâèçíû è èíäåêñîâ
ïîëÿðèçóåìîñòè.
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé

äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\bibitem, èìåþùèõ îäèí ïàðàìåòð:

\bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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