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Îò ðåäàêöèè

Â íàñòîÿùåì íîìåðå ïóáëèêóþòñÿ ðàáîòû ó÷åíûõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïî-
ñòîÿííûìè ó÷àñòíèêàìè íàó÷íûõ øêîë è êîíôåðåíöèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìîäåëèðîâàíèþ, ÷èñëåííûì ìåòîäàì è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå. Íîìåð âû-
õîäèò ê íà÷àëó Ïÿòîé ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé øêîëû-ñåìèíàðà ¾Ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì¿ èìåíè
Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî. Â íåì åñòü êàê ðàáîòû âåäóùèõ ó÷åíûõ, òàê è íà÷èíà-
þùèõ ìàòåìàòèêîâ è èíæåíåðîâ.

Ðåäàêöèÿ èñêðåííå æåëàåò âñåì àâòîðàì çäîðîâüÿ è òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ!



Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîãèäðàòíûõ ïðîöåññîâ . . . 7

ÓÄÊ 51.7:532.546

Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
ãàçîãèäðàòíûõ ïðîöåññîâ â ïîðèñòîé ñðåäå
c⃝ Ã. È. Êàçàêåâè÷1, Ë. Â. Êëî÷êîâà2, Þ. À. Ïîâåùåíêî3, Â.Ô. Òèøêèí4

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãàçîâûå ãèäðàòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîòåíöèàëüíûå èñ-
òî÷íèêè óãëåâîäîðîäîâ. Ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èññëåäîâàíà ñèñòåìà ìàññîâûõ è
ýíåðãåòè÷åñêèõ áàëàíñîâ, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ôëþèäîâ: ñîâìåñòíîãî ïîâåäåíèÿ ñâîáîä-
íûõ ãèäðàòîâ, âîäû, ãàçà è èõ ýíåðãåòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ñ íåïîäâèæíûì ñêåëåòîì. Â
ðåçóëüòàòå èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ðàñùåïëåíà íà îñíîâíîå äèññèïàòèâíîå óðàâíåíèå òåîðèè
ãèäðàòîâ, îïðåäåëÿþùåå "òåðìîäèíàìè÷åñêóþ" ýâîëþöèþ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, è ñàòóðàöè-
îííóþ ÷àñòü, îïèñûâàþùóþ "ãèïåðáîëè÷åñêîå" ïîâåäåíèå ñðåäû, íàñûùåííîé ãèäðàòîì è
ôëþèäàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàçîâûå ãèäðàòû, óãëåâîäîðîäû, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

1. Ââåäåíèå

Ãàçîâûì ãèäðàòàì óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå â ëèòåðàòóðå [1]. Ïî èìåþùèìñÿ äàííûì
îáúåì óãëåâîäîðîäíîãî ãàçà, ñîäåðæàùåãîñÿ â ãèäðàòàõ, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò îñòàëü-
íûå åãî çàïàñû. Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ äèññîöèàöèè ãàçîâûõ ãèä-
ðàòîâ â ïîðèñòîé ñðåäå [2] - [4] ëåæàò óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, âûðàæàþùèå
çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè.

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (ïî êîìïîíåíòíûé ìàññîâûé ôëþèäîáàëàíñ â ñâî-
áîäíîì è ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèÿõ) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå

∂

∂t
{m (SνSwρw + (1− Sν) ρνβw)}+ div

[
ρw

→
Vw

]
+ qw = 0, (1.1)

∂

∂t
{m (Sν(1− Sw)ρg + (1− Sν) ρν(1− βw))}+ div

[
ρg

→
Vg

]
+ qg = 0. (1.2)

Çäåñü èíäåêñû g , w , ν s � îòíîñÿòñÿ ê ãàçó, âîäå, ãèäðàòó, ñêåëåòó ïîðèñòîé ñðåäû,
ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçå l ; P � äàâëåíèå, Sw � âîäîíàñûùåííîñòü, ν � ãèäðàòîíàñû-
ùåííîñòü, Sν = 1 − ν � ðàñòåïëåííîñòü, ρl(P, T ) � ïëîòíîñòè ôàç, βw � ìàññîâàÿ äîëÿ
âîäû â ãèäðàòå, r⃗ � ðàäèóñ-âåêòîð, t � âðåìÿ, qg(t, r⃗, Sw, Sv, P ) , qw(t, r⃗, Sw, Sv, P ) � ïëîò-

íîñòè èñòî÷íèêîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàç,
→
Vw ,

→
Vg � ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè âîäû è ãàçà,

îïðåäåëÿåìûå çàêîíîì Äàðñè ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèè â ñðåäå ñ îáùèì äàâëåíèåì P :

V⃗w = −kkrw
µw

(∇P −Gρwk⃗), (1.3)

1Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà îêåàíîëîãèè èì. Ï.Ï. Øèðøîâà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
gkazakevich@yandex.ru.

2Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
klud@imamod.ru.

3Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
poveshchenko@keldysh.ru.

4Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
tishkin@imamod.ru.
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V⃗g = −kkrg
µg

(∇P −Gρgk⃗), (1.4)

ãäå k⃗ � âåðòèêàëüíûé êîîðäèíàòíûé îðò, G � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, k(r⃗, sν , P )
� àáñîëþòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, krg(Sw) , krw(Sw) � ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè, µg(P, T ) ,
µw(P, T ) � âÿçêîñòè, m(r⃗, P ) � ïîðèñòîñòü.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.1)�(1.2) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îïðåäåëÿþùèõ òåðìî-
äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ áóäåì íàçûâàòü ñàòóðàöèîííûì áëîêîì, èìåÿ â âèäó, ÷òî ýòè
óðàâíåíèÿ ñëóæàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëàãîíàñûùåííîñòè Sw è ðàñòåïëåííîñòè Sν .

Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãèäðàòà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýíåðãèè ñîçäàþùèõ åãî ãàçà è âîäû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

βwiw + (1− βw)ig = iν + h, (1.5)

ãäå h � ñêðûòàÿ òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà åäèíèöû ìàññû ãèäðàòà, ig , iν � ýíòàëüïèè
ãàçà è âîäû ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü l � èíäåêñ, óêàçûâàþùèé ôàçó, òî il = εl + P/ρl � ýíòàëüïèè ôàç, εl(P, T ) �
âíóòðåííèå ýíåðãèè ôàç; λl(P, T ) � êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ôàç.

Óðàâíåíèå ýíåðãèè èìååò âèä:

∂

∂t
{m(Sν(Swρwεw + (1− Sw)ρgεg) + (1− Sν)ρνεν) + (1−m)ρsεs}+

+div
{
ρwεw

→
Vw +ρgεg

→
Vg +P (

→
Vw +

→
Vg)
}
+ div

→
W +qε = 0,

(1.6)

ãäå
→
W = − (m (Sν (Swλw + (1− Sw)λg) + (1− Sν)λν) + (1−m)λs)∇T.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñîñòîÿíèå ãèäðàòà îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ

T = A lnP +B, (2.1)

ãäå A è B � ýìïèðè÷åñêèå êîíñòàíòû.
Â ñèëó ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, â âûðàæåíèÿõ äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ, ãäå âñòðå÷àåòñÿ çàâè-

ñèìîñòü îò T , åå ìîæíî ñâåñòè ê çàâèñèìîñòè îò P .
Âûøå ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà (1.1)�(1.6) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìîé

óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñìåøàííîãî òèïà. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâà-
íèÿ è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè ïðèìåíÿåòñÿ ðàñùåïëåíèå åå
íà óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íàñûùåííîñòè îäíîé èç ôàç è óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ [5]. Â
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å òàêæå óäàåòñÿ ïðîâåñòè ïîäîáíîå ðàñùåïëåíèå.

3. Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (1.1)�(1.6)

Ñèñòåìà (1.1)�(1.6) ñîñòîèò èç ôóíêöèîíàëüíîãî áëîêà, îòâå÷àþùåãî çà õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ïåðåíîñ ñàòóðàöèîííûõ âîçìóùåíèé (â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå � ýòî ãèïåðáîëè÷-
íîñòü â íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ Sν , Sw íà ôîíå ôèêñèðîâàííûõ äàâëåíèé P ) è ôóíê-
öèîíàëüíîãî áëîêà, îïèñûâàþùåãî äèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ãèäðàòíûå ïðîöåñ-
ñû ïåðåíîñà, îáóñëîâëåííûå íåñòàöèîíàðíûì âî âðåìåíè äàâëåíèåì P (ïåðâîãî ïîðÿäêà
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(
∂

∂t

)
íàä ïðîñòðàíñòâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàöèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà â òåð-

ìèíàõ âåêòîðà ∇ ). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ äàâëåíèå P
ïðè ôèêñèðîâàííûõ ñàòóðàöèÿõ Sν è Sw .

Îêàçàëîñü, ÷òî ïîëó÷åííîå äèññèïàòèâíîå ãèäðàòíîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò â ñâîåé
ñòðóêòóðå "òåðìîäèíàìè÷åñêèå" áëîêè ñ íåêîòîðûìè èíòåãðèðóþùèìè ìíîæèòåëÿìè
ψ

mρν
è δε â âèäå ñêà÷êîâ óäåëüíûõ (íà åäèíèöó ìàññû) îáúåìîâ è âíóòðåííåé ýíåðãèè

ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå. Ýòè íåîòðèöàòåëüíûå ìíîæèòåëè èëè èõ àääèòèâíûå êîìïîíåí-
òû, îòñóòñòâóþùèå â èñõîäíîé äèâåðãåíòíîé ôîðìå çàïèñè ãèäðàòíûõ óðàâíåíèé (1.1) �
(1.6), ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê äëÿ êîððåêòíîãî ôèçè÷åñêîãî àíàëèçà ïàðàìåòðîâ
çàäà÷è (íàïðèìåð, (Sw)min , (Sw)max äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ôàçîâûõ ïðîíèöàåìîñòåé), òàê è
äëÿ ÷èñëåííîãî ÿâíîãî âûäåëåíèÿ ýâîëþöèîííî óñòîé÷èâûõ àïïðîêñèìèðóåìûõ áëîêîâ.

4. Âûâîä äèññèïàòèâíîãî óðàâíåíèÿ òåîðèè ãèäðàòîâ

Èç óðàâíåíèé ìàññîâûõ ôëþèäîáàëàíñîâ (1.1) � (1.2) ñëåäóåò

Sw

ρw

∂

∂t
(mSνρw) +

1− Sw

ρg

∂

∂t
(mSνρg) +

(
βw
ρw

+
1− βw
ρg

)
∂

∂t
[m(1− Sν)ρν ] +DIG = 0, (4.1)

ãäå

DIG =
1

ρw
div
(
ρw

→
Vw

)
+

1

ρg
div
(
ρg

→
Vg

)
+

(
qw
ρw

+
qg
ρg

)
. (4.2)

Èç óðàâíåíèÿ áàëàíñà âíóòðåííåé ýíåðãèè (1.6) ñèñòåìû (1.1) � (1.6) ñ ó÷åòîì (1.1) �
(1.2)àíàëîãè÷íî ñëåäóåò

mSv

[
Swρw

∂εw
∂t

+ (1− Sw)ρg
∂εg
∂t

]
+
∂

∂t
[m(1− Sν)ρνεν + (1−m)ρsεs]−

− [εwβw + εg(1− βw)]
∂

∂t
[m(1− Sν)ρν ] +DIGε = 0,

(4.3)

ãäå

DIGε =
[
div
(
ρwεw

→
Vw

)
− εwdiv

(
ρw

→
Vw

)]
+
[
div
(
ρgεg

→
Vg

)
− εgdiv

(
ρg

→
Vg

)]
+

+div
[
P
( →
Vw +

→
Vg

)]
+ div

→
W +(qε − εwqw − εgqg) =

= ρw
→
Vw ∇εw + ρg

→
Vg ∇εg + div

[
P (

→
Vw +

→
Vg)
]
+ div

→
W +(qε − εwqw − εgqg) .

(4.4)

Â óðàâíåíèÿõ (4.1), (4.3) âëàãîíàñûùåííîñòü Sw óæå íå ñîäåðæèòñÿ ïîä çíàêîì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì è ââîäÿ ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå íåîòðèöàòåëüíûå:
� ñêà÷îê óäåëüíîãî îáúåìà (íà åäèíèöó ìàññû)

ψ

mρν
=

(
φ− 1

ρν

)
≥ 0, φ =

βw
ρw

+
1− βw
ρg

; (4.5)

� ñêà÷îê óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè (íà åäèíèöó ìàññû)

δε = βwεw + (1− βw)εg − εν ≥ 0, (4.6)

èñêëþ÷èì èç ïîä çíàêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè â óðàâíåíèÿõ (2.1), (4.2) è
âòîðóþ ñàòóðàöèîííóþ ïåðåìåííóþ � ðàñòåïëåííîñòü Sv . Ïîëó÷èì
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mδε

{
Sν

[
Sw

(ρw)t
ρw

+ (1− Sw)
(ρg)t
ρg

]
+ (1− Sν)

(ρν)t
ρν

+
mt

m

}
+

+
ψ

mρν
{m{Sν [Swρw(εw)t + (1− Sw)ρg(εg)t] + (1− Sν)ρν(εν)t}+ [(1−m)ρsεs]t +

+δεDIG+
ψ

mρν
DIGε = 0.

(4.7)

Âûðàæåíèå (4.7) � îñíîâíîå äèññèïàòèâíîå óðàâíåíèå òåîðèè ãèäðàòîâ äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ äàâëåíèÿ P .

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñâåëàñü ê ñàòóðàöèîííîìó áëîêó (4.1), (4.3) è äèññèïàòèâíîìó
óðàâíåíèþ (4.7).

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòîé ñèñòåìû äëÿ ñàòóðàöèîííîãî áëîêà ìîæíî àäàïòèðîâàòü
ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, à äëÿ äèññèïàòèâíîãî óðàâíå-
íèÿ � ìåòîäû ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

5. Çàêëþ÷åíèå

Òåîðåòè÷åñêè ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èññëåäîâàíà ñèñòåìà ìàññîâî-
ýíåðãåòè÷åñêèõ áàëàíñîâ, îïèñûâàþùàÿ ôëþèäîäèíàìèêó ñîâìåñòíîãî ïîâåäåíèÿ ñâîáîä-
íûõ ãèäðàòîâ, âîäû, ãàçà è èõ ýíåðãåòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ñ íåïîäâèæíûì ñêåëåòîì.
Â ðåçóëüòàòå èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ðàñùåïëåíà íà îñíîâíîå äèññèïàòèâíîå óðàâíåíèå
òåîðèè ãèäðàòîâ, îïðåäåëÿþùåå "òåðìîäèíàìè÷åñêóþ" ýâîëþöèþ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, è
ñàòóðàöèîííóþ ÷àñòü, îïèñûâàþùóþ "ãèïåðáîëè÷åñêîå" ïîâåäåíèå íàñûùåííîñòåé ñðåäû
ãèäðàòîì è ôëþèäàìè. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé äàþò âîçìîæíîñòü êîððåêòíî ñòðî-
èòü âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè è àäàïòèâíî ïðèâëåêàòü ðàíåå ñóùåñòâîâàâøèå íàðàáîòêè â âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêå
ïðèìåíèòåëüíî ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ãèäðàòíî-ôëþèäîäèíàìè÷åñêèõ ïëàñòîâûõ
ÿâëåíèé.
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Mathematical research of system of equations of processes
in the porous environment
c⃝ G.I. Kazakevich5, L.V Klochkova6, J.A. Poveshchenko7, V.F. Tishkin8

Abstract. Now gas hydrates are considered as potential sources of hydrocarbons. Methods of
mathematical physics investigate the system of mass and power balances describing dynamics of
�uids: joint movement of free hydrates, water, gas and their power interoperability with a stationary
skeleton. As a result the initial boundary value problem is split on the core dissipation equation of
the hydrates theory, de�ning "thermodynamic" evolution of system parameters, and a saturations
part describing "hyperbolic" movement of environment, saturations by hydrate and �uids.
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Ïðîõîæäåíèå ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèé
óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë
c⃝ Å. Á. Êóçíåöîâ1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êâàçèñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåë èç óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé ñâîäèòñÿ ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ïðåäåëü-
íîì ñîñòîÿíèè òåëà èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ñèíãó-
ëÿðíîé. Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðèçàöèè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó
ïàðàìåòðó, ÷òî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå çàäà÷è â ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ òåë.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå, ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ, íàèëó÷øèé ïàðàìåòð, êîíå÷-
íûé ýëåìåíò.

1. Ðåãóëÿðèçàöèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è

Ìíîãèå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ïðèêëàäíîé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå, à òàê æå
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè èçäåëèé àâèàöèîííîé è ðàêåòíîêîñìè÷åñêîé òåõíèêè, ñâîäÿòñÿ ê èñ-
ñëåäîâàíèþ êâàçèñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåë èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà [1] - [3]. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè âíåøíèõ ñèë äîñòèãàþòñÿ ïðå-
äåëüíûå ñîñòîÿíèÿ � ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè, â êîòîðûõ äåôîðìàöèè îáðàùàþòñÿ â
áåñêîíå÷íîñòü. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàãðóçêà íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé.

Óíèâåðñàëüíûì è ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî óïðóãîïëàñòè÷åñêîìó äå-
ôîðìèðîâàíèþ òåë ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ)
[4], [5]. Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÌÊÝ ïðî-
áëåìà îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé òåëà ñâîäèòñÿ ê ïîøàãîâîìó èíòåãðèðîâà-
íèþ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ÎÄÓ), êîòîðàÿ â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè òåëà èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé. Â ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàììàõ ïîøàãîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ñèñòåìû ÎÄÓ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äåôîðìèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âíåøíÿÿ íàãðóçêà. Â
ýòîì ñëó÷àå â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé íàãðóçêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãó-
ðàöèé íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ìåëêèå øàãè ïî íàãðóçêå. Ïðè ýòîì èòåðàöèîííûå ïðîöåññû
óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ñõîäÿòñÿ î÷åíü ìåäëåííî èëè äàæå ðàñõîäÿòñÿ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ
òðóäíîñòåé ïðè îïðåäåëåíèè ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé íà-
ãðóçêè ðàçóìíî ïðèìåíèòü íàèëó÷øóþ ïàðàìåòðèçàöèþ [6], [7], ñîãëàñíî êîòîðîé íàèëó÷-
øèì ïàðàìåòðîì äåôîðìèðîâàíèÿ áóäåò äëèíà äóãè èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è. Ýòîò
ïàðàìåòð èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ [1], [8]. Çäåñü îáðàùàåòñÿ âíèìàíèå íà åùå îäèí áîëåå
ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà.

Ðññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé ïðîäåìîíñòðèðóåì òå òðóäíîñòè,
êîòîðûå âîçíèêàþò â çàäà÷àõ î äåôîðìèðîâàíèè òåë èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè, è ïðèâåäåì îäèí èç àëãîðèòìîâ ðåãóëÿðèçàöèè.

Èçó÷èì îäíîîñíîå îäíîðîäíîå äåôîðìèðîâàíèå ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ ñ ïëîùàäüþ
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ A , îäèí êîíåö êîòîðîãî çàùåìëåí, à ê äðóãîìó ïðèëîæåíà ðàñòÿãè-
âàþùàÿ èëè ñæèìàþùàÿ ïðîäîëüíàÿ ñèëà P , ñì. [1]. Ìàòåðèàë ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ óïðó-
ãîïëàñòè÷åñêèì ñ áèëèíåéíîé äèàãðàììîé îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ. Äåôîðìàöèþ áóäåì

1Ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (ãîñóäàð-
ñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; kuznetsov@mai.ru
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îòìå÷àòü áóêâîé ε , à íàïðÿæåíèå σ . Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç σ0

y > 0 . E > 0 � ìîäóëü Þíãà, Et ≥ 0 � êàñàòåëüíûé ìîäóëü Þíãà. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñ èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì îïðåäåëÿþùåå
ñîîòíîøåíèå ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

σ̇ = bε̇, (1.1)

ãäå

b =

{
E, |σ| < σy

∪
|σ| = σy, σε̇ ≤ 0,

Et, |σ| = σy, σε̇ > 0.
(1.2)

Çäåñü σy = max
0≤τ≤t

{|σ(τ)|, σ0
y} � òåêóùåå çíà÷åíèå ïðåäåëà òåêó÷åñòè; t � ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùèé ïàðàìåòð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì t = 0 ), òî÷êà îáî-
çíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t .

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â ñêîðîñòÿõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

σ̇ =
Ṗ

A
. (1.3)

Èç (1.1) è (1.3) ïîëó÷àåì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.2), íåëèíåéíîå ÎÄÓ

kε̇ = Ṗ , (1.4)

êîòîðîå ñëåäóåò ðåøàòü ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ε(0) = 0. (1.5)

Â óðàâíåíèè (1.4) ââåäåí êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè (àíàëîã êàñàòåëüíîé
ìàòðèöû æåñòêîñòè [4])

k(σ, ε̇) = bA.

Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1.4), (1.5) îïèñûâàåò äåôîðìèðîâàíèå ñòåðæíÿ èç óïðóãîïëàñòè÷å-
ñêîãî ìàòåðèàëà. Ïðè÷åì óðàâíåíèå (1.4) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ ïðè äèñêðåòèçàöèè ÌÊÝ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äå-
ôîðìèðîâàíèå òåëà èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ñòåðæíÿ îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì
íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.4), (1.5). Ïðè÷åì ïðè ìîíîòîííîì ïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè
ñòåðæíÿ ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè â ïëîñêîñòè (ε, σ) ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììå îäíîîñ-
íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ðàçðåøèìîñòü æå çàäà÷è (1.4), (1.5) çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ Et .
Åñëè Et > 0 (óïðóãîïëàñòè÷åñêèé ìàòåðèàë ñ óïðî÷íåíèåì), òî çàäà÷à (1.4), (1.5)

ðåãóëÿðíà êàê ïðè óïðóãîì ( k = EA ), òàê è ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ( k = EtA ) äåôîð-
ìèðîâàíèè. Ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî è ïðåäåëüíûå ñîñòîÿíèÿ íå äîñòèãàþòñÿ.

Åñëè Et = 0 (èäåàëüíûé óïðóãîïëàñòè÷åñêèé ìàòåðèàë), òî çàäà÷à (1.4), (1.5) ðåãó-
ëÿðíà ïðè óïðóãîì ( k = EA ) è ñèíãóëÿðíà ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ( k = 0 ) äåôîðìèðî-
âàíèè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè Ṗ ̸= 0 ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò, à ïðè Ṗ = 0 ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò, íî íå åäèíñòâåííî. Ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ñòåðæíÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè Plim = σ0

yA .
Äëÿ ñòåðæíÿ èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ óïðî÷íåíèåì çàäà÷ó (1.4), (1.5) ìîæ-

íî ðåøàòü, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äåôîðìèðîâàíèÿ ñèëó P (Ṗ = 1) . Äëÿ ñòåðæíÿ
èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðè äåôîðìèðîâàíèè çà ïðåäåëîì óïðóãî-
ñòè ñèëó P â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà äåôîðìèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ, òàê êàê ïðè
Ṗ = 1 ðåøåíèå çàäà÷è (1.4), (1.5) íå ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì
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ðåøåíèÿ çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèèè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ñ çàäàííîé âíåøíåé ñè-
ëîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè èñïîëüçîâàòü
íåëüçÿ.

×òîáû íà÷àëüíóþ çàäà÷ó (1.4), (1.5) ðåøèòü êàêèì - íèáóäü ÷èñëåííûì ìåòîäîì, óðàâ-
íåíèå (1.4) ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü â íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè, ò.å. ðàçðå-
øèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ε̇

ε̇ =
Ṗ

k
, (1.6)

Âèäíî, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.6) òåðÿåò ñìûñë, òàê
êàê k = 0 .

Â ìîíîãðàôèÿõ [6], [7] ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòð íàãðóçêè P íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ óäà÷-
íûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è è ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î âûáîðå íàèëó÷øåãî, â íåêîòîðîì
ñìûñëå ïàðàìåòðà. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðåøàòü çàäà÷ó ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî
ïàðàìåòðó, òî íàèëó÷øèì ïàðìåòðîì, äîñòàâëÿþùèì íàèëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü ñîîò-
âåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ, áóäåò äëèíà äóãè èíòåãðàëüíîé
êðèâîé çàäà÷è.

Ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (1.6), (1.5) ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó - àðãóìåíòó, îáîçíà÷èâ åãî
÷åðåç λ . Ïðåäâàðèòåëüíî â óðàâíåíèè (1.6) äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé t çàìåíèì
íà äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé λ , òîãäà óðàâíåíèå (1.6) ïðèìåò âèä

dε

dλ
=

1

k

dP

dλ
. (1.7)

Ó÷èòûâàÿ ñìûñë ïàðàìåòðà λ , êàê ýëåìåíòà äëèíû äóãè, èìååì åùå îäíî óðàâíåíèå(
dε

dλ

)2

+

(
dP

dλ

)2

= 1. (1.8)

Ðàçðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.7), (1.8) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèÿ, çàïèñàííûå â íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè

dε
dλ

= ± 1√
1 + k2

, dP
dλ

= ± k√
1 + k2

. (1.9)

Åñëè äëèíó äóãè λ îòñ÷èòûâàòü îò íà÷àëüíîé òî÷êè çàäà÷è (1.6), (1.5) è íàãðóæå-
íèå ñòåðæíÿ ïðîèçâîäèòü èç íåäåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.9) ïðèìóò âèä

ε(0) = 0, P (0) = 0. (1.10)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1.9), (1.10), ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øå-
ìó àðãóìåíòó, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé óæå íå òåðÿåò ñìûñë è ïðè çíà÷åíèè k = 0 , ïîýòîìó
ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çà-
äà÷ äëÿ ÎÄÓ.

Çíàê ïëþñ èëè ìèíóñ â ñèñòåìå (1.9) âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ äâè-
æåíèÿ âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è.

Â [6], [7] îòìå÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàííîé íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.9),
(1.10). Â ÷àñòíîñòè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è èìååò íàè-
ìåíüøóþ êâàäðàòè÷íóþ íîðìó, êîòîðàÿ, êàê âèäíî èç ñèñòåìû (1.9), ðàâíà åäèíèöå, ïî-
ýòîìó çàäà÷à (1.9), (1.10) ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà äàæå â ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå, êîãäà
êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè k ðàâåí íóëþ.

Çàäà÷à (1.9), (1.10) èíòåãðèðîâàëàñü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè â ñëó÷àå èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ
ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòàíò [7]: E = 1ÃÏà, Et = 0 , σ0

y = 10ÌÏà. Äèàãðàììà îäíîîñíîãî
ðàñòÿæåíèÿ âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
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2. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ñèñòåìû êîíå÷íîýëåìåíòíûõ óðàâíåíèé

Ïðåäëîæåííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè îäíîìåðíîé çàäà÷è ïîëîæåíà â îñíîâó
÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèè òåë èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà â ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé êâàçèñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ïî-
ñëå äèñêðåòèçàöèè ÌÊÝ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì çàïèøåòñÿ â âèäå [1], [4]

KU̇ = Ṙ. (2.1)

Çäåñü K = ||kij|| � ñèììåòðè÷íàÿ êàñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè ïîðÿäêà n ; U =
(u1, u2, . . . , un)

T � âåêòîð óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé; R � âåêòîð âíåøíèõ ñèë. Îñòàëüíûå
îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïðèíÿòûìè ðàíåå. Ñèñòåìó ÎÄÓ ñëåäóåò ðåøàòü ïðè íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ

U(0) = U0. (2.2)

Â [1] ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, îáîáùàþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.1), (1.2)
äëÿ îäíîîñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæíÿ íà ïðîñòðàíñòâåííûå òåëà, â ñèëó ÷åãî ìàòðèöà
K = K(U̇) , ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (2.1), (2.2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ÎÄÓ.

Ïóñòü âåêòîð âíåøíèõ ñèë R çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà P , õàðàêòåðèçóþùåãî
èíòåíñèâíîñòü äåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë:

R = PF. (2.3)

Çäåñü âåêòîð F = (F1, F2, . . . , Fn)
T õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå âíåøíèõ ñèë. Ñ ó÷å-

òîì (2.3) ñèñòåìó (2.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

KU̇ = ṖF. (2.4)

Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà (ïàðàìåòð P ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Plim ) ñîîòâåòñòâóåò âûðîæ-
äåíèþ ìàòðèöû K . Ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ òåëà èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíîé íà÷àëüíîé
çàäà÷è (2.4), (2.2) â îêðåòíîñòè ïðåäåëüíûõ íàãðóçîê ðàáîòàòü íå áóäóò.

Ïðîâåäåì ðåãóëÿðèçàöèþ çàäà÷è (2.4), (2.2), èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûé àëãîðèòì
äëÿ îäíîîñíîãî ñëó÷àÿ. Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.4), ïðåîáðàçîâàííóþ ê íàèëó÷øåìó
àðãóìåíòó λ , ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

K
dU

dλ
=
dP

dλ
F. (2.5)

Àðãóìåíò λ , êàê ýëåìåíò äëèíû äóãè èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è (2.4), (2.2), äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó (

dU

dλ

)T
dU

dλ
+

(
dP

dλ

)2

= 1. (2.6)

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.5), ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Êðàìå-
ðà, áóäåò èìåòü âèä

dui
dλ

=
∆i

∆

dP

dλ
, i = 1, 2, . . . , n. (2.7)

Çäåñü ∆ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû K ; ∆i � îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåìûé èç îïðåäåëèòåëÿ
∆ , ïîñëå çàìåíû â íåì i � ãî ñòîëáöà âåêòîð-ñòîëáöîì F .
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (2.7), ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.5), (2.6) ìîæåò áûòü ðàç-
ðåøåíà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ è ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðåîáðàçîâàííóþ
ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó

dui
dλ

= ± ∆i√√√√ n∑
i=1

∆2
i +∆2

, dP
dλ

= ± ∆√√√√ n∑
i=1

∆2
i +∆2

,

i = 1, 2, . . . , n.

(2.8)

Åñëè àðãóìåíò λ îòñ÷èòûâàòü îò íà÷àëüíîé òî÷êè çàäà÷è (2.4), (2.2) è íàãðóæåíèå
òåëà ïðîèñõîäèò èç íåäåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òî ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.8) íàäî èí-
òåãðèðîâàòü ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

U(0) = U0, P (0) = 0. (2.9)

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (2.8), (2.9) âûãîäíî îòëè-
÷àåòñÿ îò íåïðåîáðàçîâàííîé íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.1), (2.2). Â ñàìîì äåëå, â âûðîæäåíîì
ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ∆ êàñàòåëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè K ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó çàäà-
÷ó (2.1), (2.2) íåâîçìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê íîðìàëüíîé ôîðìå Êîøè è, ñëåäîâàòåëüíî,
÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à ëèøåíà ýòîãî íåäîñòàòêà. Èç ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (2.8) âèäíî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè åå íå òåðÿþò ñìûñë è â òîì ñëó÷àå, êîãäà
îïðåäåëèòåëü ∆ îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Ïîÿñíèì ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì áóäåò ðàáîòîñïîñîáíûì. Äëÿ
ýòîãî íàðÿäó ñ ìàòðèöåé æåñòêîñòè K ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó K ,
ïîëó÷àþùóþñÿ, åñëè ê ìàòðèöå K ïðèïèñàòü ñïðàâà âåêòîð-ñòîëáåö F , ò.å. K = (KF ) .
Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà ìàòðèöà K âûðîæäàåòñÿ è åå ðàíã ñòàíîâèòñÿ
ðàâíûì íå n , à r < n . Òàêàÿ òî÷êà íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ îñîáîé.

Åñëè âåêòîð-ñòîëáåö F áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìûì ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû K , òî ðàíã
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû òîæå áóäåò ðàâåí r , ò.å.

rank(K) = rank(K) = r.

Åñëè âåêòîð-ñòîëáåö F áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû K , òî ðàíã
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áóäåò ðàâåí r + 1 , ò.å.

rank(K) = rank(K) + 1 = r + 1.

Â íàøåì ñëó÷àå ïðè äîñòèæåíèè ïðåäåëüíîé íàãðóçêè P = Plim òåëà èç èäåàëüíîãî
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ìàòðèöà K âûðîæäàåòñÿ è åå ðàíã ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì
íå n , à n−1 . Åñëè âåêòîð-ñòîëáåö F áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû
K , òî ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áóäåò ðàâåí n , ò.å.

rank(K) = rank(K) + 1 = n.

Òàêàÿ òî÷êà íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé. Â ýòîì
ñëó÷àå ñðåäè îïðåäåëèòåëåé ∆i, i = 1, 2, . . . , n íàéäåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí îïðå-
äåëèòåëü îòëè÷íûé îò íóëÿ è ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à (2.8), (2.9) ìîæåò áûòü óñïåøíî
ïðîèíòåãðèðîâàíà ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ ÎÄÓ.

Åñëè âåêòîð-ñòîëáåö F áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìûì ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû K , òî ðàíã
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû áóäåò òîæå ðàâåí n− 1 , ò.å.

rank(K) = rank(K) = n− 1.
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Òàêàÿ òî÷êà íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû ÎÄÓ (2.8) òåðÿþò ñìûñë è ÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü óæå
íå óäàñòñÿ äàæå çàäà÷ó, ïðåîáðàçîâàííóþ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó (2.8), (2.9), îäíàêî
ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåâàòü òàêæå
òî÷êè òàêèõ òèïîâ, íî àëãîðèòì èõ ïðîõîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì.

3. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ðåãóëÿðèçàöèè

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ, èçãîòîâ-
ëåííîãî èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, âîñïîëüçóåìñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé,
ïðåäëîæåííîé âûøå.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.4), çàïèñàííàÿ â ðàçâåðíóòîì âèäå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì

k


k11 k12 . . . k1n
k21 k22 . . . k2n
...

...
. . .

...
kn1 kn2 . . . knn



u̇1
u̇2
...
u̇n

 =


1
1
...
1

 Ṗ . (3.1)

Çäåñü k , ââåäåííûé ðàíåå êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè. Êîýôôèöèåíòû kij
âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì

kij =

xj∫
xj−1

Ni(x)
dNj(x)

dx
dx+

xj+1∫
xj

Ni(x)
dNj(x)

dx
dx,

ãäå áàçèñíûå ôóíêöèè Nm(x) ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíûìè è èìåþò âèä

Nm(x) =


x− xm−1
xm − xm−1

, x ∈ [xm−1,xm ];
xm+1 − x
xm+1 − xm

, x ∈ [xm, xm+1];

0, x < xm−1

∪
x > xm+1.

Ñèñòåìó ÎÄÓ (3.1) ñëåäóåò ðåøàòü ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

ui(0) = ui0, i = 1, 2, . . . , n. (3.2)

Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (3.1), (3.2) äëÿ èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ
ñèíãóëÿðíîé ïðè äîñòèæåíèè óñèëèåì P ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè k ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå. Ñîãëàñíî àëãîðèòìó
ðåãóëÿðèçàöèè ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó ÎÄÓ (3.1) ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó λ , ïåðåïèñàâ åå
â âèäå 

k11 k12 . . . k1n
k21 k22 . . . k2n
...

...
. . .

...
kn1 kn2 . . . knn



du1/dλ
du2/dλ

...
dun/dλ

 =
1

k


1
1
...
1

 dPdλ . (3.3)

Àðãóìåíò λ , êàê ýëåìåíò äëèíû äóãè èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è (3.1), (3.2), äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó

n∑
i=1

(
dui
dλ

)2

+

(
dP

dλ

)2

= 1. (3.4)
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Ðåøåíèå ñèñòåìû, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ óðàâíåíèé (3.3), ïîëó÷åííîå
ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dui
dλ

=
1

k

∆i

∆

dP

dλ
, i = 1, 2, . . . , n. (3.5)

Çäåñü ∆ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3); ∆i � îïðåäåëèòåëü, ïîëó-
÷àåìûé èç îïðåäåëèòåëÿ ∆ , ïîñëå çàìåíû â íåì i � ãî ñòîëáöà âåêòîð-ñòîëáöîì, ñîñòîÿ-
ùèì èç åäèíèö.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (3.5), ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.3), (3.4) ìîæåò áûòü ðàç-
ðåøåíà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ è ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðåîáðàçîâàííóþ
ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó

dui
dλ

= ± ∆i√√√√ n∑
i=1

∆2
i + k2∆2

, dP
dλ

= ± k∆√√√√ n∑
i=1

∆2
i + k2∆2

,

i = 1, 2, . . . , n,

(3.6)

êîòîðóþ íóæíî ðåøàòü ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

ui(0) = ui0, P (0) = P0, i = 1, 2, . . . , n. (3.7)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àðãóìåíò λ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè çàäà÷è (3.1),
(3.2).

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (3.6), (3.7) âûãîäíî îòëè-
÷àåòñÿ îò íåïðåîáðàçîâàííîé íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.1), (3.2). Â ñàìîì äåëå, â âûðîæäåíîì
ñëó÷àå çàäà÷à (3.1), (3.2) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé è åå íåâîçìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê íîðìàëü-
íîé ôîðìå Êîøè è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à
ëèøåíà ýòîãî íåäîñòàòêà. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.6) âèäíî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè åå íå òå-
ðÿþò ñìûñë è â òîì ñëó÷àå, êîãäà êàñàòåëüíûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè k ïðèíèìàåò
íóëåâîå çíà÷åíèå, à çíà÷èò ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì ïðîèíòåãðèðîâàíà.

Ïðàâèëî Êðàìåðà ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíûì ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè, îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3) ìîæíî ïðèìåíèòü ëþáîé ÷èñ-
ëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ñàìîì äåëå, åñëè
â ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.3) ïîëîæèòü k = dP/dλ = 1 , òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷åí-
íîå ëþáûì ìåòîäîì, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå dui/dλ = ki, i = 1, 2, . . . , n . Òîãäà, â ñèëó
ëèíåéíîñòè, ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3) ïðèìåò âèä

dui
dλ

=
ki
k

dP

dλ
, i = 1, 2, . . . , n. (3.8)

Ó÷èòûâàÿ ñìûñë íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà λ , ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðåîáðàçî-
âàííóþ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó

dui
dλ

= ± ki√√√√ n∑
i=1

k2i + k2

, dP
dλ

= ± 1√√√√ n∑
i=1

k2i + k2

,

i = 1, 2, . . . , n,

(3.9)

êîòîðóþ ñëåäóåò ðåøàòü ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3.7).
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Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà èññëåäóåì çàäà÷ó, ðàññìîòðåííóþ â [1], ò.å. èçó÷èì ðàñòÿ-
æåíèå ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ äëèíîé 0.1ì, êâàäðàòíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ñòîðîíà
êâàäðàòà ðàâíà 0.01ì). Îäèí êîíåö ñòåðæíÿ çàùåìëåí, à ê ñâîáîäíîìó êîíöó ïðèëîæåíà
ñèëà P . Ñòåðæåíü èçãîòîâëåí èç èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ ìåõà-
íè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè E = 1ÃÏà, Et = 0 , σ0

y = 10ÌÏà. Ðåøåíèå äëÿ ñòåðæíåâîé
(îäíîìåðíîé) ìîäåëè ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìû Áóáíîâà - Ãàëåðêèíà ÌÊÝ, ïðè ýòîì
ñòåðæåíü âäîëü ñâîåé îñè ðàçáèâàåòñÿ íà äåñÿòü ýëåìåíòîâ, ò.å. n = 10 . Ðåøåíèå ëèíåé-
íîé çàäà÷è (3.3) îòûñêèâàëîñü ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ãàóññà, à íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (3.9), (3.7)
ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èíòåãðèðîâàëàñü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Äèàãðàììà îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðå-
øåíèè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èè îò àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå
[1], íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ îðãàíèçîâûâàòü íå òðåáóåòñÿ.

4. Ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûé ñëó÷àé

Èçó÷èì çàäà÷ó èç ï.1 î êâàçèñòàòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ èç èäå-
àëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Ñîõðà-
íèì îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ï.1. Ïîâåäåíèå ñòåðæíÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.4), êî-
òîðîå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó λ , ïðèìåò âèä (1.9). Ïîñëå ðåøåíèÿ
íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.9), (1.10), ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèè ε ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðåìåùåíèé u òî÷åê ñòåðæíÿ. Äëÿ ýòîãî, ñîãëàñíî ïîäõîäà Ëàãðàíæà,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

ε =
du

dx
+

1

2

(
du

dx

)2

. (4.1)

Óðàâíåíèå (4.1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé du
dx

, ðå-
øàÿ êîòîðîå ïîëó÷àåì ñëåäóþøèå çíà÷åíèÿ

du

dx
= −1±

√
1 + 2ε.

Çíàê ìèíóñ â ýòîì ðàâåíñòâå íå ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó çàäà÷è, ïîýòîìó
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

du

dx
= −1 +

√
1 + 2ε. (4.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñòåðæåíü èìåë íóëåâûå ïåðåìåùåíèÿ, èíòåãðèðóÿ
ðàâåíñòâî (4.2), ïîëó÷àåì

u(x) = (−1 +
√
1 + 2ε)x. (4.3)

Åñëè äî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòåðæåíü èìåë äëèíó, ðàâíóþ l , òî ñîãëàñíî (4.3), ïåðåìå-
ùåíèå åãî ñâîáîäíîãî êîíöà áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

u(l) = (−1 +
√
1 + 2ε)l.

Â îáùåì æå ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ÌÊÝ. Ñ ó÷åòîì
íåëèíåéíîãî ðàâåíñòâà (4.1), óðàâíåíèå (1.7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(

1 +
du

dx

)
d

dλ

du

dx
=

1

k

dP

dλ
. (4.4)
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Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê çàäà÷å (4.4) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ÌÊÝ, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé òèïà (3.3), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ, íî
êîýôôèöèåíòû åå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåùåíèé. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó ïîëó÷èì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó, èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîé ïîçâîëèò
îïðåäåëèòü ïåðåìåùåíèÿ â ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîì ñëó÷àå.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå äàí àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷ î äåôîðìèðîâàíèè òåë, èçãîòîâëåííûõ èç
èäåàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà â ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Â îñíîâå ïîäõîäà
ëåæèò ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó [6], [7], êîòîðûì ÿâëÿåò-
ñÿ äëèíà äóãè èíòåãðàëüíîé êðèâîé çàäà÷è. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñèíãóëÿðíîé
çàäà÷è ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó, çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ðåãóëÿðíîé è ìîæåò áûòü óñïåøíî
ïðîèíòåãðèðîâàíà. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èè îò àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [1], íèêà-
êèõ äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ îðãàíèçîâûâàòü íå òðåáóåòñÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïpè ôèíàíñîâîé ïîääåpæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 10-08-00013) è öåëåâîé ïðîãðàììû Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è
íàóêè ÐÔ 2.1.1/5267.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñòóäåíòà Ôèëèìîíîâà Ä.Ã. çà ïîìîùü ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ.
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Passage of the limit states of elasticoplastic bodies
c⃝ E. B. Kuznetsov2

Abstract. The problem of quasi static deformation of elasticoplastic bodies is considered. After
using of method of �nite elements the problem of equilibrium states determination is reduced to the
system of nonlinear ordinary di�erential equations. At the limit state ideal elasticoplastic bodies
the problem is singular. The method of solution continuation with respect to the best parameter
is used as regularizing.

Key Words: limit state, method of continuation, the best parameter, �nite element.

2Professor of Di�erential Equations Department, Moscow Aviation Institute (State Technical University),
Moscow; kuznetsov@mai.ru

MVMS journal. 2011. V. 13, No. 1



22 Ì. Â. Áóëàòîâ, Ò. Â. Àìîñîâà, Ã. Âàíäåí Áåðãå

ÓÄÊ 517.9

Íåêëàññè÷åñêèå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
(íà÷àëüíàÿ çàäà÷à)
c⃝ Ì. Â. Áóëàòîâ1, Ò. Â. Àìîñîâà2, Ã. Âàíäåí Áåðãå3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïðåäëîæåíû íîâûå äâóøàãîâûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåí àíàëèç ñâîéñòâ òàêèõ ñõåì è èõ ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè
íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, íà÷àëü-
íàÿ çàäà÷à, ðàçíîñòíûå ñõåìû, ìåòîä Íóìåðîâà.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′′(t) = A(t)y(t) + f(t), y(0) = y0, y
′(0) = y′0, t ∈ [0, 1], (1.1)

ãäå A(t)− ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n × n), f(t) � çàäàííàÿ, à y(t) � èñêîìàÿ âåêòîð�
ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû A(t) è
âåêòîð�ôóíêöèè f(t) îáëàäàþò òîé ãëàäêîñòüþ, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ-
ñóæäåíèé.

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû íîâûå äâóøàãîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) è ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ñ èçâåñòíûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå.

2. Äâóøàãîâûå ñõåìû

Çàäàäèì íà îòðåçêå [0, 1] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ti = ih, i = 0, 1, ..., N, h = 1/N è îáîçíà-
÷èì Ai = A(ti), fi = f(ti), à yi êàê àïïðîêñèìàöèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ y(ti) .

Äëÿ çàäà÷è (1.1) ðàçðàáîòàíû êëàññè÷åñêèå ëèíåéíûå k � øàãîâûå ìåòîäû

k∑
j=0

αjyi+1−j = h2
k∑

j=0

βj(Ai+1−jyi+1−j + fi+1−j). (2.1)

Èçâåñòíî [2], ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê óñòîé÷èâûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàâåí k+2 , åñëè
k � ÷åòíîå ÷èñëî, è k + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èç äâóøàãîâûõ ñõåì (2.1) ìàêñèìàëüíûé
ïîðÿäîê, ÷åòâåðòûé, èìååò ìåòîä Íóìåðîâà

yi+1 − 2yi + yi−1 = h2/12(Ai+1yi+1 + fi+1 + 10(Aiyi + fi) + Ai−1yi−1 + fi−1).

1Ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, ã. Èðêóòñê;
mvbul@icc.ru

2Àñïèðàíò, Âîñòî÷íî�Ñèáèðñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ àêàäåìèÿ îáðàçîâàíèÿ, ã. Èðêóòñê;
tatjanaams@rambler.ru

3Ïðîôåññîð, Óíèâåðñèòåò Ãåíòà, ã. Ãåíò; Guido.VandenBerghe@Gent.be
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Ââîäÿ ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû

∆[yi] = yi+1 − 2yi + yi−1, ξj[yi] = βj
0yi+1 + βj

1yi + βj
2yi−1, j = 1, 2, (2.2)

äâóøàãîâûå ëèíåéíûå ìåòîäû äëÿ çàäà÷è (1.1) ìîæíî çàïèñàòü

∆[yi] = h2ξ1[(Ai + fi)]. (2.3)

Ýòè ìåòîäû óñòîé÷èâû è èìåþò êàê ìèíèìóì ïåðâûé ïîðÿäîê, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

β1
0 + β1

1 + β1
2 = 1. (2.4)

Âîçüìåì àíàëîãè÷íóþ ñõåìó (îäíîîïîðíûé âàðèàíò), èìåþùóþ âèä

∆[yi] = h2(A(ξ2[ti]ξ2[yi] + f(ξ2[ti]))), (2.5)

ãäå êîýôôèöèåíòû β2
0 , β

2
1 , β

2
2 òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å.

β2
0 + β2

1 + β2
2 = 1. (2.6)

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (2.6) è òîò ôàêò, ÷òî ti+1 = ti + h ñõåìû (2.5) ïåðåïèøåì

∆[yi] = h2(Aεξ2[yi] + fε), (2.7)

çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ti−1 + (β2
1 + 2β2

0)h = tε , ε = β2
1 + 2β2

0 ,
Aε = A(tε) , fε = f(tε). Îáúåäèíèì ôîðìóëû (2.3) è (2.7) â ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ):(

E − h2β1
0Ai+1

E − h2β2
0Aε

)
yi+1 =

(
2E + h2β1

2Ai

2E + h2β2
1Aε

)
yi+(

−E + h2β1
2Ai−1

−E + h2β2
2Aε

)
yi−1 + h2

(
ψi

φε

)
, (2.8)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à ψi = ξi[fi] , φε = f(tε). Â îáùåì ñëó÷àå ÑËÀÓ
(2.8) ìîæåò íå èìåòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèå. Íàéòè ¾ðåøåíèå¿ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: óìíîæèì îáå ÷àñòè (2.8) íà ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó (V |W ) ðàçìåðíîñòè
(n× 2n) òàêóþ, ÷òîáû ìàòðèöà V (E − h2β1

0Ai+1) +W (E − h2β2
0Aε) � áûëà íåâûðîæäåí-

íîé, à äàëåå áóäåì íàõîäèòü ðåøåíèå óæå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû. Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå
ìàòðèöû V è W ìîæíî âûáèðàòü ñîîòâåòñòâåííî c1E , c2E ãäå c1 è c2 � ñêàëÿðíûå
ïàðàìåòðû. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìåòîäîâ (2.3) è (2.7), êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííîé. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåì óìíîæèòü îáå ÷àñòè ñèñòåìû
(2.8) íà ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè (n× 2n) âèäà

Li+1 = (E − h2β1
0Ai+1|d(E − h2β2

0Aε)),

ãäå d � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð. Â èòîãå ïðåäëîæåííîé ìàòðè÷íîé êîìáèíàöèè ïîëó÷èì
ðàçíîñòíóþ ñõåìó

Mi+1yi+1 = Piyi +Qi−1yi−1 + gi+1, (2.9)

ãäå

Mi+1 = Li+1

(
E − h2β1

0Ai+1

E − h2β2
0Aε

)
, Pi = Li+1

(
2E + h2β1

1Ai

2E + h2β2
1Aε

)
,
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Qi−1 = Li+1

(
−E + h2β1

2Ai−1

−E + h2β2
2Aε

)
, gi+1 = h2Li+1

(
ψi

φε

)
.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåðïîëÿöèîííûé ñëó÷àé òàêèõ ñõåì, ò.å. tε ∈ [ti−1, ti+1], ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî tε = ti−1 + (β2

1 + 2β2
0)h, ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòð ε

ε ∈ [0, 2]. (2.10)

Îòìåòèì [5], ÷òî åñëè A(t) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, è d = 1 ìû ïîëó÷àåì íîðìàëüíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.8).

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.4) è (2.6), òî ñõåìû (2.3) è (2.7) èìåþò, êàê ìèíèìóì,
ïåðâûé ïîðÿäîê. Ñõåìà (2.9) ñîäåðæèò ñåìü ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ βi

j, i = 1, 2; j = 0, 1, 2 è
d, è äâà óðàâíåíèÿ íà ïîðÿäîê (2.4) è (2.6). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âûáèðàòü ñâîáîäíûå
ïàðàìåòðû, ÷òîáû ñõåìû (2.9) èìåëè êàê ìîæíî áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê, èëè îáëàäàëè
ïðåèìóùåñòâàìè íàä èçâåñòíûìè ñõåìàìè.

Â ðàáîòå [1] âûïèñàíû óñëîâèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íà ñõåìû (2.9), êîòîðûå èìåþò âèä
β1
0 + β1

1 + β1
2 = 1

β2
0 + β2

1 + β2
2 = 1

d+ 1 = β1
1 + 2β1

0 + dε
5
6
(d+ 1) = β1

1 + dβ2
1

5
6
(d+ 1) = β1

1 − dε2 + 2dε,

è âûïîëíåíî óñëîâèå (2.10).
Â ÷àñòíîñòè, ýòà ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

d = 0, β1
1 =

5

6
, β1

0 =
1

12
, β1

2 =
1

12
,

ñî ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè β2
1 , β

2
0 , β

2
2 , ε . Íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî ïðè òàêèõ êîýôôèöèåí-

òàõ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2.9) ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì Íóìåðîâà.
Îáùåå ðåøåíèå âûøå ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìû èìååò âèä

β2
2 =

1

2
ε2 − 3

2
ε+ 1, β2

0 =
1

2
ε2 − 1

2
ε, β2

1 = −ε2 + 2ε,

β1
1 =

5

6
(d+ 1) + dε2 − 2dε, β1

0 =
1

12
(1 + d)− 1

2
dε2 +

1

2
dε, (2.11)

β1
2 = −11

12
d+

1

12
− 1

2
dε2 +

3

2
dε,

ñî ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè ε, è d ̸= −1.
Ïîÿñíèì, ïî÷åìó ïàðàìåòð d ̸= −1. Åñëè ïàðàìåòð d = −1, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èç

ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.3) âû÷èòàåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (2.7), ò.å. â ëåâîé ÷àñòè (2.9) ïîëó÷àåì
íîëü.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ Si+1 = E−h2( 1
12
(d+1)− 1

2
dε2+ 1

2
dε)Ai+1, Ui+1 = E−h2( 1

12
ε− 1

2
B)Aε,

ïåðåïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (2.9) â âèäå

(S2
i+1 + dU2

i+1)yi+1 = (Si+1(2E + h2(
5

6
(d+ 1) + dε2 − 2dε)Ai)−

−dUi+1(2E + h2(−ε2 + 2ε)Aε))yi + (Si+1(−E + h2(
1

12
(1− 11d)− 1

2
dε2 +

3

2
dε)Ai−1)− (2.12)

−dUi+1(−E + h2(
1

2
ε2 − 1

2
ε+ 1)Aε))yi−1 + h2(Si+1ξi[fi] + dUi+1fε),

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



Íåêëàññè÷åñêèå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ . . . 25

êîòîðàÿ ñîäåðæàò äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà d è ε è èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ε = 1 ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì (2.9).

Òàêèå ñõåìû áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû â ñòàòüå [1]. Íàïîìíèì, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè αj = αk−j è βj = βk−j, j = 0, 1, ..., [k/2].

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì Ëàìáåðò è Âàòñîí [3]
ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðîñòîå ìîäåëüíîå óðàâíåíèå

y′′ = −k2y. (2.13)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå υ = hk ëþáîé ñèììåòðè÷íûé äâóøàãîâûé ìåòîä, ïðèìåíåííûé ê
ýòîìó óðàâíåíèþ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

yi+1 − 2R(υ2)yi + yi−1 = 0.

Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ äâóøàãîâûõ ñõåì èçâåñòíî

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. [2] Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(υ2) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà. Èíòåðâàë (0, υ20), â êîòîðîì | R(υ2) |≤ 1 äëÿ υ2 ≤ 0 ≤ υ20, íà-
çûâàåòñÿ èíòåðâàëîì óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà. Ìåòîä íàçûâàåòñÿ P �óñòîé÷èâûé, åñëè
| R(υ2) |≤ 1, äëÿ ëþáûõ υ2 > 0.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîàíàëèçèðîâàíû íåñèììåòðè÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âèäà
(2.12) è ïðèâåäåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ñõåì.

3. Íåñèììåòðè÷íûå ñõåìû

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ε ̸= 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ñåìåéñòâî íåñèììåòðè÷íûõ
ñõåì. Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ðàññìîòðèì ìîäåëüíîå óðàâíåíèå (2.13).

Â ýòîì ñëó÷àå, îáîçíà÷àÿ υ = hk ëþáîé íåñèììåòðè÷íûé äâóøàãîâûé ìåòîä, ïðèìå-
íåííûé ê óðàâíåíèþ (2.13), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a(d, ε, υ2)yi+1 + b(d, ε, υ2)yi + c(d, ε, υ2)yi−1 = 0. (3.1)

Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ (3.1)

a(d, ε, υ2)λ2 + b(d, ε, υ2)λ+ c(d, ε, υ2) = 0. (3.2)

Êîýôôèöèåíòû a(d, ε, υ2), b(d, ε, υ2), c(d, ε, υ2) èìåþò î÷åíü ãðîìîçäêèé âèä, ïîýòî-
ìó áóäåì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà (3.2), èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Ðàóñà�
Ãóðâèöà [4]. Äëÿ ýòîãî â ôîðìóëå (3.2) ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ λ = z+1

z−1
, êîòîðàÿ

îòîáðàæàåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü. Â èòîãå áóäåì èìåòü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

α(d, ε, υ2)z2 + β(d, ε, υ2)z + γ(d, ε, υ2) = 0. (3.3)

Êîýôôèöèåíòû α(d, ε, υ2), β(d, ε, υ2), γ(d, ε, υ2) èìåþò ìåíåå ãðîìîçäêèé âèä, ÷åì
êîýôôèöèåíòû a(d, ε, υ2), b(d, ε, υ2), c(d, ε, υ2) . Ïðèâåäåì èõ âèä

α(d, ε, υ2) = 1 +
1

12
υ2 +

1

12
υ2d+ d,

β(d, ε, υ2) = 2d−2dε+
1

12
υ2d− 7

12
υ2dε+

1

12
υ2d2+

5

12
υ2d2ε−υ2d2ε2+ 1

12
υ2d2ε3+

3

12
υ2dε2−υ2dε3,
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γ(d, ε, υ2) = 4− 1

3
dυ2− 1

3
υ2− 7

36
υ4d− 5

36
υ4d2+

8

3
υ2dε2+

8

3
υ2d2ε2− 1

2
υ4d2ε+υ4d2ε4−3υ4d2ε3−

1

18
υ4 + 4d+ dυ4ε4 − dυ4ε3 − 1

2
dυ4ε.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.2) ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, ò.å. âûïîëíå-
íû íåðàâåíñòâà [4] 

α(d, ε, υ2) ≥ 0
β(d, ε, υ2) ≥ 0
γ(d, ε, υ2) ≥ 0

. (3.4)

Ïðèâåäåì îáëàñòè çíà÷åíèé d è υ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε ïðè êîòîðûõ âû-
ïîëíåíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (3.4). Ýòè îáëàñòè íàçûâàþòñÿ îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè, íà
ðèñóíêàõ îíè çàøòðèõîâàíû.

Ðèñ. 1: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè ε = 0 .

Ðèñ. 2: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè ε = 1 .

Ðèñ. 3: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè ε = 2 .

4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ïðè
ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ d . Ïðè ïðîâåäåíèè ýòèõ ðàñ÷åòîâ ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ y0 è y1
âûáèðàëèñü êàê òî÷íûå çíà÷åíèÿ y(t0) è y(t1) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

y′′(t) = (
2a

t3
+
a2

t4
)y(t), t ∈ [1, 10], a = −20,
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êîòîðîå èìååò òî÷íîå ðåøåíèå
y(t) = e−20/t,

ãäå y0 = y(1) = e−20 è y1 = y(1 + h) = e−20/(1+h).
Íà îòðåçêå [1, 10] çàäàäèì ðàâíîìåðíûå ñåòêè ñ øàãàìè hj = 0.2/2j , j = 1, 2, 3 è

îáîçíà÷èì erj =| e−2 − yNj
| , Nj = 9/hj . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå

1 è òàáëèöå 2 ïðè ε = 1 è ε = 2 ñîîòâåòñòâåííî.

d h=0.1 h=0.05 h=0.025
0 3· 10−4 3· 10−5 2· 10−6

2 5· 10−3 5· 10−4 4· 10−5

3 7· 10−3 8· 10−4 6· 10−5

5 1· 10−2 1· 10−3 1· 10−4

Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ε = 1.

d h=0.1 h=0.05 h=0.025
2 1· 10−2 6· 10−3 1· 10−4

3 1· 10−2 8· 10−3 2· 10−3

5 1· 10−1 1· 10−2 1· 10−3

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ε = 2.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè d = 0 ìû èìååì ìåòîä Íóìåðîâà. Êàê âèäíî èç òàáëèö ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ h ìåòîä Íóìåðîâà ïðåäïî÷òèòåëüíåå (äàåò áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-
íèé) ñõåì (2.12), íî ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ïðåèìóùåñòâà ïðåäëîæåííûõ ñõåì
íàä ìåòîäîì Íóìåðîâà.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó [3]

y′′(t) = −k2y(t), t ∈ [0, 4π], k = 5,

è â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âîçüìåì

y(t) = sin(5t),

ãäå y0 = y(0) = 0 è y1 = y(h) = sin(5h).
Íà îòðåçêå [0, 4π] çàäàäèì ðàâíîìåðíûå ñåòêè ñ øàãàìè hj = π/2j, j = 1, 2, 3, 4 è îáî-

çíà÷èì erj =| sin20π − yNj
|=| yNj

| , Nj = 4π/hj . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû
â òàáëèöå 3 ïðè ε = 2 . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ε = 1 ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüå [1].

d h = π/2 h = π/4 h = π/8 h = π/16
0 * * 6· 10−7 4· 10−13

1 2· 10−2 8· 10−4 6· 10−13 5· 10−14

3 6· 10−1 5· 10−6 4· 10−13 5· 10−14

5 1· 10−1 1· 10−6 4· 10−14 5· 10−14

Òàáëèöà 3: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè ε = 2.

Èç äàííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî ìåòîäû ïðåäëîæåííûå â ñòàòüå, ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìå-
òîäà Íóìåðîâà, ò.ê. ñïðàâëÿþòñÿ ñî âòîðûì ïðèìåðîì ñ áîëåå êðóïíûì øàãîì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �11�01�00639-a.
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ÓÄÊ 517.938

Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè À-äèôôåîìîðôèçìîâ
íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïîâåðõíîñòíûìè äâóìåðíûìè
àòòðàêòîðàìè è ðåïåëëåðàìè
c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Þ. À. Ëåâ÷åíêî2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûäåëåí êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òðåõìåð-
íûõ ìíîãîáðàçèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ
áàçèñíûõ ìíîæåñòâ. Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ñòðóêòóðó ïåðåñå÷åíèÿ äâóìåðíûõ
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷åíà òîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêà-
öèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì, áàçèñíîå ìíîæåñòâî, àòòðàêòîð, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä A -äèôôåîìîðôèçìîì òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ f : M3 → M3

ïîíèìàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå A , ââåäåííîé Ñ. Ñìåéëîì [5]:

1. ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê Ω(f) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì;

2. ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â Ω(f) .

Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà [5] íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f) A -
äèôôåîìîðôèçìà f ïpåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúeäèíåíèÿ ïîïàpíî íåïåpåñåêàþ-
ùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpèàíòíûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, êàæäîå
èç êîòîpûõ ñîäåpæèò âñþäó ïëîòíóþ òpàåêòîpèþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî B A -äèôôåîìîðôèçìà f :M3 →
M3 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì, åñëè B ïðèíàäëåæèò f -
èíâàðèàíòíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2

B òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â 3-ìíîãîîáðàçèå
M3 .

Áóäåì íàçûâàòü f -èíâàðèàíòíóþ ïîâåðõíîñòü M2
B íîñèòåëåì äëÿ B .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî B A -äèôôåîìîðôèçìà f : M → M íàçûâàåòñÿ
àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà B òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂
int U ,

∩
j≥0

f j(U) = B .

Åñëè B ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì A -äèôôåîìîðôèçìà f , çàäàííî-
ãî íà çàìêíóòîì 3-ìíîãîáðàçèè M3 , òî ñîãëàñíî [1] (òåîðåìà 3), B ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàê-
òîðîì ëèáî ðåïåëëåðîì.

Ñîãëàñíî [7], [8] àòòðàêòîð B A -äèôôåîìîðôèçìà, f çàäàííîãî íà òðåõìåðíîì çà-
ìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn , íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì åñëè òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü dimB ðàâíà ðàçìåðíîñòè dim(Eu

B) íåóñòîé÷èâîãî ïîäðàññëîåíèÿ Eu
B .

Ðåïåëëåð äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèìñÿ, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþ-
ùèìñÿ, àòòðàêòîðîì äëÿ f−1 .

1Çàâåäóþùèé êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ
àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru.

2Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõî-
çÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ulev4enko@gmail.com.
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Ñîãëàñíî [1] (òåîðåìà 2) ðàñòÿãèâàþùèéñÿ äâóìåðíûé àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà
f : M3 → M3 ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé W u(x) , x ∈ B , è
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîãî Åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà è
êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó èìååò ñæèìàþùèéñÿ äâóìåðíûé ðå-
ïåëëåð.

Íàïîìíèì, ÷òî ïàðó (a, b) íàçûâàþò òèïîì áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B , åñëè a = dimEs
x ,

b = dimEu
x , ãäå x ∈ B . Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) B ðàç-

ìåðíîñòè äâà A -äèôôåîìîðôèçìà f : M3 → M3 èìååò òèï (2, 1) ((1, 2)) è íå ÿâëÿåòñÿ
íè ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì, íè ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì. Áîëåå òîãî, óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ëþáîå ïîâåðõíîñòíîå äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîãîîáðàçèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó, ðó÷-
íî âëîæåííîìó â M3 , à îãðàíè÷åíèå íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f íà íåñóùåå
ìíîãîîáðàçèå ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà.

Èç ðàáîòû [6] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî A -äèôôåîìîðôèçìà
òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè îäíèì èç ñëåäóþùèõ: ðàñòÿãèâàþùèì-
ñÿ àòòðàêòîðîì, ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì, ïîâåðõíîñòíûì àòòðàêòîðîì, ïîâåðõíîñòíûì
ðåïåëëåðîì.

Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò
äâóìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð (ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð). Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîôðíî òðåõìåðíîìó òîðó è íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî íåòðèâàëüíîå (îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû)
áàçèñíîå ìíîæåñòâî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ, ó êîòîðûõ íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â [3] îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþ-
ùåãî äèôôåîìîðôèçìû òàêîãî òèïà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f : M3 → M3 A -äèôôåîìîðôèçì, íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç òîëüêî èç ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.
Òîãäà M3 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì ãî-
ìåîìîðôíûì äâóìåðíîìó òîðó.

Îáîçíà÷èì A (R ) îáúåäèíåíèå âñåõ ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ àòòðàêòîðîâ (ðåïåë-
ëåðîâ) äèôôåîìîðôèçìà f :M3 →M3 .

Òîãäà íà M3 \ A óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ W s(z) , z ∈ A çàäàþò äâóìåðíîå ñëîåíèå
N s =

∪
z

W s(z) . Àíàëîãè÷íî íåóñòîé÷èâûå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ W u(z) , z ∈ R çàäàþò

äâóìåðíîå ñëîåíèå Nu =
∪
z

W u(z) íà M3 \ R .

Ïóñòü G êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà M3 , óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò òîëüêî èç ñâÿçíûõ ïîâåðõ-
íîñòíûõ äâóìåðíûõ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ;

2) äâóìåðíûå ñëîåíèÿ N s è Nu ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîìåðíîìó ñëîåíèþ N su , îïðåäå-
ëåííîìó íà M3 \ (A∪R) òàêîìó, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ëþáîãî ñëîÿ èç N su

åñòü îòêðûòàÿ äóãà, èìåþùàÿ ðîâíî äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò
A , à äðóãàÿ R .

Íàïîìíèì, ÷òî äâà äèôôåîìîðôèçìà f, f ′ : M3 → M3 íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g :M3 →M3 òàêîé, ÷òî f ′ = gfg−1 .

Ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü f è f ′ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå äèôôåîìîðôèçìû èç
êëàññà G . Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåîìîðôèçìû f è f ′ áûëè òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåíû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè àòòðàêòîðû A ⊂ A , A′ ⊂ A′ è
ãîìåîìîðôèçì Ψ : A→ A′ òàêèå, ÷òî f ′|A′ = Ψf |AΨ−1 .

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039.
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ÓÄÊ 519.6..517.977.58

Ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è
ðåøåíèÿìè
c⃝ Ô. Â. Ëóáûøåâ1, À. Ð. Ìàíàïîâà2, Ì. Ý. Ôàéðóçîâ3

Àííîòàöèÿ. Èçëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïåðàòîð, ðàçíîñò-
íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ôóíêöèîíàë, ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðî-
öåññàìè â íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ. Óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ êðà-
åâûìè çàäà÷àìè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Ñòàâÿòñÿ è èññëå-
äóþòñÿ çàäà÷è äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè. Ïîäîáíûå
çàäà÷è äëÿ ñîñòîÿíèÿ âîçíèêàþò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè è îïòèìèçàöèè ïðî-
öåññîâ òåïëîïåðåäà÷è, äèôôóçèè, ôèëüòðàöèè è äð. Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû êîíå÷íî-
ìåðíûå ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè, îïèñû-
âàåìûìè óðàâíåíèÿìè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðàçðûâíûìè ðåøåíèÿìè. Ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå è ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ òåïëîîáìåíà,
ðàññìàòðèâàåìûõ â âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿ-

ìè äëÿ ñîñòîÿíèÿ. Êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè

Ïóñòü Ω =
{
x = (x1, x2) ∈ R2 : 0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2

}
� ïðÿìîóãîëüíèê â R2 ñ ãðàíèöåé

∂Ω = Γ . È ïóñòü îáëàñòü Ω ðàçäåëåíà ïðÿìîé x1 = ξ , ãäå 0 < ξ < l1 (¾âíóòðåííåé
ãðàíèöåé¿ S =

{
x1 = ξ, 0 ≤ x2 ≤ l2

}
, ãäå 0 < ξ < l1 ) íà ïîäîáëàñòè Ω1 ≡ Ω− =

{
0 < x1 <

ξ, 0 < x2 < l2} è Ω2 ≡ Ω+ =
{
ξ < x1 < l1, 0 < x2 < l2} (íà ëåâóþ è ïðàâóþ ïîäîáëàñòè

Ω− è Ω+ ) ñ ãðàíèöàìè ∂Ω1 ≡ ∂Ω− è ∂Ω2 ≡ ∂Ω+ . Òàê ÷òî îáëàñòü Ω ñîñòîèò èç äâóõ
÷àñòåé Ω1 è Ω2 ñ ãðàíèöàìè ∂Ω1 è ∂Ω2 , Ω = Ω1 ∪Ω2 ∪ S , à S = Ω1 ∩Ω1 � îáùàÿ ÷àñòü
ãðàíèö ∂Ω1 è ∂Ω2 . Ñëåäîâàòåëüíî, Ω åñòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé Ω1 è Ω2 è âíóòðåííèõ
òî÷åê ¾êîíòàêòíîé ãðàíèöû S ¿ ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , à ∂Ω � âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè
Ω (â îòëè÷èå îò S -âíóòðåííåé ãðàíèöû îáëàñòè Ω ). Äàëåå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γk

� ãðàíèöû îáëàñòåé Ωk áåç S , k = 1, 2 , òàê ÷òî ∂Ω1 = Γ1 ∪ S , ∂Ω2 = Γ2 ∪ S , ãäå ÷àñòè
Γk , k = 1, 2 � îòêðûòûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà â ∂Ωk , k = 1, 2 (Γk � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü

1Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; v.lubyshev@mail.ru.

2Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò, ã. Óôà; aygulrm@mail.ru.

3Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
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∂Ωk ïîñëå âû÷åòà S ), Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω = Γ . ×åðåç nα , α = 1, 2 áóäåì îáîçíà÷àòü âíåøíþþ
íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ωα îáëàñòè Ωα , α = 1, 2 . Ïóñòü, äàëåå, n = n(x) � åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü ê S â êàêîé-ëèáî åå òî÷êå x ∈ S , îðèåíòèðîâàííàÿ, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì,
÷òî íîðìàëü n ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ ê S ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω , òî åñòü
íîðìàëü n íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè Ω (n = n(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê S
ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé íà S ). Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó âåêòîðû n1(x) è n2(x) , x ∈
S ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàíû íà S , òî n(x) = n1(x) = −n2(x) íà S . Íèæå ïðè
ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷, S � ýòî ïðÿìàÿ, âäîëü êîòîðîé ðàçðûâíû êîýôôèöèåíòû è
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûå â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 îáëàäàþò íåêîòîðîé ãëàäêîñòüþ. Â

äàëüíåéøåì íà êóñêàõ
◦
Γk , k = 1, 2 ãðàíèö ∂Ωk ïîëîæèòåëüíîé ìåðû áóäóò çàäàâàòüñÿ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëåííîãî òèïà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü åãî ñëåäóþ-

ùåé çàäà÷åé, à èìåííî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè Ω = Ω1∪Ω2∪S ,
ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , ðàçáèòîé íà ÷àñòè âíóòðåííåé ãðàíèöåé S.

Çàäà÷à À. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω âèäà u(x) = u1(x) ,
x ∈ Ω1 = Ω− , u(x) = u2(x) , x ∈ Ω2 = Ω− , ãäå êîìïîíåíòû u1(x) è u2(x) óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) Ôóíêöèÿ u1(x) , îïðåäåëåííàÿ íà Ω1 = Ω1 ∪ ∂Ω1 , óäîâëåòâîðÿåò â Ω1 óðàâíåíèþ

L1u1 = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
k(1)α (x)

∂u1
∂xα

)
+ d1(x)q1(u1) = f1(x), â Ω1, (2.1)

à íà ãðàíèöå ∂Ω1 \ S = Γ1 óñëîâèþ

u1(x) = 0, x ∈ Γ1 = ∂Ω1 \ S, (2.2)

2) Ôóíêöèÿ u2(x) , îïðåäåëåííàÿ íà Ω2 = Ω2 ∪ ∂Ω2 , óäîâëåòâîðÿåò â Ω2 óðàâíåíèþ

L2u2 = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
k(2)α (x)

∂u2
∂xα

)
+ d2(x)q2(u2) = f2(x), â Ω2, (2.3)

à íà ãðàíèöå ∂Ω2 \ S = Γ2 óñëîâèþ

u2(x) = 0, x ∈ Γ2 = ∂Ω2 \ S, (2.4)

3) Èñêîìûå ôóíêöèè u1(x) è u2(x) óäîâëåòâîðÿþò åùå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì íà S ,
ïîçâîëÿþùèì ¾cøèòü¿ ðåøåíèÿ u1(x) è u2(x) âäîëü êîíòàêòíîé (âíóòðåííåé)ãðàíèöû S
îáëàñòåé Ω1 è Ω2 , ñëåäóþùåãî âèäà:

g(x) = k
(1)
1 (x)

∂u1
∂x1

= k
(2)
1 (x)

∂u2
∂x1

= θ(x2) (u2(x)− u1(x)) , x ∈ S. (2.5)

Çàäà÷ó (2.1) − (2.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè
âèäà

u(x) =

{
u1(x), x ∈ Ω1;
u2(x), x ∈ Ω2,

(2.6)

kα(x), d(x), f(x), q(ξ) =

{
k
(1)
α (x), d1(x), f1(x), q1(ξ), x ∈ Ω1;

k
(2)
α (x), d2(x), f2(x), q2(ξ), x ∈ Ω2, α = 1, 2.

(2.7)
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Òîãäà ïîñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó À ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â
ñëåäóþùåì áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω , óäîâëåòâîðÿþùóþ â êàæäîé èç
îáëàñòåé Ω1 è Ω2 êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

Lu(x) = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂u

∂xα

)
+ d(x)q(u) = f(x), x ∈ Ω1 ∪ Ω2,

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà âíåøíåé ãðàíèöå ∂Ω (íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé Ω1 è Ω2 )

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 = (∂Ω1 \ S) ∪ (∂Ω2 \ S) ,

è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå S (íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé Ω1 è Ω2 )[
k1(x)

∂u

∂x1

]
= 0, g(x) =

(
k1(x)

∂u

∂x1

)
= θ(x2)[u], x ∈ S,

ãäå [u] = u2(x)−u1(x) = u+−u− � ñêà÷îê ôóíêöèè u(x) íà S , à k
(1)
α (x), k

(2)
α (x), d(x), f(x) è

q(ξ) , α = 1, 2 � ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ïî-ðàçíîìó â Ω1 è Ω2 , îáëàäàþùèå íåêîòîðûìè
óñëîâèÿìè ãëàäêîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ Ωk , k = 1, 2 , ïðåòåðïåâàþùèìè ðàçðûâ
íà S ïåðâîãî ðîäà k

(1)
α (x) ̸= k

(2)
α (x) , d1(x) ̸= d2(x) , f1(x) ̸= f2(x) , q1(ξ) ̸= q2(ξ), x ∈ S .

Â äàëüíåéøåì, îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü:

kα(x) ∈ L∞(Ω1)× L∞(Ω2), 0 < νpα ≤ k
(p)
α (x) ≤ νpα, α, p = 1, 2, x ∈ Ω1 ∪ Ω2,

d(x) ∈ L∞(Ω1)× L∞(Ω2), 0 ≤ d0 ≤ d(x) ≤ d0, x ∈ Ω1 ∪ Ω2,

θ(x2) ∈ L∞(S), 0 < θ0 ≤ θ(x2) ≤ θ0, x ∈ S, f(x) ∈ L2(Ω1)× L2(Ω2);

(2.8)

ôóíêöèè qα(ξ) îïðåäåëåíû íà R ñî çíà÷åíèÿìè â R è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

qα(0) = 0, 0 ≤ q0 ≤ qα(ξ1)− qα(ξ2)

ξ1 − ξ2
≤ Lq <∞, äëÿ âñåõ ξ1, ξ2 ∈ R, ξ1 ̸= ξ2. (2.9)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî V (Ω0) , Ω0 = Ω1 ∪ Ω2 ïàð ôóíêöèé u(x) =
(u1(x), u2(x)) :

V (Ω0) =
{
u(x) = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1)×W 1
2 (Ω2)

}
. (2.10)

Çäåñü W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 � Ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ â ïîäîáëàñòÿõ

Ωk , k = 1, 2 , ñ ãðàíèöåé ∂Ωk , k = 1, 2 è íîðìîé [1]

∥uk∥W 1
2 (Ωk) =

∫
Ωk

[ 2∑
α=1

(
∂u

∂xα

)2

+ u2k

]
dΩk, k = 1, 2. (2.11)

Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(u, ϑ)V = (u1, ϑ1)W 1
2 (Ω1) + (u2, ϑ2)W 1

2 (Ω2), ∥u∥2V =
2∑

k=1

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

, (2.12)

V = V (Ω0) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V (Ω0) ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíò-

íóþ íîðìó

∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

u2k dΓk +

∫
S

[u]2 dS. (2.13)
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Ïóñòü
◦
Γk � ÷àñòü ∂Ωk . ×åðåç W 1

2

(
Ωk;

◦
Γk

)
îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà W 1
2 (Ωk) , ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç

C1(Ωk) , ðàâíûõ íóëþ âáëèçè
◦
Γk⊂ ∂Ωk , k = 1, 2 � êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà

◦
Γk ãðàíèöû ∂Ωk .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) ïàð ôóíêöèé u(x) = (u1(x), u2(x)) :

◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) =

{
u(x) = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1; Γ1)×W 1
2 (Ω2; Γ2)

}
(2.14)

ñ íîðìîé (2.13) :

∥u∥ ◦
V Γ1,Γ2

= ∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +

∫
S

[u]2 dS. (2.15)

Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è À áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ôóíêöèþ u(x) ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) , êî-

òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

Q(u, ϑ) =

∫
Ω1∪Ω2

[ 2∑
α=1

kα(x)
∂u

∂xα

∂ϑ

∂xα
+ d(x) q(u)ϑ

]
dΩ0 +

∫
Ω1∪Ω2

θ(x)[u][ϑ]dS =

=

∫
Ω1∪Ω2

f(x)ϑdΩ0 = l(ϑ), ∀ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω0).

(2.16)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.8) , (2.9) . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è À â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (2.16) . Çàäà÷à î íàõîæäå-
íèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç (2.16) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâ-

íåíèÿ Au = F , ãäå íåëèíåéíûé îïåðàòîð A :
◦
V Γ1,Γ2→

◦
V Γ1,Γ2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(Au, ϑ) ◦
V Γ1,Γ2

= Q(u, ϑ) , ∀u, ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) , à ïðàâàÿ ÷àñòü F ∈

◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì (F, ϑ) ◦
V Γ1,Γ2

= l(ϑ) , ∀ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥u∥ ◦
V Γ1,Γ2

≤ C

2∑
k=1

∥fk(x)∥L2(Ωk)
.

3. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçðûâíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì. Êîððåêòíîñòü

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó À ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðàçðûâíûì ðå-
øåíèåì. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è À è èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñò-
íûõ àïïðîêñèìàöèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñåòêè íà [0, lα] , α = 1, 2
è â Ω [2] - [5] . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îäíîìåðíûå íåðàâíîìåðíûå ñåòêè

ω̂1 =
{
x
(i1)
1 ∈ [0, l1] : i1 = 0, N1, x

(0)
1 = 0, x

(N1)
1 = l1, h1i1 = x

(i1)
1 − x

(i1−1)
1

}
, ω̂2 ={

x
(i2)
2 ∈ [0, l2] : i2 = 0, N2, x

(0)
2 = 0, x

(N2)
2 = l2, h2i2 = x

(i2)
2 − x

(i2−1)
2

}
, à òàêæå ââåäåì

íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî x1 è x2 â îáëàñòü Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ S : ω̂ = ω̂1 × ω̂2 . Î÷åâèäíî,
âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñåòêó ω̂1 òàê, ÷òîáû òî÷êà x1 = ξ áûëà åå óçëîì.

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 ðàâ-
íîìåðíûå øàãè h

(1)
1 è h

(2)
1 ñîîòâåòñòâåííî, è, èñõîäÿ èç ïîëîæåíèÿ òî÷êè x1 = ξ , ÷èñëî

óçëîâ íàõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ h
(1)
1 ≈ h

(2)
1 .
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Îáîñíîâàíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ äëÿ äàííîé çàäà÷è À íå íî-
ñèò ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà, è â äàëüíåéøåì äëÿ íàãëÿäíîñòè èññëåäîâàíèÿ âî âñåé
îáëàñòè Ω ñåòêó ïî x1 è x2 áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíîé, ïîëàãàÿ x

(i1)
1 − x

(i1−1)
1 =

h1, i1 = 1, N1, è x
(i2)
2 − x

(i2−1)
2 = h2, i2 = 1, N2 . Çíà÷åíèå x1 â òî÷êå x1 = ξ îáî-

çíà÷èì ÷åðåç xξ , à ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåð óçëà îáîçíà÷èì ÷åðåç N1ξ , 1 < N1ξ <

N1 − 1 . Ââåäåì ñåòêè óçëîâ: ω
(1)
1 =

{
x
(i1)
1 = i1h1 ∈ [0, ξ] : i1 = 0, N1ξ, N1ξh1 = ξ

}
, ω

(2)
1 ={

x
(i1)
1 = i1h1 ∈ [ξ, l1] : i1 = N1ξ, N1, N1h1 = l1

}
; ω

(1)
1 = ω

(1)
1 \ {x1 = 0, x1 = ξ} , ω

(2)
1 =

ω
(2)
1 \ {x1 = N1ξ, x1 = l1} ; ω2 =

{
x
(i2)
2 = i2h2 ∈ [0, l2] : i2 = 0, N2, N2h2 = l2

}
, ω2 =

ω2 \ {x2 = 0, x2 = l2} ; ω1 = ω
(1)
1 ∪ ω

(2)
1 , ω1 = ω

(1)
1 ∪ ω

(2)
1 ; ω(1) = ω

(1)
1 ∪ ω2 , ω

(2) =

ω
(2)
1 ∪ ω2 ; ω

(1) = ω
(1)
1 ∪ ω2 , ω

(2) = ω
(2)
1 ∪ ω2 , ωh = ω(1) ∪ ω(2) =

(
ω
(1)
1 ∪ ω(2)

1

)
× ω2 ={

x
(i1)
1 = i1h1, i1 = 0, N1, N1ξh1 = ξ , (N1 −N1ξ)h1 = l1 − ξ, 1 < N1ξ < N1 − 1} × ω2 � ñåòêà

â Ω , ω
(1)+
1 = ω

(1)
1 ∩ (0, ξ] , ω

(1)−
1 = ω

(1)
1 ∩ [0, ξ) , ω

(2)−
1 = ω

(2)
1 ∩ [ξ, l1) , ω

(1)(+1) = ω
(1)+
1 × ω2 ,

Sξ =
{
x1 = ξ, x2 = h2, 2h2, . . . , (N2 − 1)h2

}
=
{
x1 = ξ, x

(i2)
2 = i2h2, i2 = 1, N2 − 1

}
,

γ(1) = ∂ω(1) \ Sξ , γ
(2) = ∂ω(2) \ Sξ , ω

(1)+
1 × ω2 = ω(1) ∪ Sξ = ω(1) \ γ(1) .

Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé íàì ïîòðåáóþòñÿ ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ, íîðìû è ïîëóíîðìû ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ.

Ìíîæåñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y1(x) , çàäàííûõ íà ñåòêå ω(1) = ω
(1)
1 × ω2 ⊂ Ω1 = Ω−

îáîçíà÷èì ÷åðåç H(1)(ω(1)) , à ìíîæåñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y2(x) , çàäàííûõ íà ñåòêå

ω(2) = ω
(2)
1 × ω2 ⊂ Ω2 = Ω+ îáîçíà÷èì ÷åðåç H(2)(ω(2)) . Ìíîæåñòâî H(k)(ω(k)) , k = 1, 2 ,

ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(yk, ϑk)L2(ω(k)) =
∑

x∈ω(k)

yk(x)ϑk(x)~1~2, ∥yk∥L2(ω(k)) = (yk, yk)
1/2

L2(ω(k))
, (3.1)

îáîçíà÷èì L2(ω
(k)) , k = 1, 2 . ×åðåç W 1

2 (ω
(1)) è W 1

2 (ω
(2)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷-

íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêàõ ω(1) è ω(2) , ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è íîðìàìè:

(y1, ϑ1)W 1
2 (ω

(1)) =
∑

ω
(1)+
1 ×ω2

y1x1ϑ1x1h1~2 +
∑

ω
(1)
1 ×ω+

2

y1x2ϑ1x2~1h2 + (y1, ϑ1)L2(ω(1)),

(y2, ϑ2)W 1
2 (ω

(2)) =
∑

ω
(2)+
1 ×ω2

y2x1ϑ2x1h1~2 +
∑

ω
(2)
1 ×ω+

2

y2x2ϑ2x2~1h2 + (y2, ϑ2)L2(ω(2)),

∥∇y1∥2 =
∑

ω
(1)+
1 ×ω2

y21x1
(x)h1~2 +

∑
ω
(1)
1 ×ω+

2

y21x2
~1h2,

∥∇y2∥2 =
∑

ω
(2)+
1 ×ω2

y22x1
(x)h1~2 +

∑
ω
(2)
1 ×ω+

2

y22x2
~1h2,

∥yk∥2W 1
2 (ω

(k)) = ∥∇yk∥2 + ∥yk∥2L2(ω(k)) , k = 1, 2.

(3.2)

×åðåç V = V (ω(1,2)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïàð ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y(x) = (y1(x), y2(x)) ,
îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì

V ≡ V (ω(1,2)) =
{
y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈ W 1

2 (ω
(1))×W 1

2 (ω
(2))
}
. (3.3)

Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(y, ϑ)V = (y1, ϑ1)W 1
2 (ω

(1)) + (y2, ϑ2)W 1
2 (ω

(2)), ∥y∥2V =
∑2

k=1 ∥yk∥2W 1
2 (ω

(k))
,

y(x), ϑ(x) =

{
y1(x), ϑ1(x), x ∈ ω(1),
y2(x), ϑ2(x), x ∈ ω(2),

(3.4)
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V = V (ω(1,2)) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V (ω(1,2)) ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó:

∥y∥2∗ = ∥∇y1∥2 + ∥∇y2∥2 + ∥y1∥2L2(γ(1)∩Γ1)
+ ∥y2∥2L2(γ(2)∩Γ2)

+ ∥[y]∥2L2(Sξ)
, (3.5)

ãäå

∥y1∥2L2(γ(1)∩Γ1)
=
∑
x2∈ω2

y21(0, x2)~2(x2) +
∑

0≤x1≤ξ

y21(x1, 0)~1(x1) +
∑

0≤x1≤ξ

y21(x1, l2)~1(x1);

∥y2∥2L2(γ(2)∩Γ2)
=
∑
x2∈ω2

y22(l1, x2)~2(x2) +
∑

ξ≤x1≤l1

y22(x1, 0)~1(x1) +
∑

ξ≤x1≤l1

y22(x1, l2)~1(x1),

[y]|Sξ
= y2(x) − y1(x) , x ∈ Sξ , � ñêà÷îê ôóíêöèè y(x) íà Sξ , ∥[y]∥2L2(Sξ)

=∑
x2∈ω2

(y2(ξ, x2)− y1(ξ, x2))
2 h2 , Γ1 = ∂Ω1 \ S , Γ2 = ∂Ω2 \ S , Sξ =

{x1 = ξ, x2 = h2, 2h2, . . . , (N2 − 1)h2} .

Ïóñòü
0
γ(k) � ÷àñòü ∂ω(k) . ×åðåç W 1

2

(
ωk),

0
γ(k)
)

îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé W 1
2

(
ω(k)

)
, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà

0
γ(k) .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé yk(x) ∈ W 1
2

(
ω(k),

0
γ(k)
)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥yk∥2L2(ω(k))
≤ C

ω(k),
0
γ(k)

[
∥∇y1∥2 + ∥∇y2∥2

]
. (3.6)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
0

V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) ïàð ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y = (y1, y2) :

0

V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) =
{
y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈ W 1

2 (ω
(1), γ(1))×W 1

2 (ω
(2), γ(2))

}
(3.7)

ñ íîðìîé (3.5)

∥y∥20
V

γ(1),γ(2)

= ∥y∥2∗ =
2∑

k=1

∥∇yk∥2 + ∥[y]∥2L2(Sξ)
. (3.8)

×åðåç
0

V γ(1) (ω(1,2)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïàð ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y(x) = (y1(x), y2(x)) :

0

V γ(1) (ω(1,2)) =
{
y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈ W 1

2 (ω
(1), γ(1))×W 1

2 (ω
(2)
}
, (3.9)

ñ íîðìîé (3.5)

∥y∥20
V

γ(1)

= ∥y∥2∗ =
2∑

k=1

∥∇yk∥2 + ∥y2∥2L2(γ(2)∩Γ2)
+ ∥[y]∥2L2(Sξ)

. (3.10)

Äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å À (ñì. (2.1) − (2.5) ) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùóþ ñå-
òî÷íóþ çàäà÷ó Ah .

Çàäà÷à A h . Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ y(x) = (y1(x), y2(x)) , îïðåäåëåííóþ íà ω =
ω(1) ∪ ω(2) , y(x) = y1(x) , x ∈ ω(1) , y(x) = y2(x) , x ∈ ω(2) , ãäå êîìïîíåíòû y1(x) è y2(x)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
1) Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y1(x) , îïðåäåëåííàÿ íà ω(1) = ω(1) ∪ ∂ω(1) , óäîâëåòâîðÿåò â ω(1)

óðàâíåíèþ

L1y1(x) = −
(
a
(1)
1h (x)y1x1

)
x1

−
(
a
(1)
2h (x)y1x2

)
x2

+ d1h(x)q1(y1) = f1h(x), x ∈ ω(1), (3.11)
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à íà ãðàíèöå ∂ω(1) \ Sξ = γ(1) óñëîâèþ

y1(x) = 0, x ∈ γ(1); (3.12)

2) Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y2(x) , îïðåäåëåííàÿ íà ω(2) = ω(2) ∪ ∂ω(2) , óäîâëåòâîðÿåò â ω(2)

óðàâíåíèþ

L2y2(x) = −
(
a
(2)
1h (x)y2x1

)
x1

−
(
a
(2)
2h (x)y2x2

)
x2

+ d2h(x)q2(y2) = f2h(x), x ∈ ω(2), (3.13)

à íà ãðàíèöå ∂ω(2) \ Sξ = γ(2) óñëîâèþ

y2(x) = 0, x ∈ γ(2); (3.14)

3) Èñêîìûå ôóíêöèè y1(x) è y2(x) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè
íà Sξ , ïîçâîëÿþùèìè ¾cøèòü¿ ðåøåíèÿ y1(x) è y2(x) âäîëü ñåòî÷íîãî ìíîæåñòâà Sξ :

a
(1)
1h (x)y1x1(x)−

h1
2

[(
a
(1)
2h (x)y1x2

)
x2

(x)− d1h(x)q1(y1) + f1h(x)

]
=

= θh(x2) (y2(x)− y1(x)) , x ∈ Sξ = {x1 = ξ, x2 ∈ ω2} ,
(3.15)

a
(2)
1h (x1 + h1, x2)y2x1(x) +

h1
2

[(
a
(2)
2h (x)y2x2

)
x2

(x)− d2h(x)q2(y2) + f2h(x)

]
=

= θh(x2) (y2(x)− y1(x)) , x ∈ Sξ = {x1 = ξ, x2 ∈ ω2} ,
(3.16)

Çäåñü ÷åðåç a
(α)
1h , a

(α)
2h , α = 1, 2 , dαh , fαh , α = 1, 2 , θh îáîçíà÷åíû óñðåäíåíèÿ ôóíêöèé

k
(α)
1 , k

(α)
2 , α = 1, 2 , dα , fα , α = 1, 2 , θ ïî Ñòåêëîâó [2]− [5] .

Çàïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (3.11)− (3.16) â âèäå:

A(1)y1 = A
(1)
1 y1 + A

(1)
2 y1 = φ1(x), x ∈ ω(1) ∪ Sξ, (3.17)

y1(x) = 0, x ∈ ∂ω(1) \ Sξ = γ(1); (3.18)

A
(1)
1 y1(x) =


−
(
a
(1)
1h y1x1

)
x1

(x) +
1

2
d1h(x)q1(y1), x ∈ ω(1);

2

h1

[
a
(1)
1h (x)y1x1(x) + θh(x2)y1(x)

]
+

1

2
d2h(x)q2(y2), x ∈ Sξ,

(3.19)

A
(1)
2 y1(x) = −

(
a
(1)
2h y1x2

)
x2

(x) +
1

2
d1h(x)q1(y1), x ∈ ω(1) \ Sξ, (3.20)

φ1(x) =

 f1h(x), x ∈ ω(1);

f1h(x) +
2

h1
θh(x2)y2(x), x ∈ Sξ,

(3.21)

ãäå ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y2(x) , x ∈ ω(2) = ω(2) ∪ ∂ω(2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ:

A(2)y2 = A
(2)
1 y2 + A

(2)
2 y2 = φ2(x), x ∈ ω(2) ∪ Sξ, (3.22)

y2(x) = 0, x ∈ ∂ω(2) \ Sξ; (3.23)

A
(2)
1 y2(x) =


−
(
a
(2)
1h y2x1

)
x1

(x) +
1

2
d2h(x)q2(y2), x ∈ ω(2);

− 2

h1

[
a
(2)
1h (x1 + h1, x2)y2x1(x)− θh(x2)y2(x)

]
+

1

2
d2h(x)q2(y2), x ∈ Sξ,

(3.24)
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A
(2)
2 y2(x) = −

(
a
(2)
2h y2x2

)
x2

(x) +
1

2
d2h(x)q2(y2), x ∈ ω(2) \ Sξ, (3.25)

φ2(x) =

 f2h(x), x ∈ ω(2);

f2h(x) +
2

h1
θh(x2)y1(x), x ∈ Sξ,

(3.26)

Ðàññìîòðèì òåïåðü H(1)(ω(1)) � ìíîæåñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y1(x) , çàäàííûõ íà ñåòêå

ω(1) = ω
(1)
1 × ω2 . ×åðåç H(1)(ω(1),

0
γ (1)) îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî H(1)(ω(1)) , ñîñòîÿùåå èç

ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y1(x) , x ∈ ω(1) , îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà
0
γ (1) ⊆ γ(1) = ∂ω(1) \ Sξ .

Äàëåå, íà ìíîæåñòâå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y1(x) , çàäàííûõ íà ñåòêå ω
(1) è îáðàùàþùèõñÿ

â íóëü íà ∂ω(1) \ Sξ = γ(1) , îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(y1, ϑ1)L2(ω(1)∪Sξ)
=
∑

x∈ω(1)

y1(x)ϑ1(x)h1h2 +
1

2

∑
x∈Sξ

y1(x)ϑ1(x)h1h2 =

= (y1, ϑ1)L2(ω(1)+×ω2), y1, ϑ1 ∈ H(1)(ω(1), γ(1)).

(3.27)

Äàëåå, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (3.27) èíäóöèðóåò íîðìó

∥y1∥L2(ω(1)∪Sξ)
= ∥y1∥L2(ω(1)+×ω2) = (y1, ϑ1)

1/2

L2(ω(1)∪Sξ)
. (3.28)

Íîðìà (3.28) , ïîðîæäàåìàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (3.27) , ïðåâðàùàåò ýòî ìíîæåñòâî
â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(ω

(1) ∪ Sξ) ≡ L2(ω
(1)+ × ω2) .

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ H(2)(ω(2)) , H(2)(ω(2),
0
γ (2)) , ãäå

0
γ (2) ⊆ γ(2) = ∂ω(2)\Sξ , L2(ω

(2)∪Sξ) =

L2(ω
(2)−
1 × ω2) .
Óìíîæèì òåïåðü (3.17) ñêàëÿðíî (·, ·)L2(ω(1)∪Sξ)

íà ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ ϑ1(x) ∈
H(1)(ω(1), γ(1)) . Òîãäà ïîëó÷èì(

A(1)y1, ϑ1

)
=
(
A

(1)
1 y1, ϑ1

)
+
(
A

(1)
2 y1, ϑ1

)
= (φ1, ϑ1), ∀ϑ1 ∈ H(1)(ω(1), γ(1)). (3.29)

Àíàëîãè÷íî èìååì(
A(2)y2, ϑ2

)
=
(
A

(2)
1 y2, ϑ2

)
+
(
A

(2)
2 y2, ϑ2

)
= (φ2, ϑ2), ∀ϑ2 ∈ H(2)(ω(2), γ(2)). (3.30)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.17)−(3.21) , (3.22)−(3.26) , à òàêæå ðàçíîñòíûå ôîðìóëû Ãðè-
íà, ïîñëå äîâîëüíî äëèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íàéäåì, ÷òî äëÿ ñîîòíîøåíèé (3.29) , (3.30)
ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ:∑

ω
(1)+
1 ×ω2

a
(1)
1h y1x1 ϑ1x1h1h2 +

[ ∑
ω
(1)
1 ×ω+

2

a
(1)
2h y1x2 ϑ1x2h1h2 +

1

2

∑
ω+
2

a
(1)
2h (ξ, x2) y1x2(ξ, x2)×

×ϑ1x2(ξ, x2)h1h2

]
−
∑
ω2

θh(x2) (y2(ξ, x2)− y1(ξ, x2))ϑ1(ξ, x2)h2+

+

[∑
ω(1)

d1h(x) q1(y1(x))ϑ1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

d1h(ξ, x2) q1(y1(ξ, x2))ϑ1(ξ, x2)h1h2

]
−

=

[∑
ω(1)

f1h(x)ϑ1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f1h(ξ, x2)ϑ1(ξ, x2)h1h2

]
, ∀ϑ1 ∈ H(1)(ω(1), γ(1)),

(3.31)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



40 Ô. Â. Ëóáûøåâ, À. Ð. Ìàíàïîâà, Ì. Ý. Ôàéðóçîâ

∑
ω
(2)+
1 ×ω2

a
(2)
1h y2x1 ϑ2x1h1h2 +

[ ∑
ω
(2)
1 ×ω+

2

a
(2)
2h y2x2 ϑ2x2h1h2 +

1

2

∑
ω+
2

a
(2)
2h (ξ, x2) y2x2(ξ, x2)×

×ϑ2x2(ξ, x2)h1h2

]
+
∑
ω2

θh(x2) (y2(ξ, x2)− y1(ξ, x2))ϑ2(ξ, x2)h2+

+

[∑
ω(2)

d2h(x) q2(y2(x))ϑ2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

d2h(ξ, x2) q2(y1(ξ, x2))ϑ2(ξ, x2)h1h2

]
+

=

[∑
ω(2)

f2h(x)ϑ2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f2h(ξ, x2)ϑ2(ξ, x2)h1h2

]
, ∀ϑ2 ∈ H(2)(ω(2), γ(2)).

(3.32)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.31) è (3.32) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ðåøåíèå ñåòî÷íîé çàäà÷è Ah èëè
(3.17) - (3.26) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ïîä ðåøåíèåì ñåòî÷íîé êðàåâîé çàäà÷è Ah ïîíèìàåì
ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ y(x) = y−(x) ≡ y1(x) ∈ W 1

2 (ω
(1), γ(1)) , y(x) = y+(x) ≡ y2(x) ∈

W 1
2 (ω

(2), γ(2)) , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñóììàòîðíûì òîæäåñòâàì (3.31) - (3.32) äëÿ âñåõ
ôóíêöèé ϑ = ϑ−(x) ≡ ϑ1(x) ∈ W 1

2 (ω
(1), γ(1)) , ϑ = ϑ+(x) ≡ ϑ2(x) ∈ W 1

2 (ω
(2), γ(2)) .

Ñóììàòîðíûå òîæäåñòâà (3.31) , (3.32) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì êîìïàêòíîì âèäå:{ ∑
ω
(1)+
1 ×ω2

a
(1)
1h y1x1 ϑ1x1h1h2 +

( ∑
ω
(1)
1 ×ω+

2

a
(1)
2h y1x2 ϑ1x2h1h2 +

1

2

∑
ω+
2

a
(1)
2h (ξ, x2) y1x2(ξ, x2)×

×ϑ1x2(ξ, x2)h1h2

)}
+

{ ∑
ω
(2)+
1 ×ω2

a
(2)
1h y2x1 ϑ2x1h1h2 +

( ∑
ω
(2)
1 ×ω+

2

a
(2)
2h y2x2 ϑ2x2h1h2+

+
1

2

∑
ω+
2

a
(2)
2h (ξ, x2) y2x2(ξ, x2)ϑ2x2(ξ, x2)h1h2+

)}
+

{∑
ω2

θh(x2) [y(ξ, x2)] [ϑ1(ξ, x2)]h2

}
+

+

{(∑
ω(1)

d1h(x) q1(y1(x))ϑ1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

d1h(ξ, x2) q1(y1(ξ, x2))ϑ1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

{(∑
ω(2)

d2h(x) q2(y2(x))ϑ2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

d2h(ξ, x2) q2(y2(ξ, x2))ϑ2(ξ, x2)h1h2

)
=

=

(∑
ω(1)

f1h(x)ϑ1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f1h(ξ, x2)ϑ1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

(∑
ω(2)

f2h(x)ϑ2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f2h(ξ, x2)ϑ2(ξ, x2)h1h2

)}
.

(3.33)

Èç (3.33) ïðè ϑ+(x) = ϑ2(x) = 0 ñëåäóåò (3.31) , à ïðè ϑ−(x) = ϑ1(x) = 0 ñëåäóåò
ñîîòíîøåíèå (3.32) .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ:(
yα, ϑα

](α)
2

=
∑
ω
(α)
1

∑
ω+
2

yα(x)ϑα(x)h1h2 +
1

2

∑
ω+
2

yα(ξ, x2)ϑα(ξ, x2)h1h2, α = 1, 2. (3.34)

Íåòðóäíî âèäåòü,÷òî (3.34) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:(
yα, ϑα

](1)
2

=
∑
ω
(1)+
1

∑
ω+
2

y1(x)ϑ1(x)~1h2,
(
y2, ϑ2

](2)
2

=
∑
ω
(1)−
1

∑
ω+
2

y2(x)ϑ2(x)~1h2. (3.35)
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C ó÷åòîì (3.27) , (3.34) ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî (3.33) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:{ ∑
ω
(1)+
1 ×ω2

a
(1)
1h y1x1 ϑ1x1h1h2 +

(
a
(1)
2h y1x2 , ϑ1x2

](1)
2

}
+

{ ∑
ω
(2)+
1 ×ω2

a
(2)
1h y2x1 ϑ2x1h1h2+

+
(
a
(2)
2h y2x2 , ϑ2x2

](2)
2

}
+

{(
d1hq1(y1), ϑ1

)
L2(ω(1)∪Sξ)

+
(
d2hq2(y2), ϑ2

)
L2(ω(2)∪Sξ)

}
+

+
∑
ω2

θh(x2) [y(ξ, x2)] [ϑ1(ξ, x2)]h2 =

{(
f1h, ϑ1

)
L2(ω(1)∪Sξ)

+
(
f2h, ϑ2

)
L2(ω(1)∪Sξ)

}
.

(3.36)

èëè â âèäå

2∑
α=1

{ ∑
ω
(α)+
1 ×ω2

a
(α)
1h yαx1 ϑαx1h1h2 +

(
a
(α)
2h yαx2 , ϑαx2

](α)
2

}
+

2∑
α=1

(
dαh qα(yα), ϑα

)
L2(ω(α)∪Sξ)

+

+
∑
ω2

θh(x2) [y(ξ, x2)] [ϑ(ξ, x2)]h2 =
2∑

α=1

(
fαh(x), ϑα(x)

)
L2(ω(α)∪Sξ)

.

(3.37)
Â ñèëó òîæäåñòâà (3.37) , ðåøåíèå ñåòî÷íîé êðàåâîé çàäà÷è Ah ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
â ñëåäóþùåì áîëåå êîìïàêòíîì âèäå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ïîä ðåøåíèåì ñåòî÷íîé êðàåâîé çàäà÷è Ah áóäåì ïîíè-

ìàòü ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈
0

V γ(1)γ(2) (ω(1,2)) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
ñóììàòîðíîìó òîæäåñòâó:

Qh(y, ϑ) =
2∑

α=1

{ ∑
ω
(α)+
1 ×ω2

a
(α)
1h yαx1 ϑαx1h1h2 +

(
a
(α)
2h yαx2 , ϑαx2

](α)
2

}
+

+
2∑

α=1

(
dαh qα(yα(x)), ϑα(x)

)
L2(ω(α)∪Sξ)

+
∑
ω2

θh(x2) [y(ξ, x2)] [ϑ(ξ, x2)]h2 =

=
2∑

α=1

(
fαh, ϑα

)
L2(ω(α)∪Sξ)

= lh(ϑ), ∀ϑ = (ϑ1, ϑ2) ∈
0

V γ(1)γ(2) (ω(1,2)).

(3.38)

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.8) , (2.9) . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå ñåòî÷íîé çàäà÷è (3.38) . Çàäà÷à î íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé
ñõåìû èç ñóììàòîðíîãî òîæäåñòâà (3.38) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâ-

íåíèÿ Ah y = Fh , ãäå Ah � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç
◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) â

◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) è ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ F ∈

◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(Ah y, ϑ) ◦
V

γ(1),γ(2)

= Qh(y, ϑ) , (Fh, ϑ) ◦
V

γ(1),γ(2)

= lh(ϑ) , ∀y, ϑ ∈
◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) , ïðè÷åì ñïðà-

âåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà ∥y∥ ◦
V

γ(1),γ(2)

≤ C
2∑

k=1

∥fkh∥L2(ω(k)∪Sξ)
.

4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êîððåêòíîñòü ïî-

ñòàíîâîê

Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ â Ω êðàåâîé çàäà÷åé A ñ ðàçðûâíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì, â êîòîðîé kα(x) , d(x) , q(ξ) , θ(x2) , f2(x) � çàäàííûå ôóíêöèè,
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à ôóíêöèÿ g(x) = f1(x) , x ∈ Ω1 = Ω− âûñòóïàåò â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî çàäàííûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.8) , (2.9) .

Ââåäåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

U =
{
g(x) = f1(x) ∈ L2(Ω1) : ξ1 ≤ f1(x) ≤ ξ1 ï.â. íà Ω1

}
, èëè (4.1)

U =
{
g(x) = f1(x) ∈ L2(Ω1) : ∥g∥L2(Ω1) ≤ R1

}
, (4.2)

ãäå ξ1 , ξ1 , R1 � çàäàííûå êîíñòàíòû, ï.â. - ïî÷òè âñþäó.
Çàäàäèì ôóíêöèîíàëû öåëè g → J(g) ñëåäóþùèõ âèäîâ

J(g) =

∫
Ω1

∣∣∣u(x, g)− u
(1)
0 (x)

∣∣∣2 dΩ1, èëè (4.3)

J(g) =

∫
Ω2

∣∣∣u(x, g)− u
(2)
0 (x)

∣∣∣2 dΩ2, èëè (4.4)

J(g) =

∫
Ω1∪Ω2

|u(x, g)− u0(x)|2 dΩ0, (4.5)

ãäå u
(k)
0 (x) ∈ L2(Ωk) , k = 1, 2 , u0(x) ∈ L2(Ω1)× L2(Ω2) � çàäàííûå ôóíêöèè.

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêèå óïðàâëåíèÿ g∗ ∈ U
â ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àõ, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò íà ìíîæåñòâå U ôóíêöèîíàë öåëè
g → J(g) îäíîãî èç âèäîâ (4.3) , (4.4) , (4.5) . Òî÷íåå, íà ðåøåíèÿõ u(x) = u(x, g) çàäà÷è
Ah , îòâå÷àþùèõ âñåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì f1 = g ∈ U , òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü
îäèí èç ôóíêöèîíàëîâ öåëè (4.3) - (4.5) .

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U çàäàíî ñîîòíî-
øåíèåì (4.1) , u(x, g) ≡ u(x, f1) � ðåøåíèå çàäà÷èA , îòâå÷àþùåå óïðàâëåíèþ g(x) =
f1(x) ∈ U , à ôóíêöèîíàë öåëè g → J(g) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (4.3) . Òîãäà ñóùåñòâóåò, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå g∗(x) = f1∗(x) ∈ U , ò.å. J∗ = inf

{
J(g) : g ∈

U
}
> −∞ , U∗ =

{
g∗ ∈ U : J(g∗) = J∗

}
̸= ∅ , ïðè÷åì U∗ ñëàáî êîìïàêòíî â H = L2 (Ω1)

è ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
g
(n)
∗
}∞
n=1

⊂ U ôóíêöèîíàëà J(g) ñëàáî
â H ñõîäèòñÿ êî ìíîæåñòâó U∗ .

5. Ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Çàäà÷à F1 . Íà ðåøåíèÿõ u(x) = u(x, g) çàäà÷è A , îòâå÷àþùèõ âñåì äîïóñòèìûì

óïðàâëåíèÿì g(x) ≡ f1(x) ∈ U ⊂ H = L2(Ω1) , ãäå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé
U èìååò âèä (4.1) , òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë öåëè g → J(g) , g ∈ U âèäà
(4.3) .

Çàäà÷å F1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèå ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè: ìèíèìè-
çèðîâàòü ñåòî÷íûé ôóíêöèîíàë

Jh(Φh) =
∑

x∈ω(1)∪Sξ

∣∣∣y1(x,Φh)− u
(1)
0h (x)

∣∣∣2 ~1h2 =
=
∑

x∈ω(1)

∣∣∣y1(x,Φh)− u
(1)
0h (x)

∣∣∣2 h1h2 + 1

2

∑
x∈Sξ

∣∣∣y1(x,Φh)− u
(1)
0h (x)

∣∣∣2 h1h2 =
=
∥∥y1(x,Φh)− u

(1)
0h (x)

∥∥2
L2(ω(1)∪Sξ)

=
∥∥y1(x,Φh)− u

(1)
0h (x)

∥∥2
L2(ω(1)+×ω2)

,

(5.1)
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ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y(x) = (y1(x), y2(x)) = (y1(x,Φh), y2(x,Φh)) =

y(x,Φh) ∈
◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) , íàçûâàåìàÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è, óäîâëåòâî-

ðÿåò äëÿ ëþáîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè ϑ(x) = (ϑ1(x), ϑ2(x)) ∈
◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) ñóììàòîðíîìó

òîæäåñòâó

Qh(y, ϑ) =
(
Φh, ϑ1

)
L2(ω(1)∪Sξ)

+
(
f2h, ϑ2

)
L2(ω(2)∪Sξ)

, ∀ϑ = (ϑ1, ϑ2) ∈
0

V γ(1)γ(2) (ω(1,2)), (5.2)

à ñåòî÷íûå óïðàâëåíèÿ Φh(x) òàêîâû,÷òî

Φh(x) ∈ Uh ⊂ Hh = L2(ω
(1) ∪ Sξ),

Uh =
{
Φh(x) ∈ L2(ω

(1) ∪ Sξ) : ξ1 ≤ Φh(x) ≤ ξ1, x ∈ ω(1) ∪ Sξ

}
.

(5.3)

Çäåñü u
(1)
0h � ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè u

(1)
0 , îïðåäåëÿåìàÿ ÷åðåç óñðåäíåíèå ïî

Ñòåêëîâó [2]− [5] . Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 5.1. Çàäà÷à äëÿ ñåòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ (5.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà
äëÿ ∀Φh ∈ U , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà∥∥y(x,Φh)

∥∥
0
V

γ(1)γ(2)

≤ C

[∥∥Φh(x)
∥∥
L2(ω(1)∪Sξ)

+
∥∥f2h(x)∥∥L2(ω(1)∪Sξ)

]
. (5.4)

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ F1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Jh∗ = inf
{
Jh(Φh) : Φh ∈ Uh

}
> −∞, Uh∗ =

{
Φh∗ ∈ Uh : Jh(Φh∗) = Jh∗

}
̸= ∅.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è ïðè äðóãèõ çàäàíèÿõ ôóíêöèîíàëîâ öåëè âèäà
(4.4) , (4.5) è ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé âèäà (4.1) , (4.2) .

Èññëåäîâàíû âîïðîñû ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ è ôóíêöèîíàëó. Íà
îñíîâå ìåòîäà À.Í. Òèõîíîâà [6] , [7] , [4] ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé.
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Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

ÓÄÊ 517.9

Àëüòåðíàòèâíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé äëÿ êðóòèëüíîé
æ¼ñòêîñòè ñòåðæíåé
c⃝ Ñ. Í. Àëåêñååíêî 1, Ñ. Í. Íàãîðíûõ 2

Àííîòàöèÿ. Íà îñíîâå äèôôóçèîííîé òåîðèè óïðóãîñòè âûâåäåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó êðóòèëüíîé æåñòêîñòè ñòåðæíåé. Èçëîæåíà ïðèíöèïèàëüíàÿ
ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà ê íåëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðåäíàçíà÷åííîìó â ðàìêàõ äàííîãî
ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé, äèôôóçèîííàÿ íåóïðîóãîñòü, íåëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà

Èçâåñòíî, ÷òî óïðóãàÿ êðóòèëüíàÿ æåñòêîñòü (ÊÆ) òîíêèõ ñòåðæíåé âû÷èñëÿåòñÿ
êàê êîëè÷åñòâî âÿçêîé æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç òðóáó ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ
[1]. Ðîëü òàêîé æèäêîñòè â òâ¼ðäîì ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîì ñòåðæíå ìîãóò èãðàòü äèñ-
ëîêàöèè - ýëåìåíòàðíûå íîñèòåëè äåôîðìàöèè, äèíàìèêîé êîòîðûõ îïèñûâàþò ìíîãèå
ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà [1].

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ÊÆ òîíêèõ ñòåðæ-
íåé íà îñíîâå äèôôóçèîííîé äèñëîêàöèîííîé ìîäåëè [3] è òåîðèè óïðóãîñòè [1].

Äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü äèñëîêàöèé îñíîâàíà íà êèíåòèêå ñêàëÿðíûõ ïëîòíîñòåé ñêîëü-
çÿùèõ νδ è ïåðåïîëçàþùèõ ν äèñëîêàöèé [3]:

ṅuδ = G− aδνδ − bνδν, (1.1)

ṅu = bνδν − aM(ν)ν + Sdiv[(νκ − ν)∇ν], (1.2)

ãäå νκ, G, aδ, b, S - ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, aM(ν) - ñòîê ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé, ∇ -
òð¼õìåðíûé ãðàäèåíò. ×åðåç νδ, ν îïðåäåëÿþòñÿ äåôîðìàöèÿ, íàïðÿæåíèå ìàòåðèàëà, à
òàêæå â òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ νδ = aMb

−1 îêîëî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çà-
ðîæäåíèå ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ òðåùèí, êàê íåóñòîé÷èâûé ðîñò ν äî êðèòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ νκ ïðè ðàâåíñòâå íóëþ ïîòîêîâ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ

∂ν

∂z
|
z = 0
z = l

= 0,
∂ν

∂r
|r=R = 0. (1.3)

ãäå l - ðàññòîÿíèå âäîëü îñè, R - ðàäèóñ ñòåðæíÿ. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ
âîçìîæíîñòè ðàñùåïëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) - (1.2)

ν(x, y, z) = ν̃(x, y) + ν̄(z) (1.4)

1Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; sn-alekseenko@yandex.ru

2Äîöåíò êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, Íèæåãîðîäñêèé ïåäóíèâåðñèòåò, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä;
algoritm@sandy.ru
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â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå.
Ïîäñòàâèâ (1.4) â (1.1) - (1.2) è èñêëþ÷èâ νδ , ïîëó÷èì

Sνκ∆(ν̄+ν̃)−S(ν̄+ν̃)∆(ν̄+ν̃)−S(∇(ν̄+ν̃))2+

[
bG

aδ + b(ν̄ + ν̃)
− aM(ν̄ + ν̃)

]
(ν̄+ν̃) = 0. (1.5)

Â ïåðâîì âàðèàíòå ðàñùåïëåíèÿ âèäà (1.4) äîïóñòèì, ÷òî ν̃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ïóàññîíà

∆ν̃ = −1, (1.6)

ãäå ν̃ = const íà êîíòóðå ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ðàäèóñà R . Îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå â (1.5)
ñîñòàâÿò óðàâíåíèå

−Sνκ+Sνκ∆ν̄−S(ν̄+ν̃)∆ν̄+S(ν̄+ν̃)−S(∇(ν̄+ν̃))2+

[
bG

aδ + b(ν̄ + ν̃)
− aM(ν̄ + ν̃)

]
(ν̄+ν̃) = 0.

(1.7)
Ïðèìåì â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà, ÷òî ν̃ << ν̄, ïîýòîìó ñëàãàåìûìè ñ ν̃ â (1.7) ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà ïîëó÷èì

−Sνκ + Sνκ∆ν̄ − Sν̄∆ν̄ + Sν̄ − S(∇(ν̄))2 +

[
bG

aδ + bν̄
− aM(ν̄)

]
ν̄ = 0. (1.8)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî νκ >> ν̄ è (∇ν̄)2 = (C2
1 + 2C1δν̄

′)(1 − δ2)−1 , ãäå C1, δ - ïîñòîÿí-
íûå, ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ áèôóðêàöè-
åé Áîãäàíîâà - Òàêåíñà [4]:

ν̄ ′′ − (µ1 + µ2ν̄)ν̄
′ + f1(ν̄) = 0, (1.9)

ãäå µ1 :=
2C1δ

(1−δ2)νκ
, µ2 :=

4C1δ
(1−δ2)ν2κ

, f1 := Aν̄ +Bν̄2 − C2, A,B,C2 - ïîñòîÿííûå.

Âû÷òÿ èç (1.5) óðàâíåíèå (1.7), ïîëó÷èì

(△ν̃ + 1)(νκ − ν) = 0. (1.10)

Âûðàæåíèå (1.10) îïèñûâàåò äâà ñîáûòèÿ: ëèáî âîçíèêíîâåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ äèñëîêàöèé
ïðè óïðóãîì êðó÷åíèè, ëèáî ïðè íåóïðóãîì êðó÷åíèè. Ïîñëåäíåå ïðîèñòåêàåò ââèäó çà-
íóëåíèÿ êâàçèëèíåéíîé äèôôóçèè äèñëîêàöèé ñðàçó ïî äâóì ïðè÷èíàì: ðàâåíñòâî íóëþ
êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè è ëàïëàñèàíà îò ν . ×òîáû ðàçäåëüíî èññëåäîâàòü ðîëè òîãî è
äðóãîãî ÿâëåíèÿ, äîïóñòèì ν ≈ νκ. Çíà÷åíèå ñèìâîëà νκ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïëîòíîñòü
äèñëîêàöèé èìååò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì ìàòåðèàë ñòåðæíÿ òå÷¼ò ïîäîá-
íî æèäêîñòè. Â [3] èññëåäîâàëîñü äèñëîêàöèîííîå çàðîæäåíèå òðåùèí ïðè öèêëè÷åñêîì
êðó÷åíèè ñòåðæíåé, ïðè÷åì ν⊤κ èìåë ñìûñë êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé, âûçûâà-
þùåé çàðîæäåíèå ïðîäîëüíûõ èëè ïîïåðå÷íûõ òðåùèí â ñòåðæíå. Âîîáùå, νκ ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé âåëè÷èíîé âî âñåõ ïðîöåññàõ ñòèìóëèðîâàííîé äèôôóçèè [3]. Ýòèì è îáú-
ÿñíÿåòñÿ îñîáûé èíòåðåñ èçó÷åíèÿ êâàçèëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2),
êîãäà ν äîñòàòî÷íî áëèçêî ê νκ .

Òàê ÷òî, áåðÿ â äðóãîì âàðèàíòå ðàñùåïëåíèÿ â (1.5) ν̃(x, y) + ν̄(z) ≈ νκ , ïðèä¼ì ê
óðàâíåíèþ:

S(∇(ν̄ + ν̃))2 =

[
bG

aδ + b(ν̄ + ν̃)
− aM(ν̄ + ν̃)

]
(ν̄ + ν̃). (1.11)

Äîïóñêàÿ, êðîìå òîãî, ÷òî ν̃ >> ν̄, ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü (1.11) â ðÿä Òåéëîðà ïî ν̄
âáëèçè ν̃ è îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ν̄ , ïîëó÷èì:

(∇ν̃)2 = f(ν̃)ν̃, (1.12)
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(
dν̄

dz

)2

= Φν̄, (1.13)

ãäå

f(ν̃) =
1

S

[
bG

aδ + bν̃
− aM(ν̃)

]
,

Φ = f ′(νκ)νκ + f(νκ), f
′(νκ) = − 1

S

[
b2G

(aδ+bνκ)2
− a′M(νκ)

]
.

Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.13) ïðè íà÷àëüíîì
óñëîâèè ν̄|z=0 = ν̄20 = const > 0 èìååò ðåøåíèå

ν̄ =

(√
Φ

2
z ± ν̄0

)2

. (1.14)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.6), (1.9) îòíîñèòñÿ ê óïðóãîìó êðó÷åíèþ ñî ñëàáîäèññèïàòèâíîé
äèíàìèêîé ν̄ âäîëü îñè êðó÷åíèÿ [4]. Óðàâíåíèå (1.12) îïèñûâàåò äâèæåíèå ν̃ ñ äèññèïà-
òèâíîé äèíàìèêîé, ò.ê. â ñîîòâåòñòâèè ñ [5] âåëè÷èíà (∇ν̃)2 õàðàêòåðèçóåò äèññèïàöèþ.

Ñîãëàñíî [1] ÊÆ C ïðè ìîäóëå ñäâèãà µ áóäåò ðàâíà:∫
S̃

µ(∇ν̃)2dxdy = C. (1.15)

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðà Áþðãåðñà b⃗ â [1]:∫
S̃

ν̃dxdy = b⃗,

èìååì óïðóãóþ C ëèáî êâàçèóïðóãóþ C̃ ÊÆ â ëèíåéíîì ïî ν̃ ïðèáëèæåíèè: C =

µπR4

2
, C̃ = 1

S

(
bG
aδ

− aM

)
b⃗. Ìîìåíò êðó÷åíèÿ M = τC ïðè τ = const áóäåò îïðåäåëÿòü

óïðóãîå ëèáî íåóïðóãîå êðó÷åíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ÊÆ C èç (1.15) âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.12).

Ñôîðìóëèðóåì èòîã âûøåïðèâåäåííûõ âûêëàäîê â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: Åñ-
ëè â òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ νδ = aM(ν)b−1, ν = ν̃ + ν̄, ν̃|S ̸= 0, ν̄(z0) ̸= 0, òî ñòàöèîíàðíîå
òð¼õìåðíîå óðàâíåíèå ñòèìóëèðîâàííîé äèôôóçèè (1.2) ïðè ν ≈ νκ, ν̃ >> ν̄ ñâîäèòñÿ
ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.12)
è â îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäíûõ (1.13), à ïðè ν̃ << ν̄ << νκ ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.6) è â îáûêíîâåííûõ
ïðîèçâîäíûõ (1.9).

Êðîìå Â.È.Òàëàíîâà â öèòèðîâàííîé âûøå ðàáîòå [5], âåëè÷èíó (∇ν̃)2 îïðåäåëÿëè êàê
äèññèïàöèþ ß.Á.Çåëüäîâè÷ [2]è äðóãèå àâòîðû. Òàê ÷òî ìû ìîæåì ñ ïîëíûì îñíîâàíè-
åì íàçûâàòü óðàâíåíèå (1.12), ïîëó÷åííîå â äàííîé ðàáîòå, óðàâíåíèåì ñòàöèîíàðíûõ
äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð.

Ïðèìåíèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.12) ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà
(ÌÄÀ) [6, 7, 8], êîòîðûé äà¼ò âîçìîæíîñòü àíàëèçèðîâàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèé è ñòðîèòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ. Îïèøåì ïðèíöèïèàëüíóþ
ñõåìó èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.12) ñ ïîìîùüþ ÌÄÀ.

Òàê êàê óðàâíåíèå (1.12) ðàññìàòðèâàåòñÿ â êðóãå x2 + y2 ≤ R2 ñ äîïîëíèòåëüíûìè
óñëîâèÿìè íà îêðóæíîñòè, òî âíà÷àëå ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì. Îáîçíà÷èâ
u(r, φ) = ν̃(x, y), ïîëó÷èì óðàâíåíèå(

∂u

∂r

)2

+
1

r2

(
∂u

∂φ

)2

= f(u)u (1.16)
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u|r=R = g(φ), (1.17)

ïðè÷åì ôóíêöèþ g(φ) íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïåðèîäè÷åñêîé ïî φ , ýòèì ñàìûì ó÷èòûâàÿ
â ïëîñêîé çàäà÷å èçìåíåíèå óñëîâèé âäîëü ñòåðæíÿ.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1.16) ê ñèñòåìå êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé. È, ÷òîáû íå ìåíÿòü
ñòðóêòóðó ÌÄÀ, ñäåëàåì â çàäà÷å (1.16)-(1.17) çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé: ρ = R−r.
Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê çàäà÷å Êîøè:(

∂u

∂ρ

)2

+
1

(R− ρ)2

(
∂u

∂φ

)2

= f(u)u, (1.18)

u|ρ=0 = g(φ). (1.19)

Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1.18) çàâèñÿò îò ïðåäïîëîæåíèé
î çíàêàõ ∂ρu è ∂φu . Â äàííîé ðàáîòå áóäåì èñõîäèòü èõ òîãî, ÷òî â íàïðàâëåíèè îò
ãðàíèöû âãëóáü ñòåðæíÿ ν̃ óìåíüøàåòñÿ. Òîãäà èç (1.18) ñëåäóåò

∂u

∂ρ
= −

√
f(u)u− 1

(R− ρ)2

(
∂u

∂φ

)2

. (1.20)

Îáîçíà÷èâ q = 1
R−ρ

∂u
∂φ

è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (1.18) ïî φ , ïîëó÷èì

∂2u

∂ρ∂φ
=
f ′(u)u ∂u

∂φ
+ f(u) ∂u

∂φ
− 2q ∂q

∂φ

−2
√
f(u)u− q2

.

Ðàçäåëèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà R− ρ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1

R− ρ

∂2u

∂ρ∂φ
=

∂

∂ρ

(
1

R− ρ

∂u

∂φ

)
− 1

(R− ρ)2
∂u

∂φ
,

ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

∂q

∂ρ
− q

(R− ρ)
√
f(u)u− q2

∂q

∂φ
= −

[
f ′(u)u+ f(u)

2
√
f(u)u− q2

− 1

R− ρ

]
q. (1.21)

Îáîçíà÷èâ
A(ρ, u, q) =

q

(R− ρ)
√
f(u)u− q2

,

B(ρ, u, q) =
f ′(u)u+ f(u)

2
√
f(u)u− q2

,

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.21)â âèäå:

∂q

∂ρ
− A(ρ, u, q)

∂q

∂φ
= −

[
B(ρ, u, q)− 1

R− ρ

]
q. (1.22)

C ó÷åòîì (1.20) "ñêîíñòðóèðóåì"óðàâíåíèå äëÿ u ñ òåì æå ñàìûì äèôôåðåíöèàëüíûì
îïåðàòîðîì:

∂u

∂ρ
− A(ρ, u, q)

∂u

∂φ
= −

√
f(u)u− q2 − A(ρ, u, q)q. (1.23)
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Èç (1.17) äëÿ u(ρ, φ) âûòåêàåò íà÷àëüíîå óñëîâèå

u|ρ=0 = g(φ). (1.24)

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ u(ρ, φ) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âîçüì¼ì

q|ρ=0 =
1

R
g(φ). (1.25)

Ñîñòàâèì äëÿ çàäà÷è (1.22) - (1.25) ðàñøèðåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ äî-
ïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì:

dη(s, ρ, φ)

ds
= A(s, w1, w2), η|s=ρ = φ, (1.26)

dw1(s, ρ, φ)

ds
= −

√
f(w1)w1 − w2

2 − A(s, w1, w2)w2, (1.27)

w1|s=0 = g(η(0, ρ, φ)), (1.28)

dw2(s, ρ, φ)

ds
= −

[
B(s, w1, w2)−

1

R− s

]
w2, (1.29)

w2|s=0 =
1

R
g′(η(0, ρ, φ)). (1.30)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f(g(φ))g(φ)− (g′(φ))2

R2
> 0 (1.31)

äëÿ âñåõ φ ∈ (−∞,∞) .
Ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (1.26) - (1.30) â ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê êàê â ïðà-

âóþ ÷àñòü (1.26) èñêîìàÿ ôóíêöèÿ η(s, ρ, φ) íå âõîäèò, òî äëÿ íå¼ ïîëó÷èì íå óðàâíåíèå,
à âûðàæåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïðèä¼ì ê ñèñòåìå äâóõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

w1(s, ρ, φ) = g(φ−
∫ ρ

0

A(ν, w1, w2)dν)−
∫ s

0

[√
f(w1)w1 − w2

2 − A(τ, w1, w2)w2

]
dτ, (1.32)

w2(s, ρ, φ) =
g′(φ−

∫ ρ

0
A(ν, w1, w2)dν)

R− ρ
exp

(
−
∫ s

0

B(τ, w1, w2)dτ

)
(1.33)

îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé w1(s, ρ, φ), w2(s, ρ, φ).
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

(1.32) - (1.33) è ïîñòðîåíèå äëÿ íå¼ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â äîñòàòî÷íî óçêîé ïîëîñêå âáëèçè
îêðóæíîñòè x2 + y2 = R2 ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé. Ïóòåì íåïîñðåäñòâåííûõ îöåíîê äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà T , ÷òî ïðè 0 < ρ ≤ T ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ñõîäÿòñÿ.
Äèôôåðåíöèðóÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì T ðåøåíèå ñèñòåìû (1.32) - (1.33) áóäåò äèôôå-
ðåíöèðóåìî ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì. Ôóíêöèè u(ρ, φ) = w1(ρ, ρ, φ), q(ρ, φ) = w2(ρ, ρ, φ).
äàäóò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.22) - (1.25), à ôóíêöèÿ u(ρ, φ) áóäåò íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.18) - (1.19), ãäå f(u) = 1
S

[
bG

aδ+bu
− aM(u)

]
.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü aM äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
g(φ) ∈ C2(−∞,∞) , âûïîëíåíî óñëîâèå (1.31). Òîãäà çàäà÷à (1.16) - (1.17) èìååò íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå u(ρ, φ) â îáëàñòè R− T ≤ r ≤ R,−∞ <
φ <∞ , ãäå ÷èñëî T îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì èç èñõîäíûõ äàííûõ.
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Alternative systems of the dislocation density partial
di�erential equation for the torsional sti�ness of rods
c⃝ S. N. Alekseenko3, S. N. Nagornyh4

Abstract. On the base of the theory of elasticity, the equations governing a dynamics of
the dislocation density for the torsional sti�ness of rods is obtained. In is presented a basic
scheme to apply the method of additional argument for solving a �rst-order nonlinear partial
di�erential equation assigned within the framework of an approach under consideration to describe
pseudoequilibrated dissipative structures.

Key Words: dislocation density, di�usion unelasticity, nonlinear �rst-order partial di�erential
equations, method of additional argument.

3The professor of the applied mathematics chair, Nizhniy Novgorod State Technical University, Nizhniy
Novgorod; sn-alekseenko@yandex.ru

4The senior lecture of the theoretical physics chair, Nizhniy Novgorod State Pedagogical University, Nizhniy
Novgorod; algoritm@sandy.ru
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Íåðåãóëÿðíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ
âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå
c⃝ Ä. È. Áîÿðêèí 1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåðåãóëÿðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå âûðîæäåíèÿ ìîæåò
èìåòü êîðàçìåðíîñòü áîëüøå äâóõ. Ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è îïðå-
äåëåíà åãî ãëàäêîñòü. Ïðè èññëåäîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è
ãåîìåòðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû, ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,
óñëîâèå Ëîïàòèíñêîãî

1. Êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ âûðîæäåíèÿ êîðàçìåðíîñòè

k ≥ 2

Çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ðåøåíèé ãðàíè÷íîé çàäà÷è îò ïðèðîäû êàñàíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
ãðàíèöû âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè k = 2 è èññëåäîâàíèå ýòèõ ñâîéñòâ, âïåðâûå
áûëî ïðîäåëàíî R. Borrelli â ðàáîòe [1].

Ïóñòü G - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn , n ≥ 3 , ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γn−1 è
µ - ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå íà Γn−1 , êàñàåòñÿ Γn−1 âäîëü (n− k) - ìåðíîãî
ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γn−k , k ≥ 2 , íî íå êàñàåòñÿ Γn−k .

Îïðåäåëèì ãëàäêèå (n− i) - ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ n−i , 2 ≤ i ≤ k − 2 , òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû Γn−1 ⊃ . . . ⊃ Γn−i ⊃ ... ⊃ Γn−(k−1) ⊃ Γk . Ìíîãîîáðàçèå Γk ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì
â Γk−1 ñ ïîìîùüþ ïîëÿ µ . Ïóñòü β = ⟨µ, n⟩ - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå µ è n , ãäå n -
âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γn−1 â òî÷êàõ Γk−1 . Â òî÷êàõ Γk ôóíêöèÿ β = 0 . Îáîçíà÷èì
÷åðåç Γk−1

+ ìíîæåñòâî òî÷åê Γk−1 , â êîòîðûõ β > 0 , à ÷åðåç Γk−1
− - ìíîæåñòâî òî÷åê

Γk−1 , ãäå β < 0 . Ïóñòü βk = ⟨µ, nk⟩ - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå µ è nk , ãäå nk - íîðìàëü
ê Γk , ëåæàùàÿ â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê Γk è íàïðàâëåííàÿ â ñòîðîíó Γk−1

+ .

Â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ïîëÿ µ (n − k) -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Γn−k îòíåñåì ê
îäíîìó èç êëàññîâ:

• ê ïåðâîìó êëàññó, åñëè β > 0, βk > 0 ;

• êî âòîðîìó êëàññó, åñëè β > 0, βk < 0 ;

• ê òðåòüåìó êëàññó, åñëè Γk−1
+ = ∅ ëèáî k−1

− = ∅ .

Çàìåòèì ÷òî, òàê êàê ïîëå µ íå êàñàåòñÿ ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γk , òî Γk ìîæåò îòíî-
ñèòüñÿ òîëüêî ê îäíîìó êëàññó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà Γk ïðèíàäëåæèò ê ïåðâîìó êëàññó.

1Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì Í.Ï. Îãàðå-
âà, ã. Ñàðàíñê; boyarkindi@gmail.com
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êðàåâîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

Lu = fâG, (2.1)

µ(x,D)u = φíàn− 1, (2.2)

u = φkíàn− k, (2.3)

ãäå L - ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè; µ(x,D) -
äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ µ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn−k - (n− k + 1) -ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç
Γn−k òðàíñâåðñàëüíî ê ïîëþ µ . Ïðîäîëæèì ãëàäêèì îáðàçîì ïîëÿ µ â äîñòàòî÷íî ìàëóþ
îêðåñòíîñòü Ωk ìíîãîîáðàçèÿ Γn−k â Nn−k+1

∩
G . Òàê êàê Γn−k îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó

êëàññó, òî êàæäóþ òî÷êó èç Ωk ìîæíî ñîåäèíèòü ñ Nn−k+1 èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ
µ .

Äàëåå, îïðåäåëèì (n − i + 1) -ìåðíûå ïëîñêîñòè íîðìàëåé Nn−i ê , 2 < i ≤ k − 1 ,
ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Γn−i . Çàìåòèì, ÷òî Nn−i ∈ Nn−i+1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â ìàëîé îêðåñòíîñòè Ω ìíîãîîáðàçèÿ Γn−k â G âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå [ni, µ] = 0 , ãäå ni -
íîðìàëü ê ïëîñêîñòè Nn−i , [ , ] - ñêîáêà Ïóàññîíà.

Â ðàáîòå Åãîðîâà Þ. Â. - Êîíäðàòüåâà Â. À. [1] ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è ñ êîñîé ïðîèç-
âîäíîé äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû, êîòîðûå
îñíîâûâàëèñü íà òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ è ãåîìåòðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðà-
çèé. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà
ïðè áîëåå îáùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ [2]. Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ÿâëåíèé óïðóãîñòè, ôèëüòðàöèè è ìíîãèõ äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè u ∈ Hs+1(G) , d > 0 - äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî è s > 3
2
,

òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò u , ÷òî

C−1
(
∥u∥s + ∥µ(x,D)hu∥s +

∑k−2
i=1 ∥ni(x,D)hiu∥N

n−i+1

s +
∥∥hku∥∥Nn−k

s

)
≤

≤ ∥f∥s−2 + ∥µ(x,D)hf∥s−2 +
∑k−2

i=1 ∥ni(x,D)hif∥N
n−i+1

s−2 +
∥∥hkf∥∥Nn−k

s−2
+ + ∥φ∥Γ

T−1

s−3
2

+

∥hφ∥Γ
n−1

s−1
2

+
∑k−2

i=1

(
∥φ∥Γ

n−i+1

s−3
2

+ ∥hiφ∥Γ
n−i+1

s−1
2

)
+
∥∥φk

∥∥ΓT−π

s−1
2

+ ∥u∥0 ≤

≤ C
(
∥u∥s + ∥µ(x,D)hu∥s +

∑k−2
i=1 ∥ni(x,D)hiu∥N

n−i+1

s +
∥∥hku∥∥Nn−k

s

)
,

ãäå f = Lu â G , φ = µ(x,D)u íà Γn−1 , φk = u íà Γn−k , h ∈ C∞(G) è h = 1 âíå
(
d
2

)
- îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Γn−1 , hi ∈ C∞(G) , i = 2, ..., k− 2 , ïðè÷åì hi ðàâíà 1 â

(
d
2

)
îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Γn−i è ðàâíà íóëþ âíå d îêðåñòíîñòè ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
hk ∈ C∞(G) è h = 1 âíå

(
d
2

)
- îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Γn−k .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è

• Lu = 0 â G

• µ(x,D)u = 0 íà n−1
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• u = 0 íà n−k

êîíå÷íîìåðíî

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Πs(G) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé
íîðìîé

∥u∥Πs(G) = ∥u∥s + ∥µ(hu)∥s +
∑k−1

i=1 ∥ni(h
iu)∥N

n−i

s +
∥∥hku∥∥

s
.

×åðåç Γn−i
s ( i = 2, ..., k−1 ) - ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Γn−i ñ êîíå÷íîé

íîðìîé

∥u∥Γn−i
S

= ∥u∥
n−i

s + ∥hiu)∥Γn−i

s+1,

Γn−1
s - ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Γn−1 ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥u∥Γn−1
S

= ∥u∥Γ
n−1

s + ∥hu)∥Γ
n−1

s+1 ,

Γn−k
s - ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Γn−k ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥u∥Γn−k
S

= ∥u∥Γ
n−k

s + ∥hu)∥Γ
n−k

s+1 , ãäå h , hi hk ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â òåîðåìå 2.1..

Òîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà
u→ (Lu, µ(x,D)u|Γn−1 , ni(x,D)u|Γn−i) u|Γn−k , i = 2, . . . , k − 1, äåéñòâóþùåãî èç

Πs(G) â Πs−2(G)× Γn−1

s−3
2

× . . .× Γ
n−(k−1)

s−3
2

×H
s−3

2
(Γn−k) çàìêíóòà.

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè ìíîãîîáðàçèå n−k ïðèíàäëåæèò ê ïåðâîìó êëàññó è èç-
âåñòíî, ÷òî

u ∈ Hs(G), Lu ∈ Hs(G), µ(x,D)u ∈ H
s+

1
2
(Γn−1), ni(x,D)u ∈ H

s+
1
2
(Γn−i), i = 2, . . . , k −

1, u ∈ H
s+

1
2
(Γn− k) , ãäå s > 0 òî u ∈ Hs+1(G) è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0 ,

íå çàâèñÿùàÿ îò u , ÷òî

∥u∥s ≤ C ( ∥f∥s−2+ ∥µ(x,D)hf∥s−2+
∑k−2

i=1 ∥ni(x,D)hif∥N
n−i+1

s−2 +
∥∥hkf∥∥Nn−k

s−2
+ ∥φ∥Γ

T−1

s−3
2

+

∥hφ∥Γ
n−1

s−1
2

+
∑k−2

i=1

(
∥φ∥Γ

n−i+1

s−3
2

+ ∥hiφ∥Γ
n−i+1

s−1
2

)
+
∥∥φk

∥∥ΓT−π

s−1
2

+ ∥u∥s
right)
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Irregular elliptic regional problem degenerating on border
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Abstract. In work the irregular regional problem for the elliptic equation is considered. Aprioristic
estimations for the decision of a problem are received. At research methods of the functional analysis
and geometry of smooth varieties are used

Key Words: elliptic operators, smooth variety, transformation Fourier, condition Lopatinsky
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè
äèñêà èç æåñòêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà â
ïðèáëèæåíèè ýêðàíèðîâêè ïîëÿ â öåíòðå îáðàçöà
c⃝ Í. Ä. Êóçüìè÷åâ1À. À. Ôåä÷åíêî2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îòêëèêà æåñòêîãî ñâåðõ-
ïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà íà ïðèëîæåííîå âíåøíåå ãàðìîíè÷åñêè ìîäóëèðîâàííîå ìàãíèòíîå
ïîëå. Ñâåðõïðîâîäíèê èìåë ôîðìó êîðîòêîãî öèëèíäðà (òàáëåòêè). Â ðàìêàõ ìîäåëè Êèìà
è â ïðèáëèæåíèè ýêðàíèðîâêè ïîëÿ â öåíòðå îáðàçöà ðàññ÷èòàíû ãèñòåðåçèñíûå êðèâûå è
ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàíåå âûïîë-
íåííîãî ýêñïåðèìåíòà íà ïîëèêðèñòàëëàõ âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûñîêîòåìïåðàòóðíûé ñâåðõïðîâîäíèê, êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, âèõðè
Àáðèêîñîâà, ìîäåëü Êèìà, ãàðìîíèêè íàìàãíè÷åííîñòè

1. Ââåäåíèå

Èíòåðåñ ê ìàãíèòíûì ñâîéñòâàì ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõ-
ïðîâîäíèêîâ (ÂÒÑÏ) íå óãàñàåò èç-çà èõ ïðàêòè÷åñêîé âàæíîñòè è ñëîæíîñòè ñòðîåíèÿ.
Â ïëàíå ïðèìåíåíèé â ýëåêòðî- è ðàäèîèçìåðèòåëüíîé òåõíèêå íåîáõîäèìî çíàòü îòêëèê
ðàçëè÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ÂÒÑÏ íà ïåðåìåííîå è ïîñòîÿííîå ìàãíèòíûå ïîëÿ.
Äàííîé ïðîáëåìå ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, êàê â îòå÷åñòâåííîé, òàê è çàðóáåæíîé ëèòå-
ðàòóðå [1]. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âîçäåéñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ÂÒÑÏ, îáðàçåö
îòêëèêàåòñÿ ñèãíàëîì ñëîæíîé ôîðìû, è íàìàãíè÷åííîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà çàâèñèò îò
ïðåäûñòîðèè åãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. îáíàðóæèâàåò ãèñòåðåçèñ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìîäåëü ðàñ÷åòà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â æåñòêèé ñâåðõ-
ïðîâîäíèê âòîðîãî ðîäà â ôîðìå êîðîòêîãî öèëèíäðà íàõîäÿùåãîñÿ â êðèòè÷åñêîì ñî-
ñòîÿíèè â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Êèìà [1]. Ìàãíèòíîå ïîëå â òàêèå ñâåðõïðîâîäíèêè ïðî-
íèêàåò â âèäå ïîòîêà, îáðàçîâàííîãî íèòÿìè Àáðèêîñîâà è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ôðîíòîì
âíóòðü ñâåðõïðîâîäíèêà, ïðåîäîëåâàÿ ñèëó ïèííèíãà. Èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà âíóò-
ðè óêàçàííîãî ñâåðõïðîâîäíèêà âûçûâàåò â îáëàñòè ïðîíèêíîâåíèÿ âèõðåé Àáðèêîñîâà
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü, ìãíîâåííî ñîçäàåò ýêðàíèðóþùèé ñâåðõïðî-
âîäÿùèé òîê (ñâåðõòîê) ñ êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ Jc . Ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ ñâåðõòîêà
è ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáðàçöå, à òàêæå íàìàãíè÷åííîñòè è âîñïðèèì÷èâîñòè ñâåðõïðî-
âîäíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîñòóþ çàäà÷ó. Ýòî ñâÿçàíî ñ íåñêîëüêèìè ïðè÷èíàìè.
Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî äëÿ êàæäîé ãåîìåòðèè ó÷èòûâàòü ðàçìàãíè÷èâàþùåå ïîëå; âî-
âòîðûõ, ïðîöåññ íàìàãíè÷èâàíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà áóäåò ãèñòåðåçèñíûì èç-çà ðàçáèåíèÿ

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kuzmichevnd@yandex.ru.

2Àñïèðàíò, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
starlightalex@gmail.com.
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ñâåðõïðîâîäíèêà íà îáëàñòè ñ ïðîòèâîïîëîæíî òåêóùèìè ýêðàíèðóþùèìè ñâåðõòîêàìè;
â-òðåòüèõ, âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü òåêóùóþ ïëîòíîñòü ïîòîêà ïîëÿ
íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé ðàçáèåíèÿ.

Èñïîëüçîâàëîñü ïðèáëèæåíèå ïîëíîé ýêðàíèðîâêè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåíòðå öèëèí-
äðà è ìîäåëü Êèìà [1, 2]: Jc(B) = α / (|B| + B0) . Äàííîå ïðèáëèæåíèå èãíîðèðóåò
ðàäèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñîîòâåòñòâåííî êðèâèçíó íèòåé Àáðèêîñî-
âà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ öèëèíäðà ðàäèóñà R è äëèíû
d â àêñèàëüíîì âíåøíåì ïîëå èìååò âèä [6]:

dH

dr
= ± α

(|H|+H0)
√

1 +
(
2r
d

)2 . (2.1)

Çäåñü r � åñòü òåêóùèé ðàäèóñ öèëèíäðà, H(r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ
íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, α � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ñèëû ïèííèíãà (α = const) , à
H0 (èëè B0 ) � íåêîòîðîå õàðàêòåðíîå ïîëå. Óðàâíåíèå (2.1) ðåøàåòñÿ ñ ãðàíè÷íûì óñëî-
âèåì H(R) = Hex . Ãäå Hex � íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çíàê ¾+¿ ñîîò-
âåòñòâóåò ðàñòóùåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ, à çíàê ¾�¿ óáûâàþùåìó ïîëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëå (Hex(t) = Hd + h · cos(ωt)) ñâåðõïðîâîäíèê ðàçáèâàåòñÿ
íà îáëàñòè ñ ïðîòèâîïîëîæíî òåêóùèìè ýêðàíèðóþùèìè ñâåðõòîêàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê
ãèñòåðåçèñó â íàìàãíè÷èâàíèè æåñòêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà.

×èñëåííûé ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñâåðõòîêà âíóòðè ñâåðõïðîâîä-
íèêà íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü îòäåëüíî äëÿ êàæäîé îáëàñòè, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (2.1)
ñ ó÷åòîì òåêóùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîëó÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñâåðõòîêà èñïîëüçó-
þòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåòëè íàìàãíè÷åííîñòè æåñòêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà â
ðàìêàõ âûøåîòìå÷åííûõ ïðèáëèæåíèé.

Óðàâíåíèå (2.1) ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, íî äàëüíåéøåå èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííûõ
ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåòëè ãèñòåðåçèñà íàìàãíè÷åííîñòè è ãàðìîíèê íàìàãíè÷åííîñòè
ïðèâîäèò ê ÷ðåçâû÷àéíîé ãðîìîçäêîñòè ôóíêöèé âûðàæåííûõ ÷åðåç èíòåãðàëû íåóäîá-
íûõ äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà è ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Íàìàãíè÷åííîñòü M öèëèíäðè÷åñêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà âû÷èñëÿëàñü ñîãëàñíî ôîð-
ìóëå èñïîëüçóåìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû òîêîâ [4, 5] ó÷èòûâàÿ,
÷òî ýêðàíèðóþùèé òîê â ñèëó öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ àçèìóòàëüíûì:

M =
1

2V

R∫
ρ

[r,Jc] dV (2.2)

Çäåñü V � îáúåì ñâåðõïðîâîäíèêà, ρ � ðàäèóñ âíóòðåííåé ÷àñòè öèëèíäðà, êóäà ïîëå íå
ïðîíèêëî. Èíòåãðàë (2.2) ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó íåñêîëüêèõ èíòåãðàëîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíî
òåêóùèìè ñâåðõòîêàìè Jc . ×èñëî îáëàñòåé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñâåðõòîêàìè â ñëó÷àå
îäíîâðåìåííîãî ïðèñóòñòâèÿ ïåðåìåííîãî è ïîñòîÿííîãî ïîëåé äîñòèãàåò ÷åòûðåõ.

Â ýêñïåðèìåíòå ïðè èçó÷åíèè ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ èçìåðÿåòñÿ íàïðÿæåíèå ñèãíàëà îò-
êëèêà ñâåðõïðîâîäíèêà íà ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå â ïðèñóòñòâèè ïîñòîÿííîãî ïîëÿ
[4-7]. Óêàçàííîå íàïðÿæåíèå âîçíèêàåò íà êîíöàõ ïðèåìíîé êàòóøêè, âíóòðè êîòîðîé
ïîìåùåí ñâåðõïðîâîäíèê. Íàïðÿæåíèå ñèãíàëà îòêëèêà áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé íåãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè èìåþùåå â ñâîåì ñîñòàâå áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñèíôàçíûõ è
êâàäðàòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ãàðìîíèê. Ãàðìîíèêè íàïðÿæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû ñîîò-
âåòñòâóþùèì ãàðìîíèêàì íàìàãíè÷åííîñòè èëè âîñïðèèì÷èâîñòè: ε‘,“n ∝M ‘,“

n .
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Çäåñü ñèíôàçíûå (äåéñòâèòåëüíûå) M ‘
n è êâàäðàòóðíûå (ìíèìûå) M“

n ñîñòàâëÿþùèå
ãàðìîíèê ïîðÿäêà n íàìàãíè÷åííîñòè âû÷èñëÿëèñü ñîãëàñíî ôîðìóëàì [3]:

M ‘
n =

1

π

2π∫
0

M (t) cos (nωt) d (ωt), (2.3)

M“
n =

1

π

2π∫
0

M (t) sin (nωt) d (ωt). (2.4)

Âåëè÷èíà M(t) = M(Hd + h · cos(ωt)) � ìîäóëü íàìàãíè÷åííîñòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî
öèëèíäðà, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì (2.2).

Ñ öåëüþ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ÂÑÒÏ áûëà ðàçðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ
ïðîãðàììà. Â îñíîâå ýòîãî ïðèëîæåíèÿ ëåæàò àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ãàðìîíèê íàìàãíè÷åí-
íîñòè è êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ ñâåðõïðîâîäíèêà íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

3. Ñòðóêòóðà è àëãîðèòì ðàáîòû ïðîãðàììû

Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ÂÑÒÏ â ïåðåìåííûõ è ïîñòî-
ÿííûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, èçó÷èòü èíòåðåñóþùèå çàâèñèìîñòè è àíàëèçèðîâàòü èìåþùó-
þñÿ ìîäåëü â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü
ãèñòåðåçèñíûå è íåëèíåéíûå ïðîöåññû ïóòåì èçó÷åíèÿ ñèíôàçíûõ è êâàäðàòóðíûõ ÷àñòåé
àìïëèòóä ãàðìîíèê íàïðÿæåííîñòè îòêëèêà ñâåðõïðîâîäíèêà. Ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò çà-
âèñèìîñòè íàìàãíè÷åííîñòè îáðàçöà ÂÑÒÏ îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîìáèíèðóþ-
ùåãî âîçäåéñòâèå äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: ïîñòîÿííîãî Hd è ïåðåìåííîãî àìïëèòóäîé h , íå
îãðàíè÷èâàÿ èõ âåëè÷èí.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà âàæíàÿ ðîëü îòâîäè-
ëàñü òàê íàçûâàåìîìó ïðèíöèïó îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Àëãîðèòì äåéñòâèÿ ïðîãðàììû âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî øàãîâ. Íà ýòàïå ïðåïðîöåñ-
ñèíãà ôîðìèðóþòñÿ îáúåêòû êëàññîâ ¾ñâåðõïðîâîäíèê¿ è ¾ìàãíèòíîå ïîëå¿.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàäàþùåå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ñâåðõïðîâîäíèêå ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
Â êà÷åñòâå òàêîãî óðàâíåíèÿ âûñòóïàåò óðàâíåíèå êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ êîðîòêîãî
öèëèíäðà â ìîäåëè Êèìà (2.1).

Ðàñ÷åò íàìàãíè÷åííîñòè îáðàçöà íà÷èíàåòñÿ ñ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû ðàäèóñà ρ , íà
ãëóáèíó êîòîðîãî ïðîíèêëî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, è ðàäèóñîâ λ è ζ , â êîòîðûõ íà-
ïðàâëåíèå òå÷åíèÿ òîêà êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ìåíÿåò ñâîé çíàê. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâî-
äèòñÿ äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè â òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî âîçäåéñòâèÿ íà îáðàçåö. Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ðàäèóñîâ
ρ , λ è ζ , êîòîðàÿ ïðîãðàììíî ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íóëÿ ôóíêöèè,
ðåøåíà ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà, ðåàëèçîâàííîãî íà áàçå ìåòîäà Áðýíäòà [8]. Îí îêàçàëñÿ
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïî ñîîòíîøåíèþ áûñòðîòà�òî÷íîñòü�íàäåæíîñòü â ñðàâíåíèè ñ
îñòàëüíûìè ìåòîäàìè (Íüþòîíà, Ìèëëåðà, Àòêåíà è äð. [9, 10]). Íàìàãíè÷åííîñòü âñåãî
îáðàçöà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ íåñêîëüêèõ
÷àñòåé ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿ òîêà.

Íà ýòîì ýòàïå êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ìàññèâ, ñîäåðæàùèé òåêóùåå çíà÷åíèå
âðåìåíè è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó âåëè÷èíû íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, 3-õ ðàäèóñîâ è êðèòè÷å-
ñêîé ïëîòíîñòè òîêà.
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Ïðîâåäåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ òàêîãî áîëüøîãî îáúåìà äàííûõ îêàçàëîñü
äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîé è çàòðàòíîé ïî âðåìåíè çàäà÷åé. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà áûñò-
ðûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå óäàëîñü ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ
äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ñîñòàâëÿþùèõ ãàðìîíèê ñ ïåðâîé äî îäèííàäöàòîé. Ðàñ÷åò
ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó: îäèí èç ïàðàìåòðîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (àìïëèòóäà ïå-
ðåìåííîé ñîñòàâëÿþùåé) ïðèíèìàåòñÿ íåèçìåííîé, äðóãîé ïàðàìåòð èçìåíÿåòñÿ îò íåêî-
òîðîãî ñòàðòîâîãî çíà÷åíèÿ äî êîíå÷íîãî. Ñ íåêîòîðûì øàãîì äëÿ êàæäîãî ñî÷åòàíèÿ
êîìïîíåíòîâ ïîëÿ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñîñòàâëÿþùèå ãàðìîíèê.

Ñâåðíóòàÿ êëàññîâàÿ äèàãðàììà ïðîãðàììû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Êëàññîâàÿ äèàãðàììà ïðîåêòà â ñâåðíóòîì âèäå.

Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ# (C Sharp) ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñðåäñòâ ðàçðàáîòêè Microsoft Visual Studio 2005.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

Òàêèå ïàðàìåòðû êàê êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü òîêà jc è îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ñèëû ïèí-
íèíãà α , ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñâåðõïðîâîäíèêà è ôàêòîðàìè, âëèÿþ-
ùèìè íà ôîðìó êðèâûõ ãàðìîíèê.

Áûëè âû÷èñëåíû îïòèìàëüíûå âåëè÷èíû âûøåïåðå÷èñëåííûõ è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðûõ ìîäåëü, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (2.1), íàèëó÷øèì îáðàçîì ñõîäèëàñü áû
ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà, ïðåäñòàâëåííîãî â ðàáîòå [7]. Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ äëÿ èñ-
ïîëüçóåìûõ â ýêñïåðèìåíòå ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ îáðàçöîâ ÂÒÑÏ Y Ba2Cu3O7−x â âè-
äå êîðîòêèõ öèëèíäðîâ (¾òàáëåòêà¿) ñ ñîîòíîøåíèåì L/D = 0, 12 (äëÿ îáðàçöà �1) è
L/D = 0, 18 (äëÿ îáðàçöà �2), ãäå D = 20 mm � äèàìåòð îáðàçöà, L � åãî âûñîòà.
Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

äëÿ îáðàçöà �1:
α = 19 · 109A2/m3 , H0 = 6000A/m è jc(0) = 3, 167 · 106A/m2 ;
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äëÿ îáðàçöà �2:
α = 22 · 109A2/m3 , H0 = 8000A/m è jc(0) = 2, 75 · 106A/m2 .
Äëÿ îáðàçöà �2 ñ òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè áûëà ðàññ÷èòàíà ãèñòåðåçèñíàÿ ïåòëÿ

íàìàãíè÷åííîñòè ïðè àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ 300Oe (ðèñ.
4.1).

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ïåòëè íàìàãíè÷åííîñòè, ðàññ÷èòàííûå ïðîãðàììîé.

Íà ðèñóíêå 4.2 ïðåäñòàâëåíà ïåðâàÿ ãàðìîíèêà, åå äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè,
ðàññ÷èòàííàÿ äëÿ îáðàçöà �2 ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ìîäóëÿöèè.

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ïåðâàÿ ãàðìîíèêà íàìàãíè÷åííîñòè.

Íà ðèñóíêå 4.3 ïîêàçàíû êðèâûå, ïîñòðîåííûå ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì [7] è ðàñ÷åòíûì
äàííûì äëÿ àìïëèòóä ìîäóëÿöèé 100, 300 è 470Oe äëÿ âòîðîé ãàðìîíèêè (îáðàçåö �2).
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Èçîáðàæåííàÿ êðèâàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Mn =
√

(M ‘
n)

2 + (M“
n)

2, (4.1)

εn = K ·Mn, (4.2)

K = µ0 ·N · S · ω · n. (4.3)

Çäåñü µ0 � ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, N � ÷èñëî âèòêîâ, S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
ñâåðõïðîâîäÿùåãî îáðàçöà, ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïåðåìåííîé ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ, n � íîìåð ãàðìîíèêè. Çíà÷åíèå K/n äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòû [7] åñòü:
K/n ≈ 6, 42 · 10−4A/V ·m .

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ñèìâîëàìè âûäåëåíû êðèâûå, ïîñòðîåííûå ïðîãðàììîé ïðè òàêèõ æå
óñëîâèÿõ.

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [7] è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ âòîðîé ãàðìîíèêè äëÿ áîëüøèõ

àìïëèòóä ìîäóëÿöèè. Ñïëîøíûå ëèíèè � äàííûå, ïîëó÷åííûå â õîäå ýêñïåðèìåíòà; ëèíèè,

âûäåëåííûå ñèìâîëàìè � äàííûå, ðàññ÷èòàííûå ïðîãðàììîé.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàñ÷åòíûå äàííûå äëÿ òðåòüåé (îáðàçåö �1) è ÷åòâåðòîé (îáðà-
çåö �2) ãàðìîíèêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 4.4 è 4.5.

Ð è ñ ó í î ê 4.4

Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [7] è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ òðåòüåé ãàðìîíèêè.
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Îäíàêî ÷åòâåðòàÿ è ïîñëåäóþùèå ãàðìîíèêè äåìîíñòðèðóþò íåêîòîðûå ðàñõîæäåíèÿ.
Õîòÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû èìåþò ñõîäñòâî â òî÷êàõ
ýêñòðåìóìà è ôîðìàõ êðèâûõ. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòî ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ïðåíåáðå-
æåíèåì èñêðèâëåíèÿ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ïðîíèêàþùåãî â îáðàçåö ÂÒÑÏ.

Ð è ñ ó í î ê 4.5

Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [7] è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ÷åòâåðòîé ãàðìîíèêè.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíûé îòêëèê
æåñòêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà 2-ãî ðîäà â âèäå êîðîòêîãî öèëèíäðà íà îñíîâå ìîäåëè Êè-
ìà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ïîëíîé ýêðàíèðîâêè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåíòðå öèëèíäðà.
Ïîëó÷åíû êðèâûå íàìàãíè÷åííîñòè è ãàðìîíèê. Íèçêèå äàííûå ïîëó÷åíû ââèäó òîãî,
÷òî èñïîëüçóåìûå â ýêñïåðèìåíòå îáðàçöû ñîäåðæàò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñëàáûõ ñâÿçåé.
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî îáðàçöû ñîñòîÿò èç îòäåëüíûõ èçîëèðîâàííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ãðà-
íóë â âèäå ñòîëáèêîâ äèàìåòðîì d ∼ 1µ , òî ïàðàìåòðû áóäóò èìåòü çíà÷åíèå jc(0) ≈
1010A/m2(106A/cm2) . Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå jc ãðàíóë ïîëèêðèñòàëëà
áëèçêî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïàðàìåòðó ìîíîêðèñòàëëà Y Ba2Cu3O7−x (∼ 107A/cm2 ).
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Numerical simulation of magnetization harmonics of
disc-shaped hard type-II superconductor with
approximation of magnetic �eld screening in the sample
center.
c⃝ N. D. Kuzmichev3 A. A. Fedchenko4

Abstract. Article include mathematical model of the response of disk-shaped hard superconductor
to an applied external harmonically modulated magnetic �eld. In solution which gives Kim model
and in approximation of magnetic �eld screening in the sample center were calculated hysteretic
magnetization curves, the �rst and higher harmonics of magnetization. Calculation results are
compared with data of previously performed experiments on polycrystals of high-temperature
superconductor.

Key Words: high-temperature superconductor, critical state, Abrikosov vortices, Kim model,
magnetization harmonics.
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Î ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà áëóæäàþùèõ îðáèò
äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì
ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì
c⃝ Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà1, Î.Â. Ïî÷èíêà2, A. E. Øèøåíêîâà3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Φ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè
M2 ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì. Êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé
îðáèòå Oi, i = 1, . . . , kf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå äèíàìèêè
äèôôåîìîðôèçìà f â âèäå �èñòî÷íèê�ñòîê�, ãäå èñòî÷íèê (ñòîê) � ýòî ðåïåëëåð Ri (àò-
òðàêòîð Ai ) äèôôåîìîðôèçìà f . Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò áëóæäàþùåãî
ìíîæåñòâà Vi = M2 \ (Ai ∪ Ri) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóìåðíûõ òî-
ðîâ. Îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâî Vi

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ ëèíåéíûì ñæàòèåì

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî, ïðîñòðàíñòâî îðáèò, àòòðàêòîð, ðåïåë-
ëåð.

1. Îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Φ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ f ñ êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì, çàäàííûõ íà
ãëàäêèõ îðèåíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ M2 ñ ìåòðèêîé d .

Íàïîìíèì, ÷òî ε -öåïüþ äëèíû n , ñîåäèíÿþùåé òî÷êó x ∈ M2 ñ òî÷êîé y ∈ M2

äëÿ êàñêàäà f íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = x0, . . . , xn = y òî÷åê â M2 òàêàÿ, ÷òî
d(f(xi−1), xi) < ε äëÿ 1 ≤ i ≤ n . Òî÷êà x ∈ M2 íàçûâàåòñÿ öåïíî ðåêóððåíòíîé äëÿ f ,
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n , çàâèñÿùåå îò ε > 0 , è ε -öåïü äëèíû n , ñîåäè-
íÿþùàÿ òî÷êó x c íåé ñàìîé. Ìíîæåñòâî âñåõ öåïíî ðåêóððåíòíûõ òî÷åê f íàçûâàåòñÿ
öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì f è îáîçíà÷àåòñÿ Rf . Öåïíîé êîìïîíåíòîé íàçûâà-
åòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷êè x ∈ Rf îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ :
x ∼ y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε -öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ
òî÷êó x c òî÷êîé y è ε -öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó y c òî÷êîé x .

Ïóñòü f ∈ Φ . Èç òîãî, ÷òî öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî Rf êîíå÷íî, ñëåäóåò, ÷òî
îíî ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê (Rf = Perf ) è êàæäàÿ öåïíàÿ êîìïîíåíòà ñîâïàäàåò
ñ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòîé. Ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà p ∈ Perf ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè

ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ßêîáè
(

∂fper(p)

∂x

)
|p íåò ÷èñåë, ïo ìîäóëþ ðàâíûõ 1.

Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà Rf ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ó êàæäîé òî÷êè
p ∈ Rf óñòîé÷èâîãî W s

p è íåóñòîé÷èâîãî W u
p ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: W s
p = {x ∈ M : d(fkper(p)(x), p) → 0 ïðè k → +∞} , W u

p = {x ∈ M :

d(f−kper(p)(x), p) → 0 ïðè k → +∞} .
Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìû èç êëàññà Φ íå ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî

óñòîé÷èâûìè, íî ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ Φ ÿâëÿåòñÿ Ω -óñòîé÷èâûì (ñì., íàïðè-
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ñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; olga-pochinka@yandex.ru.

3Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
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ìåð, [3]), â ñèëó ÷åãî ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû äèôôåîìîðôèçìà f äîïóñêàþò íóìåðàöèþ
O1, . . . ,Okf , ñîãëàñóþùóþñÿ ñ îòíîøåíèåì Ñ. Ñìåéëà, òî åñòü i ≤ j , åñëè W s

Oi
∩W u

Oj
̸= ∅ .

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ îðáèò âûáðàíà òàê, ÷òî íîìåð ëþáîé
ñåäëîâîé îðáèòû áîëüøå íîìåðà ëþáîé ñòîêîâîé è ìåíüøå íîìåðà ëþáîé èñòî÷íèêîâîé
îðáèòû. Äëÿ i = 1, . . . , kf ïîëîæèì W s

i = W s
Oi
,W u

i = W u
Oi

è äëÿ i = 1, . . . , kf−1 ïîëîæèì

Ai =
i∪

j=1

W u
j , Ri =

kf∪
j=i+1

W s
j .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ f ∈ Φ .

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà

1) M2 =
kf∪
i=1

W u
i ;

2) W u
i ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 ;

3) ìíîæåñòâî Ai ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì4 äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ;
4) (cl W u

i+1 \W u
i+1) ⊂ Ai .

Äëÿ i = 1, . . . , kf − 1 ïîëîæèì Vi = M2 \ (Ai ∪ Ri) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂i = Vi/f

ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâå Vi è ÷åðåç ρ
i
: Vi → V̂i

� åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà
1) ïðîåêöèÿ ρ

i
: Vi → V̂i ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóþùèì ñòðóêòóðó ãëàäêîãî

çàìêíóòîãî 2 -ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò V̂i è îòîáðàæåíèå ηi , ñîñòîÿùåå
èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ η

v̂i
: π1(v̂i) → Z íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè v̂i

ìíîãîîáðàçèÿ V̂i ;
2) ìíîãîîáðàçèå V̂i ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó.

2. Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Φ

Â ðàáîòå [1] áûëà äîêàçàíà ëåììà 2.1., êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 1.1.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü σ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåî-
ìîðôèçìà f : M2 → M2 , Nσ ⊂ W s

σ � êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè σ è r ∈ Nσ .
Òîãäà, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {rn} ⊂ (M2 \ Nσ) , ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå r ,
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rnj

} , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kj → +∞
è òî÷êà q ∈ (W u

σ \ σ) òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {fkj(rnj
)} ñõîäèòñÿ ê

òî÷êå q .

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà

1) M2 =
kf∪
i=1

W u
i ;

2) W u
i ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 ;

4Ïóñòü f � ãîìåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ M2 . Çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M2 íàçû-
âàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA

òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =
∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé

èëè èçîëèðóþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
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3) ìíîæåñòâî Ai ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì
5 äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ;

4) (cl W u
i+1 \W u

i+1) ⊂ Ai .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1) Cîîòíîøåíèå M2 =
kf∪
i=1

W u
i ñëåäóåò èç òåîpåìû î ñïåêòpàëüíîì pàçëîæåíèè (ñì.,

íàïðèìåð, [3]).
2) Äîêàæåì, ÷òî W u

i ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 . Íå
óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Rf äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè
àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f .

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: a) dimW u
i = 0 ; b) dimW u

i = 1 ; c) dimW u
i = 2 .

Â ñëó÷àå a) W u
i ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãî-

îáðàçèÿ M2 .
Â ñëó÷àå c) W u

i ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è äâóìåðíûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêèì ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 .

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå b). Ïóñòü x ∈ W u
i è Nx ⊂ W u

i � êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî, ñîäåðæàùåå x . Ñîãëàñíî îáîáùåííîé òåîðåìå îá óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé òî÷êè (ñì., íàïðèìåð, [5], òåîðåìà 7.3), W u

i ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì R1 îòíîñèòåëüíî
èíúåêòèâíîé èììåðñèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êàðòà ψ : Ux → R2 ìíîãîîáðàçèÿ M2

òàêàÿ, ÷òî ψ(Ux∩Nx) = R1 . Åñëè W u
i íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì M2 , òî ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ (W u
i \Nx) òàêàÿ, ÷òî xn → x ïðè n→ +∞ . Èç ëåì-

ìû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnj
} , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ

÷èñåë kj → +∞ è òî÷êà y ∈ W s
i òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {yj = f−kj(xnj

)}

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y . Òàê êàê M2 =
kf∪
i=1

W u
i , òî y ∈ W u

l äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ {1, . . . , kf} .

Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: [a] dimW u
l = 0 ; [b] dimW u

l = 1 ; [c] dimW u
l = 2 .

[a] Åñëè dimW u
l = 0 , òî yj ∈ W u

l äëÿ âñåõ j , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Ñëåäîâàòåëüíî,
i = l . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé [a] íåâîçìîæåí.

[c] Åñëè dimW u
l = 2 , òî W u

l = Ol , y = Ol . Ñëåäîâàòåëüíî Ol ⊂ W s
i . Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé [c] íåâîçìîæåí.
[b] Åñëè dimW u

l = 1 , òî l ̸= i , òàê êàê äèôôåîìîðôèçì f ∈ Φ íå èìååò ãîìîêëèíè÷å-
ñêèõ òî÷åê â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà Rf . Ñëåäîâàòåëüíî, èç ëåììû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yjr} , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë mr → +∞ è
òî÷êà z ∈ W s

l òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {fmr(yjr)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z . Òàê

êàê M2 =
kf∪
i=1

W u
i , òî z ∈ W u

t äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ {1, . . . , kf} . Ðàññóæäàÿ êàê âûøå, ïîëó-

÷àåì, ÷òî dimW u
t = 1 è t ̸= l . Òàê êàê, â ñèëó Ω -óñòîé÷èâîñòè, äèôôåîìîðôèçì f ∈ Φ

íå èìååò öèêëîâ, òî t ̸= i . Ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ìíîæåñòâî Rf êîíå÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ñëó÷àé [b] íåâîçìîæåí.

Òàêèì îáðàçîì, W u
i � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ M2 äëÿ êàæäîãî i ∈

{1, . . . , kf} .
3) Â ñèëó òåîðåìû î ôèëüòðàöèè (ñì., íàïðèìåð, [3]), äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ

ñóùåñòâóåò ôèëüòðàöèÿ, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M1, . . . ,Mkf−1 2 -ïîäìíîãîîáðàçèé ñ

5Ïóñòü f � ãîìåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ M2 . Çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M2 íàçû-
âàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû f , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA

òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =
∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé

èëè èçîëèðóþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
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ãëàäêîé ãðàíèöåé ìíîãîîáðàçèÿ M2 òàêèõ, ÷òî M2 = Mkf ⊃ Mkf−1 ⊃ · · · ⊃ M1 ⊃ M0 = ∅
è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , kf âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) f(Mi) ⊂ int Mi ;
2) Oi ⊂ int (Mi \Mi−1) ;
3) Oi =

∩
l∈Z

f l(Mi \Mi−1) ;

4)
∩
l≥0

f l(Mi) =
∪
j≤i

W u
Oj

=
∪
j≤i

cl(W u
Oj
) .

Òîãäà óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî Ai (Ri ) ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì)
äèôôåîìîðôèçìà f íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 1) � 4) ôèëüòðàöèè.

4) Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Rf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëî-
ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f .

Ïóñòü x ∈ (cl W u
i+1 \W u

i+1) . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ⊂ W u
i+1 òàêàÿ,

÷òî d(xk, x) → 0 ïðè k → +∞ . Èç òîãî, ÷òî M2 =
kf∪
i=1

W u
i , ñëåäóåò, ÷òî x ∈ W u

j äëÿ

íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , kf} .
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: a) dimW u

j = 0 ; b) dimW u
j = 1 ; c) dimW u

j = 2 .
a) Åñëè dimW u

j = 0 , òî W u
j = Oj , x = Oj è xk ∈ W s

j äëÿ âñåõ k , íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî. Òîãäà, W u

i+1 ∩W s
j ̸= ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, j < i+ 1 . Òàêèì îáðàçîì, x ∈ Ai .

c) Åñëè dimW u
j = 2 , òî xk ∈ W u

j äëÿ âñåõ k , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Îòêóäà i+ 1 = j
è x ∈ W u

i+1 . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì x ∈ (cl W u
i+1 \W u

i+1) , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
ñëó÷àé c) íåâîçìîæåí.

b) Åñëè dimW u
j = 1 , òî, ñîãëàñíî ëåììå 2.1., ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkl ,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë ml → +∞ è òî÷êà z ∈ W s
j òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê zl = f−ml(xkl) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z . Òàê êàê M2 =
kf∪
i=1

W u
i , òî z ∈ W u

t äëÿ

íåêîòîðîãî t ∈ {1, . . . , kf} . Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: [a] dimW u
t = 0 ; [b] dimW u

t = 1 ; [c]
dimW u

t = 2 .
[a] Åñëè dimW u

t = 0 , òî W u
t = Ot , z = Ot . Ñëåäîâàòåëüíî, Ot ∈ W s

j . Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé [a].

[c] Åñëè dimW u
t = 2 , òî zl ∈ W u

t äëÿ âñåõ l , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Òîãäà Ot = Oi+1 ,
îòêóäà j < i+ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Ai .

[b] Åñëè dimW u
t = 1 , òî t > j . Åñëè t = i + 1 , òî x ∈ Ai . Åñëè t ̸= i + 1 , òî

ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ è ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü Rf è îòñóòñòâèå öèêëîâ,
ïîëó÷èì, ÷òî x ∈ Ai .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà áëóæäàþùèõ îðáèò äèôôåîìîðôèç-

ìîâ êëàññà Φ

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà îðáèò äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Φ , íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì b : R2 → R2 , çàäàííûé
ôîðìóëîé b(x, y) = (x

2
, y
2
) . Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò T2 = (R2 \ O)b äåéñòâèÿ

äèôôåîìîðôèçìà b íà R2 \ O ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì äâóìåðíûì òîðîì è åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ pT : R2 \ O → T2 ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηT : π1(T2) → Z �
ýïèìîðôèçì, ñîîâåòñòâóþùèé íàêðûòèþ pT .

Â äàëüíåéøåì ïàðà (P̂ , η) áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîãîîáðàçèå P̂ , ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà äâóìåðíûõ òîðîâ T2

1, . . . ,T2
r è îòîáðàæåíèå η , ñîñòàâëåííîå èç ýïèìîðôèçìîâ
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η
T21
, . . . , η

T2r
. Ïóñòü γ̂ � ïàðà ãëàäêèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà P̂ , òàêèõ, ÷òî η([ℓ̂]) = 1

äëÿ êàæäîãî óçëà ℓ̂ ïàðû γ̂ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(γ̂) ⊂ P̂ � òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü
óçëîâ γ̂ , êîòîðóþ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì S0 × S1 × D1 . Îïðåäåëèì äèô-
ôåîìîðôèçì µ : ∂N(γ̂) → S0 × S1 × S0 ôîðìóëîé µ(x, y, z) = (z, y, x) . Ïîëîæèì
P̂γ̂ = (P̂ \ int N(γ̂))

∪
µ(S0 × S1 × D1) è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî P̂γ̂ ïîëó÷å-

íî ïåðåñòðîéêîé ìíîãîîáðàçèÿ P̂ âäîëü γ̂ .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïðîñòðàíñòâî P̂γ̂ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äâó-
ìåðíûõ òîðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî γ̂ ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
óçëîâ, òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà P̂ \ int N(γ̂) ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì
(ñì., íàïðèìåð, [4]). Ïî ïîñòðîåíèþ, ãîìåîìîðôèçì µ ñêëåèâàåò ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè
ìíîæåñòâà P̂ \ int N(γ̂) ñ ãðàíè÷íûìè îêðóæíîñòÿìè äâóìåðíûõ êîëåö. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà P̂γ̂ åñòü äâóìåðíûé òîð.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íà ðèñ. 3.1 èçîáðàæåíà ïåðåñòðîéêà äâóìåðíîãî òîðà âäîëü ïàðû óçëîâ. Ðåçóëüòàòîì
òàêîé ïåðåñòðîéêè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå P̂γ̂ , ãîìåîìîðôíîå ïàðå äâóìåðíûõ òîðîâ.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïåðåñòðîéêà äâóìåðíîãî òîðà âäîëü ïàðû óçëîâ

Íàïîìíèì, ÷òî ðàíåå äëÿ i = 1, . . . , kf − 1 áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Ai =
i∪

j=1

W u
j , Ri =

kf∪
j=i+1

W s
j , Vi =M2 \ (Ai ∪Ri) , V̂i = Vi/f .

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà
1) åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ρ

i
: Vi → V̂i ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóþùèì ñòðóêòóðó

ãëàäêîãî çàìêíóòîãî 2 -ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò V̂i è îòîáðàæåíèå ηi , ñîñòî-
ÿùåå èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ η

v̂i
: π1(v̂i) → Z íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè

v̂i ìíîãîîáðàçèÿ V̂i ;
2) ìíîãîîáðàçèå V̂i ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòî-

ðûõ ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1) Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà F = {fn, n ∈ Z} äåéñòâóåò ñâîáîäíî è ðàçðûâíî íà Vi .
Ïî ïîñòðîåíèþ âñå íåáëóæäàþùèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f ïðèíàäëåæàò îáúåäè-

íåíèþ Ai ∪ Ri . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Vi ñîñòîèò èç áëóæäàþùèõ òî÷åê è,
ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà F äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà Vi .

Â ñèëó òåîðåìû 1.1. ìíîæåñòâî Ai ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ Mi òàêîé, ÷òî f(Mi) ⊂ int Mi è

∩
l≥0

f l(Mi) =
∪
j≤i

W u
Oj

=
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∪
j≤i

cl(W u
Oj
) . Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Ki = Mi \ int f(Mi) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé

îáëàñòüþ îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà Vi . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∪
k∈Z

fk(Ki) = Vi . Ïîñêîëüêó Ki ⊂ Vi , òî
∪
k∈Z

fk(Ki) ⊂ Vi . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå íå èìååò ìåñòà: òî åñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ Vi òàêàÿ, ÷òî x /∈
∪
k∈Z

fk(Ki) .

Ïîñêîëüêó Mi � îêðåñòíîñòü Ai , òî Mi ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü îãðà-

íè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà f íà
i∪

j=1

W s
j è, ñëåäîâàòåëüíî,

∪
k∈Z

fk(Mi) ⊃
i∪

j=1

W s
j . Òàê êàê

Mi ⊂
i∪

j=1

W s
j , òî

∪
k∈Z

fk(Mi) ⊂
i∪

j=1

W s
j è, ñëåäîâàòåëüíî,

∪
k∈Z

fk(Mi) =
i∪

j=1

W s
j . Îòêóäà∪

k∈Z
fk(Mi) \ Ai = Vi . Òàêèì îáðàçîì, x ∈ fk∗(Mi) äëÿ íåêîòîðîãî k∗ ∈ Z . Ïîñêîëüêó

x /∈ Ai è Ai =
∩
k≥0

fk(Mi) , òî ñóùåñòâóåò k∗ > k∗ òàêîå, ÷òî x ∈ fk∗(Mi) è x /∈ fk∗+1(Mi) .

Òàêèì îáðàçîì, x ∈ fk∗(Ki) . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Vi , òî îíî îãðàíè÷åíî è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî N ∈ N òàêîå, ÷òî K ⊂
∪

|k|≤N

fk(Ki) . Òîãäà fk(K) ∩K = ∅ äëÿ

|k| > 2N . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû F ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíûì.
Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ρ

i
: Vi → V̂i ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì,

èíäóöèðóåò ñòðóêòóðó 2-ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò V̂i è îòîáðàæåíèå ηi , ñîñòî-
ÿùåå èç íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ η

V̂
j
i

: π1(V̂
j
i ) → Z, j = 1, . . . , ri . Ïî ïîñòðîåíèþ

V̂i ãîìåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ, ïîëó÷åííîìó èç Ki îòîæäåñòâëåíèåì åãî ãðàíèö â ñèëó
äèôôåîìîðôèçìà f . Îòêóäà ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíîãîîáðàçèÿ V̂i .

2) Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Rf íåïîäâèæíî, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè m äèô-
ôåîìîðôèçìà f , à òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Vi/f

m ÿâëÿåòñÿ m -ëèñòíûì íàêðûòèåì äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Vi/f , òî èç òîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Vi/f

m ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äâó-
ìåðíûõ òîðîâ, àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Vi/f .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ksf , mf è kuf � ÷èñëî ñòîêîâûõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ , ÷èñ-
ëî ñåäëîâûõ îðáèò è ÷èñëî èñòî÷íèêîâûõ îðáèò äèôôåîìîôèçìà f ∈ Φ , ñîîòâåòñòâåííî, è
÷åðåç pi � ïåðèîä îðáèòû Oi . Òîãäà, ìíîãîîáðàçèå Vi, i = 1, . . . , ksf ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíè-
åì áàññåéíîâ ñòîêîâûõ îðáèò áåç ñàìèõ îðáèò. Â ñèëó òåîðåìû î ëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà ([2], òåîðåìà 5.5),
îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà fpi íà êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Vi ñîïðÿæå-
íî ñ ëèíåéíûì äèôôåîìîðôèçìîì b , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ìíîãîîáðàçèÿ V̂i ãîìåîìîðôíà ñòàíäàðòíîìó äâóìåðíîìó òîðó T2 à, ñëåäîâàòåëüíî, óäî-
âëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû. Àíàëîãè÷íî ìíîãîîáðàçèå V̂i, i = ksf + mf + 1, . . . , kf

ãîìåîìîðôíî ñòàíäàðòíîìó äâóìåðíîìó òîðó T2 . Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ìíîãîîáðàçèÿ V̂i
äëÿ i = ksf + 1, . . . , ksf +mf . Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò ìíîãîîáðàçèÿ Vi−1 ê ìíîãîîáðàçèþ
Vi äëÿ i = ksf + 1, . . . , kf − 1 ñîñòîèò â äîáàâëåíèè W s

i è óäàëåíèè W u
i .

Ñîãëàñíî ïóíêòó 4) òåîðåìû 1.1., (W u
i \ Oi) ⊂ Vi−1 . Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Vi

ñëåäóåò, ÷òî Vi = Vi−1 \ (W u
i \ Oi) ∪ (W s

i \ Oi) è, ñîãëàñíî ïóíêòó 1) íàñòîÿùåé òåîðåìû
1.2., ïðîñòðàíñòâî îðáèò V̂i ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì çàìêíóòûì 2 -ìíîãîîáðàçèåì, à ïðîåêöèÿ
ρ

i
: Vi → V̂i ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , kf − 1 . Äëÿ i = ksf +1, . . . , ksf +mf

ïîëîæèì γ̂ui = ρi−1(W
u
i \Oi) . Òîãäà â ñèëó ïóíêòà 2) òåîðåìû 1.1. è òåîðåìû î ëîêàëüíîé

òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà
([2], òåîðåìà 5.5) γ̂ui ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ãëàäêèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ìíîãîîáðàçèè V̂i−1
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òàêîé, ÷òî η[ĉ] = 1 äëÿ êàæäîãî óçëà ĉ ïàðû γ̂i .

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ïåðåñòðîéêà ïðîñòðàíñòâ V̂i−1 è V̂i

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ ïðîñòðàíñòâî V̂i, i ∈ {ksf +

1, . . . , ksf + mf} ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà V̂i−1 ïåðåñòðîéêîé âäîëü çàìêíóòûõ êðè-
âûõ γ̂ui = ρi−1(W

u
i ) . Äëÿ ýòîãî âûáåðåì òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü N(γ̂ui ) óçëîâ γ̂ui , êîòî-

ðóþ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì S0 × S1 × D1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç µi : ∂N(γ̂ui ) →
S0 × S1 × S0 � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé µi(x, y, z) = (z, y, x) . Ïîëîæèì
U s
pi
= ρ−1

i−1(N(γ̂ui )) \W u
i ∪W s

i , Û
s
pi
= ρi(U

s
pi
) è V̌i−1 = V̂i−1 \ int N(γ̂ui ) .

Íà ðèñóíêå 3.2 ââåäåííûå îáúåêòû èçîáðàæåíû äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f : S2 → S2 ,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
è çíà÷åíèÿ i = 2 . Êðîìå òîãî, äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðî-
ñòðàíñòâ V̂i−1 è V̂i , èçîáðàæåíû ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè (ãîìåîìîðôíûå äâóìåðíûì
êîëüöàì) îãðàíè÷åíèÿ f íà Vi−1 è Vi .

Çàìåòèì, ÷òî Û s
pi
ãîìåîìîðôíî ïàðå äâóìåðíûõ êîëåö. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì ìåæ-

äó ìíîæåñòâàìè (V̂i−1)γ̂u
i
= V̌i−1

∪
µi
(S0 × S1 × D1) è V̂i . Îáîçíà÷èì ÷åðåç q : V̌i−1

∪
(S0 ×

S1 ×D1) → (V̂i−1)γ̂u
i
� åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Òîãäà (V̂i−1)γ̂u

i
= q(V̌i−1) ∪ q(S0 × S1 ×D1) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, V̂i = ρi(ρ
−1
i−1(V̌i−1)) ∪ ρi(U s

pi
) . Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì Φi : q(V̌i−1) →

ρi(ρ
−1
i−1(V̌i−1)) ôîðìóëîé Φi(x) = ρi(ρ

−1
i−1(q

−1(x))) . Ïî ïîñòðîåíèþ, ãîìåîìîðôèçì Φi ïåðå-

âîäèò ãðàíèöû êîëåö q(S0×S1×D1) â ãðàíèöû êîëåö Û s
pi
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæàåòñÿ

íà ìíîæåñòâî q(S0 × S1 × D1) äî ãîìåîìîðôèçìà Φi : (V̂i−1)γ̂u
i
→ V̂i .

Òàê êàê V̂ksf ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóìåðíûõ òîðîâ

è äëÿ i = ksf +1, . . . , kf ìíîãîîáðàçèt V̂i ãîìåîìîðôíî (V̂i−1)γ̂u
i
, òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ

3.1., ìíîãîîáðàçèå V̂i äëÿ ëþáîãî i = ksf +1, . . . , kf ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà äâóìåðíûõ òîðîâ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, à
òàêæå ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039 è ãðàíò Ôåäåðàëüíîé
öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà
2009-2013 ãîäû (ïðîåêò ÍÊ-13Ï-13) çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.
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ÓÄÊ 517.95

Àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ â îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà
c⃝ Ã. À. Ñìîëêèí1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåîòðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé
ñïåöèàëüíîãî âèäà. Óêàçàíû âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâà Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, àïðèîðíûå îöåíêè, òåîðèÿ ïñåâäîäèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ëåâûé ïåðàìåòðèêñ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ èç ðàáîò [1], [2]. Ïóñòü Rn -n - ìåðíîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òî÷åê x = (x1, ..., xn), n > 1, x′ = (x2, ..., xn), ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈
Rn , ξ′ = (ξ2, ..., ξn), i−ìíèìàÿ åäèíèöà ( i2 = −1), xξ = x1ξ1 + · · · + xnξn. Åñëè α =
(α1, . . . , αn) - ìóëüòèèíäåêñ ñ öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè è k−
öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ïîëîæèì

∂αx f(x) =
∂|α|

∂xα1
1 . . .∂xαn

n

f(x), |α| = α1 + · · ·+ αn,

∂kj f(x) =
∂kf(x)

∂xkj
, Dk

j f(x) = (−i)k∂kj f(x), j = 1, . . . , n.

Ðàâåíñòâàìè

V̂ (ξ) =

∫
e−ixξV (x)dx, V̂ (x1, ξ

′) =

∫
e−ix′ξ′V (x)dx′

îïðåäåëÿåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå V̂ (ξ), V̂ (x1, ξ
′) ôóíêöèè V (x) ïî ïåðåìåííûì x, x′

ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå, ÷åðåç [A,B] = AB − BA êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ A,B. Íàêîíåö, áóêâîé C ,

÷àñòî ñ èíäåêñàìè, áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, âîçíèêàþùèå â íåðà-
âåíñòâàõ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ. Èõ ñóùåñòâîâàíèå áóäåò âûòåêàòü èç êîíòåêñòà. Ïðè
ýòîì îñîáûå ñëó÷àè îãîâàðèâàþòñÿ.

Ïóñòü t, ρ, δ - âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Ïóñòü ôóíêöèÿ (ñèìâîë) p(x, ξ) ∈ C∞(Rn ×
Rn) è äëÿ âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ α, β , êàæäîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà

|∂αξ ∂βxp(x, ξ)| ≤ Cα,β,K(1 + |ξ|)t−ρ|α|+δ|β|(ξ), x ∈ K. (1.1)

Åñëè ïðè ýòîì 1 ≥ ρ > δ ≥ 0, òî, ñëåäóÿ ðàáîòå [4], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìâîë p(x, ξ)
ïðèíàäëåæèò êëàññó St

ρ,δ(R
n) . Îòíåñåì ê êëàññó St

δ(R
n) âñå ôóíêöèè p(x, ξ) , äëÿ êî-

òîðûõ ñïðàâåäëèâî (1.1) ïðè 1 > ρ = δ ≥ 0. Ñèìâîëó p(x, ξ) ∈ St
ρ,δ èëè St

δ îòâå÷àåò
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð p(x,D) , îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå:

p(x,D)V (x) = (2π)−n

∫
eixξp(x, ξ)Ṽ (ξ)dξ.

1Äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; gsmolkin@mail.ru
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×èñëî t íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì îïåðàòîðà p(x,D) .
Ïóñòü s ∈ R, âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ g(ξ) íà Rn òàêîâà, ÷òî íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå

Lj , ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó [0, 1], j = 1, ..., n è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû
C1, C2, íå çàâèñÿùèå îò ξ ∈ Rn òàêèå, ÷òî

C1(1 +
n∑

j=1

|ξj|Lj) ≤ g(ξ) ≤ C2(1 +
n∑

j=1

|ξj|Lj).

Îïðåäåëèì íîðìó ∥gs(D)V ∥ ôóíêöèè V (x) èç C∞
0 (Rn ðàâåíñòâîì

∥gs(D)V ∥ = (

∫
|Ṽ (ξ)|2g2s(ξ)dξ)1/2.

Ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C∞
0 (Rn) ïî íîðìå ∥gs(D)V ∥ íàçîâåì îáîáùåííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ñ âåñîâîé ôóíêöèåé g(ξ) . Â ñëó÷àå êîãäà Lj = 1, j = 1, ..., n,
âìåñòî ∥gs(D)V ∥ ïèøåì, êàê îáû÷íî ∥V ∥s, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåì Hs(Rn).

Äàëåå âñþäó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ H ∈ C∞
0 (| x1 |≤ 2), 0 ≤ H(x1) ≤ 1, H(x1) =

1, åñëè | x1| ≤ 1, H ÷åòíàÿ è ïîëàãàåì h0 = h0(x) = H(|x′|)H(x1), h1 = h0(x/4) , h2 =
h0(x/8), h(x1) = H(4x1),

p(x,D) = D2
1 + x2m1 (D2

2 + · · ·+D2
n),

ãäå m -öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Â êà÷åñòâå âåñîâîé ôóíêöèè g(ξ) ÷àùå âñåãî áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè λ(ξ) = (1 + |ξ|2)1/2, Λ(ξ) = (1 + ξ
2(m+1)
1 + |ξ′|2)1/2/(m+1), q(ξ′) =

(1 + |ξ′|2)1/2/(m+1).
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ, èçëàãàåìûå íèæå, òåîðåìû 1-2.

Ñîäåðæàíèå ýòèõ òåîðåì ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå îöåíêè íîðì.

∥D1h0U∥2 + ∥h0U∥21/(m+1) ≤ C1(Re(p(x,D)h0U, h0U) + ∥h0U∥2), (1.2)

∥h0U∥s+2/(m+1) ≤ C2(∥h0p(x,D)U∥s + ∥h1U∥s+1/(m+1)), s ∈ R, (1.3)

∥qs+2(D′)h0U∥ ≤ C3(∥qs(D′)h0p(x,D)U∥+ ∥a(D)h1U∥), s ≥ 0, (1.4)

∥Λs+2(D)h0U∥ ≤ C4(∥Λs(D)h0p(x,D)U∥+ ∥Λs+1(D)h1U∥), s ≥ 0, (1.5)

ãäå êîíñòàíòû C1, ..., C4 , íå çàâèñÿò îò U ∈ C∞(Rn),
a(ξ) = (1 + ξ21 + |ξ′|2M)(s+1)/2/M/(m+1), M = [s] + 2.

Âêðàòöå îáñóäèì ýòè íåðàâåíñòâà è ìåòîäû èõ äîêàçàòåëüñòâà.
Òàê êàê

p(x, ξ) = ξ21 + x2m1 |ξ′|2 =
n∑

j=1

(Xj, ξ)
2,

ãäå âåêòîðíûå ïîëÿ

X1 = (1, 0, . . . , 0), X2 = (0, xm1 , 0, . . . , 0), . . . , Xn = (0, . . . , 0, xm1 )

îïðåäåëåíû íà Rn , òî îïåðàòîð p(x,D) ïðèíàäëåæèò êëàññó îïåðàòîðîâ, èññëåäîâà-
íèþ êîòîðîãî ïîñâÿùåíû ðàáîòû [2], [3], [5]. Ïîñêîëüêó àëãåáðà Ëè, ïîðîæäåííàÿ ïîëÿ-
ìè X1, . . . , Xn íàä C∞(Rn), ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà Rn ,
òî èç [2], [5] âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè âèäà (1.2), â êîòîðîé âìåñòî ∥D1h0U∥2 +
∥h0U∥21/(m+1) ôèãóðèðóåò ∥h0U∥2ν , ν - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Âïîëíå î÷åâèäíî,
÷òî äâå ëþáûå áëèçêî ëåæàùèå òî÷êè x, y èç Rn ìîæíî ñîåäèíèòü äóãàìè èíòåãðàëüíûõ
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ëèíèé ïîëåé X1, . . . , Xn è èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, ïðè ýòîì ñóììà äëèí äóã íå ïðåâû-
øàåò const · |x− y|1/(m+1) . Ïîýòîìó èç [3] ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå
ν = 1/(m + 1) . Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ, ïðèâåäåííûõ
â ðàáîòàõ Ë. Õåðìàíäåðà [5], Å.Â. Ðàäêåâè÷à [2], àâòîðà [3], èç êîòîðûõ ñëåäóåò îöåíêà
(1.2), ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñïåöèàëüíûé âèä îïåðàòîðà p(x,D) ñ ñèìâîëîì
p(x, ξ) = ξ21 +x

2m
1 |ξ′|2, ïîçâîëÿåò óêàçàòü ïðîñòîå íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè

(1.2), îïèðàþùååñÿ íà ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ è ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà (áîëåå ïîäðîá-
íî ñì. âûâîä òåîðåìû 1) .

Îöåíêè (1.3), (1.4) ïîëó÷àþòñÿ çàòåì èç (1.2) ñðåäñòâàìè èñ÷èñëåíèÿ ïñåâäîäèôôðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è íåðàâåíñòâà Øâàðöà. Îïåðàòîð a(D) â (1.4) ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûì è ââåäåí òîëüêî èç-çà òîãî, ÷òî qs(ξ′) íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç
êëàññîâ St

ρ,δ(R
n) . Âàæíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.4) ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ïðîèçâîäíûå ôóíê-

öèè U âäîëü êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé ê ïëîñêîñòè {x : x1 = 0} . Íàêîíåö, îöåíêà (1.5)
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îöåíêè (1.3). Äîêàçàòåëüñòâî (1.5) îïèðàåòñÿ íà ëåììó 2 è îäíó
êîíñòðóêöèþ, ÷àñòî èñïîëüçóåìóþ ïðè ïîñòðîåíèè ïàðàìåòðèêñîâ äëÿ ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â íàøè öåëè ðàáîòû íå âõîäèò îõâàò êàê ìîæíî áîëåå øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ è ïñåäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâà òèïà (1.2)-(1.5)
ïîëó÷àþòñÿ ìåòîäàìè ýòîé ñòàòüè. Íàîáîðîò, ðàññìîòðåí ïðîñòîé îïåðàòîð p(x,D) . Åãî
èññëåäîâàíèå âïîëíå ïðîÿñíÿåò ñóòü äåëà è äåìîíñòðèðóåò îäíó èç ìåòîäèê ïîëó÷åíèÿ
îöåíîê âèäà (1.2)-(1.5) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Òåì íå ìåíåå óêàæåì íà íåêîòîðûå âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ñòàòüè ìîæíî
îáîáùèòü íàïðèìåð, íà êëàññ âûðîæäàþùèõñÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ êàê ñî çíàêîîïðåäåëåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé, òàê è ñî çíàêîïåðå-
ìåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû
âèäà:

p1(x,D) = a1(x)D
2ν1
1 + a2(x)x

2m1
1

n1∑
j=2

D
2νj
j + a3(x)x

2m2
1

n2∑
j=n1+1

D
2νj
j + · · · ,

p2(x,D) = a1(x)D
2ν1−1
1 + ia2(x)x

2m1+1
1

n1∑
j=2

D
2νj
j + ia3(x)x

2m2+1
1

n2∑
j=n1+1

D
2νj
j + · · · ,

ãäå a1(x), ...− ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè,÷èñëà ν1, ...− íàòóðàëüíûå, à m1, ...− öåëûå è
íåîòðèöàòåëüíûå.

Äëÿ îïåðàòîðà p2(x,D) âîçìîæíûå îöåíêè íîðì ôóíêöèè h0U â ïðîñòðàíñòâàõ
Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû ôóíêöèè h0p2(x,D)U ïîëó÷àþòñÿ èç íåðà-
âåíñòâà

Re(p2(x,D)h0U,D1h0U) ≥

≥ C6(∥a1/21 (x)Dν1
1 h0U∥2 +

n1∑
j=2

∥xm1
1 a

1/2
2 (x)D

νj
j h0U∥2 + · · · ).

Ìåòîäû, èçëîæåííûå â äàííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿþò, êðîìå òîãî, ïîëó÷èòü ýíåðãåòè÷å-
ñêèå è àïðèîðíûå îöåíêè â Rn è â òîì ñëó÷àå, êîãäà â îïåðàòîðå p(x,D) âìåñòî x2m1
èñïîëüçóåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ F 2(x1) , íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ íè â îäíîì
èíòåðâàëå, íî äëÿ êîòîðîé íóëü ìîæåò áûòü êàê èçîëèðîâàííîé òî÷êîé, òàê è ïðåäåëüíîé
òî÷êîé íóëåé, à ïîðÿäîê íóëÿ íåîáÿçàòåëüíî êîíå÷íûé.
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Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ëåììû 1, 2, (ñì. [1], [5]).
Ëåììà 1. Ïóñòü a(x, ξ) ∈ Sm1

ρ,δ (R
n) , b(x, ξ) ∈ Sm2

ρ,δ (R
n), φ(x) ∈ C∞

0 (Rn) ,
c(x,D) = a(x,D)φ(x)b(x,D) , (φ(x)a(x,D))∗ - ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê îïåðà-
òîðó φ(x)a(x,D). Òîãäà c(x, ξ) ∈ Sm1+m2

ρ,δ (Rn), (φ(x)a(x, ξ))∗ ∈ Sm1
ρ,δ (R

n),

c(x, ξ) =
N∑

|α|=0

(−i)|α|

α!
∂αξ a(x, ξ)∂

α
x (φ(x)b(x, ξ)) + r1,N(x, ξ),

(h(x)a(x, ξ))∗ =
N∑

|α|=0

(−i)|α|

α!
∂αξ ∂

α
xφ(x)a(x, ξ) + r2,N(x, ξ),

ïîðÿäêè îïåðàòîðîâ r1,N(x,D), r2,N(x,D) ñòðåìÿòñÿ ê −∞ ïðè N → +∞.
Ëåììà 2. Åñëè a(x, ξ) ïðèíàäëåæèò êëàññàì ñèìâîëîâ St

δ(R
n), St

ρ,δ(R
n), òî äëÿ âñÿ-

êîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò U = U(x) ∈ C∞
0 (K) òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ

CK , ÷òî
∥a(x,D)U∥s ≤ CK∥U∥t+s.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò, íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ôóíêöèè U = U(x) ∈ C∞(Rn), òàêàÿ
ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

∥D1h0U∥2 + ∥h0U∥21/(m+1) ≤ C(Re(p(x,D)h0U, h0U) + ∥h0U∥2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ = (1 + |ξ′|)−1/(m+1), V = V (x) = h0U(x) . Èç ðàâåíñòâà

Re(p(x,D)V, V ) = ∥D1V ∥2 +
n∑

j=2

∥xm1 DjV ∥2

è ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ èìååì

∥D1V ∥2 +
∫ ∫

x2m1 |ξ′|2|V̂ (x1, ξ
′)|2dx1dξ′ ≤ C1Re(p(x,D)V, V ). (1.6)

Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C2, çàâèñÿùàÿ îò C1 è äèàìåòðà íîñèòåëÿ
ôóíêöèè V̂ (x1, ξ

′) ïî ïåðåìåííîé x1 , ÷òî∫ ∫
x2m1 (1 + |ξ′|)2|V̂ (x1, ξ

′)|2dx1dξ′ ≤ C2(Re(p(x,D)V, V ) + ∥V ∥2). (1.7)

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ H ∈ C∞
0 (| x1 |≤ 2), H(x1) = 1 ïðè |x1| ≤ 1, òî èç ôîðìóëû

Íüþòîíà-Ëåéáíèöà è íåðàâåíñòâà Øâàðöà èìååì∫
|x1|≤µ

µ−2|V̂ (x1, ξ
′)|2dx1 ≤

∫
|x1|≤µ

µ−2|H(x1µ
−1)V̂ (x1, ξ

′)|2dx1

=

∫
|x1|≤µ

µ−2|
∫ x1

−2µ

∂t(H(tµ−1)V̂ (t, ξ′))dt|2dx1 ≤ C3

∫
|∂t(H(tµ−1)V̂ (t, ξ′))|2dt

≤ C4(

∫
|x1|≥µ

µ−2|V̂ (x1, ξ
′)|2dx1 +

∫
|∂tV̂ (t, ξ′)|2dt).

Ñëåäîâàòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà∫
|x1|≥µ

µ−2|V̂ (x1, ξ
′)|2dx1 ≤

∫
x2m1 (1 + |ξ′|)2|V̂ (x1, ξ

′)|2dx1
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ïîëó÷àåì∫
µ−2|V̂ (x1, ξ

′)|2dx1 ≤ C5(

∫
x2m1 (1 + |ξ′|)2|V̂ (x1, ξ

′)|2dx1 +
∫

|∂tV̂ (t, ξ′)|2dt).

Ýòèì, â ñèëó îöåíîê (1.6), (1.7), çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C1 = C1(s), C2 = C2(s), C3 = C3(s) , íå çàâèñÿùèå

îò U ∈ C∞(Rn) è òàêèå, ÷òî

∥h0U∥s+2/(m+1) ≤ C1(∥h0p(x,D)U∥s + ∥h1U∥s+1/(m+1)), s ∈ R, (1.8)

∥qs+2(D′)h0U∥ ≤ C2(∥qs(D′)h0p(x,D)U∥+ ∥a(D)h1U∥), s ≥ 0, (1.9)

∥Λs+2(D)h0U∥ ≤ C3(∥Λs(D)h0p(x,D)U∥+ ∥Λs+1(D)h1U∥), s ≥ 0, (1.10)

ãäå ôóíêöèè h0, h1, q, λ,Λ, a îïèñàíû âî ââåäåíèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, ëèáî µ(ξ) = λs+1/(m+1)(ξ), ëèáî µ(ξ) = a(ξ).
Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∥λ1/(m+1)(D)h1µ(D)h0U∥2 ≤ C4(Re(p(x,D)h1µ(D)h0U, h1µ(D)h0U)

+∥h1µ(D)h0U∥2). (1.11)

Òàê êàê hk(x) = 1 â îêðåñòíîñòè íîñèòåëÿ ôóíêöèè hk−1(x), k = 1, 2, òî

(p(x,D)h1µ(D)h0U, h1µ(D)h0U) = (h1µ(D)h2p(x,D)h0U, h1µ(D)h0U)

+([h2p(x,D), h1µ(D)]h0U, h1µ(D)h0U)

= (h1µ(D)h0p(x,D)U, h1µ(D)h0U)

+(h1µ(D)[h2p(x,D), h0]h1U, h1µ(D)h0U)

+([h2p(x,D), h1µ(D)]h0U, h1µ(D)h0U). (1.12)

Çàìåòèì, ÷òî ãëàâíûå ñèìâîëû îïåðàòîðîâ

[h1p(x,D), h0(x)], [(h2p(x,D), h1µ(D)]

÷èñòî ìíèìûå. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ëåììó 1, íåòðóäíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

|Re(h1µ(D)[h1p(x,D), h0(x)]h1U, h1µ(D)h0U)|
+|Re([(h2p(x,D), h1µ(D)]h0U, h1µ(D)h0U) ≤ C5∥µ(D)h1U∥2,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (1.12), íà îñíîâàíèè ëåììû 1 (î ñèìâîëå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà) è
íåðàâåíñòâà Øâàðöà èìååì

Re(p(x,D)h1(x)µ(D)h0U, h1µ(D)h0U)

≤ C6|Re(λ−1/(m+1)(D)h1µ(D)h0p(x,D)U, λ1/(m+1)(D)h1µ(D)h0U)|
+C7∥µ(D)h1U∥2 ≤ (1/2/C4)|λ1/(m+1)(D)h1µ(D)h0U∥2

+C8∥λ−1/(m+1)(D)h1µ(D)h0p(x,D)U∥2 + C9∥µ(D)h1U∥2.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (1.11) ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∥λ1/(m+1)(D)h1µ(D)h0U∥2

≤ C10(∥λ−1/(m+1)(D)h1µ(D)h0p(x,D)h1U∥2 + ∥µ(D)h1U∥2),
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò

∥λ1/(m+1)(D)µ(D)h0U∥2

≤ C11(∥λ−1/(m+1)(D)µ(D)h0p(x,D)h1U∥2 + ∥µ(D)h1U∥2).

Òåïåðü, åñëè ïîëîæèòü µ(ξ) = λs+1/(m+1)(ξ) , òî ïðèäåì ê îöåíêå (1.8).
Åñëè æå µ(ξ) = a(ξ) , òî îöåíêà (1.9) âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ

λ1/(m+1)(ξ)µ(ξ) ≥ C12q
s+2(ξ′), λ−1/(m+1)(ξ)µ(ξ) ≤ C13q

s(ξ′).

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðè m = 0, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà
(1.10) ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé (1.8).

Òåïåðü ïóñòü m > 0. Ïîëîæèì

p1(x, ξ) = p(x, ξ) + λ2/(m+1)(ξ), aj(x, ξ) = Λs+2−jλj/(m+1)(ξ)p−1
1 (x, ξ),

ãäå j− öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

∂αx p(x, ξ) = 0 ïðè |α| > 2m,

|∂αξ Λ(ξ)| ≤ CαΛ
1−|α|(ξ), (1.13)

|∂αξ ∂βxp1(x, ξ)| ≤ Cα,β,xp1(x, ξ)λ
(|β|−|α|)/(m+1)(ξ), (1.14)

ïîñòîÿííûå Cα, Cα,β,x ïðè ëþáûõ ìóëüòèèíäåêñàõ α, β íå çàâèñÿò îò ξ ∈ Rn, Cα,β,x <∞
ïðè |x| <∞. Ïîýòîìó èç ëåììû 1 (î ñèìâîëå êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ) èìååì

h0Λ
s+2−jλj/(m+1)(D) = h1aj(x,D)h0p1(x,D)

−h0(x)qj(x,D)− t1,j(x,D) + r1,j(x,D), (1.15)

h0qj(x,D) = h1qj(x,D)h0 − t2,j(x,D) + r2,j(x,D) (1.16)

ãäå

qj(x, ξ) =
N∑

|α|=1

(−i)|α|∂αξ aj(x, ξ)∂αx p1(x, ξ)/α!,

t1,j(x, ξ) =
N∑

|α|=1

(−i)|α|∂αξ aj(x, ξ)[∂αx , h0(x)]p1(x, ξ)/α!,

t2,j(x, ξ) =
N∑

|α|=1

(−i)|α|∂αξ qj(x, ξ)∂αxh0(x)/α!,

÷èñëî N âûáèðàåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà:

∥r1,j(x,D)h1U∥+ ∥r2,j(x,D)h1U∥ ≤ C1,j∥Λs+1h1U∥.

.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàâåíñòâ (1.15)-(1.16) ïîëó÷àåì

∥h0Λs+2−jλj/(m+1)(D)h1U∥
≤ C14(∥h1(x)aj(x,D)h0p1(x,D)h1U∥+ ∥h1(x)qj(x,D)h0U∥

+∥t1,j(x,D)h1U∥+ ∥t2,j(x,D)h1U∥+ ∥Λs+1h1U∥). (1.17)
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (1.13)-(1.14), ïðîñòîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ñèìâî-
ëû

aj(x, ξ)Λ
−s+j(ξ)λ−j/(m+1)(ξ), qj(x, ξ)Λ

−s−1+j(ξ)λ−(j+1)(m+1)(ξ),

t1,j(x, ξ)Λ
−s−1+j(ξ)λ−j/(m+1)(ξ), t2,j(x, ξ)Λ

−s−1+j(ξ)λ−j/(m+1)(ξ)

ïðèíàäëåæàò êëàññó S0
1/(m+1)(R

n).

Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ëåìì 1, 2, îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè p1(x, ξ) ïîëó÷àåì èç îöåíêè
(1.17) íåðàâåíñòâà:

∥h0Λs+2−jλj/(m+1)(D)h1U∥ ≤ C15(∥Λs−jλj/(m+1)(D)h0p(x,D)U∥
+∥Λs−jλj/(m+1)(D)h0λ

2/(m+1)(D)h1U∥
+∥Λs+1−jλ(j+1)(m+1)(D)h0U∥+ ∥Λs+1h1U∥),

∥Λs+2−jλj/(m+1)(D)h0U∥
≤ C16(∥h0Λs+2−jλj/(m+1)(D)h1U∥+ ∥Λs+1h1U∥),

∥Λs−jλj/(m+1)(D)h0λ
2/(m+1)(D)h1U∥

≤ C17(∥Λs−jλ(j+2)/(m+1)(D)h0U∥+ ∥Λs+1h1U∥),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò

∥Λs+2−jλj/(m+1)(D)h0U∥ ≤ C18(∥Λs(D)h0p(x,D)U∥
+∥Λs+2−(j+1)λ(j+1)/(m+1)(D)h0U∥+ ∥Λs+1h1U∥).

Ïîâòîðÿÿ ýòó îöåíêó äëÿ j = 0, . . . , [s] + 2, ïîëó÷èì

∥Λs+2λj/(m+1)(D)h0U∥ ≤ C19(∥Λs(D)h0p(x,D)U∥
+∥λ(s+2)/(m+1)(D)h0U∥+ ∥Λs+1h1U∥).

Èç ýòîé îöåíêè â ñèëó (1.8) ñëåäóåò îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Åãîðîâ Þ.Â. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ãëàâíîãî òèïà.// - Ì.: Íàóêà,
1984. - 360 ñ.;

2. Ðàäêåâè÷ Å.Â. Ãèïîýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè// Ìàò.
ñá. - 1969. - Ò.79. - Ñ.193-216.;

3. Ñìîëêèí Ã.À. Àïðèîðíûå îöåíêè, ñâÿçàííûå ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè
òèïà Êóïöîâà - Õåðìàíäåðà. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2004. Ò.40. N 2. Ñ. 242-
250.;

4. Õåðìàíäåð Ë. Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è ãèïîýëëèïòè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ// Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. - Ì.: Ìèð, 1967. - Ñ.297-367.;

5. Õåðìàíäåð Ë. Ãèïîýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âòîðîãî ïîðÿä-
êà// Ïåðèîäè÷åñêèé ñá. ïåð. èíîñòðàííûõ ñò.-1968. - Ò.12. - �2.: Ìàòåìàòèêà. - Ñ.88
- 109.;

MVMS journal. 2011. V. 13, No. 1



78

A priori estimates for degenerate elliptic operators in
generalized Sobolev spaces
c⃝ G.A. Smolkin2

Abstract. In this paper we �nd a priori estimates in Sobolev spaces for second order di�erential
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ÓÄÊ 517.9

Òåîðåòèêî-ãðàôîâûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êëþ÷åâûõ
âåùåñòâ â ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ
c⃝ Ñ.È. Ñïèâàê1, À.Ñ. Èñìàãèëîâà2, È.À. Õàìèòîâà3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à âûäåëåíèÿ áàçèñà êëþ÷åâûõ âåùåñòâ íà
îñíîâå àíàëèçà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, âûðàæåíèå êîíöåíòðàöèé âñåõ
âåùåñòâ ÷åðåç êîíöåíòðàöèè êëþ÷åâûõ. Äëÿ àíàëèçà èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ãðàôû, ââå-
äåííûå ïî àíàëîãèè ñ ââåäåííûìè À.È.Âîëüïåðòîì ãðàôàìè ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè÷å-
ñêèõ ðåàêöèé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ìåõàíèçì ñëîæíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, îáðàòíûå çàäà÷è,êëþ÷åâûå
âåùåñòâà

Ïðè ïîñòðîåíèè êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëîæíûõ ðåàêöèé âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ïîíÿ-
òèå êëþ÷åâîãî âåùåñòâà [1]. Ñëîæíîñòü ðåàêöèé ïîíèìàåòñÿ íå òîëüêî â ñìûñëå áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè. Ñëîæíîñòü ïðîèñòåêàåò èç òîãî, ÷òî âñå
âåùåñòâà äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû � èçìåðÿåìûå è íåèçìåðÿåìûå. Ê íåèçìåðÿåìûì îáû÷-
íî îòíîñÿòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå âåùåñòâà, ê èçìåðÿåìûì � èñõîäíûå âåùåñòâà è ïðîäóêòû
ðåàêöèè.

Ïîä êëþ÷åâûìè âåùåñòâàìè ïîíèìàþò òàêèå, ÷òî êîíöåíòðàöèè âñåõ âåùåñòâ ëèíåéíî
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàçèñ êëþ÷åâûõ âåùåñòâ. Îñíîâíûì ñâîéñòâîì ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ÿâëÿåòñÿ ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ íåçà-
âèñèìûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ÷èñëå íå ìåíüøåì, ÷åì ÷èñëî õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, èç
êîòîðûõ ñîñòîÿò âåùåñòâà, ó÷àñòâóþùèå â ðåàêöèè.

Èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè î êëþ÷åâûõ âåùåñòâàõ èìååò ðåøàþùåå çíà÷åíèå ïðè ðå-
øåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Îñ-
íîâíàÿ ïðîáëåìû ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ � íåäîèíôîðìàòèâíîñòü èçìåðåíèé [2]-[3].
Ãèïîòåòè÷åñêèå ñõåìû î ìåõàíèçìàõ ðåàêöèé âêëþ÷àþò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâ è
ðåàêöèé ìåæäó íèìè. Ìàòåìàòè÷åñêèå îïèñàíèÿ � ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîòîðûõ ðàâíî ÷èñëó ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè âåùåñòâ. Â òî æå
âðåìÿ íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþ äîñòóïíà òîëüêî ÷àñòü èç ýòèõ âåùåñòâ. Âîçíèêàåò
îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (êîí-
ñòàíòû ñêîðîñòåé õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé), âîñïðîèçâîäÿùèõ ÷àñòü åå ðåøåíèé. Ñëåäñòâèåì
íåäîèíôîðìàòèâíîñòè ìîæåò ñòàòü íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Â [4] ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé
êèíåòèêè. Óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòàëü-
íîãî èçìåðåíèÿ ëþáîãî áàçèñà êëþ÷åâûõ âåùåñòâ, ó÷àñòíèêîâ ðåàêöèè. Èñïîëüçîâàíèå
âñåõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîæåò ïîçâîëèòü èñêëþ÷èòü íåêîòîðûå êîíöåíòðàöèè íåèçìå-
ðÿåìûõ ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âñåõ êîíöåíòðàöèé íåèçìåðÿåìûõ âå-
ùåñòâ, ïðèâåäåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî òîëüêî èçìåðÿåìûõ âåùåñòâ, íåîáõîäèìî èçìåðåíèå õîòÿ áû ÷àñòè ïðîìåæóòî÷íûõ
ó÷àñòíèêîâ ðåàêöèè. Îòñþäà ñëåäóþò âîçìîæíîñòè ñïåöèàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èçìåðå-
íèé ñ öåëüþ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÃÎÓ ÂÏÎ ¾Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò¿, ã. Óôà; S.Spivak@bashnet.ru.

2Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Íåôòåêàìñêèé ôèëèàë ÃÎÓ ÂÏÎ ¾Áàøêèðñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿, ã. Íåôòåêàìñê; ismagilovaas@rambler.ru.

3Ñòàð. ïðåï. êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Íåôòåêàìñêèé ôèëèàë ÃÎÓ ÂÏÎ ¾Áàøêèð-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿, ã. Íåôòåêàìñê; gabd.irina@mail.ru.
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Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � âûäåëåíèå áàçèñà êëþ÷åâûõ âåùåñòâ íà îñíîâå àíàëèçà ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ãðàôîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, âûðàæåíèå êîíöåíòðàöèé âñåõ âåùåñòâ ÷åðåç
êîíöåíòðàöèè êëþ÷åâûõ.

Äëÿ àíàëèçà áóäóò èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëüíûå ãðàôû, ââåäåííûå ïî àíàëîãèè ñ ââåäåí-
íûìè À.È. Âîëüïåðòîì [5] ãðàôàìè ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Ýòè ãðàôû
èñïîëüçîâàíû íàìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ìàðøðóòîâ ñëîæíûõ ðåàêöèé [6].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå äâóäîëüíûå ãðàôû. Îòëè÷èå îò ãðàôîâ
Âîëüïåðòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæåñòâà âåðøèí ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâî âñåõ
ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè âåùåñòâ è ìíîæåñòâî àòîìîâ, èç êîòîðûõ ýòè âåùåñòâà ñîñòîÿò.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå èñõîäíûé ãðàô â ãðàô, ÷àñòü âåð-

øèí êîòîðîãî íå èìååò èñõîäÿùèõ äóã. Óêàçàííûå âåðøèíû äîñòèæèìû èç áàçèñà êëþ-
÷åâûõ âåùåñòâ.

Èç ïðèâåäåííîé òåîðåìû ñëåäóåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êëþ÷åâûõ âåùåñòâ íà îñ-
íîâå óïðîùåííîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà, ò.å. äâóõ êîíå÷íûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
(âåðøèíû-âåùåñòâà è âåðøèíû-àòîìû) è íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð:

1. ïðåîáðàçîâàíèå äâóäîëüíîãî ãðàôà. Ïîä ïðåîáðàçîâàíèåì äâóäîëüíîãî ãðàôà ïîíè-
ìàþòñÿ: óäàëåíèå è îáðàçîâàíèå äóã, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå âåñà äóã.

2. âûáîð êëþ÷åâûõ âåùåñòâ. Ïðè àíàëèçå ãðàôà âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìûå âåùåñòâà
èç ÷èñëà âåðøèí, íå èìåþùèõ ñìåæíûõ â îäíîé è òîé æå äîëå ãðàôà, è ñìåæíûõ
ñ âåðøèíàìè-àòîìàìè ñ íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì èñõîäÿùèõ äóã. Îñòàëüíûå áóäóò
îáðàçîâûâàòü áàçèñ êëþ÷åâûõ âåùåñòâ.

Àëãîðèòì ïðèìåíåí äëÿ íàõîæäåíèÿ êëþ÷åâûõ âåùåñòâ â ðåàêöèè îêèñëåíèÿ ñåðîâîäî-
ðîäà ñ ó÷åòîì àäñîðáöèè êèñëîðîäà è ñåðîâîäîðîäà. Ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó ìåõàíèçìó
ñòàäèè õèìè÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ èìåþò âèä:

1. O2 + 2K → 2KO

2. H2S +K → KH2S

3. O2 + 2KH2S → 2H2O +K +KS2

4. H2S +KO → H2O +KS

5. KO +KH2S → H2O +KS +K

6. 2KS → K +KS2

7. KS2 → S2 +K

Íà ðèñ. 1.3 ïðåäñòàâëåí äâóäîëüíûé ãðàô çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ.
×åðåç [a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9] = [O2, H2S,H2O,S2, K,KO,KH2S,KS2, KS] îáî-

çíà÷åíû âåùåñòâà, ó÷àñòâóþùèå â ðåàêöèè, ÷åðåç [c1, c2, c3, c4] = [O,H,K, S] � àòîìû,
èç êîòîðûõ ñîñòîÿò âåùåñòâà. Äóãàì ïðèñâîåí âåñ, ðàâíûé êîëè÷åñòâó àòîìîâ, âõîäÿùèõ
â òî èëè èíîå âåùåñòâî.
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Ð è ñ ó í î ê 1.3

Äâóäîëüíûé ãðàô çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ.

Ðàññìîòðèì âåðøèíû ñ íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì èñõîäÿùèõ äóã. Ýòî âåðøèíû c1 è
c2 . Ïîñêîëüêó îíè èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî èíöèäåíòíûõ äóã, òî ïîðÿäîê ðàáîòû ñ
ýòèìè âåðøèíàìè íå âàæåí. Èòàê, âåðøèíà c1 èìååò òðè ñìåæíûå âåðøèíû. Âûáåðåì â
êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé âåðøèíó a1 , à îñòàâøèåñÿ � (a3, a6) � íàçîâåì êëþ÷åâûìè. Óäàëèì
ðåáðà (c1, a3) è (c1, a6) . Îáðàçóåì íîâûå: (a1, a3) è (a1, a6) . Ïðèñâîèì èì âåñà ñîîòâåò-
ñòâóùèõ óäàëåííûõ äóã ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèì àíàëèç ñìåæ-
íûõ ñ C2 âåðøèí: a2 � íåçàâèñèìàÿ âåøèíà, a7 � êëþ÷åâàÿ. Ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèé
ÿâëÿåòñÿ ãðàô, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1.4.

Ð è ñ ó í î ê 1.4

Îïðåäåëåíèå êëþ÷åâûõ âåùåñòâ a3, a6 è a7 .

Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ âåðøèíû c3 è c4 . Ïðîèçâåäåì ñ íèìè àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ,
âûáðàâ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ aa è a5 . Âåðøèíû aa è a9 áóäóò êëþ÷åâûìè.
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Ð è ñ ó í î ê 1.5

Îïðåäåëåíèå êëþ÷åâûõ âåùåñòâ a8, a9 .

Ñîãëàñíî ãðàôó, ñîòâåòñòâóþùåãî ðèñ. 1.5, âåðøèíà a4 ñìåæíà ñ âåðøèíîé a2 .Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íåçàâèñèìîå âåùåñòâî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåçàâèñèìîå, ÷åãî áûòü íå äîëæíî.
Èçáàâèìñÿ îò äóãè (a4, a2) . Äëÿ ýòîãî âûÿâèì âñå ìàðøðóòû, èìåþùèå íà÷àëî â a4 è
êîíåö â a7 . Òàêîâûõ äâà. Ïåðåìíîæèì âåñ äóã (a4, a2) è (a2, a7) . Ê ïîëó÷åííîìó ïðîèçâå-
äåíèþ ïðèáàâèì âåñ äóãè (a4, a7) , íåïîñðåäñòâåííî ñîåäèíÿþùåé íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ
âåðøèíó ðàññìàòðèâàåìîãî ìàðøðóòà. Â èòîãå ïîëó÷èì íîâûé âåñ äóãè (a4, a7) , êîòîðûé
â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äóãà (a4, a7) áóäåò îòñóòñòâîâàòü â ïðåîá-
ðàçîâàííîì ãðàôå. Êðîìå ýòîãî, òàê êàê a2 ñìåæíà ñ c2 , âìåñòî óäàëåííîé äóãè (a4, a2)
îáðàçóåòñÿ íîâàÿ (a4, c2) ñ ñîõðàíåíèåì âåñà.

Ð è ñ ó í î ê 1.6

Ãðàô ñâÿçè ìåæäó êëþ÷åâûìè è íåçàâèñèìûìè âåùåñòâàìè.

Íà ðèñ. 1.6 ïðåäñòàâëåí ïðåîáðàçîâàííûé ãðàô. Ñîãëàñíî åìó, â êà÷åñòâå
íåçàâèñèìûõ âåùåñòâ ìîæíî âûáðàòü O2, H2S, S2, K , à â êà÷åñòâå êëþ÷åâûõ �
H2O,KO,KH2S,KS2, KS . Èñõîäÿ èç ýòîãî, ñóùåñòâóåò âñåãî ïÿòü íåçàâèñèìûõ ðåàêöèé
è ÷åòûðå óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå íåçàâèñèìûå âåùåñòâà ÷åðåç êëþ÷åâûå.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå âñåõ âåùåñòâ ÷åðåç áàçèñ êëþ÷åâûõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ïðèìåðà èìååò âèä:
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2a1 = c1 − a3 − a6,

a2 = c2 − a3 − a7,

a5 = c3 − a6 − a7 − a8 − a9,

2a4 = c4 − c2 − 2a8 − a9,
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïîòîêà íàó÷íûõ è
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ íà îñíîâå
ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ïî ÌÃÓ èì. Í.Ï.Îãàðåâà
c⃝ Ï. À. Øàìàíàåâ1, Â.À. Àòðÿõèí2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïîòîêà íà-
ó÷íûõ è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ñè-
ñòåìà îäíîâðåìåííûõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ ðåãðåññîðîâ. Äëÿ îòûñêàíèÿ îöåíîê
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ äâóõøàãîâûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îäíîâðåìåííûõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé, äâóõøàãîâûé ìå-
òîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ìàòðèöà êîððåëÿöèè, óñòðàíåíèå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè, ìåòîä
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ ðåãðåññîðîâ.

1. Ââåäåíèå

Âîñïðîèçâîäñòâî íàó÷íûõ è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ ïî ïðèîðèòåòíûì îòðàñ-
ëÿì ðàçâèòèÿ íàóêè, òåõíèêè è òåõíîëîãèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ ñèñòåìû
âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ðàç-
ðàáîòêå è àïðîáàöèè ìîäåëåé è ìåòîäèê ñðåäíåñðî÷íîãî è äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ïîòîêà êàäðîâ âûñøåé êâàëèôèêàöèè äëÿ âîñïðîèçâîäñòâà íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà âûñøåé øêîëû â ñóáúåêòàõ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, è, â ÷àñòíîñòè, â Ïðèâîëæñêîì
ôåäåðàëüíîì îêðóãå.

Â ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïîòîêà íàó÷íûõ è
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ âûñøåé êâàëèôèêàöèè ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü â âèäå îäíîâðåìåííûõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé [1].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xj(k) - ÷èñëî âûïóñêíèêîâ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ
â k - îì ãîäó ïî j - îé óêðóïíåííîé ãðóïïå ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíî-
ãî îáðàçîâàíèÿ, j = 1,m . Îáîçíà÷èì ÷åðåç yi(k) - ÷èñëî ïîñòóïèâøèõ â àñïèðàíòóðó
â k - îì ãîäó ïî i - îé óêðóïíåííîé ãðóïïå ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷íîé êëàññèôè-
êàöèè, i = 1, n . Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïðîãíîçèðóþùåé ïîòîê íàó÷íûõ è
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ, âîçüìåì ñèñòåìó ýêîíîìåòðè÷åñêèõ îäíîâðåìåííûõ óðàâ-
íåíèé âèäà [2]:

y(k) = By(k) + Ax(k) + ε, (2.1)

ãäå y(k) = colomn(y1(k), y2(k), ..., yn(k)) , x(k) ≡ colomn(x0(k), x1(k), x2(k), ..., xm(k)) ,
x0(k) = 1 , k = 1, 2, ... ; B ≡ [bij] - ïîñòîÿííàÿ (n×n) - ìàòðèöà ñ íóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; korspa@yandex.ru.

2Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãà-
ðåâà, ã. Ñàðàíñê; atrvol@rambler.ru.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïîòîêà íàó÷íûõ è íàó÷íî- . . . 85

ýëåìåíòàìè; A ≡ [aij] - ïîñòîÿííàÿ (n×(m+1)) - ìàòðèöà; ε = colomn(ε(1), ε(2), ..., ε(n)) -
âåêòîð ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ε èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ðàâíûì íóëþ è ìàòðèöåé êîâàðèàöèè Ω =
σ2En , En - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n .

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê íåèçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö
A è B . Òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðõèäåíòèôèöèðîâàííóþ
ñèñòåìó ýêîíîìåòðè÷åñêèõ âçàèìîñâÿçàííûõ óðàâíåíèé, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåíÿåòñÿ äâóõøàãîâûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [3], [4].

Âõîäíûìè äàííûìè äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ
èíôîðìàöèÿ:

1. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âûïóñêíèêîâ ïîñòóïèâøèõ â àñïèðàí-
òóðó â ðàçðåçå óêðóïíåííûõ ãðóïï ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷íîé êëàññèôèêàöèè
[5].

2. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âûïóñêíèêîâ â ðàçðåçå óêðóïíåííûõ
ãðóïï ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ [6].

3. Òàáëèöà ñîîòâåòñòâèÿ óêðóïí¼ííûõ ãðóïï ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåãî ïðîôåññèîíàëü-
íîãî îáðàçîâàíèÿ óêðóïí¼ííûì ãðóïïàì ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷íîé êëàññè-
ôèêàöèè. Îíà ñîñòîèò èç 28 ñòîëáöîâ (ïî ÷èñëó óêðóïí¼ííûõ ãðóïï ñïåöèàëüíî-
ñòåé âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ) è 18 ñòðîê (ïî ÷èñëó óêðóïí¼ííûõ
ãðóïï ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷íîé êëàññèôèêàöèè). Íà ïåðåñå÷åíèè êàæäîãî
ñòîëáöà è êàæäîé ñòðîêè ëèáî ¾0¿, ëèáî ¾1¿. Äàííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòàâëÿþòñÿ íà
îñíîâàíèè àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè çà ãîäû, ïðåäøåñòâóþùèå ïðîãíî-
çèðóåìîìó ïåðèîäó. Åñëè â òå÷åíèå ýòèõ ëåò áûëè ñòóäåíòû, îêîí÷èâøèå âûñøåå
ó÷åáíîå çàâåäåíèå ïî ñïåöèàëüíîñòè, îòíîñÿùåéñÿ ê i-îé óêðóïí¼ííîé ãðóïïå ñïåöè-
àëüíîñòåé âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, è ïîñòóïèâøèå â àñïèðàíòóðó
ïî ñïåöèàëüíîñòè, îòíîñÿùåéñÿ j-îé óêðóïí¼ííîé ãðóïïå ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íà-
ó÷íîé êëàññèôèêàöèè, òî íà ïåðåñå÷åíèè i-òîãî ñòîëáöà è j-îé ñòðîêè áóäåò ñòîÿòü
¾1¿. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - ¾0¿.

4. Òàáëèöà ñîîòâåòñòâèÿ óêðóïí¼ííûõ ãðóïï ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷íîé êëàññè-
ôèêàöèè óêðóïí¼ííûì ãðóïïàì ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷íîé êëàññèôèêàöèè.
Îíà ñîñòîèò èç 18 ñòðîê è 18 ñòîëáöîâ (ïî ÷èñëó óêðóïí¼ííûõ ãðóïï ñïåöèàëüíîñòåé
âûñøåé íàó÷íîé êëàññèôèêàöèè). Íà ïåðåñå÷åíèè êàæäîãî ñòîëáöà è êàæäîé ñòðî-
êè ëèáî ¾1¿, ëèáî ¾0¿. Äàííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòàâëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè ýêñïåðòíûõ
îöåíîê è àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ çà ãîäû, ïðåäøåñòâóþùèå ïðîãíîçèðóåìî-
ìó ïåðèîäó. Åñëè ñòóäåíòû êàêîé-ëèáî ñïåöèàëüíîñòè âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî
îáðàçîâàíèÿ çà ýòè ãîäû ïîñòóïàëè â àñïèðàíòóðó íà ñïåöèàëüíîñòè, îòíîñÿùèåñÿ ê
i-îé è ê j-îé óêðóïí¼ííîé ãðóïïå ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷íîé êëàññèôèêàöèè,
òî íà ïåðåñå÷åíèè i-òîãî ñòîëáöà è j-îé ñòðîêè áóäåò ñòîÿòü ¾1¿.

3. Àïðîáàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà îñíîâàíèè ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ äàííûõ ïî ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà

Ñîãëàñíî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì, ïðåäñòàâëåííûì ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì óïðàâëåíèåì
ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îáó÷åíèå â ÂÓÇå âåäåòñÿ ïî 18 óêðóïíåí-
íûì ãðóïïàì ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ è ïî 17 óêðóïíåí-
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íûì ãðóïïàì ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷íîé êëàññèôèêàöèè. Êàê ñëåäñòâèå, âûáðàííàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2.1) õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ýêçîãåííûõ ïåðåìåííûõ.
Ñëåäñòâèåì ýòîãî ñòàëî ïîÿâëåíèå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ìóëüòèêîëëè-
íåàðíîñòè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ ðåãðåññîðîâ [3].

Ïðîèëëþñòðèðóåì èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ ðåãðåññî-
ðîâ íà ïðèìåðå âòîðîãî ýòàïà ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà äâóõøàãîâûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ïî ïåðâîé óêðóïíåííîé ãðóïïå ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷íîé êëàññèôèêà-
öèè ¾01.00.00 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè¿.

Íà îñíîâàíèè ìàòðèö ñîîòâåòñòâèÿ âûäåëÿåì ýêçîãåííûå ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ çàâè-
ñèò èññëåäóåìûé ôàêòîð. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ, ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3.1.

Ð è ñ ó í î ê 3.1
×èñëåííîñòü âûïóñêíèêîâ â ðàçðåçå ÓÃÑ ÂÏÎ (x1, x21, x23) è àñïèðàíòîâ â ðàçðåçå ÓÃÑ ÂÍÊ

(y1, y2, y3, y4, y7, y11, y18)

Ïåðâûé ðåãðåññîð âûáèðàåòñÿ íà îñíîâå êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû. Êîððåëÿöèîííàÿ
ìàòðèöà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3.2.

Ð è ñ ó í î ê 3.2
Êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà

Íàèáîëüøóþ êîððåëÿöèþ ýíäîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ y1 èìååò ñ ïåðåìåííîé y3 . Ñëåäî-
âàòåëüíî â ìîäåëü íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü ðåãðåññîð y3 . Äëÿ âûáîðà âòîðîãî ðåãðåññîðà
ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð ìîäåëåé:
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y1 = a10 + b13y3 + c1izi + ν, (3.1)

ãäå i ∈ {1, 2, 4, 7, 11, 18, 21, 23} . Åñëè i ∈ {2, 4, 7, 11, 18} , òî c1i = b1i è zi = yi . Åñëè
i ∈ {1, 21, 23} , òî c1i = a1i è zi = xi .

Äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé âèäà (3.1) ðàññ÷èòûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè R2 .
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 3.3.

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Êîýôôèöèåíòû äåòåðìèíàöèè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé âèäà (3.1)

Íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè ïîëó÷èëñÿ â ìîäåëè:

y1 = a10 + b13y3 + a1,21x21 + ν, (3.2)

Äëÿ âûáîðà òðåòüåãî ðåãðåññîðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð ìîäåëåé:

y1 = a10 + b13y3 + a1,21x21 + c1izi + ν, (3.3)

ãäå i ∈ {1, 2, 4, 7, 11, 18, 23} . Åñëè i ∈ {2, 4, 7, 11, 18} , òî c1i = b1i è zi = yi . Åñëè i ∈
{1, 23} , òî c1i = a1i è zi = xi .

Äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé âèäà (3.3) ðàññ÷èòûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè R2 .
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 3.4.

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Êîýôôèöèåíòû äåòåðìèíàöèè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé âèäà (3.3)

Íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè ïîëó÷èëñÿ â ìîäåëè:

y1 = a10 + b12y2 + b13y3 + a1,21x21 + ν, (3.4)

Áåðåì å¼ çà îñíîâó è ïðîäîëæàåì ïðèñîåäèíåíèå ðåãðåññîðîâ. Äëÿ âûáîðà ÷åòâåðòîãî
ðåãðåññîðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð ìîäåëåé:

y1 = a10 + b12y2 + b13y3 + a1,21x21 + c1izi + ν, (3.5)

ãäå i ∈ {1, 4, 7, 11, 18, 23} . Åñëè i ∈ {4, 7, 11, 18} , òî c1i = b1i è zi = yi . Åñëè i ∈ {1, 23} ,
òî c1i = a1i è zi = xi .

Äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé âèäà (3.5) ðàññ÷èòûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè R2 .
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 3.5.

Ð è ñ ó í î ê 3.5

Êîýôôèöèåíòû äåòåðìèíàöèè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé âèäà (3.5)
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Íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè ïîëó÷èëñÿ â ìîäåëè:

y1 = a10 + b12y2 + b13y3 + a11x1 + a1,21x21 + ν, (3.6)

Ïðèñîåäèíåíèå ðåãðåññîðîâ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò
äåòåðìèíàöèè íà î÷åðåäíîì øàãå íå îêàæåòñÿ ìåíüøå, ÷åì êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè
ó âûáðàííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå ìîäåëè, èëè ïîêà êîëè÷åñòâî ðåãðåññîðîâ íå äîñòèãíåò
êîëè÷åñòâà ëåò, çà êîòîðûå äîñòóïíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà ïî ïåðâîé óêðóïíåííîé ãðóïïå ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷-
íîé êëàññèôèêàöèè ¾01.00.00 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè¿ èòîãîâûé íàáîð ðåãðåññîðîâ
ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 3.6.

Ð è ñ ó í î ê 3.6

Èòîãîâûé íàáîð ðåãðåññîðîâ

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî øàãà ÄÌÍÊ ê óðàâíåíèþ (3.6) ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ýòî óðàâíåíèå:

b̂12 = −0, 67, b̂13 = 2, 29, â10 = 13, 42, â11 = −0, 03, â1,21 = −0, 03. (3.7)

Ýòè îöåíêè áåðóòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ïåðâûõ ñòðîê
ìàòðèö B è A . Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïåðâûõ ñòðîê ìàòðèö B è A ïîëàãàåì ðàâíûìè
íóëþ.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ïðîãíîçèðóåìîå çíà÷åíèå íà 2010 ãîä y1 = 27 . Äè-
íàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîñòóïàþùèõ â àñïèðàíòóðó ïî óêðóïíåííîé ãðóïïå ñïåöèàëüíîñòåé
âûñøåé íàó÷íîé êëàññèôèêàöèè ¾01.00.00 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè¿ ñ 2005 ïî 2010
ãîä ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 3.7.
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Ð è ñ ó í î ê 3.7

Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîñòóïàþùèõ â àñïèðàíòóðó ïî ÓÃÑ ÂÍÊ ¾01.00.00

Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè¿

Äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1) îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íàõîäÿòñÿ àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì.

4. Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ïðåäëîæåííîé ìîäåëè

Ïðèâåäåì àíàëèç ðåçóëüòàòîâ äëÿ óêðóïíåííîé ãðóïïû ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷-
íîé êëàññèôèêàöèè ¾01.00.00 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè¿.

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ïîñòðîåííîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ãèïî-
òåçû î çíà÷èìîñòè ìíîæåñòâåííîãî êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè ñ ïîìîùüþ F-êðèòåðèÿ
Ôèøåðà. Êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè äëÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè (3.6) ïðèìåò ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ðàâíîå 0, 9999 . Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0, 05
óðàâíåíèå ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè (3.6) çíà÷èìî.

Ãèïîòåçà î çíà÷èìîñòè ÷àñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ïðîâåðÿëàñü ñ ïîìîùüþ
t-êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0, 95 îñíîâíóþ ãèïîòåçó
î íåçíà÷èìîñòè ÷àñòíîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ìîæíî îòêëîíèòü.

Îñòàòêè ðåãðåññèîííîé ìîäåëè äëÿ óêðóïíåííîé ãðóïïû ñïåöèàëüíîñòåé âûñøåé íàó÷-
íîé êëàññèôèêàöèè ¾01.00.00 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè¿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 4.1.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Îñòàòêè ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Äàðáèíà-Óîòñîíà àâòîêîððåëÿöèÿ îñòàòêîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè
îòñóòñòâóåò.

Íà îñíîâàíèè êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû, ïîñòðîåííîé ïî èñõîäíûì ñòàòèñòè÷åñêèì
äàííûì è îñòàòêàì ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî êîððåëÿöèÿ
ìåæäó ôàêòîðàìè è îñòàòêàìè ei îòñóòñòâóåò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå àíàëèòè÷åñêîé âåäóùåé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Ðàç-
âèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2010-2011 ãîäà)¿
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Abstract. The paper describes the process of numerical simulation of �ow dynamics of scienti�c
and pedagogical sta�. As a mathematical model uses a system of simultaneous econometric
equations. To eliminate multicollinearity using the method of sequential addition of covariates.
To �nd the estimates of unknown parameters the system uses a two-step method of least squares.
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 517.937

Èíâàðèàíòíûå ìåðû îäíîãî êëàññà
êâàçèýíäîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà
c⃝ Â. Ã. Øàðàïîâ1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû äëÿ îäíîãî êëàññà êâàçè-
ýíäîìîðôèçìîâ, çàäàâàåìûõ íåïðåðûâíûìè íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìûìè îòîáðàæåíèÿìè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ íà ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà
ïåðâîíà÷àëüíîé ìåðû ìåíüøå åäèíèöû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Èíâàðèàíòíûå ìåðû; íåïðåðûâíûå íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè; êâàçèýíäîìîðôèçìû.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü (M,F, ρ) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà, ò.å. ïðîñòðàíñòâî, èçîìîðôíîå îòðåçêó [0, 1)
ñ ìåðîé Ëåáåãà. Êâàçèýíäîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîå íåñèíãóëÿðíîå (ïðîîáðàç
ìíîæåñòâà ìåðû 0 èìååò ìåðó 0 ) ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà M . Èçìåðèìîå ðàçáèå-
íèå ξ ïðîñòðàíñòâà M åñòü ðàçáèåíèå íà ïðîîáðàçû òî÷åê äëÿ íåêîòîðîãî èçìåðèìîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà M , íå ñîõðàíÿþùåå ìåðó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü M = [0, 1) , T � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà [0, 1) è óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèÿì: 1. T (0) = 0, lim

x→1
T (x) = 1 . 2. T íåïðåðûâíà è íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà.

3. T íå ñîõðàíÿåò ìåðó. Ïîñòðîåíèå òàêèõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ìåðó, îïèñàíî â [1]. Â
äàííîé ñòàòüå ïðèâåä¼í ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òàêîãî êâàçèýíäîìîðôèçìà, êîòîðûé íå ñî-
õðàíÿåò ìåðó, à èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ñîñðåäîòî÷åíà íà îòðåçêå [1

4
, 3
4
) .

3. Ïðèâåäåíèå êâàçèýíäîìîðôèçìîâ äàííîãî êëàññà ê èíâàðèàíò-

íîé ìåðå

Ïîñòðîèì êâàçèýíäîìîðôèçì, ò.å. èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå, íå ñîõðàíÿþùåå ìåðó, ïðî-
ñòðàíñòâà M . Ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü òåõíèêó èç [1]. Ðàçîáü¼ì çàøòðèõîâàííóþ
÷àñòü ðèñ. 1 íà êâàäðàòû ïåðâîãî ïîðÿäêà è çàíóìåðóåì èõ òàê, ÷òîáû A1

i è A1
i+1 äëÿ

ëþáîãî i èìåëè îáùóþ ñòîðîíó èëè âåðøèíó. Äëÿ i = 1, 4 îïðåäåëèì T−1A1
i = {(x, y) :

i−1
12

≤ x < i
12
, 0 ≤ y < 1} .

1äîöåíò, Âîëãîãðàäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Âîëãîãðàä; vsharapov99@mail.ru
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Äëÿ i = 5, 12 ïîëîæèì

T−1A1
5 = {(x, y) : 1

4
≤ x <

3

8
,
1

4
≤ y <

3

4
},

T−1A1
6 = {(x, y) : 3

8
≤ x <

1

2
,
1

4
≤ y <

3

4
},

T−1A1
7 = {(x, y) : 1

2
≤ x <

5

8
,
1

4
≤ y <

3

4
},

T−1A1
8 = {(x, y) : 5

8
≤ x <

3

4
,
1

4
≤ y <

3

4
},

T−1A1
9 = {(x, y) : 3

4
≤ x <

13

16
, 0 ≤ y < 1},

T−1A10
1 = {(x, y) : 13

16
≤ x <

7

8
, 0 ≤ y < 1},

T−1A11
1 = {(x, y) : 7

8
≤ x <

15

16
, 0 ≤ y < 1},

T−1A12
1 = {(x, y) : 15

16
≤ x < 1, 0 ≤ y < 1}.

Êàæäûé êâàäðàò ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàçáèâàåì ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ïðÿìûìè
íà ÷åòûðå êâàäðàòà âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïåðåíóìåðóåì êâàäðàòû âòîðîãî ïîðÿäêà òàê, ÷òî-
áû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ: 1) ñíà÷àëà íóìåðóåì êâàäðàòû, âõîäÿùèå â A1

1 , ïîòîì â A1
2

è ò.ä., ò.å. ñîãëàñîâàíî ñ óïîðÿäî÷åíèåì êâàäðàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà; 2) âñå êâàäðàòû A2
i

âòîðîãî ïîðÿäêà çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, 47 êâàäðàòû A2
i è A2

i+1 èìå-
þò èëè îáùóþ ñòîðîíó èëè îáùóþ âåðøèíó. Ïðîîáðàç êàæäîãî êâàäðàòà A1

i ðàçáèâàåòñÿ
âåðòèêàëüíûìè îòðåçêàìè íà ÷åòûðå ðàâíîâåëèêèõ ïðÿìîóãîëüíèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì îäíîãî èç ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, âõîäÿùèõ â A1

i , ïå-
ðåíóìåðîâàííûõ òàê, ÷òî èç êàæäûõ äâóõ ïðîîáðàçîâ ëåâåå òîò, êîòîðûé èìååò ìåíüøèé
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íîìåð. Äàëåå àíàëîãè÷íî ïî èíäóêöèè ñòðîèì êâàäðàòû n -ãî ïîðÿäêà ñ âûïîëíåíèåì
óñëîâèé 1) è 2) äëÿ n = 3,∞ . Òåïåðü âîçüì¼ì ëþáóþ òî÷êó (x, y) , âõîäÿùóþ â çàøòðè-
õîâàííóþ îáëàñòü ðèñ. 1. Äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An

in} êâàäðàòîâ, ñõî-
äÿùàÿñÿ ê òî÷êå (x, y) . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {T−1An

in} ñõîäèòñÿ ïðè
n → ∞ ê âåðòèêàëüíîìó îòðåçêó, ÿâëÿþùåìóñÿ ïðîîáðàçîì òî÷êè (x, y) . Äëÿ i = 1, 4
îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîõðàíÿþùåå ìåðó îòîáðàæåíèå U êâàäðàòà
A1

i â èíòåðâàë [ i−1
16
, i
16
) äëÿ ïðîîáðàçîâ x îòîáðàæåíèÿ T è îòîáðàæåíèå V â èíòåðâàë

[16−i
16
, 16−(i−1)

16
) äëÿ îáðàçîâ y îòîáðàæåíèÿ T . Àíàëîãè÷íî äëÿ i = 9, 12 îïðåäåëÿåòñÿ

îòîáðàæåíèå U êâàäðàòà A1
i òàê, ÷òî x ∈ [ i+3

16
, i+4

16
) , y ∈ [ i−9

4
, i−8

4
) . Äëÿ i = 5, 8 äëÿ

êâàäðàòîâ A1
i ïîëàãàåì x ∈ [ i−3

8
, i−2

8
) , y ∈ [ i−3

8
, i−2

8
) . Ïîëàãàåì, ÷òî ïðîîáðàçîì òî÷êè

y = V (x, y) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê U(T−1(x, y)) . Ýòèì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðà-
æåíèå òî÷êè x îòðåçêà [0, 1) â òî÷êó y . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå T
íåïðåðûâíî (âñëåäñòâèå óñëîâèé 1) è 2) ïðè íóìåðàöèè êâàäðàòîâ) è íèãäå íå äèôôå-
ðåíöèðóåìî. Åñëè îáîçíà÷èòü A = [1

4
, 3
4
) , òî TA = A , ρ(A) = 1

2
, ρ(T−1A) = 3

4
, ò.å. T

íå ñîõðàíÿåò ìåðó. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ T : [0, 1) → [0, 1) ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ìåð
T⋆ρ(B) = ρ(T−1B) ,

T⋆ρ(A
1
1 ∪ A1

4) = ρ(T−1(A1
1 ∪ A1

4)) =
1

8
,

T 2
⋆ ρ(A

1
1 ∪ A1

4) = ρ(T−2(A1
1 ∪ A1

4)) =
1

16
,

. . . ,

T n
⋆ ρ(A

1
1 ∪ A1

4) = ρ(T−n(A1
1 ∪ A1

4)) =
1

4

1̇

2n
,

T⋆ρ(A
1
5 ∪ A1

6 ∪ A1
7 ∪ A1

8) = ρ(T−1(A1
5 ∪ A1

6 ∪ A1
7 ∪ A1

8)) =
1

2
+

1

4
,

T 2
⋆ ρ(A

1
5 ∪ A1

6 ∪ A1
7 ∪ A1

8) = ρ(T−1(A1
5 ∪ A1

6 ∪ A1
7 ∪ A1

8)) =
1

2
+

1

4
+

1

8
,

. . . , T n
⋆ ρ(A

1
5∪A1

6∪A1
7∪A1

8) = ρ(T−n(A1
5∪A1

6∪A1
7∪A1

8)) =
1
2
+ 1

4
+ · · ·+ 1

2n+1 . Ïîëîæèì µ =

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

T k
⋆ ρ . Ïîäñòàâëÿåì â ýòó ôîðìóëó ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì µ([0, 1

4
)) =

0 , µ([1
4
, 3
4
)) = 1 , µ([3

4
, 1)) = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåíèå ê èíâàðèàíòíîé ìåðå ñâîäèò

îòîáðàæåíèå T ê åãî ñóæåíèþ T : [1
4
, 3
4
) → [1

4
, 3
4
) , ãäå [1

4
, 3
4
) ñ ìåðîé µ[1

4
, 3
4
) = 1 . Êàê

ïîêàçàíî â [1], ýíäîìîðôèçì T ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ò.å. ∀A ∈ F ñ µ(A) > 0 lim
n→∞

µ(T nA) =

1 .
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Âîïðîñû ïðåïîäàâàíèÿ è ïðèëîæåíèÿ

ÓÄÊ 517.9

Ðàçðàáîòêà êîìïëåêñà ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
îïòèìèçàöèè ïðîöåññà îêèñëèòåëüíîé ðåãåíåðàöèè
c⃝ Ì. Ð. Åíèêååâ1, Ë. Â. Ñàéôóëëèíà2, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïðîöåññà îêèñëèòåëü-
íîé ðåãåíåðàöèè êàòàëèçàòîðîâ íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ: íà çåðíå êàòàëèçàòîðà, íà íåïîäâèæ-
íîì è äâèæóùèõñÿ ñëîÿõ, à òàêæå åãî ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿñÿ ñîáîé
ñîâîêóïíîñòü ìîäóëåé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíåé ñ âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìî-
ñòè èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû çåðíà â âèäå òðåõìåðíîé âèçóàëèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îêèñëèòåëüíàÿ ðåãåíåðàöèÿ êàòàëèçàòîðîâ, ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, ïà-
ðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè õèìèêè-ýêñïåðèìåíòàòîðû
è õèìèêè-òåõíîëîãè ïîëó÷èëè âîçìîæíîñòü îáðàòèòüñÿ ê òàêèì êëàññàì çàäà÷, ðåøåíèå
êîòîðûõ òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè êðàéíå çàòðóäíåíî, è âûâåñòè êîìïüþòåðíîå ìîäåëè-
ðîâàíèå íà óðîâåíü îäíîãî èç âàæíåéøèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íàó÷íî-ïðèêëàäíûõ çàäà÷ �
òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Ìíîãèå ôèçèêî-õèìè÷åñêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì
õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè ïðåäïîëàãàþò çíà÷èòåëüíûé îáúåì âû÷èñëåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ
â íàñòîÿùåå âðåìÿ, òåì íå ìåíåå, äîñòàòî÷íî íèçêóþ òî÷íîñòü. Èìåííî ê òàêèì çàäà-
÷àì îòíîñÿòñÿ îáðàòíûå êèíåòè÷åñêèå çàäà÷è èçó÷åíèÿ ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé, çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè ðàáîòû ðåàêöèîííûõ àïïàðàòîâ è òåõ-
íîëîãè÷åñêèõ ñõåì õèìè÷åñêèõ èëè íåôòåõèìè÷åñêèõ ïðîèçâîäñòâ. Â ýòèõ ïðîèçâîäñòâàõ
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ïðîöåññû - êàòàëèòè÷åñêèå (ïðîòåêàþùèå ñ ó÷àñòèåì êàòàëè-
çàòîðîâ). Çà÷àñòóþ ïðè÷èíîé óõóäøåíèÿ ðåæèìíûõ ïîêàçàòåëåé òàêèõ ïðîöåññîâ ñòàíî-
âèòñÿ îòëîæåíèå êîêñà íà àêòèâíîé ïîâåðõíîñòè êàòàëèçàòîðà. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ àê-
òèâíîñòè êàòàëèçàòîðà èñïîëüçóþò îêèñëèòåëüíóþ ðåãåíåðàöèþ. Îò ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà
ðåãåíåðàöèè çàâèñèò óðîâåíü àêòèâíîñòè è ñòàáèëüíîñòè ðåãåíåðàöèîííîãî êàòàëèçàòîðà,
ïîýòîìó îïòèìàëüíîå âåäåíèå ïðîöåññà ðåãåíåðàöèè èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ìíîãèõ
ïðîöåññîâ íåôòåïåðåðàáîòêè.

Îïòèìèçàöèÿ ïðîöåññà ðåãåíåðàöèè ðåàëüíîãî àïïàðàòà íåâîçìîæíà áåç îïðåäåëåíèÿ
óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà íà åäèíè÷íîì çåðíå äëÿ îöåíêè âîçìîæíûõ ìåñòíûõ ïåðå-
ãðåâîâ, ïðèâîäÿùèõ ê ñíèæåíèþ ìåõàíè÷åñêîé ïðî÷íîñòè è êàòàëèòè÷åñêîé àêòèâíîñòè
êàòàëèçàòîðà. Ïîýòîìó èçó÷åíèå ïðîöåññà ðåãåíåðàöèè öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíî íà åäèíè÷íîì çåðíå, ñëîå êàòàëèçàòîðà è â ðåàëüíîì àïïàðàòå.

1Ìàãèñòðàíò 1-ãî êóðñà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Áàøêèðñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; mat-83@mail.ru.

2Ìàãèñòðàíò 1-ãî êóðñà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Áàøêèðñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; leniza19@mail.ru.

3Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã. Óôà; irekmars@mail.ru.
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2. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðåãåíåðàöèè íà åäèíè÷íîì çåðíå êà-

òàëèçàòîðà

Çàêîíîìåðíîñòè ðåãåíåðàöèè çàêîêñîâàííîãî çåðíà êàòàëèçàòîðà áûëè èññëåäîâàíû
ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôóçèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñäåëà-
íû äîïóùåíèÿ, îáû÷íî ïðèíèìàåìûå â ëèòåðàòóðå: 1) çåðíî êàòàëèçàòîðà ñôåðè÷åñêîå,
åãî ðàçìåð è ñòðóêòóðà ïîð íå èçìåíÿþòñÿ â õîäå ïðîöåññà; 2) òåïëîôèçè÷åñêèå ïàðà-
ìåòðû, êîýôôèöèåíòû òåïëîìàññîïåðåíîñà è îáìåíà è ýíåðãèè àêòèâàöèè èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû; 3) ìàññîé ãàçà â ïîðàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé çåðíà
êàòàëèçàòîðà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äîïîëíèòåëüíîå äîïóùåíèå � îòëîæåíèÿ êîêñà èìåþò
âèä ãðàíóë, ÷èñëî êîòîðûõ â õîäå ðåãåíåðàöèè íå ìåíÿåòñÿ.

Òîãäà óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî è òåïëîâîãî áàëàíñîâ ñ ó÷¼òîì ïåðåíîñîâ çà ñ÷¼ò äèô-
ôóçèè, òåïëîïðîâîäíîñòè è ñòåôàíîâñêîãî ïîòîêà èìåþò âèä [1]:

εK
∂yk
∂t

=
D∗

r2
∂

∂r
(r2

∂yk
∂t

− r2µyk) +
γKSK

C0

J∑
j=1

νkjWj, k = 1, 4 (2.1)

cK
∂T

∂t
=
λ∗

r2
∂

∂r
(r2

∂T

∂r
) + γKSK

J∑
j=1

QjWj (2.2)

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:
t = 0 : yk = 0, k = 1, 4, T = T0 (2.3)

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

r = 0 : D∗∂yk
∂r

= 0, k = 1, 4, λ∗
∂T

∂r
= 0 (2.4)

r = RÇ : D∗∂yk
∂r

= β(xk − yk), k = 1, 4, λ∗
∂T

∂r
= α(T0 − T ) (2.5)

Çäåñü T , T0 � òåìïåðàòóðà çåðíà è ãàçà, K ; εK , γK � ïîðèñòîñòü çåðíà êàòàëèçàòîðà
è íàñûïíàÿ ïëîòíîñòü êàòàëèçàòîðà; yk , xk � êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ ïîðàõ çåðíà è
îêðóæàþùåé çåðíî ãàçîâîé ôàçå, ìîëüíûå äîëè; D∗ � ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèô-
ôóçèè, ì2/ñ ; µ � ñòåôàíîâñêèé ïîòîê, ì/ñ ; λ∗ � ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-
âîäíîñòè, Âò/(ì ·Ê) ; cK � îáú¼ìíàÿ òåïëî¼ìêîñòü êàòàëèçàòîðà, Äæ/(ì3 ·K ); α è β
� êîýôôèöèåíòû òåïëî- è ìàññîîáìåíà ìåæäó çåðíîì êàòàëèçàòîðà è ãàçîì, Âò/(ì2 ·Ê)
è ì/ñ ; Qj � òåïëîâûå ýôôåêòû ñêîðîñòåé ñòàäèé, Äæ/ìîëü ; r , RÇ � ðàäèàëüíàÿ
êîîðäèíàòà è ðàäèóñ çåðíà, ì ; t � âðåìÿ, J � êîëè÷åñòâî ñòàäèé ðåàêöèé ( J = 7 ).

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.1) � (2.5) çàìûêàåò óñëîâèå íîðìèðîâêè ïî ãàçîâîé ôàçå â ïîðàõ
çåðíà:

∑
k

yk = 1 . Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) � (2.5) ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìàòðè÷íîé

ïðîãîíêè. Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âðåìåíè ñ÷åòà áûëî ðåøåíî ïðîâåñòè ñðàâíåíèå äàííîãî
àëãîðèòìà ñ åãî ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèåé.

Ñóòü ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â ðàçáèåíèè èñõîäíîãî îòðåçêà (0, N) íà L
èíòåðâàëîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Â óçëàõ ðàçáèåíèÿ èñêîìûå íåèçâåñòíûå âûáèðàþòñÿ â
êà÷åñòâå ïàðàìåòðè÷åñêèõ α . Îòíîñèòåëüíî α ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé, ïîñëå ðåøåíèÿ êîòîðîé îñòàëüíûå èñêîìûå íåèçâåñòíûå íàõîäÿòñÿ íà L èíòåðâàëàõ
íåçàâèñèìî. Äàííûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì äëÿ íåÿâíîé ñõåìû àáñîëþòíî óñòîé÷èâ è
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå ñ ñóùåñòâåííî áîëüøèì âðåìåííûì øàãîì [2].

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà ðåäóêöèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.1.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ (S) îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ (np) : à - äëÿ ìàëûõ ðàçìåðîâ

ðåøàåìîé ñèñòåìû; á - äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðîâ ñèñòåìû

Èç ðèñóíêà 2.1(à) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëîì ÷èñëå óðàâíåíèé óñêîðåíèå ìåíüøå åäèíè-
öû, ò.å. ïàðàëëåëüíàÿ ïðîãðàììà ðàáîòàåò ìåäëåííåå, ÷åì ïîñëåäîâàòåëüíàÿ. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî âðåìÿ íà ïåðåñûëêó äàííûõ ïðåâûøàåò âûèãðûø â ñêîðîñòè âûïîëíåíèÿ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé; òàêæå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîò ôàêò, ÷òî ÷àñòü ïðîöåññîðîâ ïî
ìåðå âûïîëíåíèÿ ïðÿìîãî õîäà àëãîðèòìà ïðîñòàèâàþò. Íà áîëüøèõ ðàçìåðàõ ñèñòåìû
àëãîðèòì èìååò íåñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â ñâÿçè ñî ñïåöèôèêîé
çàäà÷è, çàäàíèå ìàòðèö ðàçìåðîì ñâûøå N ×N = 22000× 22000 íå ïðåäñòàâëÿëîñü âîç-
ìîæíûì è öåëåñîîáðàçíûì.

Àíàëèç ïðîâåäåííîãî ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàë, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äàííîé ñõå-
ìû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîãîíêè � íåöåëåñîîáðàçíî, â ñâÿçè ñ ýòèì, â ïðîãðàììíîì êîì-
ïëåêñå â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé âàðèàíò àëãîðèòìà.

3. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà â ñëîå êàòàëèçàòîðà

Ìîäåëü ïðîöåññà íà çåðíå êàòàëèçàòîðà ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ìîäåëè ñëîÿ êàòà-
ëèçàòîðà, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü âõîäèò êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü â ïîëíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü àïïàðàòà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà â íåïîäâèæíîì ñëîå êàòàëèçàòîðà ðàññìàòðèâàëàñü
äëÿ äâóõ êèíåòè÷åñêèõ ðåæèìîâ - èçîòåðìè÷åñêîãî è àäèàáàòè÷åñêîãî [3].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî ðåæèìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñèñòåìû òðåõ óðàâíåíèé:

N1
∂C

∂τ
+N2

∂C

∂l
= −w

−∂ρ
∂τ

=
−βw
γK

(3.1)

N3
∂T

∂τ
+N4

∂T

∂l
= −qω

ñ åñòåñòâåííûìè íà÷àëüíûìè (3.2) è ãðàíè÷íûìè (3.2) óñëîâèÿìè:

τ = 0 : C = 0, ρl≥0 = ρ0, Tl≥0 = T0 (3.2)

l = 0 : Cτ>0 = C0, Tτ≥0 = T0, (3.3)
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ãäå N1 = γgε;N2 = V0/S;N3 = [γgεcg + γK(1− ε)cK ];N4 = V0cg/S .
Â ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: V0 � ìàññîâûé ïîòîê

êèñëîðîäñîäåðæàùåãî ãàçà ñ ïëîòíîñòüþ γg è òåïëîåìêîñòüþ cg , C � òåêóùàÿ êîíöåí-
òðàöèÿ êèñëîðîäà â íåì, ρ � ñîäåðæàíèå êîêñà íà êàòàëèçàòîðå, γK � íàñûïíàÿ ïëîò-
íîñòü êàòàëèçàòîðà, cK � åãî òåïëîåìêîñòü, ε � äîëÿ ñâîáîäíîãî îáúåìà â ñëîå, S �
ñå÷åíèå òðóáû, T � òåìïåðàòóðà ïðîöåññà, w � ñêîðîñòü ðåàêöèè, èçìåðåííóþ ïî êèñëî-
ðîäó è îòíåñåííóþ ê åäèíèöå ðåàêöèîííîãî îáúåìà, β � ñîîòíîøåíèå ñêîðîñòåé ðåàêöèè
ïî êèñëîðîäó è êîêñó, q � òåïëîâîé ýôôåêò ðåàêöèè.

Äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî ðåàêòîðà ∂T/∂l = 0 , è åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåæèì ñ ïîñòîÿí-
íîé â õîäå âñåé ðåãåíåðàöèè òåìïåðàòóðîé ∂T/∂τ = 0 , òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â (3.1)
ïåðåõîäèò â íåçàâèñèìîå óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû, à ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ
ïåðâûìè óðàâíåíèÿìè:

N1
∂C

∂τ
+N2

∂C

∂l
= −kC ρ

ρ0

− ∂ρ

∂τ
=

−β
γK

kC
ρ

ρ0

(3.4)

ñ íà÷àëüíûìè (3.5) è ãðàíè÷íûìè (3.6) óñëîâèÿìè

τ = 0 : C = 0, ρ = ρ0 (3.5)

l = 0 : C = C0 (3.6)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà îêèñëåíèÿ êîêñà â ðåàêòîðàõ ñ äâèæóùèìñÿ ñëîåì
êîíòàêòíîãî ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèÿìè ìàòåðèàëüíûõ áàëàíñîâ ïî êèñëîðîäó
è ïî êîêñó è óðàâíåíèåì òåïëîâîãî áàëàíñà:

C = C0 −
γK(1− ε)S

f
w;

−dρ
dl

=
βγK(1− ε)S

GK

w; (3.7)

GKcK
dT

dl
+ (fcV + λ1Sn + λeSe)T − (fcV TV + λ1SnTn + λeSeTe) = −qγK(1− ε)Sw

l = 0 : ρ = ρ0, T = T0 (3.8)

Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ ïðîöåññîâ ðåãåíåðàöèè â íåïîäâèæíîì è äâèæó-
ùåìñÿ ñëîå êàòàëèçàòîðà èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, èçëî-
æåííûå âûøå. Óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì â ïðîöåññå âûæèãà êîêñà ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòó-
ðà T0 (òåìïåðàòóðà êèñëîðîäñîäåðæàùåãî ãàçà íà âõîäå â ðåàêòîð), íà êîòîðóþ â ïðîöåññå
ïîèñêà ðåøåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ: T0min < T0 < T0max . T0min îïðåäåëÿåòñÿ èç
óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññà âûæèãà êîêñà â íà÷àëüíûé ïåðèîä,
T0max îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, òåðìîñòîéêîñòüþ êàòàëèçàòîðà. Êðîìå òîãî óïðàâëÿ-
þùèì âîçäåéñòâèåì ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ïîäà÷è âîçäóõà � N2 . Äëÿ ïðîöåññà ðåãåíåðà-
öèè, ïðîõîäÿùåé â äâèæóùåìñÿ ñëîå êîíòàêòíîãî ìàòåðèàëà, äîïîëíèòåëüíûìè óïðàâëÿ-
þùèìè âîçäåéñòâèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû êèñëîðîäñîäåðæàùåãî ãàçà, ïîñòóïàþùåãî â
ïåðâóþ è âòîðóþ çîíû ðåãåíåðàòîðû � u1, . . . , un .

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè: ïðè èçâåñòíûõ âõîäíûõ óñëîâèÿõ íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå U =
(T0, N2, u1, . . . , un) , ÷òîáû çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû tk âûïîëíÿëèñü îãðàíè÷åíèÿ,
íàëîæåííûå íà ñèñòåìó.
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Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ ðàáîòû èñïîëüçîâàëñÿ ïàðàëëåëüíûé ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì (ÏÃÀ) [4].

Ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ ðàáîòû äîâîëüíî òðóäî¼ìêàÿ çàäà÷à, òðåáóþùàÿ çíà-
÷èòåëüíîãî âðåìåíè ñ÷åòà. Ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû - èñïîëüçîâàíèå ïà-
ðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé (ñòàíäàðò MPI). Â êà÷å-
ñòâå ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà áûë âûáðàí ãëîáàëüíûé îäíî-
ïîïóëÿöèîííûé ÏÃÀ (ñõåìà "ìàñòåð - ïîä÷èíåííûå"), èìåþùèé îäíó ïðîñòðàíñòâåííî-
ðàñïðåäåëåííóþ ïîïóëÿöèþ. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà êîìïüþòåðå,
îñíàùåííîì ÷åòûð¼õÿäåðíûì ïðîöåññîðîì AMD Phenom X4. Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà (èñïîëüçóÿ ãèïîòåçó Ìèíêîâñêîãî) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå
3.1.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàâèñèìîñòü óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè, â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïðîöåññîðîâ

Èç ãðàôèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 3.1, ñëåäóåò, ÷òî ïàðàëëåëüíàÿ ïðîãðàììà ðà-
áîòàåò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì ïîñëåäîâàòåëüíàÿ. Íî ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëåå 8 ïðî-
öåññîðîâ íàáëþäàåòñÿ ñíèæåíèè ýôôåêòèâíîñòè ìåíåå 0.7 . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çàòðàòû
âðåìåíè íà ïåðåñûëêó äàííûõ íà÷èíàþò âîçðàñòàòü ïî ñðàâíåíèþ ñ âûèãðûøåì â ñêîðîñòè
âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû, ïðåäëàãàåòñÿ
â áóäóùåì èñïîëüçîâàòü îñòðîâíóþ ìîäåëü ÏÃÀ, òî åñòü èñïîëüçîâàíèå íåáîëüøîãî ÷èñëà
îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ ïîäïîïóëÿöèé è ìèãðàöèÿ îñîáåé ìåæäó íèìè.
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4. Îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ñòðóêòóðà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà REGENERATION

Íà îñíîâå âûøåèçëîæåííûõ àëãîðèòìîâ áûë ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
REGENERETION (ðèñóíîê 4.1), ðåàëèçóþùèé ðàñ÷åò ïðîöåññà îêèñëèòåëüíîé ðåãåíåðà-
öèè è ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà â ñðåäå Borland Develop Studio ñ
èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè OpenGl.

Îñíîâíîé ìîäóëü REGENERATION ïðåäîñòàâëÿåò èíòåðôåéñ ïðîãðàììû è ñëóæèò
ñâÿçóþùèì çâåíîì ñ äðóãèìè ìîäóëÿìè. Ìîäóëü Zern ñëóæèò äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññà ðåãå-
íåðàöèè äëÿ åäèíè÷íîãî çåðíà êàòàëèçàòîðà, ìîäóëè Izoterm, Adiab - äëÿ íåïîäâèæíîãî
ñëîÿ ïðè èçîòåðìè÷åñêîì è àäèàáàòè÷åñêîì ðåæèìå ñîîòâåòñòâåííî, à MoveSl - ïðåäíà-
çíà÷åí äëÿ àíàëèçà ïðîöåññà ðåãåíåðàöèè â äâèæóùåìñÿ ñëîå êîíòàêòíîãî ìàòåðèàëà.
Ìîäóëè Graph è 3DGraph ñëóæàò äëÿ âèçóàëèçàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Optim ðå-
àëèçóåò ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ çàäàííîãî ïðîöåññà, ïî îêîí÷àíèè ðàñ÷åòà äëÿ ýòîãî
ìîäóëÿ ñîçäàåòñÿ ôàéë ñ ðåçóëüòàòàìè.

Ðåøåíèå çàäà÷è íà åäèíè÷íîì çåðíå êàòàëèçàòîðà (ìîäóëü Zern) çàâèñèò îò øåñòè ïà-
ðàìåòðîâ: ðàäèóñà çåðíà, âðåìåíè êîíòàêòà, ñîäåðæàíèÿ êîêñà, âõîäíîé òåìïåðàòóðû êèñ-
ëîðîäà, êîíöåíòðàöèè êèñëîðîäà è êîëè÷åñòâà òî÷åê ðàçáèåíèÿ äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû. Â
äèàëîãîâîì îêíå ïðåäîñòàâëåíà âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ âðó÷íóþ èëè èç
òåêñòîâîãî ôàéëà. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà âûâîäÿòñÿ ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êèñëî-
ðîäà, óãëåðîäà, óãàðíîãî è óãëåêèñëîãî ãàçà è òåìïåðàòóðû çåðíà (ñ âîçìîæíîñòüþ âûáîðà
íåîáõîäèìîãî êîìïîíåíòà) îò ðàäèóñà çåðíà. Òàêæå áûëà ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷èòü çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû çåðíà â âèäå òðåõìåðíîé âèçóàëèçàöèè (ðèñóíîê
4.2).
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Ð è ñ ó í î ê 4.2

Òðåõìåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû â çåðíå êàòàëèçàòîðà

5. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ Regeneration äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññîâ
îêèñëèòåëüíîé ðåãåíåðàöèè êàòàëèçàòîðîâ, èñïîëüçóþùèé ïðåèìóùåñòâà ïàðàëëåëüíûõ
àðõèòåêòóð äëÿ ïðîâåäåíèÿ õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, ÷òî ïîçâîëèëî ñîêðàòèòü
âðåìÿ, òðåáóþùååñÿ äëÿ îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Áàëàåâ À.Â., Äðîáûøåâè÷ Â.È., Ãóáàéäóëëèí È.Ì., Ìàñàãóòîâ Ð.Ì. Èññëåäîâàíèå
âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ðåãåíåðàòîðàõ ñ íåïîäâèæíûì ñëîåì êàòàëèçàòîðà // Â ñá.:
"Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëîâûõ âîëí â ãåòåðîãåííûõ ñðåäàõ". Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, Ñèá.
îòä-íèå. � 1988. � Ñ.233-246.

2. Åíèêååâ Ì.Ð. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìà ìàòðè÷íîé ïðîãîíêè ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè ïðîöåññîâ âûæèãà êîêñà // Ñòóäåíò è íàóêà: Ìàòåðèàëû ñòóäåí÷åñêèõ íàó÷íûõ
êîíôåðåíöèé./ ãë.ðåä. Ð.Ô. Òàëèïîâ. � Óôà: ÐÈÖ ÁàøÃÓ, 2010.� Ñ. 3.

3. Æîðîâ Þ.Ì. Ìîäåëèðîâàíèå ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íåôòåïåðåðàáîòêè è
íåôòåõèìèè. - Ì.: Õèìèÿ, 1978. � 376 ñ., èë.

4. Ãëàäêîâ Ë. À., Êóðåé÷èê Â. Â., Êóðåé÷èê Â. Ì. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû: Ó÷åáíîå
ïîñîáèå. � 2-å èçä.. � Ì: Ôèçìàòëèò, 2006. � Ñ. 320.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 1



102

Developing of software for solution of optimization
problem of oxygen regeneration process.
c⃝ M. R. Enikeev4, L. V. Sayfullina5, I. M. Gubaydullin6

Abstract. In the work solution algorithm of optimization problem of oxygen regeneration process
is describe on di�erent levels: on the catalyst grain, on the �xed-bed and moving bed of catalyst, its
software implementation, representing the union of modules for appropriate levels with opportunity
of getting the dependence of grain temperature variation in the term of 3D-visualization.

Key Words: oxygen regeneration of catalysts, genetic algorithm, parallel computing.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æèçíü

Ê 100 - ëåòèþ Ìñòèñëàâà Âñåâîëîäîâè÷à Êåëäûøà

Ìñòèñëàâ Âñåâîëîäîâè÷ Êåëäûø ðîäèëñÿ 10 ôåâðàëÿ 1911 ãîäà â ã. Ðèãå. Ðîäèòåëè Ìñòè-
ñëàâà Âñåâîëîäîâè÷à ïðîèñõîäèëè èç äâîðÿíñêèõ ñåìåé. Îòåö Âñåâîëîä Ìèõàéëîâè÷ Êåë-
äûø áûë êðóïíûì èíæåíåðîì-ñòðîèòåëåì, àêàäåìèêîì è âèöå-ïðåçèäåíòîì Àêàäåìèè
ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû. Â 1915 ãîäó ñåìüÿ Êåëäûøåé ïåðååõàëà â Ìîñêâó. Ìñòè-
ñëàâ îêîí÷èë øêîëó ñî ñòðîèòåëüíûì óêëîíîì. Íî òàê êàê åìó èñïîëíèëîñü òîëüêî 16
ëåò, åãî íå ïðèíÿëè â èíæåíåðíî-ñòðîèòåëüíûé èíñòèòóò. È â 1927 ãîäó îí ïîñòóïàåò â
Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò íà ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ óíèâåðñèòåòà Ì. Â. Êåëäûø ñ 1931 ïî 1946 ãîäû ðàáîòàë â Öåí-
òðàëüíîì àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì èíñòèòóòå (ÖÀÃÈ) ñíà÷àëà èíæåíåðîì, à ñ 1941 ãîäà
- íà÷àëüíèêîì îòäåëà äèíàìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè. Ñ 1934 ãîäà Ìñòèñëàâ Âñåâîëîäîâè÷ ñîâ-
ìåùàåò ðàáîòó â ÖÀÃÈ è Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â. À. Ñòåêëîâà (ÌÈÀÍ).Â 1934
ãîäó Ì. Â. Êåëäûø ïîñòóïàåò â àñïèðàíòóðó ÌÈÀÍ. Â 1935 ãîäó åìó áåç çàùèòû äèññåð-
òàöèè ïðèñóæäàþò ñòåïåíü êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê; â 1936 - áåç çàùè-
òû ïîëó÷àåò ñòåïåíü êàíäèäàòà òåõíè÷åñêèõ íàóê è çâàíèå ïðîôåññîðà ïî ñïåöèàëüíîñòè
¾àýðîäèíàìèêà¿. Â ÿíâàðå 1938 ãîäà Ì. Â. Êåëäûø çàùèùàåò äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ
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íà òåìó ¾Î ïðåäñòàâëåíèè ðÿäàìè ïîëèíîìîâ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé¿.

Ñ 1939 ãîäà èìÿ Ì. Â. Êåëäûøà è åãî ðàáîòû çàñåêðå÷åíû â ñâÿçè ñ âûïîëíåíèåì
ðàáîò îñîáîé ãîñóäàðñòâåííîé âàæíîñòè. Â àïðåëå 1942 ã. Ì.Â. Êåëäûøó (ñîâìåñòíî ñ
Å.Ï. Ãðîññìàíîì) ïðèñóæäåíà Ñòàëèíñêàÿ ïðåìèÿ II ñòåïåíè çà íàó÷íûå ðàáîòû ïî ïðå-
äóïðåæäåíèþ ðàçðóøåíèé ñàìîëåòîâ: ¾Ðàñ÷åò ñàìîëåòà íà ôëàòòåð¿ (1940 ã.), ¾Êîëåáàíèÿ
êðûëà ñ óïðóãî ïðèêðåïëåííûì ìîòîðîì¿ è ¾Èçãèáíî-ýëåðîííûé ôëàòòåð¿ (1941 ã.).

Â èþíå 1943 ã. çà âûäàþùèåñÿ çàñëóãè â îáëàñòè íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò
â àâèàöèè Ì.Â. Êåëäûø íàãðàæäåí îðäåíîì Òðóäîâîãî Êðàñíîãî Çíàìåíè. 30 ñåíòÿá-
ðÿ 1943 ã. åãî èçáèðàþò ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì ÀÍ ÑÑÑÐ ïî Îòäåëåíèþ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Ñ 1942 ã. ïî 1953 ã. îí ïðîôåññîð ÌÃÓ. Íà ôèçèêî-òåõíè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå ÌÃÓ Ìñòèñëàâ Âñåâîëîäîâè÷ çàâåäîâàë êàôåäðîé òåðìîäèíàìèêè è âåë êóðñ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, à íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì - ÷èòàë ëåêöèè è ðóêîâîäèë íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêèì ñåìèíàðîì ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Â àïðåëå 1944 ã. â ÌÈÀÍ ñîçäàëè îòäåë ìåõàíèêè, êîòîðûì ñ èþíÿ 1944 ã. ïî èþíü
1953 ã. çàâåäîâàë Ì.Â. Êåëäûø. Ïðè îòäåëå íà÷àë ðàáîòàòü íàó÷íûé ñåìèíàð, îáúåäèíèâ-
øèé ñïåöèàëèñòîâ ïî àýðîäèíàìèêå. Ñ ýòîãî âðåìåíè îí çàíèìàåòñÿ ïðîáëåìàìè ðàêåòî-
äèíàìèêè è ïðèêëàäíîé íåáåñíîé ìåõàíèêè.

Âîéíà ïðîõîäèëà äëÿ Ìñòèñëàâà Âñåâîëîäîâè÷à â ðàáîòå íà àâèàöèîííûõ çàâîäàõ, ãäå
îí êàê ðóêîâîäèòåëü îòäåëà ÖÀÃÈ êóðèðîâàë ïðîòèâîôëàòòåðíûå êîíñòðóêöèè. Ïîÿâëå-
íèå ñëåäóþùåé ïðîáëåìû â ñàìîëåòîñòðîåíèè òåõ ëåò îáÿçàíî ïåðåõîäó íà òðåõîïîðíóþ
ñõåìó øàññè ñ ïåðåäíèì êîëåñîì. Îäíàêî, îí îêàçàëñÿ íå áåçáîëåçíåííûì: ïðè äîñòèæåíèè
íåêîòîðîé ñêîðîñòè ó ïåðåäíåé ñòîéêè øàññè íà÷èíàëèñü ñàìîâîçáóæäàþùèåñÿ êîëåáàíèÿ,
êîòîðûå ïðèâîäèëè ê åå ïîëîìêå. Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ¾øèììè¿. Èñïîëüçóÿ
îïûò, íàêîïëåííûé â èññëåäîâàíèÿõ ïî ôëàòòåðó, è âûñîêèé íàó÷íûé ïîòåíöèàë ìàòåìà-
òèêà è ìåõàíèêà, Ì.Â.Êåëäûø â ñâîåé ðàáîòå ¾Øèììè ïåðåäíåãî êîëåñà òðåõêîëåñíîãî
øàññè¿ (1945 ã.) ïîëíîñòüþ ðåøàåò ïðîáëåìó òåîðåòè÷åñêè è, êàê âñåãäà, ôîðìóëèðóåò
ïðàêòè÷åñêèå èíæåíåðíûå ðåêîìåíäàöèè, èçáàâëÿþùèå êîíñòðóêöèþ îò ýòîãî îïàñíîãî
ÿâëåíèÿ. Ðàáîòà áûëà óäîñòîåíà âòîðîé Ñòàëèíñêîé ïðåìèè â 1946 ã. È äî ñèõ ïîð ìàòå-
ìàòèêè íåèçìåííî ñîïðîâîæäàþò ýïèòåòîì ¾êðàñèâàÿ¿ ëþáîå óïîìèíàíèå î íåé.

30 íîÿáðÿ 1946 ã. Ì.Â. Êåëäûø èçáðàí äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè íàóê ïî Îò-
äåëåíèþ òåõíè÷åñêèõ íàóê. Íà ñëåäóþùèé æå äåíü åãî íàçíà÷àþò íà÷àëüíèêîì, à â àâãóñòå
1950 ã. - íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ÍÈÈ-1 (íûíå Èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð èì. Ì.Â. Êåë-
äûøà), çàíèìàþùåãîñÿ ïðîáëåìàìè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ðàêåòîñòðîåíèÿ. Ñ ýòîãî âðåìåíè
äåÿòåëüíîñòü Ìñòèñëàâà Âñåâîëîäîâè÷à ñâÿçàíà ñ ðàêåòíîé òåõíèêîé, àòîìíîé ýíåðãå-
òèêîé, îñâîåíèåì êîñìîñà è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêîé. Ïîòðåáîâàëèñü íîâûå ìåòîäû
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðåæäå âñåãî ýôôåêòèâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ðàñ÷åò. Èõ ðîæäå-
íèå è èñïîëüçîâàíèå êîðåííûì îáðàçîì èçìåíèëè îáùåíàó÷íîå çíà÷åíèå âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè.

Ñ ïðèõîäîì â ÍÈÈ-1 â ïîëå åãî òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïîïàäàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàí-
íûå ñ ñîçäàíèåì ðåàêòèâíûõ äâèãàòåëüíûõ óñòàíîâîê áîëüøîé ìîùíîñòè äëÿ îñíàùåíèÿ
êðûëàòûõ ðàêåò ñî âñåì øëåéôîì íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ âîïðîñîâ ïî ñâåðõçâóêîâîé ãàçîäè-
íàìèêå, òåïëîìàññîîáìåíó, òåïëîçàùèòå è äð.

Â 1953 ã. áûë ñîçäàí Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÀÍ ÑÑÑÐ (ÈÏÌ) âî ãëàâå ñ
Ì. Â. Êåëäûøåì, êîòîðûé îñòàâàëñÿ åãî áåññìåííûì äèðåêòîðîì äî 24 èþíÿ 1978 ã. Ñ
äåÿòåëüíîñòüþ èíñòèòóòà ñâÿçàíî ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè â íàøåé ñòðàíå.
Çäåñü ðàáîòàë öâåò íàó÷íîé ìûñëè.

Îäíîé èç çàäà÷, ñòîÿâøèõ ïåðåä âíîâü îðãàíèçîâàííûì èíñòèòóòòîì ÿâëÿëîñü îáåñïå-
÷åíèå ðàñ÷åòíûõ ðàáîò ïî çàäàíèÿì ÊÁ-11 (â íàñòîÿùåå âðåìÿ Ðîññèéñêèé ôåäåðàëü-
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íûé ÿäåðíûé öåíòð - Âñåîðîññèéñêèé íàó÷íî - èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé ôèçèêè). Ïåðâûå ðàñ÷åòû áûëè âûïîîëíåíû áîëüøèìè ãðóïïàìè äåâóøåê-
âû÷èñëèòåëüíèö íà êëàâèøíûõ ìàøèíàõ ôèðìû ¾Ìåðñåäåñ¿, çàòåì â èíñòèòóòå çàðà-
áîòàëà ïåðâàÿ îòå÷åñòâåííàÿ ÝÂÌ ¾Ñòðåëà¿. Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ âûáèðàëèñü ýô-
ôåêòèâíûå ñõåìû êîíñòðóêöèé è êîððåêòèðîâàëèñü ïåðâîíà÷àëüíûå îöåíêè. Ýòè ðàáîòû
áûëè âûïîëíåíû â âîçãëàâëÿåìîì Ì.Â.Êåëäûøåì èíñòèòóòå ãðóïïîé èñëåäîâàòåëåé, ñðå-
äè êîòîðûõ ìîæíî íàçâàòü èìåíà À. Í. Òèõîíîâà, Ê. À. Ñåìåíäÿåâà, À. À Ñàìàðñêîãî,
Â. ß Ãîëüäèíà, Á. Ë. Ðîæäåñòâåíñêîãî, Í. Í. ßíåíêî. Èìåííî ýòè ðàáîòû çàëîæèëè ôóí-
äàìåíò îòå÷åñòâåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Â 1954 ã. Ì.Â.Êåëäûø íàçíà÷àåòñÿ Ïðàâèòåëüñòâîì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ðàáîò ïî
ñîçäàíèþ ìåæêîíòèíåíòàëüíîé êðûëàòîé ðàêåòû ¾Áóðÿ¿, à Ñ.À.Ëàâî÷êèí - åå ãëàâíûì
êîíñòðóêòîðîì. Â 1960 ã. ïåðâàÿ â ìèðå êðûëàòàÿ ðàêåòà ¾Áóðÿ¿ ïðîøëà èñïûòàíèÿ è
ïîêàçàëà áîëåå âûñîêèå õàðàêòåðèñòèêè, ÷åì ðàçðàáàòûâàâøàÿñÿ â òå æå ãîäû àìåðèêàí-
ñêàÿ ¾Íàâàõî¿. Ðàáîòû â ÍÈÈ-1 òåñíî ïåðåïëåòàëèñü ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ðàçðàáîòêàìè
ïîä ðóêîâîäñòâîì Êåëäûøà â îòäåëå ìåõàíèêè è ÎÏÌ ÌÈÀÍ, ãäå â 1949 ãã. áûëè ðàç-
âåðíóòû ïèîíåðñêèå èññëåäîâàíèÿ ïî ðàêåòîäèíàìèêå è ïðèêëàäíîé íåáåñíîé ìåõàíèêå
(ìåõàíèêå êîñìè÷åñêîãî ïîëåòà), îêàçàâøèå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ðàêåòíîé
è êîñìè÷åñêîé òåõíèêè. Â 1953 ã. çäåñü áûëè ïðåäëîæåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû îïòèìàëü-
íûå ñõåìû ñîñòàâíûõ ðàêåò; áàëëèñòè÷åñêèé ñïóñê êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ñ îðáèòû è
ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü åãî èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ âîçâðàùåíèÿ êîñìîíàâòîâ; âîçìîæíàÿ ñòà-
áèëèçàöèÿ àïïàðàòà ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ïîëÿ çåìíîãî òÿãîòåíèÿ è ìíîãèå äðóãèå
èäåè.

Â 1954 ã. Ì.Â.Êåëäûøåì, Ñ.Ï.Êîðîëåâûì è Ì.Ê.Òèõîíðàâîâûì áûëî ïðåäñòàâëå-
íî ïèñüìî â Ïðàâèòåëüñòâî ñ ïðåäëîæåíèåì î ñîçäàíèè èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè
(ÈÑÇ). 30 ÿíâàðÿ 1956 ã. Ì.Â.Êåëäûø áûë íàçíà÷åí ïðåäñåäàòåëåì ñïåöèàëüíîé êîìèññèè
Àêàäåìèè íàóê ïî ÈÑÇ.

Ïîñëå çàïóñêà â 1957 ã. ïåðâîãî ÈÑÇ íà÷èíàåòñÿ íîâûé ýòàï â îñâîåíèè êîñìè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà. Â ÎÏÌ ÌÈÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì Êåëäûøà ðàçâîðà÷èâàþòñÿ ðàáîòû ïî
ñëåæåíèþ çà ÈÑÇ è ïðîãíîçèðîâàíèþ åãî òðàåêòîðèè, ïî áàëëèñòè÷åñêîìó ïðîåêòèðî-
âàíèþ ìåæïëàíåòíûõ ïîëåòîâ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ (ÊÀ) ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè
ýíåðãèè è äð. Ïðèìåðàìè áëåñòÿùèõ ðåøåíèé ñëóæàò: íàéäåííàÿ ñõåìà ðàçãîíà ÊÀ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì âûõîäà íà ïðîìåæóòî÷íóþ îðáèòó èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà, èñïîëüçîâàíèå
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíåòû äëÿ öåëåíàïðàâëåííîãî èçìåíåíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ.
Ýòè ðåøåíèÿ îêàçàëèñü ïðèíöèïèàëüíûìè äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïåðåëå-
òîâ. Íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèâîäèòü âåñü ïåðå÷åíü óñïåõîâ â îñâîåíèè áëèæíåãî è äàëüíåãî
êîñìîñà, ïèëîòèðóåìîé êîñìîíàâòèêå. Ýòè ìèðîâûå äîñòèæåíèÿ íàøåé ñòðàíû îáùåèç-
âåñòíû. Âåëèê â íèõ âêëàä Ì.Â.Êåëäûøà è êàê òåîðåòèêà êîñìîíàâòèêè è êàê íàó÷íîãî
êîîðäèíàòîðà îáùåãîñóäàðñòâåííûõ ïðîãðàìì.

28 ÿíâàðÿ 1960 ã. ðåøåíèåì Ïðàâèòåëüñòâà äëÿ êîîðäèíàöèè ðàáîò áûë îáðàçîâàí Ìåæ-
âåäîìñòâåííûé íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ñîâåò ïî êîñìè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì ïðè Àêàäåìèè
íàóê ÑÑÑÐ, è Ì.Â.Êåëäûø íàçíà÷åí åãî ïðåäñåäàòåëåì. Çàñëóãîé Ìñòèñëàâà Âñåâîëîäî-
âè÷à íà ýòîì ïîñòó áûëî ïðîâåäåíèå ñáàëàíñèðîâàííîé ïðîãðàììû èññëåäîâàíèé, îáåñ-
ïå÷èâøåé îðãàíè÷íîå ñî÷åòàíèå âñåõ àñïåêòîâ îñâîåíèÿ êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîä-
òâåðæäåíèåì òîìó ÿâèëèñü ìèðîâîå ïðèçíàíèå óñïåõîâ íàøåé ñòðàíû, óâàæåíèå è àâòî-
ðèòåò Ì.Â.Êåëäûøà, èçáðàííîãî â ìàå 1961 ã. ïðåçèäåíòîì Àêàäåìèè íàóê. Îí ðóêîâîäèë
Àêàäåìèåé 14 ëåò...

Âîçãëàâëÿÿ Àêàäåìèþ, Ìñòèñëàâ Âñåâîëîäîâè÷ âñåìåðíî ïîääåðæèâàë íîâûå íàïðàâ-
ëåíèÿ íàóêè (êâàíòîâàÿ ýëåêòðîíèêà è ìîëåêóëÿðíàÿ áèîëîãèÿ), ñïîñîáñòâîâàë ìåæäóíà-
ðîäíîìó ñîòðóäíè÷åñòâó ó÷åíûõ, ñ÷èòàÿ, ÷òî íàóêà äîëæíà ñëóæèòü âñåìó ÷åëîâå÷åñòâó.
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Áëàãîäàðÿ ñâîåìó òàëàíòó îí áûñòðî îðèåíòèðîâàëñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé
íàóêè, çàìå÷àë ðîñòêè íîâîãî, ïðîäâèãàë èññëåäîâàíèÿ ïî íàèáîëåå àêòóàëüíûì è ïåð-
ñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèÿì. Â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè ñðåäñòâ Ì.Â. Êåëäûø ïðèçûâàë
ó÷åíûõ ïðåäåëüíî îáîñíîâàííî îïðåäåëÿòü, ¾÷òî ïîääåðæàòü, à ÷òî ìåíåå ïîääåðæàòü¿.

Ìñòèñëàâà Âñåâîëîäîâè÷à çíàëè âî âñåì ìèðå, îòîæäåñòâëÿÿ óñïåõè ñîâåòñêîé íàóêè
ñ åãî ëè÷íîñòüþ. Â ýòîò ïåðèîä êîñìîíàâòèêà ñòàëà ïðåäìåòîì ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ
Ìñòèñëàâà Âñåâîëîäîâè÷à, íåäàðîì åãî ñ÷èòàëè Òåîðåòèêîì êîñìîíàâòèêè. Ïîä åãî ðó-
êîâîäñòâîì ðàçâèâàëèñü íîâûå íàïðàâëåíèÿ â èññëåäîâàíèè êîñìîñà, ñîçäàíû Èíñòèòóò
êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è Èíñòèòóò ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì.

Àêàäåìèê Ì.Â. Êåëäûø çàíèìàëñÿ ñàìûìè àêòóàëüíûìè ãîñóäàðñòâåííûìè çàäà÷àìè.
Ñ íèì ðàáîòàëè òàëàíòëèâûå, óâëå÷åííûå ëþäè, åäèíîìûøëåííèêè è îïïîíåíòû. Îí æå
âñåãäà áûë èõ ïðèçíàííûì ëèäåðîì, êîìïåòåíòíûì è áåñïðèñòðàñòíûì àðáèòðîì.

Ãîâîðèòü î ðàáîòàõ Ì.Â.Êåëäûøà ïî ôëàòòåðó è øèììè ïðîùå, ÷åì î åãî ðàáîòàõ ïî
ìàòåìàòèêå, âûïîëíåííûõ â òå æå ãîäû. Çíà÷èìîñòü ýòèõ ðàáîò äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè-
êè íè÷óòü íå ìåíüøàÿ, ÷åì íàçâàííûõ âûøå äëÿ àâèàöèè, òåì áîëåå, ÷òî ïîñëåäíèå åäâà
ëè ìîãëè áûòü âûïîëíåíû áåç ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäå-
ëàõ ìàòåìàòèêè. Ïî-âèäèìîìó, ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîäâèæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêå,
âûòåêàâøèå èç ðàáîò Ì.Â.Êåëäûøà ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé, ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëè-
çó, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, áûëè îáóñëîâëåíû åãî óìåíèåì, ñîõðàíèâ ñóùåñòâî
ïðîáëåìû, ñôîðìóëèðîâàòü ðåøàåìóþ çàäà÷ó â íàèáîëåå ïðîñòîì âèäå. Âëàäåÿ â ñîâåð-
øåíñòâå çíàíèÿìè ðàçíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, îí óìåë íàõîäèòü è ñòðîèòü íåîæèäàííûå
àíàëîãèè è òåì ñàìûì ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü êàê èìåþùèéñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïà-
ðàò, òàê è ñîçäàâàòü íîâûé. Ñëåäóåò îñîáåííî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, êàçàëîñü áû, àáñòðàêòíûå
ðàáîòû Ìñòèñëàâà Âñåâîëîäîâè÷à, íàïðèìåð, ïî ãëóáîêî ðàçðàáîòàííîé èì òåîðèè íåñà-
ìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, èñõîäÿò èç êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå ïî
êîëåáàíèÿì êîíñòðóêöèé ñ äèññèïàöèåé ýíåðãèè.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû Ì.Â. Êåëäûøà ïîñâÿùåíû òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíî-
ãî è êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ôóíêöèîíàëüíîìó
àíàëèçó. Áîëüøîé êðóã ïðîáëåì ðåøåí â åãî òðóäàõ ïî òåîðèè ïîòåíöèàëà è êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñþäà â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî
ðàçðåøèìîñòè, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà.

Â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé çà÷àñòóþ íóæíî çíàòü, áóäåò ëè óñòîé-
÷èâî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå íå òîëüêî ïðè èçìåíåíèè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé, íî è ïðè
âàðèàöèè ãðàíèöû îáëàñòè. Ì.Â. Êåëäûø äàë çàêîí÷åííóþ òåîðèþ ýòîãî âîïðîñà, ïî-
êàçàâ, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå óñòîé÷èâà âíóòðè îáëàñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíî-
æåñòâî òî÷åê ãðàíèöû, â êîòîðûõ íåò óñòîé÷èâîñòè, èìååò ãàðìîíè÷åñêóþ ìåðó íóëü, à
óñòîé÷èâîñòü â çàìêíóòîé îáëàñòè èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ òî÷êà
ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñòîé÷èâîñòè. Îí âûâåë òàêæå êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè òî÷êè
ãðàíèöû è òîíêèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè äëÿ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ êîíå÷íûì ÷èñëîì
æîðäàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Â èòîãå ýòèõ èññëåäîâàíèé êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îòíîñÿùàÿñÿ
ê ïðîáëåìå Äèðèõëå, ïðèîáðåëà íûíåøíþþ ïîëíîòó è ñòðîéíîñòü.

Âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò òðóäû Ì.Â. Êåëäûøà ïî âûðîæäàþùèìñÿ íà ãðàíèöå äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ðàññìàòðèâàÿ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ,
âûðîæäàþùåãîñÿ íà ÷àñòè ãðàíèöû, îí óñòàíîâèë, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà âû-
ðîæäåíèÿ ïî-ðàçíîìó ñëåäóåò çàäàâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ, è óêàçàë êîððåêòíûå ïîñòàíîâêè
çàäà÷. Åãî èäåè è âûâîäû ñòàëè èñõîäíûìè äëÿ ïîñëåäóþùèõ ðàáîò â ýòîé îáëàñòè, âû-
ïîëíåííûõ ó íàñ è çà ðóáåæîì.

Áîëüøîé öèêë èññëåäîâàíèé âûïîëíåí Ì.Â. Êåëäûøåì ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-
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öèé ïîëèíîìàìè â êîìïëåêñíîé îáëàñòè, ãàðìîíè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, öåëûìè ôóíêöè-
ÿìè. Çäåñü èçó÷àåòñÿ øèðîêèé êðóã çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ ÷àñòî âûõîäèò çà ïðåäåëû
èíòåðåñîâ òåîðèè ïðèáëèæåíèé è ïðåäñòàâëÿåò ïî ñóùåñòâó íîâûå òîíêèå òåîðåìû î ïî-
âåäåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è èõ ñâîéñòâàõ.

Ðåçóëüòàòû ðàáîò ïî ïðèáëèæåíèþ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ðÿäàìè ïî-
ëèíîìîâ ÿâëÿþòñÿ îñíîâîïîëàãàþùèìè â äàííîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè. Â íèõ ðàçðàáîòà-
íà òåîðèÿ ïîëíîòû ñèñòåì îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ïî êîíòóðó è ïî ïëîùàäè îáëàñòè.
Ì. Â. Êåëäûø ðåøèë îñíîâíûå âîïðîñû î ïîëíîòå ñèñòåì ïîëèíîìîâ, îðòîãîíàëüíûõ ïî
ïëîùàäè îáëàñòè, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâèë çàìå÷àòåëüíóþ òåîðåìó î âîçìîæíîñòè ââåäåíèÿ
âåñà, îáåñïå÷èâàþùåãî ïîëíîòó â ëþáîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Åìó óäàëîñü ðàçðåøèòü äî
êîíöà âåñüìà òðóäíóþ çàäà÷ó î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäà-
ìè ïîëèíîìîâ â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ. Ýòè ïðîáëåìû äîëãîå âðåìÿ ïðèâëåêàëè âíèìàíèå
ìíîãèõ ñîâåòñêèõ è èíîñòðàííûõ ó÷åíûõ. Èç ðàáîò Ì. Â. Êåëäûøà è Ì. À. Ëàâðåíòüåâà
âûðîñëà ñîâåòñêàÿ øêîëà ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé â êîìïëåêñíîé îáëàñòè, øèðîêî èçâåñò-
íàÿ ñâîèìè âûäàþùèìèñÿ ðåçóëüòàòàìè.

Ì.Â. Êåëäûø âïåðâûå äîêàçàë ïîëíîòó ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíê-
öèé äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ðåøèâ âîïðîñû, íå ïîä-
äàâàâøèåñÿ â òå÷åíèå äîëãèõ ëåò óñèëèÿì ðÿäà âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ. Îí èçó÷èë
òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ îáùèõ íåñàìîñîïðÿæåííûõ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì áûëà îòêðûòà íîâàÿ òåîðåìà òàóáåðîâà òèïà, ñóùåñòâåí-
íî îáîáùàþùàÿ êëàññè÷åñêèå òåîðåìû, è ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òàêèõ
òåîðåì. Èäåè è ìåòîäû, çàëîæåííûå â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ëèíåéíûõ íåñàìîñîïðÿ-
æåííûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëèëè åå ðàçâèòèå íà ìíîãèå ãîäû.

Ñ èìåíåì Ì.Â. Êåëäûøà ñâÿçàíî ñòàíîâëåíèå íîâîé íàóêè - âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-
ìàòèêè, âîçíèêøåé èç çàäà÷ íîâîé òåõíèêè, íà áàçå êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè è íîâûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ. Ñîçäàíèþ ýòîé íàóêè îáÿçàíû ìíîãèå ôóíäàìåíòàëüíûå äîñòè-
æåíèÿ ñîâðåìåííîñòè.

Äî êîíöà æèçíè îí îñòàâàëñÿ ïàòðèîòîì ñòðàíû, íàñòîÿùèì ðóññêèì èíòåëëèãåíòîì.
Êîãäà òÿæåëàÿ áîëåçíü è îïåðàöèÿ íà ñîñóäàõ, ïåðåíåñåííàÿ èì â 1973 ã., íå ïîçâîëèëè
ïðîäîëæàòü ðàáîòó â ïðèâû÷íîì ðèòìå, îí îòêàçàëñÿ îò ïîñòà ïðåçèäåíòà ÀÍ ÑÑÑÐ. Â
ïîñëåäíèå òðè ãîäà æèçíè Ì.Â. Êåëäûø - ÷ëåí Ïðåçèäèóìà ÀÍ, ïðåäñåäàòåëü Êîìèòå-
òà ïî Ëåíèíñêèì è Ãîñóäàðñòâåííûì ïðåìèÿì ïðè Ñîâåòå Ìèíèñòðîâ ÑÑÑÐ è äèðåêòîð
ÈÏÌ.

¾Óíèêàëüíûì äàðîì Ìñòèñëàâà Âñåâîëîäîâè÷à, âûäåëÿâøèì åãî ñðåäè ìíîãèõ, áûëî
óìåíèå âíèêíóòü â ñóùåñòâî äåëà áóêâàëüíî íà õîäó, ïèøåò Ì. Ð. Øóðà-Áóðà. - Áûâàëî,
ïîñëóøàâ èíôîðìàöèþ î ïðîáëåìå, êîòîðîé ðàíåå íå çàíèìàëñÿ, îí çàäàâàë ñàìûå ñóùå-
ñòâåííûå âîïðîñû, ìãíîâåííî ñõâàòûâàë ñàìîþ ñóòü. Åìó ¾ëàïøó âåøàòü íà óøè¿ áûëî
ñîâåðøåííî áåñïîëåçíî, îí ýòî ìãíîâåííî ïîíèìàë. Îí óìåë ÷åòêî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó
è íàìåòèòü, ïî êàêîìó ïóòè åå íóæíî ïîïûòàòüñÿ ðåøàòü. Çà ñâîþ óæå äîëãóþ æèçíü ÿ
íè ó êîãî íå âñòðå÷àë òàêîãî ÿðêîãî è ñâåòëîãî óìà, êîòîðûé ìîã óõâàòèòü ñàìîå ãëàâíîå
â ëþáîì âîïðîñå. Ýòî áûë ÷åëîâåê, âñå áûñòðî è ãëóáîêî ïîíèìàâøèé.¿

Çàñëóãè àêàäåìèêà Ì.Â. Êåëäûøà âûñîêî îöåíåíû. Îí òðèæäû ãåðîé Ñîöèàëèñòè÷å-
ñêîãî Òðóäà (1956, 1961, 1971 ã.), ëàóðåàò Ëåíèíñêîé (1957 ã.) è Ãîñóäàðñòâåííûõ (1942,
1946 ã.) ïðåìèé, íàãðàæäåí ñåìüþ îðäåíàìè Ëåíèíà, òðåìÿ îðäåíàìè Òðóäîâîãî Êðàñíîãî
Çíàìåíè, øåñòüþ èíîñòðàííûìè îðäåíàìè è ìíîãèìè ìåäàëÿìè. Ìñòèñëàâ Âñåâîëîäîâè÷
áûë èçáðàí èíîñòðàííûì ÷ëåíîì 16 Àêàäåìèé ìèðà, ïî÷åòíûì äîêòîðîì 6 óíèâåðñèòå-
òîâ. Åìó óñòàíîâëåíû ïàìÿòíèêè â Ìîñêâå è Ðèãå, ïàìÿòíûå äîñêè íà çäàíèÿõ, ãäå îí
æèë (Âîðîáüåâñêîå øîññå) è ðàáîòàë (ÌÃÓ è ÈÏÌ). Ïàìÿòü î Ì.Â. Êåëäûøå óâåêîâå-
÷åíà â íàçâàíèÿõ èíñòèòóòîâ (ÈÏÌ è ÈÖ), íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ñóäíà, ïëîùàäè
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â Ìîñêâå, êðàòåðà íà Ëóíå è ìàëîé ïëàíåòû Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Çîëîòóþ ìåäàëü èìå-
íè Ì.Â. Êåëäûøà âðó÷àåò Ðîññèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê çà âûäàþùèåñÿ íàó÷íûå ðàáîòû
â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, à òàêæå òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïî
îñâîåíèþ êîñìè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ñòàòüÿ ñîñòàâëåíà ïî ìàòåðèàëàì ïóáëèêàöèé î Ì.Â.Êåëäûøå.

Ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ.
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äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\bibitem, èìåþùèõ îäèí ïàðàìåòð:

\bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Äëÿ çàìåòîê
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