
ISSN 2079 � 6900

Òîì 12, • 2

2010





Ñðåäíåâîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî

Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà

Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà

Òîì 12, • 2

Èçäàåòñÿ ñ äåêàáðÿ 1998 ãîäà

Âûõîäèò äâà ðàçà â ãîä

Ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ: Â. Ô. Òèøêèí (ãëàâíûé ðåäàêòîð),

Ì. Ò. Òåðåõèí (çàì. ãëàâíîãî ðåäàêòîðà),

Ë. À. Ñóõàðåâ (îòâåòñòâåííûé ñåêðåòàðü),

Ï. À. Øàìàíàåâ (çàì. îòâ. ñåêðåòàðÿ),

È. Â. Áîéêîâ, Ï. À. Âåëüìèñîâ, Â. Ê. Ãîðáóíîâ,

Â. Ç. Ãðèíåñ, Þ. Í. Äåðþãèí, À. Ô. Çóáîâà,

Å. Á. Êóçíåöîâ, Á. Â. Ëîãèíîâ, Ñ. È. Ñïèâàê,

Â. À. Òðåíîãèí

ÑÂÌÎ

Ñàðàíñê

2010



2

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿, ïóáëèêóåò

îáçîðíûå ñòàòüè ïî íàèáîëåå àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì ìàòåìàòèêè,

êðàòêèå ñîîáùåíèÿ Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà è

èíôîðìàöèþ î ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è çà ðóáåæîì. Ïðåä-

íàçíà÷àåòñÿ äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, ïðåïîäàâàòåëåé, àñïèðàíòîâ è

ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ.

Æóðíàë çàðåãèñòðèðîâàí â Ôåäåðàëüíîé ñëóæáå ïî íàäçîðó â ñôåðå ñâÿçè, èíôîðìà-

öèîííûõ òåõíîëîãèé è ìàññîâûõ êîìììóíèêàöèé (Ðîñêîìíàäçîð). Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãè-

ñòðàöèè ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè ÏÈ • ÔÑ77-37887 îò 23 îêòÿáðÿ 2009 ãîäà.

Ó÷ðåäèòåëü � Ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíåâîëæñêîå ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îáùåñòâî¿, Ãîñóäàðñòâåííîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî ïðîôåññè-

îíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà¿.

Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. Òîì 12, • 2

Êîìïüþòåðíàÿ âåðñòêà: Æàëíèí Ð. Â.

Êîððåêòîðû: Àòðÿõèí Â. À., Åãîðîâà Ä. Ê., Íàïàëêîâà Þ. Â.

Èçäàåòñÿ â ÍÈÈ ìàòåìàòèêè Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

èì. Í.Ï. Îãàðåâà

Àäðåñ ðåäàêöèè: 430000, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, 68, ÍÈÈ ìàòåìàòèêè (êîìí. 210).

Òåë.: (834-2) 29-07-32

E-mail äëÿ ñòàòåé: journal@svmo.ru

E-mail äëÿ îðãàíèçàöèîííûõ âîïðîñîâ: svmo@svmo.ru, conf@svmo.ru

Web: http://www.svmo.ru

ISSN 2079 � 6900

c Îôîðìëåíèå. Ñðåäíåâîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî, 2010



Ñîäåðæàíèå 3

Ñîäåðæàíèå

Ðåäàêöèîííàÿ ñòðàíèöà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

Â. Ç. Ãðèíåñ, Þ. À. Ëåâ÷åíêî, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ

Î ñòðóêòóðå 3-ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî A-äèôôåîìîðôèçì

ñ äâóìåðíûì ïîâåðõíîñòíûì íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì . . . . . 7

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Å. Á. Êóçíåöîâ, Ï. À. Ôèëàòîâ

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî

ïàðàìåòðó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïîâåðõíîñòåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4. Âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Ì. Â. Òèõîíîâà, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí, Ñ. È. Ñïèâàê

×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ìåòîäàìè Ðî-

çåíáðîêà è Ìèøåëüñåíà äëÿ æåñòêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 30

3.1. Ìåòîä Ðîçåíáðîêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2. Ìåòîä Ìèøåëüñåíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

Î. À. Àíòîíîâà, Ñ. À. Ìóñòàôèíà, Ñ. È. Ñïèâàê

Êà÷åñòâåííàÿ îöåíêà âëèÿíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè â êèíåòè÷åñêèõ

ïàðàìåòðàõ íà ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè . . . . . . . 34

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Ì. Â. Áóëàòîâ, Ì. Í. Ìà÷õèíà

Îá îäíîì êëàññå èíòåãðî�àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåí-

íûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41



4 Ñîäåðæàíèå

4. Èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Ò. À. Ãóðèíà, È. À. Äîðîôååâ

Ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áèôóðêàöèé â ñèñòåìå òèïà Ëîðåíöà . . 46

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2. Èññëåäîâàíèå îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû Øàïîâàëîâà. . . . . . . . . . . . . . . . 47

3. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå. . . . . 48

4. Ïîèñê ñåäëîâûõ öèêëîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5. Ïîèñê ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñåäëî-óçëà. . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6. Ïîèñê ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñåäëî-ôîêóñà. . . . . . . . . . . . . . . . 53

Ä. Ê. Åãîðîâà

Îá îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ . . . . . . . 56

Î. Å. Êàëåäèí, Ë. À. Ñóõàðåâ

Î ïîñòðîåíèè êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ áàçû äàííûõ . . . . 61

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2. Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Ô. Â. Ëóáûøåâ, À. Ð. Ìàíàïîâà

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðîèç-

âîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè ñ óïðàâëåíèÿìè â êîýôôèöèåíòå íåëè-

íåéíîãî ÷ëåíà è ïðàâîé ÷àñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è èõ êîððåêòíîñòü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Êîððåêòíîñòü àïïðîêñèìàöèé 69

4. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ, ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî ôóíêöè-

îíàëà, ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ôóíêöèîíàëó, ñõîäèìîñòü ïî

óïðàâëåíèþ. Ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà, Î. Â. Ïî÷èíêà, À. Å. Øèøåíêîâà

Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

1. Êëàññ � äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé

ñîïðÿæåííîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

2. Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Ñ. Â. Ïàâëèêîâ

Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì 86

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïðåäåëüíûå óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

2. Òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

Þ. À. Ïàðô¼íîâà

Ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïðèìàëüíî-

ãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðå . . . . . 95



Ðåäàêöèîííàÿ ñòðàíèöà 5

1. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêèõ â øàðå. . . 95

2. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè. . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

Ä. Â. Ïàøóòêèí

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà íåëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

2. Êîíòðïðèìåð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

Ä. Ã. Ðàõèìîâ

Î âû÷èñëåíèè êðàòíûõ ôðåäãîëüìîâûõ òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåê-

òðà ëèíåéíûõ îïåðàòîð-ôóíêöèé ìåòîäîì ëîæíûõ âîçìóùåíèé . 106

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

3. Ñâåäåíèå ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4. Ñëó÷àé êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñ ÎÆÍ. . . . . . . . . . . . . . . . . 110

Â. È. Ñàôîíêèí

Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé íà

ìíîãîîáðàçèÿõ ïåðåêëþ÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

3. Ðåøåíèå çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4. Âûâîäû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé äëÿ ïóáëèêàöèè

â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

Àëôàâèòíûé óêàçàòåëü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121



6 Ðåäàêöèîííàÿ ñòðàíèöà

Îò ðåäàêöèè

Ñ ýòîãî ãîäà âûõîäèò îäèí òîì æóðíàëà â ÷åòûðåõ íîìåðàõ â ãîä. Â ïåðâûõ äâóõ íîìå-

ðàõ 12-ãî òîìà æóðíàëà îïóáëèêîâàíû ìàòåðèàëû IX êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè¿ ñ ó÷àñòèåì çàðóáåæíûõ

ó÷åíûõ, ðåêîìåíäîâàííûå ðåäàêöèåé ê ïóáëèêàöèè. Êîíôåðåíöèÿ ïîääåðæàíà ãðàíòîì

ÐÔÔÈ •10-01-06048-ã.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ!
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ÓÄÊ 513.83

Î ñòðóêòóðå 3-ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî

A-äèôôåîìîðôèçì ñ äâóìåðíûì ïîâåðõíîñòíûì

íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì

c Â. Ç. Ãðèíåñ

1

, Þ. À. Ëåâ÷åíêî

2

, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ

3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå

A Ñ. Ñìåéëà òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M 3
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæå-

ñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ àòòðàê-

òîðîâ è ðåïåëëåðîâ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî M 3
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì

íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì ãîìåîìîðôíûì äâóìåðíîìó òîðó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: A-äèôôåîìîðôèçì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, àòòðàêòîð, ðåïåëëåð,

ðàññëîåíèå

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âçàèìî-

ñâÿçè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûì êëàññîì äèôôåîìîðôèçìîâ è òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèÿ,

íà êîòîðîì îíè çàäàíû. Íàïðèìåð, Äæ. Ôðàíêñ [4] è Ø. Íüþõàóñ [5] ïîêàçàëè, ÷òî ëþáîé

àíîñîâñêèé äèôôåîìîðôèçì êîðàçìåðíîñòè 1 ñîïðÿæåí ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèç-

ìîì òîðà

4

. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàþùåå òàêèå äèôôåîìîðôèçìû, ãî-

ìåîìîðôíî òîðó Tn
. Â.Ç. Ãðèíåñ è Å.Â. Æóæîìà ïîêàçàëè â [3] (ðåçóëüòàò àíîíñèðîâàí

â [6]), ÷òî åñëè çàìêíóòîå n -ìíîãîîáðàçèå M n
, n > 2 , äîïóñêàåò ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-

âûé äèôôåîìîðôèçì f ñ îðèåíòèðóåìûì ðàñòÿãèâàþùèì àòòðàêòîðîì êîðàçìåðíîñòè 1,

òîãäà ìíîãîîáðàçèå M n
ãîìîòîïíî ýêâèâàëåíòíî òîðó Tn

è ãîìåîìîðôíî Tn
äëÿ n 6= 4 .

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä A -äèôôåîìîðôèçìîì òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ f : M 3 ! M 3

ïîíèìàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå A , ââåäåííîé Ñ. Ñìåéëîì [7]:

1. ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê 
( f ) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì;

2. ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â 
( f ) .

Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà [7] íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî 
( f ) A -

äèôôåîìîðôèçìà f ïpåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúeäèíåíèÿ ïîïàpíî íåïåpåñåêàþ-

ùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpèàíòíûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, êàæäîå

èç êîòîpûõ ñîäåpæèò âñþäó ïëîòíóþ òpàåêòîpèþ.

Áàçèñíîå ìíîæåñòâî � íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñò-

íîñòü U ìíîæåñòâà � òàêàÿ, ÷òî

f (U) � intU; � =
\

k� 0

f k(U):

1

Ïðîôåññîð, ÍÃÑÕÀ, Íèæíèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru.

2

Àñïèðàíò, ÍÃÑÕÀ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ULev4enko@gmail.com.

3

Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä;

medvedev@unn.ac.ru.

4

Ïóñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : Rn ! Rn
çàäàåòñÿ íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé ñ îïðåäå-

ëèòåëåì +1 èëè � 1 è íå èìåþùåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå. Òîãäà L çàäàåò

îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå FL òîðà Tn
, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, • 2



8 Â. Ç. Ãðèíåñ, Þ. À. Ëåâ÷åíêî, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ

Áàçèñíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ äèôôåî-

ìîðôèçìà f � 1
.

Ñëåäóÿ [1] áàçèñíîå ìíîæåñòâî � � 
( f ) äèôôåîìîðôèçìà f : M 3 ! M 3
íàçû-

âàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé

ïîâåðõíîñòè M 2
� ðîäà g � 0 òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â ìíîãîîáðàçèå M 3

, íàçûâàåìîe

íîñèòåëåì äëÿ � .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ A -äèôôåîìîðôèçìîâ f : M 3 ! M 3
,

íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòíûõ äâó-

ìåðíûõ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî äèôôåîìîð-

ôèçìû èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f : M 3 ! M 3 A -äèôôåîìîðôèçì, íåáëóæäàþùåå ìíî-

æåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ àòòðàê-

òîðîâ è ðåïåëëåðîâ. Òîãäà M 3
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä îêðóæ-

íîñòüþ ñî ñëîåì ãîìåîìîðôíûì äâóìåðíîìó òîðó.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü Sg ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g � 0 (âîçìîæíî ñ

êðàåì) è W � ãëàäêîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (âîçìîæíî ñ êðàåì). Íàïîìíèì, ÷òî

äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü Sg � W íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé â W , åñëè ñóùå-

ñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå (ãîìåîìîðôèçì íà îáðàç) h : Sg � [� 1; 1] ! W òàêîå,

÷òî h(Sg � f 0g) = Sg . Ïðè ýòîì öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ ïîâåðõíîñòü Sg íàçûâàåòñÿ

ñîáñòâåííî âëîæåííîé, åñëè h(@Sg � [� 1; 1]) � @W.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü Sg äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g � 1 öèëèí-

äðè÷åñêè è ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ â 3 -ìíîãîîáðàçèå W . Ãîâîðÿò, ÷òî Sg ÿâëÿåòñÿ

íåñæèìàåìîé â W åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ëþáàÿ ïðîñòàÿ êðèâàÿ  â

Sg , êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò âëîæåííûé äèñê D � W , ÷üÿ âíóòðåííîñòü èìååò ïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå ñ Sg , ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïíîé íóëþ êðèâîé íà Sg è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷è-

âàåò íåêîòîðûé äèñê íà Sg .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. ([8], ñëåäñòâèå 3.2) Ïóñòü F � íåñæèìàåìàÿ îðèåí-

òèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðè÷åñêè è ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ â Sg � [0; 1] , g � 1 , òàê

÷òî @F� Sg � f 1g . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü F1 � Sg � f 1g , êîòîðàÿ ãîìåîìîðôíà

F è òàêàÿ, ÷òî @F= @F1 è F [ F1 îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü � â Sg � [0; 1] , çàìûêàíèå

êîòîðîé ãîìåîìîðôíî F � [0; 1] .

Ïóñòü Sg ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ ðîäà g � 1 . Ïîëîæèì Pg = Sg � [0; 1] , òîãäà ãðàíèöà

@Pg ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè S(0)
g and S(1)

g , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà

Sg . Ïóñòü F � int P g öèëèíäðè÷åñêè âëîæåíà â int P g . Ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü F
ðàçäåëÿåò S(0)

g è S(1)
g åñëè S(0)

g è S(1)
g ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè

Pg n F .

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 3.1 èç [2].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ

ïîâåðõíîñòü F � int P g íå ðàçäåëÿåò S(0)
g è S(1)

g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿ-

åòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îáëàñòè D � int P g .
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Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü F çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g � 1
íå îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü è öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ â intP g . Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ

íåñæèìàåìîé ïîâåðõíîñòüþ â intP g .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ

çàìêíóòàÿ êðèâàÿ C � F , íåãîìîòîïíàÿ íóëþ íà F è îãðàíè÷èâàþùàÿ öèëèíäðè÷åñêè

âëîæåííûé äâóìåðíûé çàìêíóòûé äèñê D òàêîé, ÷òî intD \ (F [ @Pg) = ; . Âûáåðåì

çàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü U(D) � intP g äèñêà D , ïðèíàäëåæàùóþ îòêðûòîé îêðåñòíîñòè

V(D) � intP g òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : V(D) ! D � (� 1; 1)
òàêîé, ÷òî h(C) = D � f 0g , h� 1(@D � (� 1; 1) � F è h� 1(D � [� 0; 5; 0; 5]) = U(D) .

Ïîëîæèì Q = ( F n h� 1(@D � (� 1; 1)) [ h� 1(D � f� 1g) [ h� 1(D � f 1g) .

Ìîãóò áûòü äâà ñëó÷àÿ:

1) ïîâåðõíîñòü Q ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû;

2) ïîâåðõíîñòü Q ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò Q1; Q2 .

Ïîêàæåì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ïîëó÷åííûõ ïîâåðõíîñòåé íå

îãðàíè÷èâàåò îáëàñòè â intP g .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Â ïåðâîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç W0 îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ

ïîâåðõíîñòüþ Q .

Âî âòîðîì ñëó÷àå äëÿ ïîâåðõíîñòè Qi îáîçíà÷èì ÷åðåç Wi îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ

Qi , i 2 f 1; 2g .

Äàëåå, ìîãóò áûòü äâå âîçìîæíîñòè.

a) U(D) \ Wi = ; äëÿ ëþáîãî i = 0; 1; 2 .

b) ñóùåñòâóåò i 2 f 0; 1; 2g , äëÿ êîòîðîãî U(D) \ Wi 6= ;
Â ñëó÷àå a) ïîâåðõíîñòü F îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü W0 [ (U(D) n h� 1(@D � [� 1; 1])) â

ñëó÷àå 1) è W1 [ W2 [ (U(D) n h� 1(@D � [� 1; 1])) â ñëó÷àå 2). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé b).

Åñëè U(D) \ W0 6= ; , òî îáëàñòü W0 n cl U(D) îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòüþ F .

Åñëè U(D) \ W1 6= ; , òî W 2 � W1 è ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü W1 n cl (W2 [ U(D))
îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòüþ F .

Àíàëîãè÷íî, åñëè U(D) \ W2 6= ; , òî îáëàñòü W2 n cl (W1 [ U(D)) îãðàíè÷åíà ïîâåðõ-

íîñòüþ F .

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ïîâåðõíîñòè F .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1 ïîâåðõíîñòü, íå îãðàíè÷èâàþùóþ îáëàñòü â intP g . Ïî ïîñòðîå-

íèþ åå ðîä g1 ìåíüøå g è â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1., îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàåìîé. Ïîâòîðÿÿ

êàæäûé ðàç âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âíîâü ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè, ìû ïî-

ëó÷èì íà ïîñëåäíåì øàãå äâóìåðíóþ ñôåðó, íå îãðàíè÷èâàþùóþ îáëàñòü â intP g , ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Pg .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäëîæåíèÿ 2.1. è ëåììû 2.1. ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò, óñòàíîâ-

ëåííûé òàêæå â [2], (òåîðåìà 3.3) äëÿ ãëàäêî âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü F çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g �
1 íå îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü è öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ â intP g . Òîãäà çàìûêàíèå

êàæäîé êîìïîíåíòû Pg n F ãîìåîìîðôíî Pg .

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 1, äîêàçàíîé â [1].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3. Ïóñòü f : M 3 ! M 3
� A -äèôôåîìîðôèçì, íåáëóæ-

äàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèò ïîâåðõíîñòíûé äâóìåðíûé ñâÿçíûé àòòðàêòîð
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� ñ íîñèòåëåì M 2
� . Òîãäà M 2

� = � , M 2
� ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé ïîâåðõíî-

ñòüþ, ãîìåîìîðôíîé äâóìåðíîìó òîðó, è îãðàíè÷åíèå f íà M 2
� ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáîëè-

÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Äîêàæåì ñíà÷àëà äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíû äâå îá-

ëàñòè B è A , ïðè÷åì ãðàíèöà A ñîñòîèò èç äâóõ íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ai ,

i = 1; 2 , è ïóñòü a1 � B , a2 \ (B [ @B) = ? . Òîãäà åñëè a1 îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü

B1 � B , òî @B� A .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì îáëàñòü A1 = A [ B1 [ a1 . Òàê êàê A1 \ B 6= ?
è ãðàíèöà a2 îáëàñòè A1 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ çàìûêàíèåì B , òî B [ @B� A1 . Èç

ðàâåíñòâà @B\ (B1 [ a1) = 0 ñëåäóåò, ÷òî @B� A . Ëåììà äîêàçàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.2. Ïóñòü A1 è A2 , A1 \ A2 6= ? òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî ñóùåñòâóåò

ãîìåîìîðôèçì h1 : A1 ! B � [� 1; 0] è h2 : A2 ! B � [0; 1] è A1 \ A2 = h� 1
1 (B � f 0g) =

h� 1
2 (B � f 0g) , òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H : A1 [ A2 ! B � [� 1; 1] .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A1 \ A2 = A . Îáîçíà÷èì ãîìåîìîðôèçì Ĥ : A ! A ,

çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x 2 A Ĥ (x) = h� 1
2 (h1(x)) . Òàê êàê A2

ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ, òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : A2 ! A2 òàêîé,

÷òî g jA = Ĥ .

Ïîëîæèì

H =

(
h1(x); x 2 A1

h2(g(x)); x 2 A2

Òîãäà îòîáðàæåíèå H ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ìíîæåñòâà A1 [ A2 íà ïðÿìîå ïðî-

èçâåäåíèå B � [� 1; 1] .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîêàæåì òåîðåìó 1.1..

Îáîçíà÷èì TA íîñèòåëü äëÿ àòòðàêòîðà A è TR íîñèòåëü ðåïåëëåðà R . Ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 2.3. äëÿ ëþáîãî àòòðàêòîðà (ðåïåëëåðà) ïîâåðõíîñòü TA ( TR ) ÿâëÿåòñÿ öè-

ëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U(TA ) (U(TR )) è

ãîìåîìîðôèçì hA (hR ) , òàêèå ÷òî: hA : U(TA ) ! T � [� 1; 1] (hR : U(TR ) ! T � [� 1; 1]) ,

ïðè÷åì hA (TA ) = T � f 0g (hR(TR ) = T � f 0g) .

Ïîâåðõíîñòü TA ( TR ) äåëèò îêðåñòíîñòü U(TA ) ( U(TR ) ) íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

U1
A = h� 1

A (T � [� 1; 0]) è U2
A = h� 1

A (T � [0; 1]) , (àíàëîãè÷íî U1
R è U2

R ).

Ãðàíèöà @U(TA ) ( @U(TR ) ) ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè T1
A = h� 1

A (T � f� 1g)
è T2

A = h� 1
A (T � f 1g) , ( T1

R = h� 1
R (T � f� 1g) è T2

R = h� 1
R (T � f 1g) ).

Ïóñòü A ïðîèçâîëüíûé àòòðàêòîð, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè TA . Òàê êàê

íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò òîëüêî èç äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñò-

íûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ðåïåëëåðû R1 , R2 òàêèå ÷òî

f � n(T1
A ) ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè ðåïåëëåðà TR1 è f � n (T2

A ) ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè

ðåïåëëåðà TR2 . Çàìåòèì, ÷òî åñëè R1 = R2 = R , òî f � n(T1
A ) , f � n (T2

A ) ïðèíàäëåæàò

ðàçíûì êîìïîíåíòàì U1
TR

, U2
TR

ñîîòâåòñòâåííî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî f � n(T1
A ) ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå U1

R1
, à f � n(T2

A ) ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå U2
R2

.
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Ïîêàæåì, ÷òî f � n(T1
A ) ðàçäåëÿåò TR1 è T1

R1
â U1

R1
. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2., f � n(T1
A ) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îáëàñòè D 1

A � int U 1
R1

.

Òîãäà ïî ëåììå 3.1. èìååì U(TR1 ) � f � n(U1
A ) è ñëåäîâàòåëüíî, TR1 � f � n(U1

A ) . Òîãäà

f n (TR1 ) � U1
A . Òàê êàê ïîâåðõíîñòü TR1 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé, ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâî-

ðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, U(TR1 ) n f � n (T1
A ) ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè òàêèõ, ÷òî

çàìûêàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû ãîìåîìîðôíî U(TR1 ) . Îòñþäà ïî ñëåäñòâèþ 2.1. ñëåäóåò,

÷òî ïîâåðõíîñòè TR1 è f � n (T1
A ) îãðàíè÷èâàþò â M 3

îáëàñòü ãîìåîìîðôíóþ T � (0; 1) .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî f � n (T2
A ) ðàçäåëÿåò ïîâåðõíîñòè TR2 è T2

R2
â U2

R2

è ïîâåðõíîñòè TR2 è f � n(T2
A ) îãðàíè÷èâàþò â M 3

îáëàñòü ãîìåîìîðôíóþ T � (0; 1) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B 1 (B 2) îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòÿìè TA è TR1
( TA è

TR2
). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 3.2. îáëàñòü B 1 (B 2) ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

T � [0; 1] .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ àòòðàêòîðîâ ïîëó÷àåì, ÷òî M 3
ìîæåò áûòü ïîëó÷å-

íî, êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì ãîìåîìîðôíûõ

T � [0; 1] è ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó ïîâåðõíîñòåé, ãîìåîìîðôíûõ äâó-

ìåðíîìó òîðó. Òî åñòü ìíîãîîáðàçèå M 3
äîïóñêàåò ñëîåíèå íà äâóìåðíûå ñëîè, êîòîðûå

ãîìåîìîðôíû äâóìåðíûì òîðàì. Îáîçíà÷èì M1 ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî, òî÷êàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ òîðû. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : M 3 ! M 1
,

ãäå M 1
îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè m 2 M 1

ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü U(m) òàêàÿ ÷òî p� 1(U(m)) ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ T� (� 1; 1) .

Òàê êàê íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà åñòü êîìïàêò, òî ìíîãîîáðàçèå M 1
ãîìåîìîðôíî

îêðóæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1. ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ãðàíò ÐÔÔÈ ÐÀÍ • 08-01-00547à çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ ïîä-

äåðæêó.
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On structure of 3-manifold which allow A-di�eomorphism

with two-dimensional surface nonwandering set

c V. Z. Grines

5

, U. A. Levchenko

6

, V. S. Medvedev

7

Abstract. We consider a class of di�eomorphism satisfying to S.Smale Axiom A given on 3 -

manifold M 3
on suggestion that nonwandering set of di�eomorphisms consists of connected two-

dimensional surface attractor and rep ellors. We establish that M 3
is a lo cally-trivial foliation

under the circle with leaves homeomorphic to the torus.

Key Words: A-di�eomorphism, attractor, rep eller, nonwandering set
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14 Å. Á. Êóçíåöîâ, Ï. À. Ôèëàòîâ

ÓÄÊ 517.9

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ

ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó

c Å. Á. Êóçíåöîâ

1

, Ï. À. Ôèëàòîâ

2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî

ïàðàìåòðó. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ïðèìåíåíèþ ýòîãî ìåòîäà â çàäà÷àõ ïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñïëàéíàìè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé,

êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûáîðà íàèëó÷øèõ ïàðàìåòðîâ

ïðè ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàìåòðèçàöèÿ, íàèëó÷øèé ïàðàìåòð, ãëàâíûå êðèâèçíû, èíòåðïîëÿ-

öèÿ, êóáè÷åñêèé ñïëàéí.

1. Ââåäåíèå

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðàÿ âàæíîå çíà÷åíèå

èìååò â àâèàöèè è êîñìîíàâòèêå ïðè ñîçäàíèè è ýêñïëóàòàöèè àýðîêîñìè÷åñêîé òåõíèêè,

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïàðàìåòðè÷åñêîé àïïïðîêñèìàöèè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòü

ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S â ïðîñòðàíñòâå R3
çàäàíà óðàâíåíèåì

F (x; y; z) = 0 : (1.1)

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü åå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà

x = x(u; v); y = y(u; v); z = z(u; v): (1.2)

Â ðàâåíñòâàõ (1.2) ïàðàìåòðû u , v ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íî

èìåííî îíè îïðåäåëÿþò óñïåõ ïàðàìåòðèçàöèè. Ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ íà ïðè-

áëèæàåìîé ïîâåðõíîñòè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ îñöèëÿöèè è ïåòëè [1]. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòàâèòü

âîïðîñ î âûáîðå, â íåêîòîðîì ñìûñëå, íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè (1.1). Ýòîò

âîïðîñ ìîæåò áûòü ðåøåí, åñëè ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàòü ñ ïîçèöèè ìå-

òîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [2]. Òîãäà íàèëó÷øèå ïàðàìåòðû â êàæäîé òî÷êå

ïîâåðõíîñòè äîëæíû ëåæàòü â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïîñòðîåííîé ê ïîâåðõíîñòè â äàí-

íîé òî÷êå, è áûòü äëèíàìè äóã, âû÷èñëÿåìûõ âäîëü äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé [3].

Ïðè÷åì ýòè íàïðàâëåíèÿ äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè [4].

2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé

Ïàðàìåòðèçàöèÿ (1.2) ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1.1), ìîæåò áûòü ïîëó÷å-

íà ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêîòîðûå

ïàðàìåòðû u è v òàêèå, ÷òî ïåðåìåííûå x , y , z ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíê-

öèÿìè ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðåäñòàâèì äèôôåðåíöèàëû ïàðàìåòðîâ â âèäå

du = � 1dx + � 2dy + � 3dz; dv= � 1dx + � 2dy + � 3dz: (2.1)

1

Ïðîôåññîð Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà, ã. Ìîñêâà; kuznetsov@mai.ru.

2

Àñïèðàíò Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà, ã. Ìîñêâà.
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Çäåñü âåêòîðû � = ( � 1; � 2; � 3)T
è � = ( � 1; � 2; � 3)T

çàäàþò íàïðàâëåíèÿ, âäîëü êîòî-

ðûõ îòñ÷èòûâàþòñÿ ïàðàìåòðû u è v . Äëÿ òîãî ÷òîáû íàïðàâëåíèÿ áûëè ðàâíîïðàâíû,

âåêòîðû � è � äîëæíû áûòü îäèíàêîâîé äëèíû. Ïóñòü îíè áóäóò åäèíè÷íûìè, òîãäà èõ

êîìïîíåíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì

� 2
1 + � 2

2 + � 2
3 = 1; � 2

1 + � 2
2 + � 2

3 = 1: (2.2)

Âåêòîðû � è � íå äîëæíû áûòü êîëëèíåàðíûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñè ñèñòåìû

êîîðäèíàò (u; v) áóäóò ïàðàëëåëüíû, à ïàðàìåòðû u , v - ëèíåéíîçàâèñèìûìè.

Åñëè íàðÿäó ñ ðàâåíñòâàìè (2.1) çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà óðàâíåíèÿ

(1.1), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ

0

@
� 1 � 2 � 3

� 1 � 2 � 3

Fx Fy Fz

1

A

0

@
dx
dy
dz

1

A =

0

@
du
dv
0

1

A ; (2.3)

ãäå Fx = @F=@x; Fy = @F=@y; Fz = @F=@z.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îñóùåñòâèòü ïðîöåññ ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü

ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëîâ dx; dy; dz . Ïðîöåññ ðàçðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.3)

îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëîâ áóäåò òåì ýôôåêòèâíåå, ÷åì ëó÷øå îáóñëîâëåíà ìàòðèöà

ýòîé ñèñòåìû.

Ìåðà îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ (2.3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-

íà â âèäå

jD j = j� j=d; (2.4)

ãäå d =
q

F 2
x + F 2

y + F 2
z - ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ íîðì ñòðîê ìàòðèöû ñèñòåìû (2.3)

ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2.2), à � - îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2.3).

Èìååò ìåñòî òåîðåìà [5], îïðåäåëÿþùàÿ óñëîâèÿ íàèëó÷øåé îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû

(2.3).

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ ðå-

øåíèÿ (2.3) áûëà íàèëó÷øèì îáðàçîì îáóñëîâëåíà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â

ëþáîé òî÷êå ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) ïà-

ðàìåòðû ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ u è v âûáèðàëèñü â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ýòîé ïî-

âåðõíîñòè è ÿâëÿëèñü äëèíàìè äóã, âû÷èñëÿåìûõ âäîëü äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëå-

íèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü . Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì âåëè÷èíó D =
� =d êàê ôóíêöèþ êîìïîíåíò âåêòîðîâ � è � ïðè óñëîâèÿõ (2.2). Èç ðàâåíñòâà (2.4)

ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìóìû ôóíêöèè D è îïðåäåëèòåëÿ � ñèñòåìû (2.3) áóäóò äîñòèãàòüñÿ

îäíîâðåìåííî. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè

� ( �; � ) ïðè óñëîâèÿõ (2.2).

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = � +  1

 

1 �
3X

i =1

� 2
i

!

+  2

 

1 �
3X

i =1

� 2
i

!

: (2.5)

Çäåñü  1;  2 - ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.

Ðàçëîæèâ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû (2.3) ïî ýëåìåíòàì 1-é è 2-é ñòðîêè, ïîëó÷èì

âûðàæåíèÿ

� =
3X

i =1

� i A1i =
3X

i =1

� i A2i ; (2.6)
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ãäå A1i - àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó � i , A2i - àëãåáðàè÷åñêîå

äîïîëíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó � i , i = 1; 2; 3 .

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ:

@L=@�i = A1i � 2 1� i = 0; @L=@�i = A2i � 2 2� i = 0; i = 1; 2; 3: (2.7)

Èç ðàâåíñòâ (2.7) è (2.2) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ � è � :

� i = �
A1i

(A2
11 + A2

12 + A2
13)1=2

; � i = �
A2i

(A2
21 + A2

22 + A2
23)1=2

; i = 1; 2; 3; (2.8)

äîñòàâëÿþùèõ ýêñòðåìóì ôóíêöèè Ëàãðàíæà (2.5).

Åñëè âûðàæåíèÿ (2.8) ïîäñòàâèòü â ðàâåíñòâà (2.6), òî ïîëó÷èì, ÷òî îïðåäåëèòåëü

ñèñòåìû äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì

� = � (A2
11 + A2

12 + A2
13)

1=2 = � (A2
21 + A2

22 + A2
23)

1=2
(2.9)

è ýêñòðåìóì ôóíêöèè Ëàãðàíæà äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ

� i =
A1i

�
; � i =

A2i

�
; i = 1; 2; 3: (2.10)

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïîäòâåðæäàþò, ÷òî âûðàæåíèÿ (2.10) äîñòàâëÿþò

ôóíêöèè Ëàãðàíæà (2.5) ìàêñèìóì. Óñòàíîâèì ðàñïîëîæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíî-

ñòè S âåêòîðîâ � è � , êîìïîíåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (2.10).

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (N ; � ) è (N ; � ), ãäå N = ( Fx ; Fy; Fz) - âåêòîð

íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x; y; z) :

Fx � 1 + Fy � 2 + Fz� 3 = �
Fx A11 + FyA12 + FzA13

�
;

Fx � 1 + Fy � 2 + Fz� 3 = �
Fx A21 + FyA22 + FzA23

�
:

(2.11)

Ñóììû â ÷èñëèòåëÿõ äðîáåé ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ (2.11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû

ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ 3-é ñòðîêè íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ 1-é è 2-é

ñòðîê. Â ñèëó ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé, âñå òàêèå ñóììû ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåê-

òîðû � è � îðòîãîíàëüíû âåêòîðó íîðìàëè N = ( Fx ; Fy; Fz) ê ïîâåðõíîñòè S , ò.å. ëåæàò

â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Äîêàæåì îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ � è � . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ

� 1� 1 + � 2� 2 + � 3� 3 = �
A11� 1 + A12� 2 + A13� 3

�
(2.12)

ðàâíî íóëþ, òàê êàê ÷èñëèòåëü äðîáè ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.12) ðàâåí íóëþ â ñèëó

ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû � è � , îïðåäåëÿþùèå â êàæäîé òî÷êå

ïîâåðõíîñòè íàïðàâëåíèå ëèíèé íàèëó÷øèõ ïàðàìåòðîâ v = const è u = const, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç ýòó òî÷êó, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàèëó÷øèå ïàðàìåòðû u è v ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè äóã ïàðàìåòðè-

÷åñêèõ ëèíèé v = const è u = const ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè v = const äèôôåðåíöèàë ïàðàìåòðà v ðàâåí íóëþ è ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðîäîë-

æåíèÿ ðåøåíèÿ (2.3) ïðèíèìàåò âèä

0

@
� 1 � 2 � 3

� 1 � 2 � 3

Fx Fy Fz

1

A

0

@
dx
dy
dz

1

A =

0

@
du
0
0

1

A : (2.13)
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Ðàçäåëèâ âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.13) íà du , ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ xu = dx=du; yu = dy=du; zu = dz=du:

0

@
� 1 � 2 � 3

� 1 � 2 � 3

Fx Fy Fz

1

A

0

@
xu

yu

zu

1

A =

0

@
1
0
0

1

A : (2.14)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.14), ïîëó÷åííîå ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

xu =
A11

�
; yu =

A12

�
; zu =

A13

�
; i = 1; 2; 3: (2.15)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ xu; yu; zu èç (2.15) ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ êîìïî-

íåíò âåêòîðà � èç (2.10), äîñòàâëÿþùèõ íàèëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìå óðàâíåíèé

ïðîäîëæåíèÿ (2.3). Ò.å. ïðè v = const âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

� 1 = xu ; � 2 = yu; � 3 = zu: (2.16)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ (2.16) â ïåðâîå èç âûðàæåíèé (2.1) è óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåí-

ñòâî íà du , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(du)2 = ( dx)2 + ( dy)2 + ( dz)2: (2.17)

Ò.å. ïàðàìåòð u ÿâëÿåòñÿ äëèíîé äóãè êðèâîé v = const.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè u = const âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

� 1 = xv ; � 2 = yv; � 3 = zv (2.18)

è äèôôåðåíöèàë ïàðàìåòðà v óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(dv)2 = ( dx)2 + ( dy)2 + ( dz)2: (2.19)

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü . Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ u è v äëèíû äóã îðòîãîíàëüíûõ

ïàðàìåòðè÷åñêèì ëèíèÿì v = const è u = const.

Âåêòîðû r u = ( xu; yu; zu)T
è r v = ( xv ; yv; zv)T

ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê ïàðàìåòðè÷å-

ñêèì ëèíèÿì v = const è u = const. Ñìûñë åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ � è � ñîñòîèò â òîì,

÷òî îíè îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà ïàðàìåòðîâ, ïîýòîìó îíè òîæå äîëæíû áûòü

êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì v = const è u = const. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð � êîëëèíåàðåí

âåêòîðó r u , à âåêòîð � êîëëèíåàðåí âåêòîðó r v .

Äèôôåðåíöèàëû âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (2.17),

(2.19).Ðàçäåëèâ ðàâåíñòâî (2.17) íà (du)2
, à ðàâåíñòâî (2.19) - íà (dv)2

, ïîëó÷èì

ñîîòíîøåíèÿ x2
u + y2

u + z2
u = r 2

u = 1 , x2
v + y2

v + z2
v = r 2

v = 1 . Ò.å. âåêòîðû r u è r v , òàê æå

êàê è âåêòîðû � è � , ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè. Èç ðàâåíñòâ âåêòîðîâ � = r u è � = r v

ñëåäóþò ðàâåíñòâà èõ êîìïîíåíò (2.16), (2.18). Êðîìå òîãî, èç óñëîâèé � 2 = r 2
u = 1 ,

� 2 = r 2
v = 1 ñ ó÷åòîì (2.16), (2.18) ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâà

� r T
u = 1; � r T

v = 1: (2.20)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, ïàðàìåòðû îòñ÷èòûâàþòñÿ â îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ïî-

ýòîìó âåêòîð � îðòîãîíàëåí âåêòîðó � , à çíà÷èò, è âåêòîð r u îðòîãîíàëåí âåêòîðó � ,

à âåêòîð r v îðòîãîíàëåí âåêòîðó � .
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Ïîñêîëüêó r u è r v ëåæàò â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè S , îíè îðòîãîíàëü-

íû âåêòîðó íîðìàëè N = ( Fx ; Fy; Fz) ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.20) è èç óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

(r u; � ) è (r u; N ) ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.14), ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

âûðàæåíèÿ (2.15). Èç âûðàæåíèé (2.15) è ðàâåíñòâ êîìïîíåíò (2.16) âûòåêàþò âûðàæå-

íèÿ (2.10) äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà � , äîñòàâëÿþùèõ íàèëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìå

óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ (2.3).

Àíàëîãè÷íî, èñõîäÿ èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.20) è èç óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ ñêà-

ëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (r v; � ) è (r v; N ) , ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûáðàííîì ïàðàìåòðå

v êîìïîíåíòû âåêòîðà � äîñòàâëÿþò íàèëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìå óðàâíåíèé

ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ (2.3).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïîâåðõíîñòåé

Â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïîâåðõíîñòü îáû÷íî çàäàåòñÿ íå óðàâíåíèåì (1.1), à

íàáîðîì òî÷åê

(x i ; yi ; zi ); i = 1; 2; ::: (3.1)

ïî êîòîðûì íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ýòó ïîâåðõíîñòü. Òàêîé àíàëîã äèñêðåòíî-òî÷å÷íîãî

çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ êàðêàñíûì. Â îáëàñòè 
 : [ a; b] � [c; d] âåùåñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ u è v ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñåòêà

� : a = u1 < u 2 < ::: < u N = b; c = v1 < v 2 < ::: < v M = d: (3.2)

Ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé íà ïîâåðõíîñòè, ïðîîáðàçàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëè-

íèè ñåòêè (3.2), îáðàçóåò êàðêàñ ïîâåðõíîñòè. Êóñêè ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûå åå ðàçáèâàåò

êàðêàñ, íàçûâàþòñÿ êëåòêàìè, à òî÷êè âçàèìîïåðåñå÷åíèé êàðêàñíûõ ëèíèé - óçëîâûìè

òî÷êàìè èëè óçëàìè êàðêàñà.

Â èíæåíåðíîé ãåîìåòðèè îäíèì èç ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïî óçëîâûì

òî÷êàì ÿâëÿåòñÿ åå èíòåðïîëÿöèÿ ïî ýòèì òî÷êàì. Ïîä êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé èíòåðïî-

ëÿöèåé ïîâåðõíîñòè ïîíèìàåòñÿ ïðèáëèæåíèå åå íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèåé, çàäàâàåìîé

âåêòîð-ôóíêöèåé r = r (u; v) . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòåé ïðèáëèæàþùåé ñîñòàâíîé ïîâåðõíî-

ñòè íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü åå êàðêàñ, ñîñòîÿùèé èç êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, êîòîðûå

çàäàþòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿìè r = r (ui ; v); i = 1; :::; N è r = r (u; vj ); j = 1; :::; M . Ïðè

ýòîì âûáîð óçëîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ui è vj è âûáîð ðàñïîëîæåíèÿ êîîðäèíàòíûõ

ëèíèé íåîäíîçíà÷íû. Îäíà è òà æå ïîâåðõíîñòü ìîæåò èìåòü ðàçíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå

ïðåäñòàâëåíèÿ, îò êîòîðûõ è áóäåò çàâèñåòü òî÷íîñòü åå ïðèáëèæåíèÿ.

Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ â äèñêðåòíî-òî÷å÷íîé ôîðìå çíà÷åíèÿìè r ij ; i =
1; :::; N ; j = 1; :::; M , òî åå ïàðàìåòðèçàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå âåêòîðà-ñïëàéíà äâóõ

ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííîãî â îáëàñòè 
 : [ a; b] � [c; d] âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ u è v ,

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W (u; v) = X (u; v)e1 + Y(u; v)e2 + Z(u; v)e3; (3.3)

ãäå X (u; v); Y(u; v); Z (u; v) - êóáè÷åñêèå ñïëàéí-ôóíêöèè, çàäàííûå íà ïàðàìåòðè÷åñêîé

ñåòêå � = � u � � v ; � u : a = u1 < u 2 < ::: < u N = b; � v : c = v1 < v 2 < ::: < v M =
d; e1; e2; e3 - îðòû äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî, åñëè çàäàííûì òî÷êàì (3.1) ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-

ñòâèå çíà÷åíèÿ ui ; vj èç îáëàñòè 
 . Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ õîðäîâîé ïàðàìåòðèçàöèåé
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[5], ïðè êîòîðîé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ äëèíà ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé óçëîâûå

òî÷êè. Äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ õîðäîâàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ áëèçêà ê íàèëó÷øåé.

Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íà÷àëüíóþ òî÷êó, êîîðäèíàòû êîòîðîé áóäóò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü íóëåâûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ u è v . Çàòåì íàäî âûáðàòü äâå êàðêàñíûå ëèíèè

ñ íîìåðàìè i �
è j �

èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ, êîòîðûå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ â íà÷àëüíîé òî÷êå.

Ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ u è v òåêóùóþ äëèíó âïèñàííîé ëîìàíîé ñ âåðøèíàìè

â çàäàííûõ òî÷êàõ, äëÿ ýòèõ ëèíèé ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåòðîâ 4 u è 4 v .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåòêó � = � u � � v , äëÿ êîòîðîé r (ui ; vj ) = r ij .

Òåïåðü ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïîâåðõíîñòè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè

ýòîé ïîâåðõíîñòè âåêòîðîì-ñïëàéíîì, ïðèíèìàþùèì â óçëàõ ñåòêè (3.2) çàäàííûå çíà÷å-

íèÿ

W (ui ; vj ) = r ij ; i = 1; :::; N; j = 1; :::; M; (3.4)

ïðè÷åì ýëåìåíòû ýòîãî âåêòîðà-ñïëàéíà ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ êóáè÷åñêèå ïàðàìåòðè÷å-

ñêèå ñïëàéíû. Ïðè ýòîì çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ïîâåðõíîñòè êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ìîæåò

áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ýðìèòîâûìè êó-

áè÷åñêèìè ñïëàéíàìè, åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðàì â óçëîâûõ òî÷êàõ çàìå-

íèòü íà èõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àíàëîãè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè

ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, à èìåííî: íà ëèíèÿõ u = u2 è u = nN � 1 íåïðåðûâíû âñå ïðîèçâîä-

íûå äî ïîðÿäêà D 3;2W (u; v) , à íà ëèíèÿõ v = v2 è v = vM � 1 - äî ïîðÿäêà D 2;3W (u; v) .

Êðîìå òîãî, â îáëàñòÿõ [ur ; ur +2 ] � [vk ; vk+2 ]; r = 1; :::; N � 2; k = 1; :::; M � 2 íåïðåðûâíû

âñå ïðîèçâîäíûå, âêëþ÷àÿ D 3;3W (u; v) .

Ïîñòðîåíèå ýëåìåíòîâ âåêòîðà-ñïëàéíà W (u; v) ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå êóáè÷åñêîãî

ñïëàéíà X (u; v) , êîòîðûé â óçëàõ ñåòêè � = � u � � v ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèÿ

X (ui ; vj ) = x i;j ; i = 1; :::; N; j = 1; :::; M: (3.5)

Ñïëàéí X (u; v) , ñîãëàñíî [6], ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

X (u; v) = ' T (t)Fm ' (s); (3.6)

ãäå

' T (t) = ( ' 1(t); ' 2(t); hi ' 3(t); hi ' 4(t)) ; (3.7)

Fm =

0

B
B
B
B
B
@

x i;j x i;j +1 m(0;1)
i;j m(0;1)

i;j +1

x i +1 ;j x i +1 ;j +1 m(0;1)
i +1 ;j m(0;1)

i +1 ;j +1

m(1;0)
i;j m(1;0)

i;j +1 m(1;1)
i;j m(1;1)

i;j +1

m(1;0)
i +1 ;j m(1;0)

i +1 ;j +1 m(1;1)
i +1 ;j m(1;1)

i +1 ;j +1

1

C
C
C
C
C
A

(3.8)

' (s) =

0

B
B
B
B
@

' 1(s)

' 2(s)

l j ' 3(s)

l j ' 4(s)

1

C
C
C
C
A

: (3.9)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ hi = ui +1 � ui , l j = vj +1 � vj , t = (u� u i )
h i

, s = (v� vj )
h j

,

' 1(t) = (1 � t)2(1 + 2t) , ' 2(t) = t2(3 � 2t) , ' 3(t) = t(1 � t)2
, ' 4(t) = � t2(1 � t) ,

' 1(s) = (1 � s)2(1 + 2s) , ' 2(s) = s2(3 � 2s) , ' 3(s) = s(1 � s)2
, ' 4(s) = � s2(1 � s) ,
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m(0;1)
i;j - ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïëàéíà X (u; v) ïî ïåðåìåííîé v , m(1;0)

i;j - ÷àñòíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ñïëàéíà X (u; v) ïî ïåðåìåííîé u , m(1;1)
i;j - ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïëàéíà

X (u; v) ïî ïåðåìåííûì u; v .

Òåïåðü èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èç óðàâíåíèé (3.5) è óñëîâèé

íåïðåðûâíîñòè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íàéòè íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû m(1;0)
i;j ; m(0;1)

i;j ; m(1;1)
i;j .

Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì, ñîäåðæàùèé òðè øàãà ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà X (u; v) ,

êîòîðûé îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè îäíîé èç ïåðåìåííîé, íàïðèìåð

v = vj , ñïëàéí X (u; v) è åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî v ÿâëÿþòñÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè

îò ïåðåìåííîé u .

Øàã 1. Ïîñòðîåíèå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ X (u; vj ) îò ïåðåìåííîé u âäîëü êîîðäèíàò-

íûõ ëèíèé v = vj ; j = 1; :::; M . Íà ýòîì øàãå ðåøàåòñÿ M îäíîìåðíûõ çàäà÷. Â ðåçóëü-

òàòå áóäóò íàéäåíû âåëè÷èíû m(1;0)
i;j = D 1;0X (ui ; vj ); (ui ; vj ) 2 � .

Øàã 2. Ïîñòðîåíèå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ X (ui ; v) îò ïåðåìåííîé v âäîëü êîîðäè-

íàòíûõ ëèíèé u = ui ; i = 1; :::; N . Â ðåçóëüòàòå áóäóò íàéäåíû âåëè÷èíû m(0;1)
i;j =

D 0;1X (ui ; vj ); (ui ; vj ) 2 � . Ïðè÷åì íà ýòîì øàãå ðåøàåòñÿ óæå N îäíîìåðíûõ çàäà÷.

Øàã 3. Ïîñòðîåíèå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ

~X (ui ; v) îò ïåðåìåííîé v , íî â êà÷åñòâå íà-

÷àëüíûõ äàííûõ íåîáõîäèìî ïðèíÿòü çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â óçëîâûõ òî÷êàõ ïî

ïåðåìåííîé u , êîòîðûå áûëè íàéäåíû íà ïåðâîì øàãå äàííîãî àëãîðèòìà. Çíà÷åíèÿ ïðî-

èçâîäíûõ ñïëàéíîâ D 0;1 ~X (ui ; v) â óçëàõ ïàðàìåòðè÷åñêîé ñåòêè � ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå èñêîìîãî ñïëàéíà íà ñåòêå � , ò.å. m(1;1)
i;j = D 1;1X (ui ; vj ) . ×èñëî

ðåøàåìûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ òàêîå æå êàê íà âòîðîì øàãå è ðàâíî N .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå äâóìåðíîãî ñïëàéíà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ 2N + M îäíîìåð-

íûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (äëÿ

ñëó÷àÿ ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà îò ïåðåìåííîé u ):

8
>><

>>:

(1 +  1)m2;j +  1m3;j = ~x
0

2;j + 2 1x[u2; u3];

� i mi � 1;j + 2mi;j + � i mi +1 ;j = 3~x
0

i;j ; i = 3; :::; N � 2;

 N mN � 2;j + (1 +  N )mN � 1;j = ~x
0

N � 1;j + 2 N x[uN � 2; uN � 1]:

(3.10)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ j = j �
,  1 = h1

h2
,  N = hN � 1

N � 2 , � i = h i
h i + h i � 1

, � i = 1 � � i ,

x[ui ; ui +1 ] = x(u i +1 ;vj )� x(u i ;vj )
u j +1 � u j

- ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè, ~x
0

i;j = � i x[ui � 1; ui ] + � 1x[ui ; ui +1 ] -

ôîðìóëà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé ïî òðåì òî÷êàì.

Ñèñòåìà (3.10) îïðåäåëÿåò m2;j ; m3;j ; :::; mN � 1;j , à m1;j ; mN;j íàõîäÿò èç ñîîòíîøåíèé

m1;j + (1 �  2
1)m2;j �  2

1m3;j = 2( x[u1; u2] �  2
1x[u2; u3]); (3.11)

�  2
N mN � 2;j + (1 �  2

N )mN � 1;j + mN;j = 2( x[uN � 1; uN ] �  2
N x[uN � 2; uN � 1]): (3.12)

Îáùèé âèä ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.10) Az = g . Ìàòðèöà òàêîé ñèñòåìû - ëåíòî÷íàÿ ñ

äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, ò.å., åñëè aij - ýëåìåíò i -îé ñòðîêè j -ãî ñòîëáöà, òî

r i = jaii j �
X

i 6= j

jaij j > 0 (3.13)

äëÿ âñåõ i . Â ñâÿçè ñ ýòèì ñèñòåìà âèäà (3.10) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè. Îïðåäåëèòå-

ëè ìàòðèö ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì îòëè÷íû îò íóëÿ, è ñèñòåìû èìåþò ðåøåíèÿ,

ïðèòîì åäèíñòâåííûå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí, óäîâëåòâî-

ðÿþùèé óñëîâèþ (3.5) è óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè ñâîèõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ñóùåñòâóåò

è åäèíñòâåíåí.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé êóáè÷åñêèìè

ñïëàéíàìè.

Ï ð è ì å ð 3.1. Êðóãîâîé öèëèíäð, äèàìåòð êîòîðîãî ðàâåí åãî âûñîòå, çàäàí â

äèñêðåòíî-òî÷å÷íîé ôîðìå ( x2 + y2 = 1; z 2 [0; 2] ). Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòü ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì êðèâèçíû, ðàâ-

íîé 1=R ( R - ðàäèóñ öèëèíäðà), è îáðàçóþùàÿ ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì êðèâèçíû. Èíòåð-

ïîëÿöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïî 40 òî÷êàì, ïðè÷åì íåîäíîçíà÷íûé âûáîð óçëîâûõ òî÷åê ïîç-

âîëÿåò èçìåíÿòü ðàñïîëîæåíèå êîîðäèíàòíûõ îñåé êàðêàñà ïîâåðõíîñòè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïÿòü ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé:

� îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû ïî ãëàâíûì êðèâèçíàì;

� îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû ïîä óãëîì â 30�
ê ãëàâíûì êðèâèçíàì;

� îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû ïîä óãëîì â 45�
ê ãëàâíûì êðèâèçíàì;

� îäíà èç îñåé íàïðàâëåíà âäîëü ãëàâíîé êðèâèçíû, äðóãàÿ - ïîä óãëîì â 30�
;

� îäíà èç îñåé íàïðàâëåíà âäîëü ãëàâíîé êðèâèçíû, äðóãàÿ - ïîä óãëîì â 45�
;

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïî îäíîé èç êîîðäèíàòíîé îñè áåðåòñÿ 5 óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, ïî

äðóãîé - 9, ïðè÷åì ïåðâûé è ïîñëåäíèé óçëû ñîâïàäàþò.

Î òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïîçâîëÿåò ñóäèòü îøèáêà èíòåðïîëÿöèè, âû-

÷èñëÿåìàÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà è îïðåäåëÿåìàÿ êàê ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

ìíîæåñòâîì òî÷åê ïîëó÷åííîé ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ïîâåðõíîñòè è ìíî-

æåñòâîì òî÷åê èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïîä õàó-

ñäîðôîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷å÷íûìè îãðàíè÷åííûìè ìíîæåñòâàìè E è

F ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà

4 = r (E; F ) = max[max
P 2 E

min
Q2 F

� (P; Q); max
P 2 F

min
Q2 E

� (P; Q)] (3.14)

ãäå � (P; Q) - åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P è Q .

Íà ðèñ.3.1 èçîáðàæåí êàðêàñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå, êîãäà êîîðäèíàò-

íûå îñè íàïðàâëåíû âäîëü ãëàâíûõ êðèâèçí. Íà ðèñóíêå âûäåëåíû òî÷êè ïî êîòîðûì

ïðîèçâîäèëàñü èíòåðïîëÿöèÿ, à ñòðåëêàìè ïîêàçàíû íàïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðèçàöèè ïî-

âåðõíîñòè. Îøèáêà èíòåðïîëÿöèè ñîñòàâèëà 4 = 0:011.

Ð è ñ ó í î ê 3.1
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Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà îñè íàïðàâëåíû ïîä óãëàìè â 30�
è 45�

ê ãëàâíûì êðèâèçíàì

îøèáêà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 4 = 0:089 è 4 = 0:267 ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïðè ýòîì êîîðäèíàòíûå ëèíèè êàðêàñà ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ

óæå íå îêðóæíîñòè è ïðÿìûå, à ýëëèïñû è ñïèðàëè.

Íà ðèñ.3.2 ïîñòðîåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëà ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé

îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè îò îøèá-

êè èíòåðïîëÿöèè. Íà ãðàôèêå âèäíî, ÷òî ÷åì áëèæå ê ãëàâíûì êðèâèç-

íàì ðàñïîëîæåíû êîîðäèíàòíûå ëèíèè, òåì òî÷íåå ïðèáëèæåíèå öèëèíäðà.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñëó-

÷àåâ, êîãäà êîîðäèíàòíûå îñè íå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Â äàííîé ñèòóàöèè èññëå-

äóåòñÿ ïîâîðîò òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòíîé ëèíèè, à èìåííî îáðàçóþùåé öèëèíäðà. Ïðè

ïîâîðîòå íà óãîë â 30�
îøèáêà èíòåðïîëÿöèè ñîñòàâèëà 4 = 0:086, à íà óãîë â 45�

-

4 = 0:09 .

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.3.3, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óãëà îòêëîíåíèÿ

êîîðäèíàòíîé ëèíèè îò îáðàçóþùåé öèëèíäðà îøèáêà èíòåðïîëÿöèè óâåëè÷èâàåòñÿ, à

ñâîåãî ìèíèìóìà îíà äîñòèãàåò ïðè âçàèìíîîðòîãîíàëüíîì ðàñïîëîæåíèè êîîðäèíàò-

íûõ ëèíèé, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèÿìè âäîëü ãëàâíûõ êðèâèçí.

Ï ð è ì å ð 3.2. Çàäàí îäíîïîëîñòíûé êðóãîâîé ãèïåðáîëîèä â äèñêðåòíî-

òî÷å÷íîé ôîðìå ( x2 + y2 � z2 = 1; z 2 [� 0:5; 0:5] ). Îêðóæíîñòè ïåðåìåííîãî ðàäèóñà

è îáðàçóþùèå â âèäå ãèïåðáîëû ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè òàêîé ïîâåðõíîñòè.
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Òàê æå êàê è â ïðèìåðå 3.1. èíòåðïîëÿöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî 40 òî÷êàì, ïðè ýòîì

ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äâà ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé:

� îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû ïî ãëàâíûì êðèâèçíàì;

� îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû íå ïî ãëàâíûì êðèâèçíàì.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî îäíîé êîîðäèíàòíîé îñè áåðåòñÿ 5 óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, ïî äðó-

ãîé - 9 óçëîâ, ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå îò ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ îòêëîíÿåòñÿ òîëüêî

îáðàçóþùàÿ è, çà ñ÷åò êðèâèçíû ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, óãîë îòêëîíåíèÿ ëåæèò

â äèàïàçîíå îò 65�
äî 71�

.

Îöåíêà áëèçîñòè ìíîæåñòâ òî÷åê ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ãè-

ïåðáîëîèäà ê ìíîæåñòâó òî÷åê èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíå-

íèåì, òàêæå ðàññ÷èòûâàåòñÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà.

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Íà ðèñ.3.4 èçîáðàæåí êàðêàñ îäíîïîëîñòíîãî ãèáåðáîëîèäà â ðåçóëüòàòå íàèëó÷-

øåé ïàðàìåòðèçàöèè, íàïðàâëåííîé ïî ãëàâíûì êðèâèçíàì ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå

îøèáêà èíòåðïîëÿöèè ñîñòàâèëà 4 = 0:03 . Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé

îðòîãîíàëüíîñòè è íàïðàâëåííîñòè ïî ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì êîîðäèíàòíûõ îñåé îøèá-

êà óâåëè÷èëàñü áîëåå ÷åì â äâà ðàçà è åå çíà÷åíèå ñîñòàâèëî 4 = 0:078.

Ð è ñ ó í î ê 3.5
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Äèàãðàììà íà ðèñ.3.5 ïîêàçûâàåò ðàçíèöó â òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà, êîòîðàÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè ïîâåðõíîñòè ìè-

íèìàëüíà ïðè ñîáëþäåíèè âñåõ óñëîâèé íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè ýòîé ïîâåðõíîñòè.

4. Âûâîäû

Íàéäåííûå óñëîâèÿ íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìî-

ùè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ, ïðè

êîòîðîé ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè è ÿâëÿþò-

ñÿ äëèíàìè äóã, âû÷èñëÿåìûõ âäîëü äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé ñîâïàäàþùèìè ñ

ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé. Ïðè÷åì â çàäà÷àõ èíòåðïîëÿöèè

ïîâåðõíîñòåé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåòñÿ äëèíà ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé óçëîâûå

òî÷êè. Â ðåçóëüòàòå èìååòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, áëèçêàÿ ê íàèëó÷øåé. Íà ïðèìåðå êðóãîâî-

ãî öèëèíäðà è îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïîäòâåðæäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé (ïðîåêò •10-08-00013) è öåëåâîé ïðîãðàììû Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è

íàóêè ÐÔ (øèôð ïðîåêòà 2.1.1/5267).
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Parametrization of surfaces by a metho d of continuation of

solution on parameter

c E. B. Kuznetsov

3

, P. A. Filatov

4

Abstract. In work theoretical asp ects are considered of a metho d of continuation of solution

on parameter. The sp ecial attention is given application of this metho d in tasks of parametrical

approach of surfaces splines. The shown results of computational investigation con�rm requisite

and su�cient conditions to get the b est parameters for surfaces parametrization.

Key Words: parametrization, b est parameter, main curvatures, interp olation, cubic spline.
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×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è

ìåòîäàìè Ðîçåíáðîêà è Ìèøåëüñåíà äëÿ æåñòêèõ

ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

c Ì. Â. Òèõîíîâà

1

, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí

2

, Ñ. È. Ñïèâàê

3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðîáëåìà æåñòêîñòè ñèñòåìû ÎÄÓ ïðè ïîñòðîåíèè êèíå-

òè÷åñêîé ìîäåëè ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ è àöåòèëåíîâ â ïðèñóòñòâèè êà-

òàëèçàòîðà Cp2ZrCl 2 , ìåòîäû Ìèøåëüñåíà è Ðîçåíáðîêà äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé

çàäà÷è. Ïðîâåäåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåæäó ðàñ÷åòíûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Ïîëó÷åíû ñêîðîñòè ñòàäèé ðåàêöèè äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè

âåùåñòâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà, ïðÿìûå çàäà÷è,

æåñòêèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ýëå-

ìåíòàðíûõ ðåàêöèé, ìåòîä Ðîçåíáðîêà, ìåòîä Ìèøåëüñåíà.

1. Ââåäåíèå

Äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êèíåòèêó õèìè÷åñêèõ ðå-

àêöèé, õàðàêòåðíî íàëè÷èå áûñòðî è ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ, òàê êàê ñòàäèè

ðåàêöèé ïðîòåêàþò ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè.

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà êîí-

ñòàíòû ñêîðîñòåé ðåàêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà íà íåñêîëüêî

ïîðÿäêîâ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ "æåñòêîñòè"ñ òî÷êè çðåíèÿ õèìèè ([1]), ìû ìî-

æåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îíè ïîïàäàþò â îáëàñòü, â êîòîðîé ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ðåàêöèþ, íà îòäåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïðîòåêàíèÿ ðåàê-

öèè, îêàçûâàåòñÿ æåñòêîé.

Â òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äîêàçàíî, ÷òî ÷åì áîëåå âûðîæäåííûì ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàí

ñèñòåìû ÎÄÓ, òåì îíà áîëåå æåñòêàÿ. Òî åñòü ìàòðèöà ßêîáè ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé

ìåðîé æåñòêîñòè, è ýòî åå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ íàèáîëåå îïòèìàëüíîé

íàñòðîéêè ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Êîãäà îïðåäåëèòåëü ÿêîáèàíà, âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé

ôóíêöèé è ïåðåìåííîé, ðàâåí íóëþ, ñèñòåìà èìååò ïðåäåëüíî âûñîêóþ ñòåïåíü æåñòêîñòè.

Ñòàíäàðòíûå ÿâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû çà÷àñòóþ íå ñïðàâëÿþòñÿ ñ èíòåãðèðîâàíèåì

òàêèõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó èõ ðåøåíèå òðåáóåò èñêëþ÷èòåëüíî ìàëîãî çíà÷åíèÿ øàãà ÷èñ-

ëåííîãî ìåòîäà, è ïðèâîäÿò ê íàêîïëåíèþ îøèáêè, îñöèëëÿöèè ñêîðîñòåé ñòàäèé ðåàêöèè,

íàðóøåíèþ áàëàíñà. Òàêèì îáðàçîì, âñòàåò çàäà÷à ðàññìîòðåíèÿ ìåòîäîâ, ñïîñîáíûõ ðå-

øàòü æåñòêèå çàäà÷è.

1

Ìàãèñòðàíò êàôåäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

ã. Óôà; tiny daisy@mail.ru.

2

Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, äîöåíò, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è

êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà; irekmars@mail.ru.

3

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé ìàòåìàòè÷åñêîé

õèìèè, ïðîôåññîð, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ,

ã. Óôà; s.spivak@bashnet.ru.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â èíñòèòóòå íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ èññëåäóåòñÿ ðåàêöèÿ öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ

îëåôèíîâ è àöåòèëåíîâ â ïðèñóòñòâèè êàòàëèçàòîðà Cp2ZrCl 2 :

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñõåìà ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ è àöåòèëåíîâ â ïðèñóòñòâèè êàòàëèçàòîðà

Cp2ZrCl 2

Îäíîé èç âîçìîæíûõ ñõåì åå ìåõàíèçìà ÿâëÿåòñÿ:

A1 + 1
2A2 
 1

2A3 + 1
2A4

A1 + A3 = A4 + A12

A3 + A4 = A1 + 1
2A13 + 1

2A6

A3 = A5 + A13

A5 + A1 = A8 + A13

A5 + A9 = A10

A1 + A10 = A3 + A11

A6 + 2A1 = 2A4 + A7

A7 = A3 + A5

w1 = k1x1x0:5
2 � k10x0:5

3 x0:5
4

w2 = k2x1x3

w3 = k3x3x4

w4 = k4x3

w5 = k5x1x5

w6 = k6x5x9

w7 = k7x1x10

w8 = k8x1x0:5
6

w9 = k9x7 ,

(2.1)

ãäå wj - ñêîðîñòü j-é ñòàäèè,

ìîëü

÷ � ë

,

x i - êîíöåíòðàöèÿ i-ãî âåùåñòâà,

ìîëü

ë

(ñîîòâåòñòâóåò A i ),

kj - êîíñòàíòà ñêîðîñòè j-é ðåàêöèè,

1
÷

� ( ë

ìîëü

)� � 1
, ãäå

� - ñóììà ñòåïåíåé êîíöåíòðàöèé èñõîäíûõ âåùåñòâ ýëåìåíòàðíîé ñòàäèè.

Â êà÷åñòâå A i âûñòóïàþò âåùåñòâà:

A1 = Al (C2H5)3

A2 = ( C5H5)2ZrCl 2

A3 = ( C5H5)2Zr (C2H5)Cl � Al (C2H5)3

A4 = ClAl (C2H5)2

A5 = ( C5H5)2ZrCH 2CH2Al (Cl)(C2H5)2

A6 = ( Cl)(C5H5)2ZrCH 2CH2Zr (C5H5)2(Cl) � 2[ClAl (C2H5)2]
A7 = ( Cl)(C5H5)2ZrCH 2CH2Zr (C5H5)2(Cl) � 2[Al (C2H5)3]
A8 = ( C5H5)2Zr (Cl)CH2CH [Al (C2H5)2]2
A9 = CH2CHR
A10 = ( C5H5)2Zr (Cl)CH2CHRCH 2CH2Al (C2H5)2

A11 = ( C2H5)Al (CH2)3CHR
A12 = ( C5H5)2Zr (C2H5)2 � Al (C2H5)3

A13 = C2H6
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Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ

äàííóþ ðåàêöèþ, èìååò âèä:

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dx1

dt
= � w1 � w2 + w3 � w5 � w7 � w8

dx2

dt
= � 0:5w1

dx3

dt
= 0:5w1 � w2 � w3 � w4 + w7 + w9

dx4

dt
= 0:5w1 + w2 � w3 + w8

dx5

dt
= w4 � w5 � w6 + w9

dx6

dt
= 0:5w3 � 0:5w8

dx7

dt
= 0:5w8 � w9

dx8

dt
= w5

dx9

dt
= � w6

dx10

dt
= w6 � w7

dx11

dt
= w7

dx12

dt
= w2

dx13

dt
= 0:5w3 + w4 + w5

(2.2)

Â ëàáîðàòîðèÿõ èíñòèòóòà ïðîâåäåí ðÿä õèìè÷åñêèõ îïûòîâ äëÿ ðåàêöèè öèêëîàëþ-

ìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ è àöåòèëåíîâ (2.1) ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ

30

�
Ñ, ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x1 = 1:2 ìîëü/ë, x2 = 0:02 ìîëü/ë, x9 = 0:4 ìîëü/ë â ëà-

áîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè è ðàáîòå ([3]) áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå êîíñòàíòû

ñêîðîñòè ðåàêöèè:

k1 = 263:9; k2 = 0:4980; k3 = 35:65; k4 = 26:85; k5 = 5:413;
k6 = 844:4; k7 = 362; k8 = 23:24; k9 = 9:714; k10 = 1:056

Ïîðÿäîê êîíñòàíò ñèëüíî ðàçëè÷àåòñÿ. Èìåííî ñòåïåíü ýòîãî ðàçëè÷èÿ ÷àùå âñåãî è

îïðåäåëÿåò æåñòêîñòü ñèñòåìû ÎÄÓ.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÿêîáèàí ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2)

äëÿ îïûòà ïðè 30

�
Ñ âûðîæäàåòñÿ:

k
@f
@t

kt=0 =

















� 37:32 � 1119:46 0 : : : 0
� 18:66 � 559:73 0 : : : 0
18:66 559:73 0 : : : 0
18:66 559:73 0 : : : 0

0 0 0 : : : 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 0 0 : : : 0

















= 0 (2.3)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ ðåàêöèþ öèêëîàëþìèíè-

ðîâàíèÿ îëåôèíîâ è àöåòèëåíîâ (2.1) ïðè òåìïåðàòóðå 30

�
Ñ, ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, âûÿâëåíèÿ åå íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ìåõàíèçìà

è îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè ðåàãåíòîâ ýêñïåðèìåíòàòîðàì âàæíî çíàòü, êàêèå

èç ñòàäèé âíîñÿò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ïðîòåêàíèå ðåàêöèè. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ èíôîð-

ìàöèÿ î íåïðåðûâíûõ çàâèñèìîñòÿõ ñêîðîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé îò êîíöåíòðàöèé

ðåàãåíòîâ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Â õîäå õèìè÷åñêîãî ïðîöåññà ñîñòàâû èçìåíÿþòñÿ

ïëàâíî. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèÿ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ðåàêöèè, à òàêæå

êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòà âî âðåìåíè íå äîëæíà èìåòü ðåçêèõ ñêà÷êîâ è ðàçðûâîâ ([2]).

Áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîëó÷èòü ïëàâíûå êðèâûå ñêîðîñòåé, ÷òîáû èìåòü âîçìîæ-

íîñòü ñðàâíèâàòü áûñòðûå è ìåäëåííûå ðåàêöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèîííîé ñïîñîáíî-

ñòè âåùåñòâ, â ÷àñòíîñòè, îëåôèíîâûõ è àöåòèëåíîâûõ ñîåäèíåíèé.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â Èíñòèòóòå íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ ðàçðàáîòàí ïàêåò ïðî-

ãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Ïðÿìàÿ çàäà÷à â íåì ðåøàåòñÿ

ÿâíûì ìåòîäîì Êóòòû-Ìåðñåíà 5 ïîðÿäêà.

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ýòèì ìåòîäîì áûëè ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè êîí-

öåíòðàöèè ïðîäóêòà ðåàêöèè A11 è ñêîðîñòè 1-é ñòàäèè îò âðåìåíè (ðèñ. 2.2).

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ìåòîä Êóòòû-Ìåðñåíà.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êîíöåíòðàöèè x11 âåùåñòâà (C2H5)Al (CH2)3CHR è

ñêîðîñòè 1-é ñòàäèè ðåàêöèè îò âðåìåíè ïðè t=30

�
C.

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ñêîðîñòü ïåðâîé ñòàäèè ðåàêöèè ñèëüíî îñöèëëèðóåò, ÷òî ãîâî-

ðèò î íåóñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìåòîä äàåò áîëüøóþ ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íóþ ïîãðåøíîñòü:

� =

s P n
i =1 (x i

p � x i
e)2

n � 1
� 0:155;

ãäå n - ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê, x i
p

- ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà

A11 , x i
e

- ýêñïåðèìåíòàëüíîå.
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3. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïëàâíûõ êðèâûõ ñêîðîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé áûëè ðàññìîòðåíû

ïîëóÿâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

3.1. Ìåòîä Ðîçåíáðîêà

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó ìåòîäà Ðîçåíáðîêà 4-ãî ïîðÿäêà äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì

ÎÄÓ ([4]):

yn+1 = yn +
13
6

p1 +
1
6

p2 � 2p3 +
2
3

p4; (3.1)

p1 = h[E � hA(yn )]� 1f (yn ); (3.2)

p2 = h[E � hA(yn )]� 1f (yn � p1); (3.3)

p3 = h[E � hA(yn )]� 1f (yn +
1
8

p1 +
3
8

p2); (3.4)

p4 = h[E � hA(yn )]� 1f (yn +
3
8

p1 +
19
24

p2 �
1
6

p3); (3.5)

ãäå h - øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

A(yn) - ßêîáèàí ñèñòåìû (2.2), âû÷èñëåííûé â ìîìåíò âðåìåíè t = tn ,

f (yn) - âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.2) â ìîìåíò âðåìåíè t = tn .

Ìåòîä ðåàëèçîâàí ñ ïåðåìåííûì øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ è äëÿ ðåàêöèè öèêëîàëþìè-

íèðîâàíèÿ îëåôèíîâ è àöåòèëåíîâ (2.1) ïðè òåìïåðàòóðå 30

�
Ñ äàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ

ïîãðåøíîñòü � =0.073 (ðèñ. 3.1). Äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû

ðàçëè÷íûõ àòîìîâ âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ:

jAT x � Cj < 0:000001; (3.6)

ãäå A - ìîëåêóëÿðíàÿ ìàòðèöà, x -âåêòîð-ñòîëáåö êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ, C - âåêòîð-

ñòîëáåö êîëè÷åñòâà àòîìîâ ðàçëè÷íûõ âèäîâ.

Òåì íå ìåíåå, â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0.02; 0.05], ìåòîä äàåò íåáîëüøóþ îñöèëëÿöèþ

ñêîðîñòè 1-é ñòàäèè.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ìåòîä Ðîçåíáðîêà.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êîíöåíòðàöèè x11 âåùåñòâà (C2H5)Al (CH2)3CHR è

ñêîðîñòè 1-é ñòàäèè ðåàêöèè îò âðåìåíè ïðè t=30

�
C.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, • 2



×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ìåòîäàìè Ðîçåíáðîêà è . . . 31

3.2. Ìåòîä Ìèøåëüñåíà

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó ìåòîäà Ìèøåëüñåíà 3-ãî ïîðÿäêà äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì

ÎÄÓ ([5]):

yn+1 = yn + R1p1 + R2p2 + R32p3; (3.7)

p1 = h[E � haA(yn )]� 1f (yn); (3.8)

p2 = h[E � haA(yn )]� 1f (yn + b2p1); (3.9)

p3 = h[E � haA(yn )]� 1f (b31p1 + b32p2); (3.10)

ãäå

a=0.435867, b2=0.75, R1 = 11
27 � b31;

b31 = � 1
6a (8a2 � 2a + 1) ; R2 = 16

27 � b32;
b32 = 2

9a (6a2 � 6a + 1) ; R3 = 1;
h - øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

A(yn ) - ßêîáèàí ñèñòåìû (2.2), âû÷èñëåííûé â ìîìåíò âðåìåíè t = tn ,

f (yn) - âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.2) â ìîìåíò âðåìåíè t = tn .

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ìåòîä Ìèøåëüñåíà.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé êîíöåíòðàöèè x11 âåùåñòâà (C2H5)Al (CH2)3CHR è

ñêîðîñòè 1-é ñòàäèè ðåàêöèè îò âðåìåíè ïðè t=30

�
C.

Äëÿ èññëåäóåìîé ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ (2.1) ïðè òåìïåðàòóðå 30

�
Ñ ìåòîä

äàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ïîãðåøíîñòü � =0.074 (ðèñ. 3.2) è äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

jAT x � Cj < 0:0001

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ðîçåíáðîêà (3.1) áàëàíñíîå ñîîòíîøåíèå ðåàêöèè (3.6) âû-

ïîëíÿåòñÿ ñ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ, â òî âðåìÿ êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ìèøåëü-

ñåíà (3.7) ïîëó÷àþòñÿ áîëåå ïëàâíûå ñêîðîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñòàäèé. Ïðè ýòîì îáà ìåòîäà

äàþò áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2), ÷åì ÿâíûé ìåòîä

Êóòòû-Ìåðñåíà.

Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ñòåïåíè åå æåñòêîñòè, ñòåïåíè

âûðîæäåííîñòè ÿêîáèàíà, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîäáè-

ðàÿ èõ îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ íà÷àëüíûé, ìèíèìàëüíûé è ìàêñè-

ìàëüíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ðàçëè÷íûõ

àòîìîâ è ïîãðåøíîñòü ìåòîäà.
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Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü ðÿä ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðè òåìïå-

ðàòóðàõ îò 0 äî 50

�
C, ðàçíûõ êàòàëèçàòîðàõ, îëåôèíàõ, àöåòèëåíàõ è ñïèðòàõ ñ öåëüþ

îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ óñëîâèé ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ

è àöåòèëåíîâ(2.1).
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The numerical solution of the direct chemical kinetics

promplem by the Rosenbro ck's and Mishelsen's metho ds

for the sti� systems of di�erential equations.

c M. V. Tikhonova

4

, I. M. Gubaydullin

5

, S. I. Spivak

6

Abstract. In the work the problem of the sti� ODE system in the construction of the kinetic

mo del of the cycloalumination reaction of ole�ns and acetylenes in the presence of a catalyst

Cp2ZrCl 2 is considered. the Rosenbro ck's and Mishelsen's metho ds are considered for solving the

direct kinetic problem. The rates of the reaction stages are obtained for further de�ne the reactivity

of substances. The error b etween the calculated and exp erimental data in the work is estimated.

Key Words: mathematical mo deling, chemical kinetics, direct problem, sti� system of ordinary

di�erential equations, rate constants of elementary reactions, the Rosenbro ck's metho d, Mishelsen's

metho d.
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Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

ÓÄÊ 519.854

Êà÷åñòâåííàÿ îöåíêà âëèÿíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè â

êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ íà ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîé

îïòèìèçàöèè

c Î. À. Àíòîíîâà

1

, Ñ. À. Ìóñòàôèíà

2

, Ñ. È. Ñïèâàê

3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èçó÷åí âîïðîñ î êà÷åñòâåííîé íåèçìåííîñòè â ñëó÷àå ïîèñêà îïòèìàëü-

íûõ òåìïåðàòóðíûõ óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ õèìè÷åñêèõ ðàâíîâåñíûõ ðåàêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êà÷åñòâåííàÿ íåèçìåííîñòü, íåîïðåäåëåííîñòü â êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåò-

ðàõ.

1. Ââåäåíèå

Â õîäå ýêñïåðèìåíòà õèìè÷åñêèå êîíñòàíòû (êîíñòàíòû ðåàêöèè ki è ýíåðãèè àêòè-

âàöèé E i ) îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íî ñ íåêîòîðûì èíòåðâàëîì, øèðèíà êîòîðîãî ïîêàçûâàåò

ñòåïåíü èõ ïðèãîäíîñòè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ò.å. ýòè ïàðàìåòðû íàõîäÿòñÿ â óñëîâèÿõ

íåîïðåäåëåííîñòè:

(k0
i )cp � � k0

i � ki � (k0
i )cp + � k0

i ; (1.1)

E cp
i � � E i � E i � E cp

i + � E i : (1.2)

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå íåîïðåäåëåííîñòè â êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ õèìè÷åñêèõ ðåàê-

öèé íà ðàñ÷åò îïòèìàëüíîé òåìïåðàòóðû. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîæåò âîçíèêíóòü ñè-

òóàöèÿ, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà íàõîäèòñÿ âíóòðè çàäàííîãî îãðàíè÷åíèÿ (êà÷å-

ñòâî 1), ëèáî íàõîäèòñÿ òîëüêî íà åãî ãðàíèöàõ (êà÷åñòâî 2). Åñëè ïðè ýòîì â óñëîâèÿõ

íåîïðåäåëåííîñòè êèíåòè÷åñêèõ äàííûõ êà÷åñòâî íå ìåíÿåòñÿ, òî òåìïåðàòóðà íàçûâàåòñÿ

êà÷åñòâåííî íåèçìåííîé. Ìåñòîïîëîæåíèå îïòèìàëüíîé òåìïåðàòóðû îïðåäåëÿåò ðàçíûå

àïïàðàòíûå óñëîâèÿ âåäåíèÿ ïðîöåññà: èçîòåðìè÷åñêèå èëè íåèçîòåðìè÷åñêèå [1].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ëþáàÿ ñëîæíàÿ õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñî÷åòàíèÿ ïðî-

ñòûõ ðåàêöèé (îáðàòèìûõ, ïàðàëëåëüíûõ èëè ïîñëåäîâàòåëüíûõ). Ðàññìîòðèì îáðàòèìóþ

ðåàêöèþ, ñîñòîÿùóþ èç n ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé:

A1 � A2 � : : : � An : (2.1)

1

Àññèñòåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; Antonova _ olga22@mail.ru

2

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; Musta�na _ SA@rambler.ru

3

Çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà;

S.Spivak@bashnet.ru
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Ðàçäåëåíèå äðóã îò äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé ýòîé ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì

ïîäáîðà òàêîé òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå ìàêñèìàëüíîãî âûõîäà

ïðîäóêòà i -îé ñòàäèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåõíîëîãè÷åñêèì óñëîâèÿì íà òåìïåðàòóðó

íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå: Tmin � T � Tmax :
Ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ äàííîãî ðàâíîâåñíîãî ïðîöåññà [2]. Èç êóðñà

òåðìîäèíàìèêè èçâåñòíî, ÷òî:

kp
1 =

x2

x1
; kp

2 =
x3

x2
; : : : ; kp

n =
xn+1

xn
; (2.2)

ãäå kp
i � êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ, x i � ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ i -ãî ïðîäóêòà (i =

1; :::; n) . Ñîãëàñíî çàêîíó ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà:

x1 + x2 + : : : + xn = 1: (2.3)

Â ìàòðè÷íîì âèäå ìîäåëü (2.2)-(2.3) ïðèìåò âèä:

0

B
B
@

� kp
1 1 . . . 0

0 � kp
2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 1

1

C
C
A �

0

B
B
@

x1

x2

. . .

xn

1

C
C
A =

0

B
B
@

0

0

. . .

1

1

C
C
A (2.4)

Äëÿ ýíåðãèé àêòèâàöèè E +
i ; E �

i ïðèìåì âî âíèìàíèå äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå:

Qi = E +
i � E �

i > 0 .

Ðåøàÿ ñèñòåìó (2.2), ïîëó÷èì:

x2 = P1x1; x3 = P2x2; : : : ; xn+1 = Pnxn ; ãäå Pi =
nY

s=1

kp
s : (2.5)

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè, çàâèñÿùåå òîëüêî îò òåìïåðàòóðû:

xs =
Ps

nX

i =1

Pi

:

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ äëÿ xs(s = 1; :::; n) ïðèìåò âèä:

x
0

s =

PsP
0

s

 
nX

i =1

Pi

Ps
�

nX

i =1

P
0

i

P
0

s

!

� nX

i =1

Pi

� 2 :

Çíàê x
0

s áóäåò çàâèñåòü îò çíàêà âûðàæåíèÿ â ÷èñëèòåëå [3]:

 
nX

i =1

Pi

Ps
�

nX

i =1

P
0

i

P
0

s

!

: (2.6)
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Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (2.5), ïîëó÷èì:

Ps =
sY

i =1

ki exp
�

�

sX

i =1

Qi

RT

�

èëè, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ,

eEs =
sX

i =1

Qi ; ek0
s =

sY

i =1

k0
i ;

ïîëó÷èì

Ps = ek0
s exp

�
�

eEs

RT

�
:

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Es � ìîíîòîííîñòü:

i � j , eE i � eE j :

Òîãäà âûðàæåíèå (2.6) ïðèìåò âèä:

nX

i =1

eki

eks

exp
�

�
eE i � eEs

RT

�
�

nX

i =1

eE i

eEs

ek0
i

ek0
s

exp
�

�
eE i � eEs

RT

�
=

=
nX

i =1

ek0
i

ek0
s

�
1 �

eE i

eEs

�
exp

�
�

eE i � eEs

RT

�
:

Çàìåíà

ai =
ek0

i

ek0
s

�
1 �

eE i

eEs

�
; z = exp

�
�

1
RT

�
;

r i = eEs � eE i ; i = 1; l; r i = eE i � eEs; i = l + 1; n

ïðèâîäèò ê ôóíêöèîíàëó, ÿâëÿþùåìóñÿ ñóììîé ïîëèíîìà (åñëè

fE i - öåëûå ÷èñëà, òî ñ

öåëî÷èñëåííûìè ñòåïåíÿìè) è íåêîòîðîé ôóíêöèè îáðàòíûõ ñòåïåíåé:

Ps(z) =
s� 1X

i =1

ai z� r i +
nX

i = s+1

ai zr i : (2.7)

Ïðîàíàëèçèðóåì (2.7).

1. ai > 0 ïðè i = 1; s � 1; as = 0; ai > 0 ïðè i = s + 1; n . Â ñèëó ìîíîòîííîñòè

îäèíàêîâîãî òèïà ôóíêöèé � zr i (n > 0) Ps(z) � åñòü ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

2. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ: z = 0; z = + 1 ; s 2 f 2; :::; n � 1g ,

ò.å. ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû ðàçíûõ çíàêîâ:

a) lim
z! +0

Ps(z) = + 1 ; ò.ê. ai ; ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìàì ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè,

ïîëîæèòåëüíû;

á) lim
z! + 1

Ps(z) = �1 ; ò.ê. ai ; ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìàì ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè,

îòðèöàòåëüíû.

s = 1

Ps(z) =
nX

s=2

ai zr i < 0 (z � 0);
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s = n

Ps(z) =
n� 1X

s=1

ai z� r i > 0 (z � 0):

3. Âûêëàäêè ïóíêòîâ 1 è 2 ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîäû:

à ) s 2 f 2; :::; n � 1g; â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Ps(z) íà D(Ps) = [ �1 ; + 1 ] ñóùåñòâóåò

z� : Ps(z� ) = 0 ;
á ) s = 1; Ps(z) < 0; äëÿ ëþáîãî z > 0;
â ) s = n; Ps(z) > 0; äëÿ ëþáîãî z > 0:
4. Ò.ê. Ps(z) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

à ) s 2 f 2; :::; n � 1g; èç òîãî, ÷òî Ps(z) > 0; äëÿ ëþáîãî z � z�
è Ps(z) < 0; äëÿ ëþáîãî

z � z� ; ïîëó÷èì òî÷êó ìàêñèìóìà z� :
á ) s = 1; Ps(z) < 0; äëÿ ëþáîãî z > 0; èìååì xs(T)� óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ìàêñè-

ìàëüíûé âûõîä ïðîäóêòà ïîëó÷èì ïðè ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðå.

â ) s = n; Ps(z) > 0; äëÿ ëþáîãî z > 0; èìååì xs(T)� âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ìàê-

ñèìàëüíûé âûõîä ïðîäóêòà ïîëó÷èì ïðè ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðå.

Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êàê ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà îïòèìóìà, òàê è

ãðàíè÷íàÿ òî÷êà êàê òî÷êà ìàêñèìóìà. Èíûìè ñëîâàìè, Us = Z:

3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Èçó÷èì âîïðîñ âëèÿíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè â òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ íà ðå-

çóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè è êàê ñëåäñòâèå èç ýòîãî - òðåáîâàíèå ê òî÷íîñòè

îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ïðîãíîçà óñëîâèé ïðîâåäå-

íèÿ ðåàêöèè.

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ áûëè âûáðàíû ïàðàìåòðû ïàññèâàöèè íèêåëåâûõ êàòà-

ëèçàòîðîâ (n = 6) :

E1 = 4; 1 Êêàë/ìîëü ; E2 = 45; 7 Êêàë/ìîëü ; E3 = 47; 9 Êêàë/ìîëü ;

E4 = 48; 25 Êêàë/ìîëü ; E5 = 48; 4 Êêàë/ìîëü ; E6 = 48; 5 Êêàë/ìîëü :

Óðîâåíü îøèáêè ñîñòàâëÿåò (� 10% îòíîñèò.):

E i (1 � � ) < E i < E i (1 + � ); i = 1; 6:

Òåìïåðàòóðíûé èíòåðâàë T I = [293� K; 473� K ]: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîêàçàëè, ÷òî ïîäîá-

íàÿ òî÷íîñòü äàåò îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü î íàëè÷èè âíóòðåííåãî ìàêñèìóìà è âûäåëåíèÿ

åãî ãðàíèöû Us = [293� K; 313� K ]:

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Àíòîíîâà Î.À., Ìóñòàôèíà Ñ.À. ×óâñòâèòåëüíîñòü îïòèìàëüíîãî òåìïåðàòóðíîãî

ðåæèìà äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàêöèè ê âàðèàöèÿì êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò. // Âåñòíèê

Áàøêèðñêîãî óíèâåðñèòåòà. � 2008. � Ò.13, •3(I). � Ñ.847-848.

2. Êðóãëîâ À.Â. Äâóõñòîðîííèå îöåíêè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìî-

äåëèðîâàíèè õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: Äèññ. ... êàíä.ôèç.-ìàò.íàóê./ Óôà � 1990. � 159

ñ.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, • 2



38

3. Ìóñòàôèíà Ñ.À. Îïòèìèçàöèÿ ðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè

ïî êîíñòàíòàì ðàâíîâåñèÿ. // Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

� 2006. � Ò. 8, • 1. � Ñ. 282-287.

4. Áîðåñêîâ Ã.Ê. Êàòàëèç â ïðîèçâîäñòâå. � Ì.: Ãîñõèììçäàò, 1954. � 348 ñ.

5. Øîêèí Þ.È. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1981. � 112 ñ.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, • 2



39

Qualitative valuation of uncertainty in�uence in kinetic

parameters on results of the theoretical optimization.
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Abstract. In the work the question of a qualitative invariance in the case of searching optimum
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ÓÄÊ 517.9

Îá îäíîì êëàññå èíòåãðî�àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ

c Ì. Â. Áóëàòîâ

1

,Ì. Í. Ìà÷õèíà

2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî íåïðå-

ðûâíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðî�àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èí-

òåãðèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïåðåìåííûå ïðåäåëû èíòåãðèðîâà-

íèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíû èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè ïðå-

äåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíîâîê [3]. Ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

åäèíñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

A(t)x(t) +

tZ

t � c

K (t; s)x(s)ds = f (t); t 2 [0; T]; s 2 [0; t]; (2.1)

ãäå A(t) è K (t; s) � (n � n) �ìàòðèöû, f (t) � n �ìåðíàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ, c � èçâåñòíàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Äëÿ äàííîé çàäà÷è çàäàíî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå

x(t) = x0(t); t 2 [� c;0): (2.2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèö A(t); K (t; s) è f (t) îáëàäàþò íåîáõîäèìîé ñòå-

ïåíüþ ãëàäêîñòè è

det A(t) � 0: (2.3)

Ïîä ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíóþ âåêòîð�

ôóíêöèþ x(t) îáðàùàþùóþ óðàâíåíèå (2.1) â òîæäåñòâî.

Çàäà÷è (2.1), (2.2) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.3) áóäåì íàçûâàòü èíòåãðî-

àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ê íàñòîÿùåìó

âðåìåíè èçâåñòíû íåìíîãèå ðåçóëüòàòû îòíîñÿùèåñÿ ê êà÷åñòâåííîé òåîðèè è ÷èñëåííûì

ìåòîäàì ðåøåíèÿ èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûì íèæíèì ïðåäåëîì èí-

òåãðèðîâàíèÿ. Îáçîð ïî ýòîé òåìå ìîæíî íàéòè â [1], [2]. Â äàííîé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíû

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è.
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3. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè àâòîðàìè íå îáíàðóæåíî êàêèõ�ëèáî ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäî-

âàíèþ, à òåì áîëåå ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ïðåäñòàâëåííîé â ñòàòüå çàäà÷è. Îäíàêî â

ìîíîãðàôèè [3] áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêèõ óðàâíåíèé è ïîêàçàíà ïðèêëàäíàÿ çíà-

÷èìîñòü çàäà÷ òàêîãî ðîäà. Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, ïðèâåäåì îäíî

îïðåäåëåíèå

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. [4] Ìàòðèöà, îáîçíà÷àåìàÿ êàê A �
, íàçûâàåòñÿ ïîëó-

îáðàòíîé ê ìàòðèöå A , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

AA � A = A:

Ýòî óðàâíåíèå ïåðåïèøåì â âèäå

W A = 0; W = E � AA � :

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è ýëåìåíòû A(t); K (t; s); f (t) ÿâëÿ-

þòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) rankA (0) = rank
�

A(0)jf (0) �
0R

� c
K (0; s)x0(s)ds

�
;

2)

rankA (t) = k = const 8t 2 [0; T];
det(�A (t) + K (t; t )) = � ka0(t) + � k� 1a1(t) + ::: + ak(t);
a0(t) 6= 0 8t 2 [0; T];

3) W f 0(0) = W [K (0; 0)x0(0) � K (0; � c)x0(� c) + A0(0)x0(0)] + W
0R

� c
K 0

t (0; s)x0(s)ds;

4) A(0)x0(� 0) = f (0) �
0R

� c
K (0; s)x0(s)ds:

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) , (2.2) .

Ïðîêîììåíòèðóåì óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïåðâîå óñëîâèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òåî-

ðåìó Êðîíåêåðà�Êàïåëëè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû

(2.1) â íà÷àëüíîé òî÷êå. Âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû ãîâîðèò î òîì, ÷òî íà îòðåçêå èíòåãðè-

ðîâàíèÿ îòñóòñòâóþò ñèíãóëÿðíûå òî÷êè, ò.å. òî÷êè â êîòîðûõ ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, èëè

÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé, à òðåòüå óñëîâèå ãàðàíòèðóåò íåïðåðûâíîñòü

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå äàííóþ

òåîðåìó.

4. Èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû

Ï ð è ì å ð 4.1.

�
1 1
0 0

� �
u(t)
v(t)

�
+

tZ

t � 1

�
0 0
0 1

� �
u(s)
v(s)

�
ds =

�
0
et

�
; t 2 [0; 1]

u(t) = u0(t) = 0 ; v(t) = v0(t) = 0 t 2 [� 1; 0):
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Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

u(t) = � v(t):

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåû, ó÷èòûâàÿ ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé,

ïîëó÷àåì

tZ

0

v(s)ds = et :

Ýòî óðàâíåíèå íåðàçðåøèìî â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû íà-

ðóøåíî,òàê êàê

rankA (0) = 1 ;

à ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

rank

0

@A(0)jf (0) �

0Z

� 1

K (0; s)x0(s)ds

1

A = rank
�

1 1
0 0

�
�
�
�

0
1

�

ðàâåí äâóì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ìàòðèöû A(t) â íà÷àëüíîé òî÷êå íå ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé

ìàòðèöû â òîé æå òî÷êå.

Ï ð è ì å ð 4.2.

�
1 0
0 0

� �
u(t)
v(t)

�
+

tZ

t � 1

�
0 1
1 t � s

� �
u(s)
v(s)

�
ds =

�
0
0

�
; t 2 [0; 1]

u(t) = u0(t) = 0 ; v(t) = v0(t) = 0 t 2 [� 1; 0):

Ó÷èòûâàÿ ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

ïîëó÷àåì

u(t) +

tZ

0

v(s)ds = 0;

à âòîðîå óðàâíåíèå äàííîé ñèñòåìû ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ

tZ

0

[u(s) + ( t � s)v(s)]ds = 0;

ýêâèâàëåíòíîìó ïåðâîìó óðàâíåíèþ. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî-

ñëåäíåå óðàâíååíèå ïî ïåðåìåííîé t: Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

u(t) = �
Ctk+1

k + 1
; v(t) = Ctk k � 0; 8C; t 2 [0; 1]:

Âõîäíûå äàííûå ýòîãî ïðèìåðà óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óñëîâèþ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåì

âòîðîå óñëîâèå

rankA (t) = 1 = const;
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det(�A (t) + K (t; t )) = � 1

deg(� 1) = 0 = const:

Âèäèì, ÷òî âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû íàðóøåííî, òàê êàê, ðàíã ìàòðèöû A(t) è ñòåïåíü

îïðåäåëèòåëÿ ïó÷êà ìàòðèö �A (t)+ K (t; t ) ÿâëÿþòñÿ ïîñòàÿííûìè âåëè÷èíàìè, íî îíè

íå ñîâïàäàþò.

Ï ð è ì å ð 4.3.

�
t
2 0
0 0

� �
u(t)
v(t)

�
+

tZ

t � 1

�
� 1 0
0 1

� �
u(s)
v(s)

�
ds =

�
0
0

�
; t 2 [0; 1]

u(t) = u0(t) = 0 ; v(t) = v0(t) = 0 t 2 [� 1; 0):

Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå âèäà 8
>><

>>:

t
2u(t) �

tR

0
u(s)ds = 0

tR

0
v(s)ds = 0

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó èìååì v(t) = 0 , à ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

êëàññ ôóíêöèé u(t) = Ct , ãäå C � ëþáîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì äàííàÿ ñèñòåìà èìååò

ìíîæåñòâî ðåøåíèé

u(t) = Ct; v(t) = 0 ; t 2 [0; 1]:

Â ýòîì ïðèìåðå âõîäíûå äàííûå óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óñëîâèþ òåîðåìû, íî âòîðîå

óñëîâèå íàðóøåíî, òàê êàê

rankA (t) =
�

0 ; t = 0
1 ; t 6= 0:

Ï ð è ì å ð 4.4.

�
t 1 � t
0 0

� �
u(t)
v(t)

�
+

tZ

t � 1

�
� 2 1
1 1

� �
u(s)
v(s)

�
ds =

�
0
0

�
; t 2 [0; 1]

u(t) = u0(t) = 0 ; v(t) = v0(t) = 0 t 2 [� 1; 0):

Ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî, íî âòîðîå íàðóøåíî, òàê êàê

rankA (t) = 1 = const;

íî ñòåïåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïó÷êà ìàòðèö �A (t)+ K (t; t ) íåïîñòîÿííà.

Â ñàìîì äåëå

det(�A (t) + K (t; t )) = � (2t � 1) � 3;

deg det (� (2t � 1) � 3) =
�

0 ; t = 1
2

1 ; t 6= 1
2:

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà t = 1
2 ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé è, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷åðåç

íåå ïðîõîäèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé

u(t) =
�

0 ; t 2 [0; 1
2 ]

C
p

2t � 1 ; t 2 ( 1
2; 1];

v(t) =
�

0 ; t 2 [0; 1
2 ]

� C
p

2t � 1 ; t 2 ( 1
2; 1];

ãäå C � ëþáîå ÷èñëî.
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Ï ð è ì å ð 4.5.

�
1 � 1
0 0

� �
u(t)
v(t)

�
+

tZ

t � 1

�
0 0
0 1

� �
u(s)
v(s)

�
ds =

�
0
t

�
; t 2 [1; 3]

u(t) = u0(t) = 1 v(t) = v0(t) = 1 t 2 [0; 1):

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà âûïîëíåíû ïåðâîå è âòîðîå óñëîâèÿ òåîðåìû, íî íàðóøåííî òðå-

òüå óñëîâèå. Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ â êà÷åñòâå W ìàòðèöó

W =
�

0 0
0 1

�
;

äîëæíû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

�
0 0
0 1

� �
0
1

�
=

�
0 0
0 1

� ��
0 0
0 1

� �
1
1

�
�

�
0 0
0 1

� �
1
1

�
+

�
0 0
0 0

� �
1
1

��
+

�
0
0

�
;

êîòîðîå íåñïðàâåäëèâî.

Èòàê, òðåòüå óñëîâèå òåîðåìû íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàéäåì ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è. Äëÿ

ýòîãî îò èñõîäíîé ñèñòåìû ïåðåéäåì ê ñèñòåìå âèäà

8
<

:

u(t) = v(t)
1R

t � 1
v0(s)ds+

tR

1
v(s)ds = t:

Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì øàãîâ [5] , ïîëó÷èì

tZ

1

v1(s)ds = t �

1Z

t � 1

v0(s)ds = 2t � 2 ) v1(t) = 2 t 2 [1; 2):

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì ðàçðûâíîå ðåøåíèå âèäà

u(t) = v(t) =

8
<

:

2 ; t 2 [1; 2)
3 ; t 2 [2; 3)
4 ; t = 3:

Ðàáîòà áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 10-01-00571à.
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Abstract. In the pap er su�cient conditions of existence of unique continuous solutions for the
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Key Words: integral-algebraic equations, variable integration limits.

References

1. Bulatov M. V. Metho ds of Solution of Di�erential-Algebraic and Singular Integral Equations.�Dr.Sc.

Thesis, Irkutsk, 2002, pp.244.

2. Chistykov V.F. Algebro-Di�erential Op erators With Finite-Dimensional Core. Novosibirsk: Nayka. �

1996, 278 p.

3. Apartsyn A.S. Nonclassical Equation of Volterra of the �rst kind: Theory and Numerical Metho ds.�

Novosibirsk: Nauka. Sibirska ja Izdatel'ska ja Firma RAN.�1999, 193 p.

4. Vaarmann O.Generalized Inverse Re�ection.� Tallinn: Valgus.�1988, 120 p.

5. Myschkis A.D. Linear Di�erential Equations with Delay Argument. �M.-L.: Gostehizdat.�1951, 255 p.

3

chif reseacher, ISDCT SB RAS, Irkutsk; mvbul@icc.ru.

4

Ph.D. student, Irkutsk State Pedagogical Academy, Irkutsk; masha888888@mail.ru

MVMS journal. 2010. V. 12, No. 2



46 Ò. À. Ãóðèíà, È. À. Äîðîôååâ

ÓÄÊ 517.9

Ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áèôóðêàöèé â ñèñòåìå òèïà

Ëîðåíöà

c Ò. À. Ãóðèíà

1

, È. À. Äîðîôååâ

2

Àííîòàöèÿ. Â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ëîðåíöà, ÿâëÿþùåéñÿ ìîäåëüþ

óñòîé÷èâîñòè ñðåäíåé ôèðìû, íàéäåí ïîëíûé äâîéíîé ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áèôóðêàöèé,

ïðèâîäÿùèé ê îáðàçîâàíèþ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà Ëîðåíöà, áèôóðêàöèÿ, îñîáàÿ òî÷êà, ïðåäåëüíûé öèêë, ãîìî-

êëèíè÷åñêèé êîíòóð, ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áèôóðêàöèé, ñòðàííûé àòòðàêòîð, ïåðåõîä ê

äèíàìè÷åñêîìó õàîñó.

1. Ââåäåíèå

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëîðåíöà [1], îïèñûâàþùàÿ ðàçâèòèå òóðáó-

ëåíòíîñòè â òå÷åíèè Ðåëåÿ-Áåíàðà, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû, ïåðåõîäÿùåé ê õàîñó ÷åðåç äâîéíîé ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áèôóðêàöèé è ðîæ-

äåíèå ñòðàííîãî àòòðàêòîðà ïðè èçìåíåíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà r 2 [0; 1700] è

ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ b= 0:5 , � = 10 :

8
><

>:

_x = � �x + �y;

_y = rx � y � xz;

_z = � bz+ xy:

(1.1)

Â ñòàòüå Øàïîâàëîâà Â. È. è ñîàâòîðîâ [2] ïîñòðîåíà ñèíåðãåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñðåäíåé

ôèðìû, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþöèþ âåëè÷èí êðåäèòà x , êàïèòàëà y è ÷èñëåííîñòè ñîòðóäíè-

êîâ z è îáëàäàþùàÿ âîçìîæíîñòüþ ñàìîðåãóëÿöèè ñ ïîìîùüþ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ

�; �; ; �; �; � > 0 , ÿâëÿþùèõñÿ áèôóðêàöèîííûìè. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîõîæóþ íà ñèñòåìó Ëîðåíöà:

8
><

>:

_x = � �x + �y;

_y = � (x + y) � �xz;

_z = � z + �xy:

(1.2)

Óñòîé÷èâîé ðàáîòå ôèðìû ñîîòâåòñòâóåò âûõîä ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.2) íà

óñòîé÷èâîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî � àòòðàêòîð (íåïîäâèæíóþ òî÷êó èëè ïðåäåëüíûé

öèêë). Ïðîâåäåííûå àâòîðàìè [2], [4] ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èçìå-

íåíèè áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà  2 [0; 10] è � = 5; � = 8; � = 1; � = 2:1; � = 4:1
â ñèñòåìå (1.2) ìîæåò âîçíèêíóòü õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, íàïîìèíàþùèé àòòðàêòîð Ëî-

ðåíöà. Åìó ïðåäøåñòâóåò êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ ó

ñèñòåìû Øàïîâàëîâà (1.2) ñòðàííîãî àòòðàêòîðà òèïà Ëîðåíöà íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â

íàëè÷èè ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñêàäà áèôóðêàöèé.

1

Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-

òåò), ã. Ìîñêâà; gurina mai@mail.ru

2

Àññèñòåíò êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (òåõíè÷åñêèé óíèâåð-

ñèòåò), ã. Ìîñêâà; softcat@mail.ru
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. [1] Ïîëíûì (íåïîëíûì) ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñêàäîì áè-

ôóðêàöèé íàçûâàåòñÿ êàñêàä áèôóðêàöèé ðîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èç

åäèíñòâåííîãî óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé áèôóðêàöèîííîãî

ïàðàìåòðà âäîëü ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ÷åðåç òî÷êó (âáëèçè

òî÷êè) ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà.

Åñëè ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçìåíåíèþ çíà÷åíèé áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà,

ïðîõîäèò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ÷åðåç òî÷êó (âáëèçè òî÷êè) îäíîâðåìåííîãî ñóùå-

ñòâîâàíèÿ äâóõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ, òî îáðàçóþùèéñÿ êàñêàä áèôóðêàöèé óñòîé-

÷èâûõ öèêëîâ íàçîâàåòñÿ ïîëíûì (íåïîëíûì) äâîéíûì ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñêàäîì.

2. Èññëåäîâàíèå îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû Øàïîâàëîâà.

Íàéäåì îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (1.2) èç óñëîâèé _x = _y = _z = 0 :

8
><

>:

� �x + �y = 0;

� (x + y) � �xz = 0;

� z + �xy = 0:

(2.1)

Ïðè ëþáûõ �; �; ; �; �; � > 0 ñóùåñòâóþò òðè îñîáûå òî÷êè:

O0(0; 0; 0); O1;2

�
�

s
� (� + � )

���
; �

s
�� (� + � )

��� 2
;
� (� + � )

��

�
(2.2)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñîáûõ òî÷åê íà óñòîé÷èâîñòü íàéäåì ÿêîáèåâó ìàòðèöó ñèñòåìû:

A =

0

@
� � � 0

� � �z � � �x
�y �x � 

1

A
(2.3)

Â òî÷êå O0(0; 0; 0) ïîëó÷èì ìàòðèöó ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû:

A0 =

0

@
� � � 0
� � 0
0 0 � 

1

A
(2.4)

è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

det (A0 � �E ) =

�
�
�
�
�
�

� � � � � 0
� � � � 0
0 0 �  � �

�
�
�
�
�
�

= � (� +  )( � 2 � (� � � )� � � (� + � )) = 0 :

Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà èìååì: � 1 + � 2 = � � �; � 1� 2 = � � (� + � ) .

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

� 1 =
� � �

2
�

s
(� � � )2

4
+ � (� + � ) =

� � �

2
�

s
(� + � )2

4
+ �� < 0;

� 2 =
� � �

2
+

s
(� � � )2

4
+ � (� + � ) =

� � �
2

+

s
(� + � )2

4
+ �� > 0;

� 3 = �  < 0:

(2.5)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà O0(0; 0; 0) � ñåäëî-óçåë ñ äâóìåðíûì óñòîé÷èâûì èíâàðè-

àíòíûì ìíîãîîáðàçèåì W s
è îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì

W u
. Â ñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ O1;2 èìååì ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè:

A1;2 =

0

B
B
B
B
B
@

� � � 0

�
��

�
� �

r
�� (� + � )

��

�

s
��� (� + � )

�� 2
�

s
�� (� + � )

��
� 

1

C
C
C
C
C
A

(2.6)

è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

det (A1;2 � �E ) = �
�

� 3 + (  + � � � )� 2 + 
� ��

�
+ �

�
� + 2 � (� + � )

�
= 0:

Íàéäåì ïîðîã óñòîé÷èâîñòè òî÷åê O1;2 , òî åñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîÿâ-

ëÿåòñÿ ïàðà ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. ×èñòî ìíèìûå êîðíè

ó êóáè÷åñêîãî òðåõ÷ëåíà áóäóò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ

ïðè � è � 2
ðàâíî ñâîáîäíîìó ÷ëåíó:

( + � � � )
� �

�
+ �

�
= 2 � (� + � ):

Îòñþäà ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà  , ïðè êîòîðîì òî÷êè O1;2 îäíîâðåìåííî òå-

ðÿþò óñòîé÷èâîñòü è ïîðîæäàþò ïðåäåëüíûå öèêëû, òî åñòü ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ

Àíäðîíîâà-Õîïôà:

 c =
2�� (� + � )

�� + � 2
+ ( � � � ): (2.7)

Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà  c íå âõîäÿò ïàðàìåòðû

� , � . Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ  <  c òî÷êè O1;2 áóäóò íåóñòîé÷èâû. Íàéäåì çíà÷åíèÿ

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðè  =  c . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

� 3 + (  + � � � )� 2 + 
� ��

�
+ �

�
� +  ( + � � � )

� ��
�

+ �
�

= 0:

Òîãäà:

(� +  + � � � )
�

� 2 + 
� ��

�
+ �

��
= 0; (2.8)

� 1;2 = � i

r


� ��

�
+ �

�
� ìíèìûå êîðíè, � 3 = � �  � � � çíàêîïåðåìåííûé äåéñòâèòåëü-

íûé êîðåíü ( � 3 > 0 , åñëè  < � � � è � 3 < 0 , åñëè  < � � � ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè  <  c è  > � � � òî÷êè O1;2 � ñåäëî-ôîêóñû ñ îäíîìåðíûì

óñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì W s
è äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì èíâàðèàíò-

íûì ìíîãîîáðàçèåì W u
.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå ñåäëî-óçëà è äâóõ ñåäëî-ôîêóñîâ âûòåêàåò âîçìîæíîñòü

îáðàçîâàíèÿ â íåé ðàçëè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ îñîáûõ òî÷åê è ñâÿçàííûõ ñ

íèìè êàñêàäîâ áèôóðêàöèé.

3. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû ê äèàãîíàëüíîé

ôîðìå.

Çàïèøåì ñèñòåìó (1.2) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå:

0

@
_x
_y
_z

1

A = A0

0

@
x
y
z

1

A + x

0

@
0

� �z
�y

1

A ; ãäå A0 =

0

@
� � � 0
� � 0
0 0 � 

1

A : (3.1)
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Ïðèâåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A0 ëèíåàðèçàöèè â òî÷êå O0(0; 0; 0) èìååò, â îáùåì ñëó÷àå, ðàç-

ëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, òî îíà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå. Ïî

àíàëîãèè ñ [1] ïðèâåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû ê ãëàâíûì îñÿì çàìåíîé:

x = u + v; �y � �x = � 1u + � 2v; z = z; (3.2)

îòñþäà: y =
� 1 + �

�
u +

� 2 + �
�

v .

Âû÷èñëèì ìàòðèöó ïåðåõîäà è îáðàòíóþ ê íåé:

0

@
x
y
z

1

A = B

0

@
u
v
z

1

A ; B =

0

B
B
@

1 1 0
� 1 + �

�
� 2 + �

�
0

0 0 1

1

C
C
A ; (3.3)

0

@
u
v
z

1

A = B � 1

0

@
x
y
z

1

A ; B � 1 =
�

� 2 � � 1

0

B
B
B
B
B
@

� 2 + �

�
� 1 0

�
� 1 + �

�
1 0

0 0
� 2 � � 1

�

1

C
C
C
C
C
A

: (3.4)

Ñèñòåìà ïðèìåò âèä:

0

@
_u
_v
_z

1

A = B � 1A0B

0

@
u
v
z

1

A + B � 1(u + v)

0

B
B
@

0
� �z

�
� � 1 + �

�
u +

� 2 + �
�

v
�

1

C
C
A : (3.5)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.3), (3.4) â (3.5) è ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

0

@
_u
_v
_z

1

A =

0

@
� 1 0 0
0 � 2 0
0 0 � 

1

A

0

@
u
v
z

1

A +

0

B
B
B
B
B
B
@

�� (u + v)z
� 2 � � 1

�
�� (u + v)z

� 2 � � 1
�
�
(u + v)

�
(� 1 + � )u + ( � 2 + � )v

�

1

C
C
C
C
C
C
A

; (3.6)

Çàïèñü óðàâíåíèé â ïåðåìåííûõ (u; v; z) âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò çàïèñè â ïåðåìåííûõ

(z; y; z) âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
â òî÷êå O0(0; 0; 0) êàñàòåëüíî ê

îñè u , à íåóñòîé÷èâîå W u
� êàñàòåëüíî ê îñè v . Â òàêîì âèäå óäîáíåå èçó÷àòü ãåîìåòðèþ

ôàçîâûõ êðèâûõ ñèñòåìû. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ � = 4; � = 8; � = 1; � =
2:1; � = 4:1 ìîæíî íàáëþäàòü êàñêàä áèôóðêàöèé ïðè ñòðåìëåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 
êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó ê òî÷êå  �

ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå ãîìîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ

ñåäëî-ôîêóñîâ.

Îñîáûå òî÷êè ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû èìåþò êîîðäèíàòû

O0(0; 0; 0); O1;2

�
�

� 2

� 2 � � 1

s
� (� + � )

���
; �

� 1

� 2 � � 1

s
�� (� + � )

���
;

� (� + � )
��

�
; (3.7)

ïðè÷åì òî÷êè O1;2 íàõîäÿòñÿ â ïåðâîì è òðåòüåì îêòàíòàõ ïðîñòðàíñòâà. Ôàçîâàÿ òðà-

åêòîðèÿ ïðè ïàðàìåòðå  èç õàîòè÷åñêîé îáëàñòè ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè äâóõ äåôîð-

ìèðîâàííûõ êîëåö ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O1;2 . Êàæäîå êîëüöî èìååò âíåøíèé êîíòóð

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, • 2



50 Ò. À. Ãóðèíà, È. À. Äîðîôååâ

z = zs(u; v) , zs min � z � zs max , íà êîòîðîì äîñòèãàþòñÿ ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ïî z
ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé ïðè èõ âðàùåíèè âîêðóã òî÷åê O1;2 . Âíóòðåííèé êîíòóð êîëüöà

îïðåäåëÿåò ¾ãëàç¿ àòòðàêòîðà, âíóòðü êîòîðîãî òðàåêòîðèÿ íå çàõîäèò, à âíåøíèé êîí-

òóð îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð àòòðàêòîðà, íà êîòîðîì òðàåêòîðèÿ ïåðåõîäèò îò

âðàùåíèÿ âîêðóã òî÷êè O1(O2) ê âðàùåíèþ âîêðóã òî÷êè O2(O1) . Ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ ïî äâóì ñèììåòðè÷íûì ÷àñòÿì äðóãîãî ìíîæåñòâà, ñîåäèíÿþùåãî êîëüöà, íà êîòîðîì

òðàåêòîðèÿ òàêæå èìååò òî÷êè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ëåæàùèå íà êðèâîé z = zg(u; v) ,

zg min � z � zg max . Öèêëû, îõâàòûâàþùèå îáå òî÷êè O1;2 , èìåþò ëîêàëüíûå ìèíèìóìû

íà êðèâîé z = zg(u; v) .

4. Ïîèñê ñåäëîâûõ öèêëîâ.

Âñå öèêëû èç áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ, ïîðîæäàþùèõ õàîòè÷å-

ñêèé àòòðàêòîð, èìåþò ïåðåñå÷åíèå ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì íåèíâàðèàíòíûì ìíîãî-

îáðàçèåì V u
òî÷êè O0(0; 0; 0) . Ïîñëå âûâîäà àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ

V u
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ â ñèñòåìå

ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îäíîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ âîçâðàùåíèÿ íà

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå V u
. Ýòèì ìåòîäîì ìîãóò áûòü íàéäåíû è ëþáûå óñòîé÷èâûå

öèêëû, ó÷àñòâóþùèå â ôîðìèðîâàíèè àòòðàêòîðà. Ñ ýòîé öåëüþ ñäåëàåì â ñèñòåìå (3.1)

ïðåîáðàçîâàíèå, çàâèñÿùåå îò z :

x = ~u + ~v; �y � �x = � 1(z)~u + � 2(z)~v; z = z; (4.1)

òîãäà: y =
� 1(z) + �

�
~u +

� 2(z) + �
�

~v ,

0

@
x
y
z

1

A = B(z)

0

@
~u
~v
z

1

A ; B(z) =

0

B
B
@

1 1 0
� 1(z) + �

�
� 2(z) + �

�
0

0 0 1

1

C
C
A ;

0

@
~u
~v
z

1

A = B � 1(z)

0

@
x
y
z

1

A ; B � 1(z) =
�

� 2(z) � � 1(z)

0

B
B
B
B
B
@

� 2(z) + �
�

� 1 0

�
� 1(z) + �

�
1 0

0 0
� 2(z) � � 1(z)

�

1

C
C
C
C
C
A

; (4.2)

0

@
_x
_y
_z

1

A = _B(z)

0

@
~u
~v
z

1

A + B(z)

0

@
_~u
_~v
_z

1

A ; _B(z) =

0

B
B
@

0 0 0
_� 1(z)
�

_� 2(z)
�

0

0 0 0

1

C
C
A :

Òîãäà ñèñòåìà (3.1) ïðèìåò âèä:

0

@
_~u
_~v
_z

1

A = B � 1(z)(A0B(z) � _B (z))

0

@
~u
~v
z

1

A + B � 1(z)(~u + ~v)

0

B
B
@

0
� �z

�
� � 1(z) + �

�
~u +

� 2(z) + �
�

~v
�

1

C
C
A :

Åñëè âåëè÷èíû � 1(z); � 2(z) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ:

� 2(z) � (� � � )� (z) � (�� + � (� � �z )) = 0 ;
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� 1(z) =
� � �

2
�

s
(� + � )2

4
+ � (� � �z ) < 0; � 2(z) =

� � �
2

+

s
(� + � )2

4
+ � (� � �z ) > 0:

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

0

@
_~u
_~v
_z

1

A =

0

@
� 1(z) 0 0

0 � 2(z) 0
0 0 � 

1

A

0

@
~u
~v
z

1

A +

0

B
B
B
B
B
B
@

�� (~u � ~v) _z
(� 2(z) � � 1(z))2

�
�� (~u � ~v) _z

(� 2(z) � � 1(z))2

��
�

(~u + ~v)2 +
�
�
(~u + ~v)( � 1(z)~u + � 2(z)~v)

1

C
C
C
C
C
C
A

(4.3)

Ìíîãîîáðàçèå V u
ìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå èç ñèñòåìû (4.3). Ïîëîæèì â (4.3) _z = 0;

_~u = 0 , òîãäà âåêòîðíîå ïîëå íà V u
ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ~v .

Îòñþäà íàéäåì, ÷òî:

~u = 0; ~v = �

s
�z

� (� + � 2(z))
: (4.4)

Òàê êàê: 0

@
x
y
z

1

A = B

0

@
u
v
z

1

A = B(z)

0

@
~u
~v
z

1

A ;

òî: 0

@
u
v
z

1

A = B � 1B(z)

0

@
~u
~v
z

1

A =
1

� 2 � � 1

0

@
� 2 � � 1(z) � 2 � � 2(z) 0
� 1(z) � � 1 � 2(z) � � 1 0

0 0 1

1

A

0

@
~u
~v
z

1

A :

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

0

@
~u
~v
z

1

A = B � 1(z)B

0

@
u
v
z

1

A =
1

� 2(z) � � 1(z)

0

@
� 2(z) � � 1 � 2 � � 2(z) 0
� 1 � � 1(z) � 2 � � 1(z) 0

0 0 1

1

A

0

@
u
v
z

1

A :

Òî÷êå (0; ~v(z); z) ïðîñòðàíñòâà (~u; ~v; z) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà (u(z); v(z); z) ïðîñòðàíñòâà

(u; v; z) , ëåæàùàÿ íà V u
òî÷êè O0(0; 0; 0) :

u(z) =
� 2 � � 2(z)

� 2 � � 1
~v(z); v(z) =

� 2(z) � � 1

� 2 � � 1
~v(z): (4.5)

Êðèâàÿ (4.5) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îñè v , òàê êàê ïðè z ! 0 :

v(z)
u(z)

=
� 2(z) � � 1

� 2 � � 2(z)
=

p
(� + � )2 + 4� (� � �z ) +

p
(� + � )2 + 4��

p
(� + � )2 + 4�� �

p
(� + � )2 + 4� (� � �z )

! 1 ;

Íà ýòîé êðèâîé _z = 0 , è îíà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì V u
èëè êðèâîé z = zg(u(z); v(z)) .

Îòîáðàæåíèå z = f 1(z0) ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà ïëîñêîñòü ~u(t) = 0 ìîæíî íàéòè èç

óðàâíåíèÿ:

~u(t) =
� 2(z) � � 1

� 2(z) � � 1(z)
u(t) +

� 2(z) � � 2

� 2(z) � � 1(z)
v(t) = 0 : (4.6)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, • 2



52 Ò. À. Ãóðèíà, È. À. Äîðîôååâ

5. Ïîèñê ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñåäëî-óçëà.

Íàéäåì äâå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñåäëî-óçëà O0(0; 0; 0) (ãîìîêëèíè÷åñêóþ

áàáî÷êó), ðàçðóøåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé áèôóðêàöèåé ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñ-

êàäà. Àíàëîãè÷íî [3], ïðèìåíèì ê èñõîäíîé ñèñòåìå (1.2) ïðåîáðàçîâàíèå w = � �x + �y .

Ïîëó÷èì ñèñòåìó: 8
><

>:

_x = w;

_w = ( � � � )w + ( � (� + � ) � ��z )x;

_z = ��x 2=� + �wx=� � z:

(5.1)

Äàëåå, çàìåíîé w = ux ïðèâîäèì ñèñòåìó ê âèäó:

8
><

>:

_x = xu;

_u = � (u2 + ( � � � )u � � (� + � )) � ��z;

_z = �x 2(� + u)=� � z:

(5.2)

È, íàêîíåö, ïîñëå ïîñëåäíåé çàìåíû x2 = v ïîëó÷èì ñèñòåìó:

8
><

>:

_x = 2vu;

_u = � (u � u1)(u � u2) � ��z;

_z = �v (� + u)=� � z;

(5.3)

ãäå u1 è u2 � êîðíè óðàâíåíèÿ u2 + ( � � � )u � � (� + � ) = 0 :

u1;2 =
� � � �

p
(� + � )2 + 4��

2
; (5.4)

ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.5) â îêðåñòíîñòè òî÷êè

O0(0; 0; 0) . Äàëåå, ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé, èñêëþ÷àÿ âðåìÿ:

8
>>><

>>>:

dv

du
=

2vu

� (u � u1)(u � u2) � ��z
;

dz
du

=
�v (� + u)=� � z

� (u � u1)(u � u2) � ��z
:

(5.5)

Âû÷èñëÿÿ ïðåäåëû ïðàâûõ ÷àñòåé ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïðè u ! u2 , ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç-

ëîæåíèé â ðÿä Òåéëîðà ÷èñëèòåëÿ è â çíàìåíàòåëÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè u = u2 , íàéä¼ì,

÷òî â òî÷êå P(u2; 0; 0)

v0(u2) =
2v0(u2)u2

u1 � u2 � ��z 0(u2)
; z0(u2) =

�v 0(u2)(u2 + � )=� � z
u1 � u2 � ��z 0(u2)

:

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïðè v0(u2) 6= 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

u1 � u2 � ��z 0(u2) = 2 u2;

è, ñëåäîâàòåëüíî,

z0(u2) =
u1 � 3u2

��
; v0(u2) =

� (2u2 +  )z0(u2)
� (u2 + � )

=
(2u2 +  )(u1 � 3u2)

�� (u2 + � )
:
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî ÷èñëà " > 0 ÷èñëåííî ðåøàåì ñèñòåìó (5.5) â ïðÿìîì âðåìåíè

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(0) = u2 � "; v(0) = � v0(u2)"; z(0) = � z0(u2)": (5.6)

À òåïåðü âû÷èñëèì ïðåäåëû ïðè u ! u1 , èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè u = u1 , è ïîëó÷èì â òî÷êå P1(u1; 0; 0)

v0(u1) =
2v0(u1)u1

u2 � u1 � ��z 0(u1)
; z0(u1) =

�v 0(u1)(u1 + � )=� � z 0(u1)
u2 � u1 � ��z 0(u1)

:

Â òî÷êå P1(u1; 0; 0) v0(u1) = 0 , ïîýòîìó u2 � u1 � ��z 0(u1) = � ; è, ñëåäîâàòåëüíî,

z0(u1) =
u2 � u1 + 

��
:

Àíàëîãè÷íî, ÷èñëåííî ðåøèì â îáðàòíîì âðåìåíè ñèñòåìó (5.5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(0) = u1 + "; v(0) = ( k" )� 2u1= ; z(0) = z0(u1)": (5.7)

Åñëè ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû (5.5) ñ ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè è

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: v(u2 � " ) = � v0(u2)"; z(u2 � " ) = � z0(u2)" çíà÷åíèÿ v(0+) è

z(0+) îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé v(0� ) è z(0� ) ðåøåíèé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

v(u1 + ") = ( k" )� 2u1= ; z(u1 + ") = z0(u1)" íà âåëè÷èíû ïîðÿäêà O(") äëÿ ëþáîãî äîñòà-

òî÷íî ìàëîãî " è ïîäîáðàííîé êîíñòàíòû k 2 (0; 1) , òî ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêîé

òðàåêòîðèè ñåäëî-óçëà O0(0; 0; 0) ñèñòåìû (1.2) äîêàçàíî.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ñèñòåìå Maple 12 ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 7-8 ïîðÿäêà.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ " = 10� 5
è k = 0:694209 óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé

òðàåêòîðèè óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû:

� = 4; � = 8;  = 2:3345; � = 1; � = 2:1; � = 4:1:

Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîêëèíè÷åñêàÿ áàáî÷êà ñåäëî-óçëà O0(0; 0; 0) ñóùåñòâóåò.

6. Ïîèñê ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñåäëî-ôîêóñà.

Íàéäåì ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñåäëî-ôîêóñîâ O1 è O2 , ðàçðóøåíèå êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé áèôóðêàöèåé ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñêàäà.

Ïðèìåíèì ê èñõîäíîé ñèñòåìå (1.2) ïðåîáðàçîâàíèå w = � �x + �y :

8
><

>:

_x = w;

_w = ( � � � )w + ( � (� + � ) � ��z )x;

_z = ��x 2=� + �wx=� � z:

(6.1)

Îñîáûå òî÷êè â êîîðäèíàòàõ (x; w; z) èìåþò âèä:

O0(0; 0; 0); O1;2

�
�

s
� (� + � )

���
; 0;

� (� + � )
��

�
: (6.2)

Íàéäåì ÿêîáèåâó ìàòðèöó ñèñòåìû (6.1):

A =

0

B
B
@

0 1 0
� (� + � ) � ��z � � � � ��x

2��x
�

+
�w
�

�x
�

� 

1

C
C
A : (6.3)
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Â òî÷êå O1 ïîëó÷èì ìàòðèöó ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû:

A1 =

0

B
B
B
B
B
@

0 1 0

0 � � � � �

r
�� (� + � )

��
2
�

s
��� (� + � )

�
1
�

s
�� (� + � )

��
� 

1

C
C
C
C
C
A

(6.4)

è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

det(A1 � �E ) = � (� 3 + (  � � + � )� 2 + 
�

� +
��
�

�
� + 2 � (� + � )) = 0

èìååò äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ � 1;2 = a � ib ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé

÷àñòüþ a > 0 è äåéñòâèòåëüíûé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü � 3 .

Ïðèâåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

B =

0

@
a � b 0
b a 0
0 0 � 3

1

A : (6.5)

Âû÷èñëèì ìàòðèöó ïåðåõîäà C èç óñëîâèÿ B = C � 1A1C èëè CB = A1C .

0

@
x
w
z

1

A = C

0

@
û
v̂
ŵ

1

A :

Âûáåðåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â âèäå:

û0 = " cos'; v̂0 = " sin'; ŵ0 = 0:

Ðåøàÿ ñèñòåìó (6.1) â ïðÿìîì âðåìåíè, ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ ñêîëü óãîäíî áëèçêóþ ê

ñåïàðàòðèñå, âûõîäÿùåé èç ñåäëî-ôîêóñà O1 . Ðåøàÿ ñèñòåìó (6.1) â îáðàòíîì âðåìåíè,

ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ ñêîëü óãîäíî áëèçêóþ ê ñåïàðàòðèñå, âõîäÿùåé â ñåäëî-ôîêóñ O1 .

Ñøèâêó îñóùåñòâëÿåì ïðè w = 0 .
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Homo clinic cascade of bifurcations

in the system of Lorenz's typ e.
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, I. A. Dorofeev

2

Abstract. In system of the di�erential equations of the Lorenz's typ e, b eing mo del of stability of

the average �rm, it is found full double homo clinic cascade of the bifurcations, leading to formation

of the strange attractor.

Key Words: Lorenz system, bifurcation, critical p oint, limit cycle, homo clinic contour, homo clinic

cascade of bifurcations, strange attractor, transition to a dynamical chaos.
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ÓÄÊ 517.9

Îá îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ

c Ä. Ê. Åãîðîâà

1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàìì-

íîãî äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè ìàæîðàíòû è àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîãðàììíîå äâèæåíèå, àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ,

ìàæîðàíòà.

Ïóñòü çàäà÷à îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ x = 0 èìååò âèä:

a) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

dx
dt

= G(t; x; u ); (1.1)

ãäå ôóíêöèÿ

G : [T;+ 1 ) � Rn � Rm ! Rn

ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè u 2 K óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ Êàðàòåîäîðè ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ

(t0; x0); T � t0 < + 1 ; x0 2 Rn ; K � êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, u : [T;+ 1 ) � Rn ! Rm

� ôóíêöèè òèïà Êàðàòåîäîðè è u(t; 0) � 0;
b) ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà I ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1.1) è

I =

+ 1Z

T

G0(t; x (t); u(t; x ))dt; (1.2)

G0 : [T;+ 1 ) � Rn � Rm ! [0; + 1 )

� òèïà Êàðàòåîäîðè, x(t) = x(t : t0; x0; u) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííû-

ìè (t0; x0) ïðè ëþáîì óïðàâëåíèè u 2 K; kx0k � � ; ðåøåíèå x = 0 àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî

óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî t0 , òî åñòü äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò � = � (" ) òàêîå, ÷òî

kx(t : t0; x0; u)k < "

ïðè âñåõ x0; kx0k � � è âñåõ T � t; t 0 < + 1 . Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå äîïóñòèìîå óïðàâëå-

íèå u0 2 K , êîòîðîå äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (1.2) â êëàññå K ïðè ôèêñèðî-

âàííîì � .

Ê òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðè ïîäõîäÿùåé çàìåíå ïåðåìåííûõ ñâîäèòñÿ çàäà÷à îá

îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîèçâîëüíîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ x = ' (t) [1]. Ïîýòîìó

èìåííî â ñôîðìóëèðîâàííîé ïîñòàíîâêå, êîãäà ïðîãðàììíîå äâèæåíèå åñòü x = 0 , áóäåì

ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó. Îäíàêî, ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à òðåáóåò áîëåå òî÷íîé ìàòåìàòè-

÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè, êîòîðàÿ ïðèäàñò ÷åòêèé ñìûñë ïîíÿòèþ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

(1.2). Äëÿ ýòîãî ìû ïîòðåáóåì ãëîáàëüíóþ âûïðÿìëÿåìîñòü ïîëÿ íàïðàâëåíèé, îïðåäåëÿ-

åìîãî óðàâíåíèåì (1.1), â êëàññå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Â ýòîì ñëó÷àå àáñîëþòíî ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü x = 0 îçíà÷àåò: äëÿ ëþáîãî " > 0
ñóùåñòâóåò � ("; x 0) > 0 òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî kx0k < �; òî

kx(t : + 1 ; x0; u)k < "

1

Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè

Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; dar-ego@rambler.ru
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ïðè âñåõ T � t � + 1 :
Òîãäà â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (1.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

I =

+ 1Z

T

G0(t; x (t) � x0; u(t; x (t) � x0))dt;

ãäå x(t) = x(t : + 1 ; x0; u) , kx0k � �:
Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå

u0(t; x ) òàêîå, ÷òî

+ 1Z

T

G0(t; x (t) � x0; u0(t; x (t) � x0))dt �

+ 1Z

T

G0(t; x (t) � x0; u(t; x (t) � x0))dt;

ïðè âñåõ u 2 K; x (t) = x(t : + 1 ; x0; u); kx0k � �:
Òîãäà u0 = u0(t; x ) îïòèìàëüíî ñòàáèëèçèðóåò ðåøåíèå x = 0 â êëàññå äîïóñòèìûõ

óïðàâëåíèé K .

Òåïåðü ïîñòàíîâêà îñíîâíîé çàäà÷è èìååò ÷åòêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó. Â

îáùåì ñëó÷àå ýòî îïðåäåëåíèå êàæäûé ðàç â êîíêðåòíîé çàäà÷å òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Çàìå-

òèì, ÷òî çäåñü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ x = 0 íåò, è ïîýòîìó, ïîòðåáîâà-

ëîñü íîâîå îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü âñå òðåáîâàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî

ïîòðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ìàæîðàíòû è íàëè÷èå óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ âèäà

dz
dt

= � (t; z; v); z � 0; v = kuk: (1.3)

äëÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

dx
dt

= f (t; x; u ); (1.4)

ãäå u 2 K , x 2 Rn
, K � êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, u(t) 2 V , f 2 Cp;q([T;+ 1 ) �

Rn � Rm ; Rn )(p; q � 0); f (t; 0; u) � 0 .

Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ [2] ìîæíî îáåñïå÷èòü âûïîëíèìîñòü âñåõ óñëîâèé, ïðè

êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à. Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì ñóùåñòâîâàíèÿ ìà-

æîðàíòû è äëÿ ôóíêöèè G0(t; x; u ); kG0(t; x; u )k � � 0(t; kxk; kuk); � 0 2 C([T;+ 1 ) � R1
+ �

R1
+ ; R1

+ ); � 0(t; � 1; kuk) � � 0(t; � 2; kuk); � 1 � � 2:
Íàëè÷èå ìàæîðàíòû îáóñëîâëåíî ñêîðåå, ïðàêòè÷åñêèìè çàäà÷àìè, ÷åì òåîðåòè÷åñêîé

ïîòðåáíîñòüþ ìàòåìàòèêè. Ìàæîðàíòà ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëüíèöåé ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ,

êîòîðûìè îáëàäàþò ôóíêöèè èç ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, èìåííî â ïðàê-

òè÷åñêèõ çàäà÷àõ òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå çàäàíèÿ íåèçâåñòíû, à èõ ìàæîðàíòû çàäàþòñÿ

êàê ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé.

Óòî÷íèì êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé K . Â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ ëèøü òîëüêî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, áîëåå îáùèå êëàññû òðåáóþò óòî÷íåíèÿ

ôîðìóëèðîâêè. Åùå ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

ku(t; x )k � � kxk;

ãäå � � ìèíèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, îáåñïå÷èâàþùåå ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ äàí-

íîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ëþáîì T � t < + 1 :
Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îñíîâíàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå?
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Ïóñòü � 0(t; z; � ) � � 0(t; z; � 0) , 0 � �; � 6= � 0 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0; jj x0jj � � 0 , jj x(t :
+ 1 ; x0; u) � x0jj � M (� 0; � 0) è ïðè � = � 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

I �

+ 1Z

T

� 0(t; M (� 0; � ); � )dt;

ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè M âûòåêàåò èç àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (1.1).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèå u 2 K óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà: jju(t1; x1) �
u(t2; x2)jj � L1jt1 � t2j + L2jj x1 � x2jj ; L1; L2 � const: Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî

S(t) = f (x(t : + 1 ; x0; u); u) : jj x0jj � � 0; u 2 K; T � t < + 1g

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî [3]. Ïîýòîìó íåïðåðûâíûé ôóíêöè-

îíàë I r íà Sr (t) = S(t); T � t � r

I r =

rZ

T

G0(s; x(s : + 1 ; x0; u) � x0; u(s; x(s : + 1 ; x0; u) � x0))ds

ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè ëþáîì r � T . Ïóñòü îí äîñòèãàåòñÿ

â òî÷êå (x0(t : + 1 ; x0; u0); u0(t; x 0(t : + 1 ; x0; u0))) ; T � t � r: Òîãäà äëÿ ëþáîãî " > 0
ñóùåñòâóåò ïàðà

(x(t : + 1 ; x0; u); u(t; x (t : + 1 ; x0; u))) ; T � t � r òàêàÿ, ÷òî

G0(t; x (t : + 1 ; x0; u) � x0; u(t; x (t : + 1 ; x0; u) � x0)) <

< G 0(t; x 0(t : + 1 ; x0; u0) � x0; u(t; x (t : + 1 ; x0; u0) � x0)) + "; T � t � r:

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(xn (t : + 1 ; x0; un ); un(t; x n (t : + 1 ; x0; un))) ; (1.5)

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïðè n ! + 1 íà ñåãìåíòå T � t � r ê ïàðå

(x0(t : + 1 ; x0; u0); u0(t; x 0(t : + 1 ; x0; u0))) ; T � t � r: (1.6)

Ðàññìàòðèâàÿ âëîæåííóþ ñèñòåìó ñåãìåíòîâ [T; r] � [T; r1] � ::: � [T; rn ] � :::; rn >
rn� 1; r0 = r; ïîëó÷èì: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.5) ïðè n ! + 1 íà ïîëóîñè T � t < + 1
ñõîäèòñÿ ê ïàðå (1.6) ðàâíîìåðíî íà ëþáîì ñåãìåíòå èç [T;+ 1 ) . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I :

+ 1Z

T

G0(s; x0(s : + 1 ; x0; u0) � x0; u0(s; x0(s : + 1 ; x0; u0) � x0))ds �

�

+ 1Z

T

G0(s; x(s : + 1 ; x0; u) � x0; u(s; x(s : + 1 ; x0; u) � x0))ds

ïðè âñåõ u 2 K: Òîãäà (1.6) ìîæíî íàéòè ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [4].
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Î ïîñòðîåíèè êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ áàçû

äàííûõ

c Î. Å. Êàëåäèí

1

, Ë. À. Ñóõàðåâ

2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ áàçû äàííûõ; ïîêàçàíî

êàê åãî ïîñòðîèòü íà íåóïðàâëÿåìîì ó÷àñòêå ìåòîäîì ëîìàíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèé, äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå, áàçû äàííûõ.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Â ðàáîòå [1] Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ áàçû äàííûõ, êîòîðûå ïîðîæäà-

þòñÿ àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûìè âåêòîð-ôóíêöèÿìè x : I 0 ! Rn
, x 2 Q , Q � AC(I 0)

� êëàññ àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà I 0 = [ T0; T1] . Ïàðà

(I 0; Q) ïîðîæäàåò äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dx
dt

2 F (t; x ); T0 6 t 6 T1; kxk < R 0: (1.1)

äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ x(t : t0; x0) Çàðåìáû [2].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Êîìïàêò I 0 = [ T0; T1] íàçûâàåòñÿ íåóïðàâëÿåìûì ïðî-

ìåæóòêîì äëÿ (1.1) .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé íà íåóïðàâëÿåìîì ïðîìåæóòêå ðàññìîò-

ðèì ñåòêó

St = f t i : T0 = t0 < t 1 < : : : < t i < : : : < t m = T1g;

ãäå t i � óçëû. Ïóñòü x : I 0 ! Rn
� àáñîëþòíî-íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

x(t i )
def
= x i . X T0 ;T1 = f x i : i = 0; mg � áàçà äàííûõ.

Òàêèì îáðàçîì âåêòîð-ôóíêöèÿ x(k) 2 Q , k = 0; l ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùèå áàçû

äàííûõ íà ñåòêå St :
Â îáëàñòè Pf (t; x ) : T0 6 t 6 T1; x 2 Rn ; kxk < R 0g ïî÷òè âñþäó èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà

� (t; x ) 6
dx
dt

6 � (t; x ); (1.2)

ãäå � è � íåïðåðûâíûå âåêòîð-ôóíêöèè, êâàçèìîíîòîííî íåóáûâàþùèå ïî ïåðåìåííîé

x . Çäåñü

dx
dt

� ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè x 2 Q , ðåàëèçóþùåé áàçó äàííûõ X T0 ;T1 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �; � 2 C(P) è óðàâíåíèÿ

dy
dt

= � (t; y) ; (1.3)

dz
dt

= � (t; z) (1.4)

1

Ïðîãðàììèñò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè

Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kaledino e@gmail.com.

2

Çàâåäóþùèé êàôåäðîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè

Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; suharev_la@mail.ru.
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îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñâîè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì (t0; y0) , (t0; z0) : y(t : t0; y0) ,

z(t : t0; z0) , ãäå t0 6 t 6 T1 . Ïóñòü Rn
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî: x > y , åñëè x i > yi ,

x = colon(x1; : : : ; xn ) , y = colon(y1; : : : ; yn ) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Óðàâíåíèÿ (1.3) è (1.4) áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè

ñðàâíåíèÿ äëÿ áàçû äàííûõ X T0 ;T1 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ïóñòü Comp Rn
� ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïóñòûõ

êîìïàêòîâ èç Rn
, íàäåëåííîå ìåòðèêîé Õàóñäîðôà, T0 6 t 6 T1 , F : P ! Comp Rn

è

åñëè y 2 F (t; x ) , òî � (t; x ) 6 y 6 � (t; x ) . Òîãäà F � ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ è âêëþ÷åíèå

dx
dt

2 F (t; x ) (1.5)

áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì áàçû X T0 ;T1 , x 2 AC(I 0) .

Äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0; x0) 2 P ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ (1.5) x(t) = x(t; t0; x0) , x 2 AC(I 0) . Åñëè îáëàñòü P çàìêíóòà è îãðàíè÷åíà

è (t0; x0) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà, òî ðåøåíèå x(t) ìîæíî ïðîäîëæèòü âëåâî è âïðàâî äî

âûõîäà íà ãðàíèöó P [2].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Ìíîæåñòâî K = f x(t) : z(t : T0; z0) 6 x(t) 6 y(t :
T0; y0); T0 � t � T1g; ãäå z0 = min x(T0); y0 = max x(T0): íàçûâàåòñÿ êîíóñîì âîçìîæíûõ

òðàåêòîðèé íà íåóïðàâëÿåìîì ó÷àñòêå.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèé

Âåðõíåé ãðàíèöåé êîíóñà áóäåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dy
dt

= � (t; y) ñ íà÷àëüíûìè äàí-

íûìè (T0; y0 = max x(t); t = T0; à íèæíåé �

dz
dt

= � (t; z) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

(T0; z0 = min x(t); t = T0:
Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå êîíóñà âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ( êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøå-

íèé) íà íåóïðàâëÿåìîì ó÷àñòêå ñîäåðæèò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ z0 è y0 ïðè t = T0; êîòîðûå

â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà x0 óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ z0 � x0 � y0; òåì ñàìûì îáðàçóÿ ñå÷åíèå èíòåãðàëüíîé âîðîíêè ïðè

t = T0 [2].
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2. Ïðèìåðû

Äëÿ áàçû äàííûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, êîòîðîå ñîâïà-

äàåò ñ âåðõíåé èëè íèæíåé ãðàíèöåé.

Ï ð è ì å ð 2.1. Ïóñòü áàçà äàííûõ X T0 ;T1 çàäàíà íà ñåãìåíòå [T0; T1] .

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 5 6 6 7 6 6.1 5.3 5 6

2 2 5 5 4.5 4 3 3 2 1 2

3 2 1.9 2 2 3 2 2 1 0 1

4 2 5 4 3.8 3 2 2 1 0.7 0

5 2 5 5.1 5 5 4 4 3 2 3

Òàáëèöà ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 3 1 0 1 -1 0.1 -0.8 -0.3 1 0.6

2 3 0 -0.5 -0.5 -1 0 -1 -1 1 0.2

3 -0.1 0.1 0 1 -1 0 -1 -1 -1 0.1

4 3 -1 -0.2 -0.8 -1 0 -1 -0.3 -0.7 0

5 3 0.1 -0.1 0 -1 0 -1 -1 1 0.3

Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà ðàçáèåíèÿ ñåò-

êè çàïèñàíû â òàáëèöå:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

max 3 1 0 1 -1 0.1 -0.8 -0.3 1

min -0.1 -1 -0.5 -0.8 -1 0 -1 -1 -1

Çíà÷åíèÿ êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé â óçëàõ ñåòêè çàïèñàíû â òàáëèöå:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

max 2 5 6 6 7 6 6.1 5.3 5 6

min 2 1.9 0.9 0.4 -0.4 -1.4 -1.4 -2.4 -3.4 -4.1

Íà ðèñóíêå 2.1 èçîáðàæåí êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèé, ïðè÷åì ïåðâàÿ ñòðîêà èç áàçû

äàííûõ â óçëàõ ðàçáèåíèÿ ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé ãðàíèöåé êîíóñà. Êðîìå òîãî, â äàííîì

ñëó÷àå z0 = y0 è âåõðíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû âûõîäÿò èç îäíîé òî÷êè.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ï ð è ì å ð 2.2. Áàçà äàííûõ X T0 ;T1 çàäàíà íà ñåãìåíòå [T0; T1] ñëåäóþùåé òàá-

ëèöåé:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 1.5 1 0.5 0.5 1 0 1 1 0

2 2 4 4.5 4.5 4.5 5 4 5 6 5

3 5 5 4.5 4 5 5.5 4,5 5,5 6 5

4 2 4 4.5 4.5 4.5 5 4 5 6 5

5 2 3 4.5 4.5 4.5 5 4 6 6 5

Òàáëèöà ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 -0,5 -0.5 -0.5 0 0.5 -1 1 0 -1 0

2 2 0.5 0 0 0.5 -1 1 1 -1 0.5

3 0 -0.5 -0.5 1 0.5 -1 1 0.5 -1 0.5

4 2 0.5 0 0 0.5 -1 1 1 -1 0.5

5 1 1.5 0 0 0.5 -1 2 0 -1 0.5

Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà ðàçáèåíèÿ ñåòêè

çàïèñàíû â òàáëèöå:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

max 2 1.5 0 1 0.5 -1 2 1 -1

min -0.5 -0.5 -0.5 0 0.5 -1 1 0 -1

Áàçà äàííûõ ñîäåðæàùàÿ çíà÷åíèÿ êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé â óçëàõ ñåòêè âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

max 5 7 8.5 8.5 9.5 10 9 11 12 11

min 2 1.5 1 0.5 0.5 1 0 1 1 0

Íà ðèñóíêå 2.2 èçîáðàæåí êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ ýòîé áàçû äàííûõ. Â äàííîì

ïðèìåðå âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) çàäàííàÿ ïåðâîé ñòðîêîé áàçû äàííûõ ñîâïàäàåò ñ íèæíåé

ãðàíèöå êîíóñà.
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Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè ñ

óïðàâëåíèÿìè â êîýôôèöèåíòå íåëèíåéíîãî ÷ëåíà è

ïðàâîé ÷àñòè

c Ô. Â. Ëóáûøåâ

1

, À. Ð. Ìàíàïîâà

2

Àííîòàöèÿ. Èçëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè íåëèíåéíîé çà-

äà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå â ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè 
 � R2
.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, íåñàìîñîïðÿæåí-

íûé îïåðàòîð, ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ðåãóëÿðèçàöèÿ, âûïóêëàÿ îáëàñòü, ôóíêöèîíàë,

ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãî

óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè. Óïðàâëåíèÿ ñîäåðæàò-

ñÿ â êîýôôèöèåíòå íåëèíåéíîãî ÷ëåíà è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ïîñòðîåíû

è èññëåäîâàíû ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, óñòàíîâëåíû

îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ è ôóíêöèîíàëó, ñëàáàÿ ñõîäè-

ìîñòü ïî óïðàâëåíèþ. Ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è èõ êîððåêòíîñòü

Ïóñòü 
 � R2
� âûïóêëàÿ îáëàñòü ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ñ ãðàíèöåé � , ïðèíàäëåæà-

ùåé êëàññó C2
. Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ íåñàìîñî-

ïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè 
 :

Lu = �
2X

� =1

@
@��

�
k� (� )

@u
@��

�
+

2X

� =1

b� (� )
@u
@��

+ d(� )q(u) = f (� ); � 2 
 ;

u(� ) = 0 ; � 2 � :

(2.1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî k� ; b� ; q , � = 1; 2 � çàäàííûå ôóíêöèè; g = ( g1; g2) = ( f; d ) 2
B = L2(
) � L1 (
) - óïðàâëåíèå. Îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü:

k� 2 W 1
1 (
) è k� (� ) � � > 0 , � = 1; 2 , � 2 
 , b� 2 L1 (
) : � � � b� (� ) � � � ï.â. íà 
 ,

� = 1; 2 ; q îïðåäåëåíà íà R ñî çíà÷åíèÿìè â R , q(0) = 0 , 0 � q0 �
�
q(s1) � q(s2)

�
=(s1 �

s2) � Lq < 1 ; äëÿ âñåõ s1; s2 2 R; s1 6= s2 .

1

Ïðîôåññîð êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà;

v.lubyshev@mail.ru.

2

Äîöåíò êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà;

aygulrm@mail.ru.
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Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è (2.1) , îòâå÷àþùèõ âñåâîçìîæíûì

äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì

g 2
2Y

k=1

Uk = U � B = L2(
) � L1 (
) ; U1 =
�

f 2 L2(
) : � 3 � f (� ) � � 3 ï.â. íà 

	

(2.2)

èëè

U1 =
�

f 2 L2(
) : kf k � R
	

; (2.3)

U2 =
�

d 2 L1 (
) : � 4 � d(� ) � � 4 ï.â. íà 

	

;

ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J (g) =
Z




ju(�; g ) � u0(� )j2 d
 : (2.4)

Çäåñü u0 2 W 1
2 (
) - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à R; � , � k ; � k , k = 1; 4 - çàäàííûå ÷èñëà, R > 0 ;

ï.â. - ïî÷òè âñþäó.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

� m � � 1 � � 1 � m; � q � � 2 � � 2 � q; m; q= const > 0;

� k � � k ; � k ; � k = const ; k = 3; 4;

� 0 = max
"1; "2 > 0
"1 + "2 � �

�
� � ("1 + "2)

D 2
+ � 3 �

m2

4"1
�

p2

4"2

�
> 0; D = diam 
 :

(2.5)

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1) ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g 2 U ïîíèìàåòñÿ ôóíê-

öèÿ u � u(g) 2
�

W 1
2 (
) � V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ 8� 2 V òîæäåñòâó

A(u; � ) =
Z




� 2X

� =1

k� (� )
@u
@��

@�
@��

+
2X

� =1

b� (� )
@u
@��

� + d(� )q(u)�
�

d
 =
Z




f (� )�d 
 = l(� ): (2.6)

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à (2.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â

�

W 1
2 (
) ïðè êàæ-

äîì ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g 2 U (ñì. [1] ). Èç ðåçóëüòàòîâ â [1] ñëåäóåò, ÷òî îáîá-

ùåííîå (èç

�

W 1
2 (
) ) ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ïðèíàäëåæèò òàêæå ïðîñòðàíñòâó W 2

2;0(
) è

äëÿ ëþáîãî g 2 U ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

ku(g)kW 2
2 (
) � Ckf kL 2(
) : (2.7)

×åðåç C çäåñü è â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿ-

ùèå îò óïðàâëåíèÿ g , øàãîâ ââîäèìûõ äàëåå ñåòîê è îò ñåòî÷íîãî óïðàâëåíèÿ � h 2 Uh ;

W 2
2;0(
) = W 2

2 (
) \
�

W 1
2 (
) .

Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.5) ãàðàíòèðóåò êîýðöèòèâíîñòü áèëèíåéíîé ôîð-

ìû A(u; � ) íà

�

W 1
2 (
) (ñì. òàêæå [1] , [2] ).
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Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.1) - (2.4) . Òîãäà ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî îïòèìàëü-

íîå óïðàâëåíèå g� 2 U çàäà÷è (2.1) - (2.4) , ò.å. J� = inf
�

J (g) : g 2 U
	

> �1 ,

U� =
�

g� 2 U : J (g� ) = J�

	
6= ; , ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà U� ôóíêöèîíàëà öå-

ëè J (g) ñëàáî êîìïàêòíî â H = L2 (
) . Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü�
g(n)

	 1

n=1
� U ñëàáî â H ñõîäèòñÿ êî ìíîæåñòâó U� òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

J (g) .

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2:1: ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) - (2.4) , íî

ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì.

3. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Êîððåêòíîñòü

àïïðîêñèìàöèé

Â ñâÿçè ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìîòðèì âîïðîñ îá

àïïðîêñèìàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ (2.1) - (2.4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè êîíå÷íîìåð-

íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â îáëàñòè 
 ïîñòðîèì ñåòêó ! . Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì

ïîñòðîåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿì â [3]� [6] . Ââåäåì íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà

ìíîæåñòâå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé H 0
� h , îïðåäåëåííûõ â ïîòîêîâûõ óçëàõ x0 = x(� 0:5� ) 2 ! 0

� ,

� = 1; 2 (ñì. òàì æå)

(v; � )0 =
2X

� =1

X

x2 ! 0
�

v(x0)z(x0)h(+0 :5)
� h3� �

è îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå

�
H � h ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà L2 (! ) è

�

W 1
2 (! ) ñåòî÷íûõ

ôóíêöèé ñ íîðìàìè

kykL 2(! ) =
p

(y; y)0 =
� X

x2 !

y2(x)mes e(x)
� 1=2

; kyk� ;! =
p

(y; y)� ;

kyk2
W 1

2 (! ) = kr hyk2
L 2(! 0) + kyk2

L 2(! ) ;

ãäå ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ v = r hy 2 H 0
� h òàêàÿ, ÷òî v(x0) = r hy(x0) = y(+0 :5� )

x � ïðè x0 =
x(� 0:5� ) 2 ! 0

� , � = 1; 2 è kr hyk2
L ( ! 0) = ( r hy; r hy)0

; òàê ÷òî

kyk2
W 1

2 (! ) =
2X

� =1

X

x02 ! 0
�

�
y(+0 :5� )

x �

� 2
h(+0 :5)

� h3� � +
X

x2 !

y2(x)mes e(x):

×åðåç C(! ) îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y(x) , çàäàííûõ íà ñåòêå

! ñ íîðìîé

kykC(! ) = max
!

jy(x)j:

Çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.1) - (2.4) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùóþ ðàç-

íîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ: ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

Jh(� h) =
X

x2 !

�
�y(x; � h) � uh

0(x)
�
�2

mes e(x);
(3.1)
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ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y(x) = y(x; � h) 2
�

W 1
2 (! ) , íàçûâàåìàÿ ðåøåíèåì

ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿåò äëÿ ëþáîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè v(x) 2
�

W 1
2 (! )

ñóììàòîðíîìó òîæäåñòâó

Ah(y; v) =
2X

� =1

X

x02 ! 0
�

a(+0 :5� )
� (x) y(+0 :5� )

x �
v(+0 :5� )

x �
h(+0 :5)

� h3� � +

+
2X

� =1

X

!

bh
� (x)y�

x �
v mes e(x) +

X

!

dh(x) q(y) v mes e(x) =
X

!

� h(x) v mes e(x) = lh(v);

(3.2)

à ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå � h(x) òàêîâî, ÷òî

� h(x) 2
2Y

k=1

Ukh = Uh � Bh = L2(! ) � L1 (! ); U1h =
�

� 1h(x) 2 L2(! ) : � 3 � � h(x) � � 3

	
;

(3.3)

èëè

U1h =
�

� 1h(x) 2 L2(! ) :

 � h




L 2 (! )
� R

	
: (3.4)

U2h =
�

� 2h(x) 2 L1 (! ) : � 4 � � h(x) � � 4

	

Çäåñü � (� 0:5� )(x) , � = 1; 2 - ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé k� (� ) , � = 1; 2 , � 2 
 â

ïîòîêîâûõ òî÷êàõ x0 = x(� 0:5� ) 2 ! 0
� , � = 1; 2 , îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì:

a(� 0:5� )
� (x) =

1

l (� 0:5� )
�

Z

l ( � 0:5� )
�

k� (� ) dl äëÿ l (� :5� )
� 6= 0;

a(� 0:5� )
� (x) =

1
� l

Z

� l

k� (� ) dl äëÿ l (� 0:5� )
� = 0;

(3.5)

à uh
0(x) - ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ u0(� ) , âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

uh
0(x) =

1
mes e(x)

Z

mes e(x)

u0(� ) d�; x 2 !: (3.6)

Ôóíêöèè � (� 0:5� )(x) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà

âäîëü l (� 0:5� )
� è � l , öåëèêîì ëåæàùèõ â 
 .

Íèæå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

� 0 = max
"1; "2 > 0
"1 + "2 � �

�
� � � ("1 + "2)

D 2
+ � 3 �

m2

4"1
�

p2

4"2

�
> 0;

(3.7)

� = v=� , � = h1=h�
1 + h2=h�

2 , h�
� = min

x2 !
h(� 0:5� )

� , � = 1; 2 , èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñïðàâåäëè-

âîñòü óñëîâèÿ (2.5) .

Ò å î ð å ì à 3.1. Çàäà÷à î íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.2) ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì óïðàâëåíèè � h 2 Uh ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Ahy =
Fh , ãäå îïåðàòîð Ah è ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ Fh îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

�
Ahy; v

�
W 1

2 (! )
= Ah(y; v);

�
Fh; v

�
W 1

2 (! )
= lh(v); 8v 2

�

W 1
2 (! ); (3.8)
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Çàäà÷à (3.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â

�

W 1
2 (! ) ïðè êàæäîì � h 2 Uh è èìååò ìåñòî

àïðèîðíàÿ îöåíêà

ky(� h)kW 1
2 (! ) � Ck� hkL 2(! ) : (3.9)

4. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ, ïîãðåøíîñòè ñå-

òî÷íîãî ôóíêöèîíàëà, ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî

ôóíêöèîíàëó, ñõîäèìîñòü ïî óïðàâëåíèþ. Ðåãóëÿðèçàöèÿ àï-

ïðîêñèìàöèé

Ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè  h ñõåìû (3.2) ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì óïðàâëåíèè � h 2 Uh , à òàêæå óñòàíîâèì àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè

z = y � u äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé � h 2 Uh è g 2 U íà ðåøåíèÿõ u(� ) 2 W 2
2;0(
) .

Ïóñòü u(� ) 2 W 2
2;0(
) - ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) , îòâå÷àþùåå óïðàâëåíèþ g 2 U , à

y(x) 2
�

W 1
2 (! ) - ðåøåíèå ñåòî÷íîé çàäà÷è (3.2) , îòâå÷àþùåå ñåòî÷íîìó óïðàâëåíèþ � h 2

Uh .Îáîçíà÷èì ÷åðåç z(x) = y(x) � u(x) - ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ. Äëÿ ôóíêöèè

z(x) ïîëó÷èì çàäà÷ó: Ahz =  h , x 2 ! , ãäå îïåðàòîð Ah îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.8) ,

à  h = Fh � Ahu - ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.2) ïî ñîñòîÿíèþ

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

�
 h ; v

�
W 1

2 (! )
= lh(v) � Ah(u; v); 8v 2

�

W 1
2 (! ): (4.1)

Ë å ì ì à 4.1. Ïóñòü u(� ) 2 W 2
2;0(
) è y(x) 2

�

W 1
2 (! ) - ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ

çàäà÷ (2.1) è (3.2) ïðè ôèêñèðîâàííûõ óïðàâëåíèÿõ g 2 U è � h 2 Uh . Òîãäà ïîãðåø-

íîñòü àïïðîêñèìàöèè ñõåìû (3.2) ïî ñîñòîÿíèþ ïðåäñòàâèìà â âèäå

( h ; v)W 1
2 (! ) = � (�; r v)0 �

1
2

2X

� =1

�
�
B (+0 :5� )

� ; v
�

0
+

�
B (� 0:5� )

� ; v
�

0

�
+

�
Qh; v

�
0

+
�
Dh; v

�
0
;

(4.2)

ãäå

� (� 0:5� ) = � (� 0:5� )(x) =
�
a� ux � )(� 0:5� ) � W (� 0:5� )

� ; åñëè l (� 0:5� )
� = h3� � ;

� (� 0:5� ) =
�
a� ux � )(� 0:5� ) � W (� 0:5� )

� +
�

1�
l (� 0:5� )
�

h3� �

��
W (� 0:5� )

� � fW�

�
; åñëè 0 < l (� 0:5� )

� < h 3� � ;

� (� 0:5� ) =
�
a� ux � )(� 0:5� ) � fW� ; åñëè l (� 0:5� )

� = 0;

fW� =
1

� l

Z

� l
k� (� )

@u(� )
@��

dl; W (� 0:5� )
� =

1

l (� 0:5� )
�

Z

l ( � 0:5� )
�

k� (� )
@u(� )
@��

dl; (4.3)

B (� 0:5� )
h (x) = bh

� (x) u(� 0:5� )
x �

�
1

mes e(x)

Z

e(x)
b� (� )

@u(� )
@��

d�; � = 1; 2;

Qh(x) = � 2h(x)q(u) �
1

mes e(x)

Z

e(x)
g2(� )q(u)d� ;

Dh(� h; g; x) = � 1h(x) �
1

mes e(x)

Z

e(x)
g1(� )d�:
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Ë å ì ì à 4.2. Ïóñòü u(� ) 2 W 2
2 (
) . Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè

ku(� 0:5� )
x �

kL 2(! ) � C
h
jhj ju(� )jW 2

2 (
) + ju(� )jW 1
2 (
)

i
; � = 1; 2;

kukL 2(! ) � C
h
jhj2 ju(� )jW 2

2 (
) + jhj ju(� )jW 1
2 (
) + ku(� )kL 2(
)

i
;

(4.4)

ãäå ÷åðåç j � j W k
2 (
) îáîçíà÷åíû ïîëóíîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ W k

2 , k = 1; 2 .

Ïóñòü Rh
! gk , k = 1; 2 - äèñêðåòèçàöèè íà ñåòêå ! óïðàâëåíèé gk , k = 1; 2 ïî ôîðìó-

ëàì

Rh
! gk(x) =

1
mes e(x)

Z

e(x)
gk(t)dt1 dt2; k = 1; 2: (4.5)

ßñíî, ÷òî åñëè gk 2 Uk , ãäå ìíîæåñòâà Uk èìåþò âèä (2.2) , òî Rh
! gk 2 Ukh , ãäå

ìíîæåñòâà Ukh èìåþò âèä (3.3) .

Ë å ì ì à 4.3. Ïóñòü k� (� ); b� (� ); g� (� ) 2 L1 (
) , � = 1; 2 , ðåøåíèå çàäà÷è (3.2)

ïðèíàäëåæèò êëàññó W 2
2;0(
) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

k� (x0)kL 2(! 0) � j hjkk� (� )kL 1 (
) ku(g)kW 2
2 (
) ; � = 1; 2;

kB � 0:5� (x)
h kL 2 (! ) � Cjhjkb� (� )kL 1 (
) ku(g)kW 2

2 (
) ; � = 1; 2; (4.6)

kQh(x)kL 2(! ) � C
�

jhj kg2kL 1 (
) +

 � 2h � Rh

! g2




C(! )

�
ku(g)kW 2

2 (
) :

Àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ óñòàíàâëèâàåò

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü u(� ) = u(�; g ) è y(x) = y(x; � h) - ðåøåíèÿ çàäà÷ (2.1) -

(2.4) è (3.2) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé g 2 U è � h 2 Uh ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ

ky(� h) � u(g)kW 1
2 (! ) � C

��
jhj

 
2X

� =1

kk� kL 1 (
)
+ kg2kL 1 (
)

+

+
2X

� =1

kb� kL 1 (
)

!

+

 � 2h � Rh

! g2




C(! )

�
ku(g)kW 2

2 (
) + k� 1h � Rh
! g1kL 2(! )

�
:

(4.7)

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè àïïðîê-

ñèìàöèé ïî ôóíêöèîíàëó è àðãóìåíòó (óïðàâëåíèþ). Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ

íåêîòîðûå îöåíêè. Ïóñòü v(x) ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ñåòêå ! . Ââåäåì â ðàñ-

ñìîòðåíèå îáëàñòü 
 0 =
[

x2 !

e(x) � 
 , îáðàçîâàííóþ îáúåäèíåíèåì ïëîùàäîê e(x) � 


è ïîñòðîèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå âîñïîëíåíèå v(x) ôóíêöèè v(x) , x 2 ! íà 
 0 , ïîëàãàÿ

v(t) = v(x); t 2 e(x); x 2 ! .

Ë å ì ì à 4.4. Ïóñòü u0(t) 2 L2(
) , u(t) 2 W 2
2 (
) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè


 uh

0




L 2 (! )
� k u0kL 2(
) ;


 uh

0




L 2 (
)
� k u0kL 2 (
) ;


 u




L 2(
 0 )
=


 u




L 2(! )
� Cku)kW 2

2 (
) ;

 u(t) � u(t)kL 2 (
 0 ) � CjhjkukW 2

2 (
) : (4.8)

Åñëè u0(t) 2 W 1
2 (
) , òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà


 u0(t) � uh

0(t)kL 2(
 0 ) � Cjhjku0(t)kW 1
2 (
) :

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, • 2



Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ . . . 73

Îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà óñòàíàâëèâàåò

Ò å î ð å ì à 4.2. Äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé g 2 U è � h 2 Uh äëÿ ïîãðåøíîñòè

ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

jJ (g) � Jh(� h)j � C
�

jhj +

 Rh

! g1(x) � � 1h(x)



L 2 (! )
+


 � 2h � Rh

! g2




C(! )

�
; (4.9)

ãäå C = const > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò h , y , u , � h , g .

Îïðåäåëèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ Ph � �h (t) ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé � �h , x 2 ! ,

� = 1; 2 íà 
 (ñì. [4]; [5] ). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ îáëàñòü 
 h - îáúåäèíåíèå

ÿ÷ååê e0(x) =
�

� = ( � 1; � 2) : x � � 0:5h� < � � < x � + 0:5h� ; � = 1; 2
	

, x 2 R2
h , èìåþùèõ

íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ 
 ; î÷åâèäíî 
 � 
 h . Óçëû îñíîâíîé ðåøåòêè R2
h , ïðèíàäëåæàùèå

îáëàñòè 
 h� = 
 n 
 h áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x �
, à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ óçëîâ ÷åðåç

! �
. Ïóñòü x � 2 ! �

. Äîîïðåäåëèì ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ � �h (x) , çàäàííóþ íà ! â óçëàõ

x � 2 ! �
, ïîëàãàÿ � �h (x � ) = � �h (x) , ãäå x , íàïðèìåð, áëèæàéøèé ê x �

óçåë ñåòêè ! .

Çàòåì ïîñòðîèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ïðîäîëæåíèå Ph � �h (t) ñåòî÷íîé ôóíêöèè � h(x) íà


 h , ïîëàãàÿ

Ph � �h (t) = � �h (x); t 2 e0(x); e0(x) 2 
 h: (4.10)

Ñóæåíèå íà 
 ïîñòðîåííîãî ïðîäîëæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïðîäîë-

æåíèåì ñåòî÷íîãî óïðàâëåíèÿ � �h , x 2 ! íà 
 , çà êîòîðûì ñîõðàíèì òî æå îáîçíà÷åíèå.

ßñíî, ÷òî åñëè U�h èìåþò âèä (3.3) , (3.4) , òî Ph� �h (x) 2 U� , ãäå U� èìåþò âèä (2.2) ,

(2.3) .

Ë å ì ì à 4.5. Ïóñòü Ph� �h (t) - êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ íà 
 ñåòî÷íûõ

óïðàâëåíèé � �h (x) 2 U�h , îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå (4.10) , ãäå U�h èìåþò âèä (3.3) ,

(3.4) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè


 Ph� �h (t)


 2

L 2 (
)
�


 � �h (x)


 2

L 2 (! )
+  h; � = 1; 2; (4.11)

ãäå  h = O(jhj) ïðè jhj ! 0 .

Ë å ì ì à 4.6. Ïóñòü P1h� 1h(t) - êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå âîñïîëíåíèå íà 
 ñåòî÷íîãî

óïðàâëåíèÿ � 1h(x) 2 U1h , îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå

P1h � 1h(t) =

8
<

:

� 1h(x); åñëè t 2 e(x); x 2 ! � 
 ;

0; åñëè t 2 
 n
 0; 
 0 =
[

x2 !

e(x): (4.12)

à Rh
! g� (x) , � = 1; 2 - äèñêðåòèçàöèè íà ñåòêå ! óïðàâëåíèé g� (t) ïî ôîðìóëå (4.5) .

Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè


 P1h � 1h(t)




L 2(
)
=


 � 1h(x)




L 2(! )
;


 Rh

! g� (x)



L 2(! )
�


 g� (t)




L 2 (
)
; � = 1; 2: (4.13)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷è (2.1) - (2.4) ïî ôóíê-

öèîíàëó è óïðàâëåíèþ ðàññìîòðèì ïðè jhj ! 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìè-

íèìèçàöèè (3.1) � (3.6) . Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ Jh(� h) âåäóòñÿ

ïðèáëèæåííî è ïðèáëèæåííûé ôóíêöèîíàë Jh � h (� h) ñâÿçàí ñ Jh(� h) ñîîòíîøåíèÿìè

Jh � h (� h) = Jh(� h) + � � h (� h);
�
� � � h (� h)

�
� � � h; 8� h 2 Uh;

� ! +0 ïðè jhj ! 0:
(4.14)
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè êàæäîì h è ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòêè ! = ! h ñ ïîìîùüþ

êàêîãî-ëèáî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå Jh� h � + "h íèæíåé

ãðàíè Jh� h � ôóíêöèîíàëà Jh(� h) íà Uh ïðè óñëîâèÿõ (3.2) � (3.6) è íàéäåíî ñåòî÷íîå

óïðàâëåíèå �̂ h(x) = � h � h " h , òàêîå ÷òî

Jh� h � � Jh� h (�̂ h) � Jh� h � + "h; �̂ h 2 Uh; (4.15)

ãäå "h � 0 è "h ! 0 ïðè jhj ! 0 .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

eRh
! : B ! Bh è

ePh : Bh ! B ïî ïðàâèëó:

eRh
! g =

� h , ãäå g = ( g1; g2) , � h =
�
Rh

! g1; Rh
! g1

�
;

ePh� h = g , ãäå � h = (� 1h; � 2h) , g =
(P� h � 1h(t); P� h � 2h(t)) , ïðè÷åì P� h = P1h , åñëè áåðóòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (2.3) è (3.4) è

P� h = Ph , åñëè áåðóòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (2.2) è (3.3) . Îòîáðàæåíèÿ Ph , P1h , Rh
! îïðåäå-

ëåíû ôîðìóëàìè (4.10) , (4.12) , (4.5) . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè g 2 U , � h 2 Uh -

ïðîèçâîëüíûå óïðàâëåíèÿ, òî

eRh
! g 2 Uh ,

ePh � h 2 U .

Ë å ì ì à 4.7. Ïóñòü g 2 U , � h 2 Uh - ïðîèçâîëüíûå óïðàâëåíèÿ. Òîãäà ñïðàâåä-

ëèâû îöåíêè �
�J (g) � Jh( eRh

! g)
�
� � Cjhj;

�
�J ( ePh � h) � Jh(� h)

�
� � Cjhj:

Ò å î ð å ì à 4.3. Ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (4.14) , (3.1) � (3.6)

ïðè jhj ! 0 àïïðîêñèìèðóåò ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (2.1) - (2.4) ïî ôóíêöèîíàëó, ò.å.

lim Jh � h � = J� ïðè jhj ! 0 , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

�
�Jh � h � � J�

�
� �

�
�Jh� � J�

�
� + � h � Cjhj + � h;

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé

�
�̂ h

	
2 Uh îïðåäåëåíà èç óñëîâèé (4.15) ,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé

� ePh �̂ h
	

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ

çàäà÷è (2.1) - (2.4) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

0 � J ( ePh �̂ h) � J� � C
�
jhj + "h + � h

�
;

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

� ePh �̂ h

	
ñëàáî â H = L2(
) ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó U� 6= ; îïòè-

ìàëüíûõ óïðàâëåíèé çàäà÷è (2.1) - (2.4) .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â H ïî àðãóìåíòó (óïðàâëåíèþ).

Èç òåîðåìû 4:3: ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â

èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (2.1) - (2.4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó

ìèíèìèçàöèè (3.1) � (3.6) . Â ñèëó æå òåîðåìû 2:1: ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (2.1) - (2.4)

êîððåêòíî ïîñòàâëåíà â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H . Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, îíà

ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè ïî À.Í. Òèõîíîâó â ñèëüíîé

òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H . Ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèÿ îæèäàòü, ÷òî ëþáàÿ ìèíèìè-

çèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (â òîì ÷èñëå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òåîðåìû 4:3: ) äëÿ

J (g) íà U áóäåò ñõîäÿùåéñÿ ïî íîðìå H êî ìíîæåñòâó U� . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî ñõî-

äÿùåéñÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîâåäåì ðåãóëÿðèçàöèþ êîíå÷íîìåðíûõ

çàäà÷ (3.1) � (3.6) ïî ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà (ñì. [7] , [8] ).

Ââåäåì íà U ñòàáèëèçàòîð 
( g) = kgk2
H , g 2 U è åãî ñåòî÷íûé àíàëîã 
 h(� h) =

k� hk2
H h

, � h 2 Uh . Ïðè êàæäîì h ðàññìîòðèì íà Uh ñåòî÷íûé ôóíêöèîíàë Òèõîíîâà

çàäà÷è (4.14) , (3.1) � (3.6) :

Th� h � h (� h) = Jh� h (� h) + � h 
(� h); � h 2 Uh; (4.16)
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ãäå f � hg � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê íó-

ëþ ïðè jhj ! 0 . Ïðè êàæäîì h îïðåäåëèì ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå �̂ h = � h� h � h � h 2 Uh ,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

Th� h � h � = inf Th� h � h (� h) � Th� h � h � + � h; �̂ h 2 Uh; (4.17)

ãäå � h � 0 è � h ! 0 ïðè jhj ! 0 . Ïóñòü U�� = f g�� 2 U� : 
( g�� ) = inf 
( g� ) : g� 2 U� g �

ìíîæåñòâî 
 -íîðìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1) - (2.4) . Òàê êàê ôóíêöèîíàë 
( g) ÿâëÿ-

åòñÿ ñëàáûì ñòàáèëèçàòîðîì â H çàäà÷è (2.1) - (2.4) è ôóíêöèîíàëû J (g) , 
( g) - ñëàáî

ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà U â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H , òî U�� 6= (ñì. [7] ).

Ò å î ð å ì à 4.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé

�
�̂ h

	
îïðåäå-

ëåíà èç óñëîâèé (4.16) , (4.17) . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

� ePh �̂ h

	
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçè-

ðóþùåé äëÿ çàäà÷è (2.1) - (2.4) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

0 � J ( ePh �̂ h) � J� � C
�
jhj + � h + � h + � h

�
;

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

�
� h

	
,

�
� h

	
,

�
� h

	
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì � h , � h , � h > 0 ,

� h; � h; � h ! 0 ïðè jhj ! 0 , ïðè÷åì

�
� h

	
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñîãëàñîâàíî ñ âåëè÷èíàìè

jhj , � h , � h òàê, ÷òî

�
jhj + � h + � h

�
=� h ! 0 ïðè jhj ! 0 , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

� ePh �̂ h

	

ñèëüíî â H ñõîäÿòñÿ ê ìíîæåñòâó U�� è lim 

� ePh �̂ h

�
= 
 � ïðè jhj ! 0 .

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ çàäà÷

ìèíèìèçàöèè.
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Approximation and regularization of optimal controlling

problem for not self-adjoint elliptic equation in arbitrary

convex domain with controls involved in the co e�cient of

non-linear comp onent and the second memb er of equation

c F. V. Lubyshev

3

, A. R. Manap ova

4

Abstract. Metho d of di�erence approximation and regularization of nonlinear optimal controlling

problem for non self-adjoint elliptic equation with Dirichlet b oundary conditions in arbitrary convex

domain 
 � R2
is stated.

Key Words: optimal control, elliptic equation, non self-adjoint op erator, di�erence

approximation, regularization, convex domain, functional, minimizing sequence.
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Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì

÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè

c Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà

1

, Î. Â. Ïî÷èíêà

2

, À. Å. Øèøåíêîâà

3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìîâ, çàäàííûõ íà

îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ è èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-

íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü, ìîäóëè òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè,

îðáèòû ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ, îäíîñòîðîííåå êàñàíèå.

1. Êëàññ � äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé òîïî-

ëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ äàäèì íåîáõîäèìûå îïðå-

äåëåíèÿ.

Ïóñòü M 2
� ãëàäêîå äâóìåðíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå è f : M 2 !

M 2
� ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì.

Òî÷êà x 2 M 2
íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f , åñëè äëÿ ëþáîé

îêðåñòíîñòè Ux òî÷êè x ñóùåñòâóåò n 2 N òàêîå, ÷òî f n (Ux ) \ Ux 6= ; . Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå, òî÷êà íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé . ×àñòíûì ñëó÷àåì íåáëóæäàþùåé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ

íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Òî÷êà x 2 M 2
íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äèôôåîìîðôèçìà

f , åñëè f (x) = x .

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé , åñëè âñå åå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ îòëè÷íû îò åäèíèöû. Ïðè ýòîì, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæ-

íàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñòîêîì (èñòî÷íèêîì) , åñëè âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ

ìåíüøå (áîëüøå) åäèíèöû; ñåäëîì � åñëè îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � p ïî ìîäóëþ áîëü-

øå, à äðóãîå � p ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p 2 
 f

èìååò èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ :

óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
p = f x 2 M 2 : lim

n! + 1
d(f n(x); p) = 0 g;

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u
p = f x 2 M 2 : lim

n! + 1
d(f � n(x); p) = 0 g ,

ãäå d � ìåòðèêà íà M 2
. Ïðè ýòîì dim W s

p ( dim W u
p ) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé òî÷êè p , ïî ìîäóëþ ìåíüøèõ (áîëüøèõ) åäèíèöû, W s
p = gs(Rdim W s

p )
( W u

p = gu(Rdim W u
p ) ), ãäå gs : Rdim W s

p ! M 2
( gu : Rdim W u

p ! M 2
) � èíúåêòèâíàÿ èì-

ìåðñèÿ, òî åñòü èíúåêòèâíîå Cr
-îòîáðàæåíèå, ðàíã ìàòðèöû ßêîáè êîòîðîãî â êàæäîé

òî÷êå ðàâåí dim W s
p ( dim W u

p ). Êðîìå òîãî, êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà TpW s
p è TpW u

p

èìåþò äîïîëíèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TpM 2
ê ìíîãîîáðàçèþ

M 2
â òî÷êå p íàòÿãèâàåòñÿ íà êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê W s

p è ê W u
p , òî åñòü èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî TpW s
p � TpW u

p = TpM 2
. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíæåñòâà W u

p np ( W s
p np )

íàçûâàåòñÿ ñåïàðàòðèñîé . Áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç `u
p ( `s

p ). Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà

P � 
 f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W u
P ( W s

P ) îáúåäèíåíèå íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) ìíî-

ãîîáðàçèé âñåõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà P .

1

Àññèñòåíò, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; tatiana.mitryakova@yandex.ru.

2
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3
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Ïóñòü p; q � ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåäëîâûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f òà-

êèå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W s
p \ W u

q íåïóñòî. Òî÷êa x 2 W s
p \ W u

q , îòëè÷íàÿ îò p è îò q
íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé äèôôåîìîðôèçìà f , åñëè p 6= q è íàçûâàåò-

ñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé äèôôåîìîðôèçìà f , åñëè p = q . Îðáèòà ãåòåðîêëèíè÷å-

ñêîé (ãîìîêëèíè÷åñêîé) òî÷êè íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé (ãîìîêëèíè÷åñêîé) îðáè-

òîé . Ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ (ãîìîêëèíè÷åñêàÿ) òî÷êà ìîæåò áûòü òî÷êîé òðàíñâåðñàëüíîãî

èëè íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Äâà ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ N1 , N2 ìíîãîîáðàçèÿ M 2
ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëü-

íî â òî÷êå x 2 (N1 \ N2) , åñëè TxN1 + TxN2 = TxM 2
. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðåñå÷åíèå â

òî÷êå x íàçûâàåòñÿ íåòðàíñâåðñàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì (êàñàíèåì).

Òî÷êà êàñàíèÿ x äâóõ ãëàäêèõ îäíîìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé N1 , N2 ìíîãîîáðàçèÿ

M 2
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vx òî÷êè

x òàêàÿ, ÷òî N2 ïåðåñåêàåòcÿ íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

Vx n N1 .

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ � ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ f 2
Dif f r (M 2); r � 2 , çàäàííûõ íà ãëàäêîì äâóìåðíîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîá-

ðàçèè M 2
è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî 
 f ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷å-

ñêèõ òî÷åê è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � p; � p ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè p 2 
 f óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì 0 < � p < 1 < � p ;

2) åñëè (W s
p n p) \ (W u

q n q) 6= ; äëÿ ñåäëîâûõ òî÷åê p; q 2 
 f , òî p 6= q è äëÿ ëþáîãî

ñåäëà r 2 
 f (âêëþ÷àÿ p è q ) (W s
r n r ) \ (W u

p n p) = ; è (W s
q n q) \ (W u

r n r ) = ; ;

3) áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî f ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñà-

íèÿ.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ïðèìåðû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé

Íà ðèñóíêå 1.1 èçîáðàæåíû ïðèìåðû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ äèôôåîìîðôèçìîâ ñôåðû S2

è òîðà T2
. Äèôôåîìîðôèçìû íà ðèñóíêàõ 1.1 (a), 1.1 (b) ïðèíàäëåæàò êëàññó � , à íà

ðèñóíêå 1.1 (c) � íå ïðèíàäëåæèò êëàññó � , ïîñêîëüêó íàðóøàåòñÿ óñëîâèå 2). Ñîãëàñíî

ðàáîòàì [3], [4], äèôôåîìîðôèçìû êëàññà � èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî ìîäóëåé òîïîëîãè-

÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, òî åñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ìíîæåñòâî

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè âîçìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ (ìè-

íèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî òàêèõ ïàðàìåòðîâ è íàçûâàþò ÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé

ñîïðÿæåííîñòè (ìîäàëüíîñòüþ) äèôôåîìîðôèçìà f ).
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Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Òàê êàê f 2 	 ÿâëÿåòñÿ C2
-äèôôåîìîðôèçìîì 2 -

ìíîãîîáðàçèÿ M 2
, òî èç òåîðåìû Áåëèöêîãî (ñì. [1] èëè [7] , òåîðåìà 3.20) ñëåäóåò, ÷òî

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè p äèôôåîìîðôèçì f ãëàäêî ñîïðÿæåí

ïîñðåäñòâîì C1
-äèôôåîìîðôèçìà ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè.

2. Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà �

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äèôôåîìîðôèçì f 2 � íå èìååò ãîìîêëèíè÷åñêèõ

òî÷åê.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: f èìååò ãîìîêëèíè÷åñêóþ

òî÷êó x . Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà � , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî 
 f ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî

÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê. Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êè, x
íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé, â ÷àñòíîñòè, îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå îïðåäåëåíèþ êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ � .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü � � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿ

òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f : M 2 ! M 2
, r 2 (W s

� n� ) è Ur � W s
� � îêðåñòíîñòü òî÷êè r .

Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê f rng � (M 2 nUr ) , ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå r , ñó-

ùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f rn j g , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kj ! + 1 è

òî÷êà q 2 (W u
� n� ) òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê f f k j (rn j )g ñõîäèòñÿ ê òî÷êå

q .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a : R2 ! R2
� ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì,

çàäàííûé ôîðìóëîé a(x; y) = (2 x; 1
2y) . Òîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò O ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé

ãèïåðáîëè÷åñêîé ñåäëîâîé òî÷êîé c íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì W u
O = Ox è óñòîé÷èâûì

ìíîãîîáðàçèåì W s
O = Oy äëÿ äèôôåîìîðôèçìà a .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5 [5] ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè V� � M 2
, VO � R2

òî÷åê � , O ,

ñîîòâåòñòâåííî, è ãîìåîìîðôèçì  : V� ! VO òàêîé, ÷òî  (f (x)) = a( (x)) äëÿ ëþáîãî

x 2 (V� \ f (V� )) . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f rng � (V� \ f (V� )) è

f (x; y) : (x2 + y2) � 4g � (VO \ a(V(O)) .

Ïîëîæèì  (rn ) = (( rn )x ; (rn)y) . Òîãäà äëÿ ëþáîãî n 2 N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

öåëîå ÷èñëî mn òàêîå, ÷òî 1 � 4mn
�
(rn)2

x + ( rn )2
y

�
< 4 . Ïîëîæèì qn = amn (rn ) . Ïîñêîëüêó

lim
n!1

rn = r 2 (W s
O n f Og) , òî lim

n!1
(rn )x = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, lim

n!1
mn = + 1 . Êðîìå òîãî,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f (rn )yg îãðàíè÷åíà è, ñëåäîâàòåëüíî, (qn )y =
�

1
2

� mn (rn )y ! 0 ïðè

n ! 1 . Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷åê qn óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì 1 �
(qn )x < 4 è (qn )y ! 0 , òî åñòü òî÷êè qn ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà.

Òàê êàê äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé íà êîìïàêòå, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f mn j g ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

f mng è òî÷êà q 2 (W u
O n O) òàêèå, ÷òî lim

j !1
qn j = q . Ïîëîæèì f mn j g = f kj g . Òîãäà

rn j =  � 1(a� k j (qn j )) � èñêîìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü f 2 � . Òîãäà:

1) M 2 =
S

p2 
 f

W u
p (� ) ;
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2) W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M 2

äëÿ êàæäîé òî÷êè

p 2 
 f è f jW u
p

ñîïðÿæåíî ñ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ëèíåéíûì ðàñòÿæåíèåì;

3) åñëè x 2 (cl(`u
p) n (`u

p [ p)) , òî x 2 W u
r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè r 2 
 f òàêîé, ÷òî

`u
p \ W s

r 6= ; äëÿ ëþáîé òî÷êè p 2 
 f , â ÷àñòíîñòè, åñëè `u
p íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷å-

ñêèõ ïåðåñå÷åíèé äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè p , òî cl(`u
p) n (`u

p [ p) = f ! g , ãäå ! � ñòîêîâàÿ

ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1) Òàê êàê íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f 2 � êîíå÷íî è ãèïåðáîëè÷-

íî, òî ñîîòíîøåíèå (*) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3 ðàáîòû [6].

2) Ïóñòü p 2 
 f . Äîêàæåì, ÷òî W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ

M 2
.

Åñëè òî÷êà p 2 
 f � èñòî÷íèê, òî dim W u
p = dim M 2 = 2 è W u

p � îòêðûòî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, W u
p � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå.

Åñëè òî÷êà p 2 
 f � ñòîê, òî dim W u
p = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, W u

p � ãëàäêîå ïîäìíîãî-

îáðàçèå.

Ïóñòü p 2 
 f � ñåäëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f 2 � . Ïîêàæåì, ÷òî W u
p ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì M 2
, äèôôåîìîðôíûì R1

. Ïóñòü x 2 W u
p è Nx � W u

p �

êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x . Òîãäà, ñóùåñòâóåò êàðòà  : Ux ! R2
ìíîãîîáðà-

çèÿ M 2
òàêàÿ, ÷òî  (Ux \ Nx ) = R1

. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: W u
p íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì

ïîäìíîãîîáðàçèåì M 2
. Òîãäà (Ux n Nx ) \ W u

p 6= ; äëÿ ëþáîé êàðòû  : Ux ! R2
ìíîãî-

îáðàçèÿ M 2
òàêîé, ÷òî  (Ux \ Nx ) = R1

. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f xng � (W u
p n Nx ) òàêàÿ, ÷òî xn ! x ïðè n ! + 1 . Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2. ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f xn j g , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kj ! + 1 è

òî÷êà y 2 W s
p òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê f yj = f � k j (xn j )g ñõîäèòñÿ ê òî÷êå

y . Òàê êàê M 2 =
S

q2 
 f

W u
q , òî y 2 W u

q äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè q 2 
 f . Ðàññìîòðèì òðè

âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: (a) q � èñòî÷íèê, (b) q � ñòîê, (c) q � ñåäëî.

(a) Åñëè q � èñòî÷íèê, òî yj 2 W u
q äëÿ âñåõ j , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Ñëåäîâàòåëüíî,

p = q . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé (a) íåâîçìîæåí.

(b) Åñëè q � ñòîê, òî W u
q = q , y = q . Ñëåäîâàòåëüíî q 2 W s

p . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé (b) íåâîçìîæåí.

(c) Åñëè q � ñåäëî, òî òî÷êà q íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé p , òàê êàê ñîãëàñíî ïðåä-

ëîæåíèþ 2.1. äèôôåîìîðôèçì f 2 � íå èìååò ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî,

èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f yj i g , ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü öåëûõ ÷èñåë mi ! + 1 è òî÷êà z 2 W s
q òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

f f m i (yj i )g ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z . Ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì,

÷òî W s
q è W u

q ñîäåðæàò ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òî÷êè. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì 2)

îïðåäåëåíèÿ êëàññà � , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé (c) íåâîçìîæåí.

Òàêèì îáðàçîì, W u
p � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ M 2

äëÿ êàæäîé òî÷êè

p 2 
 f .

3) Äîêàæåì, ÷òî åñëè x 2 (cl(`u
p) n (`u

p [ p)) , òî x 2 W u
r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè r 2 
 f

òàêîé, ÷òî `u
p \ W s

r 6= ; .

Ïóñòü x 2 (cl(`u
p) n (`u

p [ p)) . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f xkg � `u
p òàêàÿ,

÷òî d(xk ; x) ! 0 ïðè k ! + 1 . Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (*), x 2 W u
r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

r 2 
 f . Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: (a) r � èñòî÷íèê, (b) r � ñòîê, (c) r �

ñåäëî.

(a) Åñëè r � èñòî÷íèê, òî xk 2 W u
r äëÿ âñåõ k , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Îòêóäà p =

r , `u
p [ p = W u

r è èç óñëîâèÿ x 2 (cl(`u
p) n (`u

p [ p)) ñëåäóåò, ÷òî x =2 W u
r . Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé (a) íåâîçìîæåí.
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(b) Åñëè r � ñòîê, òî W u
r = r , x = r è xk 2 W s

r äëÿ âñåõ k , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî.

Ñëåäîâàòåëüíî `u
p \ W s

r 6= ; , òî åñòü èìïëèêàöèÿ âåðíà.

(c) Åñëè r � ñåäëî, òî, ñîãëàñíî ïóíêòó 2) íàñòîÿùåé òåîðåìû, r 6= p . Òîãäà, ñîãëàñ-

íî ïðåäëîæåíèþ 2.2., ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk j , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ

÷èñåë mj ! + 1 è òî÷êà z 2 W s
r òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zj = f � m j (xk j )

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z . Òàê êàê, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (*), M 2 =
S

q2 
 f

W u
q , òî z 2 W u

q äëÿ

íåêîòîðîé òî÷êè q 2 
 f . Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: (1) q � èñòî÷íèê, (2) q �

ñòîê, (3) q � ñåäëî.

(1) Åñëè q � èñòî÷íèê, òî zj 2 W u
q äëÿ âñåõ j , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Ñëåäîâàòåëüíî,

q = p è p � èñòî÷íèê. Ïîëó÷èëè, ÷òî `u
p \ W s

r 6= ; , òî åñòü èìïëèêàöèÿ âåðíà.

(2) Åñëè q � ñòîê, òî W u
q = q , z = q . Ñëåäîâàòåëüíî, q 2 W s

r . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå-

÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé (2) íåâîçìîæåí.

(3) Åñëè q � ñåäëî, òî òî÷êà q íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé r , òàê êàê, ñîãëàñíî ïðåä-

ëîæåíèþ 2.1., äèôôåîìîðôèçì f 2 � íå èìååò ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê, è q 6= p â ñèëó

ïóíêòà 2) íàñòîÿùåé òåîðåìû. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü f zj i g , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë mi ! + 1 è òî÷êà y 2 W s
q òàêèå, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê f f m i (zj i )g ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y è y 2 W u
t äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

t 2 
 f . Ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êà t � ñåäëî, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2) îïðåäåëåíèÿ êëàññà � . Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé (3) äëÿ òî÷êè t
íåâîçìîæåí.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè `u
p íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè p ,

òî cl(`u
p) n(`u

p [ p) �
S

r 2 
 f :`u
r \ W s

r 6= ;
W u

r . Ïè ýòîì òî÷êà r íå ìîæåò áûòü ñåäëîâîé, òàê êàê `u
p

íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé è íå ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîâîé, òàê êàê â ýòîì

ñëó÷àå W s
r = r . Òàêèì îáðàçîì, `u

p �
S

! 2 � s
f

W s
! , ãäå � s

f � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà 
 f ,

ñîñòîÿùåå èç ñòîêîâ. Ïîñêîëüêó ñåïàðàòðèñà `u
p ñâÿçíà, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñòîê

! òàêîé, ÷òî `u
p � W s

! è, ñëåäîâàòåëüíî, cl(`u
p) = `u

p [ f p; ! g .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç � u
f ( � s

f ) � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà 
 f , ñîñòîÿùåå èç èñòî÷íèêîâ

(ñòîêîâ). Ïîëîæèì � f = � u
f [ � s

f . Îáîçíà÷èì ÷åðåç � f ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà 
 f ,

ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê; ÷åðåç � s
f � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà � f , ñîñòîÿùåå èç

ñåäëîâûõ òî÷åê, óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè � f = ; , òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò

èç îäíîãî ñòîêà è îäíîãî èñòî÷íèêà, îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå M 2
ãîìåîìîðôíî ñôåðå

S2
, è âñå äèôôåîìîðôèçìû �èñòî÷íèê-ñòîê� ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó â äàëü-

íåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî � f íå ïóñòî. Ïîëîæèì � u
f = � f n � s

f . Òàê êàê,

ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1., M 2 =
S

p2 
 f

W s
p =

S

p2 
 f

W u
p , òî, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî � u

f ( � s
f )

íåïóñòî. Ïîëîæèì

M f = M 2 n (W u
� s

f
[ W s

� u
f

[ � f ):

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ãðóïïà F = f f n ; n 2 Zg ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé

ãðóïïîé. Äåéñòâèå ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ F íà ìíîæåñòâå M f íàçûâàåòñÿ ñâîáîä-

íûì , åñëè f n(x) 6= x äëÿ ëþáîãî x 2 M f è ëþáîãî n 2 Z n f 0g .

Äåéñòâèå ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ F íà ìíîæåñòâå M f íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíûì ,

åñëè äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K � M f ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ f n 2 F
òàêèõ, ÷òî f n (K ) \ K 6= ; � êîíå÷íî.

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî � � M n
íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f : M n !

M n
, åñëè � èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü U 6= M n

òàêóþ, ÷òî f (U) � int U è
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� =
T

k� 0
f k(U) . Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äèôôåîìîðôèçìà f , åñëè îíî ÿâëÿ-

åòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ f � 1
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2. íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü ! � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê äèôôåîìîðôèçìà f : M 2 ! M 2

è L ! � ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ ` ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåäëîâûõ

òî÷åê � äèôôåîìîðôèçìà f òàêèõ, ÷òî cl(`) = ` [ � [ ! . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêèé

2-äèñê D ! � W s
! , ñîäåðæàùèé ! è òàêîé, ÷òî ëþáàÿ ñåïàðàòðèñà ` 2 L ! ïåðåñåêàåò

@D! â åäèíñòâåííîé òî÷êå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü B0 � ãëàäêèé 2-äèñê òàêîé, ÷òî ! 2 B0 � W s
! . Â

ñèëó òåîðåìû î òðàíñâåðñàëüíîñòè, äèñê B0 ìîæíî âûáðàòü òðàíñâåðñàëüíûì ïó÷êó ñå-

ïàðàòðèñ L ! . Îáîçíà÷èì ÷åðåç CB 0 ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (ÿâëÿþùèõñÿ

ãëàäêèìè äóãàìè) ìíîæåñòâà L ! \ B0 . Ïðåäñòàâèì CB 0 â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ C1
B 0

; C2
B 0

, òàêèõ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êàæäîé äóãè èç C1
B 0

( C2
B 0

) ñ

îêðóæíîñòüþ @B0 ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé òî÷êè (äâóõ òî÷åê).

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà C1
B 0

ðàâíî ÷èñëó ñåïàðàòðèñ èç ìíîæåñòâà

L ! . Åñëè C2
B 0

= ; , òî D ! = B0 � èñêîìûé äèñê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîíóìåðóåì äóãè

ìíîæåñòâà C2
B 0

: c1; : : : ; ck è ïîñòðîèì ãëàäêèå 2-äèñêè B1; : : : ; Bk òàêèå, ÷òî C1
B i

= C1
B 0

è

C2
B i

= C2
B 0

n f c1; : : : ; ci g äëÿ ëþáîãî i 2 f 1; : : : ; kg . Òîãäà D ! = Bk áóäåò èñêîìûì äèñêîì.

Ïîñòðîèì 2-äèñê B1 ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü A1
1 è A1

2 êîíöåâûå òî÷êè äóãè

c1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~c1 çàìêíóòóþ äóãó îêðóæíîñòè @B0 ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè A1
1 è

A1
2 òàêóþ, ÷òî êðèâàÿ c1 [ ~c1 îãðàíè÷èâàåò íà W s

! 2-äèñê d1 , íå ñîäåðæàùèé òî÷êè !
(òàê êàê ìíîãîîáðàçèå W s

! äèôôåîìîðôíî R2
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ø¼íôëèñà

ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ïðèíàäëåæàùàÿ W s
! , îãðàíè÷èâàåò 2-äèñê). Òîãäà èñêîìûé äèñê B1

ïîëó÷àåòñÿ ñãëàæèâàíèåì óãëîâ è ìàëûì øåâåëåíèåì äèñêà B0 n int d 1 . Ïðåäïîëàãàÿ ñó-

ùåñòâîâàíèå 2-äèñêà B i � 1 , àíàëîãè÷íî âûøåñêàçàííîìó óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå

äèñêà B i äëÿ ëþáîãî i 2 f 2; : : : ; kg .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 2.2. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f 2 �
1) Ìíîæåñòâà Rf = � u

f [ W s
� u

f
è A f = � s

f [ W u
� s

f
ÿâëÿþòñÿ ðåïåëëåðîì è àòòðàêòî-

ðîì, ñîîòâåòñòâåííî.

2) Ïðîñòðàíñòâî M f = M 2 n (Rf [ A f ) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà kf êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè M 0
f ; : : : ;M kf � 1

f , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ f -èíâàðèàíòíîé è ãðóïïà F =
f f n ; n 2 Zg äåéñòâóåò ñâîáîäíî è ðàçðûâíî íà M i

f äëÿ êàæäîãî i 2 Zkf .

3) Äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ M i
f ; i 2 Zkf ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì � i : M i

f !
R2nO , ñîïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçì f jM i

f
c ãîìîòåòèåé � îòîáðàæåíèåì b : R2 ! R2

,

çàäàííûì ôîðìóëîé b(x; y) = ( x
2 ; y

2) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A f ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì

è èìååò ãëàäêóþ êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA f 6= M 2
òàêóþ, ÷òî f (UA f ) � int U A f è

êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà f (UA f ) n int U A f äèôôåîìîðôíà äâóìåðíîìó

êîëüöó.

Ïóñòü � 2 � f . Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1. ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U� � M 2
, UO � R2

òî÷åê � , O , ñîîòâåòñòâåííî, è ãîìåîìîðôèçì  : U� ! UO òàêèå, ÷òî â îêðåñòíîñòè

U� äèôôåîìîðôèçì f ãëàäêî ñîïðÿæåí ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè. Ïóñòü H = f (x; y) 2
UO : y2 � x2 � 1g , � = f (x; y) 2 UO : y2 � x2 = 1g , H � =  � 1

� (H ) è � � =  � 1
� (�) .

Ïîëîæèì H � s
f

=
S

� 2 � s
f

H � è � � s
f

=
S

� 2 � s
f

� � .
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Ïóñòü ! 2 � s
f . Â ñèëó ñîïðÿæåííîñòè f jW s

!
ñ Df ! äëÿ êàæäîãî ! (ñì., çàìå÷à-

íèå 1.1.), ñóùåñòâóåò ãëàäêèé 2-äèñê D ! � W s
! òàêîé, ÷òî f (D ! ) � int D ! . Ïîëîæèì

D � s
f

=
S

! 2 � s
f

D ! . Ñîãëàñíî ëåììå 2.1. D � s
f

ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ëþáàÿ ñåïàðàòðèñà èç

ìíîæåñòâà W u
� s

f
ïåðåñåêàåò @D� s

f
â åäèíñòâåííîé òî÷êå è D � s

f
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîä-

ìíîãîîáðàçèåì. Â ñèëó � -ëåììû ñóùåñòâóåò ÷èñëî n 2 N òàêîå, ÷òî f � n(@D� s
f
) òðàíñ-

âåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî � � s
f

. Ïîëîæèì UA f = H � s
f

[ f � n (D � s
f
) . Ïî ïîñòðîåíèþ

UA f ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòüþ A f ãîìåîìîðôíîé äèñêó ñ äûðàìè òàêîé, ÷òî

A f � f (UA f ) � int U A f è A f =
T

k2 N
f k(UA f ) . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A f ÿâëÿåòñÿ

àòòðàêòîðîì. Ïî ïîñòðîåíèþ UR f = M 2 n int U A f � çàõâàòûâàþùàÿ îêðåñòíîñòü UR f è,

ñëåäîâàòåëüíî, Rf � ðåïåëëåð.

2) Òàê êàê ìíîæåñòâî W u
� s

f
[ W s

� u
f

ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîìó èíâàðèàíòíîìó ìíîãî-

îáðàçèþ êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè ìíîæåñòâà � f è íå ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê,

òî, ïî ïîñòðîåíèþ, ìíîæåñòâà Rf è A f ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ äóã è êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M 2 n (Rf [ A f )
ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç M 0
f ; : : : ;M kf � 1

f . Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè M i
f ; i 2 Zkf ÿâëÿåò-

ñÿ f -èíâàðèàíòíîé. Çàìåòèì, ÷òî M i
f \ 
 f = ; è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà F = f f n ; n 2 Zg

äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà M i
f . Ïîêàæåì, ÷òî F äåéñòâóåò ðàçðûâíî íà M i

f .

Ïî ïîñòðîåíèþ M f = W s
A f \ 
 f

n A f = W u
R f \ 
 f

n Rf . Òîãäà, â ñèëó ïóíêòà 1), äëÿ

ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K � M f ñóùåñòâóåò ÷èñëî N 2 N òàêîå, ÷òî K �
M 2 n (f N (UA f ) [ f �N (UR f )) . Òîãäà K \ f n(K ) = ; äëÿ ëþáîãî n : jnj > 2N .

3) Ïîñòðîåííàÿ â ïóíêòå 1) îêðåñòíîñòü UA f àòòðàêòîðà A f ãîìîòîïè÷åñêè ýêâè-

âàëåíòíà ýòîìó àòòðàêòîðó. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

UA f nint f (UA f ) ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó êîëüöó. Êðîìå òîãî, UA f nint f (UA f ) � ôóíäà-

ìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äèôôåîìîðôèçìà f jM f è êàæäàÿ å¼ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè K i ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ äèôôåîìîðôèçìà f jM i
f

è äèôôåîìîðôíà äâóìåðíîìó

êîëüöó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1;i è S2;i = f (S1;i ) ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè K i . Ôóíäàìåíòàëü-

íîé îáëàñòüþ äèôôåîìîðôèçìà bjR2nO ÿâëÿåòñÿ êîëüöî K = f (x; y) 2 R2 : 1 � x2 + y2 �
4g è S1 = f (x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 4g , S2 = f (x; y) 2 R2 : x2 + y2 = 1g = b(S1) � åãî ãðà-

íè÷íûå îêðóæíîñòè. Ïóñòü �̂ 1;i : S1;i ! S1 � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì.

Ïîëîæèì �̂ 2;i (t) = b� 1(�̂ 1;i (f (t))) äëÿ ëþáîãî t 2 S2;i . Òîãäà, ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

�̂ i : K i ! K òàêîé, ÷òî �̂ i jS1;i = �̂ 1;i è �̂ i jS2;i = �̂ 2;i (ñì., íàïðèìåð, [2], ãëàâà 5, òåîðåìà 3.2).

Òîãäà èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé � i (t) = b� m (�̂ i (f m (t))) , ãäå t 2 M i
f

è f m (t) 2 K i .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Abstract. In the present pap er dynamics of di�eomorphisms on orientable surfaces with the �nite

numb er of mo duli of top ological conjugacy are describ ed.
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ÓÄÊ 531.929

Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì

çàïàçäûâàíèåì

c Ñ. Â. Ïàâëèêîâ

1

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ

áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì íà îñíîâå ìåòîäà ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà-

êîïîñòîÿííîãî ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà. Ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé ïðîâîäèòñÿ â ñïå-

öèàëüíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàð-

íûõ äâèæåíèé ýðåäèòàðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäû-

âàíèåì, çíàêîïîñòîÿííûé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà, ïðåäåëüíûå óðàâíåíèÿ.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïðåäåëüíûå óðàâíåíèÿ

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì

çàïàçäûâàíèåì îïðåäåëèì íà îñíîâå àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà, ðàçðàáîòàííîãî â [1].

Ïóñòü B åñòü äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèáî:

1) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ (�1 ; 0] â Rn
, è äëÿ ';  2 B ñ÷èòàåì

' =  , åñëè ' (s) =  (s) äëÿ âñåõ s 2 (�1 ; 0] , ëèáî

2) èçìåðèìûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ (�1 ; 0] â Rn
, è äëÿ ';  2 B ñ÷èòàåì ' =  ,

åñëè ' (s) =  (s) äëÿ ïî÷òè âñåõ s 2 (�1 ; 0] è ' (0) =  (0) .

Â ïðîñòðàíñòâå Rn
îáîçíà÷èì íîðìó ÷åðåç j:j . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå B

îïðåäåëåíà íîðìà k:kB , òàêàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (B; k:kB ) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.

Äëÿ ôóíêöèè x : (�1 ; A) ! Rn
, 0 < A � + 1 , îïðåäåëèì ôóíêöèþ xt : (�1 ; 0] ! Rn

ôîðìóëîé xt (s) = x(t + s) , s � 0 , äëÿ êàæäîãî t 2 [0; A) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. [2] . Ïðîñòðàíñòâî B íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè

ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå K > 0 , J > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ M : [0; 1 ) ! [0; 1 ) ,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Ïóñòü 0 � a < A � 1 . Åñëè x :
(�1 ; A) ! Rn

íåïðåðûâíà íà [a; A) è xa 2 B , òî äëÿ âñåõ t 2 [a; A) ñïðàâåäëèâî:

B1) xt 2 B è xt íåïðåðûâíî ïî t îòíîñèòåëüíî k:kB ;

B2) kxtkB � K maxa� s� t jx(s)j + M (t � a)kxakB ;

B3) j' (0)j � Jk' kB äëÿ âñåõ ' 2 B ;

B4) M (t) ! 0 ïðè t ! 1 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè ' îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà (�1 ; 0] , òî ' 2 B è âñå

ôóíêöèè ' � t , t � 0 , îãðàíè÷åíû ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà B : k' � tkB � L , äëÿ íåêîòîðîãî

L > 0 (çäåñü ' � t (s) = ' (� t + s) , s 2 (�1 ; 0] ).

Ï ð è ì å ð 1.1. Ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì äîïóñòèìîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâî C[� h;0] íåïðåðûâíûõ íà [� h; 0] ( h = const > 0 ) ôóíêöèé ñ íîðìîé k' k =
sup (j' (s)j; � h � s � 0) .

1

Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-

íûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; spavlikov@mail.ru.
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Ï ð è ì å ð 1.2. [2] . Ïóñòü g : (�1 ; 0] ! [1; 1 ) åñòü íåïðåðûâíàÿ íåâîçðàñòàþ-

ùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî:

g(0) = 1 ;
g(s + u)

g(s)
! 1

ðàâíîìåðíî íà (�1 ; 0] ïðè u ! 0�
;

lim
T ! + 1

sup
s� 0

g(s)
g(s � T)

= 0:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cg ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ' , îòîáðàæàþùèõ

(�1 ; 0] â Rn
, òàêèõ, ÷òî:

sup
s� 0

j' (s)j
g(s)

< 1 :

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Cg ñ íîðìîé:

k' kg = k' kCg = sup
s� 0

j' (s)j
g(s)

åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî â Cg :
UCg = f ' 2 Cg : '

g ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (�1 ; 0]g .

Òîãäà UCg åñòü äîïóñòèìîå ïðîñòðàíñòâî.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà Cg ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî C ñ g(s) = e� s
äëÿ

 > 0 . Ïðîñòðàíñòâî C ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî h > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Bh = f ' 2 B : k' kB < h g ,

�Bh = f ' 2
B : k' kB � hg .

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

_x(t) = f (t; x t ): (1.1)

Çäåñü f åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå R+ � BH ! Rn

äëÿ íåêîòîðîãî 0 < H � + 1 , f (t; 0) � 0 .

Äëÿ çàäàííûõ � 2 R+ ; ' 2 BH íàçîâåì x(t; �; ' ) ðåøåíèåì (1.1), íà÷èíàþùååñÿ â

òî÷êå (�; ' ) , åñëè ñóùåñòâóåò � > � , òàêîå, ÷òî x(t; �; ' ) óäîâëåòâîðÿåò (1.1) íà [�; � ) è

x � (�; ' ) = ' .

Åñëè f (t; ' ) îãðàíè÷åííî íà êàæäîì ìíîæåñòâå R+ � �Bh , jf (t; ' )j � m(h) äëÿ âñåõ

(t; ' ) 2 R+ � �Bh; 0 < h < H , òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (�; ' ) 2 R+ � BH

ñóùåñòâóåò íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå x(t; �; ' ) óðàâíåíèÿ (1.1), îïðåäåëåííîå äëÿ [�1 ; � )
äëÿ íåêîòîðîãî � > � [2].

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ' íà êàæ-

äîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K � BH , ò. å. ñóùåñòâóåò l = l(K ) , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ

' 1; ' 2 2 K âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

jf (t; ' 2) � f (t; ' 1)j � lk' 2 � ' 1kB :

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) áóäåò åäèíñòâåííûì äëÿ êàæäîé òî÷êè (�; ' ) 2 R+ �
BH .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. [3] . Ôóíêöèÿ f (t; ' ) , îïðåäåëåííàÿ íà R � B , èìååò

êîìïàêòíóþ îáîëî÷êó, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K � R� B ñóùåñòâóåò
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f tng , tn � 0 , ñîäåðæàùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f tm g , òàêóþ,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f f (t + tm ; ' )g ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè (t; ' ) 2 K .

Îáîëî÷êîé H + (f ) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð (f � ; 
) , 
 � R+ � BH , òàêèõ, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f tng; tn ! + 1 ; n ! 1 , äëÿ êîòîðîé f f (t + tn ; ' )g
ñõîäèòñÿ ê f � (t; ' ) , (t; ' ) 2 
 , ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f � : R+ � BH ! Rn

íàçûâàåòñÿ

ïðåäåëüíîé ê f .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K � BH ôóíêöèÿ f = f (t; ' )
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî (t; ' ) 2 R+ � K , ò. å. äëÿ ëþáîãî K � BH äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ìàëîãî " > 0 íàéäåòñÿ � = � ("; K ) > 0 , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ (t1; ' 1) , (t2; ' 2) 2 R+ � K :
jt2 � t1j < � , ' 1 , ' 2 2 K : k' 2 � ' 1kB < � , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

jf (t2; ' 2) � f (t1; ' 1)j < ":

Ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f è âûïîëíåíèÿ âûøåóêàçàííîé ðàâíîìåðíîé

íåïðåðûâíîñòè îáîëî÷êà H + (f ) áóäåò êîìïàêòíîé [3].

Äëÿ êàæäîé ïàðû (f � ; 
) 2 H + (f ) îïðåäåëèì ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå

_x(t) = f � (t; x t ): (1.2)

Â ñèëó òîãî, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) áóäåò

åäèíñòâåííûì äëÿ êàæäîé òî÷êè (�; ' ) 2 
 .

Ïðè îïðåäåëåíèè âçàèìîñâÿçè ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.1) è (1.2) áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ë å ì ì à 1.1. [4] . Ïóñòü tn ! + 1 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f ' ng 2 BH , ' n ! ' 2
BH ïðè n ! 1 è x(t; t n + �; ' n) åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f xn
t = xt+ tn (tn + �; ' n )g ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîìïàêòå K � BH , è åñëè ôóíêöèîíàë

f � (t; ' ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ê f (t; ' ) îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tn ! + 1 ,

x � (t; �; ' ) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) , îïðåäåëåííîå íà (�1 ; � ) , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f xn (t)g = x(t + tn ; tn + �; ' n) ñõîäèòñÿ ê x � (t; �; ' ) , à xn
t ! x �

t ðàâíîìåðíî ïî t 2 [�;  ]
äëÿ êàæäîãî  2 (�; � ) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ïóñòü x = x(t; �; ' ) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ,

îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ t � � . Ïîëîæèòåëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî 
 + (xt (�; ' )) â

ïðîñòðàíñòâå BH åñòü ìíîæåñòâî 
 + = f ' � 2 BH : 9tn ! + 1 ; n ! 1 ; xtn (�; ' )
! ' �

â äîïóñòèìîì ïðîñòðàíñòâå B ïðè n ! 1g .

2. Òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè

Èññëåäóåì çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ x = 0 ñèñòåìû (1.1) íà îñíîâå

çíàêîïîñòîÿííîãî ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷è-

âûì â Rn
(â B ), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � 2 R+ ; " > 0 èìååòñÿ � = � ("; � ) > 0 , òàêîå,

÷òî èç íåðàâåíñòâà k' kB � � ñëåäóåò, ÷òî jx(t; �; ' )j < " ( kxt (�; ' )kB < " ) äëÿ âñåõ

t � � .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèòÿæåíèÿ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (1.1) â Rn
(â B ), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � 2 R+

íàéäåòñÿ � = � (� ) > 0 ,

òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà k' kB � � ñëåäóåò, ÷òî x(t; �; ' ) ! 0 ( kxt (�; ' )kB ! 0 )

ïðè t ! + 1 .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî, åñëè îíî óñòîé÷èâî è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèòÿæåíèÿ (â Rn
èëè â B ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îãðàíè÷åííîì çàïàçäûâàíèè îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøå-

íèÿì ê íîðìàì â Rn
è â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíû.

Ë å ì ì à 2.1. [5] . Äëÿ äîïóñòèìîãî ïðîñòðàíñòâà B îïðåäåëåíèÿ 2.1�2.3 óñòîé-

÷èâîñòè â Rn
è â B ýêâèâàëåíòíû.

Ôóíêöèîíàëîì Ëÿïóíîâà íàçîâåì ñêàëÿðíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ V : R+ � BH !
R . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ! (u) íåïðåðûâíóþ, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ ! :
R+ ! R+ ; ! (0) = 0 .

Ïóñòü x = x(t; �; ' ) � íåêîòîðîå ðåøåíèå (1.1), îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ t � � . Âäîëü

ýòîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàë V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè V(t) =
V(t; x t (�; ' )) . Äëÿ ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëèì âåðõíþþ ïðàâîñòîðîííþþ ïðîèçâîäíóþ:

dV
dt

= lim4 t! 0+
V(t + 4 t) � V(t)

4 t
:

Åñëè V(t; ' ) � 0; 8(t; ' ) 2 R+ � �BH 0 ; V(t; 0) � 0 , òî ôóíêöèîíàë V íàçûâàåòñÿ

ïîñòîÿííî-ïîëîæèòåëüíûì.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Äëÿ íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà V(t; ' ) è íåêîòîðîãî

÷èñëà c 2 R îïðåäåëèì V � 1(1 ; c) = f ' 2 BH : 9' n 2 BH ; tn ! + 1 : ' n !
'; V (tn ; ' n ) ! cg .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5. Ðåøåíèå x = 0 óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

� � BH ðàâíîìåðíî ïî f _x(t) = f � (t; x t )g , åñëè äëÿ ëþáîé (f � ; 
) 2 H + (f ) , äëÿ ëþáîãî

" > 0 ìîæíî óêàçàòü � = � (" ) > 0 , òàêîå, ÷òî èç ' 2 �
T

fk ' kB < � g ñëåäóåò

kx �
t (0; ' )kB < " äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x � (t; 0; ' ) ëþáîãî óðàâíåíèÿ _x(t) = f � (t; x t ) ïðè

âñåõ t � 0 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.6. Ðåøåíèå x = 0 íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà � � BH ðàâíîìåðíî ïî f _x(t) = f � (t; x t )g , åñëè îíî

óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî � ðàâíîìåðíî ïî f _x(t) = f � (t; x t )g è ñóùåñòâóåò 4 , òàêîå,

÷òî èç ' 2 �
T

fk ' kB < 4g ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå x � (t; 0; ' ) êàæäîãî óðàâíåíèÿ (1.2)

ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè t ! 1 .

Ââåäåííûå îïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò âûâåñòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà îñ-

íîâå çíàêîïîñòîÿííîãî ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë V : R+ � BH ! R+
, òàêîé, ÷òî:

V(t; ' ) � 0; V(t; 0) � 0; _V(t; ' ) � 0; (t; ' ) 2 R+ � BH ;

2) ðåøåíèå x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà � 0 =
V � 1(1 ; 0) ðàâíîìåðíî ïî f _x(t) = f � (t; x t )g .

Òîãäà ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 óðàâíåíèÿ

(1.1) íåóñòîé÷èâî. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì "0 : 0 < " 0 < H íàéäåòñÿ ìîìåíò � > 0 ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü f ' n : k' nkB ! 0; n ! 1g , òàêèå, ÷òî äëÿ ðåøåíèé (1.1) xn (t) = x(t; �; ' n )
âåðíî:

kxn
tn

(�; ' n )kB = "0 (2.1)

ïðè íåêîòîðûõ t = tn .

Èç åäèíñòâåííîñòè x = 0 ñëåäóåò, ÷òî tn ! + 1 . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî kxn
t kB < " 0 äëÿ

t 2 [�; t n) .

Èç óñëîâèÿ V(t; 0) � 0 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà 4 n ! 0 , òàêèå, ÷òî V(�; ' n) �
4 n . Â ñèëó

_V(t; ' ) � 0 ïîëó÷àåì:

V(t; x n
t (�; ' n)) � 4 n ; t > �: (2.2)

Îïðåäåëèì � 0 = � ( " 0
2 ) èç óñëîâèÿ 2) òåîðåìû. Ïîëîæèì � 1 = � 0

2 . Â ñèëó (2.1), ñóùå-

ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t � 1
n ! + 1 ; n ! 1 , òàêàÿ, ÷òî kxn

t � 1
n

kB = � 1 è ïðè t � 1
n � t � tn

âûïîëíÿåòñÿ:

� 1 � k xn
t kB � "0: (2.3)

Èç óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ f (t; ' ) , ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f xn (t; �; ' n) : t 2 [�;  ]g ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà äëÿ ëþáîãî

 > � . Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî k' nkB ! 0 , ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ñåìåé-

ñòâî ôóíêöèé f xn
t � 1
n

(�; ' n)g ïðåäêîìïàêòíî â B � 0 , ò. å. ñåìåéñòâî ôóíêöèé f xn
t � 1
n

(�; ' n)g
ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êîìïàêòó K � B � 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðè-

ìåì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ t � 1
n ) è ôóíêöèÿ ' � 1 , òàêèå, ÷òî xn

t � 1
n

! ' � 1 , ãäå k' � 1kB = � 1 .

Ïðè ýòîì, â ñèëó (2.2) è óñëîâèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé V èìååì: V(t � 1
n ; xn

t � 1
n

(�; ' n)) ! 0 ïðè

n ! 1 è çíà÷èò ' � 1 2 V � 1(1 ; 0):
Ñóùåñòâóåò (f � ; K ) 2 H + (f ) , ò. å. ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ïðèìåì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ t � 1
n ), òàêàÿ, ÷òî f (t + t � 1

n ; ' ) ! f �
� 1

(t; ' ) , ' 2 K . Ïî ëåììå

1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî xn (t + t � 1
n ; �; ' n) ! x � (t; 0; ' � 1 ) , ãäå x � (t; 0; ' � 1 ) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

_x(t) = f �
� 1

(t; x t ) .

Íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà � 1 èìååì, ÷òî kx �
t (0; ' � 1 )kB � " 0

2 ; t � 0 è

kx �
t (0; ' � 1 )kB ! 0; t ! + 1 . Îáîçíà÷èì: Tn = tn � t � 1

n : Ðàññìîòðèì x � = x � (Tn ; 0; ' � 1 ) .

Åñëè Tn � T < + 1 äëÿ ëþáîãî n = 1; 2::: , òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò T0 , òà-

êîå, ÷òî x �
T0

= ' " 0 . Åñëè Tn ! + 1 , òîãäà â ñèëó (2.3) äëÿ êàæäîãî T = const > 0
kx �

T (0; ' � 1 )kB � � 1 > 0 . È òî è äðóãîå ñâîéñòâî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó � 1 . Òàêèì îáðàçîì

ïîëó÷àåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ (1.1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.7. Ïóñòü tn ! + 1 åñòü íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äëÿ êàæäîãî t 2 R è c 2 R îïðåäåëèì ìíîæåñòâî V � 1
1 (t; c) � BH ñëåäóþùèì îáðàçîì:

òî÷êà ' 2 V � 1
1 (t; c) , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f ' n 2 BH ; ' n ! ' g , òàêàÿ,

÷òî:

lim
n! + 1

V(t + tn ; ' n ) = c:

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíîé

_V èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

_V(t; ' ) � � W(t; ' ) � 0; 8(t; ' ) 2 R � BH :
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Äîïóñòèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ W = W(t; ' ) îãðàíè÷åíà íà êàæäîì ìíîæåñòâå

R+ � �Bh è äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K � BH ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî

(t; ' ) 2 R+ � K . Êàê è â ñëó÷àå f (t; ' ) , ïðè òàêîì óñëîâèè ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïàêòíóþ

îáîëî÷êó äëÿ W = W(t; ' ) è ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ W �
, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî V � 1

1 (t; c) ,

îïðåäåëÿåìîå òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ tn ! + 1 , îïðåäåëèì êàê ñîîòâåòñòâóþùåå

W �
.

Îáîëî÷êîé H + (f; W ) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (f � ; W � ; 
) , 
 � R+ � BH , òàêèõ, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f tng; tn ! + 1 ; n ! 1 , äëÿ êîòîðîé f f (t + tn ; ' )g ñõîäèòñÿ

ê f � (t; ' ) , f W(t + tn ; ' )g ñõîäèòñÿ ê W � (t; ' ) ïðè (t; ' ) 2 
 .

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû î ëîêàëèçàöèè ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà

ðåøåíèé (1.1) [6] è îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ (1.1) ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé [7].

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) V(t; ' ) : R+ � BH ! R åñòü íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, îãðàíè÷åííûé ñíèçó íà

êàæäîì êîìïàêòå K � BH :

V(t; ' ) � m(K ) 8(t; ' ) 2 R+ � K;

åãî ïðîèçâîäíàÿ

dV
dt

� � W(t; ' ) � 0 8(t; ' ) 2 R+ � BH ;

2) x = x(t; �; ' ) � ðåøåíèå (1.1) , òàêîå, ÷òî jx(t; �; ' )j � � < H , äëÿ âñåõ t � � .

Òîãäà èìååòñÿ c = c0 � m , ïðè êîòîðîì äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êè ' � 2

 + (xt (�; ' )) ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü (f � ; W � ) 2 H + (f; W ) ñ V � 1

1 (t; c) è

ðåøåíèå x � (t; 0; ' � ) óðàâíåíèÿ _x = f � (t; x t ) òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî f x �
t (0; ' � ) : t 2 R+ g �


 + (xt (�; ' )) è f x �
t (0; ' � ) : t 2 R+ g � f V � 1

1 (t; c) : c = c0 = constg
T

f W � (t; ' ) = 0 g .

Ò å î ð å ì à 2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë V : R+ � BH ! R+
, òàêîé, ÷òî:

! (j' (0)j) � V (t; ' ); V(t; 0) � 0;

_V(t; ' ) � � W(t; ' ) � 0; (t; ' ) 2 R+ � BH ;

2) äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé ñîâîêóïíîñòè (f � ; W � ) 2 H + (f; W ) è êàæäîãî c0 � 0 ìíî-

æåñòâî f V � 1
1 (t; c) : c = c0g

T
f W � (t; ' ) = 0 g íå ñîäåðæèò ðåøåíèé ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ

_x = f � (t; x t ) , êðîìå íóëåâîãî x = 0 .

Òîãäà ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

3. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ãîëîíîìíûìè ñòàöèîíàðíûìè ñâÿçÿìè, îïðåäå-

ëÿåìóþ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè q1; q2; : : : ; qn ; ïðè÷åì ïåðâûå m êîîðäèíàò ñèñòåìû,

(q1; : : : ; qm )0 = q1 (m < n ) ïîçèöèîííûå, îñòàëüíûå (n � m) êîîðäèíàò (qm+1 ; : : : ; qn )0 = q2

� öèêëè÷åñêèå è îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèÿìè

d
dt

�
@T
@_q

�
�

@T
@q

= �
@�
@q

+

tZ

0

�( t � s)q(s)ds+ Q; (3.1)
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ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, � = �( q) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, @T=@q2 =
@� =@q2 = 0; ïðè ýòîì � 2 Rm� m

� ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, m < n , � 0 = � � 0;
(

R1
0 �( s)ds ñõîäèòñÿ) âûðàæàþùàÿ ñâîéñòâî ýðåäèòàðíîñòè èëè âëèÿíèÿ ïðåäûñòîðèè

ñèñòåìû [8] (íàïðèìåð, åå âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà), Q = Q(q; _q) � îáîáùåííûå ãèðîñêîïè-

÷åñêèå è äèññèïàòèâíûå ñèëû, Q(q;0) � 0; Q = ( Q1; 0)0; ( _q1)0Q1 � 0; ( (�)0
� îïåðàöèÿ

òðàíñïîíèðîâàíèÿ). Ïîëàãàåì q(t) = 0 ; t < 0 . Ñèñòåìà áóäåò èìåòü öèêëè÷åñêèå èíòå-

ãðàëû @T=@_q2 = c; è äëÿ íåå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðèâåäåííóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ

ñèñòåìû W = W(q1; c) .

Ïóñòü @W=@q1 = 0 ïðè q1 = 0 è c = c0; òàê ÷òî ñèñòåìà èìååò ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå

_q1 = 0; q1 = 0; _q2 = _q2
0 = const; q2(t) = q2

0 + _q2
0(t � t0) (3.2)

îòâå÷àþùåå çíà÷åíèþ c = c0 öèêëè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) èçìåíåííàÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ýðåäèòàðíîñòè ïðèâåäåííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-

ãèÿ ñèñòåìû

S(q1; c) = W(q1; c) �
1
2

(q1)0

0

@
1Z

0

�( s)ds

1

A q1

èìååò èçîëèðîâàííûé ìèíèìóì â òî÷êå q1 = 0 ïðè c = c0 è S(q1; c) � ! (jq1j) ;

2) ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ � òàêîâà, ÷òî

_�( s) � 0 .

Òîãäà ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå (3.2) óñòîé÷èâî ïî ( _q1; q1; _q2) è ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãè-

âàþùèì äëÿ âîçìóùåííûõ äâèæåíèé ñ öèêëè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè c = c0; à òàêæå

êàæäîå âîçìóùåííîå äâèæåíèå èç îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (3.2) íåîãðàíè÷åííî ïðèáëè-

æàåòñÿ ïðè tn ! + 1 ê îäíîìó èç ïðåäåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé, îòâå÷àþùåìó

çíà÷åíèþ c = c1 = c0 + � c:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

Ïîëîæèì U = jc � c0j . Âîçüìåì ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà â âèäå:

V(q1; _q1) = S(q1; c0) + T + 1
2

R1
0 (q1(t � s) � q1(t))0�( s)(q1(t � s) � q1(t))ds:

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèîíàëà â ñèëó ñèñòåìû (3.1) áóäåò èìåòü îöåíêó:

dV
dt

�
1
2

Z + 1

0
(q1(t � s) � q1(t))0_�( s)(q1(t � s) � q1(t))ds � 0:

Ïðåäåëüíàÿ ê (3.1) ñèñòåìà èìååò âèä:

d
dt

�
@T
@_q

�
�

@T
@q

= �
@�
@q

+

1Z

0

�( s)q(t � s)ds+ Q; (3.3)

Ïîëàãàåì W(q1) = 1
2

R+ 1
0 (q1(t � s) � q1(t))0_�( s)(q1(t � s) � q1(t))ds .

Ìíîæåñòâî f W � (q1) = 0 g = f q1(t) � const;8t 2 Rg .

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîé const � 0 ìíîæåñòâî f V = const)g
T

f W � (q1) = 0 g íå

ñîäåðæèò ðåøåíèé (3.3), êðîìå f q1 = 0g .

Ïî òåîðåìå 2.3 ïîëó÷àåì, ÷òî äâèæåíèå, îòâå÷àþùåå c = c0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ôóíêöèîíàë U � 0 , U = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c = c0 . Ïî òåîðåìå 2.1 ïîëó÷àåì

äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèîíàë V ñ S çàâèñÿùåé îò c1 . Òîãäà èç òåîðåìû 2.2 ïîëó-

÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ïðåçèäåíòà ÐÔ (ÌÄ-7549.2010.1).
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Ab out stability of the motions of system with in�nite delay.

c S. V. Pavlikov

2

Abstract. We study the stability of functional di�erential equations with in�nite delay, using the

Lyapunov functional of constant sign. Limit equations are constructed in a sp ecial phase space.

Su�cient stability conditions of stationary movements mechanical systems of eredital are received.

Key Words: The is functional-di�erential equations with in�nite delay, Lyapunov functional

with a constant-sign derivative, the limiting equations.
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ÓÄÊ 517.977

Ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

îïðèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà â øàðå

c Þ. À. Ïàðô¼íîâà

1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

â òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â N- ìåðíîì øàðå. Ìåòîäîì îïåðàòîðîâ

ïðåîáðàçîâàíèÿ íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå, îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ, òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.

1. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé, ãàðìîíè÷å-

ñêèõ â øàðå.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â åäèíè÷íîì øàðå 
 èç Rn
:

�
�

y
p

�
= 0; x 2 
 (1.1)

�
�

y
p

�
+

@
@va

�
y
p

�
=

�
g
� zg

�
; x 2 � : (1.2)

ãäå � - ìàòðèöà ðàçìåðà 2 � 2 , âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïîëîæèòåëüíûå, zg -

èçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë êîòîðîé áóäåò óêàçàí íèæå.

Ââåäåì îïåðàòîð [1] L � = � + r d
dr , òîãäà ãðàíè÷íîå óñëîâèå (1.2) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

L �

�
u
p

�
=

�
v1

v2

�
; x 2 


ïðè ýòîì âåêòîð-ôóíêöèÿ

�
v1

v2

�
- ãàðìîíè÷åñêàÿ â 
 .

Â ðàáîòå [1] íàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà, îáðàòíîãî ê L � :

�
u
p

�
=

1Z

0

" � � E

�
v1 ("x )
v2 ("x )

�
d":

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

" � � E =
�

"h� 1 cos (� ln ") �" h� 1 sin (� ln ")
1
� "h� 1 sin (� ln ") "h� 1 cos (� ln ")

�
:

Îáîçíà÷èì

1
a0

= � , â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ òðåòüåé âåêòîðíîé êðàåâîé

çàäà÷è (1.1)-(1.2):

�
u
p

�
=

0

B
B
@

1R

0
"h� 1 cos (� ln ") v1 ("x ) d" +

1R

0
�" h� 1 sin (� ln ") v2 ("x ) d"

1R

0

1
� "h� 1 sin (� ln ") v1 ("x ) d" +

1R

0
"h� 1 cos (� ln ") v2 ("x ) d"

1

C
C
A : (1.3)

1

Àññèñòåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåð-

ñèòåò èì. Â. Ã. Áåëèíñêîãî, ã. Ïåíçà;julia5507@mail.ru.
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2. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè.

Ïóñòü â åäèíè÷íîì øàðå 
 2 Rn
îïðåäåëåíî óðàâíåíèå Ëàïëàñà:

nX

i =1

@2y
@x2i

= 0; (2.1)

Íà ãðàíèöå � = @
 çàäàíî òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå:

hy +
@y
@vA

� hy + r
@y
@r

= g;

ãäå n - îðò âíåøíåé íîðìàëè ê � , g 2 L2 (�) , h > 0 .

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî óïðàâëåíèÿ u 2 L2 (�) ñîñòîÿíèå y = y (u) êàê îáîáùåííîå

ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, çàäàííîé óðàâíåíèåì (2.1) è êðàåâûì óñëîâèåì

hy +
@y
@vA

= g + u; (2.2)

Ïîñêîëüêó îáîáùåííîå ðåøåíèå y (u) 2 V =
�

vj 
 i
2 W 1

2 (
 i ) : i = 1; 2
	

êðàåâîé çàäà÷è

(2.1)-(2.2) ñóùåñòâóåò, òî îíî íà ãðàíèöå � îáëàñòè

�
 èìååò ñìûñë è ky (u)kL 2 (�) < 1 .

Íàáëþäåíèå çàäàäèì â âèäå

Z (u) = y (u) ; x 2 � :

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó óïðàâëåíèþ u 2 L2 (�) çíà÷åíèå ôóíêöèè ñòîèìîñòè:

J (u) =
Z

�

(y (u) � zg)2d� + a0 (u; u) ; (2.3)

ãäå zg - èçâåñòíûé ýëåìåíò èç L2 (�) , 0 < a 0 ,

(';  ) =
Z

�

' d � :

Ñëåäóÿ [2], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîìó óïðàâëåíèþ u 2 L2 (�) ñîîòâåòñòâóåò

åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå y (u) 2 V . Ôóíêöèÿ y îïðåäåëåíà íà îáëàñòè 
 , ìèíèìèçèðóåò

íà V ôóíêöèîíàë ýíåðãèè

� ( v) = limint 


nX

i;j =1

@v
@xj

�
@v
@xi

dx � 2
Z

�

gvd� � 2
Z

�

uvd� (2.4)

è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì â V ðåøåíèåì çàäà÷è â ñëàáîé ïîñòàíîâêå: íàéòè ýëåìåíò y 2
V , óäîâëåòâîðÿþùèé 8v 2 V óðàâíåíèþ

Z




nX

i;j =1

@v
@xj

�
@v
@xi

dx =
Z

�

gvd� +
Z

�

uvd� : (2.5)

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî y (u1) 6= y (u2) ïðè u1 = u2 .

Èç (2.3) ïîëó÷àåì

J (u) = k(y (u) � y (0) + ( y (0) � zg))k2 + a0 (u; u) =
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= � (u; u) � 2L (u) + kzg � y (0)k2 ;

ãäå áèëèíåéíàÿ ôîðìà � (�; �) è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë L (�) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

� (u; v) = ( y (u) � y (0) ; y (v) � y (0)) + (�au; u) ;

L (v) = ( zg � y (0) ; y (v) � y (0)) ; (2.6)

(';  ) =
Z

�

' d � :

Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà L (v) ëåãêî âèäåòü, ïîñêîëüêó ðàçíîñòü y (v) � y (0) åñòü

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ~y (v) îäíîé èç ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷ (2.4), (2.5), ó êîòîðûõ íåîá-

õîäèìî ïîëîæèòü f � 0 , g � 0 , à â çàäà÷å (2.5) äîïîëíèòåëüíî çàìåíèòü ïðîèçâîëüíóþ

ôóíêöèþ v ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì z 2 V . Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî âèäà

~y (� 1u1 + � 2u2) = � 1~y (u1) + � 2~y (u2) 8� 1; � 2 2 R1; 8u1; u2 2 L2:

Íà îñíîâàíèè ïîñëåäíåãî óñòàíàâëèâàåì ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà L (v) è áèëèíåé-

íîñòü ôîðìû � (u; v) . Ôîðìà � (�; �) êîýðöèòèâíà íà L2 (�) , ò.å.

� (u; u) � a0 (u; u) :

Ïóñòü ~y0 = ~y (u0) , ~y00= ~y (u00) - ðåøåíèÿ ìíîæåñòâà V çàäà÷è (2.5) ïðè f = 0 , g = 0
è ôóíêöèè u = u (x) , ðàâíîé ñîîòâåòñòâåííî u0; u00

. Òîãäà

k~y0� ~y00k2
V � �a (~y0 � ~y00; ~y0� ~y00) � � ku0� u00kL 2(�) k~y0 � ~y00kL 2(�) ; (2.7)

ãäå kvkV =
�

2P

i =1
kvk2

W 1
2 (
 i )

� 1/2

, à áèëèíåéíàÿ ôîðìà a(�; �) îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì

a(';  ) =
Z




nX

i;j =1

@'
@xj

@ 
@xi

dx:

Ïîñêîëüêó 8v 2 V ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà [2]

kvkL 2(@
 i )
� ci kvkW 1

2 (@
 i ) ; ci > 0; i = 1; 2;

òî

kvkL 2 (�) � c3 kvkV ; c3 = max ci

Z

i =1 ;2

: (2.8)

Ñ ó÷åòîì (2.8) èç (2.7) ñëåäóåò

k~y0 � ~y00kL 2(�) � c4 ku0 � u00kL 2 (�) ; (2.9)

ò.å. ôóíêöèÿ ~y (u) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò u .

Íåðàâåíñòâî (2.9) îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà L (�) è áèëè-

íåéíîé ôîðìû � (�; �) íà = . Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíûõ çàäà÷ (2.4), (2.5), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò u 2 L2 (�) , äëÿ êî-

òîðîãî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå âèäà J (u) = inf J (v)
v2 L 2 (�)

.
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Åñëè u 2 L2 (�) - îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, òî

� (u; v � u) � L (v � u) 8v 2 L2 (�) : (2.10)

Íà îñíîâàíèè (2.6) ëåãêî óâèäåòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

� (u; v � u) � L (v � u) =

= ( y (u) � zg; y (v � u) � y (0)) + a0 (u; v � u) : (2.11)

Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè çàäà÷è (2.5) èç (2.11) ñëåäóåò

� (u; v � u) � L (v � u) = ( y (u) � zg; y (v) � y (u)) + a0 (u; v � u) :

Òîãäà íåðàâåíñòâî (2.10) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(y (u) � zg; y (v) � y (u)) + a0 (u; v � u) � 0 8v 2 = @: (2.12)

Ñîãëàøåíèå (2.12) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû u 2
L2 (�) áûëî îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ y 2 V ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷ (2.4),

(2.5) (ïðè ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ f 2 L2 (
) , g 2 L2 (
)) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

A : V ! L2 (�) , êîòîðûé íà ðåøåíèÿõ y ( yj
 i
2 C1

� �
 l

�
\ C2

� �
 l

�
, l = 1; 2) îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì (2.1), (2.2). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèé y ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì

îïðåäåëèòü @y/ @vA íà @
 l è @y/ @vA 2 W � 1/2 (@
 l ) .

Äëÿ óïðàâëåíèÿ v 2 L2 (�) ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå p(v) 2 V �
îïðåäåëèì ñëåäóþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè:

A � p(v) = 0 ; x 2 
 ;

hp +
@p

@vA �
= y (v) � zg; x 2 � ;

ãäå V �
- ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê V , V � = V ,

A � p = �
nX

i;j =1

@2v
@x2i

;

@p
@vA �

= r
@p
@r

:

Àíàëîãè÷íî [2] èñïîëüçóåì äàëåå ôîðìóëó Ãðèíà. Èìååì

0 = ( A � p(u) ; y (v) � y (u)) = �
Z

@
 l

@p
@vA �

(y (v) � y (u))d@
+

+
Z




nX

i;j =1

@p
@xj

@(y (v) � y (u))
@xi

dx =

= a(p; y(v) � y (u)) �
Z

�

(y (u) � zg; y (v) � y (u)) d� =

= �
Z

�

(y (u) � zg; y (v) � y (u)) d� +
Z

�

p
@(y (v) � y (u))

@vA
d� �
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� (p; A (y (v) � y (u))) =

= �
Z

�

(y (u) � zg; y (v) � y (u)) d� +
Z

�

p(v � u)d� :

Ñëåäîâàòåëüíî,

(y (u) � zg; y (v) � y (u))L 2 (�) = ( p; v � u)L 2(�) : (2.13)

Ó÷èòûâàÿ (2.11), (2.13), èç (2.10) ïîëó÷àåì

(p(u) + �au; v � u)L 2 (�) � 0: (2.14)

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.14) ñëåäóåò

p(u) + �au = 0; x 2 � :

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u (x) èìååì òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàïëàñà:

nX

i =1

@2y
@x2i

= 0; x 2 
 ;

nX

i;j =1

@2p
@x2i

= 0; x 2 
 ;

hy +
@y
@vA

= g �
p
�a

; x 2 � ;

hy +
@p

@vA
= y � zg; x 2 � :

Åå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïî ôîðìóëå

u = � p/�a; x 2 � : (2.15)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.3), íàõîäèì îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå p :

p =
1
�

1Z

0

"h� 1 sin (� ln ") v1 ("x ) d" +

1Z

0

"h� 1 cos (� ln ") v2 ("x ) d";

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:

v1 (x) =
Z

�

1 � j xj2

(1 � 2x cos + x2)
n
2

g(� ) d� � ;

v2 (x) =
Z

�

1 � j xj2

(1 � 2x cos + x2)
n
2

zg (� ) d� � ; cos =
(x; � )
kxk

:

Èç ôîðìóëû (2.15) íàõîäèì èòîãîâóþ ôîðìóëó äëÿ íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ:

u = �

1Z

0

"h� 1 sin (� ln ") v1 ("x ) d" + � 2

1Z

0

"h� 1 cos (� ln ") v2 ("x ) d":
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Metho d of transform op erators for de�nition optimal

b oundary control for Laplase equation in the ball.

c Y. A. Parfenova

2

Abstract. Variation statement of the third b oundary value problem for Laplase equation in N

- measured sphere is considered. The metho d of transform op erators are used of �nds analytical

expression for b oundary optimal control.

Key Words: Optimal control, transform op erator, third b oundary value problem.
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102 Ä. Â. Ïàøóòêèí

ÓÄÊ 517.9

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà íåëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

c Ä. Â. Ïàøóòêèí

Àííîòàöèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíûå ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ïðèâîäèìû ê ëèíåéíîìó àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé (òåîðåìà Ôëîêå-

Ëÿïóíîâà). Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå ïåðèîäè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è

ñòðîèòñÿ ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íåïðèâîäèìîãî ê àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ

â ñïåöèàëüíîé ãðóïïå íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëÿïóíîâà, ñîäåðæàùåé ëèíåéíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,ïðèâîäèìîñòü,ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî � äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx
dt

= f (t; x ); (1.1)

ãäå f 2 C(0;1)([T;+ 1 ) � Rn ; Rn) , ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè x(t : t0; x0) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè (t0; x0) ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ t 2 [T;+ 1 ) .

Íà ìíîæåñòâå � ðàññìîòðèì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé LG2 òàêèõ, ÷òî:

1) ' 2 C(1;2)([T;+ 1 ) � Rn ; Rn ) , k' (t; x )k � Ckxk , ãäå C - ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò

' ;

2) ' � 1
ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò LG2 .

Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî è ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà

íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1].

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî f ïåðèîäè÷íà ïî t , f (t; x ) � f (t + !; x ) , ! > 0 .

Åñëè f (t; x ) = A(t)x , ãäå A(t) - íåïðåðûâíàÿ ! -ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî ïî òåî-

ðåìå Ôëîêå-Ëÿïóíîâà óðàâíåíèå (1.1) ïðèâîäèìî ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííîé

ìàòðèöåé ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïî t ïðåîáðàçîâàíèÿ ' (t; x ) = L(t)x ,

' 2 LG2 .

Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé: âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò

ïðåîáðàçîâàíèå ' 2 LG2 , ïåðåâîäÿùåå óðàâíåíèå (1.1) â àâòîíîìíîå óðàâíåíèå? Îêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äàæå ïðè åñòåñòâåííîì äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè

íà ïðàâóþ ÷àñòü kf (t; x )k � Ckxk , ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

2. Êîíòðïðèìåð

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

d
dt

�
u1

u2

�
=

�
0 � 1

t2 ln2 t
1 ln t+1

t ln t

� �
u1

u2

�
; t � 2: (2.1)
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Âåêòîð-ôóíêöèÿ

u(t; u01; u02) =
�

u1(t; u01; u02)
u2(t; u01; u02)

�
=

�
cos(ln(ln t

ln 4 )) � 1
4 ln 4 sin(ln( ln t

ln 4 ))
t ln t sin(ln( ln t

ln 4 )) t ln t
4 ln 4 cos(ln(ln t

ln 4 ))

� �
u01

u02

�

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(4; u01; u02) =
(u01; u02)T

. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (u01; u02) 6= (0 ; 0) ñóùåñòâóåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü tk ! + 1 , k ! 1 òàêàÿ, ÷òî ku(tk ; u01; u02)k � Ctk ln tk .

Äàëåå ðàññìîòðèì ôóíêöèþ a : R � R � R ! R2

a(t; u1; u2) =
�

a1(t; u1; u2)
a2(t; u1; u2)

�
= � (u1)

8
>><

>>:

�
0 � 1

t2 ln2 t
1 ln t+1

t ln t

� �
u1

u2

�
; t � 2

�
0 � 1

22 ln2 2
1 ln 2+1

2 ln 2

� �
u1

u2

�
; t < 2

;

ôóíêöèÿ � 2 C1(R; R) òàêàÿ, ÷òî

� (p) =
�

1 ; p 2 [� 1; 1]
0 ; p =2 (� 2; 2)

Ïðè u2
01 + u2

02 < 1 , t � 4 ôóíêöèÿ u(t) = u(t; u01; u02) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

d
dt

�
u1

u2

�
= a(t; u1; u2); (2.2)

òàê êàê ïðè u2
01 + u2

02 < 1 çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(t; u01; u02) íå ïîêèäàþò ïîëîñû ju1j < 1 ,

à íà ýòîé ïîëîñå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (2.2) è (2.1) ïðè t � 4 ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ b : R� R� R ! R2
ñëåäóþùèì îáðàçîì: b(t; u1; u2) = a(t+4n; u1�

4n; u2) ïðè t 2 R; u1 2 [4n � 2; 4n + 2]; n 2 Z; u2 2 R . À ôóíêöèþ c : R � R � R ! R2
êàê

c(t; u1; u2) = b(t; u1 � t; u2) . Ôóíêöèÿ c 4-ïåðèîäè÷íà ïî t . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ t ,

u1 , u2 âûáåðåì n 2 Z òàêîå, ÷òî u1 � t 2 [4n � 2; 4n + 2] . Òîãäà u1 � t � 4 2 [4(n � 1) �
2; 4(n � 1) + 2] è

c(t + 4; u1; u2) = b(t + 4; u1 � t � 4; u2) = a(t + 4 + 4( n � 1); u1 � t � 4 � 4(n � 1); x2) =

= a(t + 4n; u1 � t � 4n; u2) = b(t; u1 � t; u2) = c(t; u1; u2):

Íàêîíåö îïðåäåëèì ôóíêöèþ d : R � R � R ! R2
:

d(t; x 1; x2) = � (x1 � 1)c(t; x 1 � 4; x2);

ãäå � 2 C1(R) , ïðè÷åì

� (p) =
�

1 p � 1
0 p � 0

Î÷åâèäíî, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ 4-ïåðèîäè÷åñêîé ïî t , d(t; 0; 0) = 0 , kd(t; x 1; x2)k �
Ck(x1; x2)T k , à óðàâíåíèå

d
dt

�
x1

x2

�
= d(t; x 1; x2) (2.3)

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó � .

Òàê êàê u(t) = u(t; u01; u02) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è äëÿ óðàâíåíèÿ

d
dt

�
u1

u2

�
= b(t; u1; u2) (2.4)
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ïðè u2
01 + u2

02 < 1 , t � 4 (ïðàâûå ÷àñòè (2.2) è (2.4) ñîâïàäàþò íà ïîëîñå ju1j < 1 ïðè

t � 4 ), òî

x(t) =
�

x1(t; x 01; x02)
x2(t; x 01; x02)

�
=

�
u1(t; x 01 � 8; x02) + 4 + t
u2(t; x 01; x02)

�

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3) ïðè (x01 � 8)2 + x2
02 < 1 , t � 4 .

Ïóñòü óðàâíåíèå (2.3) ïðèâîäèìî ê àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ

d
dt

�
y1

y2

�
= h(y1; y2) (2.5)

êëàññà � .

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ïðèâîäèìîñòè [2], ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ' 2 LG2 òàêîå, ÷òî

ôóíêöèÿ y(t; y01; y02) = ' (t; x (t; y01; y02)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.5) ïðè (y01 �
8)2 + y2

02 < 1 , t � 4 . Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî tC1 � k y(t; 8; 0)k � tC2 , ãäå C1; C2 > 0 . Ïóñòü

" > 0 . Òîãäà y(t + "; y01; y02) òàêæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5). Åñëè " äîñòàòî÷íî ìàëî,

òî y(t + "; y01; y02) = y(t; ~y01; ~y02) , ãäå (~y01 � 8)2 + ~y2
02 < 1 , (~y01; ~y02) 6= (8 ; 0) . Ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk ! + 1 , k ! 1 òàêàÿ, ÷òî kx(tk ; ~y01; ~y02)k � Ctk ln tk . Îòêóäà

ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåñòâ:

C3tk ln tk � k ' (tk ; x(t; ~y01; ~y02)k = ky(tk + "; ~y01; ~y02)k � C4(tk + "):

Ïðîòèâîðå÷èå.
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Liapunov transformations of nonlinear p erio dic di�erential

eqautions.

c D. Pashutkin

Abstract. It's a well known fact that linear di�erential equations are reducible to linear

autonomous de�ntial equation with a constant matrix (Flo quet-Liapunov theorem). We consider

nonlinear p erio dic di�erential equation and construct the example of nonreducible di�erential

equation to autonomous equation in the sp ecial Liapunov group of nonlinear transformations

containing linear Liapunov transformations

Key Words: di�erential equations,reducibility,Liapunov trasformation.
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ÓÄÊ 517.948.35

Î âû÷èñëåíèè êðàòíûõ ôðåäãîëüìîâûõ òî÷åê

äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ëèíåéíûõ îïåðàòîð-ôóíêöèé

ìåòîäîì ëîæíûõ âîçìóùåíèé

c Ä. Ã. Ðàõèìîâ

1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàõîæäåíèå ôðåäãîëüìîâûõ òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåê-

òðà ëèíåéíûõ îïåðàòîð-ôóíêöèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, äëÿ óïðîùå-

íèÿ âû÷èñëåíèé, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî èñõîäíîå êðàòíîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îêàæåòñÿ ïðîñòûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå áîëåå

óïðîùåííûé âàðèàíò íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Äèñêðåòíûé ñïåêòð, ìåòîä ëîæíûõ âîçìóùåíèé, ìåòîä Ñòåôôåíñåíà,

îïåðàòîð ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [2] - [3] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à óòî÷íåíèÿ ïðèáëèæåííî çàäàííûõ êðàò-

íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîð-

ôóíêöèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ìåòîäîì ëîæíûõ âîçìóùåíèé ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìå-

íåíèåì ìåòîäà Ñòåôôåíñåíà äëÿ êðàòíûõ êîðíåé. Çäåñü äëÿ ýòîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ âîçìó-

ùåííûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî èñêîìîå êðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòûì. Ïðåäëîæåí òàêæå óïðîùåííûé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ. Òåì ñàìûì äàíî ðàçâèòèå ìåòîäà ëîæíûõ âîçìóùåíèé [1].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â 1961 ãîäó Ì.Ê.Ãàâóðèí ïðåäëîæèë ìåòîä óòî÷íåíèÿ ïðèáëèæåííî çàäàííûõ ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå îñíîâàííûé íà ââåäåíèè îïåðàòîðà ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ (ËÂ), òàêîãî, ÷òî

ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì è ýëåìåíòàì ñòàíîâèëèñü òî÷íûìè äëÿ âîçìóùåí-

íîãî îïåðàòîðà. Â äàëüíåéøåì ËÂ ìåòîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå äëÿ îïåðàòîðîâ è îïåðàòîð-

ôóíêöèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ [8]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êðàò-

íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è îòâå÷àþùèõ åìó ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ê ñëó÷àþ ïðîñòîãî

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Èñïîëüçîâàíû òåðìèíàëîãèè è îáîçíà÷åíèÿ [6],[8].

Ïóñòü � - èçîëèðîâàííàÿ ôðåäãîëüìîâñêàÿ òî÷êà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äîñòàòî÷-

íî ãëàäêîé ïî t â íåêîòîðîé îáëàñòè G � C îïåðàòîð-ôóíêöèè T(t) 2 L(E1; E2)
E1; E2 - íåêîòîðûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; N (T(� )) = spanf ' 1; : : : ; ' ng; N (T � (� )) =
spanf  1; : : : ;  ng; ïðè÷åì k = detk hT0(� )' i ;  j i k 6= 0: Ïóñòü èçâåñòíû äîñòàòî÷íî õîðîøèå

ïðèáëèæåíèÿ ' i 0;  i 0 è � ê ñîáñòâåííûì ýëåìåíòàì ' i ;  i ; i = 1; 2; : : : ; n è ñîáñòâåííîìó

÷èñëó � , ñîîòâåòñòâåííî:

k' j � ' j 0k � "; k j �  j 0k � "; j � � � j� ":

1

Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé Àêàäåìèè íàóê

Ðåñïóáëèêè Óçáåêèñòàí, ã. Òàøêåíò; Davranaka@yandex.ru.
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Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ � 0 âûáèðàåì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå îäíîãî èç ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ

F 0(t � �) � f 0(t) � detkhT(t)' i 0;  j 0ik = 0; (2.1)

èìåþùåãî â îêðåñòíîñòè � n áëèçêèõ ïî ìîäóëþ êîðíåé.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôóíêöèé � (0)
ij � h T(t)( ' io � ' i );  j 0i�h T(t)' i ;  j �  j 0i ñïðàâåäëèâà

îöåíêà j � (0)
ij (t) j� (k  j 0 kk T(t) k + k T(t)' i k)": Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Àäàìàðà,

îïðåäåëÿåì ïîñòîÿííóþ C , òàêóþ, ÷òî íà íåêîòîðîì êîíòóðå � , ñîäåðæàùåì âíóòðè

ñåáÿ òî÷êè � è � , ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì "

j � (0) (t) j= detk� (0)
ij (t)k = j f (0) (t) � g(t) j� "C < � = inf

�
j g(t) j�j g(t) j;

ãäå g(t) = det k hT(t)' i ;  j i k : Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Ðóøå [5] óðàâíåíèå (2.1) âíóòðè � ;
èìååò ñòîëüêî æå êîðíåé, ñêîëüêî ôóíêöèÿ g(t); äëÿ êîòîðîé ïî óñëîâèþ

g(i )(� ) = 0 ; i = 0; 1; : : : ; n � 1; g(n)(� ) = k 6= 0:

Â ñèëó ìàëîñòè "
k0 = detkhT0(� 0)' i 0;  j 0ik 6= 0: (2.2)

Ïîýòîìó áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ê f ' i 0gn
1 è f  i 0gn

1 ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

 j 0 =
1
k0

nX

i =1

K 0
ij T � 0

(� 0) i 0; zj 0 =
1
k0

nX

s=1

K 0
sj T

0
(� 0)' s0;

ãäå K 0
is - àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà k0

is = hT0(� 0)' s0;  i 0i . Òàê êàê k 6= 0;
íàéäåòñÿ íîìåð i0 , òàêîé ÷òî k0

i 01 = hT0(� 0)' 10;  i 00i 6= 0:
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå çàäà÷è ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ êðàòíîãî ñîáñòâåí-

íîãî çíà÷åíèÿ ê ñëó÷àþ ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

3. Ñâåäåíèå ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ

Ââåäåì îïåðàòîð-ôóíêöèþ T(t) = T(t) +
nP

s=2
h�;  s0i zs0:

Ò å î ð å ì à 3.1. Òî÷íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � îïåðàòîðà T(t) ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòîé èçîëèðîâàííîé ôðåäãîëüìîâîé òî÷êîé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà T(t); ïðè÷åì

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûé âåêòîð è äåôåêòíûé ôóíêöèîíàë èìåþò âèä

~' = ' 1 +
nX

s=2

cs' s; ~ =  i 0 0 +
X

s6= i 0

ds s: (3.1)

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ' 10;  i 00 îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèìè ïðèáëèæåíèÿìè ýëå-

ìåíòîâ ~' è

~ :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôðåäãîëüìîâîñòü îïåðàòîðà T(� ) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñ.Ì.

Íèêîëüñêîãî [6]. Èç åãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî N (T(� )) � N (T(� )) è íóëè îïåðàòîðà

T(� ) ìîæíî èñêàòü â âèäå (3.1).

Òîãäà

T(� ) ~' =
nX

s=2

h' 1;  s0i zs0 +
nX

s=2

nX

k=2

ckh' k ;  s0i zs0 = 0;
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îòêóäà â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ f zi 0gn
1 âîçíèêàåò ñèñòåìà

nX

k=2

ckh' k ;  s0i = �h ' 1;  s0i ; s = 2; n; (3.2)

ðåøåíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà. Äâîéñòâåííûì îáðàçîì óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ, ÷òî äåôåêòíûé ôóíêöèîíàë T(� ) èìååò âèä (3.1), ãäå êîýôôèöèåíòû dk

îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû âèäà (3.2) ïî Êðàìåðó. Ïîñêîëüêó ïðè j 6= i jh' j ;  i 0ij =
jh' j � ' j 0;  i 0ij � " k i 0k è ñîîòâåòñòâåííî jhzi 0;  j ij � " kzi 0k ,òî èç âèäà ðåøåíèé

ñèñòåìû (3.2) ñëåäóåò, ÷òî jck j ; jdk j � K"; k = 2; n: Ýëåìåíòû ' 10;  i 00 ÿâëÿþòñÿ ïðè-

áëèæåíèÿìè ~' 2 N (T(� )) è

~ 2 N (T � (� )) ; òàê êàê k' 10 � ~' k � (1 + ( n � 1)K ) ";

  i 00 � ~ 



 � (1 + ( n � 1)K ) " .

Â ñèëó ìàëîñòè êîýôôèöèåíòîâ ck ; dk ; k = 2; n; ~k = hT0(� ) ~'; ~ i 6= 0:
Äëÿ óòî÷íåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ � ïðèìåíèì ìåòîä ëîæíûõ âîçìóùåíèé â îä-

íîìåðíîì âàðèàíòå ê çàäà÷å

T(t) x = 0: (3.3)

ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà Ýéòêåíà-Ñòåôôåíñåíà [7] ê óðàâ-

íåíèþ f (t) � h T(t)' 10;  i 00i = 0 :

� (m+1) = � (m) �
�

f (� (m) ; �( � (m) )
� (� 1)

f (� (m)); m = 0; 1; 2; : : : ; � (0) = � : (3.4)

ãäå �( t) = t � f (t); f (t0; t00) = ( f (t0) � f (t00))/ ( t0 � t00):

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøè, òî íàéäóò-

ñÿ ÷èñëà C; C1; L1 è K òàêèå, ÷òî ïðè h = C" ( jki 00j � C1" )� 1 (1 + L1) K < 1 óðàâíå-

íèå f (t) = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü, êîòîðûé ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

(3.4).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî

�
T(t)

� 0
= T0(t);

�
T(t)

� 00
= T00(t):

a)f (�) = hT(�) ' 10;  i 00i = hT(�) ' 10 � T(� ) ~';  i 00i =

= hT(�)( ' 10 � ~' ) + ( T(�) � T(� )) ~';  i 00i ; jf (�) j � "


 T(�)



 + " sup

� 2 [0;1]
T0(� + � (� � �)) = C":

b)f (t0; t00) = f 0(t00) + f 00(t00+ � (t0 � t00)) ( t0 � t00) = f 0(� )+

+ f 00(� + � 1(t00� � )) ( t00� � ) + f 00(t00+ � (t0 � t00)) ( t0 � t00);

ãäå f 00= (  i 00; T00(t)' 10) ;

jf (t0; t00)j � j ki 00j � j f 00(� + � 1(t00� � )) j j t00� � j �

� j f 00(t00+ � (t0 � t00)) j j t0 � t00j � j ki 00j � 3C1";

ãäå C1 = sup
t2 G0

T00(t);

c) �( t) = t � f (t); �( t0; t00) = 1 � f (t0; t00); j�( t0; t00)j � 1 + jf (t0; t00)j � 1 + L1;

d) j�( t0; t00) � �( t00; t000)j = jf (t0; t00) � f (t00; t000)j � L2 (j t0 � t00j + j t00� t000j) = K j t0 � t000j :

Òåïåðü, åñëè h = C" (jki 00j � 3C1" )� 1 (1 + L1)K < 1; òî óðàâíåíèå f (t) = 0 èìååò åäèí-

ñòâåííûé êîðåíü, êîòîðûé ìîæíî íàéòè ìåòîäîì Ýéòêåíà-Ñòåôôåíñåíà (3.4) ( ñì.[7] ).
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Îïðåäåëèì ýëåìåíòû

~ 0 = 1=ki 01T 0� (� 0) i 00 2 E � ; ~z0 = 1=ki 01T 0(� 0)' 10 2 F

áèîðòîãîíàëüíûå ê ' 10 è  i 00 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñòðîèì îïåðàòîð ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ â âèäå

D0x = hx; ~ 0i T ( � 0)' 10 + hx; T � (� 0) i 00i ~z0:

Òîãäà Ker (T ( � 0) � D0) = f ' 10g; Ker (T � (� 0) � D �
0) = f  i 00g:

Ïðèìåíÿÿ ëåììó Øìèäòà [6] ñâîäèì (3.3) ê ñèñòåìå

8
<

:
x = �

h
I + � 0

�
D0 + T(t) � T(� 0)

�i � 1
' 10;

� = hx; ~ 0i :
(3.5)

Çäåñü � 0 =
h
T(� 0) � D0 + h�; ~ 0i ~z0

i � 1
:

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (3.5) âî âòîðîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ, ïðî-

ñòûì êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � :

F (t � � 0) � h (D0 + T(t) � T(� 0))
h
I + � 0(D0 + T(t) � T(� 0))

i � 1
' 10;  i 00i = 0: (3.6)

Ò å î ð å ì à 3.3. Åñëè íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøè, òî ê óðàâ-

íåíèþ (3.6) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ýéòêåíà-Ñòåôôåíñåíà (3.4).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà Ñòåôôåíñåíà:

a)f (� 0) = hD0[I + � 0D0]� 1' 0;  0i ); jf (� 0)j � k D0k
2 k� 0k [1 � k � 0k kD0k]� 1 = C1(kD0k);

b) jf (t0; t00)j �j k0 j � C2 (kD0k ; ") ;

C2 (kD0k ; ") = L1 k� 0k kD0k [1 � k � 0k kD0k]� 1 �
1 + [1 � k � 0k kD0k]� 1	 +

+
"
2

�
2

�
L2 + 2L2

1 k� 0k [1 � k � 0k (kD0k + "L 1)]
� 1�

[1 � k � 0k (kD0k + "L 1)]� 1 +

+ "L 3 + 6L1L2 k� 0k [1 � k � 0k (kD0k + "L 1)]
� 1 +

+6L3
1 k� 0k

2 [1 � k � 0k (kD0k + "L 1)]� 2 [1 � k � 0k (kD0k + "L 1)]� 2	 ;

L1 = sup
t2 G


 T (i )(t)


 ; i = 1; 2; 3;

c)�( t) = t � g(t); j�( t0; t00)j � C3; C3 = L1 [1 � k � 0k (kD0k + "L 1)]
� 2 ;

d) j�( t0; t00) � �( t00; t000)j = jf 00(t00+ � (t0 � t00)) ( t0 � t00)�

� f 00(t00+ � 1(t000� t00)) ( t000� t00)j � C4(kD0k ; ") ( jt0 � t00j + jt00� t000j) �

� K jt0 � t000j ; t0; t00; t0002 G0;

C4(kD0k ; ") = [1 � k � 0k (kD0k + "L 1)] � 2 �
L2 + 2L2

1 k� 0k [1 � k � 0k (kD0k + "L 1)]
� 1	

:

Òåïåðü, åñëè h = C1C3K (j k0 j � C2)� 1 < 1; òî � ìîæíî âû÷èñëèòü èç óðàâíåíèÿ (3.6)

ìåòîäîì Ñòåôôåíñåíà (3.4), äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðîãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü äâà ëèíåéíûõ

óðàâíåíèÿ

h
T(� (m)) + h�; ~ 0i ~z0

i
x = ~z0;

h
T (�( � (m))) + h�; ~ 0i ~z0

i
y = ~z0:
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Ò å î ð å ì à 3.4. Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ' i ;  i ; i = 1; 2; : : : ; n ñîîòâåòñòâóþùèå

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � îïåðàòîðà T(� ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

"

T(� ) +
nX

i =1

h�;  i 0i zi 0

#

x = zj 0;

"

T � (� ) +
nX

i =1

hzi 0; �i  i 0

#

y =  j 0; j = 1; n: (3.7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ê èñõîäíîé çàäà÷å T(� )x = 0 ïðèìåíÿåì ìåòîä ëîæíûõ

âîçìóùåíèé, äëÿ ÷åãî ââîäèì îïåðàòîð ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ:

D0 = �
nX

i =1

h�;  i 0i T(� )' i 0:

Òîãäà ïðèáëèæåíèÿ ' i 0; i = 1; 2; : : : ; n îêàæóòñÿ íóëÿìè îïåðàòîðà T(� ) + D0:
Çàïèøåì óðàâíåíèå T(� )x = 0 â âèäå

"

T(� ) + D0 +
nX

i =1

h�;  i 0i zi 0

#

x = D0x +
nX

i =1

hx;  i 0i zi 0

èëè 8
<

:
x =

nP

i =1
� i [I � � 0D0]� 1 ' i 0;

� i = hx;  i 0i ; i = 1; n;

ãäå � 0 = [ T(� ) + D0 +
P n

i =1 h�;  i 0i zi 0]� 1 : Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå âî âòîðîå ïîëó÷èì

nX

i =1

� i aij �
nX

i =1

� i h� 0D0 [I � � 0D0]
� 1 ' i 0;  j 0i = 0; j = 1; n:

Ïî óñëîâèþ ýòà ñèñòåìà èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, ò.å. ðàíã ìàòðèöû ñîñòàâ-

ëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ, ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ðàçðåøèìà äëÿ ëþáûõ � i ;
è ' i ìîæíî âûáðàòü â âèäå

' i = [ I � � 0D0]� 1 ' i 0; i = 1; 2; : : : ; n;

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (3.7).

4. Ñëó÷àé êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñ ÎÆÍ.

Ïóñòü � - èçîëèðîâàííàÿ ôðåäãîëüìîâñêàÿ òî÷êà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîð-

ôóíêöèè T(t) 2 L(E1; E2)� àíàëèòè÷åñêîé ïî t â íåêîòîðîé îáëàñòè G � C; KerT (� ) =

f ' i gn
1 ; KerT � (� ) = f  i gn

1 ,

n
' (j )

i

o j = 2;pi

i = 1;n
;

n
 (j )

i

o j = 2;pi

i = 1;n
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðèñîåäèíåí-

íûå ýëåìåíòû. ×åðåç f  i gn
1 è f zj gn

1 îáîçíà÷èì ñèñòåìû âåêòîðîâ, áèîðòîãîíàëüíûå ê

f ' i gn
1 è f  i gn

1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ: � ; ' (s)
i 0 ;

 (s)
i 0 : j � � � j� "; k ' (s)

i � ' (s)
i 0 k� "; k ' (s)

i �  (s)
i 0 k� ":

Êàê è âûøå ââåäåì îïåðàòîð

T(t) = T(t) +
nX

i =2

h�;  i 0i zi 0; (4.1)
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çäåñü ÷åðåç f  i 0gn
1 îáîçíà÷åíà ñèñòåìà âåêòîðîâ, áèîðòîãîíàëüíûõ ê f ' i 0gn

1 ; à ÷åðåç f zi 0gn
1

- áèîðòîãîíàëüíûõ f  i 0gn
1 :

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî p1 = max
1� i � n

pi : Òîãäà îïåðàòîð

T(� ) èìååò îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð âèäà

~' = ' 1 + d2' 2 + : : : dn ' n : (4.2)

è p1 ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ âèäà ~' (j ) = ' (j )
1 +

nP

i =2
di '

(j )
i : Äîêàçàòåëüñòâî ïðîäåëûâàåò-

ñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Ââèäó ìàëîñòè êîýôôèöèåíòîâ di ; i = 1; n; â êà-

÷åñòâå ïðèáëèæåíèé ê ~' è ~' (j ) ; j = 2; pi ; ìîæíî áðàòü ïðèáëèæåíèÿ ' 10 è ' (j )
10 ; j = 2; pi ;

ñîîòâåòñòâåííî.

Ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [8], äëÿ îïåðàòîðà T(� ):
Êàê è â [8] ïðèìåíÿÿ ê îïåðàòîðó T(� ) ïðîöåññ ëèíåàðèçàöèè, çàäà÷ó ñâîäèì ê ëèíåéíîé

çàäà÷å, ðàññìîòðåííîé òàì æå. Èñïîëüçóÿ äàëüøå ìåòîä ëîæíûõ âîçìóùåíèé ê ëèíåàðèçî-

âàííîé çàäà÷å íàõîäèì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûé ýëåìåíò

~' è ïðèñîåäèíåííûå ê íåìó ýëåìåíòû ~' (j ) ; j = 2; pi :
Îïðåäåëèâ � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû ' i ; i = 1; n; íàõîäèì êàê ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèé: "

T(� ) +
nX

i =1

( i 0; �)zi 0

#

x = zj 0; j = 1; 2; : : : ; n:

Ïðèñîåäèíåííûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåêêóðåíòíîé ñèñòåìû:

"

T(� ) +
nX

i =1

( i 0; �)zi 0

#

xs =
sX

j =1

Tj xs+1 � j ; s = 2; pi ; x1 = ' i ; xs+1 = ' (s)
i ; i = 1; n:
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On the calculation of multiple Fredholm's p oints of

discrete sp ectra of linear op erator functions by

pseudop erturbation metho ds.

c D. G. Rakhimov

2

Abstract. In present work considered a problem of �nding multiple eigenvalues and corresp onding

eigenvectors of linear op erator functions by pseudop erturbation metho d, in which pro cess

calculations eigenvalues b ecame to �nding ro ots with the same multiplicity of nonlinear equation.

For this they apply Stephensen's metho d. In work for the simpli�cation of calculations, sp ecially

constructed op erator,for which initial eigenvalue is simple. We also suggest simpler variant for

�nding corresp onding eigenvectors.

Key Words: Discrete sp ectra, pseudop erturbation metho d, Stephensen's metho d,

pseudop erturbation op erators.
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ÓÄÊ 519.71

Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé

ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïåðåêëþ÷åíèÿ

c Â. È. Ñàôîíêèí

1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàå-

ìûå íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, ãàðàíòèðóþùèå ïåðåõîä ðåøåíèé èç

îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ è èõ ïðàâàÿ åäèí-

ñòâåííîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äîîïðåäåëåíèå, åäèíñòâåííîñòü, âêëþ÷åíèå, ïåðåìåííàÿ ñòðóêòóðà, ìî-

äåëü.

1. Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî, ê êëàññó ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé îòíîñÿòñÿ ñèñòåìû

ðåãóëèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ âèäà

dx
dt

= f (t; x; u (t; x )) (1.1)

ãäå x 2 Rn
, f (t; x; u ) - íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ, óïðàâëÿþùàÿ

ôóíêöèÿ u(t; x ); u 2 < m
ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè S

â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t; x 1; x2; :::; xn , çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì s(t; x 1; :::; xn ) = 0 è

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ìíîæåñòâî M ìåðû íóëü, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ãðàíèö îáëàñòåé

s(x) > 0 è s(x) < 0 . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f (t; x; u (t; x )) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âïëîòü

äî îáùåé ãðàíèöû óêàçàííûõ îáëàñòåé.

Îáëàñòè s(t; x ) > 0 , s(t; x ) < 0 áóäåì íàçûâàòü îáëàñòÿìè îäíîçíà÷íîñòè. Â íèõ,

ñîîòâåòñòâåííî, u(t; x ) = u(1) (t; x ) ïðè s(x) > 0 è u(t; x ) = u(2) (t; x ) ïðè s(x) < 0 . Ãäå

ôóíêöèè u(1) (t; x ) è u(2) (t; x ) 2 C([t0; + 1 )) � < n
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: u+ (t; x ) è u� (t; x ) - ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(t; x ) ñ îáåèõ

ñòîðîí ïîâåðõíîñòè S ; f + (t; x; u ) è f � (t; x; u ) - çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (t; x; u ) â ïðåäåëüíûõ

çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè u(t; x ) ; f +
N è f �

N - ïðîåêöèè âåêòîðîâ f + (t; x; u ) è f � (t; x:u ) íà

íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå x 2 S , íàïðàâëåííóþ èç îáëàñòè S < 0 â îáëàñòü

S > 0 .

Â äàëüíåéøåì áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàê f (t; x; u ) , òàê è @f=@xi , i = 1; 2; :::; n
íåïðåðûâíû â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè f (t; x; u ) âïëîòü äî ãðàíèöû ïîâåðõíîñòè

s(x) = 0 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) áóäåì ñ÷èòàòü ðåøåíèå äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

1

Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêÌîðäîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;

appmath@svmo.ru.
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dx
dt

2 f (t; x; U (t; x )) (1.2)

ò.å. àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ x(t) , îïðåäåëåííóþ íà íåêîòîðîì îòðåçêå çíà-

÷åíèé t , äëÿ êîòîðîé ïî÷òè âñþäó íà ýòîì îòðåçêå èìååò ìåñòî

dx(t)
dt

2 f (t; x (t); U(t; x (t))) : (1.3)

Ìíîæåñòâî U(t; x ) , à, ñëåäîâàòåëüíî, è ìíîæåñòâî f (t; x; U (t; x )) ïîëó÷åíû îäíèì èç

ìåòîäîâ äîîïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íà ìíîæåñòâå S (ñì. òàêæå [2]).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåí-

íîñòü â îáëàñòè D , åñëè äëÿ 8(t0; x0) êàæäûå äâà ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

x(t0) = x0 ñîâïàäàþò íà êàæäîì îòðåçêå t0 � t � t1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè îáà

ñóùåñòâóþò è ïðîõîäÿò â ýòîé îáëàñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ F (p) áóäåì íàçûâàòü íåïðå-

ðûâíîé â òî÷êå p , åñëè � (F (p0); F (p)) ! 0 ïðè p0 ! p , ãäå � (A; B ) =
max(sup� (a; B); sup� (b; A)); a 2 A; b 2 B , A è B - ìíîæåñòâà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ñî-

çäàíèå òàêîãî ðåæèìà åå ïîâåäåíèÿ, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè

ôóíêöèè f (t; x; u ) ïîïàäàåò íà ìíîãîîáðàçèå S , ãäå èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà îñòàåòñÿ íà íåì

â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ îáû÷íî ïðîâîäÿòñÿ â äâà

ýòàïà: íà ïåðâîì ïîêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè èç îáëàñòåé îäíîçíà÷-

íîñòè ïîïàäàþò â íåêîòîðóþ � - îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ S ( S�
); íà âòîðîì � ïåðåõîä

èçîáðàæàþùåé òî÷êè èç � - îêðåñòíîñòè S�
íà ñàìî ìíîãîîáðàçèå S è ñîõðàíåíèå äâè-

æåíèÿ íà íåì ïðè t > t 0 .

Â ðàáîòå [5] íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé â îáëàñòÿõ

îäíîçíà÷íîñòè è ðåøåíèé íà ìíîãîîáðàçèè s(x) = 0 , îïðåäåëåííûõ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîïà-

äàíèÿ òðàåêòîðèé èç ëþáîé òî÷êè (t0; x0) 2 S â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü S�
.

Çäåñü æå ñòàâèòñÿ çàäà÷à: îïðåäåëèòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ìíî-

æåñòâî F (t; x; u ) , à, ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèþ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1), ïðè âû-

ïîëíåíèè êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì âòîðîé ýòàï. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì äîëæíû

áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè s(x) = 0 è åãî ïðàâàÿ

åäèíñòâåííîñòü.
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3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Â äàëüíåéøåì: coA - íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî A ;

S�
- çàìêíóòàÿ � - îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà S ; S� S

S - îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ.

Çà îáëàñòü D 2 Rn
, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), áóäåì ïðèíèìàòü

îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ S - ìíîæåñòâî ìåðû íóëü è ìíîæåñòâà S�
.

Äîîïðåäåëÿÿ óðàâíåíèå (1.1) ìåòîäîì Ôèëèïïîâà (ñì. [3], îíî ïðèâîäèòñÿ ê äèôôå-

ðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ âèäà

dx
dt

= coF(t; x ); (3.1)

ãäå F (t; x ) = f (t; x; U (t; x ) - ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû â òî÷êàõ ðàçðû-

âà u(t; x ) íà ïîâåðõíîñòè S . Â ýòîé îáëàñòè F (t; x ) - çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à â

îêðåñòíîñòè S�
- åñòü òî÷êà. Ïðè ëèíåéíîì âõîæäåíèè u(t; x ) â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

(1.1) F (t; x ) - åñòü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè u+ (t; x ) è u� (t; x ) .

Äîïîëíèâ ìíîæåñòâî U(t; x ) òî÷êîé u(t0; x0) 2 S�
è ïðèíÿâ óñëîâèå dist(( t0; x0); S) ! 0

ïðè x0 ! x 2 S , óðàâíåíèå (1.1) ïðèâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

dx
dt

2 F1(t; x ); (3.2)

ãäå F1(t; x ) - ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1), ïîëó÷åííîå íà ìíî-

æåñòâå u(t; x )
S

U(t; x ) .

Ñîãëàñíî ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è è ïðèíÿòûõ ðàíåå ñîãëàøåíèé îêàçûâàåòñÿ ñïðà-

âåäëèâûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p è p0
ìíîæåñòâà S

S
S�

îáëàñòè

D èìååò ìåñòî

� (F1(t; p0); F1(t; p)) � l(t) jp0 � pj ; (3.3)

ãäå l (t) - ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè ñäåëàííûõ âûøå

ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü â îáëàñòè D .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F1(t; x ) íåïðåðûâíà ïî îáåèì ïåðåìåííûì

( ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ôóíêöèè), òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p0 2 S�
è p 2 S óñëîâèå

(3.3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

f (t; p0; u(t; p0)) � f (t; p; u(t; p)) � l(t) jp0 � pj ;

ãäå (t; p0) 2 S� ; (t; p) 2 S; S� 2 D; S 2 D: (3.4)

Î÷åâèäíî ñîîòíîøåíèå (3.4) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ âêëþ÷åíèÿ ( ). Óìíîæàÿ

íåðàâåíñòâî (3.4) ñëåâà è ñïðàâà íà âåëè÷èíó jp0 � pj , îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëî-

âèÿ òåîðåìû 2 [3] î ñóùåñòâîâàíèè íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), ò.å. èìååò

ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé, êàê â îêðåñòíîñòè S�
, òàê è íà ïîâåðõíîñòè S .
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Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå î òîì,

÷òî ñèñòåìà (1.1) äîîïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [2], êîòîðûé ïðèâî-

äèò ê óðàâíåíèþ r s(x) � f (t; x; u eq(t)) = 0 ( r s(x)� ãðàäèåíò ôóíêöèè s(x)) , èç êîòîðîãî

è äîëæíà áûòü â ïîñëåäóþùåì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ueq(t; x ) , ýêâèâàëåíòíàÿ ôóíêöèè

u(t; x ) , óêàçàííîé â óðàâíåíèè (1.1). Ñàì ìåòîä äîîïðåäåëåíèÿ ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â

èñòî÷íèêàõ [2],[4].

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1., à ôóíêöèÿ

ueq(t; x ) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Êðîìå òîãî, îäèí èç âåêòîðîâ f �
N èëè f +

N íàïðàâ-

ëåí â ñòîðîíó ìíîæåñòâà S , à äðóãîé ðàâåí íóëþ, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ïîïàâ èç

îáëàñòè D ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(t0) = x0 íà ìíîæåñòâî S , îñòàåòñÿ òàì äëÿ

âñåõ t > t 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé f �
N = 0 , f +

N < 0 . Ïðè ñäåëàííîì

ïðåäïîëîæåíèè ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ôóíêöèè F1(t; x ) â ïðåäïîëîæåíèè t0 ! t; x 0 ! x; ãäå

x 2 S , èìååò ìåñòî u(t; x ) 2 [u� (t; x ); u+ (t; x )] ; çäåñü u�
- ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

u(t; x ) , êîãäà (t0; x0) ïðèíàäëåæèò � - îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà S . Âàæíî çàìåòèòü òî,

÷òî ìíîæåñòâî F1(t; x ) ïðè âûøå ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî

âåêòîðû ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äîîïðåäåëåííûõ êàê ìåòîäîì Ôèëèïïîâà [3], òàê è

ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [2]. Òî åñòü f 0(t; x ) 2 F1 è f (t; x; u eq(t; x )) 2 F1 .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ f s(t; x ) , îïðåäåëèâ åå çíà÷åíèå ðàâåíñòâîì f s(t; x ) =
(f eq(t; x ) � f + (t; x ))=(ueq(t; x ) � u+ (t; x )) , êîòîðîå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

f s =
Z 1

0

@f(t; x; u )
@u

d�; (3.5)

ãäå u(t; x ) 2 [ueq(t; x ); f + (t; x )] , à ôóíêöèÿ f eq(t; x ) - åñòü ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(1.1) â òî÷êå (t; x; u eq(t; x )) .

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåêòîð f eq(t; x ) ðàñïîëîæåí ìåæäó âåêòîðàìè f (t; x; u � (t; x ))
è f 0(t; x ) , ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, óñòðåìëÿÿ � ê íóëþ, òî ïðè x0 ! x 2 S ñ ó÷å-

òîì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F1(t; x; u (t; x )) èìååò ìåñòî jf � � f 0j = r (t; x ) ! 0 . Îòêóäà

ñëåäóåò, âåêòîð f eq(t; x ) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê âåêòîðó f 0(t; x ) , íàõîäÿùåìóñÿ íà êàñàòåëü-

íîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè S . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå, ïðèøåäøåå èç îáëàñòè

S < 0 èëè S > 0 íà ìíîãîîáðàçèè s(x) = 0 ñîâïàäàþò.

4. Âûâîäû.

Ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ è ñäåëàííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ â îòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ ïðàâoé ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) â íåé ìîæåò âîç-

íèêàòü ðåæèì ïåðåõîäà èçîáðàæàþùåé òî÷êè èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîãîîá-

ðàçèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ýòî ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ýòî äâèæåíèå ñîõðàíÿåòñÿ íåêîòîðîå

âðåìÿ. Êàê èçâåñòíî, íà ïðàêòèêå òàêèå ðåæèìû èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå ïðè ñèíòåçå

ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè.
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Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,

Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå

êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü

íà ñàéòå http://www.svmo.ru .

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí

â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-

áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ . Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè

íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû

áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerRus . Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\fo otnote{Äîëæíîñòü,

ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\fo otnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-

ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-

ìàíäó \headerEn . Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\fo otnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-

òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\fo otnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-

mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû

\headerRus .

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-

íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection ,

\subsubsection è \paragraph .

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â

Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è

áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è

ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th , Lemm , Prop , Cor , De�n ,

NB è Example . Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-

åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \pro of è \pro ofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è

'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R , \Rn , \C , \Z , \N è

ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ' è " íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi , \epsilon ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

@
@xi

è

@u
@xi

âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i} .

Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm ,

\textit . Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ã i , Ä i â òåêñò ñòàòüè, íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-

ìàíäû \textrm{Ã}_i , \textit{Ä}_i .

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \lab el{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà} , ãäå â êà÷åñòâå

ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.

Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \lab el{ivanov14} , òåîðåìó

5 èç ýòîé ñòàòüè � \lab el{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå

îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà} ).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäàìè

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-

ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-

ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated

PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography .

Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðó-

æåíèå thebibliographyEn .

Ñàì ñïèñîê îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä \bibitem , èìåþùèõ îäèí

ïàðàìåòð:

\bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-

ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.

Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiK TEX 2.2, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org .
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