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2®�¯.°�±�²´³�µ�¶.²�³�µ�¶.±�·�²�¸�¹�±�²º³�¯�»¼²v½�±¾¯.¿�±�¸�À>Á�µ�Âq¶.¸�ÃÄ±
½�±¾³�¯.°oÅ'¶ÇÆ.À�¶.ÈÇ¸�Á.²�»¼²�®�ÀÉ¹Ê±�¸�¸v½�²�»¼¯.Á�µ�®�±�Â
¸�±�¸o¶.²�³Ä®�²v½�±�®�²�Ë�®�À�Ì�µ-½�°�²�Æ.Í�µ�±�·�²�¸�¹�±
Ì2±
½�±2¶.Í�µ�®�¸�Î�²�®'»¼²�®�¶.®�À�Ì�Å
Í�µ�Á.®�²�®�±�Ë2Á.±'»�µ

Fi(x1, . . . , xn, p1, . . . , pm) = 0, i = 1, 2, . . . , n, (1.1)

¸�¯�»¼²�Í�Ï�µ�ÐM±
Ì2®�²�±�Ñ�Á.²�¸o¶.®�À>²ª¿�²�Í�²�³�²�®�®�À>²
x1, . . . , xn

±:®�²�¿�Í�²�Í�À>Á.®�¯�±�Ñ�³�²�®�Ã�ÂqÐM±�²�¸�Ã´¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�À
p1, p2, . . . , pm Ò ¿�Í�±�®�µa»�½�²oÏ�µ�ÐM±�²ª®�²�¹'¯�¶.¯.Í�¯.³OÅ:³�®�¯aÏ�²�¸o¶.Á�Å P : {p0

l ≤ pl ≤ p∗l , l = 1, 2, . . . , m} ÓÔEÍ�µ�Á.®�²�®�±�Ã:¶.±�¿�µ´ÕtÖ Ó Ö-×�¿�¯�½�Å
·�µ�Âq¶.¸�Ã Ò ®�µ�¿�Í�±�³�²�Í Ò ¿�Í�±2Í�²oØM²�®�±�±´³�²o¶.¯�»¼¯.³¾¹'¯.®�²�·�®�À�Ì2Ùv½�²�³�²�®
Ú¶.¯.Á�®�²v½�±�®�²�Ë�®�À�Ì6¸o¶�µ�¶.±�·�²�¸�¹�±
Ì6Ñaµa»�µa·#³�²vÌ'µ�®�±�¹�±�»¼²�Û4¯.Í�³�±�Í�Å.²�³�¯.°�¯�¶.Á.²�Í�»¼¯.°�¯�¶.²v½¼µ Ò µ4¶�µ�¹�Ï�²q¿�Í�±¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�·�²�¸�¹'¯.³Ä¿�Í�±�Æ�½�±�Ï�²�®�±�±´¹�Í�±�Á.À�Ì:±2¿�¯.Á.²�Í.Ì�®�¯.¸o¶.²�Ë ÓÜEÅ.¸o¶.È´Í�²oØM²�®�±�²�¸�±�¸o¶.²�³�ÀÝÅ
Í�µ�Á.®�²�®�±�ËÄÕtÖ Ó Ö-×q±�Ñ�Á.²�¸o¶.®�¯´¿�Í�±º®�²�¹'¯�¶.¯.Í�À�Ì§Ñ�®�µa·�²�®�±�Ã
Ìº¿�µ�Í�µ�³�²o¶�ÚÍ�¯.Á Ò ¶ Ó ² Ó
xi = xi0

¿�Í�±
pl = pl0, i = 1, 2, . . . , n, l = 1, 2, . . . , m.ÞHÍ�²�Æ�Å.²o¶.¸�Ãß®�µ�Ë�¶.±ºÍ�²oØM²�®�±�²�¸�±�¸o¶.²�³�ÀÉÕtÖ Ó Ö-×H¿�Í�±´»¼Í�Å
°�±
ÌàÑ�®�µa·�²�®�±�Ã
Ìº¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�¯.ÁG±�Ñ�³�®�¯aÏ�²vÚ¸o¶.Á�µ

P Ó
áãâ¾ä U:åæU´çÄU�T¾èÄU é�Lêé�L�ë�ìaí-î�ï¼ì-ðoñ�ï'ò�ó�ðoñ�ô�ì�õEö�ò�í-ò.ô�ò.÷mø4ì-÷2ôàî�ï¼ì-ðoñ�ï'ò�ó�ðoñ�ô�÷ R

n+m :
{x1, . . . , xn, p1, . . . , pm} ðoù�ðoñ�÷mø4ìaúÊû�ï'ò.ô�ó�÷oó�ù�úýütþ�ÿ�þ � î�ï�ùºï'ò-ö � ù � ó ��� ö�ó�ò � ÷oó�ù ��� î�òvï'òaø4÷oñ�ï¼ì-ô
p1, . . . , pm õ#î�ï�ù�ó�ò�í � ÷ 	 ò 
 ù � ó�÷ � ìañ�ìxï¼ì�ø�ûÊø�ó�ì 	 ÷�ðoñ�ô�û P ⊂ R

m õ#ó�ò-ö�ì-ô�÷mø î�ìaí-î�ï¼ì-ðoñ�ï'ò�ó �
ðoñ�ô�ì�ø�ø�ó�ì 	 ÷�ðoñ�ô�ò4ï¼÷  ÷oó�ù�úàðoù�ðoñ�÷mø � û�ï'ò.ô�ó�÷oó�ù�ú ütþ�ÿ þ � ÿ

� »¼®�±�³f±�Ñ4®�µ�±�Æ.¯�½�²�²�²�¸o¶.²�¸o¶.Á.²�®�®�À�Ì�±GÙ�Û4Û4²�¹�¶.±�Á.®�À�Ì2³�²o¶.¯�»¼¯.Á�±�¸�¸v½�²�»¼¯.Á�µ�®�±�Ã:¿�¯.¸o¶�µ�Á�½�²�®�®�¯.Ë
Ñaµa»�µa·�±:Ã�Á�½�Ã�²o¶.¸�Ã´³�²o¶.¯�»º¿�Í�¯�»¼¯�½�Ï�²�®�±�Ã2Í�²oØM²�®�±�Ã´¿�¯�¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�Å � Ö � Ó� µ�³�²o¶.±�³ Ò ·�¶.¯M¿�Í�¯�»¼¯�½�Ï�²�®�±�²�Í�²oØM²�®�±�ÃG¿�¯�¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�µ�³ÇÑaµa»�µa·�± p1, . . . , pm

®�²�Á.¸�²�°m»�µ�³�¯aÏ�²o¶
¯.¹
µ�Ñaµ�¶.È.¸�Ã§Å�»�µa·�®�À>³ Ó � � Ö � Ùo¶.¯´¯.Æ.¸o¶.¯aÃ�¶.²v½�È.¸o¶.Á.¯à¿�¯aÃ�¸�®�Ã�²o¶.¸�ÃÇ¿�Í�±§Í�²oØM²�®�±�±Ç¯�»¼®�¯.¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�·�²vÚ
¸�¹'¯.Ë2¸�±�¸o¶.²�³�ÀýÅ
Í�µ�Á.®�²�®�±�Ë Ó� ¸�®�¯.Á.®�¯.Ë#Î�²v½�È.ÂÄ»�µ�®�®�¯.Ë#Í�µ�Æ.¯�¶.À¾Ã�Á�½�Ã�²o¶.¸�Ã6¯.Æ.¯.Æ�ÐM²�®�±�²qÍ�²oÑ�Åa½�Èa¶�µ�¶.¯.Á�Í�µ�Æ.¯�¶.À � Ö � Ò Á�¹'¯�¶.¯.Í�¯.ËÍ�µ�¸�¸�³�µ�¶.Í�±�Á�µ�²o¶.¸�Ã§¯�»¼®�¯.¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�·�²�¸�¹�±�Ëß¸v½�Å
·�µ�Ë Ò ®�µ6³�®�¯.°�¯.¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�·�²�¸�¹�±�Ë Ò ¶ Ó ² Ó ®�µ6¸v½�Å
·�µ�Ë¸�±�¸o¶.²�³�À ®�²v½�±�®�²�Ë�®�À�Ì2Å
Í�µ�Á.®�²�®�±�Ë ÕtÖ Ó Ö-× Ó

��� p-n � kxhmhtnopG�a| � kj��p-yÊ��g ��� kmp-kml-�-g�|�i��ol-yS{6��p�|v�ol-kml-g-z'� � n�ht��no��ht�-g-z:|v�og�|v�-g-nol-l-y�zGg-l�htuvg-uv��u � }mn�ht�m�.|vpa�htuv�okml-l-y�zEuvkt{al-g-�-kxht�-g-zE��l-g-�okmp�htg-uvkmu � �-}j� � n�ht�-��| �����! #"!$&%('*),+.-�/1032 � 45� �

6 Å
Í�®�µ-½ 7 �  � Ó 8:9;9  Ó Þ Ó Ö.Ö Ò < 8
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� ¹
½�Â�·�±�³ ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�À ¸�±�¸o¶.²�³�À ÕtÖ Ó Ö-×2ÁÄ·�±�¸v½�¯ ®�²�±�Ñ�Á.²�¸o¶.®�À�Ì Ò ¶ Ó ² Ó Á.Á.²�»¼²�³ ¯.Æ.¯�Ñ�®�µa·�²�®�±�Ã
xn+1 = p1, . . . , xn+m = pm Ó Þ ¯.°m»�µ�¸�±�¸o¶.²�³�µ�Å
Í�µ�Á.®�²�®�±�ËÇÕtÖ Ó Ö-×�¿�Í�±�³�²o¶#Á.±'»

Fi(x1, . . . , xn+m) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (2.1)

ÜEÅ.¸o¶.ÈÇ®�²�±�Ñ�Á.²�¸o¶.®�À>²
x1, . . . , xn+m

Ã�Á�½�Ã�Âq¶.¸�Ã »¼±�Û4Û4²�Í�²�®�Î�±�Í�Å.²�³�À>³�± Û�Å
®�¹�Î�±�Ã�³�±Ê®�²�¹'¯�¶.¯�Ú
Í�À�Ì

m
¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�¯.Á

µ1, . . . , µm Ò ¶ Ó ² Ó xj = xj(µ1, . . . , µm) Ò (j = 1, 2, . . . , n + m) Ò »¼±�Û4Û4²vÚÍ�²�®�Î�±�µ-½�Àý¹'¯�¶.¯.Í�À�Ì2³�¯.°oÅ'¶#Æ.À�¶.È�¿�Í�²�»¼¸o¶�µ�Á�½�²�®�À Á�Á.±'»¼²

dµl =

n+m
∑

j=1

αljdxj , l = 1, 2, . . . , m. (2.2)

� »¼²�¸�È:Á.²�¹�¶.¯.Í
αl = (αl1, . . . , αl(n+m))

T , (l = 1, 2, . . . , m)
Ñaµa»�µ�²o¶2®�µ�¿�Í�µ�Á�½�²�®�±�² Ò ÁG¹'¯�¶.¯.Í�¯.³Á.À>Æ.±�Í�µ�²o¶.¸�Ã6¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í

µl Ó Ü�Í�±'»�µ�Á�µ�Ã�¹'¯.³�¿�¯.®�²�®�¶�µ�³ Á.²�¹�¶.¯.Í�µ αl

Í�µ�Ño½�±�·�®�À>²qÑ�®�µa·�²�®�±�Ã Ò ³�¯aÏ#®�¯Ñaµa»�µ�¶.È Á ¿�Í�¯.¸o¶.Í�µ�®�¸o¶.Á.²
R

n+m : {x1, x2, . . . , xn+m}
½�Â�Æ.¯.²à®�µ�¿�Í�µ�Á�½�²�®�±�² Ó ÞOµ�¹ Ò ²�¸v½�± Á.²�¹�¶.¯.Í

αl

Á�Ñ�Ã�¶.ÈÇÁÇÁ.±'»¼²
αl = (1, 0, . . . , 0)T Ò ¶.¯ ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í µl

Æ�Å�»¼²o¶ Á.À>·�±�¸v½�Ã�¶.È.¸�Ã ÁÇ®�µ�¿�Í�µ�Á�½�²�®�±�±
±�Ñ�³�²�®�²�®�±�Ã´¿�²�Í�²�³�²�®�®�¯.Ë

x1 Ó� ½�Ã�¶.¯.°�¯4·�¶.¯.Æ.À Á.¸�²�Á.À>Æ.±�Í�µ�²�³�À>²>®�µ�¿�Í�µ�Á�½�²�®�±�Ã�Æ.À�½�±�Í�µ�Á.®�¯.¿�Í�µ�Á.®�À>³�± Ò Á.²�¹�¶.¯.Í�À αl

»¼¯�½�Ï�Ú
®�ÀCÆ.À�¶.È�¯�»¼±�®�µ�¹'¯.Á.¯.Ë6»�½�±�®�À Ó ÜEÅ.¸o¶.È#¯.®�±:Æ�Å�»�Å'¶#²�»¼±�®�±�·�®�À>³�± Ó� ·�²�Á.±'»¼®�¯ Ò ·�¶.¯ª¸�±�¸o¶.²�³�µ4Á.²�¹�¶.¯.Í�¯.Á α1, . . . , αm

»¼¯�½�Ï#®�µ�Æ.À�¶.ÈE½�±�®�²�Ë�®�¯ª®�²oÑaµ�Á.±�¸�±�³�¯.Ë Ó � ¿�Í�¯�Ú¶.±�Á.®�¯.³ý¸v½�Å
·�µ�²#±�Ñ
m
¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�¯.Á

p1, . . . , pm

³�¯aÏ#®�¯:¯.Æ.Í�µ�Ñ�¯.Á�µ�¶.È:½�±�®�²�Ë�®�Å
Â ¹'¯.³�Æ.±�®�µ�Î�±�Â ±
·�±�¸v½�¯�¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�¯.Á�Á�¸�±�¸o¶.²�³�²GÕtÖ Ó Ö-×�³�¯aÏ�²o¶�Æ.À�¶.È�Å
³�²�®�È�ØM²�®�¯ ÓÔEÍ�µ�Á.®�²�®�±�Ã´¿�Í�¯�»¼¯�½�Ï�²�®�±�Ã�Í�²oØM²�®�±�Ã�¿�¯�½�Å
·�±�³ Ò ²�¸v½�±�®�µ�Í�Ã'»�Å2¸ªÍ�µ�Á.²�®�¸o¶.Á�µ�³�± Õ 8 Ó 8 ×�Ñaµ�¿�±�ØM²�³»¼±�Û4Û4²�Í�²�®�Î�±�µ-½�ÀýÅ
Í�µ�Á.®�²�®�±�Ë´¸�±�¸o¶.²�³�À Õ 8 Ó Ö-× Ó Þ ¯.°m»�µ�¿�¯�½�Å
·�µ�²�³¾¸�±�¸o¶.²�³OÅ2Å
Í�µ�Á.®�²�®�±�Ë�¿�Í�¯�»¼¯�½�Ï�²vÚ®�±�Ã:Í�²oØM²�®�±�Ã�Á.±'»�µ



















α11 α12 . . . α1(n+m)ÓÓÓ ÓÓÓ Ó Ó Ó ÓÓÓ
αm1 αm2 . . . αm(n+m)

F11 F12 . . . F1(n+m)ÓÓÓ ÓÓÓ Ó Ó Ó ÓÓÓ
Fn1 Fn2 . . . Fn(n+m)





































dx1ÓÓÓ
dxm

dxm+1ÓÓÓ
dxn+m



















=



















dµ1ÓÓÓ
dµm

0ÓÓÓ
0



















. (2.3)

� »¼²�¸�È Á.Á.²�»¼²�®�À ¸v½�²�»�Å
ÂqÐM±�²Ý¯.Æ.¯�Ñ�®�µa·�²�®�±�Ã
Fij = ∂Fi/∂xj , i = 1, 2, . . . , n, j =

1, 2, . . . , n + m Ó� ½�Ãæ¶.¯.°�¯Ê·�¶.¯.Æ.À ¯.¸oÅ'ÐM²�¸o¶.Á.±�¶.ÈÄ¿�Í�¯.Î�²�¸�¸ß¿�Í�¯�»¼¯�½�Ï�²�®�±�ÃýÍ�²oØM²�®�±�Ã Ò ¸�±�¸o¶.²�³OÅ Õ 8 Ó � ×G¸v½�²�»�Å.²o¶Í�µ�Ñ�Í�²oØM±�¶.Èß¯�¶.®�¯.¸�±�¶.²v½�È.®�¯à»¼±�Û4Û4²�Í�²�®�Î�±�µ-½�¯.Á
dx1, . . . , dxn+m Ò ¸v½�²�»¼¯.Á�µ�¶.²v½�È.®�¯ Ò ³�µ�¶.Í�±�Î�µàÙo¶.¯.Ë¸�±�¸o¶.²�³�À »¼¯�½�Ï#®�µ#Æ.À�¶.È:®�²�Á.À>Í�¯aÏ�»¼²�®�®�¯.Ë Ó Ü�¯.Ùo¶.¯.³OÅ´Á.²�¹�¶.¯.Í�À α1, α2, . . . , αm

®�²ª»¼¯�½�Ï#®�À ¿�Í�±
Ú
®�µa»�½�²oÏ�µ�¶.È#¿�¯�»¼¿�Í�¯.¸o¶.Í�µ�®�¸o¶.Á�Å

Ln ⊂ R
n Ò ¯.Æ.Í�µ�Ñ�¯.Á�µ�®�®�¯.³OÅG¸o¶.Í�¯.¹
µ�³�±�³�µ�¶.Í�±�Î�À � ¹'¯.Æ.±2¸�±�¸o¶.²�³�À

Õ 8 Ó Ö-× Ò ¶ Ó ² Ó ¿�¯.¸v½�²�»¼®�±�³�± n
¸o¶.Í�¯.¹
µ�³�±º³�µ�¶.Í�±�Î�ÀÝ¸�±�¸o¶.²�³�ÀÉÕ 8 Ó � × Ó ÜEÅ.¸o¶.È2Ùo¶.±ºÁ.²�¹�¶.¯.Í�ÀÝ¿�Í�±�®�µa»�½�²vÚ

Ï�µ�¶�¿�¯�»¼¿�Í�¯.¸o¶.Í�µ�®�¸o¶�Å
Bm ⊂ R

m Ó � ¸�±
½�ÅG½�±�®�²�Ë�®�¯.Ë´®�²oÑaµ�Á.±�¸�±�³�¯.¸o¶.±àÁ.²�¹�¶.¯.Í�¯.Á
α1, α2, . . . , αm Ò¯.®�±:¯.Æ.Í�µ�Ñ�Å
Âq¶#Á�¿�¯�»¼¿�Í�¯.¸o¶.Í�µ�®�¸o¶.Á.²

R
m
Æ�µ�Ñ�±�¸ Ó

� Á.²�»¼²�³Ê²oÐM²ª¯�»¼®�¯�¿�¯.®�Ã�¶.±�² Ó
áãâ¾ä UGåCU2ç U´TÄèÄU � Lêé�L�ë�ìaí-î�ï¼ì-ðoñ�ï'ò�ó�ðoñ�ô�ì§ô R

m õ�ì � ï'ò-ö�ì-ô�ò�ó�ó�ì-÷àô�÷ � ñ�ìxï'òaø�ù�õ�ìxï �
ñ�ì � ìaó�ò � � ó � ø�ù ðoñ�ï¼ì � òaø ø�ò�ñ�ï�ù  � ! � ì � ù�ðoù�ðoñ�÷mø � û�ï'ò.ô�ó�÷oó�ù�ú ü " ÿ þ � õ�ñ�ÿ ÷�ÿ�î�ì-ð � ÷oí-ó�ù
ø n
ðoñ�ï¼ì � òaø�ø�ò�ñ�ï�ù  � ðoù�ðoñ�÷mø � ü " ÿ # � õ�ó�ò-ö�ì-ô�÷mø � ò.ðmò�ñ�÷ � � ó � ø î�ìaí-î�ï¼ì-ðoñ�ï'ò�ó�ðoñ�ô�ì�øªÿ
6 Å
Í�®�µ-½ 7 �  � Ó 8:9;9  Ó Þ Ó Ö.Ö Ò < 8
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� ·�²�Á.±'»¼®�¯ Ò ·�¶.¯6¿�Í�¯.Î�²�¸�¸�Í�µ�Ñ�Í�²oØM²�®�±�Ãà¸�±�¸o¶.²�³�À Å
Í�µ�Á.®�²�®�±�Ë Õ 8 Ó � ×>¯�¶.®�¯.¸�±�¶.²v½�È.®�¯�»¼±�Û4Û4²�Í�²�®
ÚÎ�±�µ-½�¯.Á�Æ�Å�»¼²o¶�¶.²�³¾Ù�Û4Û4²�¹�¶.±�Á.®�²�² Ò ·�²�³Ê³�µ�¶.Í�±�Î�µ�¸�±�¸o¶.²�³�À Æ�Å�»¼²o¶�½�Å
·�ØM²�¯.Æ�Å.¸v½�¯.Á�½�²�®�®�¯.Ë Ó
� ¹
µa·�²�¸o¶.Á.²�³�²�Í�À ¯.Æ�Å.¸v½�¯.Á�½�²�®�®�¯.¸o¶.±

D
¸�±�¸o¶.²�³�À ½�±�®�²�Ë�®�À�Ì�Å
Í�µ�Á.®�²�®�±�Ëà¿�Í�±�³�²�³ÄÁ.²v½�±�·�±�®�Å

¯.¿�Í�²�»¼²v½�±�¶.²v½�Ã
det A

³�µ�¶.Í�±�Î�À
A
Ùo¶.¯.Ë2¸�±�¸o¶.²�³�À Ò »¼²v½�²�®�®�Å
Â�®�µM¿�Í�¯.±�Ñ�Á.²�»¼²�®�±�²4¹�Á�µa»¼Í�µ�¶.±�·�®�À�Ì®�¯.Í�³ ²�°�¯�¸o¶.Í�¯.¹ Ó � ½�ÃÇ¹�Á�µa»¼Í�µ�¶.®�¯.Ë ³�µ�¶.Í�±�Î�À A = ‖aij‖

¿�¯.Í�Ã'»¼¹
µ
n
³�²�Í�Åß¯.Æ�Å.¸v½�¯.Á�½�²�®�®�¯.¸o¶.±

³�¯aÏ#®�¯�¿�Í�²�»¼¸o¶�µ�Á.±�¶.È6Á�Á.±'»¼²
D =

det A

l1l2 . . . ln
,

°m»¼²
li =

√

n
∑

j=1

a2
ij, (i = 1, 2, . . . , n) Ó

� ¸�±
½�Å#®�²�Í�µ�Á.²�®�¸o¶.Á�µ � »�µ�³�µ�Í�µE»�½�Ã6¯.¿�Í�²�»¼²v½�±�¶.²v½�²�Ë |D| ∈ [0, 1]
±#Æ.¯�½�È�ØM²�³OÅ�Ñ�®�µa·�²�®�±�Â

|D|¸�¯.¯�¶.Á.²o¶.¸o¶.Á�Å.²o¶6½�Å
·�Ø�µ�Ã2¯.Æ�Å.¸v½�¯.Á�½�²�®�®�¯.¸o¶.È6¸�±�¸o¶.²�³�ÀýÅ
Í�µ�Á.®�²�®�±�Ë Ó
� U´X ä U ��� � Lêé�L � � � ñ�ì � ì � ñ�ì � � ðoù�ðoñ�÷mø�ò � ù�ó�÷oú�ó ��� û�ï'ò.ô�ó�÷oó�ù�ú6î�ï¼ìaí�ì � 	 ÷oó�ù � ï¼÷ �

 ÷oó�ù � ü " ÿ # � � � � ò ó�ò�ù � û �� ù
ø ì � ï'ò-ö�ì�ø ì � û'ð � ì-ô � ÷oó�ó�ìaú�õ�ó�÷�ì � � ìaí-ù
ø4ìÇùCí�ì-ðoñ�ò�ñ�ì � ó�ì�õ � ñ�ì �
� � ô � � � ìaúºñ�ì ��� ÷ � � ò�í � ì � ì�î�ìaí-î�ï¼ì-ðoñ�ï'ò�ó�ðoñ�ô�ò�ø�ó�ì 	 ÷�ðoñ�ô�ò4ï¼÷  ÷oó�ù�úºðoù�ðoñ�÷mø � ó�÷ � ù�ó�÷oú�ó ���
û�ï'ò.ô�ó�÷oó�ù�úÇü " ÿ þ � õ�î�òvï'òaø4÷oñ�ï � î�ï¼ìaí�ì � 	 ÷oó�ù � ï¼÷  ÷oó�ù � µ1, . . . , µm � ô � � � ù�ð � � � í � ù�ó�òaø�ù�í-û � õ
ô ��� ù�ð � � ÷mø ��� ô�í�ì � � m ô�÷ � ñ�ìxï¼ì-ô6ìxï�ñ�ìaó�ìxï'ø�ù�ï¼ì-ô�ò�ó�ó�ì � ì � ò-ö�ù�ðmò � ò.ðmò�ñ�÷ � � ó�ì � ì�î�ìaí-î�ï¼ì-ðoñ�ï'ò�ó �
ðoñ�ô�ò�ÿ
� ¤ � ¬ 	�
 ¨S«�« � ¨ �� 	� ¨ � �

� ¿�Í�±�¹
½¼µa»¼®�À�Ì´±�¸�¸v½�²�»¼¯.Á�µ�®�±�Ã
Ì2¹�Í�±�Á�µ�Ã:¯.Æ.À>·�®�¯�Ñaµa»�µ�²o¶.¸�Ã´®�²4¸�±�¸o¶.²�³�¯.Ë Ò µ�®�µ�Æ.¯.Í�¯.³ ¶.¯.·�²�¹
(xi, yi, zi), i = 1, 2, . . . , n.

� ½�Ã Í�²oØM²�®�±�Ã Ñaµa»�µa·�± ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�·�²�¸�¹'¯.Ë%±�®�¶.²�Í�¿�¯�½�Ã�Î�±�± ¶.Í�²�Æ�Å.²o¶.¸�Ã ¿�¯.¸o¶.Í�¯.±�¶.È ¸�±�¸o¶.²�³OÅ
Û�Å
®�¹�Î�±�Ë

x = X(t), y = Y (t), z = Z(t),¯.¿�Í�²�»¼²v½�Ã�ÂqÐM±
ÌÝ°x½¼µa»¼¹�Å
Â ¹�Í�±�Á�Å
Â<Áæ¿�Í�¯.¸o¶.Í�µ�®�¸o¶.Á.²
R

3 Ò ¹'¯�¶.¯.Í�À>²f¿�Í�±�®�²�¹'¯�¶.¯.Í�À�ÌÝÁ.À>Æ.Í�µ�®
Ú
®�À�Ì Ñ�®�µa·�²�®�±�Ã
Ì ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�µ

ti, i = 1, . . . , n
¿�Í�±�®�±�³�µ�Âq¶%®�µ�¿�²�Í�²�» Ñaµa»�µ�®�®�À>²CÑ�®�µa·�²�®�±�Ã

xi, yi, zi, i = 1, 2, . . . , n Ò ¶ Ó ² Ó Å�»¼¯.Á�½�²o¶.Á.¯.Í�Ã�Âq¶�Å.¸v½�¯.Á.±�Ã�³
X(ti) = xi, Y (ti) = yi, Z(ti) = zi, i = 1, 2, . . . , n.

� »¼®�µ�¹'¯�¿�Í�¯.Æ�½�²�³�µMÁ.À>Æ.¯.Í�µ�¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�µMÃ�Á�½�Ã�²o¶.¸�ÃG®�²�¯�»¼®�¯�Ñ�®�µa·�®�¯.Ë Ó � À>Æ.¯.ÍG¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�µM±�³�²�²o¶Í�²oØ�µ�ÂqÐM²�²sÁ�½�±�Ã�®�±�²�®�µ>Û4¯.Í�³OÅ�¿�Í�±�Æ�½�±�Ï�µ�ÂqÐM²�Ëª¹�Í�±�Á.¯.Ë Ó Ü�Í�±4®�²oÅ�»�µa·�®�¯.³´Á.À>Æ.¯.Í�²�¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�µH®�µ¹�Í�±�Á.¯.Ë�³�¯.°oÅ'¶ª¿�¯aÃ�Á�½�Ã�¶.È.¸�Ã�¯.¸�Î�±
½�½�Ã�Î�±�± Ò µEÁ�®�²�¹'¯�¶.¯.Í�À�Ì�¸v½�Å
·�µ�Ã
Ìª»�µ�Ï�²�¿�²o¶�½�± Ó Ü�¯.Ùo¶.¯.³OÅM³�¯aÏ#®�¯¿�¯.¸o¶�µ�Á.±�¶.ÈÇÁ.¯.¿�Í�¯.¸:¯§Á.À>Æ.¯.Í�²:®�µ�±
½�Å
·�ØM²�°�¯Ç¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�µ Ó � ¸v½�±ÊÙo¶�Å Ñaµa»�µa·�Å ±�Ñ�Å
·�µ�¶.Èß¸2¿�¯�Ñ�±�Î�±�±³�²o¶.¯�»�µ�¿�Í�¯�»¼¯�½�Ï�²�®�±�Ã#Í�²oØM²�®�±�ÃG¿�¯�¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�Å Ò ¶.¯�®�µ�±
½�Å
·�ØM±�³ ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�¯.³ Æ�Å�»¼²o¶4»�½�±�®�ÅM»�Å
°�±
λ Ò Á.À>·�±�¸v½�Ã�²�³�µ�Ã´Á-»¼¯�½�È�±�®�¶.²�Í�¿�¯�½�±�Í�Å.²�³�¯.Ë�¹�Í�±�Á.¯.Ë ÓÞOµ�¹�¹
µ�¹�±�®�¶.²�Í�¿�¯�½�±�Í�Å.²�³�µ�Ã#¹�Í�±�Á�µ�Ã�Ñaµ�Í�µ�®�®�²�²>®�²�±�Ñ�Á.²�¸o¶.®�µ Ò ¶.¯4·�µ�¸o¶.¯ª±�¸�¿�¯�½�È�Ñ�Å.²�³�µ�Ã�®�µE¿�Í�µ�¹
Ú¶.±�¹'²ªÌ�¯.Í�»¼¯.Á�µ�Ã´¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�Ã Ò ¿�Í�±�¹'¯�¶.¯.Í�¯.Ë�Á#¹
µa·�²�¸o¶.Á.²M¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�µ#Á.À>Æ.±�Í�µ�²o¶.¸�Ã2»�½�±�®�µ�½�¯�Ú³�µ�®�¯.Ë Ò ¸�¯.²�»¼±�®�Ã�ÂqÐM²�Ë2Å'Ño½�¯.Á.À>²4¶.¯.·�¹�± Ò Ã�Á�½�Ã�²o¶.¸�Ã2Æ�½�±�Ñ�¹'¯.Ë´¹:®�µ�±
½�Å
·�ØM²�Ë Ó� ä è � U ä é�L � µ�¸�¸�³�¯�¶.Í�±�³ ±�®�¶.²�Í�¿�¯�½�Ã�Î�±�Â ½�²�³�®�±�¸�¹
µ�¶.À � ²�Í�®�Åa½�½�± Ò Ñaµa»�µ�Á�µ�²�³�¯.Ë´Á�»¼²�¹
µ�Í�¶.¯�ÚÁ.À�Ì:¹'¯.¯.Í�»¼±�®�µ�¶�µ-Ì

(x, y)
Å
Í�µ�Á.®�²�®�±�²�³

F (x, y) = (x2 + y2)2 − (x2 − y2) = 0. (3.1)

6 Å
Í�®�µ-½ 7 �  � Ó 8:9;9  Ó Þ Ó Ö.Ö Ò < 8



Ö 8
� Î�²�®�¹�±ºÆ�½�±�Ñ�¯.¸o¶.±º³�®�¯aÏ�²�¸o¶.ÁG¶.¯.·�²�¹à¿�¯�½�Å
·�²�®�®�À�Ìº¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�·�²�¸�¹�±
Ì§¹�Í�±�Á.À�Ìà¹à³�®�¯aÏ�²�¸o¶.Á�Å

¶.¯.·�²�¹2±�¸xÌ�¯�»¼®�¯.Ë�¹�Í�±�Á.¯.Ë Ò Ñaµa»�µ�®�®�¯.Ë:Å
Í�µ�Á.®�²�®�±�²�³ Õ � Ó Ö-× Ò Í�µ�¸�¸�·�±�¶.À>Á�µ-½�±�¸�È6Á�³�²o¶.¯�»¼² � µ�Å.¸m»¼¯.Í�Ûªµ ÓÜ�¯�» Ì'µ�Å.¸m»¼¯.Í�Û4¯.Á.À>³�Í�µ�¸�¸o¶.¯aÃ�®�±�²�³�³�²oÏ�»�Å�»¼Á�Å
³OÃß¶.¯.·�²�·�®�À>³�±f¯.°�Í�µ�®�±�·�²�®�®�À>³�± ³�®�¯aÏ�²�¸o¶.Á�µ�³�±
� ± � ¿�¯.®�±�³�µ�²o¶.¸�Ã´Á.²v½�±�·�±�®�µ

r(E, F ) = max[max
P∈E

min
Q∈F

ρ(P, Q), max
P∈F

min
Q∈E

ρ(P, Q)]. (3.2)

Ü�Í�±�Æ�½�±�Ñ�±�³ ¹�Í�±�Á�Å
Â Õ � Ó Ö-×M¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�·�²�¸�¹�±�³�±Ä¹�Å
Æ.±�·�²�¸�¹�±�³�±Ä¸�¿
½¼µ�Ë�®�µ�³�± Ó � ®�¶.²�Í�¿�¯�½�Ã�Î�±�Ã¿�Í�¯.Á.¯�»¼±
½¼µ�¸�È�¿�¯�¸�²�³�±:Å'Ño½�¯.Á.À>³Ê¶.¯.·�¹
µ�³ Ò ¿�Í�±�·�²�³¾¿�¯.¸v½�²�»¼®�Ã�Ã:¶.¯.·�¹
µ�¸�¯.Á.¿�µa»�µ-½¼µ�¸4¿�²�Í�Á.¯.Ë ÓÜ�Í�±6±�¸�¿�¯�½�È�Ñ�¯.Á�µ�®�±�±6®�µ�±
½�Å
·�ØM²�Ë:¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�±:¯�ØM±�Æ.¹
µ�¿�Í�±�Æ�½�±�Ï�²�®�±�ÃG¸�¯.¸o¶�µ�Á.±
½¼µ�Á.²v½�±
Ú
·�±�®�Å

r = 10−5 Ó Ü�Í�± ±�¸�¿�¯�½�È�Ñ�¯.Á�µ�®�±�±ÇÌ�¯.Í�»¼¯.Á.¯.Ë ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�± r � 9 Ó 9 � ��� Ò ¿�Í�± ±�¸�¿�¯�½�È�Ñ�¯�ÚÁ�µ�®�±�±GÎ�²v½�¯.·�±�¸v½�²�®�®�¯.Ë´¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�±
(ti, i = 0, 1, . . . , n) � r � 9 Ó Ö � Ö 	 Ò ¿�Í�±:±�¸�¿�¯�½�È�Ñ�¯.Á�µ�®�±�±Î�²�®�¶.Í�¯.¸o¶.Í�²�³�±�¶.²v½�È.®�¯.Ëº¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�± � r � 9 Ó Ö 9 ��
 Ó� ä è � U ä � L � µ�¸�¸�³�¯�¶.Í�±�³ ±�®�¶.²�Í�¿�¯�½�Ã�Î�±�Â ¯�»¼®�¯.¿�¯�½�¯.¸�®�¯.°�¯%°�±�¿�²�Í�Æ.¯�½�¯.±'»�µ Ò Ñaµa»�µ�Á�µ�²�³�¯.°�¯Å
Í�µ�Á.®�²�®�±�²�³

x2 − y2 + z2 − 1 = 0,¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�·�²�¸�¹�±�³�±�Æ.±�¹�Å
Æ.±�·�²�¸�¹�±�³�±�¸�¿
½¼µ�Ë�®�µ�³�± Ó� ØM±�Æ.¹�±2±�®�¶.²�Í�¿�¯�½�Ã�Î�±�±�Á.À>·�±�¸v½�Ã
½�±�¸�È#Á�³�²o¶.Í�±�¹'² � µ�Å.¸m»¼¯.Í�Ûªµ�Õ � Ó 8 × ÓÜ�Í�±Ç±�¸�¿�¯�½�È�Ñ�¯.Á�µ�®�±�± ²�¸o¶.²�¸o¶.Á.²�®�®�¯.ËÊ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�±Ç½�±�®�±�Ë ¸�²o¶.¹�± ¯�ØM±�Æ.¹
µ�¿�Í�±�Æ�½�±�Ï�²�®�±�Ã
¸�¯.¸o¶�µ�Á.±
½¼µ

r � 9 Ó 9 � Ò ¿�Í�±�±�¸�¿�¯�½�È�Ñ�¯.Á�µ�®�±�±�Ì�¯.Í�»¼¯.Á.¯.Ë#¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�± � r � 9 Ó Ö.Ö Ò ¿�Í�±�±�¸�¿�¯�½�È�Ñ�¯�ÚÁ�µ�®�±�±ßÎ�²v½�¯.·�±�¸v½�²�®�®�¯.Ë ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�± � r � 9 Ó 8;8 Ò ¿�Í�±Ç±�¸�¿�¯�½�È�Ñ�¯.Á�µ�®�±�±ÇÎ�²�®�¶.Í�¯.¸o¶.Í�²�³�±�¶.²v½�È�Ú®�¯.Ë:¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�± � r � 9 Ó Öa Ó
�������������������� ���"!#�%$

Ö Ó & µ-½¼µ�ØM±
½�±�® � Ó � Ó Ò ' Å'Ñ�®�²�Î�¯.Á � Ó � Ó 2²o¶.¯�» ¿�Í�¯�»¼¯�½�Ï�²�®�±�Ã Í�²oØM²�®�±�Ãæ¿�¯ ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�ÅÄ±®�µ�±
½�Å
·�Ø�µ�Ã ¿�µ�Í�µ�³�²o¶.Í�±�Ñaµ�Î�±�ÃfÁà¿�Í�±�¹
½¼µa»¼®�¯.Ëf³�µ�¶.²�³�µ�¶.±�¹'²2± ³�²vÌ'µ�®�±�¹'² Ó  Ó (*) »¼±�¶.¯.Í�±�µ-½Ô � 717 Ò Öa . . Ó + 8;8;8 ¸o¶.Í Ó
� ò�ñ�ò#î�ì-ðoñ�û�î � ÷oó�ù � ,�- ÿ ,/. ÿ " ,0,�-

6 Å
Í�®�µ-½ 7 �  � Ó 8:9;9  Ó Þ Ó Ö.Ö Ò < 8
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