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0 ≤ x ≤ l, (8)

0 ≤ t ≤ t (9)
Î�Î�Ã�Á�ã�»õº�Ãh½�È�Ä

xm = mh, m = 0, 1, 2, ..., M, h =
l

M
, (10)

tn = nτ, n = 0, 1, 2, ..., N, τ =
t

N
. (11)
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[nτ, (m − 1)h]; [nτ, mh]; [nτ, (m + 1)h]; [(n + 1)τ, mh]
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Tm,n+1 − Tm,n

τ
= a2 Tm+1,n − 2Tm,n + Tm−1,n

h2
+ fm,n, (12)
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��� � ���	����
���������	�	������������
� ����!�"�!$#

Ì�Á�Ã
fm,n = f(nτ, mh, Tm).úK¹�Ç�¹$ÊpË�Â	¼�Ã7Ä�º�Êp¼�Î�¿	Ã�Ò � Ý:Ü�¹�»aÃ�Â	¿�½�ºðÙ-º�Ãh½�¼�Ç	Â	Ú2»

Tm,0 = ϕ(mh), (13)

¹@Ì�¾�¹�Â	¿	Ç	Â	Ú2ÃKÄ�º�Êp¼�Î�¿�ÙæÒ � Ý:¿çÒ � Ý:Ü�¹�Í	¿�à�Ä_½�ºðÙHÎ�Î�¿_Á�Ã

T
−1,n − T1,n

2h
− q1(n, τ) = 0, (14)

TM+1,n − TM−1,n

2h
− q2(TM,n) = 0. (15)

â7Ã�¾	Ã�Í	¿�à�Ã�»æº�Ãh½�¼�Ç	Â	¼�Ã¬ÄÆ¾�¹�Î�Â	Ã�Â	¿	Ã�Ò � 
 ÝTÎKÄ�Á�¼ ß Â	¼�»ÀÁ�Ê�Ù�Î�Ú2Ç	¿	º�ÊpÃ�Â	¿�Ù�Ü�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿	ê�½�Ã�»aÍ	Ã�¾�¹�½�ÄÆ¾	Ú
Î@Ä_ÜhÊ�¹$Û

(n + 1)
Ð�Ì�¼�º�Êp¼�Ù5Í	¼�¿�Ü�Î�Ã�ºh½�Â	Ú2»òÜ�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿�Ù	»òÂ�¹

n
Ð�»}º�Êp¼�Ã

Tm,n+1 =
a2τ

h2
(Tm+1,n + Tm−1,n) + (1 −

2a2τ

h2
)Tm,n + τ · fm,n. (16)

ø�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿�Ù)½�Ã�»aÍ	Ã�¾�¹�½�ÄÆ¾	ÚåÂ�¹�Â�Ä�ÊpÃ�Î�¼�»}º�Êp¼�ÃK¼�Í	¾	Ã�Á�Ã�Ê�Ù	Å½�ºðÙHº�¼�¼�½�Â	¼�à�Ã�Â	¿	Ã�»÷Ò � � Ý�á
èÓ»E¹�½�¾	¿	Ç	Â	¼�ê5ÖK¼�¾	»aÃKÍ	¼�º�ÊpÃ�Á�Â�Ù�Ù5ÖK¼�¾	»TÄ�Ê�¹-Ò ��� ÝGÜ�¹�Í	¿�à�Ãh½�ºðÙHÈÆ¹�È

{

T (n+1) = AT (n) + τ · f (n),

T (0) = ϕ, n = 0, 1, 2, ..., N − 1,
(17)

Ì�Á�Ã
T (n) = {T1,n, T2,n, ..., TM−1,n}

Ð Î�Ú2Ç	¿	º�Êp¿�½�Ã�ÊpË�Â	Ú2ê Î�Ã�È�½�¼�¾ ºh½�¼�Ê ß Ã�ä¡í
ϕ =

{ϕ(h), ϕ(2h), ..., ϕ((M − 1)h)}
Ð Î�Ã�È�½�¼�¾ÆÐ�ºh½�¼�Ê ß Ã�ä Â�¹�Ç�¹$ÊpË�Â	Ú:Û Ü�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿	ê¡í

T (n+1) =
{T1,n+1, T2,n+1, ..., TM−1,n+1}

ÐG¿	º�È_¼�»aÚ2ê-Î�Ã�È�½�¼�¾-ºh½�¼�Ê ß Ã�ä¡í
A

Ð:È	Î ¹�Á�¾�¹�½�Â�¹�Ù)½�¾	ã�Û Á�¿�¹�Ì�¼�Â�¹$ÊpË�Â�¹�Ù
»E¹�½�¾	¿	ä�¹�Í	¼�¾ Ù_Á�ÈÆ¹

M − 1

A =













1 − 2X X 0 . . . 0 0 0
X 1 − 2X X . . . 0 0 0
0 X 1 − 2X . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 X 1 − 2X













.

Ì�Á�Ã
X = a2

·τ
h2 .

� º�Â	¼�Î�Â	¼�ê-Í	¾	¼ ß ÊpÃ�»a¼�êHÍ	¾	¿	»aÃ�Â	Ã�Â	¿�ÙÀÍ	¾	¿	»aÃ�Â	Ã�Â	¿�ÙÀ»aÃh½�¼�Á�¹�º�Ãh½�¼�ÈHÙ	Î�Ê�Ù	Ãh½�ºðÙÀÎ�ÚDÙ	Î�ÊpÃ�Â	¿	ÃJÄ�º�Êp¼�Ð
Î�¿	ê×Ä�ºh½�¼�ê	Ç	¿	Î�¼�ºh½�¿É¾�¹�Ü�Â	¼�ºh½�Â	¼�êòº�Û Ã�»aÚ7áDè ¾�¹ ß ¼�½�Ã ë 
 ì Ä�ºh½�¹�Â	¼�Î�ÊpÃ�Â	¼	Þ:Ç�½�¼çÃ�º�Êp¿õÎòÒ � Ý�Ö7ÄÆÂ	È	ä	¿	¿
a2, f(t, x, T )

¼�Ì�¾�¹�Â	¿	Ç	Ã�Â	Úó¿ò¾�¹�Î�Â	¼�»aÃ�¾	Â	¼ÑÂ	Ã�Í	¾	Ã�¾	Ú2Î�Â	Ú Í	¼çÎ�º�Ã�» ¹�¾	ÌhÄÆ»aÃ�Â�½�¹�» ¿¡ÞGÈ	¾	¼�»aÃ5½�¼�Ì�¼	Þ
Á�Ê�Ù

f(t, x, T )
Î�Ú2Í	¼�ÊpÂ	Ã�Â	¼�Ä�º�Êp¼�Î�¿	ÃKñJ¿	Í�à�¿	ä�¹

|f(t, x, T1) − f(t, x, T2)| ≤ L · |T1 − T2|,

Ì�Á�Ã
L

Í	¼�Êp¼�Ø�¿�½�Ã�ÊpË�Â	¼�Ã;Ç	¿	º�Êp¼	Þ	¹�Í	¾�¹�Î ¹�Ù+Ç�¹�ºh½�Ë5Ò � ÝE¿	Â�½�Ã�Ì�¾	¿	¾�Ä�Ã�»E¹�Þ	½�¼@Ã�º�Êp¿�Í	¾	Ã�Á�ºh½�¹�Î�¿�½�ËHÒ ��� ÝEÎ
Î�¿_Á�Ã

Tm,n+1 =
1

∑

ξ=−1

Cξ(t, x, 0)Um+ξ,n + τ · fm,n, (18)

Í	¾	¿	Ç	ã�»õÈ_¼�Ï�ÖKÖK¿	ä	¿	Ã�Â�½�Ú
Cξ

Ä�Á�¼�Î�ÊpÃh½�Î�¼�¾ Ù	Å½�Ä�º�Êp¼�Î�¿	Å

|

1
∑

ξ=−1

Cξ(t, x, 0) · exp(iξβ)| ≤ exp(−µβ2), (19)

� ÄÆ¾	Â�¹$Ê � è �	� á 
 ��� � á � á ��� Þ �




� ��� � ! ��� �	� � �l� � ��!�" � � �	� " �
��� ����"�" �� �§!$#_���	� � � � " � � � ��!$�p������! � ! �����
� !�! ���	� �p�D����� ��� �

Ì�Á�Ã
|β| ≤ π

¿5Í	¼�ºh½�¼�Ù	Â	Â�¹�Ù
µ > 0

Þ�º�Û Ã�»E¹HÒ ��� ÝGÙ	Î�Ê�Ù	Ãh½�ºðÙ)Ä�ºh½�¼�ê	Ç	¿	Î�¼�ê ë 
 ì á
� ÄÆÇ	ãh½�¼�»HÎ�Î�Ã�Á�Ã�Â	Â	¼�Ì�¼¾�¹�Â	Ã�ÃE¼ ß ¼�Ü�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿�Ù

X = a2 τ
h2

¿	»aÃ�Ã�»
C

−1 = = C1 = X, C0 = 1−2X¿�ÊpÃ�Î ¹�Ù)Ç�¹�ºh½�ËHÒ � � Ý:Í	¾	¿	Â	¿	»E¹�Ãh½+Î�¿_Á

|
1

∑

ξ=−1

Cξ(t, x, 0) · exp(iξβ)| = |X · [exp(−iβ) + exp(iβ)] + 1 − 2X| =

= |1 − 4X · sin2 β

2
|. (20)

úK¹2¼�º�Â	¼�Î ¹�Â	¿	¿�Ò 
 � Ý�Á�Ê�Ù7Î�Ú2Í	¼�ÊpÂ	Ã�Â	¿�ÙJÂ	Ã�¾�¹�Î�Ã�Â	ºh½�Î ¹�Ò � � Ý�Â	Ã�¼ ß Û ¼�Á�¿	»a¼	Þ$Ç�½�¼ ß Ú
|1−4X·sin2 β

2
| ≤

1
Í	¾	¿

|β| ≤ π
Þ	Â	¼�½�¼�Ì�Á�¹�¿�ÜJÍ	¼�º�ÊpÃ�Á�Â	Ã�Ì�¼�º�ÊpÃ�ÁpÄ�Ãh½$Þ�Ç�½�¼

X ≤ 1
2
.

� ß ¾�¹�½�Â	¼	Þ�Ã�º�Êp¿-Î�Ú2Í	¼�ÊpÂ�Ù	Ãh½�ºðÙ-Â	Ã�¾�¹�Î�Ã�Â	ºh½�Î�¼ÀÒ � � Ý�Þ�½�¼�¿�ÜJ¾�¹�ÜhÊp¼�Ø@Ã�Â	¿�Ù5Î�¾ Ù_Á�Ú

1 − 4X · sin2 β

2
= 1 − 4X

β2

4
+ ...,

exp(µβ2) = 1 + µβ2 + ...
Î�ÚD½�Ã�ÈÆ¹�Ãh½$Þ�Ç�½�¼

µ ≤ X ≤ 1
2

áp¸§¹�Î�Â	¼�»aÃ�¾	Â�¹�Ù-Â	Ã�Í	¾	Ã�¾	Ú2Î�Â	¼�ºh½�Ë+¿5¼�Ì�¾�¹�Â	¿	Ç	Ã�Â	Â	¼�ºh½�Ë�Ö7ÄÆÂ	È	ä	¿	ê
a2, fº�ÊpÃ�ÁpÄ�Ãh½+Â	Ã�Í	¼�º�¾	Ã�Á�ºh½�Î�Ã�Â	Â	¼�¿�ÜJ¿ÆÛ)Í	¾	Ã�Á�ºh½�¹�Î�ÊpÃ�Â	¿�Ù¡á

� ¹�È	¿	»ç¼ ß ¾�¹�Ü�¼�»2Þ Ä�º�Êp¼�Î�¿	ÃMÄ�ºh½�¼�ê	Ç	¿	Î�¼�ºh½�¿)º�Û Ã�»aÚéÒ ��� Ý ß Ä�Á�Ãh½�¿	»aÃh½�Ë�»aÃ�ºh½�¼�ÎJ½�¼�»Ñº�Ê�ÄÆÇ�¹�Ã�ÞÆÃ�º�Êp¿
»aÃhØ@ÁpÄ¬à@¹�Ì�¹�»a¿Jº�Ãh½�È	¿JÍ	¼MÎ�¾	Ã�»aÃ�Â	¿

τ
¿KÍ	¼:Á�Êp¿	Â	ÃEÏ�ÊpÃ�È�½�¾	¼�Á�¹

h
ß Ä�Á�Ãh½Î�Ú2Í	¼�ÊpÂ�Ù�½�Ë�ºðÙJÂ	Ã�¾�¹�Î�Ã�Â	ºh½�Î�¼

τ ≤
h2

2a2
. (21)

¸�Ãhà�Ã�Â	¿	Ã�º�Ãh½�¼�Ç	Â	¼�ê-Ü�¹�Á�¹�Ç	¿ÑÒ � 
 ÝEÐ;Ò � � Ý:Í	¾	¼�Î�¼�Á�¿�½�ºðÙ-Î�º�ÊpÃ�ÁpÄÆÅÕ�Ã�êHÍ	¼�º�ÊpÃ�Á�¼�Î ¹�½�Ã�ÊpË�Â	¼�ºh½�¿ ë � ì á
� Y â7¾	¼�¿�Ü�Î�¼�ÊpË�Â	Ú2»ô¼ ß ¾�¹�Ü�¼�»ÓÜ�¹�Á�¹�Ãh½�ºðÙçà@¹�Ì�º�Ãh½�È	¿ÑÎ$Á�¼�ÊpË)Ï�ÊpÃ�È�½�¾	¼�Á�¹

h
¿ZÍ	¼5ÖK¼�¾	»TÄ�ÊpÃ-Ò 
 � Ý

Î�Ú2Ç	¿	º�Ê�Ù	Ãh½�ºðÙH»E¹�È_º�¿	»E¹$ÊpË�Â	¼�Ã7Ü�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿	ÃJà@¹�Ì�¹�Í	¼�Î�¾	Ã�»aÃ�Â	¿
τ.� Y èåº�¼�¼�½�Î�Ãh½�ºh½�Î�¿	¿Ñº�Â�¹�Ç�¹$ÊpË�Â	Ú2»SÄ�º�Êp¼�Î�¿	Ã�» Ò � � Ý¬Â�¹$Û ¼�Á�¿�½�ºðÙÑ¾�¹�º�Í	¾	Ã�Á�Ã�ÊpÃ�Â	¿	Ã�½�Ã�»aÍ	Ã�¾�¹�½�ÄÆ¾	Ú

Í	¼�Ï�ÊpÃ�È�½�¾	¼�ÁpÄ-Î�Â�Ä�ÊpÃ�Î�¼�»õº�Êp¼�Ã
(n = 0)

Tm,0 = ϕ(mh); m = 0, 1, 2, ..., M.

� Y � ¼�Í�Ä�ºh½�¿	»2ÞDÇ�½�¼æ¾	Ãhà�Ã�Â	¿	Ãîº�Ãh½�¼�Ç	Â	¼�êÉÈ	¾�¹�Ã�Î�¼�êòÜ�¹�Á�¹�Ç	¿÷Ò � 
 Ý�Ð)Ò � � Ý�Î�Ú2Ç	¿	º�ÊpÃ�Â	¼×Â�¹çº�Êp¼�ÙÆÛ
º�Ãh½�È	¿-ºKÂ	¼�»aÃ�¾�¹�»a¿

0, 1, 2, ..., m.� Y � Ê�Ùõº�Êp¼�Ùõº-Â	¼�»aÃ�¾	¼�»
(m + 1)

Ü�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿�Ùò½�Ã�»aÍ	Ã�¾�¹�½�ÄÆ¾	Ú ÎZÄ_ÜhÊ�¹$Ûò¾�¹�º�º�Ç	¿�½�Ú2Î ¹�Å½�ºðÙÓÍ	¼
º�¼�¼�½�Â	¼�à�Ã�Â	¿	Å Ò ��� Ý

Tm,n+1 = C
−1Tm−1,n + C0Tm,n + C1Tm+1,n + τ · fm,n,

m = 0, 1, 2, ..., M − 1; n = 0, 1, 2, ..., N − 1.
èÓÇ�¹�ºh½�Â	¼�ºh½�¿¡ÞpÍ	¾	¿

m = 0
¿	»aÃ�Ã�»

T0,n+1 = C
−1T−1,n + C0T0,n + C1T1,n + τ · f0,n.

ø�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿	Ã
T
−1,n

Î�ÊpÃ�Î�¼�»}ÖK¿	È�½�¿	Î�Â	¼�»õÄ_ÜhÊpÃJÂ�¹$Û ¼�Á�¿�½�ºðÙH¿�ÜJÌ�¾�¹�Â	¿	Ç	Â	¼�Ì�¼�Ä�º�Êp¼�Î�¿�ÙÑÒ � � Ý

T
−1,n = T1,n + 2h · q1(nτ),

� ÄÆ¾	Â�¹$Ê � è �	� á 
 ��� � á � á ��� Þ  




�����

¹@Í	¾	¿
m = M

¿�Ü+Ò � � Ý:Í	¼�Ê�ÄÆÇ	¿	»õÜ�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿	ÃK½�Ã�»aÍ	Ã�¾�¹�½�ÄÆ¾	ÚåÎ�Í	¾�¹�Î�¼�»}ÖK¿	È�½�¿	Î�Â	¼�»õÄ_ÜhÊpÃ

TM+1,n = TM−1,n + 2h · q2(TM,n).

� ¹�Â	Â	Ú2ê×¹$ÊpÌ�¼�¾	¿�½�»÷¾	Ãhà�Ã�Â	¿�ÙæÜ�¹�Á�¹�Ç	¿æ¾�¹�º�Í	¾	Ã�Á�Ã�ÊpÃ�Â	¿�Ùæ½�Ã�»aÍ	Ã�¾�¹�½�ÄÆ¾	Ú Í	¼Hä	¿ÆÊp¿	Â_Á�¾	¿	Ç	Ã�º�È_¼�»TÄ
Ï�ÊpÃ�È�½�¾	¼�ÁpÄ�Í	¾	¿+¿�Ü�Î�Ã�ºh½�Â	Ú:Û)Ì�¾�¹�Á�¿	Ã�Â�½�¹$Û�½�Ã�»aÍ	Ã�¾�¹�½�ÄÆ¾	ÚôÂ�¹�Ã�Ì�¼�È_¼�Â	ä�¹$Û+¼�½�Â	¼�º�¿�½�Ã�ÊpË�Â	¼�ÊpÃ�Ì�È_¼�¾	Ã�¹$Ð
Êp¿�Ü�Ä�Ãh½�ºðÙ+ÎKÍ	¾	¼�Ì�¾�¹�»a»aÂ	¼�»Z¼ ß Ã�º�Í	Ã�Ç	Ã�Â	¿	¿@Á�Ê�Ù�Í	Ã�¾	º�¼�Â�¹$ÊpË�Â	Ú:Û�È_¼�»aÍ	Ë�Å½�Ã�¾	¼�ÎJÂ�¹;Ù�Ü�Ú2ÈÆ¹$Û�Í	¾	¼�Ì�¾�¹�»§Ð
»a¿	¾	¼�Î ¹�Â	¿�Ù)Î�Ú2º�¼�È_¼�Ì�¼�ÄÆ¾	¼�Î�Â�Ù¡á
� Ü�Î�Ã�ºh½�Â	Ú2» Â	Ã�Á�¼�ºh½�¹�½�È_¼�» ¿�ÜhÊp¼�Ø@Ã�Â	Â	¼�Ì�¼Ñ»aÃh½�¼�Á�¹ZÙ	Î�Ê�Ù	Ãh½�ºðÙÉÂ�¹$Êp¿	Ç	¿	Ã-¼�Ì�¾�¹�Â	¿	Ç	Ã�Â	¿�ÙåÒ 
 � Ý@Â�¹

Î�Ú ß ¼�¾�à@¹�Ì�¼�Î�º�Ãh½�È	¿¡Þ�Í	¼�Ïh½�¼�»TÄ@Á�Ê�Ù�Í	¼�Á ß ¼�¾�¹�Í	¼�Á�Û ¼�ÁpÙ�Õ�¿ÆÛ�Ü�Â�¹�Ç	Ã�Â	¿	ê
h

¿
τ

Â	Ã�¼ ß Û ¼�Á�¿	»a¼�Í	¾	¼�Î�Ã�Ð
ºh½�¿-¾ Ù_ÁÀÎ�Ú2Ç	¿	º�Êp¿�½�Ã�ÊpË�Â	Ú:Û-Ï�È_º�Í	Ã�¾	¿	»aÃ�Â�½�¼�Î�ºKÈ_¼�»aÍ	Ë�Å½�Ã�¾	Â	¼�ê-Í	¾	¼�Ì�¾�¹�»a»a¼�ê¡á

�������	��
�����������	�������

� á � ã�»aÈ	¿	Â � á � á � ß ¾�¹�½�Â	Ú2ÃJ»aÃh½�¼�Á�Úô½�Ã�ÍÆÊp¼�Í	¾	¼�Î�¼�Á�¿	»a¼�ºh½�¿¡á � á ��� Â	Ã�¾	Ì�¿�Ù¡Þ � � � � á � 
 � º�á

 á � ¹�»E¹�¾	º�È	¿	ê � á � á � Ã�¼�¾	¿�Ù)¾�¹�Ü�Â	¼�ºh½�Â	Ú:Û-º�Û Ã�»2á � á � úK¹�ÄÆÈÆ¹�Þ � � � � á � � � º�á
� á  Ä�Á�¹�à�È	¿	Â � á ú@á � º�º�ÊpÃ�Á�¼�Î ¹�Â	¿	ÃS»E¹�½�Ã�»E¹�½�¿	Ç	Ã�º�È	¿ÆÛ »a¼�Á�Ã�ÊpÃ�ê ½�Ã�»aÍ	Ã�¾�¹�½�ÄÆ¾	Â	¼�Ì�¼ ¾	ÃhØ�¿	»E¹

Ï�ÊpÃ�È�½�¾	¼�Á�¼�Î�¿�¿ÆÛ+Í	¾	¿	»aÃ�Â	Ã�Â	¿	ÃKÎ@º�¿	ºh½�Ã�»aÃJ¹�Î�½�¼�»E¹�½�¿�Ü�¿	¾	¼�Î ¹�Â	Â	¼�Ì�¼�Í	¾	¼�Ã�È�½�¿	¾	¼�Î ¹�Â	¿�Ù)¿	ºh½�¼�ÇÆÐ
Â	¿	È_¼�Î�º�Î�Ãh½�¹ �!� Î�½�¼�¾	Ã�Ö�á�Á�¿	º�á�ÈÆ¹�Â_Á�á	½�Ã�Û�Â¡á�Â�¹�ÄÆÈ¡á	ñ�á Þ � � � � á � � º�á

� ÄÆ¾	Â�¹$Ê � è �	� á 
 ��� � á � á ��� Þ �
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