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Аннотация. Естественным способом создания новых динамических систем является
рассмотрение прямых произведений уже известных систем. Данная работа посвяще-
на изучению некоторых динамических свойств прямых произведений гомеоморфизмов
и диффеоморфизмов. В частности, доказывается, что цепно рекуррентное множество
прямого произведения гомеоморфизмов является прямым произведением цепно рекур-
рентных множеств, а также, что прямое произведение диффеоморфизмов сохраняет
гиперболическую структуру на прямом произведении гиперболических множеств. Из-
вестно, что если диффеоморфизм имеет гиперболическое цепно рекуррентное множе-
ство, то он является Ω-устройчивым. Таким образом, из результатов настоящей работы
следует, что прямое произведение Ω-устойчивых диффеоморфизмов также является Ω-
устойчивым. Еще один вопрос, затронутый в статье, касается существования энергети-
ческой функции – гладкой функции Ляпунова, множество критических точек которой
совпадает с цепно-рекуррентным множеством системы. Этот вопрос решается для пря-
мого произведения диффеоморфизмов, уже обладающих энергетическими функциями.
Доказывается, что в этом случае функция может быть найдена в виде взвешенной сум-
мы их энергетических функций.
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Abstract. A natural way for creating new dynamical systems is to consider direct products
of already known systems. The paper studies some dynamical properties of direct products of
homeomorphisms and diffeomorphisms. In particular, authors prove that a chain-recurrent
set of the direct product of homeomorphisms is a direct product of the chain-recurrent
sets. Another result established in the paper is that the direct product of diffeomorphisms
holds hyperbolic structure on the direct product of hyperbolic sets. It is known that if
a diffeomorphism has a hyperbolic chain-recurrent set, then this mapping is Ω-stable.
Therefore, it follows from the results of the paper that the direct product of Ω-stable
diffeomorphisms is also Ω-stable. Another question which is raised in the article concerns
the existence of an energy function for the direct product of diffeomorphisms which already
have such functions (recall that energy function is a smooth Lyapunov function whose set
of critical points coincides with the chain-recurrent set of the system). Authors show that
in this case the function can be found as a weighted sum of energy functions of initial
diffeomorphisms.
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1. Введение

Согласно результатам Ч. Конли [1], энергетическая функция существует для любой
динамической системы, а сам факт существования носит название «Фундаментальная
теорема динамических систем».

В 1961 г. С. Смейлом [2] был получен первый результат по построению энергети-
ческой функции. В своей работе он доказал существование энергетической функции
Морса у градиентно-подобных потоков. Затем в 1968 г. К. Мейер [3] обобщил результат
Смейла, построив энергетическую функцию Морса-Ботта для произвольного потока
Морса-Смейла. Дж. Фрэнкс в 1985 г. [4] доказал, что у любого гладкого потока на
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компактном многообразии есть энергетическая функция. Кроме того, в 2020 г. была
построена энергетическая функция Морса-Ботта для поверхностных Ω-устойчивых по-
токов [5]. Таким образом, вопрос о существовании такой функции для непрерывных
динамических систем был решен, однако открытым оставался вопрос, какие дискрет-
ные системы допускают энергетические функции. Первые результаты в этой области
были получены Д. Пикстоном: в 1977 г. [6] он доказал существование энергетической
функции Морса у любого диффеоморфизма Морса-Смейла на поверхности. Однако да-
же регулярные диффеоморфизмы на многообразиях размерности n ⩾ 3 не обязательно
обладают такой функцией. Именно Пикстон в 1977 г. первым построил пример диф-
феоморфизма на 3-сфере, не имеющего энергетической функции. Этот эффект связан
с диким вложением сепаратрис седловых точек в объемлющее многообразие. В. З. Гри-
нес, Ф. Лауденбах и О. В. Починка в 2012 г. [7] нашли достаточные условия существо-
вания энергетической функции для 3-диффеоморфизмов Морса-Смейла. Кроме того,
в настоящее время активно изучается вопрос существования энергетических функций
для Ω-устойчивых диффеоморфизмов с хаотической динамикой, заданных на 2- и 3-
многообразиях. В работах В. З Гринеса, М. К Бариновой, О. В Починки были доказаны
такие факты, как существование гладкой энергетической функции у поверхностных
диффеоморфизмов с одномерными нетривиальными базисными множествами [8] и у
некоторых классов трехмерных каскадов с гиперболической хаотической динамикой
[9–11], а также отсутствие энергетической функции у поверхностных диффеоморфиз-
мов с нульмерными базисными множествами без пар [12].

2. Формулировка основных результатов

Пусть M1 и M2 — метрические пространства с метриками d1 и d2 соответственно.
Тогда M =M1 ×M2 с метрикой d, введенной следующим образом:

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√
d21(x1, x2) + d22(y1, y2), где (x1, y1), (x2, y2) ∈M,

также является метрическим пространством. Прямым произведением гомеоморфизмов
f : M1 → M1 и g : M2 → M2 называют гомеоморфизм f × g, который действует на
M =M1 ×M2 следующим образом: если (x, y) ∈M , то (f × g)(x, y) = (f(x), g(y)).

В теории динамических систем широко используется такой тип возвращаемости, как
цепно рекуррентные точки, определяемый с помощью ε-цепей. ε-цепью длины n, соеди-
няющей точку x с точкой y для каскада f : M → M называется последовательность
x = x0, . . . , xn = y точек в M , такая что d(f(xi−1), xi) < ε для 1 ⩽ i ⩽ n. Точка x ∈ M
называется цепно рекуррентной для каскада f , если для любого ε > 0 существует n,
зависящее от ε, и ε-цепь длины n, соединяющая точку x c ней самой (см. Рис. 2.1).

На множестве Rf можно ввести отношение эквивалентности ∼ следующим образом:
x ∼ y тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 существует ε-цепь, соединяющая
точку x c точкой y, и ε-цепь, соединяющая точку y c точкой x. Две такие точки назы-
ваются цепно эквивалентными, класс эквивалентности – цепной компонентой, а мно-
жество всех цепно рекуррентных точек называется цепно рекуррентным множеством
и обозначается Rf .

Первый результат данной работы касается структуры цепно рекуррентного множе-
ства прямого произведения гомеоморфизмов.

Т е о р е м а 2.1. Цепно рекуррентное множество прямого произведения f × g
гомеоморфизмов f и g совпадает с прямым произведением их цепно рекуррентных
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Рис. 2.1. Цепно рекуррентная точка
Fig 2.1. Chain recurrent point

множеств, причем каждая цепная компонента гомеоморфизма f × g является пря-
мым произведением некоторых цепных компонент f и g.

Пусть f :Mn →Mn — диффеоморфизм, заданный на гладком замкнутом многооб-
разии размерности n. Компактное f -инвариантное множество Λ ⊂ int Mn называется
гиперболическим, если для каждого x ∈ Λ касательное пространство TxMn представ-
ляется в виде прямой суммы подпространств Esx, Eux , TxMn = Esx ⊕ Eux , такой что

а) Df(Esx) = Esf(x), Df(E
u
x ) = Euf(x);

б) для некоторых фиксированных c > 0 и 0 < λ < 1

||Dfk(v)|| ⩽ cλk||v||, v ∈ Esx, k > 0,

||Df−k(v)|| ⩽ cλk||v||, v ∈ Eux , k > 0;

в) Esx, Eux меняются непрерывно при изменении x ∈ Λ.

Следующая теорема касается гиперболичности прямого произведения гиперболических
множеств.

Т е о р е м а 2.2. Прямое произведение гиперболических множеств Λf и Λg диф-
феоморфизмов f и g является гиперболическим множеством диффеоморфизма f × g.

Условие гиперболичности цепно рекуррентного множества диффеоморфизма экви-
валентно Ω-устойчивости системы (см., например, [13]). Тогда результат, сформулиро-
ванный ниже, является непосредственным следствием теорем 2.1 и 2.2.

С л е д с т в и е 2.1. Если диффеоморфизмы f и g являются Ω-устойчивыми,
то их прямое произведение f × g также будет Ω-устойчивым диффеоморфизмом.

Функцией Ляпунова [1] для диффеоморфизма f :Mn →Mn называется непрерыв-
ная функция φ :Mn → R со следующими свойствами:

1) если x /∈ Rf , то φ(f(x)) < φ(x);

2) если x, y ∈ Rf , то φ(x) = φ(y) тогда и только тогда, когда x и y лежат в одной
цепной компоненте;
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3) φ(Rf ) — компактное нигде не плотное подмножество прямой R.

Гладкая функция Ляпунова, множество критических точек которой совпадает с цеп-
но рекуррентным множеством системы, называется энергетической функцией [3].

Сформулируем теорему о существовании энергетической функции для прямого про-
изведения диффеоморфизмов.

Т е о р е м а 2.3. Если Ω-устойчивые диффеоморфизмы f и g обладают энерге-
тической функцией, то их прямое произведение f × g будет иметь энергетическую
функцию в виде взвешенной суммы энергетических функций для диффеоморфизмов
f и g.

Доказательство этой теоремы будет проведено в п. 5.

3. Цепно рекуррентное множество прямого произведения го-
меоморфизмов

Докажем теорему 2.1, а именно: цепно рекуррентное множество прямого произве-
дения гомеоморфизмов совпадает с прямым произведением их цепно рекуррентных
множеств.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что Rf × Rg = Rf×g, где Rf , Rg, Rf×g —
цепно рекуррентные множества гомеоморфизмов f, g и f ×g соответственно. Для этого
покажем включение в обе стороны.

1. Rf ×Rg ⊂ Rf×g
Пусть точка x ∈ Rf , тогда ∀ε > 0 существует ε/2-цепь x = x0, x1, . . . , xn−1, xn = x

длины n, такая что d1(f(xi−1), xi) < ε/2 для всех i = 1, . . . , n.
Пусть точка y ∈ Rg, тогда ∀ε > 0 существует ε/2-цепь y = y0, y1, . . . , yk−1, yk = y

длины k, такая что d2(g(yi−1), yi) < ε/2 для всех i = 1, . . . , k.
Очевидно, что последовательности x0, . . . , xn−1, x0, . . . , xn−1, x0, . . . , xn−1︸ ︷︷ ︸

k раз

, xn

и y0, . . . , yk−1, y0, . . . , yk−1, y0 . . . , yk−1︸ ︷︷ ︸
n раз

, yk являются ε/2-цепями длины n и k гомео-

морфизмов f и g соответственно, соединяющими точки x и y с собой. Докажем, что
последовательность точек, составленная из этих двух цепей, является ε-цепью длины
nk гомеоморфизма f × g для точки (x, y) ∈ Rf ×Rg, соединяющей её с собой, т. е. для
последовательности (x, y) = (x̃0, ỹ0), (x̃1, ỹ1), . . . , (x̃nk, ỹnk) = (x, y), где x̃i = xi mod n и
ỹi = yi mod k, верны оценки d((f(x̃i−1), g(ỹi−1)), (x̃i, ỹi)) < ε для всех i = 1, . . . , nk. Из
неравенства треугольника и определения метрики d получаем:

d((f(x̃i−1), g(ỹi−1)), (x̃i, ỹi)) ⩽ d((f(x̃i−1), g(ỹi−1)), (x̃i, g(ỹi−1)))+d((x̃i, g(ỹi−1)), (x̃i, ỹi)) =

= d1(f(x̃i−1), x̃i) + d2(g(ỹi−1), ỹi) =

= d1(f(xi−1(mod n)), xi(mod n)) + d2(g(yi−1(mod n)), yi mod n) < ε/2 + ε/2 = ε.

Таким образом, точки (x, y) ∈ Rf ×Rg являются цепно рекуррентными.
Следовательно, мы доказали, что прямое произведение цепно рекуррентных мно-

жеств гомеоморфизмов включено в цепно рекуррентное множество их прямого произ-
ведения.

2. Rf ×Rg ⊃ Rf×g.
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Пусть точка (x, y) ∈ Rf×g, тогда ∀ε > 0 существует ε-цепь (x, y) = (x0, y0), (x1,
y1), . . . , (xn−1, yn−1), (xn, yn) = (x, y) длины n, такая что d((f×g)(xi−1, yi−1), (xi, yi)) < ε
для всех i = 1, . . . , n. По определению метрики прямого произведения:

d((f(xi−1), g(yi−1)), (xi, yi)) =
√
d21(f(xi−1), xi) + d22(g(yi−1), yi) < ε,

а значит
d1(f(xi−1), xi) < ε и d2(g(yi−1), yi) < ε.

Таким образом, ∀ε > 0 последовательности x0, x1, . . . , xn и y0, y1, . . . , yn являются
ε-цепями, соединяющими точки x и y с собой, т. е. x ∈ Rf , y ∈ Rg. Следовательно,
обратное включение тоже доказано.

Аналогичным образом доказывается, что каждая цепная компонента гомеоморфиз-
ма f × g является прямым произведением некоторых цепных компонент f и g.

4. Прямое произведение гиперболических множеств

В данном разделе докажем теорему 2.2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f и g — диффеоморфизмы, заданные на гладких

замкнутых многообразиях Mn и Mk соответственно, с гиперболическими множества-
ми Λf и Λg. Докажем, что множество Λ = Λf × Λg является гиперболическим для
диффеоморфизма f × g, заданного на многообразии M =Mn ×Mk, по определению.

Рассмотрим произвольную точку (x, y) ∈ Λ. По определению прямого произведения
Римановых многообразий касательное пространство T(x,y)M = TxM

n × TyM
k. Дока-

жем, что T(x,y)M представляется в виде прямой суммы подпространств Es(x,y), E
u
(x,y),

T(x,y)M = Es(x,y) ⊕ Eu(x,y). Поскольку Λf и Λg — гиперболические, то TxMn = Esx ⊕ Eux
и TyM

k = Esy ⊕ Euy . Для любого (v, w) ∈ T(x,y)M : v ∈ TxM
n, w ∈ TyM

k и по опреде-
лению прямой суммы существуют единственные представления v = vs + vu, vs ∈ Esx,
vu ∈ Eux , и w = ws + wu, ws ∈ Esy, wu ∈ Euy . Тогда справедлива цепочка равенств:

(v, w) = (vsx, 0) + (vux , 0) + (0, wsy) + (0, wuy ) = (vsx, w
s
y) + (wux , w

u
y ),

причем данное представление в виде суммы единственно. Таким образом, Es(x,y) = Esx×
×Esy и Eu(x,y) = Eux × Euy . Проверим выполнение остальных условий определения:

a) матрица, определяющая дифференциал D(f×g), имеет блочно-диагональный вид
с блоками Df и Dg, поэтому D(f × g)(Es(x,y)) = Es(f(x),g(y)), D(f × g)(Eu(x,y)) =
= Eu(f(x),g(y));

б) докажем оценки действия дифференциала D(f × g) на Es(x,y) (для Eu(x,y) доказа-
тельство аналогично). Существуют константы cf , cg > 0 и 0 < λf , λg < 1

||Dfm(v)|| ⩽ cfλ
m
f ||v||, v ∈ Esx,m > 0,

||Dgm(w)|| ⩽ cgλ
m
g ||w||, w ∈ Esy,m > 0,

и

||D(f × g)m(v, w)|| = ||(Dfm(v), Dgm(w))|| =
√

(||Dfm(v)||2 + ||Dgm(w)||2) ⩽

⩽
√
(cfλmf ||v||)2 + (cgλmg ||w||)2 ⩽ cf×gλ

m
f×g

√
||v||2 + ||w||2 = cf×gλ

m
f×g||(v, w)||,

где cf×g = max{cf , cg}, λf×g = max{λf , λg}, (v, w) ∈ Es(x,y) и m > 0;
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в) непрерывность Es(x,y), E
u
(x,y) непосредственно следует из непрерывности Esx, Eux ,

Esy, Euy .

Таким образом, Λ – гиперболическое множество.

5. Энергетическая функция для прямого произведения

В данном разделе мы докажем теорему 2.3.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Mn и Mk — гладкие замкнутые многообразия и

φf :Mn → R и φg :Mk → R — энергетические функции для Ω-устойчивых диффеомор-
физмов f :Mn →Mn и g :Mk →Mk соответственно. В силу теоремы о спектральном
разложении Смейла диффеоморфизмы f , g имеют конечное число цепных компонент,
т. е. Rf = C1

f ∪ · · · ∪ Clf и Rg = C1
g ∪ · · · ∪ Cmg . Выберем положительные константы a

и b таким образом, что a — это обратное к разности между максимальным и мини-
мальным значением функции φf на цепных компонентах диффеоморфизма f , a b/2
— обратное к минимальной разности между значениями функции φg на различных
цепных компонентах диффеоморфизма g, т. е.

a =


1

max
i ̸=j

|φf (Cif )− φf (C
j
f )|

, если l > 1,

1, если l = 1,

(5.1)

b =


2

min
i ̸=j

|φg(Cig)− φg(C
j
g)|
, если m > 1,

1, если m = 1.

(5.2)

Докажем, что φ = aφf+bφg :M
n×Mk → R — энергетическая функция для прямого

произведения диффеоморфизмов f и g. Для этого проверим выполнение следующих
условий:

1) φ — функция Ляпунова для f × g;

2) φ — гладкая;

3) множество критических точек Cr(φ) совпадает с Rf×g.

1. Докажем сначала убывание вдоль траекторий вне цепно рекуррентного множе-
ства. Рассмотрим точку (x, y) /∈ Rf×g, такую что x ∈ Mn, y ∈ Mk. Из теоремы 2.1
следует, что

(x, y) ∈ Rf×g ⇔

{
x ∈ Rf ,

y ∈ Rg.

Значит, если (x, y) /∈ Rf×g, то либо x /∈ Rf и φf (f(x)) < φf (x), либо y /∈ Rg
и φg(g(y)) < φg(y). Тогда

φ((f × g)(x, y)) = aφf (f(x)) + bφg(g(y)) < aφf (x) + bφg(y) = φ(x, y),

т. е. функция φ убывает вдоль блуждающих орбит.
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Докажем, что если (x1, y1), (x2, y2) ∈ Rf×g, то φ(x1, y1) = φ(x2, y2) тогда и только
тогда, когда (x1, y1) и (x2, y2) лежат в одной цепной компоненте.

Пусть φ(x1, y1) = φ(x2, y2), тогда

φ(x1, y1) = aφf (x1)+bφg(y1) = a(φf (x1)−φf (x2))+b(φg(y1)−φg(y2))+aφf (x2)+aφg(y2) =

= a(φf (x1)− φf (x2)) + b(φg(y1)− φg(y2)) + φ(x2, y2),

а значит
a(φf (x1)− φf (x2)) = −b(φg(y1)− φg(y2))

и
a|φf (x1)− φf (x2)| = b|φg(y1)− φg(y2)|. (5.3)

Предположим, что (x1, y1) и (x2, y2) лежат в разных цепных компонентах. Тогда
из уравнения 5.3 и теоремы 2.1 следует, что y1, y2 лежат в разных цепных компонен-
тах диффеоморфизма g. Из определения констант a и b следует верность следующих
неравенств:

a|φf (x1)− φf (x2)| ⩽ amax
i ̸=j

|φf (Cif )− φf (C
j
f )| = 1;

b|φg(y1)− φg(y2)| ⩾ bmin
i ̸=j

|φg(Cig)− φg(C
j
g)| = 2.

Таким образом, равенство 5.3 выполняется только когда (x1, y1) и (x2, y2) лежат в
одной цепной компоненте.

Пусть (x1, y1) и (x2, y2) лежат в одной цепной компоненте Cf×g, тогда существуют
цепные компоненты Cif , C

j
g диффеоморфизмов f и g соответственно, такие что x1, x2 ∈

∈ Cif , y1, y2 ∈ Cjg . Следовательно, φf (x1) = φf (x2) и φg(y1) = φg(y2).
Тогда

φ(x1, y1) = aφf (x1) + bφg(y1) = aφf (x2) + bφg(y2) = φ(x2, y2).

2. Функция φ – гладкая как линейная комбинация гладких функций.
3. Покажем, что градиент функции φ обращается в ноль только в цепно рекуррент-

ных точках.
∀(x, y) ∈M , x = (x1, . . . , xn) ∈Mn, y = (y1, . . . , yk) ∈Mk;

grad φ = a((φf )
′
x1
, . . . , (φf )

′
xn
, 0, . . . , 0) + b(0, . . . , 0, (φg)

′
y1 , . . . , (φg)

′
yk
) =

= (a(φf )
′
x1
, . . . , a(φf )

′
xn
, b(φg)

′
y1 , . . . , b(φg)

′
yk
),

т. е.
grad φ = 0 ⇔ grad φf = 0 и grad φg = 0.

Таким образом, φ = aφf + bφg — энергетическая функция для диффеоморфизма
f × g.
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