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Аннотация. Рассматриваются начально-краевые задачи для систем дифференциальных урав-
нений, представляющие собой математические модели механической системы «трубопровод –
датчик давления». В такой системе для ослабления воздействия виброускорений и высоких тем-
ператур датчик с помощью трубопровода соединен с двигателем и располагается на некотором
расстоянии от него. Механическая система «трубопровод – датчик давления» предназначена
для измерения давления в газожидкостных средах, например, для контроля давления рабочей
среды в камерах сгорания двигателей. На основе указанных моделей изучается совместная ди-
намика упругого чувствительного элемента датчика давления и рабочей среды в трубопроводе.
Движение рабочей среды описывается линейными моделями механики жидкости и газа, для
описания динамики упругого чувствительного элемента применяются линейные модели меха-
ники твердого деформируемого тела. Представлены аналитические и численные методы реше-
ния исследуемых начально-краевых задач. Численное исследование начально-краевой задачи
проведено на основе метода Галеркина. При аналитическом исследовании с помощью введе-
ния усредненных характеристик решение исходной двумерной задачи сведено к исследованию
одномерной модели, дальнейшее исследование которой позволило свести решение одномерной
задачи к изучению дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом. Также про-
веден численный эксперимент и представлен пример расчета отклонения подвижного элемента
датчика.
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1. Введение

В связи с постоянным развитием техники необходимо улучшать и разрабатывать
новые типы первичных преобразователей, а именно датчики давления [1–6], которые
характеризуются в т. ч. аварийными режимами работы. Для получения максималь-
но точных данных датчики рекомендуется размещать непосредственно на двигателе,
но при этом на них воздействуют повышенные виброускорения и широкие диапазоны
температур. Это приводит к ошибочным измерениям датчика и, в некоторых случа-
ях, к поломке его упругого чувствительного элемента. Работа [7] посвящена влиянию
на погрешность измерения датчика нестационарной температуры измеряемой среды. В
работе [8] рассматриваются проблемы повышения устойчивости датчиков к вибрациям,
выбора конструкционных и функциональных материалов.

Ввиду вышесказанного возникает важная проблема проектирования механической
системы «трубопровод – датчик давления». Задача заключается в получении системы
дифференциальных уравнений, которая связывает закон изменения давления рабочей
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среды на входе в трубопровод (на выходе из камеры сгорания двигателя) и деформацию
упругого чувствительного элемента датчика (размещенного на выходе из трубопрово-
да). Эти уравнения предназначены для расчета изменения давления в двигателе по
величине деформации упругого элемента. В работах [9–10] представлены некоторые
модели и методы исследования механической системы «трубопровод – датчик давле-
ния». В случае несжимаемости рабочей среды такие модели рассматривались в работах
[11–15]. Некоторые двумерные и трехмерные модели механической системы «трубопро-
вод – датчик давления» и методы их исследования указаны в работе [16].

В данной статье на основе двумерной плоской модели, представляющей собой
начально-краевую задачу для системы дифференциальных уравнений, исследуется со-
вместная динамика упругого чувствительного элемента датчика давления и рабочей
среды в трубопроводе в предположении, что среда идеальная и сжимаемая. Динамика
чувствительного элемента описывается линейными моделями механики твердого де-
формируемого тела. Для описания движения рабочей среды применяются линейные
модели механики жидкости и газа. Исследование предложенной начально-краевой за-
дачи с помощью приближенного метода решения, основанного на введении усреднен-
ных характеристик, сведено к исследованию одномерной модели. Для полученной од-
номерной задачи проведено аналитическое исследование, позволяющее свести решение
задачи к исследованию дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом,
связывающего между собой величину перемещения чувствительного элемента датчика
с законом изменения давления рабочей среды в двигателе.

Также предложена математическая постановка задачи для давления и проведено ее
исследование на основе метода Галеркина.

2. Двумерная модель системы «трубопровод–датчик давления»

Рассмотрим математическую постановку начально-краевой задачи, описывающей
двумерную плоскую модель механической системы «трубопровод–датчик давления»

φtt = a20(φxx + φyy), x ∈ (0, l), y ∈ (0, h), (2.1)

φy(x, 0, t) = φy(x, h, t) = 0, x ∈ (0, l), (2.2)

φx(l, y, t) = ẇ(y, t), y ∈ (0, h), (2.3)

−ρ0φt(0, y, t) = P (y, t), y ∈ (0, h), (2.4)

P0 − ρ0φt(l, y, t) − P∗ = L(w(y, t)), y ∈ (0, h). (2.5)

В уравнении (2.5) дифференциальный (или интегро-дифференциальный) оператор
L(w(y, t)) задается в зависимости от выбранной модели твердого деформируемого тела,
например,

L(w(y, t)) = L∗(w(y, t)) ≡ mẅ +Dw
′′′′

+Nw
′′

+ βẇ
′′′′

+ f(ẇ, w). (2.6)

В (2.1)–(2.6) φ(x, y, t) – потенциал скорости, описывающий движение сжимаемой
рабочей среды в трубопроводе с прямолинейными стенками y = 0, y = h; w(y, t) –
деформация упругого элемента датчика, расположенного в конце трубопровода x = l;
P0, a0, ρ0 – давление, скорость звука, плотность, соответствующие состоянию покоя
рабочей среды; P∗ – внешнее воздействие на упругий элемент; P (y, t) – заданный закон
изменения давления рабочей среды на входе в трубопровод x = 0; D и m – изгибная
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жесткость и погонная масса упругого элемента; β - коэффициент внутреннего демпфи-
рования; N – сжимающее (растягивающее) элемент усилие; f(ẇ, w) — некоторая линей-
ная или нелинейная функция, зависящая от деформации упругого элемента w(y, t) и
скорости деформации ẇ(y, t); индексами x, y, t снизу обозначены частные производные
по координатам x, y и времени t, точка сверху обозначает частную производную по t,
штрих - частную производную по y.

Уравнение (2.1) описывает движение идеального газа в трубопроводе; условия (2.2)–
(2.3) – условия непротекания стенок трубопровода и поверхности упругого элемента;
условие (2.4) определяет закон изменения давления на входе в трубопровод; уравнение
(2.5) описывает динамику упругого элемента. Необходимо задать начальные условия
для функций φ(x, y, t) и w(y, t), а также граничные условия для функции деформации
w(y, t) при y = 0, y = h, соответствующие типу закрепления концов упругого элемента
(например, w = wyy = 0 для шарнирного закрепления, w = wy = 0 для жесткого
защемления). Таким образом, имеем связанную краевую задачу для функций φ(x, y, t)
и w(y, t), которую следует дополнить начальными условиями.

Для решения задачи (2.1)–(2.5) введем усредненные характеристики основных ве-
личин системы

Φ(x, t) =

h∫
0

φ(x, y, t)dy, ξ(t) =

h∫
0

w(y, t)dy,

G(t) =

h∫
0

P (y, t)dy, Q(w) =

h∫
0

L(w(y, t))dy.

(2.7)

Интегрируя (2.1)–(2.5) по y в пределах от 0 до h, с учетом обозначений (2.7) и гранич-
ных условий (2.2), получим:

Φtt − a20Φxx = 0, (2.8)

Φx(l, t) = ξ̇(t), (2.9)

−ρ0Φt(0, t) = G(t), (2.10)

(P0 − P∗)h− ρ0Φt(l, t) = Q(w). (2.11)

Пусть w(y, t) = g(y)θ(t), w0 =
h∫
0

g(y)dy, где функция g(y) удовлетворяет граничным

условиям в соответствии с типом закрепления концов упругого элемента (в частности,
при шарнирном закреплении обоих концов элемента можно задать g(y) = sin

πy

h
). При

этом ξ(t) = θ(t) ·
h∫
0

g(y)dy = w0θ(t).

В линейной модели оператор (2.6) принимает вид  L(w(y, t)) = mẅ+Dw
′′′′

+Nw
′′
+

+βẇ
′′′′

+αẇ+γw, где α, γ - коэффициенты демпфирования и жесткости упругой связи.
В этом случае

Q(w) = m0θ̈(t) + α0θ̇(t) + γ0θ(t), (2.12)

где m0 = m

h∫
0

g(y)dy; α0 = α

h∫
0

g(y)dy + β

h∫
0

g
′′′′

(y)dy,

γ0 = D

h∫
0

g
′′′′

(y)dy +N

h∫
0

g
′′
(y)dy + γ

h∫
0

g(y)dy.
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В результате решение плоской двумерной задачи (2.1)–(2.5) сведено к изучению
одномерной задачи (2.8)–(2.11) для функций Φ(x, t), θ(t), в которой ξ̇(t) = w0θ̇(t), а
Q(w) имеет вид (2.12).

3. Сведение решения задачи к исследованию уравнения с от-
клоняющимся аргументом

Общее решение волнового уравнения (2.8) записывается в виде

Φ(x, t) = A

(
t− x

a0

)
+B

(
t+

x

a0

)
, (3.1)

где A
(
t− x

a0

)
, B

(
t+

x

a0

)
– произвольные функции своих аргументов.

Удовлетворяя условиям (2.9) – (2.11), с учетом (3.1), получим

−ρ0 [A′(t) +B′(t)] = G(t), (3.2)

−A′
(
t− l

a0

)
+B′

(
t+

l

a0

)
= a0w0θ̇(t), (3.3)

(P0 − P∗)h− ρ0

[
A′
(
t− l

a0

)
+B′

(
t+

l

a0

)]
= Q(w). (3.4)

Из (3.3)–(3.4) найдем

A′
(
t− l

a0

)
= − 1

2ρ0
[(P∗ − P0)h+Q(w)] − a0w0

2
θ̇(t), (3.5)

B′
(
t+

l

a0

)
= − 1

2ρ0
[(P∗ − P0)h+Q(w)] +

a0w0

2
θ̇(t). (3.6)

Согласно (3.5)–(3.6)

A′(t) = − 1

2ρ0

[
(P∗ − P0)h+Q

(
θ

(
t+

l

a0

))]
− a0w0

2
θ̇

(
t+

l

a0

)
, (3.7)

B′(t) = − 1

2ρ0

[
(P∗ − P0)h+Q

(
θ

(
t− l

a0

))]
+
a0w0

2
θ̇

(
t− l

a0

)
. (3.8)

Подставляя (3.7)–(3.8) в (3.2), получим уравнение с отклоняющимся аргументом, свя-
зывающее величину отклонения θ(t) чувствительного элемента датчика с законом из-
менения давления G(t) рабочей среды в двигателе:

Q

(
θ

(
t− l

a0

))
+Q

(
θ

(
t+

l

a0

))
− ρ0a0w0

[
θ̇

(
t− l

a0

)
− θ̇

(
t+

l

a0

)]
=

= 2[G(t) + (P0 − P∗)h].
(3.9)

С учетом (2.12) уравнение (3.9) принимает вид

m0

[
θ̈

(
t− l

a0

)
+ θ̈

(
t+

l

a0

)]
+ α0

[
θ̇

(
t− l

a0

)
+ θ̇

(
t+

l

a0

)]
+

+γ0

[
θ

(
t− l

a0

)
+ θ

(
t+

l

a0

)]
− ρ0a0w0

[
θ̇

(
t− l

a0

)
− θ̇

(
t+

l

a0

)]
=

= 2[G(t) + (P0 − P∗)h].

(3.10)
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Если l/a0 = ε – малый параметр (например, для воздуха a0 ≈ 330 м/с), то, проводя
в (3.10) разложение по степеням ε и отбрасывая старшие по порядку члены, можно
получить приближенное уравнение (без отклонения аргумента t), связывающее θ(t)
и G(t):

(m0 + ρ0w0l)θ̈(t) + α0θ̇(t) + γ0θ(t) +
ε2

2

[(
m+

ρ0w0l

3

)
θ(4)(t) +

+ α0

...
θ (t) + γ0θ̈(t)

]
+O(ε4) = G(t) + (P0 − P∗)h.

(3.11)

Решение этого линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициен-
тами можно как искать классическими методами, так и исследовать численно.

4. Математическая постановка и решение задачи для давления

Введем функцию z(x, t) = Φt(x, t), которая является представителем давления (P =
= P0 − ρ0Φt(x, t)). Тогда система уравнений (2.8)–(2.12) примет вид

ztt − a20zxx = 0, (4.1)

−ρ0z(0, t) = G(t), (4.2)

zx(l, t) = w0θ̈(t), (4.3)

Q(w) ≡ m0θ̈(t) + α0θ̇(t) + γ0θ(t) = (P0 − P∗)h− ρ0z(l, t). (4.4)

Проведем численно-аналитическое исследование задачи (4.1)–(4.4) на основе метода
Галеркина.

а) Функцию z(x, t) представим в виде ряда по полной на отрезке [0, l] системе функ-
ций sn(x) = sinλnx, λn =

nπ

l
, удовлетворяющих однородным граничным условиям

sn(0) = 0, sn(l) = 0:

z(x, t) = a(t) + b(t)x+

n0∑
n=1

zn(t) sinλnx, λn =
nπ

l
. (4.5)

Удовлетворяя условиям (4.2), (4.4), найдем:

a(t) = − 1

ρ0
G(t), b(t) = − 1

ρ0l
[Q(w) − (P0 + P∗)h−G(t)]. (4.6)

После подстановки (4.5)–(4.6) в (4.3) получим

Q(w) + ρ0lw0θ̈(t) − ρ0l

n0∑
n=1

λnzn(t) cosλnl = (P0 − P∗)h+G(t). (4.7)

Подставив (4.5)–(4.6) в уравнение (4.1) запишем:

(Q̈(w) − G̈(t))x+ lG̈(t) − ρ0l

n0∑
n=1

(z̈n(t) + a20λ
2
nzn(t)) sinλnx = 0. (4.8)
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Согласно методу Галеркина, проецируя уравнения (4.8) на систему базисных функций
{sinλnx}n0

n=1, получим:

z̈n(t) + a20λ
2
nzn(t) =

2

ρ0l
G̈(t)

∫ l

0

sinλnxdx+
2

ρ0l2
[Q̈(w) − P̈ (t)]

∫ l

0

x sinλnxdx,

n = 1 ÷ n0.
(4.9)

Таким образом, получена система обыкновенных дифференциальных уравнений (4.7),
(4.9) для неизвестных функций θ(t) и zn(t), дополняя которую начальными условиями,
имеем задачу Коши.

б) Функцию z(x, t) представим в виде ряда по полной на отрезке [0, l] системе функ-

ций sn(x) = sinλnx, λn =
(2n− 1)π

2l
, удовлетворяющих однородным граничным усло-

виям sn(0) = 0, s
′

n(l) = 0:

z(x, t) = a(t) + b(t)x+

n0∑
n=1

zn(t) sinλnx, λn =
(2n− 1)π

2l
. (4.10)

Удовлетворяя условиям (4.2)–(4.3), найдем:

a(t) = − 1

ρ0
P (t), b(t) = ẅ(t). (4.11)

Тогда, подставив (4.10)–(4.11) в уравнение (4.4), получим

ρ0w0lθ̈(t) + ρ0

n0∑
n=1

zn(t) sinλnl − (P0 − P∗)h+Q(w) −G(t) = 0. (4.12)

Подставив (4.10)–(4.11) в уравнение (4.1) и спроецировав невязку полученного уравне-
ния на систему базисных функций {sinλnx}n0

n=1, запишем:

z̈n(t) + a20λ
2
nzn(t) +

2w0

l

....
θ (t)

∫ l

0

x sinλnxdx =
2

ρ0l
G̈(t)

∫ l

0

sinλnxdx, n = 1 ÷ n0. (4.13)

В результате имеем систему обыкновенных дифференциальных уравнений (4.12)–(4.13)
для неизвестных функций θ(t) и zn(t), дополнив которую начальными условиями, по-
лучим задачу Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

5. Численный эксперимент

В качестве примера рассмотрим механическую систему. Рабочая среда – воздух
(ρ0 = 1). Пластина (упругий элемент) изготовлена из алюминия. Параметры системы:
P0 = P∗ = 105, a0 = 331, l = 5, h = 0, 05, толщина пластины hpl = 0, 001, m = 2, 7,
D = 6, 596, N = 1000, β = 0, 5, α = 0, 3, γ = 0, 2 (все значения приведены в системе
СИ); G(t) = 104(1 + cos(2t)).

С помощью системы Mathematica численно получены решение уравнения (3.11),
решение системы (4.7)–(4.9) и решение системы (4.12)–(4.13). При решении уравнения

(3.11) начальные условия заданы в виде: θ(0) =
G(0)

γ0
, θ̇(0) = θ̈(0) =

...
θ (0) = 0. Пример
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расчета представлен на рисунке 5.1 а). Для расчета систем (4.7), (4.9) и (4.12), (4.13)
начальные условия заданы в следующем виде: zn(0) = żn(0) = 0, k = 1, 2, ..., n0, θ(0) =
G(0)

γ0
, θ̇(0) = θ̈(0) =

...
θ (0) = 0. На рисунке 5.1,б) представлены примеры расчетов только

для системы (4.7), (4.9) при n0 = 10, т. к. численные расчеты для системы (4.12)–(4.13)
полностью идентичны.

a) b)

Рис. 5.1. График деформации подвижного элемента датчика: а) решение
уравнения (3.11); б) решение методом Галеркина

Fig 5.1. The graph of the deflection of the moving element of the sensor: a) the
solution of equation (3.11); b) the solution by the Galerkin method.

Из Рис. 5.1 a)-б) видно, что решение задачи для давления (4.1)–(4.4), построенное
с помощью метода Галеркина (Рис. 5.1 б), достаточно точно согласуется с численным
решением уравнения (3.11) (Рис. 5.1 а).
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Investigation of dynamic processes in pressure
measurement systems for gas-liquid media
Yu. A. Tamarova, P. A. Velmisov, N. D. Aleksanin, N. I. Nurullin

Ulyanovsk State Technical University (Ulyanovsk, Russian Federation)
Abstract. Initial-boundary value problems for systems of differential equations are considered, which
are mathematical models of the mechanical system "pipeline - pressure sensor". In such a system, to
mitigate the effects of vibration accelerations and high temperatures, the sensor is located at a certain
distance from the engine and is connected to it via a pipeline. The "pipeline - pressure sensor"system
is designed to measure pressure in gas-liquid media, for example, to control the pressure of the working
medium in the combustion chambers of engines. On the basis of the proposed models, the joint
dynamics of the sensitive element of the pressure sensor and the working medium in the pipeline is
studied. To describe the motion of the working medium, linear models of fluid and gas mechanics are
used, to describe the dynamics of a sensitive element, linear models of the mechanics of a deformable
solid are applied. Analytical and numerical methods for solving initial-boundary value problems
under study are presented. The numerical study of the initial-boundary value problem was carried
out on the basis of the Galerkin method. In analytical study using the introduction of averaged
characteristics, the solution of the original two-dimensional problem is reduced to the study of a
one-dimensional model, whose further study made it possible to reduce the solution of the problem
to the study of a differential equation with a deviating argument. Also, a numerical experiment is
carried out and an example of calculating the deflection of the sensor’s moving element is presented.
Key Words: differential equations, aeroelasticity, elastic element, pressure sensor, dynamics,
pipeline
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