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К частичной устойчивости линейных систем
относительно заданной компоненты фазового вектора
В.И. Никонов

ФГБОУ ВО «МГУ им. Н. П. Огарева» (г. Саранск, Российская Федерация)
Аннотация. Предлагается новый геометрический подход к исследованию частичной устой-
чивости линейных систем, основанный на применении геометрической теории линейных опе-
раторов. Привлекая теорию сопряженных пространств и сопряженных линейных операторов,
строятся базисы, в которых исследуемая система принимает канонический вид. Рассматрива-
ется циклическое подпространство относительно сопряженного линейного оператора. Строится
базис сопряженного пространства линейного оператора, в котором его матрица принимает кано-
нический вид. Этому базису соответствует двойственный базис исходного линейного простран-
ства. Тогда в паре базисов дуальных пространств, исследуемая система принимает наиболее
простой вид. Реализация геометрических свойств системы осуществляется с помощью неособо-
го линейного преобразования в пространстве части компонент фазового вектора системы. Это
позволяет произвести декомпозицию исследуемой системы с целью получения необходимых
и достаточных условий частичной устойчивости линейной системы. В эквивалентной систе-
ме выделяется независимая подсистема, характер устойчивости которой определяет поведение
исследуемой компоненты фазового вектора исходной системы. Устанавливается взаимосвязь
частичной устойчивости системы с существованием инвариантного подпространства линейного
оператора, характеризующего динамику системы. Канонический вид полученной подсистемы
позволяет легко исключить вспомогательные переменные и записать эквивалентное этой си-
стеме уравнение. Показано применение полученных результатов к решению задачи частичной
устойчивости для линейных систем с постоянными коэффициентами из классов обыкновенных
дифференциальных уравнений, дискретных и систем с отклоняющимся аргументом. Приве-
ден пример линейной системы дифференциальных уравнений, иллюстрирующий полученный
результат.
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1. Введение

В настоящее время имеется несколько подходов к исследованию частичной устойчи-
вости линейных систем с постоянными коэффициентами [1–4],[6; 7]. Несмотря на то, что
теория частичной устойчивости линейных систем изучена достаточно полно, использо-
вание новых геометрических свойств этих объектов позволяет получить более полное
представление о динамике исследуемых компонент фазового вектора таких систем и
использовать их при решении подобных задач.

Данная статья посвящена геометрическим методам исследования частичной устой-
чивости линейных систем с постоянными коэффициентами. Используя геометрическую
теорию линейных операторов [5], предлагается дальнейшее развитие результатов рабо-
ты [8].
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2. Системы линейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений

Пусть поведение объекта описывается системой дифференциальных уравнений вида

dx

dt
= A∗x(t), (2.1)

где x ∈ Rn, A∗ ∈ Rn×n. Требуется исследовать устойчивость системы (2.1) относительно
заданной компоненты фазового вектора x.

Предположим, что требуется исследовать устойчивость относительно первой ком-
поненты. Учитывая это, представим фазовый вектор x в виде x = (y, z), y ∈ R, z ∈ Rp,
n = 1 + p.

Тогда система (2.1) представима в виде

dy

dt
= ay + bz,

dz

dt
= cy +Dz,

(2.2)

где y ∈ R, z ∈ Rp, a ∈ R, b ∈ R1×p, c ∈ Rp×1, D ∈ Rp×p.
Отметим, что т. к. исследуется устойчивость только по переменной y, то необходимо,

чтобы это свойство системы (2.2) не зависело от выбора системы z-координат простран-
ства, в которой система задана. В связи с этим, в пространстве Rp можно выбирать
произвольный базис, что не должно повлиять на характер устойчивости системы (2.2)
относительно переменной y.

Следовательно, проведя замену переменных

z = S−1z, (2.3)

получим эквивалентную систему

dy

dt
= ay + bS−1z,

dz

dt
= Scy + SDS−1z,

(2.4)

Для решения поставленной задачи воспользуемся теорией линейных операторов.
Введем в рассмотрение линейные операторы

D : Rp → Rp,D∗ : Rp∗ → Rp∗,

где Rp∗− сопряженное пространство к Rp, D∗− сопряженный оператор к оператору D.
При этом, будем предполагать, что в стандартном базисе пространства Rp линейный
оператор D имеет матрицу D.

Пусть b∗ = bz ̸= 0 – элемент сопряженного пространства Rp∗ заданный в стан-
дартном базисе этого пространства. Тогда в силу конечномерности пространства Rp∗

найдется такое число s ∈ N , что векторы b∗,D∗b∗, . . . ,D∗s−1b∗− линейно независи-
мы, а вектор D∗sb∗ является линейной комбинацией предыдущих векторов: D∗sb∗ =
−γs−1D∗s−1b∗ − · · · − γ1b

∗. Таким образом,

σ(λ) = λs + γsλ
s−1 + · · ·+ γ2λ+ γ1,

V. I. Nikonov. Partial stability of linear systems with respect to a given component of the phase vector
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где 0 ≤ s ≤ p, является минимальным аннулирующим многочленом вектора b∗ относи-
тельно линейного оператора D∗. При этом (D∗)kb∗ = bDkz− линейный функционал на
линейном пространстве Rp.

Тогда справедливо соотношение

σ((D∗)b∗) = 0.

Циклическое инвариантное подпространство относительно оператора D∗ сопряжен-
ного пространства Rp∗ имеет вид U∗ =< b∗,D∗b∗, . . . ,D∗s−1b∗ >, dim U∗ = s.

В качестве базиса пространства Rp∗ выберем

e1 = b∗, e2 = D∗b∗, . . . , es = D∗s−1b∗, es+1, . . . , ep,

где векторы es+1, . . . , ep дополняют базис циклического подпространства до базиса все-
го пространства Rp∗.

Пусть e1, e2, . . . , es, es+1, . . . , ep – двойственный базис пространства Rp к введенному
базису. При этом ej(ei) = δji , i, j = 1, . . . , p, где δji – символ Кронекера, а ej(ei) – действие
функционала ej на векторе ei.

Имеет место следующая теорема:

Т е о р е м а 2.1 Если rang{b∗,D∗b∗, . . . ,D∗p−1b∗} = s < p, то существует ба-
зис пространства Rp, в котором система (2.2) представима в виде

dy

dt
= ay + z1,

dz1
dt

= bcy + z2,

dz2
dt

= bDcy + z3,

· · ·
dzs−1

dt
= bDs−2cy + zs,

dzs
dt

= bDs−1cy − γ1z1 − γ2z2 − · · · − γszs,

dzs+1

dt
= cs+1y + θs+1,1z1 + θs+1,2z2 + · · ·+ θs+1,pzp,

· · ·
dzp
dt

= cpy + θp,1z1 + θp,2z2 + · · ·+ θp,pzp.

(2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено условие теоремы 2.1. Рассмотрим
элементы bz, bDz, . . . , bDs−1z, z ∈ Rp сопряженного пространства Rp∗ в стандартном
базисе g1 = z1, g2 = z2, ..., gp = zp. Очевидно, что U∗ =< bz, bDz, . . . , bDs−1z > –
линейное подпространство в Rp∗, такое, что dim U∗ = s < p. Учитывая, что линей-
ное подпространство U∗ – инвариантное подпространство сопряженного оператора D∗,
найдем матрицу оператора D∗ в базисе {e1, e2, . . . , es, es+1, . . . , ep}.

В.И. Никонов. К частичной устойчивости линейных систем относительно заданной компоненты . . .
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D∗e1 = e2,
D∗e2 = e3,
· · ·
D∗es−1 = es,
D∗es = −γ1e1 − γ2e

2 − · · · − γse
s,

D∗es+1 = θs+1,1e
1 + θs+1,2e

2 + · · ·+ θs+1,pe
p,

· · ·
D∗ep = θp,1e

1 + θp,2e
2 + · · ·+ θp,pe

p.

(2.6)

Тогда
D∗ei(ej) = ei+1(ej) = δi+1

j , (i = 1, . . . , s− 1, j = 1, . . . , s),

D∗es(ej) = −γj , (j = 1, . . . , s),D∗es(ej) = 0, (j = s, . . . , p),
D∗ei(ej) = θs+1,j , (i = s+ 1, . . . , p, j = 1, . . . , p).

(2.7)

Таким образом, учитывая (2.6) и (2.7), в базисе {e1, e2, . . . , es, es+1, . . . , ep} матрица
линейного оператора D∗ примет вид

D∗
e∗ =



0 0 · · · 0 0 −γ1 θs+1,1 · · · θp,1
1 0 · · · 0 0 −γ2 θs+1,2 · · · θp,2
0 1 · · · 0 0 −γ3 θs+1,3 · · · θp,3
...

... · · ·
...

...
...

... · · ·
...

0 0 · · · 1 0 −γs−1 θs+1,s−1 · · · θp,s−1

0 0 · · · 0 1 −γs θs+1,s · · · θp,s
0 0 · · · 0 0 0 θs+1,s+1 · · · θp,s+1

...
... · · ·

...
...

...
... · · ·

...
0 0 · · · 0 0 0 θs+1,p · · · θp,p


.

Исходя из связи матриц операторов D и D∗ в двойственных базисах получим мат-
рицу

De = D∗T
e∗ =



0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0

−γ1 −γ2 −γ3 · · · −γs−1 −γs 0 · · · 0
θs+1,1 θs+1,2 θs+1,3 · · · θs+1,s−1 θs+1,s θs+1,s+1 · · · θs+1,p

...
...

...
...

...
...

...
...

...
θp1 θp2 θp3 · · · θp,s−1 θps θp,s+1 · · · θpp


.

Это значит, что в паре выбранных двойственных базисов система (2.2) представима
в виде (2.5).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З а м е ч а н и е 2.1 Действительно, переход от исходных базисов про-
странств Rp∗

и Rp к соответствующим двойственным базисам этих пространств

V. I. Nikonov. Partial stability of linear systems with respect to a given component of the phase vector
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осуществляется с помощью линейного преобразования (2.3), где матрицы S−1 и S
имеют, соответственно, вид

S−1 = (E1, E2, . . . , Es, Es+1, . . . , Ep) , S =



E1

E2

· · ·
Es

Es+1

· · ·
Ep


,

где Ej− координатные строки векторов e1, e2, . . . , es, es+1, . . . , ep в стандартном бази-
се пространства Rp∗, Ei− координатные столбцы векторов e1, e2, . . . , es, es+1, . . . , ep
в стандартном базисе пространства Rp.

Таким образом, в паре двойственных базисов имеем

bS−1 = E1
(
E1 E2 · · · Es Es+1 · · · Ep

)
=

=
(
E1E1 E1E2 · · · E1Es E1Es+1 · · · E1Ep

)
=
(
1 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0

)
.

Sc =



E1

E2

· · ·
Es

Es+1

· · ·
Ep


c =



E1c
E2c
· · ·
Esc
Es+1c
· · ·
Epc


=



bc
bDc
· · ·
bDsc
Es+1c
· · ·
Epc


=



bc
bDc
· · ·
bDsc
cs+1

· · ·
cp


,

SDS−1 =



E1

E2

· · ·
Es

Es+1

· · ·
Ep


D
(
E1 E2 · · · Es Es+1 · · · Ep

)
=

=



E1DE1 E1DE2 · · · E1DEs E1DEs+1 · · · E1DEp

E2DE1 E2DE2 · · · E2DEs E2DEs+1 · · · E2DEp

...
...

...
...

...
...

...
Es−1DE1 Es−1DE2 · · · Es−1DEs Es−1DEs+1 · · · Es−1DEp

EsDE1 EsDE2 · · · EsDEs EsDEs+1 · · · EsDEp

Es+1DE1 Es+1DE2 · · · Es+1DEs Es+1DEs+1 · · · Es+1DEp

...
...

...
...

...
...

...
EpDE1 EpDE2 · · · EpDEs EpDEs+1 · · · EpDEp


=

В.И. Никонов. К частичной устойчивости линейных систем относительно заданной компоненты . . .



48 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2021. Vol. 23, No. 1.

=



E2E1 E2E2 · · · E2Es+1 · · · E2Ep

E3E1 E3E2 · · · E3Es+1 · · · E3Ep

...
...

...
...

...
...

EsE1 EsE2 · · · EsEs+1 · · · EsEp

−
s∑

k=1

γkE
kE1 −

s∑
k=1

γkE
kE2 · · · −

s∑
k=1

γkE
kEs+1 · · · −

s∑
k=1

γkE
kEp

p∑
k=1

θs+1,kE
kE1

p∑
k=1

θs+1,kE
kE2 · · ·

p∑
k=1

θs+1,kE
kEs+1 · · ·

p∑
k=1

θs+1,kE
kEp

...
...

...
...

...
...

p∑
k=1

θp,kE
kE1

p∑
k=1

θp,kE
kE2 · · ·

p∑
k=1

θp,kE
kEs+1 · · ·

p∑
k=1

θp,kE
kEp



=

=



0 1 · · · 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 0 · · · 0
−γ1 −γ2 · · · −γs 0 · · · 0
θs+1,1 θs+1,2 · · · θs+1,s θs+1,s+1 · · · θs+1,p

...
...

...
...

...
...

...
θp,1 θp,2 · · · θp,s θp,s+1 · · · θp,p


.

Что и подтверждает истинность утверждения теоремы 2.1. на матричном языке.

З а м е ч а н и е 2.2 Свойство приводимости системы (2.2) к виду (2.5) за-
висит от существования инвариантного подпространства линейного оператора D.
Выполнении условий теоремы 2.1 гарантирует приводимость исходной системы к
канонической форме (2.5). При этом свойство устойчивости по переменной y яв-
ляется инвариантным относительно выбора базиса пространства. Кроме того, ин-
вариантом системы является размерность подпространства. Так для оператора
D,dim U = p− s, а для сопряженного оператора D∗,dim U∗ = s.

Учитывая это, справедлива теорема:

Т е о р е м а 2.2 Для того, чтобы система (2.2) была устойчивой по перемен-
ной y необходимо и достаточно, чтобы была устойчива система

dy

dt
= ay + z1,

dz1
dt

= bcy + z2,

dz2
dt

= bDcy + z3,

· · ·
dzs−1

dt
= bDs−2cy + zs,

dzs
dt

= bDs−1cy − γ1z1 − γ2z2 − · · · − γszs.

(2.8)

V. I. Nikonov. Partial stability of linear systems with respect to a given component of the phase vector
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С л е д с т в и е 2.1 Если rang{b∗,D∗b∗, . . . ,D∗p−1b∗} = p, то существует ба-
зис пространства Rp, в котором система (2.2) представима в виде

dy

dt
= ay + z1,

dz1
dt

= bcy + z2,

dz2
dt

= bDcy + z3,

· · ·
dzs−1

dt
= bDp−2cy + zp,

dzp
dt

= bDp−1cy − γ1z1 − γ2z2 − · · · − γpzp.

В этом случае устойчивость по переменной y эквивалентна устойчивости системы по
всем переменным.

З а м е ч а н и е 2.3 Следует отметить, что полученный результат можно
назвать геометрическим аналогом критерия частичной устойчивости [2] только по
отношению к заданной компоненте фазового вектора.

З а м е ч а н и е 2.4 Следует отметить, что характеристический много-
член системы (2.2) и уравнения (2.5) имеет вид

Ps(λ) = λs+1 + (γs − a)λs + (γs−1 − aγs − bc)λs−1 + · · ·
+(γ1 − aγ2 − bcγ3 − · · · − bDs−3cγs − bDs−2c)λ−
−(aγ1 + bcγ2 + bDcγ3 + · · ·+ bDs−2cγs + bDs−1c).

З а м е ч а н и е 2.5 Используя процедуру дифференцирования можно исклю-
чить переменные z1, . . . , zs из системы (2.5) и получить дифференциальное уравнение
s+ 1-го порядка относительно компоненты y

ds+1y

dts+1
+ (γs − a)

dsy

dts
+ (γs−1 − aγs − bc)

ds−1y

dts−1
+ · · ·

+(γ1 − aγ2 − bcγ3 − · · · − bDs−3cγs − bDs−2c)
dy

dt
−

−(aγ1 + bcγ2 + bDcγ3 + · · ·+ bDs−2cγs + bDs−1c)y = 0.

(2.9)

З а м е ч а н и е 2.6 Коэффициенты γ1, . . . , γs, присутствующие в системе
(2.5), также выражаются через исходные параметры исследуемой системы.

Действительно, исходя из соотношения

D∗sb∗ = −γs−1D∗s−1b∗ − · · · − γ1b
∗,

следует, что D∗sb∗(ei) = −γi, или в координатной форме

bDsEi = −γi, i = 1, . . . , s.

В.И. Никонов. К частичной устойчивости линейных систем относительно заданной компоненты . . .
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В этом случае система (2.5) имеет вид

dy

dt
= ay + z1,

dz1
dt

= bcy + z2,

dz2
dt

= bDcy + z3,

· · ·
dzs
dt

= bDs−1cy + bDsE1z1 + bDsE2z2 + · · ·+ bDsEszs.

Таким образом, характер устойчивости исследуемой компоненты y фазового вектора
x системы (2.2) сводится к исследованию устойчивости системы (2.8) или уравнения
(2.9) .

П р и м е р 2.1 Проиллюстрируем, сказанное выше на примере из [2]. Исследу-
ется устойчивость системы

dy

dt
= −y + z1 − 2z2,

dz1
dt

= 4y + z1,

dz2
dt

= 2y + z1 − z2.

по переменной y.
В нашем случае

{bT , (bD)T } = {(1,−2)T , (−1, 2)T }, rang{bT , (bD)T } = 1 < 2 = dimR2.

Следовательно, согласно теореме 2.2 существует одномерное инвариантное подпро-
странство относительно линейного оператора D∗, матрица которого в стандартном
базисе сопряженного пространства R2∗ имеет вид

D∗ =

(
1 1
0 −1

)
.

При этом минимальный аннулирующий многочлен вектора b∗ = z1 − 2z2 имеет вид

σ(λ) = λ− 1, σ((D∗)b∗) = 0.

В пространстве R2∗ дополняем базис подпространства U∗ =< b∗(z) = z1 − 2z2 >
произвольным линейно независимым с e1(z) = z1−2z2 вектором, например, e2(z) = z2.
Находим соответствующий двойственный базис из пространства R2 : e1 = (1, 0),
e2 = (2, 1). Таким образом

S =

(
1 −2
0 1

)
, S−1 =

(
1 2
0 1

)
, bS =

(
1 0

)
, Sc =

(
0
2

)
, SDS−1 =

(
−1 0
1 1

)
.

Следовательно, система представима в виде

dy

dt
= −y + z1,

dz1
dt

= −z1,
dz2
dt

= 2y + z1 + z2.
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Откуда из устойчивости системы

dy

dt
= −y + z1,

dz1
dt

= −z1,

следует устойчивость исходной системы по переменной y.

3. Системы линейных разностных уравнений

Рассмотрим линейную разностную систему вида

x(t+ 1) = A∗x(t), (3.1)

где x ∈ Rn, A – постоянная матрица соответствующих размеров.
Предположим, что требуется исследовать устойчивость относительно первой ком-

поненты. Учитывая это, представим фазовый вектор x в виде x = (y, z), y ∈ R, z ∈
Rp, n = 1 + p.

Также будем предполагать, что исследуется на устойчивость первая координата
фазового вектора x. В связи с этим представим систему (3.1) в виде

y(t+ 1) = ay(t) + bz(t),
z(t+ 1) = cy(t) +Dz(t).

(3.2)

Отметим, что т. к. исследуется устойчивость по переменной y, свойство системы
(3.2) не должно зависеть от выбора системы z-координат, в которой задана система. В
связи с этим, в пространстве Rp можно выбирать произвольный базис, что не должно
повлиять на характер устойчивости системы (3.2) относительно переменной y.

Проведя замену переменных

z(t) = S−1z(t),

получим эквивалентную систему

y(t+ 1) = ay(t) + bS−1z(t),
z(t+ 1) = Scy(t) + SDS−1z(t),

(3.3)

Аналогичная теорема имеет место и для системы (3.2).

Т е о р е м а 3.1 Если rang{b∗,D∗b∗, . . . ,D∗p−1b∗} = s < p, то существует ба-
зис пространства Rp, в котором система (3.2) представима в виде

y(t+ 1) = ay(t) + z1(t),
z1(t+ 1) = bcy(t) + z2(t),
z2(t+ 1) = bDcy(t) + z3(t),
· · ·
zs−1(t+ 1) = bDs−2cy(t) + zs(t),
zs(t+ 1) = bDs−1cy(t)− γ1z1(t)− γ2z2(t)− · · · − γszs(t),
zs+1(t+ 1) = cs+1y(t) + θs+1,1z1(t) + θs+1,2z2(t) + · · ·+ θs+1,pzp(t),
· · ·
zp(t+ 1) = cpy(t) + θp,1z1(t) + θp,2z2(t) + · · ·+ θp,pzp(t).

(3.4)
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2.1.
Исходя из этого следует что устойчивость системы (3.4) по переменной y эквива-

лентна устойчивости системы

y(t+ 1) = ay(t) + z1(t),
z1(t+ 1) = bcy(t) + z2(t),
z2(t+ 1) = bDcy(t) + z3(t),
· · ·
zs−1(t+ 1) = bDs−2cy(t) + zs(t),
zs(t+ 1) = bDs−1cy(t)− γ1z1(t)− γ2z2(t)− · · · − γszs(t).

(3.5)

Поэтому имеет место утверждение, аналогичное теореме 2.2.

Т е о р е м а 3.2 Для того, чтобы система (3.2) была устойчивой по перемен-
ной y, необходимо и достаточно, чтобы была устойчива система (3.5).

Систему (3.5) также можно привести к эквивалентному уравнению s+1-го порядка
относительно переменной y. Для этого исключим переменные z1(t), z2(t) . . . , zs(t) из
системы (3.5)

Из первого уравнения системы (3.5) и в силу второго уравнения имеем

y(t+ 2) = ay(t+ 1) + z1(t+ 1) = ay(t+ 1) + bcy(t) + z2(t).

Исходя из третьего уравнения, получим

y(t+ 3) = ay(t+ 2) + bcy(t+ 1) + bDz2(t+ 1) = ay(t+ 2) + bcy(t+ 1) + bDcy(t) + z3(t).

Таким образом, на s-м шаге (s – степень минимального многочлена вектора b∗ = bz
относительно оператора линейного оператора D∗) получим уравнение

y(t+ s) = ay(t+ s− 1) + bcy(t+ s− 2) + bDcy(t+ s− 3) + · · ·+ bDs−2cy(t) + zs(t).

Из этого следует

y(t+ s+ 1) = ay(t+ s) + bcy(t+ s− 1) + bDcy(t+ s− 2) + · · ·+ bDs−2cy(t+ 1)+
+zs(t+ 1) = ay(t+ s) + bcy(t+ s− 1) + bDcy(t+ s− 2) + · · ·+
+bDs−2cy(t+ 1)− γ1z1(t)− · · · − γszs(t).

Пользуясь полученными соотношениями, исключаем переменную y из системы (3.5),
приходим к уравнению

y(t+ s+ 1) + (γs − a)y(t+ s− 1) + (γs−1 − aγs − bc)y(t+ s− 2)+
+(γs−2 − aγs−1 − bcγs − bDc)y(t+ s− 3) + · · ·+
+(γ1 − aγ2 − bcγ3 − bDcγ4 − · · · − bDs−3cγs − bDs−2c)y(t+ 1)−
−(aγ1 + bcγ2 + bDcγ3 + · · ·+ bDs−2cγs − bDs−1c)y(t).

(3.6)

Таким образом, и в этом классе систем устойчивость по переменной y сводится к
исследованию устойчивости системы (3.5) или уравнения s+ 1-го порядка (3.6).
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4. Системы линейных дифференциальных уравнений с откло-
няющимся аргументом

Предлагаемый подход применим и к исследованию частичной устойчивости систем
линейных дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом.

Исследуем y-устойчивость системы вида

dx(t)

dt
= A∗x(t− τ), (4.1)

где x ∈ Rn, τ = const, A∗ – постоянная матрица соответствующих размеров.
Представим систему (4.1) в виде

dy(t)

dt
= ay(t− τ) + bz(t− τ),

dz(t)

dt
= cy(t− τ) +Dz(t− τ).

(4.2)

Введем замену переменных
z(t) = S−1z(t),

получим эквивалентную систему

dy(t)

dt
= ay(t− τ) + bS−1z(t− τ),

dz

dt
(t) = Scy(t− τ) + SDS−1z(t− τ).

(4.3)

Аналогичные результаты получаем и в классе линейных систем с отклоняющимся
аргументом.

Т е о р е м а 4.1 Если rang{b∗,D∗b∗, . . . ,D∗p−1b∗} = s < p, то существует ба-
зис пространства Rp, в котором система (4.1) представима в виде

dy(t)

dt
= ay(t− τ) + z1(t− τ),

dz1(t)

dt
= bcy(t− τ) + z2(t− τ),

dz2(t)

dt
= bDcy(t− τ) + z3(t− τ),

· · ·
dzs−1(t)

dt
= bDs−2cy(t− τ) + zs(t− τ),

dzs(t)

dt
= bDs−1cy(t− τ)− γ1z1(t− τ)− γ2z2(t− τ)− · · · − γszs(t− τ),

dzs+1(t)

dt
= cs+1y(t− τ) + θs+1,1z1(t− τ) + θs+1,2z2(t− τ) + · · ·+ θs+1,pzp(t− τ),

· · ·
dzp(t)

dt
= cpy(t− τ) + θp,1z1(t− τ) + θp,2z2(t− τ) + · · ·+ θp,pzp(t− τ).

Доказательство данной теоремы полностью повторяет доказательство теоремы 2.1.
Поэтому получаем аналогичное утверждение
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Т е о р е м а 4.2 Для того чтобы система (4.2) была устойчивой по перемен-
ной y, необходимо и достаточно, чтобы была устойчива система

dy(t)

dt
= ay(t− τ) + z1(t− τ),

dz1(t)

dt
= bcy(t− τ) + z2(t− τ),

dz2(t)

dt
= bDcy(t− τ) + z3(t− τ),

· · ·
dzs−1(t)

dt
= bDs−2cy(t− τ) + zs(t− τ),

dzs(t)

dt
= bDs−1cy(t− τ)− γ1z1(t− τ)− γ2z2(t− τ)− · · · − γszs(t− τ).

(4.4)

Также можно получить уравнение характеризующее поведение переменной y, ис-
ключив ее из системы (4.4).

Исключим переменные z1, z2 . . . , zs из системы (4.4).
Из первого уравнения системы (4.4) и в силу второго уравнения имеем

dy(t+ τ)

dt
= ay(t) + z1(t),

d2y(t+ τ)

dt2
= a

dy(t)

dt
+
dz1(t)

dt
.

Исходя из третьего уравнения системы запишем

d2y(t+ τ)

dt2
= a

dy(t)

dt
+ bcy(t− τ) + z2(t− τ),

d2y(t+ 2τ)

dt2
= a

dy(t+ τ)

dt
+ bcy(t) + z2(t)

Таким образом, на s− 1-м и s-м шагах получим, соответственно, уравнения

ds−1y(t+ (s− 1)τ)

dts
= a

ds−2y(t+ (s− 2)τ)

dts−2
+ bc

ds−3y(t+ (s− 3)τ)

dts−3
+ · · ·

+bDs−3cy(t− τ) + zs−1(t− τ),

dsy(t+ sτ)

dts
= a

ds−1y(t+ (s− 1)τ)

dts−1
+ bc

ds−2y(t+ (s− 2)τ)

dts−2
+ · · ·

+bDs−2cy(t− τ) + zs(t− τ).

тогда
ds+1y(t+ (s+ 1)τ)

dts+1
+ (γs − a)

dsy(t+ sτ)

dts
+

+(γs−1 − aγs − bc)
ds−1y(t+ (s− 2)τ)

dts−1
+ · · ·

+
(
γ1 − aγ2 − · · · − bDs−3cγs − bDs−2c

) dy(t)
dt

−
−
(
aγ1 + bcγ2 + · · ·+ bDs−2cγs + bDs−1

)
y(t− τ) = 0.

(4.5)

Таким образом, и для данного класса систем исследование устойчивости по пере-
менной y сводится к исследованию устойчивости системы (4.4) или к эквивалентному
уравнению (4.5).
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