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Аннотация. Изучается воздействие многочастотных квазипериодических возмущений на си-
стемы, близкие к двумерным нелинейным гамильтоновым. Предполагается, что соответству-
ющая возмущенная автономная система имеет двойной предельный цикл. Анализ функции
Пуанкаре-Понтрягина, построенной для автономной системы, позволяет установить наличие
такого цикла. При выполнении условия соизмеримости собственной частоты соответствующей
невозмущенной гамильтоновой системы с частотами квазипериодического возмущения невозму-
щенный уровень становится резонансным. Резонансные структуры существенно зависят от то-
го, совпадают ли выбранные резонансные уровни с уровнями, порождающими предельные цик-
лы в автономной системе. Получена усредненная система, описывающая топологию окрестно-
стей резонансных уровней. Устанавливаются возможные фазовые портреты усредненной систе-
мы вблизи бифуркационного случая, когда резонансный уровень совпадает с уровнем, в окрест-
ности которого соответствующая автономная система имеет двойной предельный цикл. Для
иллюстрации полученных результатов приводятся результаты теоретического исследования и
численного счета для конкретного уравнения маятникового типа с двухчастотными квазипе-
риодическими по времени возмущениями.
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1. Введение

Будем рассматривать системы вида
ẋ =

∂H(x, y)

∂y
+ εg(x, y, θ1, . . . , θp),

ẏ = −∂H(x, y)

∂x
+ εf(x, y, θ1, . . . , θp),

(1.1)

где ε > 0 – малый параметр; θi = ωit, i = 1, p: функции H, g и f – достаточно гладкие
и равномерно ограниченные по переменным x и y вместе с частными производными
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до второго порядка включительно в некоторой области D ⊂ R2 (или D ⊂ R1 × S1);
функции g и f – непрерывные и квазипериодические по t равномерно относительно
(x, y) ∈ D с несоизмеримыми над полем рациональных чисел частотами ωi, i = 1, p.

Предполагается, что соответствующая невозмущенная система (ε = 0) является
нелинейной гамильтоновой с гамильтонианом H и имеет ячейку D0 ⊂ D, заполненную
замкнутыми фазовыми кривыми H(x, y) = h, h ∈ [hmin, hmax] и не содержащую малых
окрестностей состояний равновесия и сепаратрис. Также предполагается неконсерва-
тивность исходной системы (1.1), что эквивалентно выполнению условия: g′x + f ′y ̸≡ 0.

Проблемы существования квазипериодических и почти периодических решений, а
также сложной динамики в системах вида (1.1), изучались в ряде работ [1–8]. В рабо-
тах [1–2] рассматривался вопрос о существовании квазипериодических и почти перио-
дических решений уравнения Дуффинга. Вопросам существования сложной динамики
для уравнения маятникового типа и уравнения Дуффинга при квазипериодических
возмущениях посвящены работы [3–8].

Наряду с системой (1.1) будем рассматривать соответствующую ей автономную си-
стему 

ẋ =
∂H(x, y)

∂y
+ εg0(x, y),

ẏ = −∂H(x, y)

∂x
+ εf0(x, y),

(1.2)

где

g0(x, y) =
1

(2π)p

2π∫
0

· · ·
2π∫
0

g(x, y, θ1, . . . , θp)dθ1 . . . dθp,

f0(x, y) =
1

(2π)p

2π∫
0

· · ·
2π∫
0

f(x, y, θ1, . . . , θp)dθ1 . . . dθp.

Перейдем вD0 от переменных x, y к переменным «действие I – угол θ » по формулам

I(h) =
1

2π

∮
Mh

y(x, h) dx, θ =
∂S(x, I)

∂I
, S =

x∫
x0

y(x, h(I)) dx, (1.3)

гдеMh = {(x, y) : H(x, y) = h}; S(x, I) – производящая функция данного канонического
преобразования. Преобразование (1.3) можно записать в виде

x = X(I, θ), y = Y (I, θ),

где X, Y – периодические по θ с периодом 2π функции. В результате система (1.1)
в новых переменных запишется в виде

İ = εF1(I, θ, θ1, . . . , θp),

θ̇ = ω(I) + εG1(I, θ, θ1, . . . , θp),

θ̇i = ωi, i = 1, p,

(1.4)

где
F1(I, θ, θ1, . . . , θp) ≡ f(X,Y, θ1, . . . , θp)X

′
θ − g(X,Y, θ1, . . . , θp)Y

′
θ ,

O. S. Kostromina. On resonances under quasi-periodic perturbations of systems with a double limit cycle, . . .
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G1(I, θ, θ1, . . . , θp) ≡ −f(X,Y, θ1, . . . , θp)X ′
I + g(X,Y, θ1, . . . , θp)Y

′
I .

Предполагается, что собственная частота ω(I) невозмущенной системы является моно-
тонной функцией и не обращается в нуль на интервале (Imin, Imax) ≡ (I(hmin), I(hmax)).
Функции F1 и G1 – достаточно гладкие по переменным I, θ, θi, i = 1, p в области
[Imin, Imax]× Tp+1, где Tp+1 – (p+1)-мерный тор.

Говорят, что в системе (1.4) имеет место резонанс, если выполняется условие:

nω(I) =

p∑
i=1

miωi, (1.5)

где n, mi, i = 1, p – взаимно простые натуральные числа. Вещественные решения I
этого уравнения на отрезке [Imin, Imax] будем обозначать Inm,m = (m1, ...,mp). Тогда
уровни I = Inm (замкнутые фазовые кривые H(x, y) = hnm невозмущенной системы)
будем называть резонансными уровнями. Окрестность Uµ = {(I, θ) : Inm − Cµ < I <
< Inm+Cµ, 0 6 θ < 2π, C = const > 0}, µ =

√
ε индивидуального резонансного уровня

I = Inm будем называть резонансной зоной.
Cистема (1.2) в новых переменных запишется в виде{

İ = εF2(I, θ),

θ̇ = ω(I) + εG2(I, θ),
(1.6)

где F2(I, θ) ≡ f0(X,Y )X ′
θ − g0(X,Y )Y ′

θ , G2(I, θ) ≡ −f0(X,Y )X ′
I + g0(X,Y )Y ′

I . Функ-
ции F2 и G2 по определению являются периодическими по θ с периодом 2π. Усредняя
систему (1.6) по θ, получим одномерную систему

u̇ = εB0(u), (1.7)

где

B0(u) =
1

2π

2π∫
0

[f0(X,Y )X ′
θ − g0(X,Y )Y ′

θ ] dθ, u = I +O(ε).

Как известно, простому состоянию равновесия u0 (B(u0) = 0, B′(u0) ̸= 0) усредненной
системы (1.7) отвечает грубый предельный цикл в системе (1.2). Причем предельный
цикл будет устойчивым, если B′(u0) < 0, и неустойчивым в противном случае. Функцию
B0(u) называют порождающей функцией Пуанкаре-Понтрягина.

Задачам о воздействии малых неконсервативных квазипериодических возмущений
на системы с грубыми предельными циклами, близкие к произвольным нелинейным
двумерным гамильтоновым, посвящены работы [9–12]. Кратко перечислим основные
результаты указанных работ, полученные на основе методов исследования систем с пе-
риодическим возмущением [13]: описаны структуры невырожденных резонансных зон,
найдены условия существования в них квазипериодических решений, решена задача
синхронизации квазипериодических колебаний, установлено глобальное поведение ре-
шений. В качестве примеров, демонстрирующих полученные теоретические результаты,
рассматривались уравнения типа Дуффинга.

В данной статье будем рассматривать случай, когда автономная система имеет двой-
ной предельный цикл. Прежде всего, обозначим

B1(u0) ≡ B′
0(u0) =

1

2π

2π∫
0

(
g0

′
x + f0

′
y

)∣∣∣∣x=X(u0,θ)
y=Y (u0,θ)

dθ.
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Двукратный корень u = u∗ уравнения B0(u) = 0 (B1(u∗) = 0, B′
1(u∗) ̸= 0) определяет

невозмущенный уровень I = I∗ (замкнутую фазовую кривую h = h∗ невозмущенной
системы), от которого под действием возмущения родится двойной предельный цикл.

Под действием неавтономного квазипериодического возмущения резонансный уро-
вень может совпасть с уровнем невозмущенной системы, порождающим двойной пре-
дельный цикл в автономной системе. Изучим поведение решений системы (1.4) вблизи
такого бифуркационного случая. Такая задача, помимо чисто математического инте-
реса, имеет важное значение для теории бифуркаций динамических систем, а также
теории синхронизации колебаний. Воздействие периодических по времени возмущений
на систему с двойным предельным циклом, близкую к двумерной нелинейной гамиль-
тоновой, было изучено в работе [14]. Настоящее исследование следует работам [9–10],
[14].

2. Усредненная система в окрестности индивидуального резо-
нансного уровня

Делая в системе (1.4) замену

I = Inm + µu, θ = v +
1

n

p∑
i=1

miωi

и усредняя полученную систему по θ1, . . . , θp, придем к двумерной системе
du

dτ
= A(v; Inm) + µP0(v; Inm)u+ µ2P1(v; Inm)u2 +O(µ3),

dv

dτ
= b1u+ µ(b2u

2 +Q0(v; Inm)) + µ2(b3u
3 +Q1(v; Inm)u) +O(µ3),

(2.1)

где

A(v; Inm) =
1

(2πn)p

2πn∫
0

· · ·
2πn∫
0

F1

(
Inm, v +

1

n

p∑
i=1

miωi, θ1, . . . , θp

)
dθ1 . . . dθp, (2.2)

P0(v; Inm) =
1

(2πn)p

2πn∫
0

· · ·
2πn∫
0

∂

∂I
F1

(
Inm, v +

1

n

p∑
i=1

miωi, θ1, . . . , θp

)
dθ1 . . . dθp, (2.3)

P1(v; Inm) =
1

2(2πn)p

2πn∫
0

· · ·
2πn∫
0

∂2

∂I2
F1

(
Inm, v +

1

n

p∑
i=1

miωi, θ1, . . . , θp

)
dθ1 . . . dθp,

(2.4)

Q0(v; Inm) =
1

(2πn)p

2πn∫
0

· · ·
2πn∫
0

G1

(
Inm, v +

1

n

p∑
i=1

miωi, θ1, . . . , θp

)
dθ1 . . . dθp, (2.5)

Q1(v; Inm) =
1

(2πn)p

2πn∫
0

· · ·
2πn∫
0

∂

∂I
G1

(
Inm, v +

1

n

p∑
i=1

miωi, θ1, . . . , θp

)
dθ1 . . . dθp, (2.6)

O. S. Kostromina. On resonances under quasi-periodic perturbations of systems with a double limit cycle, . . .
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b1 =
dω(Inm)

dI
, b2 =

d2ω(Inm)

2dI2
, b3 =

d3ω(Inm)

6dI3
, τ = µt.

Функции (2.2)–(2.6) являются периодическими по v с наименьшим периодом
2π/n [9–10]. Поэтому фазовое пространство усредненной в окрестности индивидуаль-
ного резонансного уровня I = Inm системы (2.1) – цилиндр {v(mod(2π/n)), u}.

Функции (2.2)–(2.4) могут быть представлены в виде

A(v; Inm) = Ã(v; Inm) +B0(Inm), B0(Inm) = ⟨A(v; Inm)⟩v ,
P0(v; Inm) = P̃0(v; Inm) +B1(Inm), B1(Inm) = ⟨P0(v; Inm)⟩v ,
P1(v; Inm) = P̃1(v; Inm) +B2(Inm), B2(Inm) = ⟨P1(v; Inm)⟩v .

Заметим, что B2(Inm) = B′′
0 (Inm)/2.

Используя приведенные представления для функций (2.2)–(2.4), пренебрегая чле-
нами O(µ3) и делая замену u→ u− µQ0(v; Inm)/b1 в системе (2.1), получим систему

du

dτ
= Ã(v; Inm) +B0(Inm) + µσ(v; Inm)u+ µ2

[(
P̃1(v; Inm) +

+ B2(Inm) +
b2
b1

dQ0(v; Inm)

dv

)
u2 − P̃0(v; Inm)

Q0(v; Inm)

b1

]
,

dv

dτ
= b1u+ µb2u

2 + µ2

[
b3u

3 +

(
Q1(v; Inm)− 2

b2
b1
Q0(v; Inm)

)
u

]
,

(2.7)

где σ(v; Inm) = σ̃(v; Inm)+B1(Inm); σ̃(v; Inm) = P̃0(v; Inm)+ dQ0(v; Inm)/dv; B1(Inm) =
= ⟨σ(v; Inm)⟩v. Система (2.7) определяет топологию индивидуальных резонансных зон
с точностью до членов порядка µ3. Согласно [9], простому устойчивому (неустойчиво-
му) состоянию равновесия такой системы соответствует p-мерный устойчивый (неустой-
чивый) инвариантный тор в системе (1.4), или устойчивое (неустойчивое) квазипери-

одическое резонансное решение с периодами
2πn

ω1
, . . . ,

2πn

ωp
в системе (1.1). Грубому

устойчивому (неустойчивому) предельному циклу усредненной системы с частотой ω0

соответствует (p+1)-мерный устойчивый (неустойчивый) инвариантный тор в системе
(1.4), или устойчивое (неустойчивое) квазипериодическое резонансное решение с пери-

одами
2π

ω0
,
2πn

ω1
, . . . ,

2πn

ωp
в системе (1.1).

Важную роль в изучении структуры окрестности резонансных уровней Inm играет
функция σ(v; Inm). В первую очередь необходимо знать, является ли она знакопосто-
янной или зависит от v [13]. В данной статье мы будем рассматривать случай знакопо-
стоянной функции σ, поэтому σ̃ ≡ 0 и σ(v; Inm) = B1(Inm).

3. Поведение решений усредненной системы

Пусть B0(Inm) = B1(Inm) = 0. Система (2.7) без учета консервативного члена

2µ
b2
b1
Ã(v; Inm)v̇ преобразуется к виду

v̈ − b1Ã(v; Inm) = µ2

[
M(v; Inm) +B2(Inm)

b1
v̇2 +N(v; Inm)

]
, (3.1)

где

M(v; Inm) = P̃1(v; Inm) +Q1
′
v(v; Inm) +

b2
b1
P̃0(v; Inm) + 3

b3
b1
Ã(v; Inm),

О.С. Костромина. О резонансах при квазипериодических возмущениях систем с двойным . . .
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N(v; Inm) = −P̃0(v; Inm)Q0(v; Inm) +

(
Q1(v; Inm)− 2

b2
b1
Q0(v; Inm)

)
Ã(v; Inm).

Перепишем уравнение (3.1) в виде системыu̇ = Ã(v; Inm) + µ2

[
(M(v; Inm) +B2(Inm))u2 +

N(v; Inm)

b1

]
,

v̇ = b1u.

(3.2)

Система (3.2) инвариантна относительно замены u → −u, τ → −τ , поэтому фазовый
портрет уравнения (3.1) симметричен относительно оси u. Фазовое пространство систе-
мы (3.2) – цилиндр {v(mod(2π/n)), u}. Система (3.2) близка к гамильтоновой с гамиль-
тонианом H̃(v, u) = b1u

2/2−V (v), V (v) =
∫
Ã(v; Inm)dv. Система (3.2) при µ = 0 имеет

простые состояния равновесия (v0, 0) двух типов: центр, если b1Ã′
v(v0) < 0, и седло, если

b1Ã
′
v(v0) > 0. Установим взаимное расположение сепаратрис седла (v0, 0) невозмущен-

ной системы под действием возмущения. Воспользуемся формулой Мельникова [15]:
∆µ = µ2∆1 + O(µ3), которая определяет (с точностью до членов порядка µ3) расстоя-
ние между возмущенными сепаратрисами. Сделаем в системе (3.2) замену v = w + v0,
перемещая состояние равновесия (v0, 0) типа седло невозмущенной системы в начало
координат. Применяя к полученной системе формулу Мельникова, находим

∆1 =
1

b1

∞∫
−∞

[
M(w + v0)b

2
1u

2 +N(w + v0)
] dw
dτ
dτ, (3.3)

где w(τ), u(τ) – решение невозмущенной системы на сепаратрисе. Из интеграла невоз-
мущенной системы находим

u = ±
√

2

b1
(V (w, v0)− V (0, v0)), V (w, v0) =

∫
Ã(w + v0)dw. (3.4)

Подставляя (3.4) в (3.3), получим

∆1 =
1

b1

2π/n∫
0

[2b1M(w + v0) (V (w, v0)− V (0, v0)) +N(w + v0)] dw.

Возможны два случая: ∆1 = 0 и ∆1 ̸= 0. В первом случае на фазовом цилиндре
имеем две сепаратрисные петли к седлу (на верхнем и нижнем полуцилиндрах); во
втором – сепаратрисы расщеплены, и расстояние между ними зависит от соотношения
между амплитудой функции M(v; Inm) и величиной |B2(Inm)|. Возможные фазовые
портреты системы (3.2) на фазовом цилиндре {v(mod(2π/n)), u} показаны на Рис. 3.1.

Резонансные уровни I = Inm, в окрестностях Uµ которых имеются области, для
начальных условий из которых фазовая точка остается в Uµ при всех t → +∞ или
t→ −∞, а также области, для начальных условий из которых фазовая точка за конеч-
ное время покидает Uµ, будем называть частично проходимыми. Структура частич-
но проходимой резонансной зоны представлена на Рис. 3.1, а-в. Резонансные уровни
I = Inm будем называть непроходимыми, если для любых начальных условий из Uµ

фазовая точка остается в Uµ при всех t → +∞ или t → −∞. Такой случай иллюстри-
рует Рис. 3.1, б.

O. S. Kostromina. On resonances under quasi-periodic perturbations of systems with a double limit cycle, . . .
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а), a) б), b) в), c)

Рис. 3.1. Возможные фазовые портреты системы (3.2)
Fig 3.1. Possible phase portraits of system (3.2)

Положим B0(Inm) = µγ1, B1(Inm) = µγ2. На Рис. 3.2 показаны возможные фазовые
портреты системы (2.7) на фазовом цилиндре {v(mod(2π)), u} при n = 3 и различных
значениях параметров γ1 ̸= 0, γ2 ̸= 0 для случая знакопостоянной функции σ ̸= 0.
Вместо центров на фазовом цилиндре системы (2.7) будут фокусы, существует также
асимметрия в формировании предельных циклов разной устойчивости (показаны раз-
ным цветом) на верхнем и нижнем фазовых полуцилиндрах. Бифуркационный случай,
когда предельный цикл на нижнем/верхнем полуцилиндре усредненной системы (2.7)
влипает в сепаратрисный контур, показан на Рис. 3.2 б, г.

Случай непроходимого резонанса (синхронизации колебаний) показан на Рис. 3.2 в.
Рисунки 3.2,а, д иллюстрируют структуру частично проходимых резонансных зон.

В работе [14] явление синхронизации колебаний было названо ограниченным: в свя-
зи с возможностью существования предельного цикла в области вращательного дви-
жения маятника не все фазовые точки в резонансной зоне стремятся к устойчивому
режиму, которому соответствует устойчивое состояние равновесия усредненной систе-
мы (см. Рис. 3.2 в).

а), a) б), b) в), c)
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г), d) д), e)

Рис. 3.2. Возможные фазовые портреты системы (2.7) при n = 3 для случая
знакопостоянной функции σ ̸= 0, определяющие структуру окрестности

частично проходимого (а, д) и непроходимого (в) резонансных уровней I = I3m,
а также бифуркационный случай перехода от частично проходимого резонанса

к непроходимому (б, г).
Fig 3.2. Possible phase portraits of system (2.7) at n = 3 for the case of a constant

sign function σ ̸= 0, determining the structure of the neighborhood of partially
passable (a, e) and impassable (c) resonance levels I = I3m, as well as the

bifurcation case of transition from a partially passable resonance to an impassable
one (b, d).

4. Пример

В качестве примера рассмотрим уравнение маятникового типа при квазипериоди-
ческом возмущении вида

ẍ+ sinx = ε[(−1 + p1ẋ+ p2 cos 3x)ẋ+ p3α(t)], (4.1)

эквивалентное системе{
ẋ = y,

ẏ = − sinx+ ε[(−1 + p1y + p2 cos 3x)y + p3α(t)],
(4.2)

где p1, p2, p3 > 0 – параметры; ε – малый положительный параметр; α(t) =
= cosω1t sinω2t; ω1 и ω2 – несоизмеримые частоты. Уравнение вида (4.1) было изу-
чено в работе [16] в случае, когда α(t) – периодическая функция.

Невозмущенная система (ε = 0) является гамильтоновой системой с гамильтони-
аном H(x, y) = y2/2 − cosx > −1. На фазовом цилиндре {x(mod(2π)), y} она имеет
два состояния равновесия: центр (0, 0) и седло (π, 0) ≡ (−π, 0). Совокупность фазовых
кривых, определяемых интегралом энергии H(x, y) = h ∈ (−1, 1), не охватывающих
фазовый цилиндр, формирует область G1 колебательных движений маятника. Сово-
купность фазовых кривых, определяемых интегралом энергии H(x, y) = h > 1, охва-
тывающих фазовый цилиндр, формирует две области G+

2 (при y > 0) и G−
2 (при y < 0)

вращательных движений маятника.
Рассмотрим область G+

2 . В этой области решение невозмущенной системы имеет вид

x(k, θ) = 2am(Kθ/π, k), y(k, θ) = 2/kdn(Kθ/π, k),
k2 = 2/(1 + h), ω(k) = π/(kK) ∈ (0,+∞),

(4.3)
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где ω – частота движения на замкнутых фазовых кривых (собственная частота),
θ = ωt ∈ [0, 2π]; K(k) – полный эллиптический интеграл первого рода, k – его мо-
дуль; am(z, k) – амплитуда Якоби, dn(z, k) – дельта-амплитуда Якоби. Согласно [16],
порождающая функция Пуанкаре-Понтрягина B0 для системы (4.2) при p3 = 0 в рас-
сматриваемой области имеет вид

B0 = B0(k(h)) =
4

105πk7
{2(1− k2)(−27k4 + 128k2 − 128)p2K+

+ (−105k6 + (2− k2)(3k4 − 128k2 + 128)p2)E+
105πp1

2
(2− k2)k5},

(4.4)

B1 =
dB0

dI
= −1 +

2p1π

kK
+ p2

(15k6 − 158k4 + 384k2 − 256)K+ (46k4 − 256k2 + 256)E

15k6K
,

(4.5)
где E = E(k) – полный эллиптический интеграл второго рода, k – его модуль. Анализ
функций (4.4) – (4.5), проведенный в работе [16], позволил получить линию двойного
цикла в G+

2 на плоскости параметров (p2, p1).
Обозначим через k∗ значение переменной k, при котором функция (4.4) имеет дву-

кратный нуль, а через k311 – значение переменной k, удовлетворяющее резонансному
условию nω(k) = m1ω1 +m2ω2 при n = 3, m1 = 1 и m2 = 1, выбирая ω1 =

√
5, ω2 =

√
7.

Решая систему 
B0(k; p1, p2) = 0,

B1(k; p1, p2) = 0,

3ω(k) =
√
5 +

√
7,

где ω(k) определяется из (4.3), находим k = k311 = k∗ ≈ 0.878527, p1 ≈ 0.487182,
p2 ≈ 41.385972. График порождающей функции Пуанкаре-Понтрягина (4.4) при най-
денных значениях параметров p1, p2 показан на Рис. 4.1, а. На Рис. 4.1, б представлен
график функции ω(k) и резонансное значение 3-1-1 при выбранных ω1, ω2.

Усредненная система (2.7) в таком случае имеет вид

u̇ = p3Ã1 sin 3v + µγ1 + µ2

[(
p3

(
P̃11 −

3b2
b1
Q01

)
sin 3v +B2

)
u2 +

+ γ2u− 1

b1
p23P̃01Q01 sin 3v cos 3v

]
,

v̇ = b1u+ µb2u
2 + µ2

[
b3u

3 + p3

(
Q11 −

2b2
b1
Q01

)
u cos 3v

]
,

(4.6)

где

Ã1 = − a3

1 + a6
, a = exp

(
−π

K
(√

1− k2
)

K(k)

)
,

P̃01 =
π3k

8(1− k2)K3

3a3(1− a6)

(1 + a6)2
,

P̃11 =
π4k2

128(1− k2)2K6

3a3

(1 + a6)3
(
2(2(k2 − 2)K+ 3E)K(1− a12)− 3π2(a12 − 6a6 + 1)

)
,

Q01 =
P̃01

3
, Q11 =

2P̃11

3
,
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а), a) б), b)

Рис. 4.1. а) График порождающей функции Пуанкаре-Понтрягина (4.4) при
p1 = 0.487182, p2 = 41.385972; б) График зависимости собственной частоты ω от

k и резонансное значение 3-1-1 при ω1 =
√
5, ω2 =

√
7

Fig 4.1. a) Graph of the Poincaré-Pontryagin generating function (4.4) at
p1 = 0.487182, p2 = 41.385972; b) Graph of the dependence of the natural frequency

ω on k and the resonance value 3-1-1 at ω1 =
√
5, ω2 =

√
7

B2 =
π

60k5(1− k2)K3

[
p2
(
(135k4 − 640k2 + 640)(k2 − 1)K2 + 256(k2 − 1)(k2 − 2)KE +

+ (23k4 − 128k2 + 128)E2
)
+ 15p1πk

5E
]
,

b1 =
π2

4

E

(1− k2)K3
, b2 =

π3k

32

(
1− k2

)
K2 − 2

(
2− k2

)
KE+ 3E2

(1− k2)
2
K5

,

b3 =
π4k2

384

(
−4k4 + 12k2 − 8

)
K3 +

(
8k4 − 33k2 + 33

)
K2E+ 20

(
k2 − 2

)
KE2 + 15E3

(1− k2)
3
K7

.

Здесь k = k311 = k∗.
Исследуем поведение решений системы (4.6). Рассмотрим невозмущенную (µ = 0)

систему 
du

dτ
= p3Ã1 sin 3v,

dv

dτ
= b1u.

(4.7)

Система (4.7) является гамильтоновой с гамильтонианом H̃(v, u) = b1
u2

2
+
p3Ã1

3
cos 3v.

Поведение решений данной системы достаточно изучить на цилиндре {vmod(2π/3), u}.
На этом цилиндре система имеет два состояния равновесия: центр (0, 0) и седло(π
3
, 0
)

≡
(
−π
3
, 0
)
. Фазовые кривые системы (4.7) определяются уравнением b1

u2

2
+

p3Ã1

3
cos 3v = h̃, при этом колебательному движению соответствует h̃ ∈

(
p3Ã1

3
,

−p3Ã1

3

)
, вращательному движению – h̃ > −p3Ã1

3
. Движению по сепаратрисе, раз-
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деляющей области колебательных и вращательных движений, отвечает h̃ = −p3Ã1

3
.

Решения системы (4.7) имеют вид

u(ϑ) = 2k̃

√
−p3Ã1

3b1
сn(2Kϑ/π, k),

v(ϑ) =
1

3

(
π + 2arcsin

(
k̃sn(2Kϑ/π, k)

))
,

где сn(z, k) – эллиптический косинус Якоби; sn(z, k) – эллиптический синус Якоби,

k̃ =

√
p3Ã1 − 3h̃

2p3Ã1

∈ (0, 1),

ϑ = ω̃τ, ω̃ = ω̃(k̃) =
π

√
−3b1p3Ã1

2K(k̃)
∈
(
0,

√
−3b1p3Ã1

)
,

в колебательной области и

u(ϑ) = ±2

k̃

√
−p3Ã1

3b1
dn(Kϑ/π, k),

v(ϑ) =
1

3
(π + 2am(Kϑ/π, k)) ,

где

k̃ =

√
2p3Ã1

p3Ã1 − 3h̃
∈ (0, 1),

ϑ = ω̃τ, ω̃ = ω̃(k̃) =
π

√
−3b1p3Ã1

k̃K(k̃)
∈ (0,∞)

во вращательных областях. Здесь знак «±» соответствует движению на верх-
нем/нижнем полуцилиндре соответственно.

Теперь рассмотрим возмущенную (µ ̸= 0) систему (4.6). Переходя в этой системе
в областях, не содержащих невозмущенных сепаратрис, от переменных (v, u) к перемен-
ным «действие-угол» (J, ϑ) и, усредняя полученную систему по «быстрой» переменной
ϑ, придем к уравнению

ẇ = µΦ(w), (4.8)

Φ(w) =
1

2π

∫ 2π

0

[(
γ1 + µ

[(
p3

(
P̃11 −

3b2
b1
Q01

)
sin 3v +B2

)
u2 + γ2u −

− 1

b1
p23P̃01Q01 sin 3v cos 3v

])
v′ϑ −

(
b2u

2 + µ

[
b3u

3 + p3

(
Q11 −

2b2
b1
Q01

)
u cos 3v

])
u′ϑ

]
dϑ,

где w = J +O(µ). Простому состоянию равновесия усредненной системы (4.8) соответ-
ствует грубый предельный цикл системы (4.6).

В колебательной области функция Φ имеет следующий вид:

Φ1(k̃) =
8µγ2
3π

√
−p3Ã1

3b1

(
E− (1− k̃2)K

)
. (4.9)
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Очевидно, что в колебательной области система (4.6) не имеет предельных циклов.
Во вращательной области функция Φ представима в виде:

Φ±
2 (k̃) = ±γ1

3
+ µ

4γ2E
3πk̃

√
−p3Ã1

3b1
∓ 2B2p3Ã1

9b1k̃2
(2− k̃2)

 . (4.10)

Равенство Φ2(1) = 2Φ±
2 (1), имеющее место при γ1 = 0 и B2 = 0, нарушается при

γ1 ̸= 0, что приводит к необходимости дополнительного исследования в окрестности
невозмущенного сепаратрисного контура.

Взаимное расположение возмущенных сепаратрис устанавливается формулой Мель-
никова [15]. С учетом решения невозмущенной системы (4.7), отвечающего движению
по сепаратрисе

u(τ) = ±

√
−p3Ã1

3b1

2

ch

(√
−3b1p3Ã1τ

) ,
v(τ) =

1

3

(
π + 2arcsin

(
th

(√
−3b1p3Ã1τ

)))
,

находим функцию

∆±
1 = ±2πγ1

3
+ µ

8γ2
3

√
−p3Ã1

3b1
∓ 4πB2p3Ã1

9b1

 , (4.11)

определяющую (с точностью до членов порядка µ2) расстояние между устойчивой
и неустойчивой возмущенными сепаратрисами. Заметим, что выражения в правых ча-
стях равенств (4.11) и (4.10) совпадают с точностью до постоянного множителя при
k̃ = 1.

Рис. 4.2. Разбиение плоскости параметров (p2, p1) для усредненной системы
(4.6) на области с разной топологией фазовых портретов

Fig 4.2. Partition of the plane of parameters (p2, p1) for the averaged system (4.6)
into domains with different topology of phase portraits
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Проведя исследование функций (4.9)–(4.11), получим разбиение плоскости пара-
метров (p2, p1) для усредненной системы (4.6) на области с разной топологией фазовых
портретов вблизи бифуркационного случая k = k311 = k∗ (см. Рис. 4.2). Для каждой
полученной области установлено поведение фазовых кривых системы (4.6): ниже кри-
вой γ2 = 0 фазовые портреты показаны на Рис. 3.2 (со сдвигом вдоль v на π/3), выше
кривой γ2 = 0 фазовые портреты получаются поворотом на угол π соответствующего
фазового портрета из симметричной относительно данной кривой области. Серым цве-
том на этой бифуркационной диаграмме выделена область синхронизации колебаний.
Прямые γ1 = 0 и γ2 = 0, отмеченные пунктирными линиями на этой диаграмме, не
являются бифуркационными, а носят вспомогательный характер.

Все фазовые портреты в данной статье построены с помощью компьютерной про-
граммы WInSet [17].
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