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Асимптотическое исследование процессов
тепломассопереноса в слабо закрученных струях
c⃝ П.А. Вельмисов1, У.Д. Мизхер2, В.Н. Ковальногов3

Аннотация. Струйные течения жидкостей и газов применяются в различных областях техни-
ки как средство управления процессами тепло- и массообмена; интенсификации и стабилизации
процесса горения; защиты конструкций от воздействия тепловых полей, а также для нанесения
покрытий и т. д. Струи жидкостей и газов в технике формируются источниками- насадками
конечных размеров с разнообразными распределениями начальных скоростей истечения в вы-
ходном сечении насадка, поэтому расчет аэродинамических и тепловых характеристик струй-
ных течений сводится к решению неавтомодельных задач. Однако одним из методов решения
таких задач является метод асимптотического разложения скоростей и давления в ряды по
малому параметру, когда первым членом этого ряда служит автомодельное решение задачи
о струе- источнике. В данной статье предлагается асимптотическое разложение для осесим-
метричных слабозакрученных течений в модели вязкой несжимаемой среды, которое приводит
к нелинейным уравнениям «пограничного слоя», отличающимся от известных классических
уравнений для течений с конечной закруткой. Построены автомодельные решения этих урав-
нений, описывающие распределение скорости, давления и температуры в слабозакрученной
струе. Представленные в статье результаты дополняют результаты работ расчетом теплового
поля в струе.
Ключевые слова: аэрогидродинамика, закрученная струя, вязкость, асимптотическое разло-
жение, автомодельное решение, тепломассоперенос

1. Вывод асимптотических уравнений

Система уравнений Навье-Стокса (уравнения движения, неразрывности и энергии),
описывающая осесиметричное движение жидкости (газа) в модели вязкой несжимаемой
среды, в цилиндрической системе координат имеет вид [1–2]

ut + uux + vur = −1
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ux + vr +
v

r
= 0, (1.4)

ρcv(Tt + uTx + vTr) = λ(Txx + Trr +
1

r
Tr) + µΦ, (1.5)

где u(x, r, t), v(x, r, t), w(x, r, t) – продольная (вдоль горизонтальной оси Ox ), попе-
речная (радиальная, перпендикулярная оси Ox ) и тангенциальная (вращательная)
составляющие вектора скорости V жидкости соответственно; T (x, r, t) – температура;
P (x, r, t) – давление; ρ, µ, ν = µρ−1 – плотность, динамическая и кинематическая вяз-
кости среды соответственно; cv, λ – коэффициенты теплоемкости и теплопроводности
среды; x, r – цилиндрические координаты; t – время, индексы снизу обозначают част-
ные производные. Диссипативная функция Φ определяется выражением
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где V(x), V(y), V(z) – проекции вектора V на оси декартовой системы координат x, y, z, при
этом имеет место следующая связь между проекциями вектора скорости в декартовой
и цилиндрической системах координат:

V(x) = u, V(y) = v sin θ + w cos θ, V(z) = v cos θ − w sin θ.

Здесь u =
dx

dt
, v =

dr

dt
, w = r

dθ

dt
, при этом r, θ – полярные координаты в плоскости,

перпендикулярной оси Ox (y = r sin θ, z = r cos θ).
Используя метод малого параметра [3–5], получим асимптотические уравнения для

течений с малой радиальной составляющей v вектора скорости. Предполагая составля-
ющую v малой, положим

u =

∞∑
k=1

uk(x, r∗, t)ε
k−1, v = ε

∞∑
k=1

vk(x, r∗, t)ε
k−1, w =

∞∑
k=0

wk(x, r∗, t)ε
k,

P − P0 =

∞∑
k=1

Pk(x, r∗, t)ε
k−1, T − T0 =

∞∑
k=1

Tk(x, r∗, t)ε
k−1. (1.7)

Здесь P0 – давление в покоящейся среде, r = εr∗, где ε – малый параметр, опре-
деляющий порядок величины кинематической вязкости ν (ν = ε2ν∗), при этом новая
переменная r∗ и постоянная ν∗ имеют порядок единицы. Подставляя (1.7) в (1.1)–(1.6)
и оставляя в каждом из уравнений старшие по порядку члены, получим систему урав-
нений пограничного слоя [1–2].

Предположим, что вращательная составляющая w скорости потока также мала
и имеет, как и v, порядок ε, тогда в (1.7) следует положить w0 = 0. В этом случае,
задавая дополнительно λρ−1 = ε2λ∗, из (1.1)–(1.5) с учетом (1.6) получим при ε → 0
асимптотическую систему уравнений

u1t + u1u1x + v1u1r∗ = −1

ρ
P1x + ν∗(u1r∗r∗ +

1

r∗
u1r∗), (1.8)
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r∗
w2
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ρ
P3r∗ + ν∗(v1r∗r∗ +

1

r∗
v1r∗ − 1

r2∗
v1), (1.9)

w1t + u1w1x + v1w1r∗ +
1

r∗
v1w1 = ν∗(w1r∗r∗ +

1

r∗
w1r∗ − 1

r2∗
w1), (1.10)

v1r∗ +
1

r∗
v1 + u1x = 0, (1.11)

cv(T1t + u1T1x + v1T1r∗) = λ∗(T1r∗r∗ +
1

r∗
T1r∗) + ν∗u

2
1r∗ . (1.12)

При этом из уравнения (1.2) следует

P1r∗ = 0, P2r∗ = 0,

значит, P1 и P2 зависят от x, t, при этом P1(x, t) в (1.8) – заданная функция, определя-
ющая продольный градиент давления в первом приближении.

2. Построение решений, описывающих поля скоростей и давле-
ния в струе

Рассмотрим стационарные течения, тогда в уравнениях (1.8)–(1.12) следует опу-
стить производные по времени t. Решение системы уравнений (1.8)–(1.11) в этом случае
будем искать в виде

u1 = ν∗x
1−2af(η), v1 = ν∗x

−ag(η), w1 = ζν∗x
bh(η),

1

ρ
P3 = ζ2ν2∗x

2bQ(η) + ν2∗x
−2aR(η),

1

ρ
P1 = cx2−4a, (2.1)

где η = r∗
xa

– автомодельная переменная; постоянные a, b, c, ζ – произвольные. Предпо-
ложим, что градиент давления в направлении оси Ox отсутствует (c = 0). Подставляя
(2.1) в (1.8)–(1.11), получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений для
f(η), g(η), h(η), Q(η), R(η), которая для струйных течений (a = 1, b = −2) принимает
вид

−f(f + ηf ′) + gf ′ = f ′′ + 1
η f

′,

−f(2h+ ηh′) + gh′ + 1
η gh = h′′ + 1

ηh
′ − 1

η2
h,

f + ηf ′ = g′ + 1
η g,

Q′ = 1
ηh

2,

−R′ = −f(g + ηg′) + gg′ − (g′′ + 1
η g

′ − 1
η2
g).

Решение этой системы, соответствующее струйному течению, имеет вид

f(η) =
2γ2

θ2
, g(η) =

γ2η

θ2
(1− 1

4
γ2η2), h(η) =

γη

θ2
, (2.2)

Q(η) = − 2

3θ3
, R(η) =

2γ2

θ2
(1− 1

4
γ2η2), (2.3)
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где θ = 1+ 1
4γ

2η2; постоянная γ – произвольная. Выражение (2.1) для давления содер-
жит, в отличие от [6–7], два слагаемых. Первое из них, содержащее Q(η), определяет
часть давления, вызванного закруткой потока w1 [6–7], а второе слагаемое, содержащее
R(η), есть часть давления, вызванного продольной u1 и радиальной v1 составляющими
скорости. Это дополнительное слагаемое возникает в связи с тем, что при малой (по-
рядка ε) закрутке в уравнении (1.2) остаются слагаемые с u1, v1. Итак, распределения
скорости и давления в струе определяются формулами (2.1)–(2.3).

3. Построение решений, описывающих тепловое поле в струе

Решение уравнения (1.12) для температуры T1(x, r∗) будем искать в виде

T1(x, r∗) = T 0
1 (x, r∗) + ν2∗x

2−4aH(η), (2.4)

где функция T 0
1 удовлетворяет уравнению (1.12), в котором нужно опустить слагаемое

ν∗u
2
1r∗ , а функция H(η) находится из обыкновенного дифференциального уравнения,

которое для струйного течения (a = 1) принимает вид

−cv
[
f(2H + ηH ′)− gH ′] = λ∗

ν∗
(H ′′ +

1

η
H ′) + f ′2(η). (2.5)

Уравнение для T 0
1 (x, r∗) имеет вид

cvx
−1

[
f(η)T 0

1x + g(η)T 0
1r∗

]
=
λ∗
ν∗

(T 0
1r∗r∗ +

1

r∗
T 0
1r∗). (2.6)

Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения (2.4) при λ∗ = 0
определяется выражением

H(η) =
c0θ

2

η4
+

32

15cvη4θ4
(15θ2 − 24θ + 10),

где c0 – произвольная постоянная. При η → 0

H(η) ∼ 1

η4

(
C0 +

32

15cv

)
−−−→
η→0

±∞.

Из условия конечности значений температуры на оси Ox (η → 0, r → 0) найдем c0 =

= − 32

15cv
, тогда

H(η) = − 32

15cvθ4η4
(
θ6 − 15θ2 + 24θ − 10

)
. (2.7)

Согласно (2.7), при η → 0 имеем

H(η) = −2γ6(η2 +O(η4))

3cvθ4
.

Рассмотрим теперь уравнение (2.5) при λ∗ ̸= 0. Запишем его, с учетом(2.2), в виде

−γ
2cv
θ

(
ηH ′ +

4

θ
H
)
− λ∗
ν∗

(
H ′′ +

1

η
H ′) = 4γ8η2

θ6
. (2.8)

Введем новую независимую переменную [7]
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y =

1

4
γ2η2

1 + 1
4γ

2η2
. (2.9)

Уравнение (2.8) примет вид

−cv(2yH ′ + 4H)− 1

2

λ∗
ν∗

[
2y(1− y)H ′′ + (2− 4y)H ′] = 16γ4y(1− y)3. (2.10)

Частное решение уравнения (2.10) будем искать в виде

H(y) = a+ by + cy2 + dy3 + ey4. (2.11)

Для постоянных a, b, c, d, e получим систему алгебраических уравнений(
5λ∗ν∗ − 3cv

)
e = −4γ4,(

6λ∗ν∗ − 5cv
)
d = 8λ∗ν∗ e+ 24γ4,(

6λ∗ν∗ − 8cv
)
c = 9λ∗ν∗ d− 48γ4,(λ∗

ν∗ − 3cv
)
b = 2λ∗ν∗ c+ 8γ4,

−4cva = λ∗
ν∗ b,

из которой последовательно находятся e, d, c, b, a.
Таким образом, распределение температуры в струе определяется формулой T =

= ν∗x
−2H(η), где H(η) задается выражением (2.7) при λ∗ = 0, выражением (2.11) при

λ∗ ̸= 0.
Замечание. Укажем некоторые решения уравнения (2.6), которые могут быть по-

лезными при решении различных тепловых задач для струйных течений. Введем в (2.6)
новые переменные x, η = r∗/x:

γ2cv
θ2

(
2xT 0

1x − ηθT 0
1η

)
=
λ∗
ν∗

(
T 0
1ηη +

1

η
T 0
1η

)
. (2.12)

В случае λ∗ = 0 общее решение уравнения (2.12) имеет вид T 0
1 = F (ξ), ξ =

xη2

θ
, где

F (ξ) – произвольная функция. Если λ∗ ̸= 0, то решение уравнения (2.12) можно найти
в виде

T 0
1 (x, η) =

∑
n=1

xαnT1n(η), (2.13)

где αn – произвольные постоянные, а функции T1n(η) удовлетворяют уравнению

λ∗
ν∗
T ′′
1n +

( λ∗
ν∗η

+
cvγ

2η

θ

)
T ′
1n − 2cvγ

2αn

θ2
T1n = 0.

Сумма в (2.13) может быть как конечной, так и бесконечной. Тепловое поле в струе
при этом определяется формулами (2.4), (2.11), (2.13).

Аналогичные исследования для струйных течений с конечной вращательной состав-
ляющей скорости и без построения теплового поля проводились в [6–10]. Для исследо-
вания струйных течений на основе полной (неусеченной) системы уравнений Новье-
Стокса (1.1)–(1.6) эффективными являются численные методы [11–12], в т. ч. с исполь-
зованием системы ANSYS Fluent [13].
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Asymptotic study of heat and mass transfer in weakly
twisted jets
c⃝ P.A. Velmisov1, U. J. Mizher2, V.N. Kovalnogov3

Abstract. Jet flows of liquids and gases are used in various fields of technology as means of controlling
the processes of heat and mass transfer, for the intensification and stabilization of the combustion
process, as means of protecting structures from exposure to thermal fields, for coating, etc. The jets of
liquids and gases in technology are formed by sources-nozzles of finite sizes with various distributions
of the initial outflow velocities in the outlet section of the nozzle, therefore, the calculation of the
aerodynamic and thermal characteristics of jet flows is reduced to solving non-self-similar problems.
However, one of the methods for solving such problems is the method of asymptotic expansion of
velocities and pressure in series in a small parameter, when the first member of this series is a
self-similar solution to the jet source problem. This article proposes an asymptotic expansion for
axisymmetric weakly swirling flows in a model of a viscous incompressible medium, which leads to
nonlinear «boundary layer» equations that differ from the well-known classical equations [1]–[4] for
flows with finite swirl. Self-similar solutions of these equations are constructed that describe the
distribution of speed, pressure, and temperature in a weakly swirling jet. The results presented in
the article complement the results of [3]–[7] by calculating the thermal field in the jet.
Key Words: aerohydrodynamics, swirling jet, viscosity, asymptotic expansion, self-similar solutions,
heat and mass transfer
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