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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ
ñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ ðàçðóøå-
íèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ïðè íåîäíîðîäíîì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè
â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè. Ïîäîáíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ðàñ÷åòå ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê
è îöåíêå îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ, â ñòðîèòåëüíîé è
àýðîêîñìè÷åñêîé îòðàñëÿõ, ìàøèíîñòðîåíèè. Áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðàêòèêè èìååò ðàçðå-
øèìîñòü èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëçó÷åñòè. Âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷åíèÿ òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü êàê èäåíòèôèêà-
öèþ õàðàêòåðèñòèê ïîëçó÷åñòè, òàê è ïðîöåññ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåî-
ðåìû ×åáûøåâà îá èíòåãðèðîâàíèè áèíîìèàëüíîãî äèôôåðåíöèàëà ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è, íàêëàäûâàåìûå íà ïàðàìåòðû
ìîäåëè. Äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëçó÷åñòü, ðàçðóøåíèå, äëèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü, ïàðàìåòð ïîâðåæäåííî-
ñòè, áèíîìèàëüíûé äèôôåðåíöèàë, çàäà÷à Êîøè, ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

1. Ââåäåíèå

Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû XX â. çíà÷èòåëüíî âîçðîñ èíòåðåñ ê çàäà÷àì îïðå-
äåëåíèÿ äåôîðìàöèîííî-ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, ðàáîòà-
þùèõ â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ
òåìïåðàòóðíî-ñèëîâûõ âîçäåéñòâèÿõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ çàäà÷ â àýðîêîñìè-
÷åñêîé îòðàñëè (íàïðèìåð ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê ëîïàòîê è äèñêîâ òóðáèí àâèàöèîííûõ
äâèãàòåëåé), ìàøèíîñòðîåíèè, ïðîåêòèðîâàíèè çäàíèé è ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ. Ïîýòîìó çíà-
÷èòåëüíîå ìåñòî çàíèìàëè è ïðîäîëæàþò çàíèìàòü èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìåòàëëîâ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìåòàëëîâ è äðóãèõ ìàòåðèàëîâ
(òàêèõ êàê áåòîí) â õîëîäíîì ñîñòîÿíèè äîñòàòî÷íî ó÷èòûâàòü òîëüêî óïðóãóþ è ïëàñòè-
÷åñêóþ äåôîðìàöèè. Îäíàêë ïðè ðàñ÷åòå êîíñòðóêöèé, ðàáîòàþùèõ ïðè âûñîêèõ òåìïå-
ðàòóðàõ, íåîáõîäèì òàêæå ó÷åò ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà.

Òåðìèíîì ¾ïîëçó÷åñòü¿, ñîãëàñíî èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè Þ. Í Ðàáîòíîâà [1, ñ. 9], ¾áó-
äåì íàçûâàòü âñþ ñîâîêóïíîñòü ÿâëåíèé, êîòîðûå ìîæíî îáúÿñíèòü, äîïóñòèâ, ÷òî çàâè-
ñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè ñîäåðæèò âðåìÿ, ÿâíî èëè ÷åðåç ïîñðåä-
ñòâî íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ¿. Áîëåå óçêîå îïðåäåëåíèå äàåò Í. Í. Ìàëèíèí: ¾íàïðÿæåíèÿ
è äåôîðìàöèè, âîçíèêøèå ïðè íàãðóæåíèè äåòàëåé, èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè, äàæå åñëè
íàãðóçêè îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàþò ïîëçó÷åñòüþ ìàòåðèàëà. Îäíó

1Êóçíåöîâ Åâãåíèé Áîðèñîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû ¾Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì¿,
ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)¿
(125993, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Âîëîêîëàìñêîå ø., ä. 4), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:
https://orcid.org/0000-0002-9452-6577, kuznetsov@mai.ru
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¾Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)¿ (125993, Ðîññèÿ, ã.
Ìîñêâà, Âîëîêîëàìñêîå ø., ä. 4), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-
0001-6077-0435, powerandglory@yandex.ru
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ñòîðîíó ýòîãî ÿâëåíèÿ � èçìåíåíèå âî âðåìåíè äåôîðìàöèé � íàçûâàþò ñîáñòâåííî ïîëçó-
÷åñòüþ èëè ïîñëåäåéñòâèåì, à äðóãóþ � èçìåíåíèå âî âðåìåíè íàïðÿæåíèé � ðåëàêñàöèåé¿
[2, ñ. 241].

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû êðèâûå, èçîáðàæàþùèå çàâèñèìîñòè äåôîðìàöèè îò âðåìåíè ïðè
ðàçëè÷íûõ íàïðÿæåíèÿõ. Íà êðèâîé ε(t) , ñîîòâåòñòâóþùåé íàïðÿæåíèþ σ2 , ìîæíî âû-
äåëèòü òðè ÷åòêî âûðàæåííûõ ó÷àñòêà (ñòàäèè ïîëçó÷åñòè) [3, ñ. 20]:

I � íåóñòàíîâèâøàÿñÿ ïîëçó÷åñòü, ò. å. ó÷àñòîê, íà êîòîðîì ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè ìîíî-
òîííî óìåíüøàåòñÿ äî ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ,

II � óñòàíîâèâøàÿñÿ ïîëçó÷åñòü, ò. å. ó÷àñòîê, íà êîòîðîì ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè ñîõðàíÿåò
ïîñòîÿííîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå,

III � ó÷àñòîê óñêîðÿþùåéñÿ ïîëçó÷åñòè, ïðåäøåñòâóþùèé ðàçðóøåíèþ.

Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòè äåôîðìàöèè ε îò âðåìåíè t

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âðåìÿ íàãðóæåíèÿ äî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ ìàëî ïî
ñðàâíåíèþ ñ äëèòåëüíîñòüþ èñïûòàíèÿ, êðèâûå ε(t) íà÷èíàþòñÿ ñî çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèè
ε0 , ñîîòâåòñòâóþùåãî ìãíîâåííîìó íàãðóæåíèþ. Ìãíîâåííàÿ äåôîðìàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ
èç óïðóãîé εe è ïëàñòè÷åñêîé εp ñîñòàâëÿþùèõ. Ðàçíîñòü ìåæäó ïîëíîé è ìãíîâåííîé
äåôîðìàöèåé åñòü äåôîðìàöèÿ ïîëçó÷åñòè εc (â äàëüíåéøåì âåðõíèé èíäåêñ c ïðè îáî-
çíà÷åíèè äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè áóäåò îïóñêàòüñÿ) [3, ñ. 19�20].

Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû íàïðÿæåíèÿ, íà êðèâîé ε(t) ìîãóò îòñóòñòâîâàòü íåêîòî-
ðûå ñòàäèè ïîëçó÷åñòè êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

Äîâîëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé ïðè ðàñ÷åòå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé íà ïîëçó÷åñòü è äëè-
òåëüíóþ ïðî÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ âûáîð îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëçó÷åñòè èëè êðèòåðèÿ
äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè. Â îáçîðàõ À.Ì. Ëîêîùåíêî [4]�[6] ïðèâåäåíî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿ-
þùèõ ñîîòíîøåíèé è êðèòåðèåâ äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè äëÿ îäíîìåðíûõ, ïëîñêèõ è ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ïîëçó÷åñòè. Ïðè îïèñàíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ áîëüøîå çíà÷åíèå èìå-
åò èíòåãðèðóåìîñòü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Íàëè÷èå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çíà÷è-
òåëüíî îáëåã÷àåò èññëåäîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, à òàêæå èäåíòèôèêàöèþ õàðàê-
òåðèñòèê ïîëçó÷åñòè (ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ).
Íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîëçó÷åñòè ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè
îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ïðîèíòåãðèðîâàòü èõ óäàåòñÿ ëèøü
â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
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Â äàííîé ñòàòüå äëÿ îäíîãî êëàññà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëçó÷åñòè, îïèñûâà-
þùèõ îäíîìåðíûé ïðîöåññ ïîëçó÷åñòè ìåòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ïðè ÷èñòîì ðàñòÿæå-
íèè ñ ïîñòîÿííîé íàãðóçêîé, äàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè,
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò. Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ïîñòàíîâêå
çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ, ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà èñïîëüçóåìûõ îïðåäåëÿ-
þùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïîëçó÷åñòè.

2. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîëçó÷åñòè

Âïåðâûå ïîëçó÷åñòü íàáëþäàëàñü åùå â íà÷àëå XIX âåêà â ýêñïåðèìåíòàõ
Ê.Ë.Ì.À. Íàâüå (1826), Ã. Ã. Êîðèîëèñà (1830) è Ë.Æ. Âèêà (1834). Íî ñèñòåìàòè÷å-
ñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîëçó÷åñòè ìåòàëëîâ íà÷àëèñü òîëüêî â 40-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Â
êîíöå 50-õ ãîäîâ XX âåêà Ë.Ì. Êà÷àíîâ [7] è Þ.Í. Ðàáîòíîâ [8] ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî
èñïîëüçóþùèõñÿ â òî âðåìÿ òåðìèíîâ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà (òåíçîðû
íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, âåêòîð ïåðåìåùåíèé) íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà
äëèòåëüíîãî ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ è ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè.
Èìè áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè, íàçâàííûé
êèíåòè÷åñêèì. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ââåäåííîãî ïàðàìåòðà ïîâðåæäåí-
íîñòè ω . Èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ ìàòåðèàëà (ïðè t = 0 ) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ω = 0 ,
ïðè ðàçðóøåíèè ïàðàìåòð ω ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì åäèíèöå. Ýòîò ïîäõîä â äàëüíåéøåì áûë
ðàçâèò â ìîíîãðàôèè Þ.Í. Ðàáîòíîâà [1] è ïîëó÷èë íàçâàíèå êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ïîë-
çó÷åñòè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ê ðàñ÷åòó ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé
ïðî÷íîñòè êîíñòðóêöèè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è
äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ñîâìåùàþòñÿ. Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîäõîäîâ ê ìî-
äåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ ïîëçó÷åñòè è ðàçðóøåíèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé òåîðèè ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ Þ.Í. Ðàáîòíîâà [1, ñ. 363-364],
êîòîðûå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñ îäíèì ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì ïîâðåæäåííîñòè ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî äåôîð-
ìàöèþ ïîëçó÷åñòè ε ñ äåéñòâóþùèì íàïðÿæåíèåì σ , âèäà

dε

dt
=
f1(σ, T )

Ψ(ω, T )
(2.1)

è ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàçâèòèå ïîâðåæäåííîñòè â êîíñòðóêöèè, âè-
äà

dω

dt
=
f2(σ, T )

Ψ(ω, T )
. (2.2)

Çäåñü t � âðåìÿ, T � òåìïåðàòóðà, σ � â îáùåì ñëó÷àå ïåðåìåííîå äåéñòâóþùåå íàïðÿ-
æåíèå, ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè, âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (2.1) è (2.2),
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà.

Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðû T = const , çàïèøåì óðàâíåíèÿ (2.1) è (2.2) â âèäå
ñèñòåìû 

dε

dt
=
f1(σ)

Ψ(ω)
,

dω

dt
=
f2(σ)

Ψ(ω)
.

(2.3)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ (2.3) áåðóòñÿ îäíîðîäíûå

ε(0) = 0, ω(0) = 0. (2.4)
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Èñêîìûìè ôóíêöèÿìè â çàäà÷å (2.3)-(2.4) ÿâëÿþòñÿ ε(t) è ω(t) , σ(t, ε) � èçâåñòíàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè è äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè, â ÷àñòíîñòè ïîñòîÿííàÿ âåëè÷è-
íà. Ðåøåíèå çàäà÷è èùåòñÿ â îáëàñòè V = {(ε, ω, t) | 0 ≤ ε ≤ ε∗, 0 ≤ ω ≤ 1, 0 ≤ t ≤ t∗} , ãäå
ε∗ � çíà÷åíèå äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè â ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ, t∗ � äëèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü
êîíñòðóêöèè.

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñèñòåìû (2.3). Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû äåôîðìè-
ðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ε̇ ≥ 0 è ω̇ ≥ 0 , ò. å. ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ è íàêîïëåíèÿ
ïîâðåæäåíèé â ìàòåðèàëå ïðåäïîëàãàþòñÿ ìîíîòîííûìè. Ôóíêöèè f1(σ) è f2(σ) áóäåì
ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûìè, ìîíîòîííûìè è ïîëîæèòåëüíûìè. Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïîëà-
ãàòü, ÷òî f1(σ) = φ(t) · ψ1(ε) è f2(σ) = φ(t) · ψ2(ε) , ãäå φ(t), ψ1(ε) è ψ2(ε) ÿâëÿþòñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè è íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Â êà÷åñòâå Ψ(ω) áóäåì
ðàññìàòðèâàòü íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì äëÿ íåóïðî÷íÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ, ò. å.
òàêèõ ìàòåðèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ñòàäèÿ íåóñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè îòñóòñòâóåò, áóäåì
ïðèìåíÿòü ìîíîòîííî óáûâàþùèå ôóíêöèè, òàêèå ÷òî Ψ(1) = 0 , à äëÿ óïðî÷íÿþùèõñÿ
ìàòåðèàëîâ íåìîíîòîííûå óíèìîäàëüíûå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ Ψ(0) = 0 è Ψ(1) = 0 .

Ïî àíàëîãèè ñî ñòàòüåé [9] äîêàæåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3)-(2.4). Ïîäåëèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.3) íà
âòîðîå è ðàçäåëèì ïåðåìåííûå

ψ2(ε)

ψ1(ε)
dε = dω.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîâðåæäåííîñòè

ω =

ε∫
0

ψ2(ε)

ψ1(ε)
dε = H(ε). (2.5)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (2.5) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.3) è ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå,
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

Ψ [H(ε)]

ψ1(ε)
dε = φ(t) dt.

Ïîñëå åãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì íåÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè

ε∫
0

Ψ [H(ε)]

ψ1(ε)
dε =

t∫
0

φ(t) dt èëè G(ε) = Φ(t).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ G−1(τ) . Îòìåòèì ñíà÷àëà,
÷òî ïðîèçâîäíàÿ H ′(ε) = ψ2(ε)/ψ2(ε) > 0 , ò. å. ìåæäó çíà÷åíèÿìè äåôîðìàöèè
ïîëçó÷åñòè ε è ïàðàìåòðà ïîâðåæäåííîñòè ω ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè [10, ñ. 312] ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíê-
öèÿ H−1(ω) = ε . Ïî àíàëîãèè ìîæíî ïîëó÷èòü è âûðàæåíèå äëÿ âðåìåíè t =
Φ−1 [G(ε)] . Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ G′(ε) = Ψ [H(ε)] /ψ1(ε) ïîëîæèòåëüíà â îòêðûòîé îá-
ëàñòè V0 = {(ε, ω, t) | 0 < ε < ε∗, 0 < ω < 1, 0 < t < t∗} , òî â íåé ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ G−1(τ) . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, à ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ çíà÷åíèÿìè ω = 1 , ε = ε∗ = H−1(1) è
t = t∗ = Φ−1 [G(ε∗)] , ìîæíî ïðîäîëæèòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ G−1(τ) íà âñþ îáëàñòü V .
Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè ïðèìåò âèä

ε = G−1 [Φ(t)] , (2.6)
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à äëèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü êîíñòðóêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

t∗ = Φ−1
{
G
[
H−1(1)

]}
. (2.7)

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.3)-(2.4) äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.5)-(2.7). Íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ
àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íóæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â íèõ. Ýòî óäàåòñÿ ñäå-
ëàòü íå âñåãäà, â îñîáåííîñòè ïðè ãðîìîçäêîé ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.3). Ïðîèëëþñòðè-
ðóåì ïðîöåññ ðåøåíèÿ íà çàäà÷å äåôîðìèðîâàíèÿ òðóá÷àòûõ îáðàçöîâ èç íåðæàâåþùåé
ñòàëè Õ18Í10Ò ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé îäíîîñíîé ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè ïðè ïîñòî-
ÿííîé òåìïåðàòóðå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ. Óñòàíîâèì óñëîâèÿ åå
èíòåãðèðóåìîñòè.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöîâ èç ñòàëè Õ18Í10Ò

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöîâ èç íåðæàâåþùåé ñòàëè Õ18Í10Ò áóäåì èñïîëü-
çîâàòü óðàâíåíèÿ òåîðèè ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ Þ.Í. Ðàáîòíîâà âèäà (2.3), êîòîðûå,
â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ óïðî÷íåíèÿ, çàïèøåì â ôîðìå [11]

dε

dt
=

A · σn

(1− ωr)n
,

dω

dt
=

B · σn

(1− ωr)n

(3.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.4). Çäåñü A, B, n, r � õàðàêòåðèñòèêè ïîëçó÷åñòè è ðàçðóøå-
íèÿ êîíñòðóêöèè. Èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è íà õàðàêòåðèñòèêè ïîëçó÷åñòè íàêëà-
äûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ

A > 0, B > 0, n > 0, r > 0. (3.2)

Îãðàíè÷èìñÿ òàêæå ðàññìîòðåíèåì òîëüêî òàêèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî A < B .

Ïðè äåôîðìèðîâàíèè êîíñòðóêöèè â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííûõ
íàãðóçîê, ââåäåì ãèïîòåçó î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äåôîðìàöèè ïî äëèíå îáðàçöà
[11]. Òîãäà, â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé, âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåíèÿ ïðèìåò âèä

σ(t) = σ0 · (1 + ε(t)), (3.3)

ãäå σ0 � íà÷àëüíîå íàïðÿæåíèå.
Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (3.3), ïåðåéäåì îò ñèñòåìû (3.1) ê

dε

dt
=
A · σn

0 · (1 + ε)n

(1− ωr)n
,

dω

dt
=
B · σn

0 · (1 + ε)n

(1− ωr)n
.

(3.4)

Ïðè φ(t) = σn
0 = const , ψ1(ε) = A·(1+ε)n , ψ2(ε) = B ·(1+ε)n è Ψ(ω) = (1− ωr)n çàäà-

÷à (3.4), (2.4) ñîâïàäàåò ïî âèäó ñ çàäà÷åé (2.3)-(2.4), à ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé
ñèñòåìû (2.3) óäîâëåòâîðÿþò îïèñàííûì âûøå òðåáîâàíèÿì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.4), (2.4) â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, ïðåäñòàâèìîå â
èíòåãðàëüíîì âèäå (2.5)-(2.7). Ïîëó÷èì óñëîâèÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ
â ñîîòíîøåíèÿõ (2.5)-(2.7).
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4. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

Ïîäåëèâ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.1) èëè (3.4) íà âòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿ-
çûâàþùåå äåôîðìàöèþ ε è ïàðàìåòð ω ñîîòíîøåíèå

ε(t) =
A

B
· ω(t). (4.1)

Íî äàæå èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4.1), àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (2.4) èëè
(3.4), (2.4) óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äàëåêî íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ n è r . Óæå ïðè
ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè äëÿ çàäà÷è (3.1), (2.4) ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð å ì à 4.1 Çàäà÷à (3.1), (2.4) ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè σ = σ0 = const
èíòåãðèðóåòñÿ àíàëèòè÷åñêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàìåòðû ìîäåëè n è r
óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

1. n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

2. 1/r - íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

3. 1/r + n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â èçâåñòíîé ðàáîòå Ï.Ë. ×åáûøåâà ïî èíòåãðèðîâàíèþ èððà-
öèîíàëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ [12] äàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûðàæåíèÿ
èíòåãðàëà îò áèíîìèàëüíîãî äèôôåðåíöèàëà∫

xm
(
a+ bxk

)p
dx (4.2)

êîíå÷íîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Îíè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì

1. p - öåëîå ÷èñëî;

2.
m+ 1

k
� öåëîå ÷èñëî;

3.
m+ 1

k
+ p � öåëîå ÷èñëî.

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (4.1), ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (2.4) ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè
σ = σ0 = const ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ çàäà÷è Êîøè

dω

dt
=

B · σn
0

(1− ωr)n
, ω(0) = 0,

ðåøåíèå êîòîðîé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà

ω∫
0

(1− ωr)n dω. (4.3)

Äëÿ èíòåãðàëà (4.3) m = 0, p = n, k = r, a = 1, b = −1 . Èç óñëîâèé ×åáûøåâà è
ïîëîæèòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äëÿ çàäà÷è (3.4), (2.4) ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü áîëåå ñòðîãèå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ n è r . Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ò å î ð å ì à 4.2 Çàäà÷à (3.4), (2.4) èíòåãðèðóåòñÿ àíàëèòè÷åñêè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïàðàìåòðû ìîäåëè n è r óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

2. r - íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

3. 1/r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.4), (2.4) äàâàåìîå âû-
ðàæåíèåì (4.1)

ε(t) = (A/B) · ω(t)

è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìèñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ðÿäàìè

� äëÿ íàòóðàëüíûõ r

t =
1

B · σn
0

·
ω∫

0

(1− ωr)n

[1 + (A/B) · ω]n
dω =

+∞∑
k=0

(−1)k · αk

B · σn
0

·
ω∫

0

ωk·r

[1 + (A/B) · ω]n
dω, (4.4)

� äëÿ äðîáíûõ r

t =
1

B · σn
0

·
ω∫

0

(1− ωr)n

[1 + (A/B) · ω]n
dω =

+∞∑
k=0

(−1)k · βk
B · σn

0

·(A/B)k ·
ω∫

0

ωk ·(1− ωr)n dω. (4.5)

Çäåñü αk =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
è βk =

n(n+ 1) . . . (n+ k − 1)

k!
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.4)

ω∫
0

(1− ωr)n

(1 + ε)n
dω = B · σn

0 · t. (4.6)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàòóðàëüíîãî r .
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4.1), çàìåíèì â èíòåãðàëå, âõîäÿùåì â (4.6), ε íà (A/B) · ω

ω∫
0

(1− ωr)n

[1 + (A/B) · ω]n
dω = B · σn

0 · t. (4.7)

Ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (4.7) â ðÿä Ìàêëîðåíà [13, ñ. 138�
141]

(1− ωr)n = 1− n · ωr +
n(n− 1)

2!
· ω2r + · · ·+ (−1)k · αk · ωk·r + · · · , (4.8)

ãäå αk =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
.

Òîãäà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, âõîäÿùåå â (4.7), ïðèìåò âèä

(1− ωr)n

[1 + (A/B) · ω]n
=

+∞∑
k=0

(−1)k · αk ·
ωk·r

[1 + (A/B) · ω]n
. (4.9)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (A/B) · ω > 0 , äëÿ ω ∈ [0; 1] ïðè k = 0, 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâû îöåíêè∣∣∣∣αk ·
ωk·r

[1 + (A/B) · ω]n

∣∣∣∣ 6 |αk| .

Êîíñòàíòû, îãðàíè÷èâàþùèå ñâåðõó ÷ëåíû ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà â (4.9), ÿâëÿþòñÿ
÷ëåíàìè áèíîìèàëüíîãî ðÿäà

(1 + x)n = 1 + n · x+ n(n− 1)

2!
· x2 + · · ·+ αk · xk + · · ·

ïðè x = 1 . Äëÿ çàäà÷è (3.4), (2.4) ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî n > 0 , à çíà÷èò, ÷èñëîâîé ðÿä

+∞∑
k=0

αk =
+∞∑
k=0

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî [14, ñ. 405�406]. Òîãäà è ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ìîäóëåé

+∞∑
k=0

|αk| ,

áóäåò ñõîäèòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà [13, ñ. 101�102] ôóíêöèîíàëü-
íûé ðÿä â (4.9) áóäåò ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå ω ∈ [0; 1] .

Ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.9), çàïèøåì èíòåãðàë, âõî-
äÿùèé â ñîîòíîøåíèå (4.7), â âèäå

ω∫
0

(1− ωr)n

[1 + (A/B) · ω]n
dω =

+∞∑
k=0

(−1)k · αk ·
ω∫

0

ωk·r

[1 + (A/B) · ω]n
dω. (4.10)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåãðàë, ñòîÿùèé ñëåâà â âûðàæåíèè (4.10), âû÷èñëÿëñÿ àíàëèòè÷å-
ñêè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå èíòåãðàëû, ñòîÿùèå ñïðàâà, âû÷èñëÿëèñü àíàëè-
òè÷åñêè. Ïðèìåíèì ê íèì óñëîâèÿ ×åáûøåâà. Òîãäà âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ

1. n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

2. k · r + 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

3. k · r + 1− n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïðè ýòîì, ïîñëåäíèå äâà ñëó÷àÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ k = 0, 1, 2, . . . . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïðè íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ r âîçìîæ-
íî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ n . Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â âèäå ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùåãîñÿ íà îòðåçêå ω ∈ [0; 1] ðÿäà âèäà (4.4).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äðîáíîãî r .
Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ (1− ωr)n íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä (4.8). Ïîñòóïèì

äðóãèì îáðàçîì. Ðàçëîæèì âûðàæåíèå
1

[1 + (A/B) · ω]n
â ðÿä Ìàêëîðåíà

1

[1 + (A/B) · ω]n
= 1− n · (A/B) · ω +

n(n+ 1)

2!
· (A/B)2 · ω2 + · · ·+

+ (−1)k · βk · (A/B)k · ωk + · · · ,
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ãäå βk =
n(n+ 1) . . . (n+ k − 1)

k!
.

Òîãäà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (4.7) ïðèìåò âèä

(1− ωr)n

[1 + (A/B) · ω]n
=

+∞∑
k=0

(−1)k · βk · (A/B)k · ωk · (1− ωr)n . (4.11)

Ïîñêîëüêó ω ∈ [0; 1] , òî âûðàæåíèå ωk · (1− ωr)n < 1 äëÿ ëþáûõ k, n, r > 0 . Èç ýòîãî
ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà ÷ëåíîâ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (4.11)

βk · (A/B)k · ωk · (1− ωr)n < βk · (A/B)k.

×èñëîâîé ðÿä
+∞∑
k=0

βk · (A/B)k (4.12)

ïîëó÷àåòñÿ èç ñòåïåííîãî ðÿäà

1

[1− x]n
= 1 + n · x+ n(n+ 1)

2!
· x2 + · · ·+ βk · xk + · · · (4.13)

ïðè x = A/B . Ðÿä (4.13) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè x = A/B < 1 , à çíà÷èò è ðÿä (4.12)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (4.11) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà
îòðåçêå ω ∈ [0; 1] äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé r è n .

Ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.11), ïîëó÷èì

ω∫
0

(1− ωr)n

[1 + (A/B) · ω]n
dω =

+∞∑
k=0

(−1)k · βk · (A/B)k ·
ω∫

0

ωk · (1− ωr)n dω. (4.14)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòîÿùèé ñëåâà â (4.14) èíòåãðàë âû÷èñëÿëñÿ àíàëèòè÷åñêè, íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå èíòåãðàëû, ñòîÿùèå ñïðàâà, âû÷èñëÿëèñü àíàëèòè÷åñêè. Ïî
óñëîâèÿì ×åáûøåâà ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òðåõ ñëó÷àÿõ

1. n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

2.
k + 1

r
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

3.
k + 1

r
+ n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîñëåäíèå äâà ñëó÷àÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k =
0, 1, 2, . . . , èíòåãðàë (4.7) âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè òîëüêî ïðè íàòóðàëüíîì n èëè 1/r .
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â âèäå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà îòðåçêå ω ∈
[0; 1] ðÿäà âèäà (4.5).

Äîïîëíÿÿ âûðàæåíèå (4.4) èëè (4.5) äëÿ t âûðàæåíèåì (4.1) äëÿ ε � ïîëó÷èì ðåøåíèå
çàäà÷è (3.4), (2.4).

Ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè ε è âðåìåíè t îò ïàðà-
ìåòðà ïîâðåæäåííîñòè ω êàê àðãóìåíòà óäàåòñÿ òîëüêî ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ n è r . Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ω è t îò ε . Ïðè ýòîì,
ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (4.1), õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (4.4) è (4.5) íå èçìåíÿåòñÿ, òàêæå
è óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïàðàìåòðû n è r , îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.
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Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü ω è ε îò t ìîæíî òîëüêî ïðè óêàçàí-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû çàäà÷è. Ïóñòü òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïîñòðîåíà

ω = φ(t), ε = ψ(t).

Èç âûðàæåíèÿ (4.1) ïîëó÷èì

ε = (A/B) · ω = (A/B) · φ(t) = ψ(t).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (3.4), (2.4) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îäíîé ôóíêöèåé φ(t) .
Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü ω îò t ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

t = φ−1(ω).

Òàê êàê ïîìèìî çàäàâàåìûõ ðÿäàìè (4.4) è (4.5) ðåøåíèé íåò, òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ φ−1(ω)
äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç íèõ. È äðóãèõ ðåøåíèé áûòü íå ìîæåò.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.1 Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðåçóëüòàòû òåîðåìû 4.2 äîêàçàíû â ïðåä-
ïîëîæåíèè A < B . Ìîæíî ëè èõ îáîáùèòü íà ñëó÷àé A > B ? Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè
íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ r ðåçóëüòàòû òåîðåìû 4.2 ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A
è B . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé r > 0 ýòî íå òàê. Ïðè A = B ðàññìàòðèâàåìûå â
äîêàçàòåëüñòâå ðÿä (4.5) áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ ëèøü íà îòêðûòîì ïîëóèíòåð-
âàëå ω ∈ [0; 1) , à ïðè ω = 1 ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü áóäåò òîëüêî äëÿ 0 < n 6 1 . Ïðè
A > B ðåçóëüòàòû áóäóò àíàëîãè÷íûìè ñëó÷àþ A = B , çà èñêëþ÷åíèåì äëèíû îòðåçêà
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè � ω ∈ [0;B/A] . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ
îïèñàíèÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ äåôîðìàöèé çàäà÷à (3.4), (2.4) ìàëîïðèìåíèìà.

5. Âûâîäû è çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äåôîðìèðîâà-
íèÿ îáðàçöîâ èç ñòàëè Õ18Í10Ò ïðè ïîñòîÿííûõ îäíîîñíîé ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêå è
òåìïåðàòóðå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ Þ.Í. Ðàáîòíîâà ñ îäíîðîäíûìè
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ èíòåãðèðóåìîñòè, íàêëàäûâàåìûå íà ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû. Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì
ðåçóëüòàòàì, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ìàòå-
ðèàëüíûõ êîíñòàíò n è r , à òàêæå íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè 1/r . Íî ïðè óêàçàííûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ n è r ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ óäàåòñÿ îïèñàòü òîëüêî î÷åíü
óçêèé êðóã çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüå [11] äëÿ çàäà÷è ÷èñòîãî ðàñòÿæåíèÿ òðóáîê èç
ñòàëè Õ18Í10Ò ñ âíåøíèì äèàìåòðîì 12 ìì, òîëùèíîé ñòåíêè 0.5 ìì è ðàáî÷åé äëèíîé
70-100 ìì ïðè ïîñòîÿííûõ ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêå (â äèàïàçîíå íàïðÿæåíèé σ0 = 39.2-
78.5 ÌÏà) è òåìïåðàòóðå 850 ◦C ïîëó÷åíû ïàðàìåòðû n = 3.2 è r = 2.1 . Ýòà çàäà÷à, êàê
è áîëüøèíñòâî çàäà÷ ïîëçó÷åñòè òàêîãî âèäà, íå ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû. Ïîýòîìó
îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîëçó÷åñòè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Íî è ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ïîëçó÷åñòè ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè.
Íà ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê ìîìåíòó ðàçðóøåíèÿ ñêîðîñòü äåôîðìàöèè ïîë-
çó÷åñòè âîçðàñòàåò, ñòðåìÿñü ê áåñêîíå÷íîñòè. Òîæå ïðîèñõîäèò è íà ñòàäèè óïðî÷íåíèÿ
â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îïèñàíèè âñåõ òðåõ
ñòàäèé ïîëçó÷åñòè îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîëçó÷åñòè èìåþò äâå ïðåäåëüíûå îñîáûå
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òî÷êè. Òðàäèöèîííûå ÿâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè ìîãóò ïðîïóñêàòü ìîìåíò ðàç-
ðóøåíèÿ çà ñ÷åò íàêàïëèâàåìîé ïîãðåøíîñòè, íî íå ìîãóò ïðåîäîëåòü ïðåäåëüíóþ îñîáóþ
òî÷êó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ÷òî äåëàåò èõ ìàëîýôôåêòèâíûìè äëÿ äàííîãî êëàññà
çàäà÷. Èñïîëüçîâàíèå æå ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ æåñòêèõ è ïëîõî îáóñëîâëåííûõ
çàäà÷, â òîì ÷èñëå è íåÿâíûõ ìåòîäîâ, ãîðàçäî áîëåå òðóäîåìêî.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ çàäà÷ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó, èçâåñòíûé òàêæå êàê ìå-
òîä íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè è arc length method. Îí ñîñòîèò â çàìåíå èñõîäíîãî àð-
ãóìåíòà çàäà÷è íà íîâûé, îòñ÷èòûâàåìûé ïî êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ãëàâíûì ñâîéñòâîì íàèëó÷øåãî àðãóìåíòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðå-
îáðàçîâàííàÿ ê íåìó çàäà÷à èìååò íàèëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü è íå èìååò îñîáåííîñòåé.
Ïðåîáðàçîâàííàÿ ê íàèëó÷øåìó àðãóìåíòó çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ëþáûìè ìåòîäàìè
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, â òîì ÷èñëå è ÿâíûìè. Â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ áóäåò ðàññìîòðåíî
÷èñëåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàñòÿæåíèÿ îáðàçöîâ èç ñòàëè Õ18Í10Ò ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî àðãóìåíòàì ðàçëè÷íîãî âèäà è ïîêàçàíû
åãî ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ÿâíûìè ìåòîäàìè.
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08-00943à è 18-38-00424ìîë_à.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Þ.Í. Ðàáîòíîâ, Ïîëçó÷åñòü ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, Íàóêà, Ì., 2014, 752 ñ.

2. Í.Í. Ìàëèíèí, Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè è ïîëçó÷åñòè, Ìàøèíîñòðîåíèå,
Ì., 1975, 400 ñ.

3. À.Ì. Ëîêîùåíêî, Ïîëçó÷åñòü è äëèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü ìåòàëëîâ, Ôèçìàòëèò, Ì.,
2016, 504 ñ.

4. À.Ì. Ëîêîùåíêî, �Ïðèìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ïðè àíàëèçå äëèòåëüíîãî âûñî-
êîòåìïåðàòóðíîãî ðàçðóøåíèÿ ìåòàëëîâ â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ (îáçîð)�, Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà, 53:4 (2012), 149�164.

5. À.Ì. Ëîêîùåíêî, �Äëèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü ìåòàëëîâ ïðè ñëîæíîì íàïðÿæåííîì ñî-
ñòîÿíèè (îáçîð)�, Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà, 3 (2012), 116�136.

6. À.Ì. Ëîêîùåíêî, �Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ìå-
òàëëîâ â Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì èíñòèòóòå ìåõàíèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà (ê þáèëåþ Þ. Í. Ðàáîòíîâà)�, Ïðèêëàäíàÿ
ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà, 55:1 (2014), 144�165.

7. Ë.Ì. Êà÷àíîâ, �Î âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè�, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ.
Îòä. òåõíè÷åñêèõ íàóê, 8 (1958), 26�31.

8. Þ.Í. Ðàáîòíîâ, �Î ìåõàíèçìå äëèòåëüíîãî ðàçðóøåíèÿ�, Âîïðîñû ïðî÷íîñòè ìà-
òåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé., Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, Ì., 1959, 5�7.

9. Å. Á. Êóçíåöîâ, Ñ.Ñ. Ëåîíîâ, �Ïðèìåðû ïàðàìåòðèçàöèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðåäåëüíûìè îñîáûìè òî÷êàìè�,Æ.
âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç., 58:6 (2018), 914�933.

Å.Á. Êóçíåöîâ, Ñ.Ñ. Ëåîíîâ. Îá àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè îäíîé çàäà÷è ïîëçó÷åñòè



Zhurnal SVMO. 2018. Vol. 20, No. 3 293

10. Ë.Ä. Êóäðÿâöåâ, Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â 3-õ ò. Ò. 2. Ðÿäû. Äèôôåðåí-
öèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, Äðîôà, Ì., 2003,
720 ñ.

11. À.Ì. Ëîêîùåíêî, Ñ.À. Øåñòåðèêîâ, �Ìåòîäèêà îïèñàíèÿ ïîëçó÷åñòè è äëèòåëüíîé
ïðî÷íîñòè ïðè ÷èñòîì ðàñòÿæåíèè�, Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà,
21:3 (1980), 155�159.

12. Ï.Ë. ×åáûøåâ, �Îá èíòåãðèðîâàíèè èððàöèîíàëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ�, Ïîëíîå ñî-
áðàíèå ñî÷èíåíèé Ï. Ë. ×åáûøåâà. Ò. 2. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ,
Ì., 1947, 52�69.

13. Í.Í. Âîðîáüåâ, Òåîðèÿ ðÿäîâ, Íàóêà, Ì., 1979, 408 ñ.

14. Ã.Ì. Ôèõòåíãîëüö, Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Â 3 ò.
Ò. II, Ôèçìàòëèò, Ì., 2003, 864 ñ.

Ïîñòóïèëà 11.07.2018

MSC2010 34A12, 34A34

On the analytical solution of one creep problem

c⃝ E.B. Kuznetsov1, S. S. Leonov2

Abstract. The analytical solution of one initial value problem for the system of two ordinary
di�erential equations describing the fracture process of metal structures in de�ected mode at
creep conditions is considered in the paper. Similar problems arise when calculating the strength
characteristics and estimating residual deformations in the design of nuclear reactors, in building
and aerospace industries and in mechanical engineering. The solvability of the creep constitutive
equations' system is of great practical importance. The possibility of obtaining an exact analytical
solution makes it possible to signi�cantly simplify both the identi�cation of creep characteristics
and the process of model examination. Necessary and su�cient integrability conditions imposed
on the parameters of the model are obtained for the initial problem using Chebyshev's theorem on
the integration of a binomial di�erential. The recommendations for the numerical solution of the
considered problem are given.

Key Words: creep, fracture, long-term strength, damage parameter, binomial di�erential, initial
problem, system of ordinary di�erential equations.
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