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Àííîòàöèÿ. Â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé êëàññ çàäà÷ îï-
òèìàëüíîé âèáðîçàùèòû óïðóãèõ îáúåêòîâ, êðèòåðèÿìè â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëü-
íûå äåôîðìàöèè óïðóãîãî îáúåêòà çàùèòû è ìàêñèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ âèáðîèçîëèðóþùåãî
óñòðîéñòâà. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè, õàðàêòåðèçóþùåé âèáðîèçîëÿ-
òîð è ìèíèìèçèðóþùåé ïî Ïàðåòî óêàçàííûå êðèòåðèè. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷
ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðåçóëüòàòàõ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñ ïðèìåíå-
íèåì ñâåðòêè Ãåðìåéåðà è òåõíèêè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà
ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, èç ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ýëåìåíòû èñêî-
ìîé ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà äâóêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé
âèáðîçàùèòû ìíîãîýòàæíîãî âûñîòíîãî çäàíèÿ îò ñåéñìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé. Íà ïëîñêîñòè
êðèòåðèåâ ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî Ïàðåòî, à òàêæå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ¾èäåàëüíîãî¿ Ïàðåòî
îïòèìàëüíîãî èçîëÿòîðà, ò. å. óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà, îáðàòíàÿ ñâÿçü êîòîðîãî ïðåäïîëà-
ãàåò íàëè÷èå òåêóùåé èíôîðìàöèè îáî âñåõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìû, ñ îïòèìàëüíûìè èçîëÿòîðàìè àêòèâíûõ è ïàññèâíîãî òèïîâ, èìåþùèõ áîëåå
ïðîñòóþ ñòðóêòóðó óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî ¾àêòèâíûå¿ âèáðîèçîëÿòîðû íå
íàìíîãî ëó÷øå ïàññèâíûõ, íî âñå îíè çàìåòíî óñòóïàþò ¾èäåàëüíîìó¿ âèáðîèçîëÿòîðó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíàÿ âèáðîçàùèòà, ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è, ëèíåéíûå ìàò-
ðè÷íûå íåðàâåíñòâà, ñâåðòêà Ãåðìåéåðà.

1. Ââåäåíèå

Âîïðîñû ðàñ÷åòà è êîíñòðóèðîâàíèÿ óñòðîéñòâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ýôôåêòèâíóþ
çàùèòó ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, àïïàðàòóðû è ñàìîãî ÷åëîâåêà îò âðåäíîãî âîç-
äåéñòâèÿ âèáðàöèé è âìåñòå ñ òåì îáëàäàþùèõ îãðàíè÷åííûìè ðàçìåðàìè, ïðîäîëæàþò
îñòàâàòüñÿ â ôîêóñå âíèìàíèÿ ó÷åíûõ è èíæåíåðîâ [1]-[6]. Òàêèå óñòðîéñòâà â èíæåíåðíîé
ïðàêòèêå íàçûâàþòñÿ âèáðîèçîëÿòîðàìè. Èçâåñòíî [7], ÷òî çàäà÷ó âèáðîçàùèòû óäîáíî
ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, ðåãóëÿòîðîì â êîòîðîé âûñòó-
ïàåò âèáðîèçîëÿòîð. Ê ÷èñëó îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé, õàðàêòåðèçóþùèõ âèáðîèçîëÿòîðû,

1 Áàëàíäèí Äìèòðèé Âëàäèìèðîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà, ÔÃÀÎÓ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä.23),
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-7727-5924, dbalandin@yandex.ru

2 Åæîâ Åãîð Íèêîëàåâè÷, àñïèðàíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî è
÷èñëåííîãî àíàëèçà, ÔÃÀÎÓ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä.23), ORCID:
https://orcid.org/0000-0001-5434-7075, ezhovegor@gmail.com

3Ôåäîòîâ Èãîðü Àíàòîëüåâè÷, äèðåêòîð ìàëîãî èííîâàöèîííîãî ïðåäïðèÿòèÿ ÎÎÎ "ÐÅÕÝß"
(603022, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä.23, ê. 8), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3912-8971, optimal.control@gmail.com
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îòíîñÿò âåëè÷èíó, îïðåäåëÿþùóþ ìàêñèìàëüíûé õîä ýòîãî óñòðîéñòâà, è ìàêñèìàëüíûå
äåôîðìàöèè èëè íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò â çàùèùàåìîì îáúåêòå. Âûáîð ïîäõî-
äÿùåãî âèáðîèçîëèðóþùåãî óñòðîéñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîèñê îïðåäåëåííîãî êîìïðî-
ìèññà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âàæíåéøèìè ïîêàçàòåëÿìè: ÷åì ìåíüøå ìàêñèìàëüíûé õîä
âèáðîèçîëÿòîðà, òåì áîëüøå ìàêñèìàëüíûå äåôîðìàöèè èëè ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ,
è íàîáîðîò. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïîñòàâèòü äâó-
êðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü óïðàâëåíèå (âûáðàòü âèáðîèçî-
ëÿòîð), ìèíèìèçèðóþùèé ïî Ïàðåòî óêàçàííûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà. Âïîëíå âîçìîæíà
ñèòóàöèÿ, êîãäà â çàùèòå îáúåêòà ó÷àñòâóþò îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî âèáðîèçîëèðóþùèõ
óñòðîéñòâ, òîãäà âìåñòî äâóêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è óìåñòíî ðàññìîòðåòü ìíîãîêðèòåðèàëü-
íóþ. Â äàííîé ñòàòüå èçëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ âèá-
ðîçàùèòû ìíîãîìàññîâûõ óïðóãèõ îáúåêòîâ ñ ïîçèöèé ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ äâóêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ñåéñìîçàùèòû âû-
ñîòíîãî çäàíèÿ, â êîòîðîé âûáîðîì âèáðîèçîëÿòîðà òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü â ñìûñëå
Ïàðåòî äâà ïîêàçàòåëÿ: ìàêñèìóì èç ìàêñèìàëüíûõ ìåæñåêöèîííûõ äåôîðìàöèé è ìàê-
ñèìàëüíîå ñìåùåíèå çäàíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíäàìåíòà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îñëîæ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî âíåøíåå ñåéñìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå çàðàíåå íåèçâåñòíî, ïîýòîìó ñèíòåç
âèáðîèçîëèðóþùåãî óñòðîéñòâà ïðîâîäèòñÿ â ðàñ÷åòå íà ¾íàèõóäøåå¿ (íàèáîëåå îïàñíîå)
âîçäåéñòâèå èç íåêîòîðîãî êëàññà âîçäåéñòâèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòåðèàëüíûõ òåë, ñâÿçàííûõ
ìåæäó ñîáîé è ñ òåëîì, íàçûâàåìûì äàëåå îñíîâàíèå, óïðóãèìè è äèññèïàòèâíûìè ýëå-
ìåíòàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîäâåðãàåòñÿ íåêîíòðîëèðóåìûì âîç-
äåéñòâèÿì êèíåìàòè÷åñêîãî èëè äèíàìè÷åñêîãî òèïà è óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèÿì. Ìå-
õàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè:

Mq̈ +Rq̇ +Kq = Pv +Qu, q(0) = 0, q̇(0) = 0, (2.1)

ãäå âåêòîð q ∈ Rn îïðåäåëÿåò îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíûõ òåë, îáðàçóþùèõ
ñèñòåìó; M,R,K - êâàäðàòíûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, îïðåäåëÿþùèå èíåðöèîííûå äèñ-
ñèïàòèâíûå è óïðóãèå ñâîéñòâà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû; v = v(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàäà-
þùàÿ íåêîíòðîëèðóåìûå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ; u � âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþ-
ùèå ôóíêöèîíàëû:

Ji(u) = sup
v∈L2

maxk{supt≥0 |zki (t)|}
∥v∥2

, i = 1, . . . , N, (2.2)

ãäå zki - êîìïîíåíòû óïðàâëÿåìûõ âåêòîðíûõ âûõîäîâ ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
ñêàëÿðíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q , ñêîðîñòåé q̇, è óïðàâëÿþùèõ
âîçäåéñòâèé u; ∥v∥2 - L2 - íîðìà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ò. å. êâàäðàòíûé êîðåíü èç èíòå-
ãðàëà â ïðåäåëàõ îò 0 äî ∞ îò êâàäðàòà ìîäóëÿ âåêòîð-ôóíêöèè v(t) . Òàêàÿ ôîðìà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ìàêñèìàëüíûå äåôîðìàöèè è ìàêñèìàëüíûå
óñèëèÿ â ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè êîíêðåòíûõ äàííûõ
î âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ u, ôîðìèðóåìîãî â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè
ïî ñîñòîÿíèþ, ò. å. â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, ÿâ-
ëÿåòñÿ óìåíüøåíèå çíà÷åíèé äàííûõ ôóíêöèîíàëîâ. Êàê ïðàâèëî, óêàçàòü óïðàâëÿþùåå
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âîçäåéñòâèå, êîòîðîå ïðèâîäèëî áû ê ¾îäíîâðåìåííîìó¿ óìåíüøåíèþ âñåõ ôóíêöèîíà-
ëîâ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíà ïîñòàíîâêà ìíîãîêðèòåðèàëü-
íîé çàäà÷è, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ
òàêîé êîìïðîìèññ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ, ÷òî êàæäûé èç íèõ íå ìîæåò áûòü
óìåíüøåí áåç óâåëè÷åíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç îñòàâøèõñÿ. Â çàäà÷àõ âèáðîçàùèòû òàêàÿ
ïîñòàíîâêà âîïðîñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé, ïîñêîëüêó óìåíüøåíèå äåôîðìàöèè â
îòäåëüíûõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ óñèëèé â äðóãèõ å¼ ÷àñòÿõ è íàîáîðîò.

Îïèñàííàÿ ïîñòàíîâêà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé, à ïî-
ëó÷àåìûå ðåøåíèÿ (êîýôôèöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè â çàêîíå óïðàâëåíèÿ)� îïòèìàëüíûìè
ïî Ïàðåòî. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åíèå ðåøåíèé ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ è ïî-
ñòðîåíèå Ïàðåòî� îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàè-
áîëåå òðóäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â òåîðèè îïòèìèçàöèè è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

3. Ìåòîä ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ñòàòåé [8]-[10], â
êîòîðûõ ââåäåííûå âûøå ôóíêöèîíàëû òðàêòóþòñÿ êàê îáîáùåííûå îïåðàòîðíûå H2 -

íîðìû ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå x =
(
qT , q̇T

)T
, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.1) â

âèäå óïðàâëÿåìîé ëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax+Bvv +Buu, x(0) = 0, (3.1)

ãäå ìàòðèöû A,Bv, Bu ôîðìèðóþòñÿ èç ìàòðèö M,R,K, P,Q ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A =

(
0n×n In
M−1K M−1R

)
, Bv =

(
0

M−1P

)
, Bu =

(
0

M−1Q

)
. (3.2)

Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü óïðàâëåíèå u â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ, ò. å. â âèäå
u = Θx, òîãäà ñèñòåìà (3.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

ẋ = A (Θ)x+Bvv, x(0) = 0, (3.3)

ãäå ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû A (Θ) = A+BuΘ. Óïðàâëÿåìûé âûõîä z ñèñòåìû (3.3)
ïðåäñòàâèì â âèäå

z = Cx+Du = (C +DΘ)x = C (Θ)x (3.4)

ñî ñêàëÿðíûìè m êîìïîíåíòàìè zk = C(k)x +D(k)u = C(k) (Θ) x, k = 1, . . . ,m. Ñîãëàñíî
[8], ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

J (Θ) = sup
v∈L2

maxk{supt≥0 |zk(t)|}
∥v∥2

= d1/2max

(
C (Θ)Y CT (Θ)

)
, (3.5)

ãäå dmax îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû, à ñèììåòðè÷åñêàÿ
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà Y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿ-
ïóíîâà

A (Θ)Y + Y AT (Θ) +BvB
T
v = 0. (3.6)

Òàêèì îáðàçîì, óêàçàí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà J (Θ) , à èìåííî: äëÿ çàäàííîé
ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè Θ ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà
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(3.6) , à çàòåì äëÿ íàéäåííîé ìàòðèöû Y íàéòè ìàêñèìàëüíûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò
ìàòðèöû C (Θ)Y CT (Θ) . Äàëåå äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè, ïðè êîòîðîé
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (3.5) ,òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïî âñåì ýëåìåíòàì
ìàòðèöû Θ ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3.5) . Òàêàÿ ïðîöåäóðà îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî òðóä-
íî âûïîëíèìîé, îñîáåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Θ äîñòàòî÷íî âåëè-
êî. Â ñòàòüÿõ [10], [11] ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâíûé è âåñüìà ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ [12]. Ñîãëàñ-
íî äàííûì èñòî÷íèêàì, äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîé ìàòðèöû Θ, ìèíèìèçèðóþùåé ôóíê-
öèîíàë (3.5) , äîñòàòî÷íî ìèíèìèçèðîâàòü ñêàëÿðíóþ ïåðåìåííóþ γ2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ,
âûðàæàåìûõ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè

(
AY + Y AT +BuZ + ZTBT

u Bv

BT
v −I

)
< 0,

(
Y Y C(k)T + ZTD(k)T

C(k)Y +D(k)Z γ2

)
≥ 0,

k = 1, . . . ,m
(3.7)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö Y, Z è ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé γ2. Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ
âûðàæåíèÿõ íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòü áëî÷-
íûõ ìàòðèö, íàõîäÿùèõñÿ ñëåâà îò çíàêîâ íåðàâåíñòâ. Äàííàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à
ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà MATLAB. Â ðåçóëüòàòå áûëè
íàéäåíû ìàòðèöû Y∗, Z∗ è èñêîìàÿ ìàòðèöà îáðàòíîé ñâÿçè Θ = Z∗Y

−1
∗ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ N êðè-
òåðèÿìè

z1 = C1 (Θ) x, . . . , zN = CN (Θ)x. (3.8)

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðåøåíèé, ò. å. ìàòðèö îáðàòíîé
ñâÿçè

ΘP = argmin
Θ

{Ji (Θ) , i = 1, . . . , N}, (3.9)

ìèíèìèçèðóþùèõ âåêòîðíûé êðèòåðèé ñ êîìïîíåíòàìè

Ji (Θ) = sup
v∈L2

maxk{supt≥0 |zki (t) |}
∥v∥2

, i = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,mi. (3.10)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíèì ñâåðòêó Ãåðìåéåðà [13] è ñôîðìèðóåì èç ôóíêöèé
Ji (Θ) íîâóþ öåëåâóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ:

Jα (Θ) = max
0≤i≤N

{Ji (Θ) /αi}, (3.11)

ãäå αi - ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé ñâåðòêè, ãäå â ñëó÷àå
äâóõ êðèòåðèåâ ëèíèÿ óðîâíÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ ñ íàêëîíîì, îïðåäåëÿ-
þùèìñÿ îòíîøåíèåì α1/α2 , ëèíèåé óðîâíÿ ñâåðòêè Ãåðìåéåðà ÿâëÿåòñÿ óãîë, ãðàíèöû
êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïðÿìûìè y = α1, x = α2 . Èñïîëüçîâàíèå ñâåðòêè Ãåðìåéåðà â
îáùåì ñëó÷àå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êàê ýôôåêòèâíûå ðå-
øåíèÿ â ñìûñëå Ïàðåòî, òàê è ñëàáî ýôôåêòèâíûå. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ñâåðòêè
Ãåðìåéåðà â ðåçóëüòàòå äàñò ìíîæåñòâî, êîòîðîå çàâåäîìî ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé,
îïòèìàëüíûõ â ñìûñëå Ïàðåòî. Ïîñòàâèì äàëåå çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Jα (Θ) ïî
ýëåìåíòàì ìàòðèöû Θ äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ αi. Åñëè ïðåäñòàâèòü óïðàâëÿåìûé
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âûõîä ñèñòåìû â âèäå z = C̄ (Θ)x, ãäå C̄ (Θ) =
(
α−1
1 CT

1 (Θ) , . . . , α−1
N CT

N (Θ)
)T
, òî çàäà-

÷à ìèíèìèçàöèè Jα (Θ) ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà
ìàòðèöû C̄ (Θ)Y C̄T (Θ) :

min
Θ
dmax

(
C̄ (Θ)Y C̄T (Θ)

)
, A (Θ)Y + Y AT (Θ) +BvB

T
v = 0. (3.12)

Â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ çàäà÷à ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä [10]: ìèíè-
ìèçèðîâàòü γ2 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, âûðàæàåìûõ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè

(
AY + Y AT +BuZ + ZTBT

u Bv

BT
v −I

)
< 0,

(
Y Y C

(k)T
i + ZTD

(k)T
i

C
(k)
i Y +D

(k)
i Z α2

i γ
2

)
≥ 0,

k = 1, . . . ,mi i = 1, . . . , N
(3.13)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö Y, Z è ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé γ2. Ñîãëàñíî [10], ðåøèâ
îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ αi , ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé, çàâåäîìî ñîäåðæàùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è, ò. å. ìíîæåñòâî
Ïàðåòî.

4. Îïòèìàëüíàÿ ñåéñìîèçîëÿöèÿ âûñîòíîãî çäàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ñåéñìîèçîëÿöèè âûñîòíîãî çäàíèÿ. Ìåõàíè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà, ìîäåëèðóþùàÿ êîëåáàíèÿ âûñîòíîãî çäàíèÿ ïðè ñåéñìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà ôóí-
äàìåíò, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïî÷êó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (ýòàæè çäàíèÿ), ñâÿçàííûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî äèññèïàòèâíûìè è óïðóãèìè ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì îäíà èç äâóõ êðàéíèõ
òî÷åê öåïî÷êè ñâÿçàíà ïîñðåäñòâîì âèáðîèçîëÿòîðà ñ ôóíäàìåíòîì (îñíîâàíèåì), ñîâåð-
øàþùèì äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì çåìëåòðÿñåíèÿ (Ðèñ. 4.1 ). Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê áåçðàç-
ìåðíîìó âèäó (ñì. íàïðèìåð, [14]� [15]) ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîé ñèñòåìû èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

ξ̈ + βKξ̇ +Kξ = pv(t) + qu, ξ(0) = 0, ξ̇(0) = 0, (4.1)

ãäå ξ = col (ξ1, . . . , ξn) � êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî îñíîâàíèÿ; v(t)
� âíåøíåå âîçäåéñòâèå, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàþùåå ñ óñêîðåíèåì îñíîâàíèÿ; u �
óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, ðàçâèâàåìîå âèáðîèçîëÿòîðîì; β � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð,
õàðàêòåðèçóþùèé äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû; ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà K è âåêòîðû p è q çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K =


1 −1 0 . . . . . . 0
−1 2 −1 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 2 −1
0 0 . . . 0 −1 1

 , p =


1
1
. . .
1
1

 , q =


1
0
. . .
0
0

 , (4.2)
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m

k
c

m

m

k
c

m

k

c

m

k
c

u

x

4

3

2

1

0

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ñõåìà n -ýòàæíîãî çäàíèÿ êàê ìíîãîìàññîâîé óïðóãîé ñèñòåìû

Ïðèâåäåì ñèñòåìó (4.1) ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.1) , ïîëàãàÿ

x =
(
ξT , ξ̇T

)T
,

A =

(
0n×n In
−K −βK

)
, Bv =

(
0n×1

p

)
, Bu =

(
0n×1

q

)
. (4.3)

Ôóíêöèîíàëû, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî âèáðîèçîëÿöèè ìíîãîìàññîâîé óïðóãîé ñèñòå-
ìû, çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

J1 (u) = sup
v∈L2

supt≥0 |x1(t)|
∥v∥2

,

J2 (u) = sup
v∈L2

max{supt≥0 |x2(t)− x1(t)|, . . . supt≥0 |xn(t)− xn−1(t)|}
∥v∥2

.

(4.4)

Ïåðâûé ôóíêöèîíàë õàðàêòåðèçóåò ñìåùåíèå ïåðâîãî ýòàæà îòíîñèòåëüíî îñíîâàíèÿ, à
âòîðîé îïðåäåëÿåò äåôîðìàöèþ ìíîãîìàññîâîé ñèñòåìû. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ áóäåò ñîñòî-
ÿòü â íàõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè Θ óïðàâëåíèÿ (âèáðîèçîëÿòîðà), ìèíè-
ìèçèðóþùåãî ïî Ïàðåòî ôóíêöèîíàëû (4.4) . Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèî-
íàëû îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: âûáîð ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè, ïðèâîäÿùèé
ê óìåíüøåíèÿ îäíîãî èç íèõ, íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ ïåðâîãî ýòàæà îòíî-
ñèòåëüíî îñíîâàíèÿ, âëå÷åò óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ äðóãîãî ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëÿþùåãî
ìàêñèìàëüíóþ äåôîðìàöèþ ñèñòåìû (âûñîòíîãî çäàíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûé
ïîäõîä ê çàäà÷å âèáðîèçîëÿöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå êîìïðîìèññà ìåæäó çíà÷åíèÿìè
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ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ îáúåêòà îòíîñèòåëüíî îñíîâàíèÿ è ìàêñèìàëüíîé äåôîðìàöèè
ñàìîãî óïðóãîãî îáúåêòà, ÷òî ïðèâîäèò ê äâóêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ äâóêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è äëÿ n = 10, β = 0.1. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé ¾èäåàëüíîãî âèáðîèçîëÿòîðà¿, êîãäà èçìåðåíèþ äîñòóïíî ïîëíîå ñîñòî-
ÿíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ò. å. â ôîðìèðîâàíèè îáðàòíîé ñâÿçè ó÷àñòâóþò êàê êîîð-
äèíàòû, òàê è ñêîðîñòè âñåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Íà Ðèñ. 4.2
êðèâàÿ 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî çíà÷åíèé
ôóíêöèîíàëîâ {J1, J2} äëÿ óêàçàííîãî ñëó÷àÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî íà ïðàêòèêå ïîëíîå ñîñòîÿ-
íèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû âðÿä ëè äîñòóïíî èçìåðåíèþ, òåì íå ìåíåå íàéäåííîå ðåøåíèå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó äëÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëîâ.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáðàòíàÿ ñâÿçü ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå òîëüêî òåêó-
ùåãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x1 è ñêîðîñòè åå èçìåíåíèÿ ẋ1 (ïåðåìåííàÿ x11 ). Ôàêòè÷åñêè
äàííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïàññèâíîìó âèáðîèçîëÿòîðó ñ óïðóãèì è äåìïôèðóþùèì
ýëåìåíòàìè. Íà Ðèñ. 4.2 êðèâàÿ 2 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), ðàñïîëîæåííàÿ âûøå ¾ïðåäåëü-
íîé¿ êðèâîé 1, ñîîòâåòñòâóåò Ïàðåòî- îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ {J1, J2} â
êëàññå ïàññèâíûõ âèáðîèçîëÿòîðîâ. Êðèâûå 3 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è 4 (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ
ëèíèÿ) îòâå÷àþò ñëó÷àÿì, êîãäà ê ïàññèâíîìó âèáðîèçîëÿòîðó äîáàâëåíà ¾àêòèâíàÿ¿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ, ò. å. äîïîëíèòåëüíî èçìåðÿåòñÿ íå òîëüêî ñìåùåíèå âòîðîãî ýòàæà îòíîñè-
òåëüíî ïåðâîãî (êðèâàÿ 3)íî è ñìåùåíèå òðåòüåãî ýòàæà îòíîñèòåëüíî âòîðîãî (êðèâàÿ 4).
Àíàëèç êðèâûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ¾àêòèâíûå¿ âèáðîèçîëÿòîðû (êðèâûå 3 è 4) íå íàìíîãî
ïðåâîñõîäÿò ïàññèâíûå (êðèâàÿ 2), íî âñå ýòè òðè èçîëÿòîðà çàìåòíî óñòóïàþò ¾èäåàëü-
íîìó âèáðîèçîëÿòîðó¿ (êðèâàÿ 1).
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Ìíîæåñòâî Ïàðåòî íà ïëîñêîñòè êðèòåðèåâ äëÿ ðàçíûõ òèïîâ âèáðîèçîëÿòîðà

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîé
âèáðîçàùèòû óïðóãèõ îáúåêòîâ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ áûëè âûáðàíû îáîáùåííûå îïåðà-
òîðíûå H2 -íîðìû ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó çà-
ùèùàåìîãî îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé îáúåêòà. Èçëîæåíà îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ìíîãîêðè-
òåðèàëüíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ñâåðòêå Ãåðìåéåðà è òåõíèêå
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ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Â äâóêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîé âèáðîèçîëÿ-
öèè âûñîòíîãî çäàíèÿ îò ñåéñìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé íà ïëîñêîñòè êðèòåðèåâ áûëî ïîñòðî-
åíî ìíîæåñòâî Ïàðåòî, à òàêæå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ¾èäåàëüíîãî¿ Ïàðåòî- îïòèìàëüíîãî
âèáðîèçîëÿòîðà ñ îïòèìàëüíûìè èçîëÿòîðàìè àêòèâíîãî è ïàññèâíîãî òèïîâ. Ïîêàçàíî,
÷òî ¾àêòèâíûå¿ âèáðîèçîëÿòîðû íå íàìíîãî ïðåâîñõîäÿò ïàññèâíûå, íî âñå ýòè èçîëÿòîðû
çàìåòíî óñòóïàþò ¾èäåàëüíîìó¿ âèáðîèçîëÿòîðó.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû �16-01-00606 è �18-41-520002).
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Two-criteria problems for optimal protection of elastic

structures from vibration

c⃝ D.V. Balandin 1, E.N. Ezhov2, I. A. Fedotov3

Abstract. In a multi-objective formulation with criteria such as the maximal deformation of the
elastic object to be protected and maximal deformations of the protection devices, a new class of
optimal vibration protection problems is considered. The mathematical problem is to �nd a linear
feedback control minimizing the above criteria in Pareto sense. A general approach to solving these
problems based on results of modern control theory using linear matrix inequalities technique is
presented. A system of linear matrix inequalities for obtaining the desired gain matrix is derived. An
example of a solution of two-criteria problem for a multistorey building under seismic disturbances
is given. Pareto set on the plane of the criteria is constructed. The ¾ideal¿ Pareto optimal isolator
and optimal isolators of active and passive types are compared as well. It is shown that the ¾active¿
vibration isolators are not much better than the passive one, but all these isolators are noticeably
inferior to the ¾ideal¿ vibration isolator.
Key Words: optimal vibration protection, multi-criteria problem, linear matrix inequalities,
Germeyer convolution.
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