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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåííîãî ðÿäà, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïîðîæäåíû íåñòàöèîíàðíûì ïîòîêîì ñîáûòèé. Â ñëó-
÷àå, êîãäà íåñòàöèîíàðíîñòü îáóñëîâëåíà ñëó÷àéíûì ïåðåêëþ÷åíèåì ñ îäíîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà íà äðóãîé, ÷òî èìååò ìåñòî äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè íàáëþäàåìûõ âðåìåííûõ ðÿ-
äîâ, îñóùåñòâëÿåòñÿ ôèëüòðàöèÿ âëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ âûäåëèòü ñòàöèîíàðíóþ êîìïîíåí-
òó. Ïðåäëîæåíà ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ ìåãàïîëèñà, ïðè êîòîðîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè (ìîìåíòàìè âûáðî-
ñîâ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â àòìîñôåðó) îáðàçóåò íåñòàöèîíàðíûé âðåìåííîé ðÿä. Îïèñàí
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïî ðàñ÷åòó ñòàòèñòèê, îïðåäåëÿþùèõ ýâîëþöèþ âûáîðî÷íîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà îïðåäåëåííîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå. Ðåàëèçîâàíî ïðåîáðàçîâàíèå äàííûõ
ñòàòèñòèê îò îáúåìà âûáîðêè ê ïðîìåæóòêó âðåìåíè è âûâåäåíî óðàâíåíèå ýâîëþöèè èõ
ðàñïðåäåëåíèé â òåðìèíàõ ýìïèðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûáîðî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, íåýêâèäèñòàíòíûé âðåìåííîé ðÿä,
óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, íåñòàöèîíàðíûé ïîòîê ñîáûòèé.

1. Ââåäåíèå

Àíàëèç íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, îïèðàåòñÿ íà
èçó÷åíèå ýâîëþöèîííûõ ñâîéñòâ èõ âûáîðî÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûáîðêà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà, íîìåð ýëåìåíòà äàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìîìåíòîì âðåìåíè. Îñíîâû êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê
àíàëèçó âûáîðî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñôîðìóëèðîâàíû â [1], [2]. Â íèõ áûëè âûïèñàíû ýâî-
ëþöèîííûå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ è Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ öåëüþ ïîèñêà ïîäõîäÿùåé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, èìåþùåé áëèçêèå ê äàííîé âûáîðêå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå
äèñêðåòíûé àíàëîã òàêîé ñèñòåìû ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü âðåìåííî-
ãî ðÿäà, ïîçâîëÿþùåé äàòü åãî ïðîãíîç íà íåêîòîðûé ãîðèçîíò, îïðåäåëÿåìûé ñêîðîñòüþ
ðàçáåãàíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé.

Çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðÿäà ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ íà çàäàííûé âðåìåííîé ãî-
ðèçîíò âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ [3]�[8]. Â ðàáîòå [6] êèíåòè÷åñêèå

1Êëî÷êîâà Ëþäìèëà Âèêòîðîâíà, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå
ó÷ðåæäåíèå ¾Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì. Â. Êåë-
äûøà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿, (125047, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Ìèóññêàÿ ïë., ä. 4), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0003-3973-3909, klud@imamod.ru

2Îðëîâ Þðèé Íèêîëàåâè÷, çàâåäóþùèé îòäåëîì ïðèêëàäíîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, Ôåäåðàëü-
íîå ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå ¾Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè èì. Ì. Â. Êåëäûøà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿, (125047, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Ìèóññêàÿ ïë.,
ä. 4), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-9114-0436,
ov3159f@yandex.ru

3Ïëåøàêîâ Ðóñëàí Âëàäèìèðîâè÷, àñïèðàíò, Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå ¾Ôåäå-
ðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì. Â. Êåëäûøà Ðîññèéñêîé
àêàäåìèè íàóê¿, (125047, Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, Ìèóññêàÿ ïë., ä. 4), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-5368-
4416, ruslanplkv@gmail.com
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ìîäåëè ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàãðÿçíåííîñòè àòìîñôåðû ìå-
ãàïîëèñîâ, ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèé èëè âðåäíûõ ïðèìåñåé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé
è íåñòàöèîíàðíîé ñðåäå. Â ðàáîòå [9] èññëåäîâàëèñü íåêîòîðûå ñòàòèñòèêè íà íåýêâèäè-
ñòàíòíûõ âðåìåííûõ ðÿäàõ, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà âðåìåííîãî ðÿäà
äëÿ îöåíêè ïðåèìóùåñòâåííîãî ñîõðàíåíèÿ òåíäåíöèè èëè, íàïðîòèâ, ñìåíû åå íà ïðîòè-
âîïîëîæíóþ.

Îãðàíè÷åíèå èçëîæåííîé â [3]�[8] òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðîìåæóòêè
âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè, íàïðèìåð, ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæ-
äó çàïðîñàìè â ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ìåæäó çåìëåòðÿñåíèÿìè â ñåéñìè÷åñêè
àêòèâíîì ðåãèîíå, ìåæäó àâàðèéíûìè ñáðîñàìè ïðîäóêòîâ õèìè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà è ò.
ï. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ïîäîáíûõ ðÿäîâ òàêæå ìîæíî èçó÷àòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî
íåêîòîðîìó îáúåìó äàííûõ, à íå ïî ïðîìåæóòêó ðåàëüíîãî âðåìåíè, íî ìíîãèå âîïðîñû
îêàçûâàþòñÿ ïðè ýòîì âíå ðàññìîòðåíèÿ. Òàê, êîððåëÿöèÿ ìåæäó ìîìåíòîì çàãðÿçíåíèÿ
àòìîñôåðû è óðîâíåì çàáîëåâàåìîñòè íàñåëåíèÿ èìååò âðåìåííîé, à íå ñîáûòèéíûé ëàã.
Ïîýòîìó âîçíèêàþò ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è, ïðèíöèïèàëüíî ôîðìóëèðóåìûå â òåðìèíàõ
òåêóùåãî âðåìåíè, à íå ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâ ýëåìåíòîâ ðÿäà.

Äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàê ïîòîê ñîáûòèé, òàê è ñàìè çíà÷åíèÿ
âðåìåííîãî ðÿäà èìåþò íåñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî âîçíèêàåò çàäà÷à
ñîãëàñîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóõ íåñòàöèîíàðíûõ ïîòîêîâ äàííûõ.

Èñïîëüçîâàíèå êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà âðåäíûõ ïðèìåñåé, ÿâëÿåòñÿ
âåñüìà àêòóàëüíûì. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò êîððåêòíî çàäàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà
èñòî÷íèêà äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, îïèñûâàþùèõ
ýâîëþöèþ ïðèìåñåé, èõ ñîñòàâ è êîíöåíòðàöèþ â õèìè÷åñêè àêòèâíîì ãàçå â îïðåäåëåí-
íûõ òåìïåðàòóðíûõ è êîíâåêòèâíûõ óñëîâèÿõ âíåøíåé ñðåäû. Â ñèëó òîãî, ÷òî èñòî÷íèê
çàãðÿçíåíèÿ ïî èíòåíñèâíîñòè è ñîñòàâó ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è íåñòàöèîíàðíûì, êèíåòè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðèìåñåé, ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà èç-çà íåîïðåäå-
ëåííîñòè ôóíêöèè èñòî÷íèêà.

Ãåíåðàöèÿ àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé íåýêâèäèñòàíòíîãî íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà
ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, âàæíîé ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷åé, ðåøåíèå êîòîðîé
ïîçâîëèò ìîäåëèðîâàòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû óïðàâëåíèÿ íàáëþäàåìûì ñëó÷àéíûì
ïðîöåññîì è ïðîâîäèòü èõ îïòèìèçàöèþ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà, ïîçâî-
ëÿþùàÿ ïðèìåíèòü êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä ê àíàëèçó âðåìåííûõ ðÿäîâ ðàçëè÷íîãî òèïà.

2. Ìåòîä ãåíåðàöèè íåýêâèäèñòàíòíîé òðàåêòîðèè

Ãåíåðàöèÿ íåýêâèäèñòàíòíîãî íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà îñíîâûâàåòñÿ íà ñëå-
äóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû ïîòîêà ñîáûòèé [4].

Âî-ïåðâûõ, ñ÷èòàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íàçûâàåìûé ïå-
ðèîäîì, âíóòðè êîòîðîãî çàäàíà íîðìèðîâàííàÿ íà åäèíèöó ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè ïî-
òîêà. Ïðèìåíèòåëüíî ê ýêîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêå ìåãàïîëèñà òàêîé ïåðèîä ñâÿçàí ñ åñòå-
ñòâåííîé ñóòî÷íîé è ñåçîííîé ïåðèîäè÷íîñòüþ. Ýòî ïîçâîëÿåò çàäàòü îïðåäåëåííûé âðå-
ìåííîé ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì àíàëèçèðóåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Âî-âòîðûõ, àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ïðèðîñòîâ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (íàïðè-
ìåð, óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ) èìåþò ðàñïðåäåëåíèå ñ ¾òîëñòûì õâîñòîì¿, ïðè÷åì íåñòàöèî-
íàðíîñòü ïîòîêà ïðèñóùà íàèáîëåå âåðîÿòíîìó ñîáûòèþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ êîòîðûì ìåíåå
âåðîÿòíûå ñîáûòèÿ ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà ñîáûòèé. Ýòî ïðåäïîëîæå-
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íèå ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ôèëüòðàöèþ äàííûõ ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ñòàòèñòèêè îòíîñèòåëüíî
ðåäêèõ, íî çíà÷èìûõ ñîáûòèé. Â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âëî-
æåíèÿ äâóõ ïðîöåññîâ � ñòàöèîíàðíîãî è íåñòàöèîíàðíîãî. Èìåííî äëèíà ñåðèè èç ýëåìåí-
òîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ñîáûòèé îáðàçóåò íåñòàöèîíàðíûé âðåìåííîé
ðÿä, à äëèòåëüíîñòü ñåðèè èç ïðî÷èõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-
ñîì.

Ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ìîäåëü âðåìåííîãî ðÿäà, îáëàäàþùå-
ãî ñâîéñòâàìè, áëèçêèìè ê íàáëþäàåìûì íà ïðàêòèêå.

Ýòàï I. Ïîäãîòîâêà äàííûõ. Íà ýòàïå ïîäãîòîâêè äàííûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòî-
ðèè íåýêâèäèñòàíòíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñîáèðàþòñÿ ñòàòèñòèêè:

� ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (θ) ñåðèé ñîáûòèé ïî äëèòåëüíîñòè âðåìåíè θ îáùåãî
äâèæåíèÿ òðàåêòîðèè çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ) ââåðõ èëè âíèç;

� âåðîÿòíîñòè P± ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî ïðèðîñòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
äëÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñîáûòèÿ, P+ + P− = 1 ;

� ïàðàìåòð íåñòàöèîíàðíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé Λ(t, τ) íà ïðîìåæóòêå
âðåìåíè ∆t(τ) = [t− τ ; t] âíóòðè ïåðèîäà T (íàïðèìåð, çà ìåñÿö);

� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(n) ñåðèé ïðèðàùåíèé, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîòîðûõ îò-
ëè÷àåòñÿ îò íàèáîëåå âåðîÿòíîãî, â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà n ñîáûòèé;

� ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(k, k′;K, t) äëèí k è èõ ïðèðàùåíèé k′ äëÿ
ñåðèé íàèáîëåå âåðîÿòíîãî àáñîëþòíîãî ïðèðàùåíèÿ ïî âûáîðêå äëèíû K ñîáûòèé â
ìîìåíò âðåìåíè t .

Ïî ñîáðàííûì ñòàòèñòèêàì îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü pk(t− τ, t) ÷èñëà k ñîáûòèé íà
ïðîìåæóòêå âðåìåíè ∆t(τ) ïî ôîðìóëå:

pk(t− τ, t) =
(Λ(t, τ))k

k!
exp(−Λ(t, τ)), Λ(t, τ) = τµ(t− τ, t). (2.1)

Ââåäåííàÿ çäåñü âåëè÷èíà µ(t−τ, t) íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïîòîêà íà ïðîìåæóòêå
∆t(τ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå ÷èñëî ñîáûòèé íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå:

µ(t− τ, t) =
1

τ

∞∑
k=1

kpk(t− τ, t). (2.2)

Ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû, à ïîòîê îðäèíàðíûé. Âðåìÿ àãðåãèðîâàíèÿ ñîáûòèé
ïîëàãàåì ðàâíûì íåêîòîðîé óñëîâíîé åäèíèöå τ ≡ 1 (íàïðèìåð, 1 ñóòêè).

Ïîñëå ýòîãî çàäàåòñÿ îæèäàåìîå ÷èñëî N ñîáûòèé íà âðåìåííîì ãîðèçîíòå T ìîäåëè-
ðîâàíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà. Îíî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè íîðìèðîâêó ïðîôèëÿ
èíòåíñèâíîñòè Λ(t, τ) íà ýòî ÷èñëî ñîáûòèé.

Ýòàï II. Ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèè. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå èç ðàñïðåäåëåíèÿ F (θ) ãåíåðè-
ðóåòñÿ ñëó÷àéíûé ðÿä ÷èñåë θk â åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ âðåìåíè, ïðèíÿòîì â ïàðàìåòðå
ïîòîêà: ∑

k

θk = T. (2.3)

Óñëîâèå (2.3) îïðåäåëÿåò ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî M ìàêðîäâèæåíèé ââåðõ è âíèç (íà-
ðàñòàíèå óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ èëè î÷èùåíèå è ðåëàêñàöèÿ ñðåäû) è èõ äëèòåëüíîñòü, íà
êàæäîì ïðîìåæóòêå θk çàäàåòñÿ âåðîÿòíîñòü P±

k ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî ïðè-
ðîñòîâ.

Çàòåì ãåíåðèðóþòñÿ ñëó÷àéíûå öåëûå ÷èñëà nj èç ðàñïðåäåëåíèÿ (2.1), êîòîðûå äàþò
÷èñëà ñîáûòèé â òå÷åíèå óñëîâíîé âðåìåííîé åäèíèöû τ íà ïðîìåæóòêàõ ∆τ (j) , ãäå
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j åñòü íîìåð òåêóùåãî âðåìåíè â òåðìèíàõ τ . Äëÿ äàííîé ãåíåðàöèè íàõîäèòñÿ ÷èñëî
ñîáûòèé:

Ñ =
T∑

j=1

nj. (2.4)

Ýòî ÷èñëî Ñ â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷íî îò çàäàííîãî èçíà÷àëüíî N , íî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå
÷èñëî ñîáûòèé çà ïåðèîä ïî àíñàìáëþ òðàåêòîðèé ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó N ïðè óâåëè÷åíèè
÷èñëà òðàåêòîðèé.

Äàëåå ãåíåðèðóåòñÿ âûáîðêà ÷èñåë ±1 îáùåé äëèíû Ñ èç êóñî÷íî-ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P±

k â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àéíûì ÷èñëîì ìàêðîäâèæåíèé èç
(2.3). Ýòà âûáîðêà îïðåäåëÿåò çíàê ïðèðàùåíèÿ çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â îòäåëü-
íîì ñîáûòèè.

Èç ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(k, k′;K, t) íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè

φ(k;K, t) =
∑
k′

f(k, k′;K, t), u(k;K, t)φ(k;K, t) =
∑
k′

k′f(k, k′;K, t), (2.5)

êîòîðûå ó÷àñòâóþò â ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ φ(k;K, t) èç ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆τ (j) â ïðîìåæóòîê ∆τ (j + 1) :

φ(k;K, j + 1) = φ(k;K, j) + φ(k − 1;K, j)u(k − 1;K, j)− φ(k;K, j)u(k;K, j). (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, èç ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (2.6) ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû íåñòàöè-
îíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí ñåðèé íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ïðèðîñòîâ. Ôóíêöèè f(k, k′;K, t)
âû÷èñëÿþòñÿ â ñêîëüçÿùåì îêíå äëèíû K , ïîýòîìó íà èõ âèä âëèÿþò è âûáðàííûå íà
ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðàìåòðû ïîòîêà è ïðîìåæóòêè òðåíäîâ ââåðõ è
âíèç.

Ïîñëå òîãî êàê âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè φ(k;K, j) , èç íèõ êàê èç àíàëîãîâ ãåíåðàëüíûõ
ñîâîêóïíîñòåé ñòðîÿòñÿ âûáîðêè äëèí k1,j, k2,j, . . . â òàêîì êîëè÷åñòâå, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà
ïðîãíîçíîìó ÷èñëó ñîáûòèé èç (2.4): ∑

i

ki,j = nj.

Äëèíû ñåðèé íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ïðèðîñòîâ ïðåðûâàþòñÿ ñåðèÿìè ïðèðîñòîâ íà äðó-
ãèå âåëè÷èíû. Äàííûå ñåðèè, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, èìåþò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå S(n) ïî äëèíàì, èç êîòîðîãî ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûé íàáîð öåëûõ ÷èñåë n1,j, n2,j, . . . ,
ðàâíûõ äëèíàì ñåðèé óêàçàííîãî âòîðîãî òèïà. Äëèíû ñåðèé ki,j è ni,j ÷åðåäóþòñÿ äî
òåõ ïîð, ïîêà èõ ñóììàðíàÿ äëèíà íå ñòàíåò ðàâíîé nj èëè íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü ýòî
÷èñëî çà ñ÷åò ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî. Ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå â
ñëåäóþùåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ∆τ (j + 1) .

Çíàêè ïðèðîñòîâ âî âñåõ ýòèõ ñîáûòèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëó÷àéíûõ
çíàêîâ ±1 , êîòîðàÿ ãåíåðèðîâàëàñü íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü íåýêâèäèñòàíòíîé òðàåêòîðèè âðåìåííîãî ðÿäà
íà çàäàííîì ãîðèçîíòå.

3. Óðàâíåíèå ýâîëþöèè âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t èçâåñòíà âûáîðî÷íàÿ ïëîòíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (ÂÏÔÐ) FN(x, n), ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå äëèíû N â ìîìåíò âðåìåíè t(n), ãäå
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n åñòü íîìåð áëèæàéøåãî ñëåâà ñîáûòèÿ ê ìîìåíòó t. Ýòó ÂÏÔÐ â òåðìèíàõ íîìåðà
ñîáûòèÿ áóäåì â ýòîé ãëàâå îáîçíà÷àòü FN(x, n), à ÂÏÔÐ, ïîñòðîåííóþ ïî òîìó êîëè÷å-
ñòâó ñîáûòèé, êîòîðîå ïðîèçîøëî çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t− T ; t], åñëè ýòî êîëè÷åñòâî
ñîáûòèé îòëè÷íî îò íóëÿ, îáîçíà÷èì fT (x, t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð ïîòîêà Λ(t, τ) èç (2.1)�(2.2) èçâåñòåí. Òîãäà ìîæíî ïåðåé-

òè ê ïîñòðîåíèþ ïðîãíîçà ÂÏÔÐ F̂N(k)(x, n+ k). Â òåðìèíàõ íîìåðà ñîáûòèÿ óðàâíåíèå
ýâîëþöèè ÂÏÔÐ èìååò âèä [1], [4]:

∂FN(x, n)

∂n
+

∂

∂x
u(x, n)FN(x, n) = 0, u(x, n) =

∫
ẋF

(2)
N (x, ẋ, n)dẋ, (3.1)

ãäå ýìïèðè÷åñêàÿ ñêîðîñòü u(x, n) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñîâìåñòíóþ ÂÏÔÐ F
(2)
N (x, ẋ, n)

çíà÷åíèé ðÿäà è åãî ïðèðàùåíèé â òåðìèíàõ íîìåðà ñîáûòèÿ.
×òîáû ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ÂÏÔÐ â òåðìèíàõ âðåìåíè, íàäî ïåðå-

ïèñàòü åãî ÷åðåç åäèíèöû àãðåãèðîâàíèÿ, ò. å. â íàøåì ñëó÷àå äëÿ øàãà ïî âðåìåíè τ ,
êîòîðûé äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì åäèíè÷íûì.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ïî ÷èñëó ñîáûòèé
ñîãëàñíî ôîðìóëå

∂FN(x, n)

∂t
=
∂FN(x, n)

∂n

∂n

∂t
(3.2)

è ïîñëåäíþþ ñëåäóåò ïîíèìàòü â àãðåãèðîâàííîì ñìûñëå, ò. å. dn/dt = n(t+ 1)− n(t) , òî

dn

dt
= Λ(t, τ). (3.3)

Èç (3.1)�(3.2) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ýâîëþöèè ïî
àãðåãèðîâàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè:

∂f(x, t)

∂t
= −Λ(t, τ)

∂

∂x
u(x, t)f(x, t) = − ∂

∂x
ν(x, t)f(x, t),

ν(x, t) = Λ(t, τ)u(x, t).

(3.4)

Ïðîãíîçíàÿ ìîäåëü äëÿ ÂÏÔÐ f(x, t) ñëåäóåò èç (3.4) çàìåíîé u(x, t) è Λ(t, τ) íà èõ
ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ:

f̂(x, t+ 1) = f(x, t)− ∂

∂x
Λ̂(t, τ)û(x, t)f(x, t). (3.5)

Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïîñòðîåíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ÂÏÔÐ íåýêâèäèñòàíò-
íîãî íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà â òåðìèíàõ âðåìåíè. Äëÿ ïðîãíîçà ñàìîãî ðÿäà
ìîæíî, íàïðèìåð, ïðèíÿòü ïðîãíîçíîå çíà÷åíèå ðàâíûì ñðåäíåìó ïî ïðîãíîçíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ:

x̂(t(n+ k)) =

∫
F̂N(k)(x, n+ k)dx. (3.6)

4. Àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïîñëå òîãî êàê ïðîâåäåíà ôèëüòðàöèÿ âëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ èçâëå÷ü èç ïîòî-
êà ñîáûòèé ñòàöèîíàðíóþ ñåðèþ, äëèíà êîòîðîé ïðåðûâàåòñÿ âòîðûì ïðîöåññîì ñ
íåñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ìîæíî ïîñòðîèòü õàîòè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó,
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äèíàìè÷åñêè-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî ñàìîå ýìïèðè÷åñêè íàé-
äåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñåðèé ïî äëèíàì. Òàêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòî-
ðàÿ ïîðîæäàåò ñòàöèîíàðíîå ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ îäíîìåðíàÿ õàîòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðèíèìà-
þùàÿ çíà÷åíèÿ íà [0; 1] , ñ çàäàííûì çàêîíîì îòîáðàæåíèÿ yn+1 = g(yn) . Ïóñòü ôóíêöèÿ
g èìååò íåñêîëüêî ïðîìåæóòêîâ ìîíîòîííîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ
ïðîìåæóòêîâ äâà. Âîçüìåì, íàïðèìåð, êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå:

yn+1 =


2yn, 0 ≤ yn < 1/2;

2− 2y, 1/2 ≤ yn ≤ 1.
(4.1)

Åñëè òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ýìïè-
ðè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ f(x) , òî íóæíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îáðàòíîé ê
èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) . Íàïðèìåð, äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ íàñûùåíèåì
õàðàêòåðíû çàâèñèìîñòè âèäà f(x) = αe−αx , äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷àåì F (x) = 1− e−αx .

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä h(y) = − 1

α
ln(1− y) . Òîãäà íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè g (4.1) èñêîìîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

xn+1 = h
(
g(h−1(xn))

)
. (4.2)

Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå èìååò âèä:

xn+1 =


− 1

α
ln
(
2e−αxn − 1

)
, 0 ≤ xn

1

α
ln 2;

− 1

α
ln
(
1− 2e−αxn

)
,

1

α
ln 2 ≤ xn < +∞.

(4.3)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëèíû ïðîìåæóòêîâ ìåæäó ñåðèÿìè âûðàæàþòñÿ íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè, ïîýòîìó ýëåìåíòû ðÿäà òàêèõ äëèí îïðåäåëÿþòñÿ èç (4.3) ôîðìóëîé
ln = [xn] + 1 . Ïî ïîñòðîåíèþ, íàéäåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå åäèíñòâåííàÿ. Âìå-
ñòî (4.1) ìîæíî âçÿòü äðóãóþ çàòðàâî÷íóþ ñèñòåìó, íàïðèìåð, ëîãèñòè÷åñêóþ.

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ìîäåëü (4.1)�(4.3) íå ïðåäñêàçûâàåò ïðîìåæóòêè ìåæäó ñåðèÿ-
ìè ðàâíûõ äëèòåëüíîñòåé, à âñåãî ëèøü äàåò îäíó èç âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé òàêèõ ïðî-
ìåæóòêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ
àíàëîãè÷íà ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè, ðåàëèçóþùåé çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (4.3) îïðåäåëÿåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, äëÿ êîòîðîé ýì-
ïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëèòåëüíîñòåé ñåðèé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ìåðîé, ò. å. íå
çàâèñèò îò âðåìåíè. Äëÿ îñòàâøåéñÿ îò ïðîâåäåííîé ôèëüòðàöèè íåñòàöèîíàðíîé âûáî-
ðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìîäåëüíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå.
Êàê ïðàâèëî, íà ïðàêòèêå íåñòàöèîíàðíîñòü äîñòàòî÷íî õîðîøî ìîäåëèðóåòñÿ óðàâíåíè-
åì äèôôóçèè ñî ñíîñîì. Òàê, äëÿ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f(x, t) ðåãóëÿðíîãî
äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ïðèìåíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

∂f(x, t)

∂t
= − ∂

∂x
(u(x, t)f(x, t)) +

1

2

∂2

∂x2
(λ(x, t)f(x, t)) , (4.4)

ãäå u(x, t) � ñêîðîñòü ñíîñà âåðîÿòíîñòè; λ(x, t) � íåîòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò äèô-
ôóçèè. Âåëè÷èíà ñíîñà îöåíèâàåòñÿ èç ñîïîñòàâëåíèÿ äâóõ âûáîðî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé,
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ïîñòðîåííûõ äëÿ âñòûê-âûáîðîê, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà ãîðèçîíòó ïðîãíîçà, à êîýôôèöè-
åíò äèôôóçèè îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ýëåìåíòàì ðÿäà â ïðåäøåñòâóþùèé ìî-

ìåíò âðåìåíè. Èìåííî λ =
dσ2

dt
− 2covx,ν , ãäå σ2 � âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ðÿäà, à covx,ν

� âûáîðî÷íàÿ êîâàðèàöèÿ ýëåìåíòîâ ðÿäà è åãî ïåðâûõ ðàçíîñòåé. Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìå-
íè ïîíèìàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå êàê ðàçíîñòü äèñïåðñèé â äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà
âðåìåíè.

Ñêîðîñòü u(i, t) èçìåíåíèÿ âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â i -îé
ÿ÷åéêå â ìîìåíò t îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

u(i+ 1, t)f(i+ 1, t) = −
i∑

k=1

(f(k, t+ 1)− f(k, t)) , (4.5)

ò. å. âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èçìåíåíèå âûáîðî÷íîé èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çà
îäèí øàã ïî âðåìåíè. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäàþùàÿ âðåìåííîé ðÿä çíà÷åíèé x(t) ,
ïðèáëèæåííî íàõîäèòñÿ èç (4.5). Îáîçíà÷àÿ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.5), äåëåííóþ íà
f(i+ 1, t) , ÷åðåç w(i, t) , ïîëó÷àåì:

u(i, t) = w(i− 1, t). (4.6)

Äàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, â îòëè÷èå îò (4.3), ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé, è ñêîðîñòü
u(i, t) òðàêòóåòñÿ êàê èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ñàìîãî âðåìåííîãî ðÿäà, ò. å. u(i, t) = x(t +
1)− x(t). Ýòà ìîäåëü äåéñòâóåò íà îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè -� èìåííî íà òîì,
â êîòîðîì îöåíåíà ñêîðîñòü (4.6).

5. Çàêëþ÷åíèå

Îïèñàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü êàê íåñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó ïèêîâîãî
÷èñëà ñîáûòèé, êîãäà ïîòîê ñîáûòèé è ñàìî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåñòà-
öèîíàðíûìè ïðîöåññàìè, òàê è ïîäîáíûå åé íåñòàöèîíàðíûå ìíîãîìåðíûå ïîòîêè ñëó÷àé-
íûõ ñîáûòèé. Êðîìå çàäà÷ ýêîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, îáúåêòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò
áûòü è ñîáñòâåííî ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîãäà ïîòîê òåëåôîííûõ âûçîâîâ
èëè çàïðîñîâ íà ïîñåùåíèå ñàéòà è ñêà÷èâàíèå îïðåäåëåííîé èíôîðìàöèè èìååò íåñòà-
öèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïîñòðîåííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè
îïòèìèçàöèþ ôóíêöèîíàëà óïðàâëåíèÿ: ñîâîêóïíîñòè ìåðîïðèÿòèé ïî ïðåäîòâðàùåíèþ
àâàðèé èëè ëèêâèäàöèÿ èõ ïîñëåäñòâèé, ïðîôèëàêòèêè çàáîëåâàíèé, àëãîðèòìà ðàáîòû
òîðãîâîé ñèñòåìû íà áèðæå, áëîêèðîâàíèÿ îïðåäåëåííûõ çàïðîñîâ íà ñàéò ñèñòåìû ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è ò. ï. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà � 17-01-00361.
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Kinetic equation for simulation of non-stationary

non-equidistant time-series

c⃝ L. V. Klochkova 4, Yu. N. Orlov 5, R. V. Pleshakov 6

Abstract. We obtain kinetic equation for the sample distribution function of the time series
with values generated by non-stationary �ow of events. In many practically observed time series
unsteadiness is due to random switching from one random process to another. In these cases the
attachments are �ltered; it allows to select a stationary component of series. A model is proposed
to describe the evolution of pollution levels in the city. In this model a sequence of time intervals
between random events, which are the moments of pollutants' emission into the atmosphere, forms
a non-stationary time series. Software package for calculating statistics that determine the evolution
of the sampling distribution at a certain time interval is described. The conversion of these statistics
from sample size to the time interval is implemented. The equation of their distributions' evolution
in terms of empirical Liouville equation is obtained.

Key Words: sample distribution function, non-equidistant time series, Liouville equation, non-
stationary �ow of events.
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